
REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE 

UNIVERSITE FERHAT ABBAS SETIF 1 

FACULTE DES SCIENCES 

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES 

 

Thèse 

Présentée pour l'obtention du diplôme de 

Doctorat en Mathématiques  

Option 

 Analyse non linéaire et EDP 

Thème  

Comportement asymptotique des solutions de certains systèmes 

dynamiques de types : Onde, thermoélastique et viscoélastique 

Présentée par 

SEMCHEDINE Nesrine 

 

Devant le jury composé de : 

Président : Naceurdine BENSALEM Prof. Université Ferhat Abbas Sétif 1 

Rapporteur : Hamid  BENSERIDI Prof. Université Ferhat Abbas Sétif 1 

Examinateur : Nasserdine KECHKAR Prof. Université Mentouri-Constantine 

Examinateur : Djamel OUCHENANE M.C.A Université d'Amar Telidji Laghouat 

Invité : Salah DRABLA Prof. Université Ferhat Abbas Sétif 1 

 

Soutenu le : 27/01/2022 



Dédicaces
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Introduction

Au cours des dernières décennies, plusieurs auteurs ont étudié la stabilité des problèmes

contenant des équations des ondes, des équations thermoélastiques ainsi que des problèmes

des équations viscoélastiques et des nombreux résultats ont été établis et publiés.

Problèmes des équations d’ondes

Cavalcanti et al. [9], ont étudié l’existence et la décroissance uniforme de la solution

d’une équation d’onde semi-linéaire avec un amortissement de type mémoire et une source

non linéaire sur la frontière. De plus, Rivera et Andrade [40] ont considéré une équation

d’onde non linéaire unidimensionnelle soumis à un amortissement de type mémoire sur la

frontière. Ces différents auteurs ont montré que cet effet (amortissement de type mémoire

sur la frontière) est suffisamment fort pour garantir l’existence globale et la décroissance

uniforme, pour des données initiales petites, à condition que le noyau résolvant k décroit de

façon exponentielle (ou polynomiale).

Cavalcanti et Guesmia [14], ont considéré le problème suivant

utt −∆u+ F (x, t, u,∇u) = 0, dans Ω× (0,+∞)

u = 0, sur Γ0 × [0,+∞)

u (x, t) = −
t∫

0

g(t− s)∂u
∂ν

(s)ds, sur Γ1 × [0,+∞)

u (., 0) = u0, ut (., 0) = u1, dans Ω,

où Ω est un domaine borné dans Rn (n ≥ 2), avec une frontière Γ = Γ0∪Γ1 et ν est la normale

extérieure unitaire à Γ. En considérant k le noyau résolvant de −g′/g (0), la condition aux

limites prend la forme

∂u

∂ν
= − 1

g (0)
(ut + k ∗ ut) , sur Γ1 × [0,+∞).
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INTRODUCTION

Les auteurs ont établi un résultat de décroissance générale qui dépend de la valeur de u0 sur

Γ0 et du taux de décroissance de k′. Dans leur travail, ils ont traité les cas où k′ décrôıt de

manière exponentielle ou polynomiale jusqu’à zéro à l’infini. Lorsque u0 = 0 sur Γ0, ils ont

obtenu la décroissance exponentielle et polynomiale comme cas particuliers. Ces résultats ont

ensuite été généralisés au cas d’un système de type Timoshenko par Messaoudi et Soufyane

[35].

Cavalcanti et al. [11] ont étudié un problème de la forme suivante

utt −∆u+
∫ t

0
g(t− τ)∆u(τ)dτ = 0, dans Ω× (0,+∞)

u = 0, sur Γ0 × [0,+∞)

∂u

∂ν
−

t∫
0

g(t− τ)
∂u

∂ν
(τ)dτ + h(ut) = 0, sur Γ1 × [0,+∞)

u (., 0) = u0, ut (., 0) = u1, dans Ω,

(1)

pour des fonctions spécifiques g et h et ont établi des résultats de décroissance uniforme sous

des hypothèses assez restrictives à la fois sur la fonction d’amortissement h et le noyau g. En

fait, la fonction g devait se comporter exactement comme e−mt et la fonction h devait avoir

un comportement polynomial au voisinage de zéro. Pour des hypothèses plus générales sur

g et h, Cavalcanti et al. [10] ont prouvé la stabilité uniforme de (1) à condition que g(0) et

‖g‖L1(0,∞) soient suffisamment petits. Ils ont également établi des résultats explicites de taux

de décroissance pour certains cas particuliers. Ce dernier résultat de Cavalcanti et al. [10] a

été amélioré plus tard par Messaoudi et Mustafa [33] où aucune hypothèse de croissance sur

h au voisinage de zéro n’a été imposée.

La stabilisation des équations d’onde ou des systèmes d’onde par l’amortissement fric-

tionnel aux limites a été étudiée par de nombreux chercheurs. Différents mécanismes ont été

utilisés pour stabiliser de tels systèmes et plusieurs résultats de décroissance et de stabilité

ont été obtenus. A cet égard, nous mentionnons parmi beaucoup d’autres travaux, le tra-

vail d’Alabau-Boussouira [2], Conrad et Rao [15], Guesmia et Messaoudi [17], Komornik et

Zuazua [23], Komornik [21], Komornik et Rao [22], Lasiecka [24], Lasiecka et Tataru [25] et

Zuazua [47].
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INTRODUCTION

Messaoudi et Soufyane [36] ont traité le problème suivant

utt −∆u+ f(u) = 0, dans Ω× (0,+∞)

u = 0, sur Γ0 × [0,+∞)

u (x, t) = −
∫ t

0
g (t− s) ∂u

∂ν
(s) ds, sur Γ1 × [0,+∞)

u (., 0) = u0, ut (., 0) = u1, dans Ω,

pour une classe plus large de noyaux k satisfaisant

k(0) > 0, k(t) ≥ 0, k′(t) ≤ 0, k′′(t) ≥ γ (t) (−k′(t)),

où γ : [0,+∞) −→ [0,+∞) est une fonction qui satisfait la condition suivante

γ(t) > 0, γ′(t) ≤ 0 et

∫ +∞

0

γ(t) = +∞.

Ils ont établi un résultat de décroissance générale de l’énergie, où la décroissance exponentielle

usuelle est un cas particulier.

Problèmes thermoélastiques

Les problèmes thermoélastiques ont été examinés par de nombreux auteurs et de nom-

breux résultats ont été établis. A cet égard, parmi différents travaux, nous citons les travaux

de Dafermos [16], Lebeau et Zuazua [26], Jian, Mũnoz Rivera et Racke [20], Liu [27], Rivera

et Racke [41] et Messaoudi et Al-Shehri [32]. En particulier, Messaoudi et Al-Shehri [32] ont

considéré le système

utt − µ∆u− (µ+ λ)∇ (divu) + β∇θ = 0, dans Ω× (0,+∞)

cθt − κ∆θ + βdivut = 0, dans Ω× (0,+∞)

u (., 0) = u0, ut (., 0) = u1, θ (., 0) = θ0, dans Ω

u = 0, sur Γ0 × [0,+∞)

u (x, t) = −
t∫

0

g(t− s)
(
µ
∂u

∂ν
+ (µ+ λ) (divu) ν

)
(s) ds, sur Γ1 × [0,+∞)

θ = 0, sur Γ× [0,+∞),

(2)

dans un domaine Ω borné de Rn, avec une frontière régulière ∂Ω subdivisé en deux partie Γ0

et Γ1, ils ont trouvé un résultat de décroissance générale si la fonction k décrôıt d’une manière

3
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générale. Mustafa [38] a traité le système (2) pour u0 = 0 sur Γ1 et k vérifie l’hypothèse

suivante

k (0) > 0, lim
t→∞

k (t) = 0, k′ (t) ≤ 0, k′′ (t) ≥ H (−k′ (t)) , t > 0.

Il a montré une décroissance explicite de l’énergie où la décroissance exponentielle et la

décroissance polynômiale sont seulement des cas particuliers. Boulanouar [6] a étendu le

résultat de [38], dans le cas où u0 6= 0 sur Γ1. Récemment, Boudiaf [5] a généralisé le résultat

de [32] en y introduisant un terme source non linéaire de type polynomial.

Problèmes viscoélastiques

Dans [12], Cavalcanti et al. ont considéré le problème
utt −∆u+

∫ t
0
g (t− τ) ∆u (τ) dτ + α (x)ut + |u|γ u = 0, dans Ω× (0,∞)

u (x, t) = 0, sur ∂Ω× (0,∞)

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) , dans Ω,

(3)

où a : Ω → R+ est une fonction qui peut s’annuler sur une partie de Ω mais satisfait

a (x) ≥ a0 > 0 sur sous-domaine ω ⊂ Ω satisfaisant certaines restrictions géométriques, g (t)

satisfait

−ξ1g (t) ≤ g′ (t) ≤ −ξ2g (t) , ∀t ≥ 0,

où ξ1 et ξ2 sont deux constantes positives. Ils ont établi un résultat de décroissance expo-

nentielle. Ce travail a étendu le résultat de Zuazua [46], dans lequel il a considéré (3) avec

g = 0 et l’amortissement linéaire localisé. Berrimi et Messaoudi [4] ont établi le résultat de

[12] sous des conditions plus faibles à la fois sur a et g pour un problème, où un terme source

est en compétition avec le terme d’amortissement.

Dans [28], Wenjun Liu a considéré le système
|ut|ρ utt −∆u−∆utt +

∫ t
0
g (t− τ) ∆u (x, τ) dτ + α (t)h (ut) = b|u|p−2u, dans Ω× (0,∞)

u (x, t) = 0, sur ∂Ω× (0,∞)

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) , dans Ω,

(4)

avec g satisfaisant

g′(t) ≤ −ξ(t)g(t),

4



INTRODUCTION

où ξ est une fonction différentiable décroissante. Il a établi un résultat de décroissance

générale et explicite de l’énergie de la solution du problème (4). Ce type de problèmes

apparâıt généralement comme un modèle en viscoélasticité non linéaire (voir [8, 37]). Han et

Wang [18, 19] ont étudié (4) pour α (t) = 1, b = 0 et h (ut) = |u|mut (m ≥ 0).

Messaoudi et Mustafa [34] ont étudié le problème suivant
|ut|ρutt −∆u−∆utt +

∫ t
0
g (t− s) ∆u (s) ds = 0, dans Ω× (0,∞)

u (x, t) = 0, sur ∂Ω× (0,∞)

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) , dans Ω,

(5)

pour la fonction de relaxation g qui satisfait la condition

g′(t) ≤ −H(g(t)),

où H est une fonction positive, H (0) = H ′ (0) = 0 et H linéaire ou strictement croissante

et strictement convexe de classe C2 au voisinage de l’origine. Ils ont obtenu une relation

explicite et générale entre la décroissance de l’énergie et la fonction de relaxation g sans

imposer d’hypothèses restrictives sur le comportement de g à l’infini.

Récemment, Messaoudi et Al-Khulaifi [31] ont traité (5), avec g satisfaisant

g′(t) ≤ −ξ(t)gp(t), ∀t ≥ 0, 1 ≤ p <
3

2
.

Ils ont obtenu un résultat de stabilité plus générale pour lequel les résultats de [29, 30] ne

sont que des cas particuliers. Mustafa [39] a considéré le problème étudié dans [31], avec le

terme source non linéaire u|u|γ et la fonction de relaxation g qui satisfait

g′(t) ≤ −ξ(t)H(g(t)).

Il a obtenu un résultat de décroissance de l’énergie qui traité à la fois de l’optimalité et de

la généralité.

Cette thèse est consacrée à l’étude de comportement asymptotique de quelques systèmes

d’équations d’onde, thermoélastique et viscoélastique. On améliore et on généralise divers

résultats antérieurs qui seront mentionnés dans les chapitres de cette thèse.

5
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L’objectif de cette thèse consiste donc à étudier la stabilité de trois problèmes. Le pre-

mier problème étudié est un système d’onde semi-linéaire sous l’action d’un amortissement

de type mémoire sur la frontière du domaine, le deuxième problème considéré est un système

d’équations thermoélastique avec un contrôle frontière de type mémoire et le troisième et

dernier problème étudié est un système d’équations viscoélastique avec un terme amortisse-

ment distribué.

Cette thèse est composée de quatre chapitres et est organisée comme suit :

Dans le chapitre 1, on va donner quelques notations et rappels d’analyse fonctionnelle

qui seront utilisés dans les différents chapitres de cette thèse.

Dans le chapitre 2, on considère une équation d’onde semi-linéaire, où l’amortissement

de type mémoire agit sur une partie de la frontière. Cette équation est donnée par le système

suivant 

utt −∆u+ f(u) = 0, dans Ω× (0,+∞)

u = 0, sur Γ0 × [0,+∞)

u (x, t) = −
∫ t

0
g (t− s) ∂u

∂ν
(s) ds, sur Γ1 × [0,+∞)

u (., 0) = u0, ut (., 0) = u1, dans Ω,

(6)

où le corps Ω est un domaine borné dans Rn (n ≥ 2) avec une frontière suffisamment régulière

Γ = Γ0 ∪ Γ1, ν est la normale extérieure unitaire à Γ. L’équation (6)3 est une condition aux

limites non locale liée à l’effet mémoire, u = u (x, t) ∈ Rn et g (t) est la fonction de relaxation

qui est positive et décroissante. De plus, f ∈ C1 (R) est une fonction satisfaisant

uf (u) ≥ bF (u) , pour certain b > 2, où F (u) =

∫ u

0

f (ξ) dξ,

avec

F (u) ≥ d|u|q, ∀u ∈ R,

pour une constante d > 0 et q ≤ 1 telle que (n− 2) q ≤ n.

Dans ce travail on considère l’hypothèse sur le noyau résolvant k

k′′ (t) ≥ γ (t) (−k′ (t))p , ∀t ≥ 0, 1 < p <
3

2
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et on montre la décroissance générale de l’énergie de la solution. Ce travail peut être considéré

comme une extension de [36] où les auteurs ont montré la stabilité du système (6) lorsque

le noyau résolvant k satisfait l’hypothèse suivante

k′′ (t) ≥ γ (t) (−k′ (t)) .

Le chapitre 3 est consacré à l’étude de la stabilité de la solution du système thermoélastique

suivant



utt − µ∆u− (µ+ λ)∇ (divu) + β∇θ = 0, dans Ω× (0,+∞)

cθt − κ∆θ + βdivut = 0, dans Ω× (0,+∞)

u (., 0) = u0, ut (., 0) = u1, θ (., 0) = θ0, dans Ω

u = 0, sur Γ0 × [0,+∞)

u (x, t) = −
t∫

0

g(t− s)
(
µ
∂u

∂ν
+ (µ+ λ) (divu) ν

)
(s) ds, sur Γ1 × [0,+∞)

θ = 0, sur Γ× [0,+∞),

(7)

où le corps Ω est un domaine borné dans Rn (n ≥ 2) avec une frontière Γ, tels que {Γ0,Γ1}
est une partition de Γ, ν est la normale extérieure unitaire à Γ, u = u (x, t) ∈ Rn est le

vecteur de déplacement, θ = θ (x, t) ∈ Rn est la température absolue, c, κ, µ, λ, β sont des

constantes positives, β 6= 0 est un nombre réel et la fonction de relaxation g est une fonction

positive est différentiable.

On va étudier le système (7) sous les mêmes hypothèses proposées dans le chapitre 2

sur le noyau résolvant k, on trouve un résultat de décroissance générale de l’énergie de la

solution. Ce résultat à fait l’objet d’une publication [45].

Dans le chapitre 4, on va étudier une équation viscoélastique stabilisé par un terme

d’amortissement distribué sous forme
∫ t

0
g (t− τ) ∆u (τ) dτ +α (t)h (ut) dans un domaine Ω

borné dans Rn, n ≥ 1 de frontière régulière ∂Ω. Cette équation est donnée par le système

suivant
|ut|ρ utt −∆u−∆utt +

∫ t
0
g (t− τ) ∆u (τ) dτ + α (t)h (ut) = 0, dans Ω× (0,∞) ,

u (x, t) = 0, sur ∂Ω× (0,∞) ,

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) , dans Ω,

(8)

où ρ est un nombre réel positive, g est une fonction de relaxation et α, h sont des fonctions

positives particulières.

7
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Dans ce travail on considère l’hypothèse sur la fonction de relaxation g

g′ (t) ≤ −ξ (t)H (g (t)) ,

où H : (0,∞) −→ (0,∞) est une fonction positive, H (0) = H ′ (0) = 0 et H linéaire

ou strictement croissante et strictement convexe de classe C2 au voisinage de l’origine. On

obtient un résultat de décroissance en fonction de g, α et h pour lesquels les deux taux de

décroissance exponentielle et polynomiale ne sont que des cas particuliers. Plus précisément,

nous allons obtenir une relation entre le taux de décroissance de l’énergie et les fonctions g,

α et h lorsque t tend vers l’infini. On trouve un résultat de décroissance générale et explicite

de l’énergie. Ce travail constitue une généralisation des résultats obtenus par Mustafa dans

[39] où il y considère le système (8) sans le terme amortissement distribué et avec un terme

source.

Pour obtenir les résultats souhaités dans cette thèse, on se base principalement sur la

construction des fonctionnelles de Lyapunov appropriées qui sont équivalentes à l’énergie

des solutions de chaque problème. Aussi, on utilise quelques lemmes techniques, quelques

propriétés des fonctions convexes, l’inégalité de Young, l’inégalité de Hölder, l’inégalité de

Poincaré, l’inégalité de Jensen et des hypothèses avec des modifications nécessaires et conve-

nables pour chaque problème. Ces différentes notions seront explicitées dans le chapitre 1.

8



Chapitre 1

Notations et rappels d’analyse

fonctionnelle

Dans ce chapitre nous présentons brièvement quelques notations et définitions élémentaires

d’analyse fonctionnelle (Les espaces de Lebesgue, les espaces de Sobolev, ...), nous rappe-

lons aussi quelques inégalités et notions élémentaires utiles qu’on utilise dans les différents

chapitres de cette thèse.

1.1 Notations

On note :

• |y| =
√

n∑
i=1

y2
i est la norme euclidienne de y, où y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn.

• ~ν = (ν1, ν2, ..., νn) est le vecteur normal unitaire extérieure en un point du bord de Ω.

Pour toute fonction u : Rn → R régulière, on note

• Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

, avec α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn et |α| =
n∑
i=1

|αi|.

• ∇u = gradu =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xn

)
est le gradient de u.
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1.2. ESPACES FONCTIONNELS

• ∆u =
n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

est le laplacien de u.

• ut =
∂u

∂t
, utt =

∂2u

∂t
.

Pour toute fonction u : Rn → R régulière avec u = (u1, u2, ..., un), on note

• ∆u = (∆u1,∆u2, ...,∆un).

• divu = ∇.u =
n∑
i=1

∂ui
∂xi

est la divergence de u.

Soit Ω est un ouvert et ∂Ω = Γ est sa frontière.

• C (Ω) : Ensemble des fonctions continues dans Ω.

• Ck (Ω) : Ensemble des fonctions de classe k dans Ω.

• Ck
c (Ω) : Ensemble des fonctions de Ck (Ω) à support compactes.

1.2 Espaces fonctionnels

1.2.1 Les espaces Lp(Ω)

Définition 1.2.1 [7] Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞ ; on pose

Lp(Ω) = {f : Ω −→ R; f mesurable et |f |p ∈ L1(Ω)}.

Avec

‖f‖Lp = ‖f‖p =

[∫
Ω

|f(x)|pdx
]1/p

.

Définition 1.2.2 [7] On pose

L∞(Ω) = {f : Ω −→ R; f mesurable et ∃ une constante C telle que |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω}.

Avec

‖f‖L∞ = ‖f‖∞ = inf{C; |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω}.
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1.2. ESPACES FONCTIONNELS

Théorème 1.2.3 (Théorème de convergence dominée de Lebesgue) [7] Soit (fn)

une suite de fonctions de L1. On suppose que

a) fn (x) −→ f (x) p.p. sur Ω.

b) il existe une fonction g ∈ L1 telle que pour chaque n, |fn (x)| ≤ g (x) p.p. sur Ω.

Alors f ∈ L1 (Ω) et ‖fn − f‖L1 −→ 0.

1.2.2 Les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels essentiels pour la résolution des

problèmes d’équations aux dérivées partielles (voir [1, 7]).

Soit Ω un ouvert borné et soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞.

1. Espace de Sobolev Wm,p(Ω)

Définition 1.2.4 [7] Étant données un entier m ≥ 2 et un réel 1 ≤ p < +∞, on définit

Wm,p(Ω) par

Wm,p(Ω) = {u ∈ Wm−1,p(Ω), u′ ∈ Wm−1,p(Ω)}.

On pose

Hm(Ω) = Wm,2(Ω).

L’espace Wm,p(Ω) est muni de la norme

‖u‖Wm,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +
m∑
α=1

‖Dαu‖Lp(Ω)

et l’espace Hm(Ω) muni du produit scalaire

(u, v)Hm(Ω) = (u, v)L2(Ω) +
m∑
α=1

(Dαu,Dαv)

est un espace de Hilbert.

2. Espace de Sobolev W 1,p(Ω)

Définition 1.2.5 [7] L’espace de Sobolev W 1,p(Ω) est défini par

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); ∃g ∈ Lp(Ω) tel que

∫
Ω

uϕ′ = −
∫

Ω

gϕ ∀ϕ ∈ C1
c (Ω)}.

11



1.2. ESPACES FONCTIONNELS

Pour p = 2, il est d’usage de remplacer la notation W 1,2(Ω) par H1(Ω), ce dernier est un

espace de Hilbert, muni du produit scalaire

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) + (u′, v′)L2(Ω).

3. Espace de Sobolev W 1,p
0 (Ω)

Définition 1.2.6 [7] Étant donné 1 ≤ p < +∞, on désigne par W 1,p
0 (Ω) la fermeture de

C1
c (Ω) dans W 1,p(Ω). On note H1

0 (Ω) = W 1,2
0 (Ω).

Notation 1.2.7 On désigne par W−1,p(Ω) l’espace dual de W 1,p
0 (Ω) avec (1 ≤ p < +∞) et

par H−1(Ω) l’espace dual de H1
0 (Ω).

De plus, on a les inclusions

H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω),

avec injections continues.

4. Injections de Sobolev

Théorème 1.2.8 (Rellich-Kondrachof) [7] On suppose Ω borné de classe C1. On a

si p < N, alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗[ oú
1

p∗
=

1

p
− 1

N
,

si p = N, alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1,+∞[,

si p > N, alors W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω),

avec injections compactes.

5. Théorème de trace au bord

Théorème 1.2.9 Soit Ω un ouvert de classe C1, alors il existe un opérateur linéaire continu,

appelé opérateur trace et noté γ0 de H1(Ω) dans L2(Γ) qui cöıncide avec l’opérateur de

restriction usuel pour les fonctions continues. En particulier, il existe une constante c1 qui

ne dépend que de Ω, telle que

‖γ0u‖L2(Γ) ≤ c1‖u‖H1(Ω), ∀u ∈ H1(Ω).
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1.2. ESPACES FONCTIONNELS

Si on suppose que {Γ0,Γ1} constitue une partition de Γ, avec meas(Γ0) > 0, on définit alors

H1
Γ0

(Ω) = {u ∈ H1(Ω) : u = 0 sur Γ0}.

Cet espace est fermé dans H1(Ω) comme noyau de l’application (linéaire) continue r ◦ γ0 où

r : L2(Γ) −→ L2(Γ0) est l’application restriction. Donc (H1
Γ0

(Ω), ‖.‖H1(Ω)) est un espace de

Hilbert, avec

∀u ∈ H1
Γ0

(Ω), ‖u‖H1
Γ0

(Ω) = ‖∇u‖L2(Ω).

De plus, on a l’injection continue H1
Γ0

(Ω) ↪→ Lm(Γ1), 1 ≤ m ≤ 2(n− 1)

n− 2
, c’est-à-dire il

existe une constante c0, telle que

‖u‖Lm(Γ1) ≤ c0‖∇u‖L2(Ω).

1.2.3 Quelques inégalités utiles

Soit 1 ≤ p ≤ ∞ ; on désigne par p′ l’exposant conjugué de p,

1

p
+

1

p′
= 1.

Inégalité de Hölder

Théorème 1.2.10 [7] Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω) avec 1 ≤ p ≤ ∞. Alors f · g ∈ L1 et∫
Ω

|fg| ≤ ‖f‖p‖g‖p′ .

Remarque 1.2.11 L’inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l’inégalité de

Hölder dans le cas p = q = 2. Alors ∫
Ω

|fg| ≤ ‖f‖2‖g‖2.

Inégalité de Young

Théorème 1.2.12 [7] Pour a, b > 0 et ε > 0, on a

ab ≤ ε

p
ap +

1

p′εp/p′
bp
′
.

Si p = p′ = 2, on a

ab ≤ ε

2
a2 +

1

2ε
b2.
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Inégalité de Poincaré

Corollaire 1.2.13 [7] On suppose que Ω est un ouvert borné. Alors il existe une constante

C (dépendant de Ω et p) telle que

‖u‖Lp ≤ C‖∇u‖Lp , ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) (1 ≤ p <∞).

Inégalité de Jensen

L’inégalité de Jensen aura un rôle très important dans la démonstration de notre résultat

principal.

Si F est une fonction convexe sur [a, b], f : Ω −→ [a, b] et h sont des fonctions intégrables

sur Ω, h(x) ≥ 0 et
∫

Ω
h(x)dx = k > 0, alors l’inégalité de Jensen affirme que

F

[
1

k

∫
Ω

f(x)h(x)dx

]
≤ 1

k

∫
Ω

F [f(x)]h(x)dx.

1.3 Notions élémentaires

Produit de convolution

Définition 1.3.1 Soient f(x) et g(x) deux fonctions définies sur L1(Rn) le produit de convo-

lution de f(x) et g(x) est une autre fonction qui se note généralement f ∗ g et qui est défini

par

(f ∗ g)(x) =

∫ t

0

f(x− y)g(y)dy, ∀x ∈ Rn. (1.1)

Règle de Leibniz généralisée

Elle est donnée par la formule

d

dt

∫ b(t)

a(t)

f(x, t)dx =

∫ b(t)

a(t)

∂f(x, t)

∂t
dx+ f(b(t), t)

db(t)

dt
− f(a(t), t)

da(t)

dt
. (1.2)

Formule de Green généralisée

La formule de Green est un outil fondamental pour la résolution des équations aux

dérivées partielles. Elle cöıncide, en dimension 1, avec la formule d’intégration par parties.
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Soit Ω un domaine borné dans Rn de frontière régulière Γ, soient f ∈ H2(Ω), g ∈ H1(Ω)

et h ∈ (H1(Ω))n, alors ∫
Ω

v∆u dx = −
∫

Ω

∇v.∇u dx+

∫
Γ

v
∂u

∂v
dΓ

∫
Ω

∇u.w dx = −
∫

Ω

u.div w dx+

∫
Γ

u(w.v) dΓ,

où
∂u

∂v
=

n∑
i=1

∂u

∂xi
vi, ν est la normale extérieure unitaire à ∂Ω.

Équations intégrales de Volterra

L’équation suivante

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

R(x− t)ϕ(t) dt = f(x) + λ(R ∗ ϕ), (1.3)

est une équation intégrale de Volterra de second espèce, où ϕ est la fonction inconnue, f et

R sont des fonctions données, λ ∈ R. La fonction R s’appelle le noyau de l’équation intégrale

de Volterra. Sa solution est donnée par la formule suivante

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

k(x− t)f(t) dt = f(x) + λ(k ∗ f), (1.4)

où la fonction k est le noyau résolvant de R et est défini par

k(x) = R(x) + λ(R ∗K)(x). (1.5)
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Chapitre 2

Stabilisation générale d’une équation

d’onde avec un contrôle frontière de

type mémoire

2.1 Position du problème

Dans ce chapitre nous considérons une équation d’onde semi-linéaire dans un domaine

borné, où l’amortissement de type mémoire agit sur une partie de la frontière. Le problème

étudié est donné par le système suivant

utt −∆u+ f(u) = 0, dans Ω× (0,+∞)

u = 0, sur Γ0 × [0,+∞)

u (x, t) = −
∫ t

0
g (t− s) ∂u

∂ν
(s) ds, sur Γ1 × [0,+∞)

u (., 0) = u0, ut (., 0) = u1, dans Ω,

(2.1)

où le corps Ω est un domaine borné dans Rn (n ≥ 2) avec une frontière suffisamment

régulière Γ = Γ0 ∪ Γ1, ν est la normale extérieure unitaire à Γ. L’équation (2.1)3 est une

condition aux limites non locale de type mémoire, u représente le vecteur de déplacement

et g est la fonction de relaxation qui est positive et décroissante appartenant à W 2,1 (R+) ∩
W 1,∞ (R+).

De plus, f ∈ C1 (R) est une fonction satisfaisant

uf (u) ≥ bF (u) , pour certain b > 2, où F (u) =

∫ u

0

f (ξ) dξ, (2.2)
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avec

F (u) ≥ d|u|q, ∀u ∈ R, (2.3)

pour une constante d > 0 et q ≤ 1 telle que (n− 2) q ≤ n.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2.2, nous présentons quelques

notations et le matériel nécessaire à la démonstration de notre résultat principal et nous

énonçons sans preuve le résultat d’existence et d’unicité de la solution du problème (2.1).

Quelques lemmes techniques et l’énoncé de notre résultat principal seront donnés dans la

section 2.3. Dans la section 2.4 , nous prouvons notre résultat.

2.2 Notations et transformation

Dans cette section et afin d’établir notre résultat principal, on va préparer certains

éléments nécessaires à la preuve de notre résultat et on va énoncer sans preuve le théorème

d’existence et d’unicité de la solution du problème (2.1). On aura besoin des hypothèses

suivantes :

(H) Supposons que les partitions Γ0 et Γ1 sont fermées, disjointes et meas(Γ0) > 0, telles

que

Γ0 = {x ∈ Γ : m(x).ν ≤ 0} (2.4)

et

Γ1 = {x ∈ Γ : m(x).ν ≥ δ > 0}, (2.5)

où m(x) = x− x0, pour un point fixe x0 ∈ Rn.

L’estimation du terme ∂u
∂ν

:

La dérivation de la troisième équation du problème (2.1) par rapport à t, donne

ut =
d

dt
u(x, t) = − d

dt

(∫ t

0

g(t− s)∂u
∂ν

(s) ds

)
,

en utilisant la formule de Leibniz (1.2) et le produit de convolution qui est défini par (1.1),

on obtient

ut =−
[∫ t

0

g′ (t− s) ∂u
∂ν
ds+ g (0)

∂u

∂ν

]
=−

[
g′ ∗ ∂u

∂ν
+ g (0)

∂u

∂ν

]
,
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on divise les deux membres de cette équation par g (0), on arrive à

∂u

∂ν
= − 1

g(0)

[
ut + g′ ∗ ∂u

∂ν

]
.

Cette équation est une forme d’une équation intégrale de Volterra de seconde espèce

(1.3), dont sa solution est donnée comme suit (voir (1.4))

∂u

∂ν
=− 1

g (0)

[
ut +

∫ t

0

k(t− s)ut(s)ds
]

=− 1

g(0)
[ut + (k ∗ ut)(t)] , sur Γ1 × R+,

où la fonction k est le noyau résolvant de −g′/g(0) (voir (1.5)), qui satisfait

k +
1

g(0)
(g′ ∗ k) = − 1

g(0)
g′.

On prend η = 1/g(0) et en utilisant l’intégration par parties et la condition u0 = 0 sur

Γ1, on obtient

∂u

∂ν
=− η

[
ut + k (t− s)u (s) |t0 +

∫ t

0

k′ (t− s)u (s) ds

]
=− η(ut + k(0)u+ k′ ∗ u), sur Γ1 × [0,+∞). (2.6)

Sachant que les fonctions de relaxation considérées sont à décroissance plus générale, il

est utile de savoir si la fonction k hérite de quelques propriétés de la fonction de relaxation

g. Le lemme suivant répond à cette question.

Soit h : R+ → R+, une fonction continue et k son noyau de résolvant, c’est-à-dire :

k (t) = h (t) + (k ∗ h) (t) . (2.7)

Il est évident que la fonction k est continue et positive (voir [14, 41]).

Lemme 2.2.1 Soit p > 1, γ : R+ → R+ est une fonction décroissante qui satisfait γ(0) > 0

et

Cp = sup
t≥0

∫ t

0

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

(
1 +

∫ t−s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

×
(

1 +

∫ s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

ds.
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Supposons qu’il existe C et 1− CCp > 0 tels que

h (t) ≤ C(
1 +

∫ t
0
γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

.

Alors, il existe C̃ tels que

k (t) ≤ C̃(
1 +

∫ t
0
γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

.

Preuve. On pose

kp (t) = k (t)

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

et

hp (t) = h (t)

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

.

On multiplie l’équation (2.7) par
(

1 +
∫ t

0
γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

, on obtient

kp (t) = hp (t) +

∫ t

0

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

k (t− s)h (s) ds

= hp (t) +

∫ t

0

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

(
1 +

∫ t−s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

×kp (t− s)h (s) ds

= hp (t) +

∫ t

0

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

(
1 +

∫ t−s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

×
(

1 +

∫ s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

kp (t− s)
(

1 +

∫ s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

h (s) ds

= hp (t) +

∫ t

0

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

(
1 +

∫ t−s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

×
(

1 +

∫ s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

kp (t− s)hp (s) ds.

On définie par

Cp = sup
t≥0

∫ t

0

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

(
1 +

∫ t−s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

×
(

1 +

∫ s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

ds
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et par conséquent,

sup
0≤s≤t

kp (s) ≤ sup
0≤s≤t

hp (s) + CCp sup
0≤s≤t

kp (s) ≤ C + CCp sup
0≤s≤t

kp (s) ,

ce qui implique

sup
0≤s≤t

kp (s) ≤ C

1− CCp
, ∀t > 0.

Par conséquent

kp (t) ≤ C

1− CCp
.

Donc

k (t) ≤ C

1− CCp

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

.

D’où

k (t) ≤ C̃(
1 +

∫ t
0
γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

.

En se basant sur le lemme 2.2.1, dans toute la suite on va utiliser l’équation (2.6) à

la place de la troisième équation du système (2.1).

Définissons maintenant :

(ϕ ◦ ψ)(t) =

∫ t

0

ϕ(t− s)|ψ(t)− ψ(s)|2ds,

(ϕ♦ψ)(t) =

∫ t

0

ϕ(t− s)(ψ(t)− ψ(s))ds. (2.8)

En utilisant l’inégalité de Hölder, nous avons

|(ϕ♦ψ)(t)|2 ≤
(∫ t

0

|ϕ(s)|ds
)

(|ϕ| ◦ ψ)(t). (2.9)

Lemme 2.2.2 Si ϕ, ψ ∈ C1 (R+), alors

(ϕ ∗ ψ) (t)ψt (t) =− 1

2
ϕ (t) |ψ (t)|2 +

1

2
(ϕ′ ◦ ψ) (t) (2.10)

− 1

2

d

dt

(
(ϕ ◦ ψ) (t)−

(∫ t

0

ϕ (s) ds

)
|ψ (t)|2

)
.
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Preuve. Voir [14, 42, 44, 41].

Avant de définir la solution du système (2.1), on considère l’espace suivant :

V = H1
Γ0

(Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 sur Γ0}.

Notre système (2.1) est bien posé au sens suivant :

Théorème 2.2.3 Nous supposons que (2.2)− (2.5) sont vérifiées. Alors, il existe une seule

solution forte u du système (2.1) telle que

u ∈ L∞ (R+;H2 (Ω) ∩ V ) ,

ut ∈ L∞ (R+;V ) ,

utt ∈ L∞ (R+;L2 (Ω)) .

Preuve. La démonstration du Théorème 2.2.3 est basé sur la méthode de Galerkin comme

dans [44, 43].

2.3 Décroissance générale

Dans cette section on va énoncer le résultat principal de notre travail. Précisément, on

va étudier le comportement asymptotique de la solution du système (2.1) lorsque le noyau

résolvant k vérifie l’hypothèse suivante :

k : R+ −→ R+ est une fonction C2 telle que

k (0) > 0, k (t) ≥ 0, k′ (t) ≤ 0, k′′ (t) ≥ γ (t) (−k′ (t))p , (2.11)

où t ≥ 0, 1 < p < 3
2

et γ : R+ → R+ est une fonction qui satisfait les conditions suivantes

γ (t) > 0, γ′ (t) ≤ 0. (2.12)

On introduit la fonctionnelle d’énergie totale associée au problème (2.1) par

E (t) =
1

2

∫
Ω

(
|ut|2 + |∇u|2

)
dx+

∫
Ω

F (u) dx+
η

2

∫
Γ1

(
k (t) |u|2 − k′ ◦ u

)
dΓ1. (2.13)

Lemme 2.3.1 L’énergie de la solution u de (2.1) satisfait

E ′ (t) = −η
∫

Γ1

|ut|2 dΓ1 +
η

2

∫
Γ1

k′(t)|u(t)|2dΓ1 −
η

2

∫
Γ1

k′′ ◦ udΓ1 ≤ 0. (2.14)
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Preuve. On multiplie (2.1)1 par ut et on intègre sur Ω, en utilisant la formule de Green

et (2.6), on obtient

1

2

d

dt

∫
Ω

[
|ut|2 + |∇u|2 + 2F (u)

]
dx

=

∫
Γ1

∂u

∂ν
utdΓ1

= −η
∫

Γ1

|ut|2dΓ1 − η
∫

Γ1

k(0)uutdΓ1 − η
∫

Γ1

(k′ ∗ u)utdΓ1.

Ensuite, en utilisant le Lemme 2.2.2, on obtient

1

2

d

dt

∫
Ω

[
|ut|2 + |∇u|2 + 2F (u)

]
dx

= −η
∫

Γ1

|ut|2dΓ1 − η
∫

Γ1

k(0)uutdΓ1 +
η

2

∫
Γ1

k′ (t) |u (t)|2dΓ1 −
η

2

∫
Γ1

k′′ ◦ udΓ1

+
η

2

d

dt

(∫
Γ1

k′ ◦ udΓ1

)
− η

2

d

dt

(∫
Γ1

(∫ t

0

k′ (s) ds

)
|u (t)|2dΓ1

)
= −η

∫
Γ1

|ut|2dΓ1 +
η

2

∫
Γ1

k′ (t) |u (t)|2dΓ1 −
η

2

∫
Γ1

k′′ ◦ udΓ1

−η
2

d

dt

(∫
Γ1

(
k (t) |u (t)|2 − k′ ◦ u

)
dΓ1

)
,

donc

d

dt

(
1

2

∫
Ω

[
|ut|2 + |∇u|2 + 2F (u)

]
dx+

η

2

∫
Γ1

(
k (t) |u (t)|2 − k′ ◦ u

)
dΓ1

)
= −η

∫
Γ1

|ut|2dΓ1 +
η

2

∫
Γ1

k′ (t) |u (t)|2dΓ1 −
η

2

∫
Γ1

k′′ ◦ udΓ1.

Finalement, on obtient le résultat souhaité (2.14).

Maintenant, on a les lemmes cruciaux suivants qui seront utilisés dans la preuve de notre

résultat.

Lemme 2.3.2 La solution u de (2.1) satisfait

‖u(t)− u(s)‖2
L2(Γ1) ≤ CE(0), ∀s ∈ [0, t] .

Preuve. En utilisant le théorème de trace et (2.13), on obtient, pour tout s ∈ [0, t],

‖u(t)− u(s)‖2
L2(Γ1) ≤ c‖∇u(t)−∇u(s)‖2

2

≤ c
(
‖∇u(t)‖2

2 + ‖∇u(s)‖2
2

)
≤ c′ (E(t) + E(s))

≤ CE(0).
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Lemme 2.3.3 Supposons que k satisfait (2.11). Alors∫ +∞

0

γ (t)
[
−k′ (t)

]1−σ
dt < +∞, ∀σ < 2− p.

Preuve. Rappelant (2.11) , on peut facilement voir que

γ (t)
[
−k′ (t)

]1−σ
= γ (t) (−k′ (t))p

[
−k′ (t)

]1−σ−p

≤ k′′ (t)
[
−k′ (t)

]1−σ−p
.

On intègre, on obtient∫ +∞

0

γ (t)
[
−k′ (t)

]1−σ
dt ≤

∫ +∞

0

k′′ (t)
[
−k′ (t)

]1−σ−p
dt

=
−1

2− p− σ

∫ +∞

0

− (2− p− σ) k′′ (t)
[
−k′ (t)

]1−σ−p
dt

= − [−k′ (t)]2−p−σ

2− p− σ

∣∣∣∣∣
+∞

0

< +∞,

puisque σ < 2− p et −k′ est positive et décroissante.

Lemme 2.3.4 Supposons que k satisfait (2.11). Alors la solution u de (2.1) satisfait[∫
Γ1

(γ(t)(−k′)p ◦ u) dΓ1

] 1
2p−1

≤
[∫

Γ1

(k′′ ◦ u) dΓ1

] 1
2p−1

. (2.15)

Preuve. En utilisant le fait que γ est décroissante, on obtient

t− s ≤ t ⇒ γ(t− s) ≥ γ(t)

⇒ (−k′(t− s))pγ(t− s) ≥ (−k′(t− s))pγ(t).

En multipliant par |u(t)− u(s)|2 et en intégrant sur (0, t)× Γ1, on obtient∫
Γ1

∫ t

0

(−k′(t− s))pγ(t− s)|u(t)− u(s)|2dsdΓ1

≥
∫

Γ1

∫ t

0

(−k′(t− s))pγ(t)|u(t)− u(s)|2dsdΓ1,

puis en utilisant (2.11), on trouve

∫
Γ1

(γ(t)(−k′)p ◦ u) dΓ1 ≤
∫

Γ1

k′′ ◦ udΓ1.

D’où, on obtient (2.15).
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Lemme 2.3.5 Supposons que k satisfait (2.11). Alors il existe C > 0 telle que la solution u

de (2.1) satisfait

∫
Γ1

γ (t) (−k′ ◦ u) dΓ1 ≤ C [−E ′ (t)]
1

2p−1 .

Preuve. Il est facile d’obtenir∫
Γ1

(−k′ ◦ u) dΓ1 =

∫
Γ1

∫ t

0

−k′ (t− s) |u (t)− u (s)|2 dsdΓ1

=

∫
Γ1

∫ t

0

[−k′ (t− s)](1−σ) p−1
p−1+σ

(
|u (t)− u (s)|2

) p−1
p−1+σ

× [−k′ (t− s)]1−(1−σ) p−1
p−1+σ

(
|u (t)− u (s)|2

) σ
p−1+σ dsdΓ1

=

∫
Γ1

∫ t

0

[−k′ (t− s)](1−σ) p−1
p−1+σ

(
|u (t)− u (s)|2

) p−1
p−1+σ

× [−k′ (t− s)]
σp

p−1+σ
(
|u (t)− u (s)|2

) σ
p−1+σ dsdΓ1.

En utilisant l’inégalité de Hölder, où s = p−1+σ
p−1

et s′ = p−1+σ
σ

et le lemme 2.3.2, on aura

∫
Γ1

(−k′ ◦ u) dΓ1 ≤
[∫

Γ1

∫ t

0

[−k′ (t− s)]1−σ |u (t)− u (s)|2 dsdΓ1

] p−1
p−1+σ

×
[∫

Γ1

∫ t

0

[−k′ (t− s)]p |u (t)− u (s)|2 dsdΓ1

] σ
p−1+σ

≤
[∫

Γ1

∫ t

0

[−k′ (t− s)]1−σ |u (t)− u (s)|2 dsdΓ1

] p−1
p−1+σ

×
[∫

Γ1

(
(−k′)p ◦ u

)
dΓ1

] σ
p−1+σ

≤ C

[∫ t

0

[−k′ (t− s)]1−σ dsdΓ1

] p−1
p−1+σ

×
[∫

Γ1

(
(−k′)p ◦ u

)
dΓ1

] σ
p−1+σ

.

Prenons σ = 1
2
, on a

∫
Γ1

(−k′ ◦ u) dΓ1 ≤ C

[∫ t

0

[−k′ (s)]
1
2 dsdΓ1

] 2p−2
2p−1 [∫

Γ1

(
(−k′)p ◦ u

)
dΓ1

] 1
2p−1

. (2.16)

On multiplie (2.16) par γ (t), rappelant le lemme 2.3.3 et le lemme 2.3.4 et en utilisant

le lemme 2.3.1, on obtient
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γ (t)

∫
Γ1

(−k′ ◦ u) dΓ1 ≤ Cγ (t)

[∫ t

0

[−k′ (s)]
1
2 dsdΓ1

] 2p−2
2p−1 [∫

Γ1

(
(−k′)p ◦ u

)
dΓ1

] 1
2p−1

≤ Cγ (t)
2p−2
2p−1

[∫ t

0

[−k′ (s)]
1
2 dsdΓ1

] 2p−2
2p−1

γ (t)
1

2p−1

[∫
Γ1

(
(−k′)p ◦ u

)
dΓ1

] 1
2p−1

≤ C

[∫ t

0

γ (s) [−k′ (s)]
1
2 dsdΓ1

] 2p−2
2p−1 [∫

Γ1

(
γ (t) (−k′)p ◦ u

)
dΓ1

] 1
2p−1

≤ C

[∫ +∞

0

γ (s) [−k′ (s)]
1
2 dsdΓ1

] 2p−2
2p−1 [∫

Γ1

(k′′ ◦ u) dΓ1

] 1
2p−1

≤ C [−E ′ (t)]
1

2p−1 .

Lemme 2.3.6 Sous les hypothèses du Théorème 2.3.8, la solution u du problème (2.1)

satisfait

d

dt

[∫
Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u)utdx

]
(2.17)

≤
∫

Γ1

m.ν|ut|2dΓ1 − ε0

∫
Ω

|ut|2dx+

∫
Γ1

∂u

∂ν
(2m.∇u+ (n− ε0)u) dΓ1

−
∫

Γ1

m.ν|∇u|2dΓ1 − (2− ε0)

∫
Ω

|∇u|2dx− [(b− 2)n− ε0b]

∫
Ω

F (u) dx, ∀t ≥ 0,

tel que 0 < ε0 < 1.

Preuve. On multiplie l’équation (2.1)1 par (2m.∇u+ (n− ε0)u) et on intègre sur Ω, on

obtient ∫
Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u)uttdx−
∫

Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u) ∆udx (2.18)

+

∫
Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u) f (u) dx = 0,

d’autre part, on a∫
Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u)uttdx =
d

dt

(∫
Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u)utdx

)
−
∫

Ω

2utm.∇utdx− (n− ε0)

∫
Ω

|ut|2dx,
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ce qui implique

d

dt

(∫
Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u)utdx

)
=

∫
Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u)uttdx (2.19)

+

∫
Ω

2utm.∇utdx+ (n− ε0)

∫
Ω

|ut|2dx,

en remplaçant (2.19) dans (2.18), on aura

d

dt

(∫
Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u)utdx

)
=

∫
Ω

2utm.∇utdx+ (n− ε0)

∫
Ω

|ut|2dx (2.20)

+

∫
Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u) ∆udx

−
∫

Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u) f (u) dx.

Grâce à la formule d’intégration par partie et la relation divm = n, on déduit que∫
Ω

2utm.∇utdx =

∫
Ω

m. (2ut∇ut) dx =

∫
Ω

m.∇|ut|2dx

=

∫
Γ1

(m.ν) |ut|2dΓ1 − n
∫

Ω

|ut|2dx. (2.21)

Maintenant, on va estimer le troisième terme dans (2.20) comme suit∫
Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u) ∆udx =

∫
Ω

(2m.∇u) ∆udx+ (n− ε0)

∫
Ω

u∆udx, (2.22)

on commence par∫
Ω

(2m.∇u) ∆udx =

∫
Γ

∂u

∂ν
(2m.∇u) dΓ−

∫
Ω

∇u.∇ (2m.∇u) dx.

On utilise l’identité suivante∫
Ω

∇u.∇ (2m.∇u) dx = 2|∇u|2 +m.∇
(
|∇u|2

)
,

on trouve∫
Ω

(2m.∇u) ∆udx =

∫
Γ

∂u

∂ν
(2m.∇u) dΓ− 2

∫
Ω

|∇u|2dx−
∫

Ω

m.∇
(
|∇u|2

)
dx

=

∫
Γ

∂u

∂ν
(2m.∇u) dΓ− 2

∫
Ω

|∇u|2dx−
∫

Γ

(m.ν) |∇u|2dΓ

+

∫
Ω

divm|∇u|2dx

= (n− 2)

∫
Ω

|∇u|2dx−
∫

Γ

(m.ν) |∇u|2dΓ +

∫
Γ

∂u

∂ν
(2m.∇u) dΓ.
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2.3. DÉCROISSANCE GÉNÉRALE

Sachant que

∇u =
∂u

∂ν
ν sur Γ0,

on obtient∫
Ω

(2m.∇u) ∆udx = (n− 2)

∫
Ω

|∇u|2dx−
∫

Γ

(m.ν) |∇u|2dΓ +

∫
Γ0

∂u

∂ν
(2m.∇u) dΓ0

+

∫
Γ1

∂u

∂ν
(2m.∇u) dΓ1

= (n− 2)

∫
Ω

|∇u|2dx−
∫

Γ

(m.ν) |∇u|2dΓ + 2

∫
Γ0

(m.ν)

(
∂u

∂ν

)2

dΓ0

+

∫
Γ1

∂u

∂ν
(2m.∇u) dΓ1

= (n− 2)

∫
Ω

|∇u|2dx−
∫

Γ

(m.ν) |∇u|2dΓ + 2

∫
Γ0

(m.ν) |∇u|2dΓ0

+

∫
Γ1

∂u

∂ν
(2m.∇u) dΓ1

= (n− 2)

∫
Ω

|∇u|2dx−
∫

Γ1

(m.ν) |∇u|2dΓ1 +

∫
Γ0

(m.ν) |∇u|2dΓ0

+

∫
Γ1

∂u

∂ν
(2m.∇u) dΓ1. (2.23)

D’autre part on a

(n− ε0)

∫
Ω

u∆udx = (n− ε0)

∫
Γ1

∂u

∂ν
udΓ1 − (n− ε0)

∫
Ω

|∇u|2dx. (2.24)

En remplaçant (2.23) et (2.24) dans (2.22), on obtient∫
Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u) ∆udx =− (2− ε0)

∫
Ω

|∇u|2 −
∫

Γ1

(m.ν) |∇u|2dΓ1 (2.25)

+

∫
Γ0

(m.ν) |∇u|2dΓ0 +

∫
Γ1

∂u

∂ν
(2m.∇u+ (n− ε0)u) dΓ1,

en utilisant (2.4), alors (2.25) devient∫
Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u) ∆udx ≤− (2− ε0)

∫
Ω

|∇u|2 −
∫

Γ1

(m.ν) |∇u|2dΓ1

+

∫
Γ1

∂u

∂ν
(2m.∇u+ (n− ε0)u) dΓ1. (2.26)
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Finalement, le dernier terme dans (2.20), devient

−
∫

Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u) f (u) dx =−
∫

Ω

(2m.∇u) f (u) dx− (n− ε0)

∫
Ω

uf (u) dx

=− 2

∫
Γ1

(m.ν)F (u) dΓ1 + 2

∫
Ω

divmF (u) dx

− (n− ε0)

∫
Ω

uf (u) dx

=− 2

∫
Γ1

(m.ν)F (u) dΓ1 + 2n

∫
Ω

F (u) dx

− (n− ε0)

∫
Ω

uf (u) dx. (2.27)

En utilisant (2.2) et (2.5), alors (2.27) devient

−
∫

Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u) f (u) dx ≤− 2

∫
Γ1

(m.ν)F (u) dΓ1 + 2n

∫
Ω

F (u) dx

− (n− ε0) b

∫
Ω

F (u) dx

≤− [(b− 2)n− ε0b]

∫
Ω

F (u) dx. (2.28)

En combinant (2.21), (2.26) et (2.28), on trouve (2.17).

Lemme 2.3.7 Il existe des constantes positives N, M, ε0 et t0 telles que la fonction de

Lyapunov

L (t) = NE (t) +

∫
Ω

[(2M.∇u+ (n− ε0)u)ut] dx

est équivalent à E (t) et satisfait

L′ (t) ≤ −dE (t)− c
∫

Γ1

(k′ ◦ u) (t) dΓ1, ∀t ≥ t0, (2.29)

où d et c sont des constantes positives.

Preuve. On commence par la dérivation de la fonctionnelle L (t) par rapport à t, on obtient

L′ (t) = NE ′ (t) +
d

dt

[∫
Ω

(2m.∇u+ (n− ε0)u)utdx

]
,

d’après (2.14) et (2.17), on a

L′ (t) ≤N
(
−η
∫

Γ1

|ut|2 dΓ1 +
η

2

∫
Γ1

k′(t)|u(t)|2dΓ1 −
η

2

∫
Γ1

k′′ ◦ udΓ1

)
+

∫
Γ1

m.ν|ut|2dΓ1 − ε0

∫
Ω

|ut|2dx+

∫
Γ1

∂u

∂ν
(2m.∇u+ (n− ε0)u) dΓ1

−
∫

Γ1

m.ν|∇u|2dΓ1 − (2− ε0)

∫
Ω

|∇u|2dx

− [(b− 2)n− ε0b]

∫
Ω

F (u) dx. (2.30)
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Maintenant, on va estimer le terme∫
Γ1

∂u

∂ν
(2m.∇u+ (n− ε0)u) dΓ1.

En appliquant l’inégalité de Young et l’inégalité de Poincaré, on trouve∫
Γ1

∂u

∂ν
(2m.∇u+ (n− ε0)u) dΓ1 ≤ε

∫
Γ1

|2m.∇u+ (n− ε0)u|2dΓ1 + Cε

∫
Γ1

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dΓ1

≤ε
∫

Γ1

m.ν|∇u|2dΓ1 + ε

∫
Γ1

|u|2dΓ1 + Cε

∫
Γ1

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dΓ1

≤ε
∫

Γ1

m.ν|∇u|2dΓ1 + ε

∫
Ω

|∇u|2dx+ Cε

∫
Γ1

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dΓ1,

(2.31)

d’après (2.6), on trouve que

∂u

∂ν
=− η

(
ut + k (0)u+

∫ t

0

k′ (t− s)u (s) ds

)
=− η

(
ut + k (0)u−

∫ t

0

k′ (t− s) (u (t)− u (s)) ds+ u (t)

∫ t

0

k′ (t− s) ds
)

et à partir de (2.8), on a

∂u

∂ν
=− η

(
ut + k (0)u− k′♦u+ u (t)

(∫ t

0

k′ (t− s) ds
))

=− η (ut + k (0)u− k′♦u− k (0)u+ k (t)u)

=− η (ut + uk (t)− k′♦u) , (2.32)

en remplaçant (2.32) dans (2.31), on obtient∫
Γ1

∂u

∂ν
(2m.∇u+ (n− ε0)u) dΓ1 ≤ε

∫
Γ1

m.ν|∇u|2dΓ1 + ε

∫
Ω

|∇u|2dx+ Cε

∫
Γ1

|ut|2dΓ1

+ Cεk
2 (t)

∫
Γ1

|u|2dΓ1 + Cε

∫
Γ1

|k′♦u|2dΓ1

≤ε
∫

Γ1

m.ν|∇u|2dΓ1 + ε

∫
Ω

|∇u|2dx+ Cε

∫
Γ1

|ut|2dΓ1

+ Cεk
2 (t)

∫
Ω

|∇u|2dx+ Cε

∫
Γ1

|k′♦u|2dΓ1, (2.33)
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ensuite, on remplace cette dernière inégalité dans (2.30), on trouve

L′ (t) ≤ −Nη
∫

Γ1

|ut|2 dΓ1 +N
η

2

∫
Γ1

k′(t)|u(t)|2dΓ1 −N
η

2

∫
Γ1

k′′ ◦ udΓ1

+

∫
Γ1

m.ν|ut|2dΓ1 − ε0

∫
Ω

|ut|2dx+ ε

∫
Γ1

m.ν|∇u|2dΓ1

+ε

∫
Ω

|∇u|2dx+ Cε

∫
Γ1

|ut|2dΓ1 + Cεk
2 (t)

∫
Ω

|∇u|2dx

+Cε

∫
Γ1

|k′♦u|2dΓ1 −
∫

Γ1

m.ν|∇u|2dΓ1 − (2− ε0)

∫
Ω

|∇u|2dx

− [(b− 2)n− ε0b]

∫
Ω

F (u) dx,

par suite

L′ (t) ≤− (Nη − Cε −m.ν)

∫
Γ1

|ut|2dΓ1 − (1− ε)
∫

Γ1

(m.ν) |∇u|2dΓ1 −
ηN

2

∫
Γ1

k′′ ◦ udΓ1

−
(
2− ε0 − ε− Cεk2 (t)

) ∫
Ω

|∇u|2dx− ε0

∫
Ω

|ut|2dx+ Cε

∫
Γ1

|k′♦u|2dΓ1

− [(b− 2)n− ε0b]

∫
Ω

F (u) dx (2.34)

et à partir de (2.9), on a∫
Γ1

|k′♦u|2dΓ1 ≤
∫

Γ1

(∫ t

0

|k′ (s)|ds
)

(k′ ◦ u) (t)

≤ [k (s)]t0

∫
Γ1

(k′ ◦ u) (t)

≤ (k (t)− k (0))

∫
Γ1

(k′ ◦ u) (t) ,

alors (2.34) devient

L′ (t) ≤ − (Nη − Cε −m.ν)

∫
Γ1

|ut|2dΓ1 − (1− ε)
∫

Γ1

(m.ν) |∇u|2dΓ1 −
ηN

2

∫
Γ1

k′′ ◦ udΓ1

−
(
2− ε0 − ε− Cεk2 (t)

) ∫
Ω

|∇u|2dx− ε0

∫
Ω

|ut|2dx− [(b− 2)n− ε0b]

∫
Ω

F (u) dx

+Cε (k (t)− k (0))

∫
Γ1

(k′ ◦ u) (t) .

Posons

ε = ε0 < min

{
1

4
,
(b− 2)n

b

}
.

On choisit N assez grand pour que

Nη − Cε −max
Γ1
|m.ν| > 0.
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Maintenant, en utilisant le fait que

lim
t−→∞

k (t) = 0,

nous arrivons à

L′ (t) ≤ −dE (t)− ηN

2

∫
Γ1

k′′ ◦ uΓ1 − C
∫

Γ1

(k′ ◦ u) (t)

≤ −dE (t)− c
∫

Γ1

(k′ ◦ u) (t)

On obtient le résultat souhaité.

On va énoncer notre résultat principal de ce chapitre qui est donné par le théorème

suivant :

Théorème 2.3.8 Supposons que (2.2)−(2.5) , (2.11) et (2.12) sont satisfaites, avec lim
t→∞

k (t) =

0 alors pour t0 assez grand, il existe une constante positive C ′ tel que la solution u du problème

(2.1) vérifie, pour tout t ≥ t0,

E (t) ≤ C ′

[
1∫ t

0
γ2p−1 (s) ds+ 1

] 1
2p−2

(2.35)

De plus,

Si

∫ +∞

0

E(t) < +∞, (2.36)

alors

E (t) ≤ C ′

[
1∫ t

0
γp (s) ds+ 1

] 1
p−1

. (2.37)

2.4 Preuve du résultat principal

On multiplie (2.29) par γ (t), on obtient

γ (t)L′ (t) ≤ −dγ (t)E (t)− cγ (t)

∫
Γ1

(k′ ◦ u) (t) dΓ1, (2.38)

d’après le lemme 2.3.5, on a

γ (t)

∫
Γ1

(−k′ ◦ u) dΓ1 ≤ C [−E ′ (t)]
1

2p−1 .
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2.4. PREUVE DU RÉSULTAT PRINCIPAL

Donc (2.38) devient

γ (t)L′ (t) ≤ −dγ (t)E (t) + C [−E ′ (t)]
1

2p−1 .

On multiplie l’inégalité précédente par γα(t)Eα(t) où α = 2p− 2, donne

γα+1(t)Eα(t)L′(t) ≤ −dγα+1(t)Eα+1(t) + Cγα(t)Eα(t) [−E ′(t)]
1

α+1 .

On utilise l’inégalité de Young, avec q = α + 1 et q∗ = α+1
α

, on obtient, pour tout ε > 0,

γα+1(t)Eα(t)L′(t) ≤ −dγα+1(t)Eα+1(t) + C
[
εγα+1(t)Eα+1(t)− CεE ′(t)

]
= −(d− εC)γα+1(t)Eα+1(t)− C ′E ′(t).

On choisit ε < d
C

et on utilise le fait que γ′(t) ≤ 0 et que E ′(t) ≤ 0, on déduit que(
γα+1EαL

)′
(t) ≤ γα+1(t)Eα(t)L′(t) ≤ −cγα+1(t)Eα+1(t)− C ′E ′(t),

ce qui implique (
γα+1(t)Eα(t)L(t) + C ′E(t)

)′ ≤ −cγα+1(t)Eα+1(t) (2.39)

On pose

F (t) = γα+1(t)Eα(t)L(t) + C ′E(t), (2.40)

où

F (t) ∼ E(t).

Alors (2.39) devient

F ′(t) ≤ −cγα+1(t)Fα+1(t) = −cγ2p−1(t)F 2p−1(t). (2.41)

On intègre sur (0, t) et on utilise le fait que F ∼ E, on obtient

E (t) ≤ C ′

[
1∫ t

0
γ2p−1 (s) ds+ 1

] 1
2p−2

.

Pour établir (2.37), on considère (2.36). Supposons que η(t) > 0. Alors la multiplication

de (2.29) par γ (t), donne

γ (t)L′ (t) ≤− dγ (t)E (t)− cγ (t)

∫
Γ1

k′ ◦ udΓ1

=− dγ (t)E (t)

+ c
η (t)

η (t)

∫
Γ1

∫ t

0

[
γp (s) (−k′)p (s)

] 1
p ‖u (t)− u (t− s)‖2

2 dsdΓ1, (2.42)
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où

η (t) =

∫ t

0

‖u (t)− u (t− s)‖2
2 ds ≤ 2

∫ t

0

‖u(t)‖2
2 + ‖u(t− s)‖2

2ds

≤ 2CΩ

∫ t

0

‖∇u(t)‖2
2 + ‖∇u(t− s)‖2

2ds

≤ 2CΩ

∫ t

0

[E(t) + E(t− s)] ds

≤ 4CΩ

∫ t

0

E(t− s)ds = 4CΩ

∫ t

0

E(s)ds

< 4CΩ

∫ +∞

0

E(s)ds < +∞.

On applique l’inégalité de Jensen pour le deuxième terme de (2.42) , avec

G (y) = y
1
p , pour y > 0

et

f (s) = γp (s) (−k′)p (s) , h (s) = ‖u (t)− u (t− s)‖2
2 , pour s > 0,

on obtient

γ (t)L′ (t) ≤− dγ (t)E (t) (2.43)

+ cη (t)

[
1

η (t)

∫
Γ1

∫ t

0

[
γp (s) (−k′)p (s)

]
‖u (t)− u (t− s)‖2

2 dsdΓ1

] 1
p

.

Si η(t) = 0, alors l’inégalité précédente a toujours un sens car p > 1. En utilisant le fait

que γ est décroissante, pour voir que

γ (t)L′ (t) ≤ −dγ (t)E (t)

+cη
p−1
p (t)

[
γp−1 (0)

∫
Γ1

∫ t

0

γ (s) (−k′)p (s) ‖u (t)− u (t− s)‖2
2 dsdΓ1

] 1
p

≤ −dγ (t)E (t) + C ′
(∫

Γ1

(k′′ ◦ u) dΓ1

) 1
p

≤ −dγ (t)E (t) + C ′ (−E ′ (t))
1
p .

On multiplie cette dernière inégalité par le terme γα (t)Eα (t) pour α = p− 1, on obtient

γα+1 (t)Eα (t)L′ (t) ≤ −dγα+1 (t)Eα+1 (t) + C ′γα (t)Eα (t) (−E ′ (t))
1

α+1 ,
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on répète les mêmes étapes (cas p > 1), on trouve

H ′ (t) ≤ −dγα+1 (t)Hα+1 (t) = −dγp (t)Hp (t) ,

où

H (t) ∼ E (t) .

Une simple intégration sur (0, t) et on utilise le fait que H est équivalent à E, on arrive à

E (t) ≤ C ′

[
1∫ t

0
γp (s) ds+ 1

] 1
p−1

.
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Chapitre 3

Stabilisation générale d’un système

thermoélastique avec un contrôle

frontière de type mémoire

Dans ce chapitre nous considérons un système thermoélastique soumis à l’effet d’un

amortissement viscoélastique, où l’amortissement de type mémoire agit sur une partie de la

frontière. Le but de ce chapitre est d’étudier la stabilité du problème défini dans ce qui suit.

3.1 Position du problème

Soit le problème



utt − µ∆u− (µ+ λ)∇ (divu) + β∇θ = 0, dans Ω× (0,+∞)

cθt − κ∆θ + βdivut = 0, dans Ω× (0,+∞)

u (., 0) = u0, ut (., 0) = u1, θ (., 0) = θ0, dans Ω

u = 0, sur Γ0 × [0,+∞)

u (x, t) = −
t∫

0

g(t− s)
(
µ
∂u

∂ν
+ (µ+ λ) (divu) ν

)
(s) ds, sur Γ1 × [0,+∞)

θ = 0, sur Γ× [0,+∞).

(3.1)

Ici le corps Ω est un domaine borné dans Rn (n ≥ 2) avec une frontière suffisamment

régulière Γ subdivisé en deux parties Γ0 et Γ1 tel que Γ = Γ0 ∪ Γ1, c, κ, µ, λ, β sont des

constantes positives, où µ, λ sont des modules de Lamé et β 6= 0 est un nombre réel,
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ν est la normale extérieure unitaire à Γ, u = u (x, t) et θ = θ (x, t) représentent le vec-

teur de déplacement et la température absolue. g est la fonction de relaxation positive et

différentiable avec g (0) 6= 0. La condition au bord sur Γ1, donnée sous forme d’une intégrale,

exprime l’amortissement non local de type mémoire.

Ce chapitre est organisé de la manière suivante. On va donner quelques notations et

lemmes nécessaires pour la démonstration dans la section 3.2. Quelques lemmes techniques

et le résultat de stabilité générale avec la démonstration sont présentés successivement dans

les sections 3.3 et 3.4.

3.2 Notations et transformation

Dans cette section, on va préparer certains éléments nécessaires pour prouver notre

résultat principal. On a les hypothèses suivantes :

(H) Supposons que les partitions Γ0 et Γ1 sont fermées, disjointes et meas(Γ0) > 0, telles

que

Γ0 = {x ∈ Γ : m(x).ν ≤ 0}

et

Γ1 = {x ∈ Γ : m(x).ν ≥ δ > 0},

où m(x) = x− x0, pour un point fixe x0 ∈ Rn.

L’estimation du terme
(
µ∂u
∂ν

+ (µ+ λ)(divu)ν
)

:

La dérivation de la troisième équation du problème (3.1) par rapport à t, donne

ut =
d

dt
u(x, t) = − d

dt

 t∫
0

g(t− s)
(
µ
∂u

∂ν
+ (µ+ λ) (divu) ν

)
(s) ds

 ,

en utilisant la formule de Leibniz (1.2) et le produit de convolution qui est défini par (1.1),

on obtient

ut =−
[∫ t

0

g′ (t− s)
(
µ
∂u

∂ν
+ (µ+ λ) (divu) ν

)
ds+ g (0)

(
µ
∂u

∂ν
+ (µ+ λ) (divu) ν

)]
=−

[
g′ ∗

(
µ
∂u

∂ν
+ (µ+ λ) (divu) ν

)
+ g (0)

(
µ
∂u

∂ν
+ (µ+ λ) (divu) ν

)]
,
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on divise les deux membres de cette équation par g (0), on arrive à

µ
∂u

∂ν
+ (µ+ λ)(divu)ν = − 1

g(0)

[
ut +

(
g′ ∗

(
µ
∂u

∂ν
+ (µ+ λ)(divu)ν)

)]
.

Cette équation est une forme d’une équation intégrale de Volterra de seconde espèce (1.3),

dont sa solution est donnée comme suit (1.4)

µ
∂u

∂ν
+ (µ+ λ)(divu)ν =− 1

g (0)

[
ut +

∫ t

0

k(t− s)ut(s)ds
]

=− 1

g(0)
[ut + (k ∗ ut)(t)] , sur Γ1 × R+,

où la fonction k est le noyau résolvant de −g′/g(0) (voir (1.5)), qui satisfait

k +
1

g(0)
(g′ ∗ k) = − 1

g(0)
g′.

On note par η = 1/g(0) et en utilisant l’intégration par parties et la condition u0 = 0 sur

Γ, nous arrivons à

µ
∂u

∂ν
+ (µ+ λ)(divu)ν = −η(ut + k(0)u+ k′ ∗ u), sur Γ1 × [0,+∞). (3.2)

Puisque nous nous sommes intéressés par les fonctions de relaxation à décroissance plus

générale, il est important de savoir si la fonction k hérite de quelques propriétés de la fonction

de relaxation g. Le lemme suivant répond à cette question.

Soit h : R+ → R+, une fonction continue et k son noyau de résolvant, c’est-à-dire :

k (t) = h (t) + (k ∗ h) (t) . (3.3)

Il est évident que la fonction k est continue et positive (voir [14, 41]).

Lemme 3.2.1 Soit p > 1, γ : R+ → R+ est une fonction décroissante qui satisfait γ(0) > 0

et

Cp = sup
t≥0

∫ t

0

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

(
1 +

∫ t−s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

×
(

1 +

∫ s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

ds.

Supposons qu’il existe C et 1− CCp > 0 tels que

h (t) ≤ C(
1 +

∫ t
0
γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

.
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Alors, il existe C̃ tels que

k (t) ≤ C̃(
1 +

∫ t
0
γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

.

Preuve. On pose

kp (t) = k (t)

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

et

hp (t) = h (t)

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

.

On multiplie l’équation (3.3) par
(

1 +
∫ t

0
γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

, on obtient

kp (t) = hp (t) +

∫ t

0

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

k (t− s)h (s) ds

= hp (t) +

∫ t

0

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

(
1 +

∫ t−s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

×kp (t− s)h (s) ds

= hp (t) +

∫ t

0

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

(
1 +

∫ t−s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

×
(

1 +

∫ s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

kp (t− s)
(

1 +

∫ s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

h (s) ds

= hp (t) +

∫ t

0

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

(
1 +

∫ t−s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

×
(

1 +

∫ s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

kp (t− s)hp (s) ds.

On définie par

Cp = sup
t≥0

∫ t

0

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

(
1 +

∫ t−s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

×
(

1 +

∫ s

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

ds

et par conséquent,

sup
0≤s≤t

kp (s) ≤ sup
0≤s≤t

hp (s) + CCp sup
0≤s≤t

kp (s) ≤ C + CCp sup
0≤s≤t

kp (s) ,
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ce qui implique

sup
0≤s≤t

kp (s) ≤ C

1− CCp
, ∀t > 0.

Par conséquent

kp (t) ≤ C

1− CCp
.

Donc

k (t) ≤ C

1− CCp

(
1 +

∫ t

0

γ2p−1 (ζ) dζ

)− 1
2p−2

.

D’où

k (t) ≤ C̃(
1 +

∫ t
0
γ2p−1 (ζ) dζ

) 1
2p−2

.

En se basant sur le lemme 3.2.1, dans toute la suite on va utiliser l’équation (3.2) à la

place de la troisième équation du système (3.1).

Définissons maintenant :

(ϕ ◦ ψ)(t) =

∫ t

0

ϕ(t− s)|ψ(t)− ψ(s)|2ds,

(ϕ♦ψ)(t) =

∫ t

0

ϕ(t− s)(ψ(t)− ψ(s))ds.

En utilisant l’inégalité de Hölder, nous avons

|(ϕ♦ψ)(t)|2 ≤
(∫ t

0

|ϕ(s)|ds
)

(|ϕ| ◦ ψ)(t). (3.4)

Lemme 3.2.2 ([41]) Si ϕ, ψ ∈ C1 (R+), alors

(ϕ ∗ ψ) (t)ψt (t) =− 1

2
ϕ (t) |ψ (t)|2 +

1

2
(ϕ′ ◦ ψ) (t) (3.5)

− 1

2

d

dt

(
(ϕ ◦ ψ) (t)−

(∫ t

0

ϕ (s) ds

)
|ψ (t)|2

)
.

Avant de définir la solution du système (3.1), on considère l’espace suivant :

V = H1
Γ0

(Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 sur Γ0}.

En appliquant la méthode de Galerkin comme dans [13], on montre que notre système

(3.1) est bien posé au sens suivant :
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Théorème 3.2.3 Soient k ∈ W 2,1 (R+) ∩W 1,∞ (R+) , u0 ∈ (H2 (Ω) ∩ V )
n
,

θ0 ∈ (H2 (Ω) ∩H1
0 (Ω)) et u1 ∈ V n, avec

∂u0

∂ν
+ ηu0 = 0 sur Γ1. (3.6)

Alors, le système (3.1) admet une seule solution forte (u, θ) vérifiant

u ∈ C
(
R+; (H2 (Ω) ∩ V )

n) ∩ C1 (R+;V n) ∩ C2
(
R+; (L2 (Ω))

n)
,

θ ∈ C (R+;H2 (Ω) ∩H1
0 (Ω)) ∩ C1 (R+;H1

0 (Ω)) .

3.3 La décroissance générale de l’énergie de la solution

Dans cette section on va étudier le comportement asymptotique de la solution du système

(3.1). De plus, supposons que la fonction k vérifie l’hypothèse suivante

k (0) > 0, k (t) ≥ 0, k′ (t) ≤ 0, k′′ (t) ≥ γ (t) (−k′ (t))p , (3.7)

où t ≥ 0, 1 < p < 3
2

et γ : R+ → R+ est une fonction qui satisfait les conditions suivantes

γ (t) > 0, γ′ (t) ≤ 0. (3.8)

On introduit la fonctionnelle d’énergie totale associée au problème (3.1) par

E (t) =
1

2

∫
Ω

[
|ut|2 + µ |∇u|2 + (µ+ λ) (divu)2 + cθ2

]
dx (3.9)

− η

2

∫
Γ1

k′ ◦ u dΓ1 +
η

2

∫
Γ1

k (t) |u|2 dΓ1.

Lemme 3.3.1 L’énergie de la solution u de (3.1) satisfait

E ′ (t) =− κ
∫
Ω

|∇θ|2 dx− η
∫
Γ1

|ut|2 dΓ1 +
η

2
k′ (t)

∫
Γ1

|u|2 dΓ1 (3.10)

− η

2

∫
Γ1

(k′′ ◦ u) (t)dΓ1 ≤ 0.

Preuve. On multiplie (3.1)1 par ut et (3.1)2 par θ et on intègre sur Ω, en utilisant (3.2) ,

(3.5) et la formule de Green, nous obtenons

E ′ (t) = −κ
∫
Ω

|∇θ|2 dx− η
∫
Γ1

|ut|2 dΓ1 +
η

2
k′ (t)

∫
Γ1

|u (t)|2 dΓ1

−η
2

∫
Γ1

(k′′ ◦ u) (t) dΓ1
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et par conséquent, on obtient (3.10) .

Maintenant, pour étudier la stabilité de notre problème (3.1) on a besoin les lemmes

cruciaux suivants

Lemme 3.3.2 La solution u de (3.1) satisfait

‖u(t)− u(s)‖2
L2(Γ1) ≤ CE(0), ∀s ∈ [0, t] .

Preuve. En utilisant le théorème de trace et (3.9), on obtient, pour tout s ∈ [0, t],

‖u(t)− u(s)‖2
L2(Γ1) ≤ c‖∇u(t)−∇u(s)‖2

2

≤ c
(
‖∇u(t)‖2

2 + ‖∇u(s)‖2
2

)
≤ c′ (E(t) + E(s))

≤ CE(0).

Lemme 3.3.3 Supposons que k satisfait (3.7). Alors∫ +∞

0

γ (t)
[
−k′ (t)

]1−σ
dt < +∞, ∀σ < 2− p.

Preuve. Rappelant (3.7) , on peut facilement voir que

γ (t)
[
−k′ (t)

]1−σ
= γ (t) (−k′ (t))p

[
−k′ (t)

]1−σ−p

≤ k′′ (t)
[
−k′ (t)

]1−σ−p
.

On intègre, on obtient∫ +∞

0

γ (t)
[
−k′ (t)

]1−σ
dt ≤

∫ +∞

0

k′′ (t)
[
−k′ (t)

]1−σ−p
dt

=
−1

2− p− σ

∫ +∞

0

− (2− p− σ) k′′ (t)
[
−k′ (t)

]1−σ−p
dt

= − [−k′ (t)]2−p−σ

2− p− σ

∣∣∣∣∣
+∞

0

< +∞,

puisque σ < 2− p et −k′ est positive et décroissante.

Lemme 3.3.4 Supposons que k satisfait (3.7). Alors la solution u de (3.1) satisfait[∫
Γ1

(γ(t)(−k′)p ◦ u) dΓ1

] 1
2p−1

≤
[∫

Γ1

(k′′ ◦ u) dΓ1

] 1
2p−1

. (3.11)
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Preuve. En utilisant le fait que γ est décroissante, on obtient

t− s ≤ t ⇒ γ(t− s) ≥ γ(t)

⇒ (−k′(t− s))pγ(t− s) ≥ (−k′(t− s))pγ(t).

En multipliant par |u(t)− u(s)|2 et en intégrant sur (0, t)× Γ1, on obtient∫
Γ1

∫ t

0

(−k′(t− s))pγ(t− s)|u(t)− u(s)|2dsdΓ1

≥
∫

Γ1

∫ t

0

(−k′(t− s))pγ(t)|u(t)− u(s)|2dsdΓ1,

puis en utilisant (3.7), on trouve∫
Γ1

(γ(t)(−k′)p ◦ u) dΓ1 ≤
∫

Γ1

k′′ ◦ udΓ1.

D’où, on obtient (3.11).

Lemme 3.3.5 Supposons que k satisfait (3.7). Alors il existe C > 0 telle que la solution u

de (3.1) satisfait

∫
Γ1

γ (t) (−k′ ◦ u) dΓ1 ≤ C [−E ′ (t)]
1

2p−1 .

Preuve. Il est facile d’obtenir∫
Γ1

(−k′ ◦ u) dΓ1 =

∫
Γ1

∫ t

0

−k′ (t− s) |u (t)− u (s)|2 dsdΓ1

=

∫
Γ1

∫ t

0

[−k′ (t− s)](1−σ) p−1
p−1+σ

(
|u (t)− u (s)|2

) p−1
p−1+σ

× [−k′ (t− s)]1−(1−σ) p−1
p−1+σ

(
|u (t)− u (s)|2

) σ
p−1+σ dsdΓ1

=

∫
Γ1

∫ t

0

[−k′ (t− s)](1−σ) p−1
p−1+σ

(
|u (t)− u (s)|2

) p−1
p−1+σ

× [−k′ (t− s)]
σp

p−1+σ
(
|u (t)− u (s)|2

) σ
p−1+σ dsdΓ1.

En utilisant l’inégalité de Hölder, où s = p−1+σ
p−1

et s′ = p−1+σ
σ

et le lemme 3.3.2, on

trouve
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∫
Γ1

(−k′ ◦ u) dΓ1 ≤
[∫

Γ1

∫ t

0

[−k′ (t− s)]1−σ |u (t)− u (s)|2 dsdΓ1

] p−1
p−1+σ

×
[∫

Γ1

∫ t

0

[−k′ (t− s)]p |u (t)− u (s)|2 dsdΓ1

] σ
p−1+σ

≤
[∫

Γ1

∫ t

0

[−k′ (t− s)]1−σ |u (t)− u (s)|2 dsdΓ1

] p−1
p−1+σ

×
[∫

Γ1

(
(−k′)p ◦ u

)
dΓ1

] σ
p−1+σ

≤ C

[∫ t

0

[−k′ (t− s)]1−σ dsdΓ1

] p−1
p−1+σ

×
[∫

Γ1

(
(−k′)p ◦ u

)
dΓ1

] σ
p−1+σ

.

Prenons σ = 1
2
, on a

∫
Γ1

(−k′ ◦ u) dΓ1 ≤ C

[∫ t

0

[−k′ (s)]
1
2 dsdΓ1

] 2p−2
2p−1 [∫

Γ1

(
(−k′)p ◦ u

)
dΓ1

] 1
2p−1

. (3.12)

On multiplie (3.12) par γ (t), rappelant le lemme 3.3.3 et le lemme 3.3.4 et en utilisant

le lemme 3.3.1, on obtient

γ (t)

∫
Γ1

(−k′ ◦ u) dΓ1 ≤ Cγ (t)

[∫ t

0

[−k′ (s)]
1
2 dsdΓ1

] 2p−2
2p−1 [∫

Γ1

(
(−k′)p ◦ u

)
dΓ1

] 1
2p−1

≤ Cγ (t)
2p−2
2p−1

[∫ t

0

[−k′ (s)]
1
2 dsdΓ1

] 2p−2
2p−1

γ (t)
1

2p−1

[∫
Γ1

(
(−k′)p ◦ u

)
dΓ1

] 1
2p−1

≤ C

[∫ t

0

γ (s) [−k′ (s)]
1
2 dsdΓ1

] 2p−2
2p−1 [∫

Γ1

(
γ (t) (−k′)p ◦ u

)
dΓ1

] 1
2p−1

≤ C

[∫ +∞

0

γ (s) [−k′ (s)]
1
2 dsdΓ1

] 2p−2
2p−1 [∫

Γ1

(k′′ ◦ u) dΓ1

] 1
2p−1

≤ C [−E ′ (t)]
1

2p−1 .
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Lemme 3.3.6 Sous les hypothèses (H) et (3.7) − (3.8), la solution u de (3.1) vérifie, pour

tout ε > 0,

d

dt

∫
Ω

ut. [M + (n− 1)u] dx ≤−
∫

Ω

|ut|2dx− µ
∫

Ω

|∇u|2dx− µ+ λ

2

∫
Ω

(divu)2 dx

+ C

∫
Ω

|∇θ|2dx− µδ

2

∫
Γ1

|∇u|2dΓ1 − (µ+ λ) δ

∫
Γ1

(divu)2 dΓ1

+
C

µ

∫
Γ1

|ut|2dΓ1 + Ck2 (t)

∫
Γ1

|u|2dΓ1 −
Cµ

ε

∫
Γ1

(k′ ◦ u) (t) dΓ1

+ ε

∫
Γ1

|u|2dΓ1, (3.13)

où

M = (M1,M2, ...,Mn)T , tel que Mi = 2m.∇ui

et C est une constante positive.

Preuve. Voir [32, 6, 38].

Maintenant, nous adoptons sans preuve le résultat suivant de [32].

Lemme 3.3.7 Il existe des constantes positives N, M, m, c et t0 telles que la fonction de

Lyapunov

L (t) = NE (t) +

∫
Ω

ut. [M + (n− 1)u] dx

est équivalent à E (t) et satisfait

L′ (t) ≤ −mE (t)− c
∫

Γ1

(k′ ◦ u) (t) dΓ1, ∀t ≥ t0. (3.14)

On va énoncer notre résultat principal de ce chapitre.

Théorème 3.3.8 Soit (u0, u1, θ0) ∈
(
V n, (L2 (Ω))

n
, H1

0 (Ω)
)
. Supposons que (H) et (3.7)−

(3.8) sont satisfaites, avec lim
t→∞

k (t) = 0 alors pour t0 assez grand, il existe une constante

positive C ′ tel que la solution u du problème (3.1) vérifie, pour tout t ≥ t0,

E (t) ≤ C ′

[
1∫ t

0
γ2p−1 (s) ds+ 1

] 1
2p−2

(3.15)

De plus,

Si

∫ +∞

0

E(t) < +∞, (3.16)
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alors

E (t) ≤ C ′

[
1∫ t

0
γp (s) ds+ 1

] 1
p−1

. (3.17)

3.4 Preuve du résultat principal

On multiplie (3.14) par γ (t), on obtient

γ (t)L′ (t) ≤ −mγ (t)E (t)− cγ (t)

∫
Γ1

(k′ ◦ u) (t) dΓ1 (3.18)

d’après le lemme 3.3.5, on a

γ (t)

∫
Γ1

(−k′ ◦ u) dΓ1 ≤ C [−E ′ (t)]
1

2p−1 .

Donc (3.18) devient

γ (t)L′ (t) ≤ −mγ (t)E (t) + C [−E ′ (t)]
1

2p−1 .

On multiplie l’inégalité précédente par γα(t)Eα(t) où α = 2p− 2, donne

γα+1(t)Eα(t)L′(t) ≤ −mγα+1(t)Eα+1(t) + Cγα(t)Eα(t) [−E ′(t)]
1

α+1 .

On utilise l’inégalité de Young, avec q = α + 1 et q∗ = α+1
α

, on obtient, pour tout ε > 0,

γα+1(t)Eα(t)L′(t) ≤ −mγα+1(t)Eα+1(t) + C
[
εγα+1(t)Eα+1(t)− CεE ′(t)

]
= −(m− εC)γα+1(t)Eα+1(t)− C ′E ′(t).

On choisit ε < m
C

et on utilise le fait que γ′(t) ≤ 0 et que E ′(t) ≤ 0, on déduit que

(
γα+1EαL

)′
(t) ≤ γα+1(t)Eα(t)L′(t) ≤ −cγα+1(t)Eα+1(t)− C ′E ′(t),

ce qui implique (
γα+1(t)Eα(t)L(t) + C ′E(t)

)′ ≤ −cγα+1(t)Eα+1(t) (3.19)

On pose

F (t) = γα+1(t)Eα(t)L(t) + C ′E(t), (3.20)

où

F (t) ∼ E(t).
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Alors (3.19) devient

F ′(t) ≤ −cγα+1(t)Fα+1(t) = −cγ2p−1(t)F 2p−1(t). (3.21)

On intègre sur (0, t) et on utilise le fait que F ∼ E, on obtient

E (t) ≤ C ′

[
1∫ t

0
γ2p−1 (s) ds+ 1

] 1
2p−2

.

Pour établir (3.17), on considère (3.16). Supposons que η(t) > 0. Alors la multiplication

de (3.14) par γ (t), donne

γ (t)L′ (t) ≤−mγ (t)E (t)− cγ (t)

∫
Γ1

k′ ◦ udΓ1

=−mγ (t)E (t)

+ c
η (t)

η (t)

∫
Γ1

∫ t

0

[
γp (s) (−k′)p (s)

] 1
p ‖u (t)− u (t− s)‖2

2 dsdΓ1, (3.22)

où

η (t) =

∫ t

0

‖u (t)− u (t− s)‖2
2 ds ≤ 2

∫ t

0

‖u(t)‖2
2 + ‖u(t− s)‖2

2ds

≤ 2CΩ

∫ t

0

‖∇u(t)‖2
2 + ‖∇u(t− s)‖2

2ds

≤ 2CΩ

∫ t

0

[E(t) + E(t− s)] ds

≤ 4CΩ

∫ t

0

E(t− s)ds = 4CΩ

∫ t

0

E(s)ds

< 4CΩ

∫ +∞

0

E(s)ds < +∞.

On applique l’inégalité de Jensen pour le deuxième terme de (3.22) , avec

G (y) = y
1
p , pour y > 0

et

f (s) = γp (s) (−k′)p (s) , h (s) = ‖u (t)− u (t− s)‖2
2 , pour s > 0,

on obtient

γ (t)L′ (t) ≤−mγ (t)E (t) (3.23)

+ cη (t)

[
1

η (t)

∫
Γ1

∫ t

0

[
γp (s) (−k′)p (s)

]
‖u (t)− u (t− s)‖2

2 dsdΓ1

] 1
p

.

46



3.4. PREUVE DU RÉSULTAT PRINCIPAL

Si η(t) = 0, alors l’inégalité précédente a toujours un sens car p > 1. En utilisant le fait que

γ est décroissante, pour voir que

γ (t)L′ (t) ≤ −mγ (t)E (t) + cη
p−1
p (t)

[
γp−1 (0)

∫
Γ1

∫ t

0

γ (s) (−k′)p (s) ‖u (t)− u (t− s)‖2
2 dsdΓ1

] 1
p

≤ −mγ (t)E (t) + C ′
(∫

Γ1

(k′′ ◦ u) dΓ1

) 1
p

≤ −mγ (t)E (t) + C ′ (−E ′ (t))
1
p .

On multiplie par γα (t)Eα (t) pour α = p− 1 et on répète les mêmes étapes (cas p > 1), on

obtient

E (t) ≤ C ′

[
1∫ t

0
γp (s) ds+ 1

] 1
p−1

.
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Chapitre 4

Résultat de décroissance générale

pour une équation viscoélastique avec

un terme d’amortissement faible

4.1 Position du problème

Dans ce chapitre nous considérons une équation viscoélastique avec un terme amortissant

faible pour une classe plus large des fonctions de relaxation. L’objet de ce chapitre est

d’étudier le problème suivant :
|ut|ρ utt −∆u−∆utt +

∫ t
0
g (t− τ) ∆u (τ) dτ + α (t)h (ut) = 0, dans Ω× (0,∞)

u (x, t) = 0, sur ∂Ω× (0,∞)

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) , dans Ω,

(4.1)

où Ω est un domaine bornée dans Rn (n ≥ 1) avec une frontière régulière ∂Ω, ρ est un

nombre réel positive, le terme intégral est responsable de l’amortissement viscoélastique où

g est une fonction de relaxation. le terme h (ut) est responsable de l’amortissement faible où

h est une fonction donnée. α, h sont des fonctions positives particulières.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 4.2, nous présentons quelques

préliminaires nécessaires pour la suite de notre travail. Quelques lemmes techniques sont

présentés dans la section 4.3. Dans la section 4.4, nous énonçons et prouvons notre résultat

48
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principal.

4.2 Préliminaires

On considère les hypothèses suivantes :

(H1) ρ est une constante qui satisfait

0 < ρ ≤ 2/ (n− 2) , si n ≥ 3

ρ > 0, si n = 1, 2.

(H2) g : [0,∞) −→ (0,∞) est une fonction différentiable qui satisfait

1−
∫ +∞

0

g (s) ds = l > 0 (4.2)

et il existe une fonction H : (0,∞) −→ (0,∞) de classe C1 avec H (0) = H ′ (0) = 0, H

linéaire ou strictement croissante et strictement convexe de classe C2 sur (0, r] , r ≤ g (0) ,

telle que

g′ (t) ≤ −ξ (t)H (g (t)) , ∀t ≥ 0, (4.3)

où ξ est une fonction décroissante différentiable.

(H3) α : R+ −→ R+ est une fonction décroissante différentiable.

(H4) h : R −→ R est une fonction croissante dans C0 telle que il existe des constantes

ε, c1, c2 > 0 et une fonction croissante G ∈ C1 ([0,+∞)) , avec G (0) = 0 et G est une

fonction linéaire ou strictement convexe dans C2 sur (0, ε] , telle que

c1 |s| ≤ |h (s)| ≤ c2 min {|s| , |s|p} si |s| ≥ ε,

sρ+2 + h2 (s) ≤ G−1 (sh (s)) si |s| ≤ ε

et p satisfait

1 ≤ p ≤ n+2
n−2

si n > 2

1 ≤ p <∞ si n ≤ 2.

En utilisant les espaces standards de Lebesgue et Sobolev avec leurs produits scalaires

et les normes usuels et l’inégalité de Sobolev-Poincaré suivante

‖φ‖q ≤ cq ‖∇φ‖2 , φ ∈ H1
0 (Ω) , (4.4)
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pour q satisfait

2 ≤ q ≤ 2n/ (n− 2) si n ≥ 3

q ≥ 2 si n = 1, 2.

On introduit la fonctionnelle d’énergie totale associée au problème (4.1) par

E (t) =
1

ρ+ 2

∫
Ω

|ut|ρ+2 dx+
1

2

(
1−

∫ t

0

g (s) ds

)∫
Ω

|∇u|2 dx

+
1

2

∫
Ω

|∇ut|2 dx+
1

2
(g ◦ ∇u) (t) , (4.5)

où ◦ est définie par

(g ◦ v) (t) =

∫
Ω

∫ t

0

g (t− s) |v (t)− v (s)|2 dsdx.

Remarque 4.2.1 1) L’hypothèse (H4) implique que sh (s) > 0, pour tout s 6= 0.

2) En utilisant l’hypothèse (H2) , on peut montrer facilement que

lim
t→+∞

g (t) = 0.

D’où, il existe t1 assez grand pour que

g (t1) = r ⇒ g (t) ≤ r, ∀t ≥ t1. (4.6)

Comme g et ξ sont positives décroissantes continues et H est une fonction positive continue,

alors pour tout t ∈ [0, t1] , 0 < g (t1) < g (t) ≤ g (0)

0 < ξ (t1) < ξ (t) ≤ ξ (0)
⇒ a ≤ ξ (t)H (g (t)) ≤ b

où a et b sont des constantes positives. Par conséquent, pour tout t ∈ [0, t1] ,

g′ (t) ≤ −ξ (t)H (g (t)) ≤ − a

g (0)
g (0) ≤ − a

g (0)
g (t) . (4.7)

3) Si H est une fonction strictement croissante et strictement convexe de classe C2 sur

(0, r], avec H (0) = H ′ (0) = 0, alors il a une extension H qui est strictement croissante et

strictement convexe de classe C2 sur (0,∞).

Par exemple, si H (r) = a, H ′ (r) = b, H ′′ (r) = c, on peut définir H, pour t > r par

H =
c

2
t2 + (b− cr) t+

(
a+

c

2
r2 − br

)
. (4.8)
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Pour compléter, on va énoncer sans preuve le résultat d’existence global suivant, voir

[28, 31].

Théorème 4.2.2 Soit (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω). Supposons que (H1)−(H4) sont vérifiées.

Alors le problème (4.1) admet une solution globale unique u qui satisfait

u, ut ∈ C
(
R+;H1

0 (Ω)
)
.

4.3 Lemmes techniques

Dans cette section, on va établir quelques lemmes nécessaires pour pouvoir démontrer

notre résultat principal.

Lemme 4.3.1 Supposons que (H2)− (H4) sont satisfaites. Alors la fonctionnelle d’énergie

satisfait

E ′ (t) =
1

2
(g′ ◦ ∇u) (t)− 1

2
g (t)

∫
Ω

|∇u (t)|2 dx− α (t)

∫
Ω

uth (ut) dx ≤ 0. (4.9)

Preuve. On multiplie l’équation (4.1)1 par ut et on intègre le résultat obtenu sur Ω, utilisant

l’intégration par parties et les hypothèses (H1)− (H4), on obtient

d

dt

(
1

ρ+ 2

∫
Ω

|ut|ρ+2 dx+
1

2

(
1−

∫ t

0

g (s) ds

)∫
Ω

|∇u|2 dx+
1

2

∫
Ω

|∇ut|2 dx+
1

2
(g ◦ ∇u) (t)

)
=

1

2
(g′ ◦ ∇u) (t)− 1

2
g (t)

∫
Ω

|∇u (t)|2 dx− α (t)

∫
Ω

uth (ut) dx,

par conséquent, on obtient (4.9).

Lemme 4.3.2 Supposons que (H1) − (H4) sont satisfaites, la fonctionnelle K1 (t) définie

par

K1 (t) =
1

ρ+ 1

∫
Ω

u |ut|ρ utdx+

∫
Ω

∇u.∇utdx, (4.10)

satisfait, pour u solution de (4.1), l’estimation

K ′1 (t) ≤− l

2

∫
Ω

|∇u|2 dx+

∫
Ω

|∇ut|2 dx+

∫
Ω

|ut|ρ+2

ρ+ 1
dx+

Cβ
2l

(k ◦ ∇u) (t)

− α (t)

∫
Ω

uh (ut) dx, (4.11)

pour tout 0 < β < 1, où l est défini dans (4.2),

Cβ =

∫ ∞
0

g2 (s)

βg (s)− g′ (s)
ds et k (t) = βg (t)− g′ (t) . (4.12)
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Preuve. On dérive la fonctionnelle K1 (t) par rapport à t, on obtient

K ′1 (t) =
1

ρ+ 1

∫
Ω

|ut|ρ+2 dx+

∫
Ω

u|ut|ρuttdx+

∫
Ω

|∇ut|2 dx+

∫
Ω

∇u.∇uttdx. (4.13)

Par ailleurs, en multipliant l’équation (4.1)1 par u et on intégre sur Ω, on trouve∫
Ω

u|ut|ρuttdx =

∫
Ω

∆u.udx+

∫
Ω

∆utt.udx−
∫

Ω

∫ t

0

g (t− s) ∆u (τ) dτudx

−α (t)

∫
Ω

uh (ut) dx.

Grâce à la formule de Green, on déduit que∫
Ω

u|ut|ρuttdx = −
∫

Ω

|∇u|2dx−
∫

Ω

∇u.∇uttdx+

∫
Ω

∇u.
∫ t

0

g (t− τ)∇u (τ) dτdx

−α (t)

∫
Ω

uh (ut) dx.

En remplaçant cette dernière égalité dans (4.13), on obtient

K ′1 (t) =
1

ρ+ 1

∫
Ω

|ut|ρ+2 dx−
∫

Ω

|∇u|2 dx+

∫
Ω

|∇ut|2 dx

+

∫
Ω

∇u.
∫ t

0

g (t− τ)∇u (τ) dτdx− α (t)

∫
Ω

uh (ut) dx

=
1

ρ+ 1

∫
Ω

|ut|ρ+2 dx−
(

1−
∫ t

0

g (τ) dτ

)∫
Ω

|∇u|2 dx+

∫
Ω

|∇ut|2 dx

+

∫
Ω

∇u.
∫ t

0

g (t− τ) (∇u (τ)−∇u (t)) dτdx− α (t)

∫
Ω

uh (ut) dx,

en utilisant (4.2) et l’inégalité de Young, on aura

K ′1 (t) ≤ 1

ρ+ 1

∫
Ω

|ut|ρ+2 dx− l
∫

Ω

|∇u|2 dx+

∫
Ω

|∇ut|2 dx− α (t)

∫
Ω

uh (ut) dx

+
l

2

∫
Ω

|∇u|2 dx+
1

2l

∫
Ω

(∫ t

0

g (t− τ) |∇u (τ)−∇u (t)| dτ
)2

dx. (4.14)

Maintenant, l’utilisation de l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne∫
Ω

(∫ t

0

g (t− τ) |∇u (τ)−∇u (t)| dτ
)2

dx

=

∫
Ω

(∫ t

0

g (t− τ)√
βg (t− τ)− g′ (t− τ)

√
βg (t− τ)− g′ (t− τ) |∇u (τ)−∇u (t)| dτ

)2

dx

≤
(∫ t

0

g2 (τ)

βg (τ)− g′ (τ)
dτ

)∫
Ω

∫ t

0

[βg (t− τ)− g′ (t− τ)] |∇u (τ)−∇u (t)|2 dτdx

≤
(∫ t

0

g2 (τ)

βg (τ)− g′ (τ)
dτ

)∫
Ω

∫ t

0

k (t− τ) |∇u (τ)−∇u (t)|2 dτdx

≤Cβ (k ◦ ∇u) (t) . (4.15)
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Remplaçons (4.15) dans (4.14) , on obtient (4.11) .

Lemme 4.3.3 Supposons que les hypothèses (H1) − (H4) sont vérifiées, la fonctionnelle

K2 (t) définie par

K2 (t) =

∫
Ω

(
∆ut −

|ut|ρ ut
ρ+ 1

)∫ t

0

g (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτdx, (4.16)

satisfait, pour tout 0 < δ < 1, l’estimation

K ′2 (t) ≤−

(∫ t
0
g (τ) dτ

)
ρ+ 1

∫
Ω

|ut|ρ+2 dx−
(∫ t

0

g (τ) dτ − δ
)∫

Ω

|∇ut|2 dx

+
δ

2

∫
Ω

|∇u|2 dx+
c [Cβ + 1]

δ
(k ◦ ∇u) (t) +

δ

2
α2 (t)

∫
Ω

h2 (ut) dx. (4.17)

Preuve. Un calcul direct donne

K ′2 (t) =

∫
Ω

(∆utt − |ut|ρ utt)
∫ t

0

g (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτdx (4.18)

+

∫
Ω

∆ut

∫ t

0

g′ (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτdx

+

∫
Ω

∆ut

∫ t

0

g (t− τ)ut (t) dτdx

−
∫

Ω

|ut|ρ ut
ρ+ 1

∫ t

0

g′ (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτdx

−
∫

Ω

|ut|ρ ut
ρ+ 1

∫ t

0

g (t− τ)ut (t) dτdx.

D’autre part, en multipliant l’équation (4.1)1 par
∫ t

0
g (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτ et on

intègre sur Ω, on obtient∫
Ω

(∆utt − |ut|ρ utt)
∫ t

0

g (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτdx

= −
∫

Ω

∆u

∫ t

0

g (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτdx

+

∫
Ω

(∫ t

0

g (t− τ) ∆u (τ) dτ

)(∫ t

0

g (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτ

)
dx

+

∫
Ω

α (t)h (ut)

∫ t

0

g (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτdx,
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à l’aide de la formule de Green, on a∫
Ω

(∆utt − |ut|ρ utt)
∫ t

0

g (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτdx

=

∫
Ω

∇u
∫ t

0

g (t− τ) (∇u (t)−∇u (τ)) dτdx

−
∫

Ω

(∫ t

0

g (t− τ)∇u (τ) dτ

)(∫ t

0

g (t− τ) (∇u (t)−∇u (τ)) dτ

)
dx

+

∫
Ω

α (t)h (ut)

∫ t

0

g (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτdx,

d’après l’égalité précédente, alors (4.18) devient

K ′2 (t) =

(
1−

∫ t

0

g (τ) dτ

)∫
Ω

∇u.
∫ t

0

g (t− τ) (∇u (t)−∇u (τ)) dτdx (4.19)

+

∫
Ω

(∫ t

0

g (t− τ) (∇u (t)−∇u (τ)) dτ

)2

dx

+

∫
Ω

α (t)h (ut)

∫ t

0

g (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτdx

−
∫

Ω

|ut|ρ ut
ρ+ 1

∫ t

0

g′ (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτdx

−
∫

Ω

∇ut
∫ t

0

g′ (t− τ) (∇u (t)−∇u (τ)) dτdx

−
(∫ t

0

g (τ) dτ

)∫
Ω

|∇ut|2 dx−

(∫ t
0
g (τ) dτ

)
ρ+ 1

∫
Ω

|ut|ρ+2 (t) dx.

L’hypothèse (H2) , l’inégalité de Young, l’inégalité de Poincaré et (4.15) , nous permettent

d’estimer le premier et le troisième terme de (4.19) comme suit :

(
1−

∫ t

0

g (τ) dτ

)∫
Ω

∇u.
∫ t

0

g (t− τ) (∇u (t)−∇u (τ)) dτdx

≤δ
2

∫
Ω

|∇u|2 dx+
1

2δ

∫
Ω

(∫ t

0

g (t− τ) (∇u (t)−∇u (τ)) dτ

)2

dx

≤δ
2

∫
Ω

|∇u|2 dx+
cCβ
δ

(k ◦ ∇u) (t) (4.20)

et ∫
Ω

α (t)h (ut)

∫ t

0

g (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτdx

≤δ
2
α2 (t)

∫
Ω

h2 (ut) dx+
c

δ

∫
Ω

(∫ t

0

g (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτ

)2

dx

≤δ
2
α2 (t)

∫
Ω

h2 (ut) dx+
cCβ
δ

(k ◦ ∇u) (t) . (4.21)
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Pour les quatrième et cinquième termes de (4.19) , en utilisant l’inégalité de Cauchy Schwarz

et l’inégalité de Young, nous obtenons

−
∫

Ω

|ut|ρ ut
ρ+ 1

∫ t

0

g′ (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτdx

=

∫
Ω

|ut|ρ ut
ρ+ 1

∫ t

0

k (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτdx−
∫

Ω

|ut|ρ ut
ρ+ 1

∫ t

0

βg (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτdx

≤ δ1

∫
Ω

|ut|2(ρ+1) dx+
c

δ1

∫
Ω

(∫ t

0

√
k (t− τ)

√
k (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτ

)2

dx

+
cβ2

δ1

∫
Ω

(∫ t

0

g (t− τ) (∇u (t)−∇u (τ)) dτ

)2

dx

≤ δ1c
2(ρ+1)
2(ρ+1)

(∫
Ω

|∇ut|2 dx
)ρ+1

+
c
(∫ t

0
k (τ) dτ

)
δ1

∫
Ω

∫ t

0

k (t− τ) |u (t)− u (τ)|2 dτdx

+
cβ2Cβ
δ1

(k ◦ u) (t)

≤ δ1c
2(ρ+1)
2(ρ+1) (2E (0))ρ

∫
Ω

|∇ut|2 dx+
c [Cβ + 1]

δ1
(k ◦ ∇u) (t) .

On prend δ1 = δ

2c
2(ρ+1)
2(ρ+1)

(2E(0))ρ
, on obtient

−
∫

Ω

|ut|ρ ut
ρ+ 1

∫ t

0

g′ (t− τ) (u (t)− u (τ)) dτdx ≤ δ

2

∫
Ω

|∇ut|2 dx+
c [Cβ + 1]

δ
(k ◦ ∇u) (t) .

(4.22)

Aussi,

−
∫

Ω

∇ut
∫ t

0

g′ (t− τ) (∇u (t)−∇u (τ)) dτdx

≤
∫

Ω

∇ut
∫ t

0

(k (t− s)− βg (t− s)) (∇u (t)−∇u (τ)) dsdx

≤δ
2

∫
Ω

|∇ut|2 dx+
c [Cβ + 1]

δ
(k ◦ ∇u) (t) . (4.23)

En combinant (4.20)− (4.23), on obtient alors le résultat souhaité.

Soit, la fonctionnelle

K3 (t) =

∫
Ω

∫ t

0

f (t− τ) |∇u (τ)|2 dτdx, (4.24)

où f (t) =
∫∞
t
g (τ) dτ.

Lemme 4.3.4 Supposons que les hypothèses (H1) − (H2) sont vérifiées. La fonctionnelle

K3 (t) satisfait, l’estimation

K ′3 (t) ≤ −1

2
(g ◦ ∇u) (t) + 3 (1− l)

∫
Ω

|∇u (t)|2 dx. (4.25)
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Preuve. On dérive la fonction K3(t) par rapport a t, on obtient

K ′3(t) =

∫
Ω

∫ t

0

f ′(t− τ)|∇u(τ)|2dτdx+ f(0)

∫
Ω

|∇u(t)|2dx,

en utilisant l’inégalité de Young et le fait que f ′ (t) = −g (t), on voit que

K ′3 (t) = f (0)

∫
Ω

|∇u (t)|2 dx−
∫

Ω

∫ t

0

g (t− τ) |∇u (τ)|2 dτdx

= −
∫

Ω

∫ t

0

g (t− τ) |∇u (τ)−∇u (t)|2 dτdx

−2

∫
Ω

∇u (t) .

∫ t

0

g (t− τ) (∇u (τ)−∇u (t)) dτdx

+f (t)

∫
Ω

|∇u (t)|2 dx.

Mais

−2

∫
Ω

∇u (t) .

∫ t

0

g (t− τ) (∇u (τ)−∇u (t)) dτdx

≤ 2 (1− l)
∫

Ω

|∇u (t)|2 dx+

∫ t
0
g (τ) dτ

2 (1− l)

∫
Ω

∫ t

0

g (t− τ) |∇u (τ)−∇u (t)|2 dτdx.

Alors, comme

f (t) ≤ f (0) = (1− l) et

∫ t

0

g (τ) dτ ≤ (1− l) ,

par conséquent, on obtient (4.25) .

Lemme 4.3.5 La fonctionnelle L (t) définie par

L (t) = NE (t) +N1K1 (t) +N2K2 (t) ,

satisfait, pour des constantes N, N1, N2 > 0 convenablement choisies, l’inégalité suivantes

L′ (t) ≤− 4 (1− l)
∫

Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

|ut|ρ+2 dx−
∫

Ω

|∇ut|2 dx+
1

4
(g ◦ ∇u) (t)

+ c

(∫
Ω

h2 (ut) dx+

∫
Ω

(
|ut|ρ+2 + |uh (ut)|

)
dx

)
, ∀t ≥ t1 (4.26)

et,

L (t) ∼ E (t) , (4.27)

où t1 a été introduit dans (4.6).
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Preuve. On dérive par rapport à t la fonctionnelle L (t), on obtient

L′ (t) = NE ′ (t) +N1K
′
1 (t) +N2K

′
2 (t) ,

en utilisant (4.9) , (4.11) et (4.17) ,

L′ (t) ≤ N

2
(g′ ◦ ∇u) (t)− N

2
g (t)

∫
Ω

|∇u (t)|2 dx−Nα (t)

∫
Ω

uth (ut) dx

− l
2
N1

∫
Ω

|∇u|2 dx+N1

∫
Ω

|∇ut|2 dx+N1

∫
Ω

|ut|ρ+2

ρ+ 1
dx

+
Cβ
2l
N1 (k ◦ ∇u) (t)−N1α (t)

∫
Ω

uh (ut) dx

−

(∫ t
0
g (τ) dτ

)
ρ+ 1

N2

∫
Ω

|ut|ρ+2 dx−
(∫ t

0

g (τ) dτ − δ
)
N2

∫
Ω

|∇ut|2 dx

+
δ

2
N2

∫
Ω

|∇u|2 dx+
c [Cβ + 1]

δ
N2 (k ◦ ∇u) (t) +

δ

2
N2α

2 (t)

∫
Ω

h2 (ut) dx.

Soit g1 =
∫ t1

0
g (τ) dτ, rappelant que g′ = (βg − k) et en prenant δ = 1/N2, on obtient,

pour tout t ≥ t1,

L′ (t) ≤ −
(
l

2
N1 −

1

2

)∫
Ω

|∇u|2 dx−
(
g1N2

ρ+ 1
− N1

ρ+ 1

)∫
Ω

|ut|ρ+2 dx

− (g1N2 − 1−N1)

∫
Ω

|∇ut|2 dx+
β

2
N (g ◦ ∇u) (t)

−Nα (t)

∫
Ω

uth (ut) dx−N1α (t)

∫
Ω

uh (ut) dx+
1

2
α2 (t)

∫
Ω

h2 (ut) dx

−
(

1

2
N − cN2

2 − Cβ
[

1

2l
N1 + cN2

2

])
(k ◦ ∇u) (t) .

En choisissant N1 assez grand pour que

l

2
N1 −

1

2
> 4 (1− l)

et N2 assez grand tels que

g1N2 − 1−N1 > 1 et
g1N2

ρ+ 1
− N1

ρ+ 1
> 1.

Maintenant, comme
βg2 (s)

βg (s)− g′ (s)
< g (s) ,

en utilisant le théorème de convergence dominé de Lebesgue, il est facile de montrer que

βCβ =

∫ ∞
0

βg2 (s)

βg (s)− g′ (s)
ds −→ 0 lorsque β −→ 0.

57



4.3. LEMMES TECHNIQUES

Par conséquent, il y a 0 < β0 < 1 tel que

si β < β0 alors βCβ <
1

8
[

1
2l
N1 + cN2

2

] .
On choisit N assez grand et on choisit β satisfait

1

2
N − cN2

2 > 0 et β =
1

2N
< β0

ce qui signifie
1

2
N − cN2

2 − Cβ
[

1

2l
N1 + cN2

2

]
> 0,

nous arrivons à

L′ (t) ≤ −4 (1− l)
∫

Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

|ut|ρ+2 dx−
∫

Ω

|∇ut|2 dx+
1

4
(g ◦ ∇u) (t)

−Nα (t)

∫
Ω

uth (ut) dx−N1α (t)

∫
Ω

uh (ut) dx+
1

2
α2 (t)

∫
Ω

h2 (ut) dx,

on déduit

L′ (t) ≤ −4 (1− l)
∫

Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

|ut|ρ+2 dx−
∫

Ω

|∇ut|2 dx+
1

4
(g ◦ ∇u) (t)

+c

(∫
Ω

h2 (ut) dx+

∫
Ω

(
|ut|ρ+2 + |uh (ut)|

)
dx

)
.

D’autre part, on trouve

|L (t)−NE (t)| ≤ N1 |K1 (t)|+N2 |N2 (t)|

≤ N1

∫
Ω

|u| |ut|ρ+1

ρ+ 1
dx+N1

∫
Ω

|∇u| |∇ut| dx

+N2

∫
Ω

|ut|ρ+1

ρ+ 1

∫ t

0

g (t− τ) |u (t)− u (τ)| dτdx

+N2

∫
Ω

|∇ut|
∫ t

0

g (t− τ) |∇u (t)−∇u (τ)| dτdx

≤ N1

2 (ρ+ 1)

∫
Ω

|u|2 dx+
N1 +N2

2 (ρ+ 1)

∫
Ω

|ut|2(ρ+1) dx

+
N2

2 (ρ+ 1)

∫
Ω

(∫ t

0

g (t− τ) |u (t)− u (τ)| dτ
)2

dx+
N1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx

+
N1 +N2

2

∫
Ω

|∇ut|2 dx+
N2

2

∫
Ω

(∫ t

0

g (t− τ) |∇u (t)−∇u (τ)| dτ
)2

dx

≤ N1

2 (ρ+ 1)
c2

2

∫
Ω

|∇u|2 dx+
N1 +N2

2 (ρ+ 1)
cρ+1
ρ+1 [E (0)]ρ

∫
Ω

|∇ut|2 dx

+c (g ◦ ∇u) (t) +
N1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx+
N1 +N2

2

∫
Ω

|∇ut|2 dx

≤ c

[∫
Ω

|∇u|2 dx+

∫
Ω

|∇ut|2 dx+ c (g ◦ ∇u) (t)

]
.
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Ce qui signifie, pour certain constant C > 0, que∫
Ω

|ut|ρ+2 dx+

∫
Ω

|∇u|2 dx+

∫
Ω

|∇ut|2 dx+ (g ◦ ∇u) (t) ≤ CE (t)

et donc

|L (t)−NE (t)| ≤ cE (t) .

Par conséquent, on peut choisir N encore plus grand (si nécessaire) pour que (4.27) soit

satisfait.

Maintenant, on choisit 0 < ε1 ≤ ε telle que

sh (s) ≤ min {ε,G (ε)} , pour tout |s| ≤ ε1. (4.28)

Alors, il est facile de montrer que c′1 |s|
ρ+1 ≤ |h (s)| ≤ c′2 min {|s| , |s|p} si |s| ≥ ε1,

sρ+2 + h2 (s) ≤ G−1 (sh (s)) si |s| ≤ ε1.
(4.29)

Nous considérons la partition de Ω suivante

Ω1 = {x ∈ Ω : |ut| ≤ ε1} ,

Ω2 = {x ∈ Ω : |ut| > ε1} .

A partir de (4.29) , on a

Si min {|ut| , |ut|p} = |ut| , alors

∫
Ω2

h2 (ut) dx ≤ c′2

∫
Ω2

uth (ut) dx ≤ −cE ′ (t) . (4.30)

Si min {|ut| , |ut|p} = |ut|p , alors∫
Ω2

h2 (ut) dx ≤ c′2

∫
Ω2

|ut|p h (ut) dx ≤
∫

Ω2

uth (ut) dx ≤ −cE ′ (t) . (4.31)

d’après (4.30) et (4.31), on conclut que∫
Ω2

h2 (ut) dx ≤ −cE ′ (t) (4.32)

En utilisant H1
0 (Ω) ↪→ Lp+1 (Ω), l’inégalité de Hölder et l’inégalité de Poincaré, on aura
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Si min {|ut| , |ut|p} = |ut| , pour tout ε > 0, on a∫
Ω2

|uh (ut)| dx ≤
∫

Ω2

|u| |h (ut)| dx ≤ε
∫

Ω2

|∇u|2dx+ Cε

∫
Ω2

h2 (ut) dx

≤ε
∫

Ω2

|∇u|2dx+ Cε

∫
Ω2

uth (ut) dx

≤εE (t)− CεE ′ (t) . (4.33)

Si min {|ut| , |ut|p} = |ut|p , alors∫
Ω2

|uh (ut)| dx ≤
(∫

Ω2

|u|p+1 dx

) 1
p+1
(∫

Ω2

|h (ut)|1+ 1
p dx

) p
p+1

≤c ‖u‖H1
0 (Ω)

(∫
Ω2

|h (ut)|1+ 1
p dx

) p
p+1

≤c
(∫

Ω

|∇u|2 dx
) 1

2
(∫

Ω2

|h (ut)|1+ 1
p dx

) p
p+1

≤c
(∫

Ω

|∇u|2 dx
) 1

2
(∫

Ω2

uth (ut) dx

) p
p+1

, (4.34)

à partir de (4.33) et (4.34), on déduit que∫
Ω2

(
|ut|ρ+2 + |uh (ut)|

)
dx

≤
∫

Ω2

uth (ut) dx+ c

(∫
Ω

|∇u|2 dx
) 1

2
(∫

Ω2

uth (ut) dx

) p
p+1

+εE (t)− CεE ′ (t)

≤ −cE ′ (t) + cE (t)
1
2 (−E ′ (t))

p
p+1 + εE (t)− CεE ′ (t) .

Utilisons (4.32), l’inégalité de Young avec s = p+ 1 et s′ =
p+ 1

p
pour le terme

E (t)
1
2 (E ′ (t))

p
p+1

et les propriétés de la fonction d’énergie E (t), nous arrivons à∫
Ω2

h2 (ut) dx+

∫
Ω2

(
|ut|ρ+2 + |uh (ut)|

)
dx ≤ cεE (t)− CεE ′ (t) . (4.35)
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Aussi, ∫
Ω1

h2 (ut) dx+

∫
Ω1

(
|ut|ρ+2 + |uh (ut)|

)
dx

≤
∫

Ω1

|ut|ρ+2 dx+ ε

∫
Ω1

u2dx+ Cε

∫
Ω1

h2 (ut) dx

≤
∫

Ω1

|ut|ρ+2 dx+ cε

∫
Ω1

|∇u|2 dx+ Cε

∫
Ω1

h2 (ut) dx

≤
∫

Ω1

|ut|ρ+2 dx+ cεE (t) + Cε

∫
Ω1

h2 (ut) dx. (4.36)

D’après (4.35), (4.36) et le lemme 4.3.5, pour ε assez petit, la fonctionnelle L (t) définie par

L (t) = L (t) + CεE (t) ,

satisfait

L′ (t) ≤ −dE (t) + c (g ◦ ∇u) (t) + c

∫
Ω1

(
|ut|ρ+2 + h2 (ut)

)
dx (4.37)

et

L (t) ∼ E (t) .

4.4 Résultat de décroissance générale

Dans cette section, on va énoncer et prouver notre résultat principal qui est donnée par

le théorème suivant :

Théorème 4.4.1 Supposons que les hypothèses (H1)− (H4) sont vérifiées. Alors, il existe

des constantes positives t1, k1, k2 et ε0 telle que pour tout t ≥ t1, la solution u du problème

(4.1) satisfait

E (t) ≤ k2D−1
1

(
k1

∫ t

t1

ξ (s)α (s) ds

)
, (4.38)

où

D1 (t) =

∫ 1

t

1

D2 (s)
ds et D2 (t) = tD′ (ε0t)

et D1 est strictement décroissante et convexe sur (0,min{ε, r}] , avec

lim
t→0
D1 (t) = +∞.
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Preuve. D’abord, on utilise (4.7) et (4.9) pour conclure que, pour tout t ≥ t1,∫ t1

0

g (s)

∫
Ω

|∇u (t)−∇u (t− s)|2 dxds

≤ −g (0)

a

∫ t1

0

g′ (s)

∫
Ω

|∇u (t)−∇u (t− s)|2 dxds

≤ −cE ′ (t) .

A partir de (4.37), on a

L′ (t) ≤ −dE (t)− cE ′ (t) + c

∫ t

t1

g (s)

∫
Ω

|∇u (t)−∇u (t− s)|2 dxds

+c

∫
Ω1

(
|ut|ρ+2 + h2 (ut)

)
dx,

on prend

F (t) = L (t) + cE (t) ∼ E (t) ,

on obtient pour tout t ≥ t1,

F ′ (t) ≤− dE (t) + c

∫ t

t1

g (s)

∫
Ω

|∇u (t)−∇u (t− s)|2 dxds

+ c

∫
Ω1

(
|ut|ρ+2 + h2 (ut)

)
dx. (4.39)

La multiplication de (4.39) par ξ (t) et α (t), donne

ξ (t)α (t)F ′ (t) ≤− dξ (t)α (t)E (t) + cξ (t)α (t)

∫ t

t1

g (s)

∫
Ω

|∇u (t)−∇u (t− s)|2 dxds

+ cξ (t)α (t)

∫
Ω1

(
|ut|ρ+2 + h2 (ut)

)
dx. (4.40)

Maintenant, nous considérons les quatre cas suivants.

Cas 1 : H et G sont linéaires. Alors

ξ (t)α (t)F ′ (t) ≤ −dξ (t)α (t)E (t) + cα (t)

∫ t

t1

ξ (s) g (s)

∫
Ω

|∇u (t)−∇u (t− s)|2 dxds

+cξ (t)α (t)

∫
Ω1

(
|ut|ρ+2 + h2 (ut)

)
dx,

d’après (H2), (H4) et (4.9), on a

ξ (t)α (t)F ′ (t) ≤ −dξ (t)α (t)E (t)− cα (t)

∫ t

t1

g′ (s)

∫
Ω

|∇u (t)−∇u (t− s)|2 dxds

+cξ (t)α (t)

∫
Ω1

uth (ut) dx

≤ −dξ (t)α (t)E (t)− c (α (t) + ξ (t))E ′ (t) ,
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Rappelons que ξ′ ≤ 0, α′ ≤ 0 et E ′ ≤ 0, on obtient

(ξαF + (ξ + α)E)′ (t) ≤ −dξ (t)α (t)E (t) .

Par conséquent, on utilise le fait que

(ξαF + (ξ + α)E) (t) ∼ E (t)

et une simple intégration, on arrive à

E (t) ≤ c′e
−

∫ t
t1
ξ(s)α(s)ds

.

Cas 2 : H est linéaire et G est non-linéaire. Alors

ξ (t)α (t)F ′ (t) ≤ −dξ (t)α (t)E (t)− cα (t)E ′ (t) + cξ (t)α (t)

∫
Ω1

(
|ut|ρ+2 + h2 (ut)

)
dx,

on utilise le fait que ξ′ ≤ 0, α′ ≤ 0 et E ′ ≤ 0, on obtient

(ξαF )′ (t) ≤ ξ (t)α (t)F ′ (t)

≤ −dξ (t)α (t)E (t)− cα (t)E ′ (t) + cξ (t)α (t)

∫
Ω1

(
|ut|ρ+2 + h2 (ut)

)
dx,

ce qui implique

(ξαF + cαE)′ (t) ≤ −dξ (t)α (t)E (t) + cξ (t)α (t)

∫
Ω1

(
|ut|ρ+2 + h2 (ut)

)
dx.

Soit

R0 (t) = (ξαF + cαE) (t) ∼ E (t) ,

alors l’inégalité précédente devient

R′0 (t) ≤ −dξ (t)α (t)E (t) + cξ (t)α (t)

∫
Ω1

(
|ut|ρ+2 + h2 (ut)

)
dx. (4.41)

Maintenant, on va estimer le dernier terme du second membre de (4.41), pour cela, on

utilise la fonction I (t) qui est défini par

I (t) =
1

|Ω1|

∫
Ω1

uth (ut) dx

et l’inégalité de Jensen pour obtenir

G−1 (I (t)) ≥ c

∫
Ω1

G−1 (uth (ut)) dx, (4.42)

63
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donc

α (t)

∫
Ω1

(
|ut|ρ+2 + h2 (ut)

)
dx ≤ α (t)

∫
Ω1

G−1 (uth (ut)) dx ≤ cα (t)G−1 (I (t)) .

D’où (4.41) devient

R′0 (t) ≤ −dξ (t)α (t)E (t) + cξ (t)α (t)G−1 (I (t)) . (4.43)

En utilisant (4.43) et le fait que E ′ ≤ 0, G′ > 0 , G′′ > 0 sur (0, ε] , nous constatons que la

fonctionnelle R1 (t) , définie par

R1 (t) = G′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
R0 (t) + c0E (t) ,

où ε0 < ε, c0 > 0 et pour des constantes positives a1, a2 la fonctionnelle R1 (t) satisfait

a1R1 (t) ≤ E (t) ≤ a2R1 (t) (4.44)

et

R′1 (t) =ε0
E ′ (t)

E (0)
G′′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
R0 (t) +G′

(
ε0
E (t)

E (0)

)
R′0 (t) + c0E

′ (t)

≤G′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
R′0 (t) + c0E

′ (t) , (4.45)

insérant (4.43) dans (4.45), on obtient

R′1 (t) ≤− dξ (t)α (t)G′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
E (t) + cξ (t)α (t)G′

(
ε0
E (t)

E (0)

)
G−1 (I (t))

+ c0E
′ (t) . (4.46)

Soit G∗ la fonction convexe conjuguée de G au sens de Young (voir [3] p. 61-64), alors

G∗ (s) = s (G′)
−1

(s)−G
[
(G′)

−1
(s)
]

(4.47)

et G∗ satisfait l’inégalité de Young généralisée suivante

AB ≤ G∗ (A) +G (B) . (4.48)

Avec A = G′
(
ε0

E(t)
E(0)

)
et B = G−1 (I (t)) alors, moyennant (4.9) , (4.28) et (4.46) − (4.48),
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on trouve

R′1 (t) ≤ −dξ (t)α (t)E (t)G′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
+ cξ (t)α (t)G∗

(
G′
(
ε0
E (t)

E (0)

))
+cξ (t)α (t)G

(
G−1 (I (t))

)
≤ −dξ (t)α (t)E (t)G′

(
ε0
E (t)

E (0)

)
+ cε0ξ (t)α (t)

E (t)

E (0)
G′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
+cξ (t)α (t) I (t) + c0E

′ (t)

≤ −dξ (t)α (t)E (t)G′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
+ cε0ξ (t)α (t)

E (t)

E (0)
G′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
−cE ′ (t) + c0E

′ (t) .

Par conséquent, avec un choix convenable de ε0 et c0, on obtient

R′1 (t) ≤ −kξ (t)α (t)

(
E (t)

E (0)

)
G′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
, (4.49)

on prend

G2 (t) = tG′ (ε0t) ,

alors (4.49) devient

R′1 (t) ≤ −kξ (t)α (t)G2

(
E (t)

E (0)

)
. (4.50)

Puisque

G′2 (t) = G′ (ε0t) + tG′′ (ε0t)

et en utilisant la stricte convexité de G sur (0, ε] , nous concluons que G′2 (t) , G2 (t) > 0 sur

(0, ε] . Ainsi, en posant

R (t) =
a1R1 (t)

E (0)

et en utilisant (4.44) et (4.50), on aura

R (t) ∼ E (t) (4.51)

et, pour k1 > 0,

R′ (t) ≤ −k1ξ (t)α (t)G2 (R (t)) .

Par suite, une simple intégration donne,

R (t) ≤ G−1
1

(
k1

∫ t

t1

ξ (s)α (s) ds

)
, (4.52)

où

G1 (t) =

∫ 1

t

1

G2 (s)
ds.
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Ici, nous avons utilisé les propriétés de G2 et le fait que G1 est strictement décroissante sur

(0, ε] . Utilisons (4.51)− (4.52), on obtient

E (t) ≤ k2G
−1
1

(
k1

∫ t

t1

ξ (s)α (s) ds

)
.

Cas 3 : G est linéaire et H est non-linéaire. Alors

D’abord, on utilise Lemme 4.3.4 et Lemme 4.3.5 pour déduit que

L1 (t) = L (t) +K3 (t)

est non-négative et satisfait, pour tout t ≥ t1,

L′1 (t) ≤ − (1− l)
∫

Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

|ut|ρ+2 dx−
∫

Ω

|∇ut|2 dx−
1

4
(g ◦ ∇u) (t)

+c

(∫
Ω

h2 (ut) dx+

∫
Ω

(
|ut|ρ+2 + |uh (ut)|

)
dx

)
≤ −bE (t) + c

(∫
Ω

h2 (ut) dx+

∫
Ω

(
|ut|ρ+2 + |uh (ut)|

)
dx

)
,

ainsi, de (4.35) et (4.36), on obtient

L′1 (t) ≤ −mE(t)− CεE ′(t) + c

∫
Ω1

(
|ut|ρ+2 + h2 (ut)

)
dx.

Soit L2 (t) = L1 (t) + CεE (t) ∼ E (t), alors

L′2 (t) ≤ −mE (t) + c

∫
Ω1

(
|ut|ρ+2 + h2 (ut)

)
dx

≤ −mE (t) + c

∫
Ω1

uth (ut) dx

≤ −mE (t)− cE ′ (t) ,

ce qui implique

L′3 (t) ≤ −mE (t) ,

où m est un constant positive et L3 (t) = L2 (t) + cE (t) ∼ E (t). Donc

m

∫ t

t1

E (s) ds ≤ L3 (t1)− L3 (t) ≤ L3 (t1) .

Ce qui implique ∫ ∞
0

E (s) ds <∞. (4.53)

66
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Maintenant, on définit J (t) par

J (t) = q

∫ t

t1

∫
Ω

|∇u (t)−∇u (t− s)|2 dxds ≤ q

∫ ∞
0

c′E (s) ds < +∞,

où (4.53) permet de choisir une constante 0 < q < 1 de sorte que, pour tout t ≥ t1,

J (t) < 1. (4.54)

On suppose aussi, sans perte de généralité que J (t) > 0, pour tout t ≥ t1 ; sinon (4.39)

donne une décroissance exponentielle.

De plus, on définit λ (t) par

λ (t) = −
∫ t

t1

g′ (s)

∫
Ω

|∇u (t)−∇u (t− s)|2 dxds,

on observe que

λ (t) ≤ −cE ′ (t) .

Puisque H est strictement convexe sur (0, r] et H (0) = 0, alors

H (θx) ≤ θH (x) .

On munit 0 ≤ θ ≤ 1 et x ∈ (0, r] . L’utilisation de ce fait, hypothèses (H2) , (4.54) et

l’inégalité de Jensen, il vient

λ (t) =
1

qJ (t)

t∫
t1

J (t) (−g′ (s))
∫

Ω

q |∇u (t)−∇u (t− s)|2 dxds

≥ 1

qJ (t)

∫ t

t1

J (t) ξ (s)H (g (s))

∫
Ω

q |∇u (t)−∇u (t− s)|2 dxds

≥ ξ (t)

qJ (t)

t∫
t1

H (J (t) g (s))

∫
Ω

q |∇u (t)−∇u (t− s)|2 dxds

≥ ξ (t)

q
H

(
1

J (t)

∫ t

t1

J (t) g (s)

∫
Ω

q |∇u (t)−∇u (t− s)|2 dxds
)

=
ξ (t)

q
H

(
q

∫ t

t1

g (s)

∫
Ω

|∇u (t)−∇u (t− s)|2 dxds
)

=
ξ (t)

q
H

(
q

∫ t

t1

g (s)

∫
Ω

|∇u (t)−∇u (t− s)|2 dxds
)
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où H est une extension de H tel que H est une fonction strictement croissante et strictement

convexe de classe C2 sur (0,∞) [voir (4.8)]. Ce qui implique∫ t

t1

g (s)

∫
Ω

|∇u (t)−∇u (t− s)|2 dxds ≤ 1

q
H
−1
(
qλ (t)

ξ (t)

)
donc (4.40) devient

ξ (t)α (t)F ′ (t) ≤ −dξ (t)α (t)E (t) + cξ (t)α (t)H
−1
(
qλ (t)

ξ (t)

)
−cξ (t)E ′ (t) .

Ce qui implique

(ξαF )′ (t) ≤ ξ (t)α (t)F ′ (t)

≤ −dξ (t)α (t)E (t) + cξ (t)α (t)H
−1
(
qλ (t)

ξ (t)

)
− cξ (t)E ′ (t) .

Soit F1 (t) = (ξαF + cξE) (t) ∼ E (t) , alors

F ′1 (t) ≤ −dξ (t)α (t)E (t) + cξ (t)α (t)H
−1
(
qλ (t)

ξ (t)

)
. (4.55)

Pour ε0 < r et c0 > 0, en utilisant (4.55) et le fait que E ′ ≤ 0, H
′
> 0, H

′′
> 0 sur (0, r] ,

nous constatons que la fonction F2 (t) , définie par

F2 (t) = H
′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
F1 (t) + E (t)

est équivalent à E (t) et

F ′2 (t) =ε0
E ′ (t)

E (0)
H
′′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
F1 (t) +H

′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
F ′1 (t) + E ′ (t)

≤− dξ (t)α (t)H
′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
E (t) + cξ (t)α (t)H

′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
H
−1
(
qλ (t)

ξ (t)

)
+ E ′ (t) . (4.56)

Soit H
∗

la fonction convexe conjuguée de H au sens de Young, alors

H
∗

(s) = s
(
H
′
)−1

(s)−H
[(
H
′
)−1

(s)

]
(4.57)

et H
∗

satisfait l’inégalité de Young généralisée

AB ≤ H
∗

(A) +H (B) . (4.58)
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Avec A = H
′
(
ε0

E(t)
E(0)

)
et B = H

−1
(
qλ(t)
ξ(t)

)
, on utilise (4.9) et (4.56)− (4.58), nous arrivons

à

F ′2 (t) ≤ −dξ (t)α (t)E (t)H
′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
+ cξ (t)α (t)H

∗
(
H
′
(
ε0
E (t)

E (0)

))
+cξ (t)α (t)H

(
H
−1
(
qλ (t)

ξ (t)

))
+ E ′ (t)

≤ −dξ (t)α (t)E (t)H
′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
+ cε0ξ (t)α (t)

E (t)

E (0)
H
′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
+cα (t) qλ (t) + E ′ (t) .

En utilisant le fait que ε0
E(t)
E(0)

< r et H
′
(
ε0

E(t)
E(0)

)
= H ′

(
ε0

E(t)
E(0)

)
, on trouve

F ′2 (t) ≤ −dξ (t)α (t)E (t)H ′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
+ cε0ξ (t)α (t)

E (t)

E (0)
H ′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
− cE ′ (t)

Par conséquent, avec F3 (t) = F2 (t) + cE (t) ∼ E (t) et pour un choix convenable de ε0, on

obtient, pour certain constante k > 0 et pour tout t ≥ t1,

F ′3 (t) ≤ −kξ (t)α (t)

(
E (t)

E (0)

)
H ′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
= −kξ (t)α (t)H2

(
ε0
E (t)

E (0)

)
, (4.59)

où

H2 (t) = tH ′ (ε0t) .

Puisque

H ′2 (t) = H ′ (ε0t) + tH ′′ (ε0t) ,

alors, en utilisant la stricte convexité de H sur (0, r] , on déduit que H ′2 (t) , H2 (t) > 0 sur

(0, r] . Ainsi, en posant

R (t) =
a1F2 (t)

E (0)

et en utilisant (4.59) et F2 (t) ∼ E (t), on aura

R (t) ∼ E (t) (4.60)

et, pour k1 > 0,

R′ (t) ≤ −k1ξ (t)α (t)H2 (R (t)) .

Par suite, une simple intégrale sur (t1, t) donne

R (t) ≤ H−1
1

(
k1

∫ t

t1

ξ (s)α (s) ds

)
, (4.61)
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où

H1 (t) =

∫ r

t

1

H2 (s)
ds.

Ici, nous avons utilisé les propriétés de H2 et le fait que H1 est strictement décroissante sur

(0, r] . Utilisons (4.60)− (4.61), on aura

E (t) ≤ k2H
−1
1

(
k1

∫ t

t1

ξ (s)α (s) ds

)
.

Cas 4 : H et G sont non-linéaires.

D’après H est non linéaire dans le cas 3 et G non-linéaire dans le cas 2, alors (4.40)

devient

F ′ (t) ≤ −dξ (t)α (t)E (t) + cξ (t)α (t)

[
H
−1
(
qλ (t)

ξ (t)

)
+G−1 (I (t))

]
,

où

F (t) = (ξαF + E) (t) ∼ E (t) .

On a
qλ (t)

ξ (t)
≤ qλ (t)

ξ (t)
+ I (t)

et

I (t) ≤ qλ (t)

ξ (t)
+ I (t) ,

en utilisant le fait que H et G sont croissantes, on obtient

H
−1
(
qλ (t)

ξ (t)

)
≤ H

−1
(
qλ (t)

ξ (t)
+ I (t)

)
,

et

G−1 (I (t)) ≤ G−1

(
qλ (t)

ξ (t)
+ I (t)

)
,

alors

H
−1
(
qλ (t)

ξ (t)

)
+G−1 (I (t)) ≤

(
H
−1

+G−1
)(qλ (t)

ξ (t)
+ I (t)

)
.

Soit

D−1

(
qλ (t)

ξ (t)
+ I (t)

)
=
(
H
−1

+G−1
)(qλ (t)

ξ (t)
+ I (t)

)
,

donc

F ′ (t) ≤ −dξ (t)α (t)E (t) + cξ (t)α (t)D−1

(
qλ (t)

ξ (t)
+ I (t)

)
, (4.62)
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en utilisant (4.62) et le fait que E ′ ≤ 0, D′ > 0, D′′ > 0, nous constatons que la fonction

F1 (t), définie par

F1 (t) = D′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
F (t) + cE (t)

est équivalent à E (t) et

F ′1 (t) =ε0
E ′ (t)

E (0)
D′′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
F (t) +D′

(
ε0
E (t)

E (0)

)
F ′ (t) + cE ′ (t)

≤− dξ (t)α (t)E (t)D′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
+ cξ (t)α (t)D′

(
ε0
E (t)

E (0)

)
×D−1

(
qλ (t)

ξ (t)
+ I (t)

)
+ cE ′ (t) . (4.63)

Soit D∗ la fonction convexe conjuguée de D au sens de Young, alors

D∗ (s) = s (D′)−1
(s)−D

[
(D′)−1

(s)
]

(4.64)

et D∗ satisfait l’inégalité de Young généralisée

AB ≤ D∗ (A) +D (B) . (4.65)

Avec A = D′
(
ε0

E(t)
E(0)

)
et B = D−1

(
qλ(t)
ξ(t)

+ I (t)
)
, à partir de (4.5) , (4.28) et (4.63)− (4.65),

on a

F ′1 (t) ≤ −dξ (t)α (t)E (t)D′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
+ cξ (t)α (t)D∗

(
D′
(
ε0
E (t)

E (0)

))
+cξ (t)α (t) I (t) + cqα (t)λ (t) + cE ′ (t)

≤ −dξ (t)α (t)E (t)D′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
+ cε0ξ (t)α (t)

E (t)

E (0)
D′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
−cE ′ (t) .

Par conséquent, avec F2 (t) = F1 (t) + cE (t) , qui satisfait, pour certains b1, b2 > 0,

b1F2 (t) ≤ E (t) ≤ b2F2 (t) (4.66)

et avec un choix convenable de ε0, on obtient

F ′2 (t) ≤ −kξ (t)α (t)

(
E (t)

E (0)

)
D′
(
ε0
E (t)

E (0)

)
= −kξ (t)α (t)D2

(
E (t)

E (0)

)
, (4.67)

où

D2 (t) = tD′ (ε0t) .
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Puisque

D′2 (t) = D′ (ε0t) + ε0tD′′ (ε0t) ,

alors, en utilisant la stricte convexité de D sur (0,min{ε, r}] , on déduit que D′2 (t) , D2 (t) > 0

sur (0,min{ε, r}]. Ainsi, en posant

R (t) =
b1F2 (t)

E (0)
,

à partir de (4.66) et (4.67) , on aura

R (t) ∼ E (t) (4.68)

et pour k1 > 0,

R′ (t) ≤ −k1ξ (t)α (t)D2 (R (t)) , ∀t ≥ t1.

Alors, l’intégration sur (t1, t) donne

R (t) ≤ k2D−1
1

(
k1

∫ t

t1

ξ (s)α (s) ds

)
, (4.69)

où

D1 (t) =

∫ r

t

1

D2 (s)
ds.

Ici, nous avons utilisé, en ce basant sur les propriétés de D, le fait que D1 est strictement

décroissante sur (0,min{ε, r}] et lim
t→0
D1 = +∞. Finalement, une combinaison de (4.68) et

(4.69) , l’estimation (4.38) est établi.
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Conclusion

Dans cette thèse nous avons étudié la stabilité de trois systèmes dynamiques : Onde,

thermoélastique et viscoélastique. On a amélioré et généralisé divers résultats antérieurs en

se basant sur des techniques récentes d’analyse mathématique.

Tout d’abord nous avons considéré un système d’onde semi-linéaire avec un amortis-

sement de type mémoire agissant sur une partie de la frontière. Sous certaines hypothèses

sur le noyau résolvant k, nous avons montré la décroissance générale de l’énergie de la so-

lution. La preuve est basée sur la méthode de construction de la fonctionnelle de Lyapunov

équivalente à la fonctionnelle d’énergie. Ce travail peut être considéré comme une extension

de Messaoudi et Soufyane [36].

Ensuite, nous avons étudié le comportement asymptotique de la solution d’un système

thermoélastique soumis à l’effet d’un amortissement frontière de type mémoire, sous les

mêmes hypothèses proposées dans le premier travail, nous avons montré la décroissance

uniforme de l’énergie. Ce travail peut être considéré comme une extension de Boulanouar

[6] et de Messaoudi et Al-Shehri [32]. De plus, ce résultat à fait l’objet d’une publication [45].

Enfin, nous nous somme intéressé à l’étude d’un système d’équations viscoélastique sta-

bilisé par un terme d’amortissement distribué sous forme
∫ t

0
g (t− s) ∆u (s) ds+α (t)h (ut) et

on a trouvé un résultat de décroissance générale et explicite de l’énergie. Ce travail constitue

une généralisation des résultats obtenus par Mustafa dans [39].
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Perspectives

En perspectives, on peut reconsidérer les deux premier chapitres pour un noyau résolvant

de même type que la fonction de relaxation considérée dans le dernier chapitre.

Enfin et pour conforter nos résultats théoriques il sera judicieux de faire quelques simu-

lations numériques en utilisant les logiciels libres tels que Freefem++ ou Scilab.
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 Résumé  

    Cette thèse est consacrée à l’étude de comportement asymptotique de trois systèmes 

dynamiques de types : Onde, thermoélastique et viscoélastique. Dans les deux premiers 

systèmes on considère un amortissement frontière de type viscoélastique et dans le troisième 

système l’amortissement est de type distribué. On a montré la décroissance générale de 

l’énergie de la solution de chaque système, sous certaines hypothèses nécessaires et 

convenables sur les noyaux résolvants. Pour obtenir ces résultats, différentes méthodes ont été 

utilisées telles que la méthode de l’énergie, la construction des fonctions de Lyapunov et les 

propriétés des fonctions convexes.   

 

Mots clés : Onde, thermoélastique, viscoélastique, décroissance générale, convexité, noyau 

résolvant, fonction de relaxation, amortissement, mémoire. 

 الملخص

موجة، المرونة الحرارية و المرونة ال: ةفي هذه الأطروحة، تمت دراسة السلوك المقارب لثلاثة أنواع من الأنظمة الديناميكي  

 اللزجة. 

ويعطى التبديد لكل من النظامين الأولين على صورة حد لزوجة مرنة و يؤثر على جزء من الحدود وفي النظام الثالث يعطى 

ة ضرورية و ملائمة الاضمحلال العام لطاقة الحل لكل نظام، في ظل افتراضات معين ببرهنةقمنا  لقد .الاحتكاكبواسطة حد 

. للحصول على هذه النتائج، اتبعنا طرق مختلفة كطريقة الطاقة، بناء وظائف ليابونوف و خصائص الوظائف الحل نواةحول 

 المحدبة.

 

نواة الحل، دالة الاسترخاء، مخمد، مرونة لزجة، الاضمحلال العام، التحدب،  موجة، مرونة حرارية،الكلمات المفتاحية: 

 ذاكرة.

 

Abstract 

   This thesis is devoted to the study of asymptotic behavior of three type dynamic systems: 

Wave, thermoelastic and viscoelastic. In the first and second systems, the dissipation is given by 

a boundary viscoelastic term and the third system being with a distributed damping term. We 

prove a general decay of the energy of the solution of each system, under certain necessary and 

suitable assumptions on the resolvent kernels. To obtain these results, we use the multiplier 

method such as the energy method, the construction of Lyapunov functions and the properties 

of convex functions. 

Key words: Wave, thermoelastic, viscoelastic, general decay, convexity, resolvent kernel, 

relaxation function, damping, memory. 
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