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NOTATIONS

Dans tous ce qui suit § représente un domaine de RM(N = 1,2, 3).
I' : la frontiére de €2 supposée réguliere.

e(u) : tenseur des déformations linéaires.

u : le vecteur déplacement.

u : le champ de la vitesse.

Div : 'opérateur de divergence.

0 : la température.

q : le flux de la chaleur.

(,)x : un produit scalaire sur X.

1. |y : la norme sur X.

WHEP(0,T; H) :I'espace de Sobolev de parametres k et p

| - llo7.5 : la norme de C(0,T; H), H :l'espace L*(Q)N, H :Tespace L*(Q)N*V
Hy={u€ H/e(u) € H}

Hy ={0 € H/Divo € H}

H ={0c H/V() € H}

H, = {q € #/Divg € H}

~v: Hy — Hy : application trace associée a Hy, Z : Hr — H; : application inverse de 7.
Yo : H1 — Hf : Iapplication trace associée a H,;.

Z, » Hl. — H, : I'application inverse de 7,.

V={ue H/yu=0sur I'1}

V ={o € H,/ Div o =0 dans Q,vy,0 = 0 sur I'z}

W ={o € H/ywo=0cv=0sur 'y}

V= {9 € Hi /30 =0 sur S;}

Y= {q € Hi/qu =0 sur S,}.
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INTRODUCTION GENERALE

Les phénomenes de contact entre les corps, déformables ou non, restent encore a ce jour
omniprésent dans la vie courante. On peut considérer qu’il s’agit d’'un des fondements de I'ingé-
nierie mécanique, avec un domaine d’application particulierement étendu. A titre d’exemple, on
peut citer le secteur ferroviaire, avec le contact rouerail, I'industrie automobile, via 1’étude des
caractéristiques d’adhérence entre le pneu et la chaussée ainsi que les crash tests, le génie civil,
pour lequel il est nécessaire d’estimer les efforts que vont subir les matériaux qui constituent les
ponts ou les gratte-ciels, le frottement inhérent au mouvement des plaques tectoniques ou encore
le domaine de ’aéronautique, ne serait ce que pour les propriétés d’absorption des chocs dont
sont dotés les amortisseurs des trains d’atterrissage d’avion. Compte tenu de 'importance de
ces phénomenes, la mécanique du contact est vaste et aborde autant de sujets différents qui sont
la modélisation, I’analyse mathématique ou ’application numérique des problemes de contact,
ils ont été intensivement étudiés depuis longue date et la littérature relevant des sciences de
I'ingénieur qui leur est dédié est assez riche. La représentation des problemes de contact entre un
corps déformable et une base repose principalement sur les caractéristiques mécaniques du ma-
tériau en question, ainsi que sur les conditions de limite du contact. La question des dommages
est primordial dans les conceptions d’ingénierie car elle a un impact direct sur la durée de vie
de la structure ou du composant congu. Le sujet bénéficie d’'une abondante documentation. Des
études mathématiques ont été effectuées sur les modeles qui tiennent compte de 'impact des
dommages internes du matériau sur le mécanisme de contact. L’analyse mathématique de pro-
blémes unidimensionnels peut étre trouvée dans [43]. Les premiers modeles de I'endommagement
mécanique provenant des considérations thermodynamiques sont apparus dans [20]. Des mo-

deles généraux récents [41], 140} 44), [45] sont issus du principe de la puissance virtuelle. Dans tous
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ces travaux, ’endommagement du matériau est décrit par une fonction ayant des valeurs entre
zéro et un. Lorsque a = 1, il n’y a pas d’endommagement dans le matériau, lorsque a = 0, le
matériau est completement endommagé et lorsque 0 < o < 1, il y a un endomagemment partiel
et le systeme a une capacité réduite. Des problémes avec endommagement peuvent étre trouvés
dans [44) 55, 47, 51]. Un autre phénomene sera considéré dans cette these, il s’agit du phénomene
de contact avec l'effet thermique. Les processus de contact et de frottement s’accompagnent
invariablement d’une production de la chaleur qui peut étre considérable. A titre d’exemple, le
freinage brusque d’une voiture peut entrainer la dissipation d’une puissance importante sous
forme de chaleur. L’effet thermique dans les processus de contact affecte la composition et la
rigidité des surfaces et provoque des contraintes thermiques dans les corps en contact. La facon
dont la chaleur affecte les propriétés mécaniques d’une surface peut étre partiellement prise
en compte (en supposant que le coefficient de frottement dépend de la température,[54]). Les
matériaux piézoélectriques sont extrémement utilisés comme interrupteurs et actuateurs dans
beaucoup de systemes d’ingénierie, en radioélectronique, 1’électroacoustique et la mesure des
équipements. Ils sont caractérisés par le couplage des propriétés mécaniques et électriques. Ce
couplage conduit a I'apparition d’un potentiel électrique suite a une déformation mécanique et,
inversement, une déformation mécanique est générée lorsqu’un potentiel électrique est appliqué.
Les matériaux piézoélectiques, pour lesquels les propriétés mécaniques sont viscoélastiques sont
appelés "les matériaux électro-viscoélastiques' et ceux pour lesquelles les propriétés mécaniques
sont élasto-viscoplastiques sont appelés "les matériaux électro-élasto-viscoplastiques"'. Des mo-
deles généraux pour des matériaux électro-élastiques ayant un effet piézoélectique peuvent étre
trouvés dans [53] L’utilisation de la piézoélectricité a explosé ces dernieres années et est en pleine
expansion. La capacité de ces matériaux a convertir ’énergie mécanique en énergie électrique
et vice-versa est une valeur inestimable pour les transducteurs acoustiques, I’échographie médi-
cale, et pour la haute précision des pompes et des moteurs. Des performances piézoélectriques
élevées ont également ouvert de nouvelles possibilités de "récupération d’énergie", en utilisant le
mouvement ambiant et les vibrations pour produire de 1’électricité ou les piles ou autres sources
d’énergie sont impraticables ou indispensables [7), 8]. Une étude compléte des phénomenes de
contact comprend généralement les étapes suivantes : la modélisation, I'analyse variationnelle

et numérique des modeles et la mise en oeuvre numérique. L’approche numérique des problemes
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aux limites est un domaine mathématique qui, historiquement, a fait ’'objet de nombreuses re-
cherches et continue cependant de rester d’actualité, par le fait qu’elle intéresse particulierement
des disciplines comme la mécanique, la biologie etc. Il est essentiel de construire des méthodes
numériques de résolution de ces problémes qui soient a la fois simples, peu cotiteux et efficaces.
Les méthodes modernes sont basées sur une " discrétisation " des équations et inéquations dont
I'idée est d’approcher de la solution. On distingue deux types de discrétisation : complete et
incomplete. La premiere consiste a discrétiser seul ’espace ; cependant la deuxieme est basée
sur la discrétisation de I'espace ainsi que l'intervalle de temps. En fait, ces approches, dans
le cas des inéquations variationnelles ont fait 'objet de plusieurs études telles que [11] dans
le cas d’un probléme viscoélastique et]|28] pour des problemes viscoplastiques. Les problémes
sont complexes et dans les applications, les méthodes numériques sont nécessaires pour trouver
des approximations pour les solutions des problemes. Cette thése représente une contribution
a ’étude de 'existence, I'unicité et I'approximation numérique des solutions de quelques pro-
blémes de contact avec ou sans d’ endommagements, en tenant compte de 'effet piézoélectrique
ou thermique du matériau. Sous 'hypothese des petites transformations, nous étudions des pro-
cessus quasistatiques et dynamiques pour des matériaux thérmo -viscoélastiques avec mémoire
longue, thérmo-électro- élasto-viscoplastique et électro -viscoélastiques avec mémoire longue .
Notre étude des phénomenes de contact comprend les étapes suivantes : la modélisation mathé-
matique, 'analyse variationnelle incluant des résultats d’existence et d’unicité de la solution et
I’approximation numérique pour le premier probleme. Cette these est composé quatre chapitres
est structurée de la maniere suivante :

Dans le premier chapitre, dans la premiere partie, on commence par définir les cadres physiques,
les lois de comportement des différents matériaux, les conditions aux limites ainsi que la for-
mulation mécanique des problemes a étudié. La deuxieéme partie de ce chapitre, est dédié aux
définitions élémentaires des notions d’analyses, nous passons en revue quelques résultats fonda-
mentaux d’analyse fonctionnelle concernant les espaces fonctionnels, les opérateurs fortement
monotones et Lipschitz, les équations et les "inéquations variationnelles d’évolution parabo-
liques, le lemme de Gronwall et quelques théoremes qui seront d’'une grande utilité pour les
démonstrations et qu’ils sont illustres de fagons intéressantes de certaines manipulations que

I'on peut faire sur notre formulation qui caractérise ce qui nous décrivons dans notre these.
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Dans le deuxieme chapitre nous présentons une formulation variationnelle du probléme et nous
démontrons I'existence et 'unicité d’une solution faible en utilisant les techniques de point fixe,
de monotonie et les inéquations d’évolution non linéaires de premier ordre , puis pour I’analyse
des estimations d’erreur, on adopte I'approximation variationnelle compléte ou on discrétise la
variable spatiale et la variable temporelle.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons des mothodes de résolutions des problemes élec-
tromécanique quasi statique pour les matériaux électro-viscoélastiques avec mémoire longue
et endommagement, on présente des résultats d’existence et unicité de la solution faible. La
méthode est basée sur les résultats des équations variationnelles, la théorie des opérateurs et
argument de point fixe.

Le quatrieme chapitre de cette these est consacré a la résolution des problemes thermo-lectro-
élasto-viscoplastiques dynamiques en contact avec une base rigide. Le contact est bilatérale.
Cette partie contient des résultats originaux de I'auteur publiés en collaboration avec N.Lebri
[9]. La nouveauté dans ce travail réside dans :

1) le choix des lois constitutives avec variable interne d’état, endommagement, effet électrique
ou effet thermique.

2) le choix d’un contact avec frottement avec une base conductrice et adhésive

(voir chapitre 4).

3) le choix d’un contact avec frottement avec une base conductrice et adhésive et I'introduction
de 'endommagement dans les conditions aux limites de frottement ce qui donne une version
originale (voir chapitre 3).

4) Tapplication de la théorie des inéquations quasi-variationnelles & mémoires (history- de-
pendent) pour la résolution des problémes de contact.

5) finalement on adopte une approximation variationnelle compléte ot on discrétise la variable

spatiale et la variable temporelle puis on analyse les estimations d’erreur. (voir chapitre 2).

ix



CHAPITRE 1

FORMULATION DES PROBLEMES AUX
LIMITES ET RAPPELS D’ANALYSE

Ce premier chapitre vise a établir les modeles mathématiques qui décrivent le changement
dynamique d’un corps thermo-mécanique, 1’évolution quasistatique d’un corps électro- méca-
nique et et I’évolution dynamique d’un corps thermo-électro-mécanique sous l'action des efforts
exterieurs mécanique, électriques et thermiques.

Du point de vue mathématique, les probléemes thermo-électro- mécaniques sont gouvernés par
des systemes d’EDP. Ces systeémes integrent les équations de mouvement mécanique, électrique
et thermique du systeme, les lois qui régissent le comportement des matériaux, ainsi que les
conditions aux limites en termes de mécanique et de thermique. Ils tiennent également compte
des conditions initiales imposées au systeme (mécanique, électrique et thermique).Pour ce faire,
rappelons les résultats clés nécessaires. Ces rappels concernent les lois de comportement de di-
vers matériaux, comme la loi électro-viscoélastique a mémoire longue et endommagement, ainsi
que la loi thermo-électro-élasto-viscoplastique avec endommagement. Les conditions aux limites
ainsi que les phénomenes relatifs a la mécanique, 'électricité et la thermodynamique. On in-
troduit les cadres physiques et les modeles mathématiques correspondants qui seront étudiés
dans les chapitres suivants. Enfin, on y introduit un bref rappel utile et essentiel concernant

les espaces fonctionnels et a valeurs vectorielles, Les inéquations de type variationnel et quasi-



1.1. ESPACES FONCTIONNELS

variationnel, les lemmes de Gronwall, le théoreme de Cauchy-Lipschitz ainsi que le théoreme

du point fixe de Banach.

Introduction

On considére un solide déformable soumis a des efforts extériers (mécaniques,électriques et

thermiques)il en résulte un changement de son mouvement et son état thermodynamique.

Formulation du probleme

Nous nous concentrons sur la condition finale du corps une fois que I'application des forces
externes est achevée et que le solide arrive a son état d’équilibre, qui est représenté par un
systeme d’EDP (équations aux dérivées partielles). L’analyse exhaustive d’'un phénoméne mé-
canique implique généralement trois phases : - La création de modeles. - L’étude en variation
des modeles. - L’évaluation numérique des modeles. -La modélisation englobe toutes les sup-
positions d’ordre mécanique et thermodynamique prises en compte lors de I'explication du
phénomeéne. Chaque processus est associé a un modele mathématique qui est décrit par un
systeme d’équations différentielles partielles (EDP), comprenant les conditions aux limites et
les conditions initiales qui caractérisent le processus. L’étude variationnelle des modeles inclut
la formulation variationnelle ainsi que des résultats concernant l’existence et 1'unicité de la
solution.

-L’analyse numérique pour qu’on puisse trouver des solutions approchées.

1.1 Espaces fonctionnels

Pour présenter les modeles mathématiques qui illustrent divers processus de contact, Il nous
faut définir les espaces fonctionnels auxquels sont associées les données et les variables incon-

nues. Le but de cette section est d’exposer ces espaces ainsi que leurs caractéristiques.



1.2. ESPACES DE SOBOLEV

1.2 Espaces de Sobolev

On note par.

HY(Q)={v=(v):v € H(Q), 1<i<d}
L’espace H*(Q2)? constitue un espace de Hilbert, avec le produit scalaire.
('U,, ’U)Hl(Q)d = /Q (uivi + ui,jvi,j) dz.
La norme correspondante est
1/2
|U|H1(Q)d = (/Q (Uﬂ}i + Ui,jvi,j) dI) .

Soit ¢ : HY(Q)? — H V'opérateur de déformation défini par

e(u) = (gij(u), &ij(u) = ; (wij + uji) -

On nomme ¢ le tenseur des déformations linéarisées.

(w, V) 1oyt = (w,v) 121y + (e(w).€(V)) 20 Vu,v € H'(Q)%

la norme associée est définie par

"U@P(Q)d = ’U|%2(Q)d +le(v)| 2@ Vv € H'(Q)

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

L’opérateur de trace v : H'(2)4 — L?*(T)? est un opérateur linéaire et continu, autrement dit,

il existe une constante positive ¢, qui ne dépend que de €2 , telle que

|U|L2(p)d < C|U|H1(Q)d You € Hl(Q)d.

(1.5)

Nous désignons par v,et v, les composantes normales et tangentielle de v sur la frontiere pour

tout vecteur v € H'(Q)?, définies comme suit :

(1.6)



1.2. ESPACES DE SOBOLEV

Dans l'analyse des problémes de contact, nous définissons un sous-espace V' de H'(2)¢ donné
par

V:{v:(vi)EHl(Q)d:vzo p.p. sur Fl}. (1.7)

Dans ce contexte, l'exigence " v = 0 p.p. sur I'y ", dans le sens de la trace, signifie que yv = 0
p.p. sur I'y. Etant donné que 'opérateur de trace est linéaire et continu, V constitue un sous-
espace fermé de H'(2)?. En outre, étant donné que mes (T';) > 0, I'inégalité de Korn est valide
sur V', ce qui signifie qu’il existe une constante ¢, > 0 qui dépend uniquement de €2 et I'; telle
que

’6(U>|H > Ck|U|H1(Q)d Yv e V. (18)

On définit le produit scalaire (.,.)y sur V' comme suit :

(u, v)y = (e(u),&(v))n. (1.9)
et la norme correspondante est
uly = [e(w)|n- (1.10)

On déduit de (1.4), (1.8) et (1.10) que |- ||, et |- |g1(q) représentent des normes équivalentes

sur V', ce qui signifie que (V,| - |y) constitue un espace de Hilbert. Par ailleurs, 'opérateur de
déformation € : V' — H est un opérateur linéaire et continu. En définitive, en se basant sur
(L.5), et (1.10)), on constate qu’il y a une constante positive ¢y qui dépend de Q, Ty et 'z
telle que

V] p2(ry)2 < colvly Vv eV (1.11)

On définit :

My ={o €M :Dive € L)} (1.12)

L’espace H; est un espace de Hilbert doté d'un produit scalaire

(0,7)4, = (0,7)3 + (Divo,Div T) 2(qpe Vo, 7 € Hy,



1.2. ESPACES DE SOBOLEV

et |.|%, la norme correspondante. Nous faisons référence a o, et o, comme étant les éléments

normaux et tangents d'un champ de contraintes a la frontiere, tels que
o, = (ov) v, 0, =0V—0,V. (1.13)
De plus, la formule de Green suivante est respectée.
/Qa e(v)dx + /QDivcr wwdr = /FO'U vda Vv € HY(Q)% (1.14)
Dans ce qui suit, nous définissons les espaces de Sobolev liés aux inconnues électriques :
W:{wEHI(Q) 19 =0 p.p. sur Fa}. (1.15)

Il faut préciser que W est un sous-espace fermé de H'(2). En outre, étant donné que mes

(I'y) > 0, 'inégalité de Friedrichs-Poincaré est respectée.

Dans ce contexte, cr est une constante positive liée & Q et 'y et V : H1(Q) — L*(Q)¢ représente

l'opérateur gradient, avec Vi) = (¢;). On envisage le produit scalaire suivant sur W.

(0, V)w = (Vo, V) 12 (qa- (1.17)

et |.|IV la norme correspondante. Il est important de noter que la norme dans I'espace H!(()

est définie par

0130y = 191220y + VY| T2 (- (1.18)

On déduit de ((1.16)-(1.18) que |- [g1(q) et | - |w sont des normes équivalentes sur W, formant
ainsi (W, |- |w) un espace de Hilbert.
Selon le théoreme de trace de Sobolev, étant donné un ensemble mesurable I's qui est inclus

dans I, il existe une constante positive ¢y qui dépend de 2,1, et I'5 telle que

[Yleery) < Golblw Vi € WL (1.19)



1.2. ESPACES DE SOBOLEV

Nous introduisons 1’espace pour le champ de déplacement électrique.
Wi ={De Q" divDeL*Q)}. (1.20)
C’est un espace de Hilbert muni avec le produit scalaire
(D, E)w, = (D, E)r2q) + (div D,div E)12(q)

et la norme correspondante ||y, . L’opérateur de divergence div : W; — L?(£2) est un opérateur
a la fois linéaire et continu. Par ailleurs, si D € W, représente une fonction réguliere, la formule

de Green ci-dessous est respectée.
(D, V) 2yt + (div D, ) 20y = /F D.v bda Y € HY(Q). (1.21)
Nous définissons aussi les espaces de Sobolev liés aux inconnues thermiques :
E={yeH(Q)/y=0sul Uy}
Selon l'inégalité de Poincaré, une constante C' existe telle que
IVylu = Clylm) Vy € E. (1.22)

C est une constante positive en lien avec les données du probléme, sans influence sur les so-
lutions ; sa valeur peut fluctuer d’une ligne a I'autre. Nous formulons la définition du produit

scalaire dans ’espace E de la maniére suivante :
(y,2)p = (Vy,V2)uVy,z € E. (1.23)

D’apres les équations (1.22) et (1.23)), on peut conclure que |- [g1(q) et | - |g représentent des
normes équivalentes sur E. Donc, (E,|-|g) constitue un espace de Hilbert. En outre, grace

au théoreme de trace de Sobolev, on peut trouver une constante Cr > Oqui est exclusivement
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déterminée par €2,1', Ty et I's telle que
01200y < Crlfls V0 € E. (1.24)
E’ représente le dual de 'espace E. Nous pouvons formuler L?(€2) avec son dual associé, ainsi :
EcCL*Q)CcFE.

On symbolise le crochet de dualité entre E’ et E par (.), et 'on utilise |.| g pour représenter la

norme sur £’. De plus,

<97 77) = (67 T})L2(Q)7

pour § € L*(Q) et n € E

1.2.1 Espaces liés a Papproche numérique

Soit {Th} une famille des triangles réguliers constituant une partition de et compatibles
avec la décomposition de la frontiere ' =Ty UTyUT5 et T =T, UT,.
Les espaces V,W et K sont approchés par les espaces de fonctions affines continues par

morceaux V* CV, Wh CW et K" C K et qui sont de dimension finie,

ol
Py (T) représente 'espace des polynémes de degré plus petit ou égal a 1 dans 7.
L’espace H est approché par I'espace d’éléments finis des fonctions constantes par morceaux,

noté¢ H", de la manicere suivante :

H' = {Th e H: 7€ [PU(T)™, VT ¢ Th},
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Pour tout 7 € H on désigne par Py, sa projection des éléments finis,

(PHhT,Th)H = (T, Th>H, v e 1M

1.3 Modélisation des problemes thermo-viscoélastiques

Dans cette partie, nous introduisons un cadre physique global relatif aux divers problemes
de contact abordés dans la theése. Ensuite, nous présentons 1’équation de mouvement, les lois
constitutives des divers matériaux ainsi que les conditions aux limites employées dans le cadre

de cette these.

1.3.1 Cadre physique

y\F

FIGURE 1.1 — Le probleme termo-visoélastique.

Généralement, le contexte physique a été présenté dans dans la section [I.1], qui sera détaillée
ci-apreés. Nous envisageons un matériau déformable occupant un domaine limité Q C R¢ (d =
2,3 ) avec une frontiere I' de Lipschitz qui est divisée en trois sections disjointes et mesurables
['1,Ty et T'g, de sorte que mes (I';) > 0. On présume que le corps est ancré sur la section I'y
de sa frontiere, pendant que des forces volumétriques et de surface avec des densités fy et fo
s’exercent respectivement dans (2 et sur I'y. Sur I's, le corps peut potentiellement rencontrer un
obstacle, la dite fondation. Dans la configuration de référence, nous présumons l'existence d’un
écart h entre I's et la fondation, qui est évalué suivant la direction normale v. Considérons
comme le vecteur de déplacement, o comme le tenseur des contraintes et ¢ = £(u) comme le
tenseur des déformations linéarisées. Il s’agit de fonctions qui sont liées a la variable spatiale x

ainsi que la variable de temps t. Toutefois, dans ce qui suit, nous ne précisons pas expressément
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la dépendance de ces valeurs a x et a t, par exemple, nous utilisons o au lieu de o(z) ou o(x,t).T

est une constante positive et l'intervalle de temps concerné est [0,7]. Le symbole de dérivée

d’une fonction indique le taux de variation par rapport au temps, autrement dit o = % et
. 9
U= B

Pour présenter un modele mathématique d’un processus de contact spécifique Il est nécessaire
pour nous de décrire la loi de comportement, les conditions aux limites et, le cas échéant.

Le modele de contact d'un corps termo-viscoélastique est spécifié par une condition au limite
sous-différentielle générale, ou des effets thermiques peuvent se produire dans le contact de
frottement avec la base. Nous nous intéressons a 1’évolution d'un processus dynamique du
corps.

En général, I’évolution d’un solide déformable est décrite par 1"équation de mouvement.

Divo + fo = pii  dans  x [0, 7. (1.25)
Elle se simplifie en équation d’équilibre

Divo + fo=0 dans Q x [0,7]. (1.26)

Pour compléter le systéme d’équations, on adapte maintenant le probleme des lois de compor-

tement.

1.3.2 Lois de comportement

Ce sont des relations entre u, o et € et leurs dérivées et caractérisent le comportement du

solide .

1.3.3 Lois de comportement thermo-viscoélastiques avec longue mé-

moire

Elles sont de la forme

o = Ae(i) + Gle(u)) + /Ot Bt — s)e(uls))ds — C. (1.27)
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A et G sont des opérateurs non linéaires qui correspondent respectivement a l'opérateur de
viscosité et a l'opérateur d’élasticité. B représente le tenseur de relaxation d’ordre quatre,
tandis que C' correspond a un opérateur de dilatation thermique. L’équation de la chaleur,
dérivée du principe de conservation d’énergie, détermine I’évolution du champ de température
0 comme suit. ou v représente la fonction constitutive non linéaire qui illustre la chaleur produite
par les forces internes, et K. = (k;;) désigne le tenseur de conductivité thermique tel que

1.3.4 Condition de contact sous-différentielle

Décrivons ici la condition de contact de surface sur I's. Nous modélisons le contact frottant

par une condition aux limites sous-différentielle générale de la forme

ucl, ov)—p)>-cv-(v—u) VYvelUdans I} (1.28)

Dans cette condition, U représente 1’ensemble des fonctions de test admissibles au contact, et
ov désigne le vecteur de contrainte de Cauchy sur la frontiere de contact, et ¢ : I's x R — R
est une fonction convexe donnée. L’inégalité donnée est vérifiée presque partout sur la surface
de contact. Diverses situations peuvent étre modélisées par une telle condition. Des exemples
et des explications détaillées de problemes d’inégalité en mécanique de contact conduisant a
des conditions aux limites de cette forme sont disponibles dans [20), 21].

Nous présentons ici deux exemples de loi de contact et de frottement conduisant a une telle
inégalité sous-différentielle.

Exemple 1

Un contact bilatéral avec la loi de frottement de Tresca.

La Condition de contact sur I'. est bilatérale et satisfai (voir [31]) :

u, =0, |o.| <h,
lo.| < h = 1u, =0, sur I, x (0,7) (1.29)

lo,| = h = 4, = =\ 0., pour quelque A > 0,

10
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Ici, h représente la limite de frottement, c¢’est-a-dire 'amplitude de la traction limite a laquelle
le glissement commence, avec h € L (I'.),h > 0 p.p. on I'.. Nous en déduisons ’espace de

déplacement admissible :

V:={w € Hy; with w, =0 dans I'.},

et la fonction de contact sous-différentielle :

Ve el yeR?

p(x,y) = h(T) Y.

OU Y, (4) = Y — Yo(@)V(T), Yo(z) := Y - (), avec v(x) la normale a I'unité = € ..

Nous avons alors

b(v) = /Fch\vflda, Yo e V. (1.30)

est bien définie sur V' avec la propriété : pour un certain ¢ > 0,
[Y(w) —(v)] < cllv —wlloq 0, Vo,weV

Premierement, il est clair que v : V' — R est convexe. En utilisant le plongement continu de
V dans L? (Fc)d et la derniere inégalité, nous trouvons que v est lipschitzienne continue sur V.

Cela donne ([1.30)). Pour approximer la fonction 1, on utilise la suite

1
Up(v) = / hy/ PAREE gda, YveV, VneN.
re

On vérifie que la dérivée de Fréchet de 1, est donnée par

w/ (’U) h = h (IU‘” hT)]Rd

' e yloe + 5

donc 1, est de classe C'. D’aprés la formule précédente, il est clair que la dérivée ¢/ (n > 1)

da, YheV

est un opérateur monotone. Alors 1, est convexe pour tout n > 1. Une autre méthode plus

longue pour trouver cette propriété consiste a utiliser des calculs algébriques directs. On peut

11
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montrer que pour tout a > 0,5 > 0 telle que a4+ 8 = 1, et pour tout real x et y,n > 1 :

1 1 1
\/(az+5y)2+§a\/:v2+~l—ﬁ y*+ =
n n n

La propriété de convergence de ((1.30) découle du théoreme de convergence dominée de Lebesgue.

Pour justifier (1.30]), nous utilisons le théoréme de plongement compact suivant. (voir e.g. [13])
w, — w,w, = w weakly in L*(0,T;V) = w, — w

fortement dans L? (O, T; Lz(F)d)

et le fait que
Uy (wy) > ¢ (w,), VneN

et de la continuité de 1) :

/OTw(wn) —>/0Tw(w), n — 400

Enﬁn, est immeédiat de la dérivée de Fréchet de ,.

Exemple 2

Réponse amortie normale et loi de frottement de Tresca

La condition de contact a réponse amortie normale avec la loi de frottement de Tresca (voir

par exemple [5]) est définie par :

—0y = ko ||y, |o-| < h,
lo;| < h = 1u, =0, on I'. x (0,7

lo;| = h = u, = —Ao,, pour toutA >0,

Ici 0 <r < 1ethkye L*(T.),h > 0,kg > 0. Le coéfficient ky représente la dureté de la

fondation et A le seuil de frottement. L’espace de déplacement admissible est donné par :

V:IHl

12
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et la fonction de contact sous-différentielle

1
r+1

r+1

ko(x) hz) |y, (x)| VaeTl.,yeR?

SO(CB,?J) = Yu(x)

En notant p := r + 1, nous avons la fonction de contact bien définie sur V' par
ko,
P(v) = / — |vy| da,—l—/ hlv|da, YveV
c p Ic

Ici 1 < p < 2. Ensuite, I'application x > 0 — x? est alors convexe, ce qui implique que v est
convexe sur V. En utilisant les plongements continus de V dans L? (T,)?, et de L?(T,) dans

LP (T'.), nous vérifions également que
1 is Lipschitz continuous dans V'
Pour approximer la fonction 1, nous utilisons la suite

k 1\2 1
Yolw) = [ 2 (yvv|2+>2da+/ h/|v? + ~da, v e V,Vn e N*
re p n r. n

Nous vérifions que la dérivée de Fréchet de 1, est donnée par

’UT,

h,_/kro Ul —da+ [ b Rdda, Vhe V.
v’+ Te /UT‘+

Du fait que Papplication > 0 — 2 est convexe croissante et utilise (1.30), nous vérifions
que ¥, est convexe pour tout n > 1. De méme, nous avons les conditions sur ([1.30) avec les
mémes arguments que dans ’exemple précédent. Nous concluons alors que les hypotheses de

(1.30) sont également satisfaites dans cet exemple.

1.4 Conditions aux limites de contact

Les conditions aux limites sur la surface de contact sont définies dans la direction normale

ou dans le plan tangent, cette derniere étant désignée comme condition de frottement. Vers la

13



1.4. CONDITIONS AUX LIMITES DE CONTACT

direction normale, nous pouvons observer le contact unilatéral (lorsque 'obstacle est rigide),
bilatéral (lorsqu’il n’y a pas de séparation entre le corps et I'obstacle), de conformité normale
(lorsque I'obstacle est déformable) ou bien une réponse normale instantanée (lorsque la surface
de contact est lubrifiée). Sauf pour le cas extréme ou la contrainte tangentielle est absente (le
scénario sans frottement), Le frottement peut étre différencié en frottement de seuil (lorsque
le glissement se produit lorsque la force de frottement atteint un niveau critique) ou sans
seuil (lorsque le glissement se produit pour toute valeur de force de frottement). Les lois de
frottement & seuil, principalement celles de Coulomb et de Tresca, sont fréquemment citées
dans la documentation. Elles représentent un modele de frottement sec, contrairement aux lois
de frottement sans seuil qui illustrent un frottement lubrifié.

On définit maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de T'.

Conditions aux limites de déplacement

Etant donné que le corps est intégré dans une position stable sur la section I'y, le domaine

des déplacements u doit étre considéré comme nul.

u=0 sur Iy x(0,7). (1.31)

Conditions aux limites de traction

Par conséquent, le vecteur des contraintes de Cauchy o, satisfait a l'effet d’une traction

surfacique de densité fy agissant sur I's.

o,=fo sur Ty x(0,7). (1.32)

Conditions aux limites bilatéral

Le contact se fait d’une facon bilatérale, c’est a dire le contact est maintenu pendant le
mouvement et il n’y a pas de séparation entre le corps et I'obstacle. La composante normale

du champ des déplacements s’annule sur la surface de contact et donc

u, =0 sur I'sx(0,7) (1.33)

14
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Conditions de Contact avec compliance normale
Dans ce scénario, on suppose que la fondation peut se déformer et que la zone de contact n’est
pas prédéfinie. Le critéere conforme est également connu sous le nom de condition normale, et

il s’applique a la contrainte normale o,,.

0y = polus — ). (1.34)

Dans cette formule, u, symbolise le déplacement normal, h étant la distance entre I'objet et
la fondation. Quant a p,, c¢’est une fonction positive définie et appelée fonction de conformité

normale. Cette condition indique que la fondation agit sur le corps selon sa pénétration u, — h.

Loi de frottement de type Tresca
Cas statique

Nous représentons le frottement en utilisant la version statique de la loi de Tresca. Par les

conditions aux limites indiquées ci-dessous :

u, =0, o, |<h sur T
o <h=u, =0 sur T3x(0,7) (1.35)

lo;| = h = il existe A > 0 tel que o, = —Au, | sur I

ol

h > 0 représente le seuil de glissement, que nous assumons comme étant constant. L’état v, = 0
indique que le contact est mutuel, signifiant que l'objet ne se souleve pas de la base.
L’inégalité |o,| < h signifie que la force de frottement o, est limitée par une valeur déterminée,
g. Lorsque l'inégalité stricte |o,| < h est respectée, le glissement est impossible et donc les
mouvements tangents sont nuls. A ces emplacements, le corps s’attache & la base.

Quand |o,| = h, le glissement est autorisé. A ces points, le corps peut glisser sur la base et la

force de frottement s’oppose a ce mouvement.

15
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Cas dynamique

Dans le cas dynamique, la loi de Tresca prend la forme suivante :

u, =0, oy |<h sur Tj
lo.| <h= 1, =0 sur T'3x(0,7T) (1.36)

lo,| = h = il existe A > 0 tel que o, = —Au, | sur I3

ol

Nous considérons que h > 0 est le seuil de glissement, qui est fixé.

La condition u, = 0 traduit le fait que le contact est bilatéral et donc le corps ne décolle pas
de la fondation .

L’inégalité |o, |< h veut dire que la force de frottement o, est bornée par une valeurg fixé .
Quand on a I'inégalité stricte |o.| < h , le glissement n’est pas possible et ainsi, les mouvements
tangentiels sont inexistants. A ces points, le corps se fixe & la base. Quand lo| = h, le glissement
est envisageable. A ces points, le corps peut glisser sur la base et la force de frottement s’oppose

a ce mouvement.

Lois de frottement de type Coulomb

C’est une des lois de frottement les plus répandues dans la littérature mathématique. Elle
se caractérise par l'intervention de la contrainte normale dans le seuil de glissement et peut

s’énoncer comme suit

o7 < o]
0, ] < ploy| = i, = 0 (1.37)

lo,| = pl|o,| = il existe A > 0 tel que o, = — i, |

ou i > 0 est le coefficient de frottement. Une version quasi-statique de lois de Coulomb s’écrit

sous la forme
|0 | S Fbv
i | (1.38)
-0, = Fb“.li—T' sia, #0, surI'sx(0,7).
Dans ce contexte, u, désigne la vitesse tangentielle ou le taux de glissement, tandis que Fj

symbolise le seuil de frottement (ce dernier n’est pas déterminé a I'avance et est fonction du
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coefficient de frottement ainsi que de la solution du probléme). On peut choisir F}, de la fagon

suivante :

F, = F, (Ju) :M’O—V’7 (139)

ou p est positif et représente le coefficient de friction. Cette option dans (|1.46)) mene a la version

traditionnelle de la loi de Coulomb. Les options
Fb :Fb (Ul,) = Pr (U,,—h) et Fb:Fb (O'V) = Pr (u,,) (140)

sont en accord avec la condition de contact a conformité normale et de réponse immédiate
normale, respectivement. Dans ce contexte, p, est une fonction positive qui ne s’applique pas
aux arguments négatifs, c’est-a-dire en ’absence de contact.

On utilise fréquemment la loi de Coulomb pour les corps rigides ou élastiques. On note également
qu’il s’agit d'une loi de seuil. Il n’y a pas de glissement tant que le seuil n’est pas franchi. Ce seuil
n’est pas fixe et est tributaire de la contrainte normale, ce qui constitue un obstacle considérable
pour 'analyse mathématique de cette loi de frottement. ou p > 0 représente le coefficient de

friction.

Loi de Coulomb non locale généralisée

En fin de compte, nous introduisons la loi du frottement qui étend la loi antérieure. Considé-
rons l'opérateur R comme un régularisateur normal, c’est-a-dire un opérateur linéaire continu
qui agit de H~2(I") vers L2(I"). L’introduction de la régularisante R est motivée par des consi-
dérations techniques, en raison de l'irrégularité marquée de la trace du tenseur des contraintes

a la frontiere. On formule cette loi de la maniére suivante :

lo-| < up (|Ro,|)
lo;| < up(|Roy|) = i, =0 (1.41)

lo-| = up (|Ro,|) = il existe A > 0 tel que o, = —A,.
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oup:I's x Ry — R, représente le seuil de frottement qui satisfait les conditions ci-dessous.

(a) : il existe M > 0 tel que : |p(x,r)) —p(x,re)| < M |ry — 1o

pour tout r1,79 € Ry, p-pr € I's
i (1.42)

(b) : L’application : x — p(z,r) est mesurable sur I's, pour tout r € R

(¢) : p(x,0) =0,p-pr € Ts.

L’inclusion de 'opérateur R dans (1.41]) nous ameéne a qualifier ([1.41]) de loi de frottement non
local. On donne une version quasi-statique de la loi de frottement de Coulomb, utilisée dans la

littérature.

—0, = pl/(ul/ - h)

lowll < pu(uw — h).

sur I's x (0.7). (1.43)

Condition aux limites thermiques

Les conditions d’échange de la chaleur ponctuelle sur la frontiere I' sont habituellement
données par

§=0 sur T UL, x (0,7). (1.44)
k;ijemj = kZT(|U7—|> — ke(0 — QR) sur Fg X (07T) (145)

ou k;; sont les composantes du tenseur de conductivité thermique K., n; sont les composantes
de la normale n; 6 est la température de la surface ponctuelle,h,(.) est la puissance générée par
le frottement sous forme de chaleur, qui dépend de la vitesse tangentielle u, k. est le coeficient

de I’échage thermique et 0 est la température connue de la fondation.

1.5 Formulation des problemes piézoélectriques

Ce passage se concentre sur le cadre physique, les lois de comportement et les conditions

aux limites relatives aux problemes de piézoélectricité.

1.5.1 Cadre physique

Pour un matériau piézoélectrique, I's désigne la surface de contact qui constitue le cadre

physique. Dans le contexte de la modélisation des problemes de contact avec des matériaux
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FIGURE 1.2 — Le probleme électro-visoélastique.

piézoélectriques, nous prenons en compte le cadre physique illustré dans la Figure [1.2] On
envisage un corps déformable qui occupe un domaine limité Q C R4(d = 2,3), dont la frontiere
I' est de Lipschitz, et qui se divise en trois sections disjointes et mesurables 'y, ['s et I's d’une
part, et une partition de I'y JI's; en deux parties disjoints et mesurables I', et 'y, d’une autre
part, telles que mes (I';) > 0 et mes (I';) > 0. Soit 7" > 0 et soit [0,7] l'intervalle de temps en
question. Le corps est encastré sur I'y, alors le champ de déplacement est nul sur cette partie.
Des forces surfaciques de densité fy agissent sur I's et des forces volumiques de densité fy
agissent dans ). Nous supposons aussi que Sur [',, le potentiel électrique est nul et une charge
de densité surfacique g, est attribuée a I',. Le corps touche une base collante et conductrice
(avec ou sans friction) sur la section I's. Nous nous intéressons a des modeéles mathématiques qui
illustrent le changement de 1’état mécanique et électrique du matériau piézoélectrique durant la
période allant de [0, 7], avec T' > 0. En plus du champ de contraintes o = o(x,t) et du champ
de déplacement u = wu(z,t), nous intégrons le champ de déplacement électrique D = D(z,t)
ainsi que le potentiel électrique ¢ = ¢(x,t). Les fonctions a déterminer dans le probléeme de
contact piézoélectrique sont u : Q x [0,7] = R o : Q x [0,T] — S¢ o : Q x [0,T] = R
et D :Q x[0,7] — R. Dans le cas ou le processus est dynamique, I’équation du mouvement
pour le champ des contraintes est spécifiée par ’équation , tandis que si le processus est
quasi-statique, I’équation d’équilibre pour le champ des contraintes est définie par 1’équation
. L’équation d’équilibre pour le champ de déplacement électrique décrit ’évolution du
corps piézoélectrique.

DivD —qo=0 dans Q x (0,7,
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ol qo représente la densité de charges électriques en volume et « div » se réfere a 'opérateur de
divergence, soit div.D = (D, ;). Nous nous tournons désormais vers les conditions aux limites
sur I'1, ', T, et I'y. Premierement, étant donné que le matériau piézoélectrique est ancré sur
I'y, nous appliquons la condition aux limites de déplacement . De plus, la condition aux
limites de traction sur I'y est décrite par . Par conséquent, étant donné que le potentiel

électrique est nul sur I', pendant le processus, nous appliquons la condition aux limites.
=0 surl,x(0,7)

Nous tenons également a préciser qu'une charge électrique de densité surfacique g, est appliquée

sur I'y. Par conséquent, on a :
D.v=g¢q, surlyx(0,7T)

Afin de parfaire un modele mathématique dédié a un processus piézoélectrique spécifique, en
plus des équations d’équilibre et des conditions aux limites mentionnées précédemment, il est

nécessaire d’incorporer les lois de comportement ainsi que les conditions de contact.

Lois de comportement

Pour présenter la loi de comportement d’un matériau piézoélectrique, nous établissons le

champ électrique E(p) par 1’équation suivante :

E(p)=—-Vo=—(¢),

ou p,; = %. Il est possible d’exprimer une loi constitutive générale de matériau électro-

viscoélastique a mémoire longue et a endommagement sous cette forme.

o=Ae(i)  +G(e(u),a) (1.46)

A

D = CE(p) + &e(u). (1.47)
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ou A représente la fonction non linéaire associée a la viscosité, G symbolise un opérateur
non linéaire relatif a I’élasticité et B désigne une fonction constitutive générale non linéaire
dépendant de la variable interne d’état. a décrivant I'endommagement du matériau. E(p) =
—V représente le champ électrique, € = e;5, est le tenseur piézoélectrique d’ordre trois, £*
est sa transposée et C désigne le tenseur de perméabilité électrique. Lorsque A = 0 La loi

constitutive ((1.27)) se simplifie en la loi constitutive électro-élastique fournie par
t
o= Gle(u), @) + / B(t — s)e(u(s))ds — E*Vep.. (1.48)
0
On emploie 'inclusion différentielle suivante pour illustrer la progression du domaine de dégat.
& — kaa + 0¢k(a) 3 S(e(u), a).
ou K représente I’ensemble des fonctions admissibles de dégradation définies par
K={ac H(Q);0<a<1, ppdans Q}

, ou K est un coefcient positif, 0¢p désigne le sous-différentiel de la fonction indicatrice ¢y et

S est une fonction constitutive donnée qui décrit la source d’endommagement dans le systeme

Les conditions de contact

Dans cette partie, nous allons exposer les conditions de contact électrique liées aux problemes
piézoélectriques sur la section I's de la surface de contact. Nous étudions la situation ou la
fondation possede une conductivité électrique et ou son potentiel est fixé a ¢y. On considere

que la condition électrique a la surface de contact est définie par
D.o=19(uy—h)®(p—¢o) sur I3x(0,7),

ol 1 et ® sont des fonctions prédéfinies qui seront détaillées plus loin. Cette condition représente
une condition régularisée qui peut étre obtenue de la facon suivante. En ’absence de contact

(c’est-a-dire lorsque u, < h), il n’y a pas de charges électriques libres présentes sur la surface,
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et donc, la composante normale du champ de déplacement électrique disparait. Donc,
u, <h= D.v=0. (1.49)

Durant la phase de contact (c’est-a-dire lorsque u, > h ), on suppose que la composante normale
du champ d’électricité ou la charge électrique libre est proportionnelle a 1’écart entre le potentiel
de la base et le potentiel de surface du corps, multiplié par une constante positive [ servant de

coefficient proportionnel. Donc,
Uy, >h=D-v=1(p—¢p). (1.50)
Utilisons les combinaisons et pour parvenir a
D. v = IX[0,00) (s — 1) (¢ — @0) - (1.51)

oll X[o,00) Teprésente la fonction indicatrice de I'intervalle [0, 00), définie par

0 si r<Qo,
X[0,00) (r) =
1 si >0
La condition (|1.51f) illustre un contact électrique parfait et elle est en quelque sorte comparable

a la condition de contact bien établie de Signorini. On peut voir ces deux conditions comme

des sur-idéalisations dans de nombreuses applications.

1.6 Modélisation des problemes thermo-électro-élasto-
viscoplastiques

On considére un corps thermo-électro-viscoélastique occupant un domaine borné 2 € R(d=2,3)
avec une surface frontiere réguliere, divisée en trois sections disjointes I'1,I'y et I's, qui corres-
pondent aux conditions de bord mécaniques. D’une part, et en deux sections S; = I'y, (Sy = I'y)
pour les conditions thermiques. On suppose que mesl'; > 0. Le corps et I'obstacle rigide inter-

agissent de maniere bidirectionnelle avec friction sur la section I's. Prenons en compte l'intervalle
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temporel [0, 7] avec T' > 0. Le corps est intégré sur I'y au sein d’une structure fixe. Des forces
de traction surfaciques de densité f, sont appliquées sur I'y, tandis que des forces volumiques de
densité gy agissent dans ~y. Et d’une source de chaleur externe potentiellement appliquée dans
Q x (0,7, spécifiée par les fonctions g. Le corps est exposé a un potentiel électrique ¢ nul sur
I'1, tandis qu’il subit I'influence des charges électriques de densité surfaciques g» qui agissent

sur I's.

Lois de comportement

On peut formuler une loi constitutive générale de matériaux thermo-électro-élasto-viscoplastiques

dotés d’'une mémoire longue et d’endommagements sous la forme suivante.

o(t) = Ale(u(t))) + G(eu(t), alt)) + /0 10 (0(s) — A(i(®))), = (u(5))) ds+E"Vip (£) - MO (1)

(1.52)
D(t)=Ee(u(t)) — BV (p(t)) —PO(t). (1.53)
0 — div(KV6) = —MVi+q inQx(0,7). (1.54)

Ou A et G sont des opérateurs non linéaires représentent respectivement, 'opérateur de la
viscosité, opérateur d’élasticité, et B, E(¢) = =V, e = (e;), M, B, et P sont des opérateurs
de relaxation, champ électrique, piézoélectrique, dilatation thermique, tenseurs de permittivité

électrique.

1.7 Rappels d’analyse

Dans cette partie, nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans cette these, et
donnons quelques propriétés nécessaires pour 1’élaboration de ce travail. Dans ce chapitre, () est
considéré comme un domaine borné et Lipschitzien de R%(d = 2;3), comprenant une frontiere
I' réguliere et Lipschitzienne. De plus, nous examinons deux décompositions de I', a savoir
'=ryulyul'setI' =1, UTIY, avec une condition d’exclusion mutuelle pour les ensembles,
c’est-a-dire que I'; NI'; = @ si ¢ # j. Nous assurons que I'y, I'y, I's, ainsi que I'ensemble a
et 'ensemble b sont mesurables, avec des mesures strictement positives notées respectivement

pour chaque ensemble.
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Théoréme 1.7.1. (Rellih)

HY(Q) C L*(Q) avec injection compacte.

Théoréme 1.7.2. (Trace de Sobolev) Il y a une application continue et linéaire v : H*(Q)) —

L3(T) telle que yu = ulp pour u € CH(Q)

Remarque

L’espace mentionné ci-dessus, noté L*(T"), fait référence a I’ensemble de fonctions réelles sur
' qui sont de classe L2 au regard de la mesure de surface de I'. L’application v, aussi appelée
application trace, correspond a ’extension par densité de I'application v — u|. qui est définie

pour u € C*(Q). Il est & noter que I'opérateur de trace v : H'(Q) — L*(T") est compact. Nous

allons introduire les espaces de Hilbert suivants, liés aux variables mécaniques u et o

H= {u = (u;) tel que u; € JLQ(Q)} = (LZ(QDd

H = {0 = (0y5) tel que 035 = 0y € ]LQ(m} - (LZ(Q))de

Hy = {u = (u;) tel que u; € H'(Q)} = H' ()"

Hy ={o € H tel que 0y, € H}

Les espaces H, H, Hy et H; sont des espaces de Hilbert réels dotés de produits scalaires définis

respectivement par

(u,v)g = /Qu2 v dx
(o,7)y = /Qaij - Tidx
(u,v) i, = (u,v)m + (e(u), £(v))n
(0,7)3, = (0,7) + (Dive,Divr)y
ouce: H — H et Div: H; — H sont les opérateurs de déformation et de divergence, respecti-

vement, définis par et soit |.|y la norme associée, i.e.
1 :
e(u) = (eyi(w),  eiy(w) = 5 (wij +uzs), Dive = (0yy)

Soit X un espace de Banach, nous désignons par || la norme associée, en particulier les normes
associées aux espaces H, H, H; et H;

Puisque la frontiere I' est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a la frontiere est défini
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p-p- On emploie la notation v pour faire référence a la trace yv de v sur I', pour tout champ

de vecteurs v € H;. Il faut noter que 'application de trace v : Hy — Hr est a la fois linéaire

et continue, bien qu’elle ne soit pas surjective. On désigne par Hr 'image de H; sous cette

transformation, et ce sous-espace s’injecte continuellement dans L.2(T")?. Notons H}. comme

étant le dual de Hr, et (.,.) comme le produit dual entre H{. et Hp. Pour chaque o € Hy, on

peut trouver un élément ov appartenant a Hj. tel que
(ov, fyv)HzrxHF = (0,e(v))y + (Divo,v)y,Yv € H;.
En outre, si o est assez régulier (par exemple C' ), nous avons la formule
(ov,yv) = /Fau -vda,Yv € Hy
Donc, pour o assez régulier nous avons la formule suivante (Formule de Green)
(0,e(v))y + (Dive,v)g = /FO'I/.Uda, Vv € Hj.

Nous définissons les sous-espaces fermés de L?(Q) et H*

Y ={vel?(@Q)/e;(v) e L(Q)} = H'(Q), V ={veH |v=0surl}.

(1.55)

(1.56)

Puisque mes I'y > 0, I'inégalité de Korn s’applique sur V', alors, il existe une constante Cx > 0

dépendant uniquement de Q et I'; telle que

le(0)lu = Cklvlm,, Vv € Hy.

Nous considérons sur l'espace V', le produit scalaire donné par

(u,v)y = (e(u),e(v))y, Yu,veV,

et soit| - |y la norme associée, c’est a dire.

vy = [e(v) |3, Vv € V.
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Selon linégalité de Korn, | - |g, et | - | sont des normes équivalentes sur 'espace V', ce qui
signifie que (V.| - |y) constitue un espace de Hilbert. De plus, selon le théoréme du tracé de

Sobolev, il existe une constante Cy qui dépend uniquement de 2, I'; et I's telle que
|U|L2(r3)d < colvly, Vv € V. (1.59)

De plus, on note par V' I'espace dual de V' et par Y’ celui de Y. Nous utilisons les notations
(., Jvixv et (., .)yrxy pour représenter la dualité entre V',V et Y'Y respectivement. Dans
la suite, nous allons établir les espaces de Sobolev liés aux variables électriques (champ de
déplacement électrique D et potentiel électrique ) des problémes électro-mécaniques qui seront

présentés dans la seconde partie de cette these. Soient les espaces

W={D= (D)) \D; € L*Q),divD e L*Q)}

w={¢e H(Q) \(=0surTl,}

ou divD = (D;;;) : Ces espaces W et W sont des espaces de Hilbert réels équipés des produits

scalaires définis par

(D, E)W = (D, E)LQ(Q)d + (le D, div E)LQ(Q)
(@7 ¢)W = (VQO, v¢)L2(Q)2

et leurs normes associées | - |y et | - |y, respectivement.
DIy = [DRagqye + [ div Dffei),  lelw = [Volr@p
Etant donné que mes (I'y) > 0, I'inégalité de Friedrichs-Poincaré est respectée, donc,
Vélw < eplélma), VE € W. (1.60)

ou Cr > 0 est une constante qui dépend exclusivement de Q et Iy, et V& = (€ ;). Il s’ensuit
de (1.60) que | - |, ) et |- |w sont des normes équivalentes sur W et donc (W, |- |w) est un

espace réel de Hilbert. De plus, par le théoreme de trace de Sobolev, il existe une constante ¢,
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strictement basé sur 2, ', et I's, de telle sorte que.

I€l2ry) < Colélw, VEeW. (1.61)

De plus, il convient de noter que lorsque D € 1L2(2)? est une fonction réguliere, la formule de

Green est respectée.
(D, vg)LQ(Q)d + (le D,f)LZ(Q) = /FDI/ : fda,‘v’f S H1<Q) (162)

Pour des précisions supplémentaires concernant les espaces de Sobolev, nous suggérons au

lecteur de se référer a [37, [38], [12].

1.8 Triplet de Gelfand

Dans cette section nous rappelons la définition d’un triplet de Gelfand. Pour cela on va

commencer par un rappel sur le théoreme de représentation de Riesz-Fréchet

Théoréme 1.8.1. Considérons un espace de Hilbert noté H et son espace dual désigné par H'.

Ainsi, pour chaque ¢ € H', on peut trouver de maniére unique un f € H tel que

(o, V)mxn = (f,v)g, YveH

On a de plus

e = | flu

Démonstration. . La signification de ce théoreme réside dans le fait que toute forme linéaire
continue sur H peut étre représentée par le biais du produit scalaire. L’application ¢ +—— f
constitue un isomorphisme isométrique qui facilite I'identification entre H et H’. Considérons
maintenant l'espace de Hilbert réel H tel que V' y est dense et que l'inclusion V' C H est
continue. On reconnait H et H'. Appelons V' le dual de I'espace vectoriel V. On peut donc

étendre H dans V' grace au procédé suivant : étant donné f € H, l'application v € V — (f,v)y
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est une forme linéaire continue sur H et a fortiori sur V' ; on la note T'f € V' de sorte que
(Tfav)V’XV = (f?U)H7vf € H,V’U eV

On s’assure que T : H — V' satisfait les conditions suivantes

(1) [Tf|v+ < C|f]sr pour tout f € H,

(2) La fonction T est injective,

(3) L’image de H par T est dense dans l'espace dual V'.En régle générale, la transformation 7'
n’est pas surjective de I'espace H vers 'espace V'. Grace a 'utilisation de T, nous prolongeons

H dans V', ce qui nous donne le schéma.
VCH=HCV (1.63)

ou les injections canoniques sont a la fois continues et denses. On désigne ce triplet par I’ap-

pellation de triplet de Gelfand. On qualifie souvent H d’espace pivot. O

1.9 Equations et inéquations variationnelles d’évolution

Nous débutons ce passage par un bref rappel sur des opérateurs fortement monotones et de
Lipschitz. On prend en compte un espace de Hilbert V' équipé du produit scalaire (.,.)y et de
la norme associée |,,, ainsi que V", le dual de 'espace V, en désignant par (.,.)y xy le produit

dualité entre V et V.

Définition 1.9.1. L’opérateur A :V — V' est dit (a) monotome si
(Au — Av,u — v)yiwy > 0,Yu,v €V
(b) fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

(Au — Av,u — v)yrxy > mlu —vly, Yu,v €V
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(c¢) de Lipschitz s’il existe L > 0

|Au — Avlyr < Llu —v|y, Vu,v eV

(d) est hémicontinu si pour chaque suite numérique On a une suite (\,) dans R telle que A,

converge vers \ lorsque n tend vers +00.

(A(u+ Av),w)yyy = (Alu+ M), w)yixy quand n — +ooNw € V.

En utilisant la définition précedente, on a le résultat suivant
Proposition 1.9.2. Tout opérateur de Lipschitz est hemicontinu.

Corollaire 1.9.3. Considérons X un espace de Hilbert doté du produit scalaire (.,.)x et de
la norme associée | - |x.Considérons A : X — X comme un opérateur fortement monotone et
Lipschitzien. Pour chaque f appartenant a l’ensemble X, il existe un unique élément u dans X

tel que l’équation Au = f est satisfaite.

La précédente déduction est un cas spécifique du théoreme de Minty-Browder (référez-vous
par exemple a [14] p.88).
Inégalité cle Friedrichs-Poincaré

Soit mes I', > 0. Alors il existe une constante Cr > 0 qui dépend seulement de € et I,

telle que
\Volu > Crlolai), YeeW
dp;
Vo =
14 81‘]‘

Théoréme 1.9.4. Soit (u, ) une suite bornée de X. Il existe alors un élément u € X et une
sous-suite de (‘u, ) encore notée (u,) telles que u, — u.

Fonctions convexes-Semi-continuité inférieure

Convexité

On étudie une fonction ¢ définie sur un espace vectoriel réel X dont les valeurs se situent

dans lintervalle | — oo, +00]. On dit qu’une fonction est propre si elle n’est pas identiquement
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égale a 400, ce qui signifie qu’il eziste un ug € X tel que ¢ (ug) < +00. On dit que la fonction

© est convexe Si

o(tu+ (1 —t)v) <tp(u) + (1 —t)p(v), Yu,ve X,t€0,1].

La fonction ¢ est dite strictement convexe si cette derniere inégalité est stricte pour tout u,v €
X tels que u # v. Pour toute fonction ¢ : X —] — 00, +00|, on définit le domaine et ’épigraphe

de @ respectivement par

Dy ={ue X |pu) <+oo}

epi o = {(u, ) € X xR | p(u) < a}

Il est évident que 1'on peut tirer les conclusions suivantes :
1) ¢ est propre si et uniquement si Dy # ¢.
2) Si p est convexe, alors son domaine est un ensemble convexe de X.

3) ¢ est convexe si, et seulement si, I’épi de ¢ constitue un ensemble convex dans X x R.

Semi-continuité inférieure

Une fonction ¢ : H —] — 00, +00] est dite semi-continue-inférieurement (s.c.i.) en ug € H si

liminf o(u) > ¢ (up)

uU—uUQ

Une fonction est dite s.c.i. sur K C H si elle est s.c.i. en tout point de K et elle est dite s.c.i.si

elle est s.c.i.sur tout H.

Théoréme 1.9.5. . Soient (V,||,) un espace de Banach réel réflexif avec son dual (V',||.) et
K C V un ensemble non vide conveze et fermé. On considére j : K — R une fonctionnelle
convexe semicontinue inferieurement et propre et un opérateur A : V. — V' hémicontinu et
fortement monotone, c’est- a-dire

(a)3a > 0 tel que (Au — Av,u —v)y > aju —vl}, Vu,veV.

(1.64)
(b)Yu,v € V, Uapplication t € [0,1] — (A(1 — t)u + tv,u — v)y, est continue..
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Alors, pour tout f € V', il existe u € K unique tel que

(Au,v —u)y + j(v) — j(u) > (f,v —u)y, YveK. (1.65)

Théoréme 1.9.6. Soit V. C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A : V. — V' un opérateur
hemicontinu et monotone qui satisfait

a) (Av,v)yiey > wlull + A\ Vo e V,

b) |[Avly: < Cy (July +1), YvelV.

Pour des constantes w > 0, C; > 0, et un A\ € R. Soit ug € H et f € L?(0,T;V"), alors une

unique fonction u existe telle que

u € L*0,T;V)NC(0,T; H),uw € L*(0,T; V")
w(t) + Au(t) = f(t), p.p.t €10,T]

u(0) = wug

Théoréme 1.9.7. Considérons un triplet de Gelfand V- C H C V', ou K est un ensemble
conveze, fermé et non vide dans V' ; et soit donnée une fonction a(.,.) : . V x V. — R désigne

un opérateur bilinéaire, continu et symétrique tel que pour des constantes spécifiques ¢ > 0 et

Co,

a(v,v) = colvly > Cv3, Vo € H

Donc, pour chaque ug appartenant a K et chaque f dans L>(0,T; H), il existe une fonction
unique u qui répond a

u € L20,T;V)nWh2(0,T; V")

et que u(0) = ug, u(t) € K, pour tout t € [0,T],

(@(t), v — u(t))vrv + au(t),v —u(t)) = (f(£),v = u(t))m, Vv € K, p.p.t €[0,T],

Théoréme 1.9.8. Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.) et la norme |/./.

On identifie H et son dual. Soit V' un autre espace de Hilbert de norme [.|. On suppose que

VcHcCV
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Soit T' > 0 fixé, pour presque tout ¢t € [0,7] on se donne une forme bilinéaire a(t;u,v) :
V x V' — R vérifiant les propriétés
i) La fonction t — a(t;u,v) est mesurable Yu,v € V.
ii) a(t;u,v) < Mullv| p.p.t € [0,T],Vu,v € V.
i) a(t;v,v) > allv||* = Clv|* Yo eV, pptel0,TVveV,
ot a > 0, M et C sont des constantes, ug € H et f € L? (0,T;V’). Alors il existe une fonction
unique u telle que

d
w e LX(0,T;V) N C(0,T; H) ot - € L? (0,T; V"
dt

(2(8),0) +alts ult),v) = (f(),v),p-pt € [0,T), VweV,

u(0) = ug

Dans cette partie, nous allons présenter une formulation du théoréme de Cauchy-Lipschitz (voir

par exemple ([25], p.48).

Théoréme 1.9.9. Considérons l'espace de Banach réel (X,|-|x) et notons F(t,) : X — X est

un opérateur défini sur [0,T]. qui répond aux critéres suivants

il existe L > 0 tel que
|F(t,l‘) - F(t7y)|X < LF|‘T - y|Xa\V/$7y S X7p ‘pte [O7T]7

il existe 1 < p < oo tel que F(.,xz) € LP(0,T; X )Vx € X.
Alors, pour tout xg € X, il existe une fonction unique x € W1P(0,T; X) telle que

©(t) = F(t,z(t)), p.pttel0,T]

Proposition 1.9.10. Si u,v € L%(Q), on a linégalité de Cauchy-Schwartz

|(w, 0)| < fulfv].
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1.9.1 Théoreme du point fixe de Banach

ans cette these, le théoreme du point fixe de Banach sera employé ultérieurement pour
D tte these, le th d t fixe de B h 1 It t
prouver 'existence et I'unicité de la solution. Considérons un espace de Banach X avec la norme
|.|x, et supposons que K est un sous-ensemble de X. Nous avons également un opérateur

: éfini sur ce dernier. Nous nous préoccupons de l'existence d’une solution a
A K — X défi d N de l'exist d’ lut
I’équation.

Alu) =u,u € K. (1.66)

Une telle solution de (1.66)) s’appelle un point fixe de A dans K.

Théoréme 1.9.11. ( point fixe de Banach)
Considérons K une partie non vide et fermée de [’espace de Banach X, et A : K — K une

fonction de contraction, c’est-a-dire, Ik €0, 1] tel que
|Au — Avlx < klu —v|x,Yu,v € K

I1'y a donc un seul élément u dans K tel que A(u) = u, c’est-a-dire, A a un point fixe unique
dans K. N’oublions pas que les puissances de 'opérateur A sont définies de maniere récursive
par

A" =A (A”fl) pour n > 2.

Théoréme 1.9.12. Dans le méme contexte que le théoréme (L.67)), nous supposons que A™ est

une contraction pour un certain entier n > 2. Ainsi, A posséde un seul point fixe dans K.

1.9.2 Compléments divers

Nous soulignons ici les lemmes traditionnels de la sorte Gronwall qui jouent un réle dans une
multitude de problemes d’estimation et de majoration d’erreur, spécifiquement pour démontrer
I'unicité de la solution. Pour obtenir davantage d’informations sur les rappels présents dans

cette section, on peut se référer a [30], par exemple.
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1.9.3 Lemmes de type Gronwall

Lemmes
Soit (m,n) € C(0,T;R) tels que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tous ¢t € [0,7], o a est une

constante non négative et ¢ une fonction dans C(0,7;R). 1. Si

o(t) < a+/0tm(s)ds+/0tn(s)¢(s)ds, vt [0,7],

alors
b(t) < (a + [ tm(s)ds) exp ( / tn(s)ds) Ve 0,T],
2. Si
o) <m(t)+a- [ ofs)ds, veel0.7)
Alors

/Ot P(s)ds < T /Otm(s)ds, vt € [0, T,

pour une situation spécifique Pour m = 0, la partie (1) de ce lemme se transforme en

Corollaire

Soient n € C(0,T;R) telle que n(t) > 0 pour tout t € [0,7],a > 0 une constante et

¢ € C(0,T;R) une fonction telle que Si

o) <a+ | “n(s)o(s)ds, Vt e[0T,

alors

o(t) < aexp (/Otn(s)ds) ,Vt € [0,T]

On utilise fréquemment le corollaire de présidence pour démontrer 'unicité de la solution,
comme suit. On envisage deux solutions, en notant ¢ la norme de leur différence, on cherche

par la suite a majorer ¢ sous la forme suivante :

6(t) < [ n(s)ols)ds, Vi€ [0.7),
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avec une fonction spécifique n > 0. Le corollaire présidant entraine directement 'invalidité de

o.

1.9.4 Sous différentiabilité

Nous considérons partout dans ce paragraphe que X est un espace normé, X’ I'espace dual

de X et K un sous-ensemble de 'espace X.

Définition 1.9.13. . On appelle fonction indicatrice de K, la fonction xx définie par

0size K,
XK = (1.67)
+oo six ¢ K.
Il est important d’introduire des notions telles que la sous-différentiabilité et le sousgra-

dient d’une fonction. La notion de sous-différentiabilité intervient fréquement en mécanique et

notamment dans la mécanique du contact.

Définition 1.9.14. Soit une fonction j: X — R et u un élément de X tel que j(u) # doo Le

sous-différentiel de j en u; noté 0j(u) est l'ensemble de X' défini par
0j(u) = {u’ €X' :j(w) >j(u)+ (W, v—u)y, 0 E X}.

Tout élément u’ de I'ensemble 0j(u) est appelé sous-gradient de j en u : La fonction j est
dite sous-différentiable en w si 9j(u) # &, et on dit sous-différentiable si elle I’est en tout point
u de I'espace X. Dans le cas d'un espace de Hilbert X, le sous-différentiel de 5 en u peut aussi

étre écrit comme
9j(u) = {u" € X : j(v) > j(u) + (v,v —u)x ,Yv € X}.

Maintenant nous supposons que K est un convexe non vide. Nous considérons la fonction
indicatrice yx de I'ensemble K. Nous avons si u ¢ K alors Oy x(u) = &. Supposons alors que

u € K. Il vient que si v’ € Oxk(u) alors
(W' v —u) gy <0,V € K.
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Nous pouvons ainsi caractériser le sous-différentiel Oy d’une fonction indicatrice yx d’un

ensemble convexe non vide

Oxk(u) = {u' e X' (v, v—u)y, x <0,Vve K}.

1.10 Quelques theoremes d’existence

Nous citons certains theorémes utilisés dans cette these, pour avoir plus de détails sur les

rappels figurant dans cette thése, nous proposons de voir par exemple [25].
Théoréme 1.10.1. (L’inégalité de Korn ) Supposons que mes I'y > 0, alors il existe une
constante C' > 0 qui dépend de 2 et 'y telle que :

le(w)lw > Cluln,

Théoréme 1.10.2. (Lax-Miligram) Soit X un espace de Hilbert, soit a : X x X — R une

fo bilinéaire, continue et coercive. Alors
Ve X, lue X tel que a(u,v) = f(v) Yve X

Théoréme 1.10.3. (Minty-Browder) Soit X un espace de Banach, et soit A : X — XX
une application non linéaire fortement monotone et de Lipschitz c’est-a -dire qu’il existe des

constantes M, m strictement positives telles que :

(Aug — Aug,uy — Ug) x oy = MUy — U] Yug,up € X

|AU1—AUQ|X§M|U1—U2|X, Vul,uQEX

Alors : pour tout f € X, il existe u € X unique tel que : Au= f. .

Théoréme 1.10.4. Si A est un opérateur linéaire, continue et définie positif et A Si H est un
ensemble convexe fermé non vide, alors l'inégalité variationnelle elliptique.
ue K, (Au,v —u)yg > (f,v—u) YveH.

posséde une solution unique u € K.
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CHAPITRE 2

ETUDE D'UN PROBLEME DYNAMIQUE
THERMO-VISCOELASTIQUE

Nous considérons un probleme de contact dans le cas dynamique entre un corps thermo-
viscoélastiques avec longue mémoire et une base rigide.
Le contact est modélisé par une condition sous-différentielle généralisées. Des résultats d’exis-
tence et d’unicité résultent de solutions faibles sur les champs de déplacement et de température
ont été prouvés, La démonstration est basée sur les inéquations d’ivolution non linéaires de pre-
mier orde, les équations variationnelle du type paraboliques de premier ordre de point fixe mais
aucune approximation numérique n’a été effectuée.
Ici nous proposons un schéma numérique pour 'approximation des champs de solutions afin
d’élaborer une analyse numérique générale des estimations d’erreur. Les résultats théoriques

sont ensuite illustrés par différentes simulations numériques.

2.1 Formulation du probleme mécanique et hypotheses

On se place dans le cadre des problemes mécaniques et on considere que le corps est thermo-
viscoélastique, dont la loi constitutive dépend d’une variable d’état, représente la température

. La condition aux limites est modélisée par une condition générale du type sous différentielle.
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2.1. FORMULATION DU PROBLEME MECANIQUE ET HYPOTHESES

Ce modele mathématique nous conduit au probleme mécanique suivant.
Probléme?P. Identifiez le champ des déplacements u : 2x [0, 7] — R?, le champ des contraintes

o :Qx[0,T] — S% la temperature § : Q x [0,7] — R, pour t € (0,7T) : tels que

o(t) = As(a(t)) + Ge(u(t)) + /Ot B(t — s)e(u(s))ds — 0(t)C. dans € x (0.7). (2.1)

it=Divo+fy dans Qx (0.7). (2.2)

u(t) =0 dans T (2.3)

oty = fo(t) dans Ts. (2.4)

u(t) e U, o(w)—p(at) > —a(t)y- (w—u(t)) YweUsur Tsx (0.T). (2.5)
0(t) — div(K,VO(t)) = —cijgif;(t) +q(t) dans (. (2.6)

- kijgjj(t)ni = k(6(t) — ) sur T (2.7)

0(t) =0 sur T, UTD,. (2.8)

0(0) =0, dans €. (2.9)

u(0) =ug, u(0)=v, dans . (2.10)

L’équation ([2.1]) est la loi de comportement thermo-visco-élastique a mémoire longue du corps,
I'opérateur élastique est désigné par €, C, := (¢;;) correspond au tenseur de dilatation thermique
et B représente le tenseur de relaxation qui définit la mémoire a long terme du matériau. Dans
un cas spécifique crucial. L’équation ([2.2]) représente I’équation du mouvement. L’équation ([2.3])
correspond a la condition de déplacement et la condition de traction. Sur la surface de

contact, la relation générale (2.5)) est une condition limite sous-différentielle, vérifiant

D) Cc U C Hy,

o, est le vecteur de contrainte de Cauchy sur la frontiere de contact. K. := (k;;) symbolise le
tenseur de conductivité thermique et ¢(t) correspond a la densité des sources de chaleur vo-

lumétriques. Les conditions aux limites de température associées sont données par (22.7))-(2.8)),
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2.1. FORMULATION DU PROBLEME MECANIQUE ET HYPOTHESES

ou fr représente la température de la fondation et k. désigne le coefficient de transfert ther-
mique entre le corps et ’obstacle. Enfin dans —, g, Vo, 0y représentent les conditions
initiales.représente I’équation de conservation de 1’énergie ou q est la quantité de chaleur
dans Q. Pour I'étude du probléme mécanique (2.1)—(2.10]), nous supposons les conditions sui-
vantes (voir. [23],33]) :

Nous donnons maintenant les hypotheses sur les données du probleme.

L’opérateur de viscosité A, défini comme suit :

A Q x S;— Sy, respecte les propriétés usuelles suivantes.

(1) Ao-1=0-Ar VNo,7 € Sy, p.p. in Q;
(77) il existe ma > 0 telle que (2.11)

AT -7 >mylT]? V1 €Sy p.p.in Q.

Supposons que 'opérateur d’élasticité G : 2 x S — S? satisfait

(a) Il existe Lg > 0 tel que

”g (17,61) -G (ZE,€2)” < Lg ||€1 — 82” Y €1,E2 € Se P-P- T € Q,

(2.12)
(b) l'application x — G (x,¢) est lebesgue mesurable sur Q ,V ¢ € ¢,
(c) lapplication x — G (z,0) € H.
Le tenseur de relaxation B : [0, T] x ©Q x Sq — Sy, satisfait
(i) BeWh=(0,T; L%(Q));
(ii) B(t)o-7=o0-B(t)r (2.13)
Vo, 7 Sq, p.p-t € (0,T), p.p. sur €.
Nous supposons que les forces volumiques et les tractions surfaciques satisfont
fo € WY(0,T; H), fo € WY(0,T; L*(T'5)%). (2.14)
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2.1. FORMULATION DU PROBLEME MECANIQUE ET HYPOTHESES

Concernant les tenseurs thermiques et la densité des sources de chaleur., on suppose que

Ce = (Ci]’), Cij = Cjj € LOO(Q), qc W1’2(0,T; L2<Q)) (215)

Les données thermiques aux limites satisfont

k. € LR, 0p € WH2(0,T; L*(T3)).

Le tenseur de conductivité thermique vérifie les propriétés usuelles de symétrie et d’ellipticité.

On suppose que les données initiales vérifient les conditions ([2.9))—([2.10).

w eV, voeVNHINY, 6, L*Q). (2.16)

Sur la zone de contact, la fonction suivante s’applique.

verifie

(i)tp : V' — R est bien définie, continue et convexe;
(ii) il existe une suite de fonctions convexes différentiables B(t)o - 7 = o - B(t)T
(Y1) 1V — R telle que Yw € L?(0,T;V),
Jo n(wn(t)) dt — [§ (w(t))dt,  for n — +oo;
(2.17)
(iii) pour toutes les suites (w}) et w sur W12(0, T; V) telle que
wi — w, w; — w* faiblement dans L?(0,T;V), donc

lim inf, oo f) tn(w? (1)) dt > [ (w*(t)) dt;

(iv)Vw € V, (w = 0 dans I's = Vn € N, ¢! (w) = Oy).

Yl (w) désigne la dérivée de Fréchet de i, & w.
En appliquant la formule de Green, on dérive la formulation variationnelle du probleme méca-

nique. P sous sa forme abstraite comme suit :
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2.2. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE

Probléme PV :
Trouver le champ des déplacements u : [0,7] — V, le champ de température 6 : [0,T7] — E

pour t € (0,7 tels que.

((t) + Au(t) + Bu(t) + CO(t), w — u(t))yixvy + </Ot B(t — s)e(u(s)) ds,e(w) — 5(u(t))>
+ Y(w) —p(aft) =

H

(fo(t),w —u(t))yixy Yw €V, (2.18)
0(t) + KO(t) = Ru(t)+Q(t) sur F (2.19)

Les opérateurs et les fonctions A, B : V - V', C: F -V K:FE — FE,R:V — F,
f:00, 7] = V' and Q : [0,T] — E’ sont définis par Vv € V.Vw € V¥V € E,Vn € E :

(Av, w)yrwy = (A(ev), ew)y;

(B, w)yixy = (G(ev), ew)y;
(CT,w)yrxy = —(CT,ew)y;

(F(0), wyvrixy = (fo(t), w)a + (f2(t), w) L2(ry)e;

(Q( E’E—/ kOr(n da+/ t)n dx;
<KTnEle_Z/U87—and —i—/kT nda;
3,j=1 a'rj

8112-
<RU,77>E'xE = —/QCij(%jnd$~

2.2 Résultat d’existence et d’unicité

Le résultat principal concernant la formulation du probleme. PV : est le suivant (voir pour

plus de détails [23]) :

Théoréme 2.2.1. Admettons que (2.11)—(2.19) soient satisfaites. Donc, il n’y a qu’une seule
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solution. (u,0) au probléme PV de régularité.

ue W20, T, V)N Wh>(0,T; H)
(2.21)

0 € WL2(0,T; E) N WL(0,T; F).

Montrons que les hypothéses de (2.21)) sont vérifiées.
L’idée est de transformer l'inégalité du second ordre en une inégalité du premier ordre, en
utilisant 'opérateur monotone, la convexité et les arguments de point fixe.
Ce processus se déroulera en plusieurs étapes.

Introduisons mentenant la variable de vitesse
t
v="1u telle que wu(t)=wuop —|—/ v(s) ds.
0

Le systeme du probleme PV s’écrit comme suit, pour. ¢ € (0,7) :

ut) = u0+/0t'v(s)ds; (2.22)

(5(2) + Av() + Bu(t) + OO0 w — o0y + ([ Bt~ s)e(uls) ds.e(w) ~ elvlt)))
+o(w) —¥(ov(t)) = (f(t),w —v(t)vxv, (2.23)

YweV, 0t)+ K01t = Ro(t)+Q(t) in E'; (2.24)

v(0) = vy, 6(0) = b (2.25)

avec la régularité.

ve WH(0,T; V)N Wh=(0,T; H)

0 € Wh2(0,T; E)NWh>(0,T; F).
Différentes formulations abstraites concernant ’existence et 'unicité des résultats sur les inéga-
lités variationnelles paraboliques de seconde espéce ont été trouvées dans la littérature, selon
les hypotheses sur les opérateurs et les données (voir par exemple [32], 13, 30]).
Nous utiliserons une version tirée de ([I3], p. 46), suffisante pour notre proposition et que nous

rappelons ci-dessous.

Théoréme 2.2.2. Soit A:V — V' est linéaire continue satisfait la condition semi-coercitive
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sutvante :

Jey €R,3e; >0, Yw eV, (Aw,w)yiwy + ci||wl]? > cof|wl}

et {1; ()} vérifier les hypothéses (2.17),F € WH2(0,T; V"), et vg € V : il existe une suite
(vg) dans V', il existe une suite bornée (hy,) dans H telle que vy — vy sur V et pour tous
n e N,

(AUSL,U’WW + <,l7Z);L (Ug) aw>lev = (hmw)Hv Vw eV

alors il existe un unique v, telle que.
v e W0, T; V)N Wh=(0,T; H)
Satisfait,

(0(t),w —v(t)yxv + (Av(t), w — v(t))vixy + Y(w) —Y(v(t))
> (F(t),w—vt)yxv, YweV, pp.te(0,T)et v(0)=uvp.

On peut appliquer le Théoreme : car nous avons a partir de la définition de A et en

utilisant (2.10]) telle que
Vw eV, (Aw, )y > ma ([wl]} - [w]})

Les conditions sur vy dans (2.17) impliquent I'existence d’une suite (v}) dans D(Q)? telle que

vy — Vo pour || - [|gz(qya. Alors
W, () =0y, V€N

et

h, := Avy = — Div (A (ev])) — — Div (A (evy)) = Avg sur H

Ainsi on définit une suite bornée ( h,, ) dans H.
Pour continuer, nous supposons dans la suite que les conditions (2.10)-(2.18) lesquelles du

théoréme [2.2.2] sont satisfaites.
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Soit

W= {n € W"(0,T:H),n(0) = G (o) — 6oC. }
On commence par le lemme suivant.

Lemme 2.2.3. Pour tout n € W, il existe un solution unique v, telle que.
vy, € WH(0,T;V)NWh>(0,T; H)
satisfait,

(0(t) + Avy(1), w = vy (1)) oy + (1), €(w) — € (vy(1))),,
H(w) =4 (vy (1) = (f(1),w = vy(t)) 1y

(2.26)
VweV, ppte(0,T)
UU(O) = 9.
De plus, dc > 0 telle que Vn1,me € W :
2 t 2 t 2
”UUQ(t) — Uy (t)HH +/O va - vmz”v < C/O ”771 - 772HH> Vi e [0>T- (2-27)

Démonstration
Soit n € W. l'existence et 'unicité de v, découlent directement du théoreme 2.2.2 , ou l'on

applique F défini pour tout ¢t € [0, 7], par :

(F(&), whyrxy = (f(t), whyxvy — (), e(w))n, Yw eV

Les hypotheses de (2.13) impliquent que F € W12 (0,T;V’). Mentenant soit 7,70 € W.
sur (2.1) prenons (n =, w = v,,(t)), alors (n =2, w = v, (t)). En additionnant les deux

inégalités, on en déduit que pour ¢ € (0,7)

<@TI2 (t) - @771 (t)a Ui, (t> - Uy (t)>vf><v + <AU772 <t> - Avm (t)v Ung (t) — Up (t)>V/><V

< —(m2(t) —m(t), e (v, () — € (v, <t)))7-t :

En intégrant ensuite sur ( 0,¢ ), depuis (2.17))(iii) et a partir de la condition initiale sur la
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vitesse, on obtient :

Ve 0,7], on(t) = 0 O+ ma [ [00s(5) = 0y, () ds
<= [ () = m(s). (0s) — £ (@,(9)) ds+ms
x [ () = 03, (5) 1 ds

On conclut que Je > 0 telle que Vi, 7m0 € W, Vt € [0,T] :

[0, (8) = 03 (157 + 5 100, (5) = 0 (5)][5 s
(2.28)

< e i Im(s) = ma(9)ll3e ds + ¢ J§ [0 (5) = vy, ()]} ds.
Soit 7 € [0,T] fixé . On a Vt € [0, 7] :
o) = o (O3 < ¢ [T lm(s) = ms) B+ ¢ [ Nonals) = v (I ds

En utilisant ensuite 'inégalité de Gronwall, on obtient V7 € [0, T :

o (1) = v (DI < (e [ Ims) = m(s)l5,)

Finalement, en intégrant la derniére inéquation et en reportant le résultat dans (2.28)), on
obtient (2.27)). Nous appelons ici et par la suite ¢ > 0 une constante générique dont la valeur

peut changer d’une ligne a l'autre.

Lemme 2.2.4. Pour tout n € W, Il existe une solution unique.

0, € WH(0,T; E) nWh>°(0,T; F)

satisfaits
0,(t) + K0,(t) = Rv,(t) + Q(t), sur E', pp.te(0,T), (2.26)
6,(0) = by.
De plus, dc > 0 telle que Vn1,me € W :
1By — ) (B)]17, (2) < C/ [y, (s) = v (s)lly ds, vt € [0,T]. (2.30)
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et

. . 2 t
[600) = 600, < [ on = vl ppete @), (2:31)

Démonstration
Le résultat d’existence et d’'unicité vérifiant((2.28]) Résulte du résultat standard sur I’équation
d’évolution de premier ordre, qui peut étre considéré comme une application spécifique du

théoreme 2.2.2 appliqué au triplet d’évolution de Gelfand. (voir par exemple [33], p. 416) :
ECF=F CF

Nous nous assurons que l'opérateur K : £ — E’ est linéairement continu et fortement mono-

tone. A partir de 'expression de cet opérateur R,
v, € WH(0,T;V) = Rv, € W"*(0,T; F)

comme @ € W2 (0,T; E') Alors Ru, + @ € W2 (0,T; E'). Maintenant pour 7y, 7s € W, nous

avons pour t € (0;7) :
{0y (1) = O, (£), 00, (8) = 0 (1)) 4 (KO, (8) = KO (1), 0, (1) = 0, () 1
= (Ruy, (1) — Rup,a(t), 05, (1) = 03 (0)) s -

En incorporant ensuite la propriété la plus récente sur (0, ¢), en faisant appel a la forte monotonie
de K ainsi qu’a sa continuité lipschitzienne. de R : V' — E’, nous en déduisons ({2.6). Pour
continuer, a partir de

0, € L*(0,T; E)
et de (2.5) ce qui implique

0,(t) + K0,(t) = Ru,(t) + Q(t) p.p. t € (0,T) = 6, € L*(0,T; E')

nous en déduisons que

6, € C([0,T]; F)
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Pour ny,m2 € W, on a pour t € (0;7) :

(O, (1) = O3, (8), 00, (8) = 0 (1)) A (KO, (8) = KO (1), 0, (1) = 0,,(0))

— <R’Uﬂ71 (t) - R’u’m (t)’ 9771 (t) - 9772 (t>>

E'XE

En intégrant la derniére propriété sur (0,), et avec des arguments similaires, on en déduit

|60 =00 < [ ety — g, Dbt € (0,7)

et (2.6) est le suit.
Démonstration de Théoreme 2.2.1
Nous disposons désormais de tous les éléments nécessaires pour prouver le théoreme 2.2.1 .

Considérons l'opérateur A : W — W défini par pour tout n € W :
t
A1) = G (& (g () + [ Bl = )z (ugfs) ds — 0,01, 51 € 0.7]

ol

t

U, (t) = ug —|—/ v,(s)ds,Vt € [0,T]; u, € W**(0,T;V)

0

Ensuite, de (2.11]), (2.12)) et du lemme 2, nous déduisons que pour tout 71,7, € W, pour tout

tel[0,7]:

1AL (t) = Ana(8) 3, < el1(B, () = 00) (D)1 + C/Ot V3, (5) = vpa (5)I5, ds

t
<e [ (s) = (o)} ds

De ([2.12) et (2.11)), nous avons

2

([ B = 5)e (un () ds = [ B(t = )= () ds )

H

t
< cflu, (t) = up, (O]} + C/o e, (5) = v, (5) 5, ds

t
< [ o (s) = vn ()l ds

et
2

2
< cllog, (1) = v, Dy
H




2.3. ANALYSE D’UN SCHEMA NUMERIQUE

Alors
Vy, (8) — v, (5) [[3-ds

t
\74 C/
0

En utilisant maintenant (2.7)) et (2.8), aprés quelques manipulations algébriques, nous avons

(A1) — Ans(t)) [ < e o (8) — 03, 1

pour tout 8 >0 :

/ BT || Ay — Ana)(T) |13, + || (A —Aﬁ2)<7-)||i> dr

<5 e (1) =)+ 6k = (7)) e

Nous concluons de la derniere inégalité par principe de contraction que 'opérateur A possede

un unique point fixe n* € W. Nous vérifions ensuite que les fonctions
t
u(t) :=up +/ v, Vt € [0,T], 60 :=0,
0

Sont des solutions du probleme PV avec la régularité (2.21]), 'unicité découle de I'unicité dans

le Lemmel et le Lemme2, pour avoir plus de détails nous proposons de voir par exemple [35] .

2.3 Analyse d’un schéma numérique

Dans cette section, nous étudions un schéma d’approximation numérique entierement discret
du probléme variationnel PV (voir [10]). A cet effet, nous supposons ci-apres que les conditions

sur les données ([2.11)-(2.17)) du théoréme 2.2.1 sont satisfaites. En particulier, nous avons
fec(0,11;V), PeC(0,T];E
Soit {u, 0} La seule solution du probleme PV et introduisons la variable vitesse.

v(t) =u(t), Vtel0,T]
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Alors
¢
u(t) = ug +/ v(s)ds, Vte[0,T]
0

Depuis le théoreme 2.2.1 nous voyons que {v, 6} vérifie pour tout ¢t € [0,7] :

(0(t) + Av(t) + Bu(t) + CO(t),w — v(t))vixv
I B — s)e(u(s))ds, e(w) — =(i(t)) + b(w) — (v (1)
> (F(B)w — v(®)vrxy, Vw V.
(000), 1 + (KO, ) s = (Rot). M) s + (QUO), Mrs, Wiy € .

u(0) =ug, v(0) =wvy, 6(0) =0y,

avec la régularité :

ve WH(0,T;V)NnWh=(0,T; H)
0 € Wh2(0,T; E) N Wh>(0,T; F)
Dans cette section, nous posons les hypotheses supplémentaires suivantes sur la fonction solution

et la fonction contact :

v e W0,T; H). (2.32)
0 € W22(0,T; F). (2.33)
1 est continue Lipschitzient sur V. (2.34)

Soit V* C V et E" C E soit une famille de sous-espaces de dimension finie, avec h > 0 comme
parametre de discrétisation. Nous divisons 'intervalle de temps. [0,7] dans N parties égales :
tn, =nk,n=20,1,..., N, avec le pas de temps k = T/N.

Pour une fonction continue w € C([0,T]; X) ayant des valeurs dans un espace X, on utilise

la notation w,, = w(t,) € X.Ensuite, & partir de (2.18)) et (2.19)), on introduit le schéma

entierement discret suivant.

Probléme P"*.

hk

N
" } C V" et un champ de température discret

n=0

Trouver un champ de vitesse discret v"* = {v

ok = {sz}N e E" tel que

hk _ h Rk _ ph
vy =y, Oy =6
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2.3. ANALYSE D’UN SCHEMA NUMERIQUE

et pourn=1,..., N,

ik _ yhk
n n—1 , h _  hk 1 { ApE gl — bk 4+ ( But | hk — ok
k ’ n n>o nIvixv
H

OOt =), e (o) e ()

n—1 (235)
(15 B0 e ). ) ()
m=0
> <fmwh - UZk>V’xV’ Vu' e VI,
ehk _ ehlil h> .
el + (K0 n")
( k » < >E xE (2.36)
= (R (Qu) L e BN
ou
o =R =l 247

Ici uf € Vh ol € Vh ot € EPsont des approximations appropriées des valeurs initiales wg,

hk hk

vy, Bp. pour n = 1,..., N, supposons que u* v 0" soient connues. On peut alors calculer

v par(2.35)), 0" par (2.36), et u* par (2.37). D’ou la solution discréte v"* C V", 6" c Eh

existe et est unique.
Nous passons maintenant a l’analyse des erreurs de la solution numérique. Le principal résultat

de cette section est le suivant (voir [35] pour plus de détails).).

Théoreme 2.3.1. Nous conservons les hypothéses du théoreme 2.3.1. Sous les hypothéses sup-
plémentaires (2.32))-([2.33), alors pour la solution unique v"* C V" 0" < E" du probléme

discret P, nous avons l'estimation d’erreur suivante.
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Modeéles d’inégalités variationnelles issus de l’étude des matériaux viscoélastiques.

N N
oo = ot (032 o o) o =241+ (13 o - o2

< P s B B ok
< ¢|uo —ug ||, +cljvo—vp" |, ¢ |bo 0| T € max |[vn —wy |

N N
o o =t + ok 32 oy = ], + ek 3205 - ],

.. (&y (05— ) — (31 — w?+1)HH)2

N-1 2 N
+c ( ’6j —77?— (9j+1 _77?“)”1:) +ck2+ck’Zij —w?HV,
j=1

(2.38)

j=1,...,N, wjh € Vh,n? € E" sont arbitraires.

L’inégalité est une base pour les estimations d’erreur pour un choix particulier du
sous-espace de dimension finie V" et sous des données supplémentaires et des régularités de
solution.

A titre d’exemple typique, considérons Q C R?, d € N*, considérons un domaine polygonal. soit
T" &tre une partition réguliere par éléments finis de Q. Soit V* C V et E* C E soit I'espace
des éléments finis constitué de polynomes de degré < m — 1, avec m > 2, selon la partition
T". noté par TI% : H™(Q)? — VM et TI% : H™(Q) — E" soit I'opérateur d’interpolation par

éléments finis correspondant. Rappelons (voir, par exemple, [11]) que :

Hw — H"}w’ < ch™HNw|gmqye,  Yw € H™(Q)4,

HI(Q)d

[n=105n] .0 < Dm0 € HMQ)

ot [ =0 (pour lequel H* = L? ) oul = 1.

Dans ce qui suit, nous supposons des données supplémentaires et des régularités de solution.

Ug € HOH_I(Q)d,
veC([0,1); H*+(Q)Y), ve L' (0,T;H(Q)), (2.39)
0 e C([0,T]; H*tY(Q)), 6 L'(0,T; H*(Q))

Ici

a=m-—1>1
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2.3. ANALYSE D’UN SCHEMA NUMERIQUE

Nous remarquons que les propriétés précédentes sont déja valables pour o = 1, sauf pour

vel ([O,T]; HS(Q)d) et 6 € C([0,T]; H*(Q2)). Ensuite, on choisit dans (2.38)) les éléments
up = Miug, vl =Ty, 0 =110,

et

W= MMy, =T, =1 N
D’apres les hypotheses (2.39)), on a :

V<ch®  leolly < ch®,  leollp < ch®

o~
AO S Cha, B() S Ch2a
A3 S Cha, B3 S Cha7

kAy < ch®®, kBy < ch®*, kBy < ch®

En utilisant ces estimations dans (2.38]), on obtient le résultat d’estimation d’erreur suivant.

Théoréme 2.3.2. On conserve les hypothéses du théoreme 3. Sous les hypothéses supplémen-

taires (2.39), on obtient l'estimation d’erreur pour la solution discréte correspondante. v'*

Ok n=1,...,N :

0<n<N

1/2
o, oo = o], + (32 o =2

0<n<N

N 1/2
+ max [0, — 02|+ (k: > )0n - 92’“”2) <c(h®+k)
n=0

En particulier, pour a = 1, on obtient

N ) 1/2
hk hk
max HU —v H + |k Hv —0 H
0<n<nN I nolH nZ:O " noly

N 1/2
s -], (o3 - ) <t
n=0

0<n<N

(voir [35] pour plus de détails).
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CHAPITRE 3

ETUDE D’UN PROBLEME
QUASI-STATIQUE EN

pd /

ELECTRO-VISCOELASTICITE

Ce chapitre aborde un probleme de contact avec frottement dans le cadre d’un processus qua-
sistatique. Le matériau présente des caractéristiques électro-viscoélastiques avec une mémoire
longue et endommagement. Une variable interne du matériau, appelée champ d’endommage-
ment, modélise I'endommagement causé par les déformations élastiques. Le probleme est décrit
par un systeme d’équations et d’inéquations aux dérivées partielles, incluant 1’équation de mou-
vement (ou d’équilibre) du corps, la loi de comportement du matériau avec endommagement,
une inclusion différentielle de type parabolique gouvernant 1’évolution du champ d’endomma-
gement ainsi que les conditions aux limites imposées au systéme.

Cette partie est subdivisée en trois paragraphes. Dans la premiere section, nous exposons le
probléme mécanique puis nous précisons les suppositions relatives aux données. Le second pa-
ragraphe concerne la formulation variationnelle du probleme mécanique. Pour conclure, dans le
troisieme paragraphe, nous examinons l’existence et I'unicité d’une solution faible au probleme
mécanique. Les méthodes utilisées s’appuient sur les équations variationnelles et la théorie des

opérateurs monotones, suivies par les arguments du point fixe.
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3.1. FORMULATION DU PROBLEME

3.1 Formulation du probléme

Le probleme étudié dans cette section s’inscrit dans le cadre électro-mécanique présenté dans
I'introduction de cette these. Nous considérons une loi de comportement électro-viscoélastique
donnée par 7 ainsi qu’une condition de contact définie par . Les effets de frottement
sont modélisés suivant la loi de Coulomb . Dans ce cadre couplé électro-mécanique, le
modele standard pour cette approche est le suivant :

Probleme P.
Trouver le champ des déplacements u : Qx[0, 7] — R<, le champ des contraintes o : Qx[0,T] —
S?, le champ de potentiel électrique ¢ : Q x [0,7] — R, le champ des déplacements électriques

D: Qx[0,7] — R? et 'endommagement « : Q x [0,7] — R

tels que
o=As(w) +G(e(u),a)
t (3.1)
+ / B(t — s)e(u(s))ds + E*Vp.
0

D (1) = £ (u(t)) - BY (9 (1)) (3.2
Dive + fy =0 dans Q x (0,7), (3.3)
& — KAa+ 0pg(a) 2 P(e(u) —a) dans Q x (0,7, (3.4)
divD —qo =0 dans 2 x (0,7), (3.5)
u=0 sur Iy x(0,7), (3.6)
ov=_[fy, sur 'y x(0,7) (3.7)
o, =pr(u, —h) sur T'3x(0,7) (3.8)
Tov=pln ) x0T, (3.9)

HO’,,” S pzx(uu - h)
U, #0= 0, = —p,(u, — h) HZTH sur  I'3 x (0,7, (3.10)
(33 =0 sur ['x(0,7), (3.11)
=0 sur I',x(0,7). (3.12)
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3.1. FORMULATION DU PROBLEME

D-v=g¢ sur I, x(0,7), (3.13)
D-v=Y(u,—h)oL(p—po) sur I'sx(0,7). (3.14)
u(0) = ug, u(0) = vy, a(0) = vy dans €, (3.15)

les relations et modélisent le comportement du matériau avec mémoire longue. L’évo-
lution d’endommagement est régie par une inclusion parabolique définie par (3.4]), ou S désigne
la fonction source d’endommagement. Les équations et correspondent respectivement
aux équations mécanique et électrique. Ls conditions (3.6 et (3.7) représentent les conditions
aux limites de déplacement traction. La relation constitue une formulation quasistatique

de la loi de frottement de Coulomb, tandis que (3.8) modélise la condition de contact a com-

pliance normale.Les équations (3.12(-[3.13)et (3.14]) sont les conditions aux limites électriques.

Par ailleurs, exprime une condition de Neumann homogene, ou ‘g—i‘ représente la dérivée
normale du champ «a. Enfin, sont des conditions initiales. sur I's. Dans I’équation ,
up représente le mouvement initial, tandis que g symbolise le préjudice initial. Finalement,
afin de dériver la formulation variationnelle du probleme — , nous établissons le do-
maine de liaison du groupe. Ensuite, pour obtenir la formulation du probleme — on

considere les hypotheses suivantes :

Supposons que 'opérateur de viscosité A : Q x ST — S¢ satisfait

(a) Ilexiste Ly >0 tel que
|A(z,e1) — A(x,e2)|| < Laller —e2f| Ver,e2€8? pp.zeq,
(b) Il existe my >0 tel que
Az, e1) — A(z,8)) - (61 —€2) = myller —ea® Ve, e2 €S pp.x e,

(
(c) l'application x — A (x,€) est lebesgue mesurable sur Q ,V ¢ €S9,

(d) 'application z — A (z,e) € H.
(3.16)
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3.1. FORMULATION DU PROBLEME

Supposons que 'opérateur d’élasticité G : 2 x S — S? satisfait

(a) Il existe Lg > 0 tel que
||g (17,61) -G (ZE,&?Q)” < Lg ||€1 — 82” A €1,E2 € S P-P- T € Q, (3 17)
(b) l'application x — G (x,€) est lebesgue mesurable sur Q ,V ¢ € ¢,
(c¢) T'application © — G (z,0) € H.
Le tenseur piézoélectrique £ : Q x S¢ — R? satisfait
a) E(x,7) = (i »Tir), V7 = (T5x) €S?, p.p.xin Q.
(a) ( ) ( gk ]k> ( ]k?> (3.18)

(b) €ijk = €ikj € L™ (Q), 1 <i,5,k <d.
La fonction tangentielle satisfait :

hy : T3 xRy — Ry verifie :
(@) :3 L->0st. |h(x,r1 — he(x,re) | < L7 |ry — 12|, Vri,r €R, pp.zels.

(b) : Papplication x — h,(z,r) € L*(T3).
(3.19)

Le tenseur de permitivité électrique B = (Bij) : Q x RY — R? satisfait

(a) B(x,E)=(bij(x)E;)VE=(E;)€eR? | pp.xe,
b) bij=bjic L®(Q), 1 <i,j <d,

(b) (©) o0
(c) Il existe une constante Mg > 0 tel que BE.E > Mg |E|*,

V E=(F;)€eR | pp.dans Q.
La fonction source d’endommagement ® : Q x S% x S x R — R satisfait

(a)Il existe une constante Ly > 0 tel que

[P (2,1, w1, B1) — P(w, 10, w2, B2)| < La(|m — m2| + w1 — wa| + |1 — Ba)
ana T2, W1, W2 € Sd) 61762 € Rv T €. (321)
(b) lapplication x — ®(x,n,w, 5) est Lebesgue measurable sur €,

pour tout 7, w € S and V3 € R.

(c) Papplication z — ®(x,0,0,0) € L*().

56



3.1. FORMULATION DU PROBLEME

La fonction ¥ : e x §,, X S, X S,, x R x R — R satisfait

(a) Il existe une constante Ly > 0 tel que

VUl, 092, &1, &9 & Sn, ,91,92,51,62 < R, xr € Q.
(b) Papplication x — V(z,0,¢,0,&) est Lebesgue measurable sur €2,

Vo, € € S,etvh, & € R.

(c) lapplication x — ¥(x,0,0,0) € L%(e).

Les fonctions de normales de conformité p,. : I's x R — R, satisfait

(a) Il existe L, > 0 telle que

1pr (2, 61) — pr (2, &) < M, [|61 — &

V&L, e R, pp.xels.
(b) L’application x +— p,(x,&) est Lebesgue mesurable sur I's
pour tout £ € R.

(c) L’application x + p,(z,&) = 0, pour tout £ <0, p.p. x € I's.

Le tenseur de la relaxation B = (B;;) satisfait
B € C(0,T; H).

Enfin le champ initial d’endommagement véririe

ap € K.

Les forces volumiques fj et les tractions superficielles f5 vérifient
fo€ CO.T:H).  fo€C(0.7:L7 (1))
Par ailleurs, la charge volumique ¢y et surfacique ¢o respectent

0 € C(0,T;LX(Q)), g€ C(0,T;L*(T))

o7

(W (z,01,61,01,&1) — V(x,00,62,05,&)| < Ly(|oy — oof + |61 — g2 401 — Oa] + [&1 —

&al)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Finalement, nous assumons que 'interstice h, le potentiel donné et le déplacement initial satis-

font
heL>(Ts), h>0 p.p. surl;

Yo - L2 (F3)
uyg €V

Nous définissons la forme bilinéaire a : H'(Q) x H'(Q) — R

a(C.¢) =k [ V¢ T d

Dans notre étude du probleme PV1, nous formulons une supposition de petitesse.

M, < ZE (3.28)
€0

avec M, > 0, mgp > 0 et ¢g > 0 étant des constantes données par (3.24)), (1.60) et (3.21))

respectivement.
Rappelons que seule la constante de trace (relative aux espaces V' et W) est concernée.
Le théoreme de représentation de Riesz garantit alors I'existence d’une application f € C([0,7T];V)

telle que
(f(t),v)vixy = /Qfg(t) -vdx + /1“2 fa(t) -vda Yv eV pp.te(0,T) (3.29)
Pour tout v € V,t € [0,T]. Ensuite, les conditions impliquent
feC,T;V) (3.30)

De méme, par application du théoreme de représentation de Riesz, on obtient I'existence d'un

élément ¢ : [0, 7] — W par

(@).Ow = [ ao(t)Cdz — [ aa(t)Cda ¥C € Wit € [0.7] (331)
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Pour tout ¢ € W, t € [0,T]. Ensuite, les conditions impliquent
qe C0,T; W) (3.32)
Par les hypotheses sur p, et p,, on obtient que pour v € V.
Pv (uy — h), pr (u, —h) € L* () (3.33)
Nous considérons I'application j : [0,7] x V' x V — R définie par

j(ta u, U) = / Pv (uu - l) vyda + / pr (UV - l) HUTHL2(F3)d da
I's I's

Soit I'application h : V x W — W la fonctionnelle
(h(uw @), w = [ (= h) 61 (¢ = o) Eda (3.31)

Il résulte de hypotheses - que les intégrales dans sont bien définis.

Revenons donc a la formulation variationnelle du probleme P. Nous recourons a la formule
de Green ([1.56]) en conjonction avec les équations (3.5)), (3.6, (3.7) et (3.30) dans le but de

déterminer

(a,s(u)—5(0))H+(f,u—v)H:/ ov-(v—v) YveV,

I's

et, en prenant en compte la décomposition du tenseur de contrainte de Cauchy, nous obtenons

(0,e(v) —e(u)y = (f,v—u)g + /1“3 o, (v, —w,)da+ | o (vr —u;)da, YveV

I's

En combinant les conditions et - nous obtenons

(0,6(v) = e(W)u = (fiv—wn

+ pl,(,,—h)( —u,)da

+/pfu—h|Mﬂ—MJMm wev.
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L’association de cette inégalité avec (3.1)) conduit a

(Ae(a(t)), e(v) —e(u))u + (Ge(u(t), a),e(v) — e(u))
+ j(u,v) — j(u,u) + </0tl3(t — s)e(u(s)) ds,e(v) — 5(u))
+ (e"Vep(l),e(v) —e(u))y

> (f(),u—v)yixy YoeVite(0,T) (3.35)

H

Par ailleurs, une application de la formule de Green donne
(D, V)i + (divD, ()20 / D-vida YCeW

on a

/D-VCdm+/dz’vD§da:/ D-y(da—l—/ D-ygda+/ D vCda¥e € W

Q Q I's Iq Ty
A partir de la définition de I’espace W et des relations , —, on déduit

/D ngx—/ W (uy — k) & (9 — o Cda+/ qQCda—/qOCdx Ve e W.
De et - on obtient

(D), VOw + (q(t), Quw = (h(u, ¢),&)w V€€ W, 1 € (0,T) (3.36)

Enfin, pour tout «a(t) € K avec t € [0,T], la définition (1.67) du sous-différentiel dpx ()
combinée a (3.4)) implique

(@(t),§ = a(t)) 20 — klaa(t), £ — alt)) 2@

> (S(e(u(t)), a(),€ — a(t))2@VE € K.

(3.37)

En utilisant la formule de Green avec ([3.10) et la forme bilinéaire a(¢, ¢), on trouve

(@(t),€ = alt) o) + ala(t), € — a(t)) = (S(e(u(t), a(t)),§ — a(t)) 2@ V¢ € K (3.38)
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De (3.36))-(3.38)),(3.17)) et (3.15])-(3.16[), on obtient la formulation variationnelle du probléme P.

Probléme PV. Trouver le champ des déplacements u : [0, T] — V', le champ potentiel électrique

¢ :[0,T] — W, le champ d’endommagement « : [0, 7] — H(2) tels que.

(Ae(a(t)), e(v) — e(u))y + (Ge(u(t), @), e(v) — e(u))
+ j(u,v) — j(u,u) + </0tl3(t —s)e(u(s))ds,e(v) — 5(u))

+ (e"Vp(t),e(v) —e(u))y = (f(t),u —v)vixy Yo eVite (0,T) (3.39)

H

a(t) € K, Vtelo,T],
(@), € — a(t))r2() + ala(t), § — a(t))

> (S(e(u(t), a(t)),€ — alt)) 2@ VE € K, (3.40)
(BVp(t), VOw — (e(u(t), VOw + (h(u(t), ¢(t), v = (¢(t), E)w  YC EW. (3.41)

u(0) = up, a(0) = ap. (3.42)

L’apport principal de cette section réside dans la preuve du théoréme d’existence et d’unicité

suivant :

Théoreme 3.1.1. Sous les hypotheses - (3.30) , le probléme PV admet une solution

unique {u,p,a} ayant la régularité

we CY0,T;V). (3.43)
o€ C(0,T:H,). (3.44)
o € C0,T;W). (3.45)
o€ H(0,T; L2(Q) N L2 (0,T; HY(Q)) . (3.46)

Les fonctions u, , o, D et « satisfaisant (3.1]) -(3.2)) et (3.40))-(3.43]) s’appellent une solution
faible du probleme P. Nous concluons que sous les hypotheses (3.17))-(3.30)), le probléme méca-

nique (3.1]) - (3.15) a une solution faible unique qui satisfait (3.50)) - (3.51]). La régularité de la
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3.2. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE

solution faible est donnée par (3.47)) et en termes de contraintes

D e C(0,T; W) (3.47)

En effet, de (3.42), il vient que div D = go(t) pour tout ¢ € [0, 7. De la régularité de ¢
combinée avec et - , on obtient .

La démonstration du Théoreme sera développée selon une approche progressive, com-
binant la théorie des inéquations variationnelles, les propriétés fondamentales des opérateurs
monotones et des arguments classiques de point fixe. Dans le cadre de cette analyse, nous ad-
mettrons la validité des hypotheses f. Nous utiliserons fréquemment la notation ¢
pour désigner diverses constantes positives génériques, dépendant des parametres géométriques
du domaine (2, T'y, I's) et des coefficients physiques du probléme (p,, p,, L, v, ), dont les
valeurs numériques peuvent différer selon les contextes d’application. Pour initier cette démons-
tration, nous considérons deux champs donnés : un champ 7 appartenant a ’espace C'(0,7; V)
des fonctions continues a valeurs dans V', et un champ thermique 6§ dans C(0,T; L*(Q2)). La
premiere étape de notre raisonnement consiste a examiner un probleme variationnel auxiliaire
dont I’étude nous conduira, dans la section suivante, au résultat central d’existence et d’unicité

que nous formulons maintenant précisément.

3.2 Résultat d’existence et d’unicité

Probleme PV,. Trouver le champ des déplacements u, : [0,T] — V tel que

0y = Ae (i) + 1 (3.45)
(o, (W —1y))gy +J (U, w) = 7 (U, Uy) > (f,w —1y),, YweV. (3.49)
uy(0) = ug (3.50)

Dans I’étude du probléme variationnel PV, nous avons le résultat suivant

Lemme 3.2.1. Soit h € C(0,T;V). Alors il existe une fonction unique v, € C(0,T;V) tel
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que

(A (vn) € (W = vgn) )y + J(h,w) — j (h, vyn)
> (f?w - vnh)v - (7775 (W - UT]h))H )

te0,T], YweV (3.51)
Démonstration de Lemme [3.2.7] 1l résulte qu’il existe une fonction unique
U 0 [0,T] =V

qui constitue une solution de l'inégalité variationnelle elliptique . Afin de caractériser
précisément sa régularité, nous démontrons que v,, € C(0,7; V), Soit ¢y, 15 € [0, 7] et désignons
par n; = n(t;), by = h(t;), fi = f(t;) et v; = v, () ,7 = 1,2.Nous choisissons w = vy dans
at=t,w=uv dans a t =t; et ajouter les deux inégalités pour obtenir

(Ae (v1) — Ae (va) , € (v1 — U2))H < (fi = fo,v1 — U2)V + (m — m2, € (v1 — U2))H

+ 7 (81,v2) — 7 (81,v1) + Jj (he,v1) — 7 (ha, v2)

Par minoration via du terme gauche, on obtient
(Ac (v1) — Ae (v2) ,€ (V1 —v3)) gy > Mg [JUg — ’UQH%/ Yu,v eV (3.52)
Le dernier membre de est majoré grace a , propriété selon laquelle
j (hi,v9) = j (hy,v1) + j (he,v1) — j (ha, va) < c([[hy = hal|y, [lvr — v2]y,) (3.53)
L’utilisation de ces limites dans , nous obtenons
lor =l < e(llfs = Lolly + llm = n2lly + 1 = hally) (3.54)

Ensuite, la conclusion que v,, € C([0,T]; V) résulte de la continuité de f,7, et g dans leurs

espaces respectifs V, H et V. O
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Grace au Lemme [3.2.1}, nous établissons maintenant ’existence et I'unicité de solutions pour

le probleme PV .

Lemme 3.2.2. [ existe une solution unique a un probleme PV tels que u, € CH[0,T];V) et

oy € C(O,T, Hl)

Démonstration de Lemme [3.2.2l Nous considérons I'opérateur A, : C(0,7;V) — C(0,1;V)
défini par
t
Moh(t) =+ [ o(s)ds, hECWO,T:V), te[0,T] (3.55)
0

ol vy est une solution de (3.51]). Nous allons montrer que cet opérateur a une unique point
fixe h, € C(0,T;V). A cette fin, soit hy, hy € C(0,7;V) et notons par v; = vy, 7 = 1,2. Les
solutions de (3.52)) correspondant. En utilisant la définition (3.56]), nous obtenons

Abs(6) = Agba(O)ly < [ loa(s) = 0a(s)ly s, e € (0,7 (3.56)

En outre, en utilisant des estimations similaires a ceux menant a ((3.55)) dans la preuve de lemme

3.2.1, nous avons
[v1(s) = va(s)lly, < cl[hu(s) —hu(s)]ly, Vs €[0,]
Ensuite, il découle de (3.57)) que.
t
Aa(®) = Aa(®)lly < [ Ia(s) ~ )l ds, Vi € 0.7] (357)

Réitérant cette inégalité m fois, nous obtenons

(cT)™
m!

[y = A< () = a8 oy - V€ [0,

0,7;V

Ceci montre que pour m suffisamment grande a I'opérateur A™ est une contraction de ’espace
n

de Banach C(0,T; V). Ainsi, 'opérateur A, a un unique point fixe g, € C(0,7;V) ]

Ensuite, v, € C(0,T;V),u, € C*0,T;V) et 0, € C(0,T;H)
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soient proposée par

Uy = Upg- (3.58)
() = o + /Ot oy(s)ds, Vit € [0,T]. (3.59)
o, = Ae (v,) +n. (3.60)

De ([3.49) et (3.51]) sont satisfaites. En outre, par (3.59)), (3.60) et (3.56)), il s’ensuit que w, = g,
et @, = v,. Par conséquent, si nous laissons g = g, dans (3.52) on obtient (3.50]). Pour prouver

la régularité de o,), nous choisissons w = 1, + ¢ dans (3.50), avec ¢ € C5°(£2), pour obtenir.

(0 e(=9)) g = (f,0)v, Vo € C°(R2) sur [0, 7] (3.61)
Rappelant la définition du terme (f, »)y dans (3.29)), nous trouvons
Divo,+ fo=0 sur [0,7] (3.62)

Sous I'hypothese (3.27)) et compte tenu de I’équation (3.62), on déduit que o, € C ([0, T]; H,).

Ce résultat permet d’établir I'existence dans le Lemme [3.2.2] L’unicité de la solution est une

conséquence directe des estimations (3.49) et (3.51)), combinées avec les propriétés (3.17)), (3.23))

et une application standard de I'inégalité de Gronwall. Pour 1’étape suivante, nous exploitons la
solution u,, € C*([0,T], V) obtenue via le Lemme afin de formuler le probléme variationnel
suivant pour le potentiel électrique.

Problem PV;. Trouver le champ de potentiel électrique o, : [0,7] — W tel que

BV, (t), VQ)uw — (€2 (uy(t)), VC),, + (h(uy(t),o5(t) . €), = (a(t),()w VCEW, L€ (0,T).
(3.63)

pour tout ¢ € Wt € [0,7]. Pour que le probleme PVY soit bien posé on a le résultat suivant

Lemme 3.2.3. Le probléme variationnel PV admet une solution unique qui satisfait la ré-
gularité (3.45)). De plus, si @, et p,, sont deur solutions (3.45)) correspondants a ni,m2 €
C([0,T];H) alors il existe c tel que

[[m (8) = s (D)llyyy < € lun, (8) = uny (D), VE€[0,T] (3.64)
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Démonstration de Lemme [3.2.3. . En utilisant les memes argument du lemme 3.3.2. On

note par ¢, la solution de probleme PV} obtenue dans le lemme 3.3.3. O

Dans la troisi¢tme étape, soit 6 € C (0,T; L*(€2)). On considere alors pour le champ d’en-
dommagement le probleme variationnel suivant.

Problem PVj. Trouver le champ d’endommagement oy : [0, 7] — H*(Q) tel que
Oég(t) € K,
(@p(t), € = ag(t)) 20y + a(an(t),§ — ap(t)) (3.65)
> (Q(t),g - ae(t))LQ(Q) ) \V/g € K7 pp.-t€ (OvT)
ag(0) = ap. (3.66)

On a le résultat suivant.

Lemme 3.2.4. Le probléme variationnel PVy admet une solution unique cpy qui satisfait la

régularité (3.46)).

Démonstration de Lemme [3.2.4 . L’inclusion de I'application qui definie de (H L), -l Hl(Q))
dans (LQ(Q), -l L2(9)> est continue et sa gamme est dense. We désignons par H'(2)' la double
espace de H'(Q) et en identifiant le double de L?*(€2) avec lui-méme, nous pouvons écrire le
Gelfand triple

HY(Q) c L*(Q) c HY(Q)

Nous utilisons la notation (-,-)m1(a)xmt @y pour représenter 'appariement de la dualité entre

H'(Q)" et H'(€). nous avons

(o, Omyxmy = (@, 2y, Ya € L*Q), ¢e€H'(Q)

et nous notons que K est un ensemble convexe fermé dans H'(2). Puis, en utilisant la définition
de la forme bilinéaire a((, ) et le fait que ag € K, il est facile de voir que Lemme 3.3.4 est une

conséquence directement du théoreme 1.9.7. O
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Dans la quatrieme étape, on définit 'opérateur A
Az C(0,T5H x L)) — C (0, T;H x LA(Q))
défini par : pour chaque (n,0) € C(0,T;H x L*(Q))
A(n, 0)(t) = (Ar(1,0)(t), A2 (n, 0)(1)) € H x L*(Q) (3.67)

avec

(A (1,0) (1), V)00 = (G (€ (un(t)), a0(t)) ,£(v))yy

+(E7Vpy(t), e(v))y (3.68)
+ (/Ot B(t — s)e (uy(s)) ds,e(v))H
Aa(n,0)(t) = 5 (e (un(t)) , p(t)) - (3.69)

Ici, pour tout (n,6) € C(0,T;H x L*(2));uy, ¢, et ay représentent le champ des déplace-
ments, le champ potentiel éléctrique, et le champ d’endommagement obtenus dans les lemmes

3.3.1,3.3.3 et 3.3.4 respectivement. Nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.2.5. Il existe un élément unique (n*,0*) € C (0,T;H x L*(QQ)) tel que

AN, 0%) = (n",07)

Démonstration de Lemme [B.2.5. . Soient (1;,601) et (12,605) € C(0,T;H x L*(©)). Nous

utilisons les notations u,, = wu;, U, = vy, = v;, @, = @i, et ay, = a; pour i = 1,2. En employant
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(3.17) et (3.22) - (3.24) avec les définitions de R,, R,, j et la remarque 1.3.1, nous avons

1AL (1, 61) (£) — Ay (12, 02) (£)]15,

< c( 1G (£ (wr(1))  ax (b)) = G ( (ua(1)) , aa(t)) I3,

+ /ot M (t — s)e (ur(s) — ua(s))||5, ds

+|1E Vi (t) - g*v@(t)”;) (3.70)

< C( [l (8) = ua(B)[I7, + /Ot lu(s) — ua(s)|[3 ds
+whw—aww;@+Wm@—¢wm%)
Maintenant, de (3.70]), on obtient
1Az (11, 01) (8) = Az (12, 02) (B)[| 72y < € (Ilua(t) = w2 (@) + o (t) — 0a(t)[|72(qy)  (3.71)

Alors, depuis (3.71)) et(3.72)), on a

1A (n1,61) (£) = A (2, 62) (D)7 1200

t
Sc(wnw—w@m€+éum@y—w@méw (3.72)
+www—@ﬁma+mmw—amm;@).
Pourtout p.p. ¢t € [0,T]. Il découle de (3.60]), que
t
lur(®) = wa®)lly < [ ller(s) = va(s)lly ds. ¥t € [0.7] (3.73)

En utilisant (3.49)), (3.50)), et des estimations comparables a celles de la preuve du lemme 3.3.1
(voir (3.52)) ), nous constatons que, pours € [0, 7],

[o1(s) = va(s)lly < e(llm(s) = na(s)lly + llua(s) —ua(s)lly), vt €[0,T] (3.74)

68



3.2. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE

La combinaison de (3.74)) et (3.75)), et en utilisant I'inégalité de Gronwall, nous avons

Jur(t) = o)y < [ Ins) = mls)lpds, Ve € [0,7)

ce qui implique que

ur (£) — wa(@)Ify, < C/Ot Im(s) = na(s)llr ds, vt €0, 7] (3.75)

Nous utilisons (3.64)), (3.19)),(1.62)) et 'inégalité de Friedrichs-Poincaré ((1.60)) pour obtenir

lon(t) = p2(t)llyy < cllus(t) — us (@I (3.76)
De , nous déduisons que
(6q — aq, a1 — a2)L2(Q) +a(a —ag, a1 —ag) < (0 — 0y, 00 — ag)Lz(Q) p.p- t €10,7T].
En intégrant 1'inégalité précédente avec les conditions initiales
a1(0) = ap et as(0) = g

et en utilisant 1'inégalité

a(a; —ag, a1 —az) >0
on obtien

; o () = aa ()] 720y < /01t (01(s) = b2(s), 1 (s) — @2(5)) o) ds, VL €[0,T]

Il vient alors que
t t
loa(t) = @a(®) ) < [ 161(5) = Ba(o)[7acay ds + [ llon(s) = 0a(s)faey ds, vt € [0.7]

Nous combinons 1'inégalité précédente avec le lemme de Gronwall, pour trouver

t
lan () — a2 (t) 1720 < C/O 161(5) — b2(5) [ 72 ds, V2 € [0, T] (3.77)
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De 'inégalité et estimations précédente (3.76)), (3.77) et (3.78)) il s’ensuit que maintenan

[A (11, 61) () — A (n2, 02) (t)HJZqu(Q) < C/Ot [(m1,61) (s) — (12, 62) (5>H3-L><L2(Q) ds

En réitégrant m fois I'inégalité précédente, on obtient

(cT)™
m!

IA™ (01, 61) — A™ (02, 02) 10 st 12 () < 1(01,601) = (2, 0l Cx0 1tz @y (B78)

Ce qui implique que pour m suffisamment grand, l'opérateur A™ est une contraction sur
I'espace de Banach C (0, T;H x L*(Q)), donc, A™ posséde un point fixe unique (n*,0*) €
C (0, T;H x L*(Q)) et par conséquent (n*,0*) est 'unique point fixe de A. Maintenant, on

peut établir la démonstration du théoreme 3.2.1. n

Démonstration du théoréme 3.2.1.
Existence. Soit (u,-,0,+) la solutions du probleme PV, et ¢, est la solution de probleme

PV} pour n = nx, et soit ag- la solution du pronleéme PVy pour 6 = 6*. Depuis
t
n(t) = G (e (u(t)), (1)) +/O B(t — s)e (u.(s)) ds + E"Vp. (1) (3.79)

0% (t) = Se (us(t)) (3.80)

nous trouvons que ( Uy«, op«, Pp+, g« ) sont des solutions des problemes(3.40) et (3.43) qui sa-

tisfait -(3.45).

Unicité. Soit ( w0y, @y, ap- ) la solution de -(3.43) obtenue ci-dessus , et soit
(u, 0, ¢, ) soit une autre solution du probleme, qui satisfait (3.44) -(3.45)). On note n € C([0, 7], H)
et 0 € C([0,T]; L*(2)) les opétreurs

n(t) = Ge(u(®)), a(t)) + /Ot B(t — s)e(u(s))ds + "V p(t) (3.81)

0(t) = S(e(u(t)), a(t)) (3.82)

Maintenant (3.40)), (3.41) et(3.43) impliquent que (u, o, ) est une solution du probleme PV}

et PVY. Du lemmes 3.3.1 et 3.3.3 , il s’ensuit que ce probléme a une solution unique u, €
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CH[0,TT; V), ¢, € C([0,T]; W) et 0, € C (|0, T]; H1) et si nous concluons que

U=1Uy, O=0, @=p,. (3.83)

Ensuite(3.6)),(3.8), et un des rendements similaires argument

a = g (3.84)

En utilisant maintenant (3.79) nous obtenons A(n,0) = (1,0 ) telle que

n=n", 0=46 (3.85)

L’unicité est garantie par l'unicité du point fixe de A(n, ) combinée a celle des solutions de

PV}, PVY et PVy, ce qui termine la preuve. O
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CHAPITRE 4

ETUDE D’'UN PROBLEME DYNAMIQUE
EN THERMO-ELECTRO-
ELASTO-VISCOPLASTICITE AVEC
ENDOMMAGEMENT

Dans ce chapitre, nous considérons un probleme de contact dans le cas dynamique entre un
corps thermo-éléctro-élasto-viscoplastique avec endommagement et une fondation. Le contact
est bilatéral avec frottement.Le frottement est formulé par une version de la loi de Coulomb.
Nous utilisons la loi thermo-électro-élasto-viscoplastique avec endommagement pour modéliser
le comportement du matériau. L’évolution d’endommagement est décrite par 'insertion d’un
type parabolique. Nous établissons une formulation variationnelle pour le modele et nous prou-
vons 'existence d’une solution faible unique du probléeme. La preuve est basée sur un résultat
d’existence et d’unicité d’inégalitées paraboliques, d’équations différentielles et d’arguments du
point fixe.

Ce chapitre est organisé comme suit. D’abord, nous décrivons le modele mathématique du pro-
bleme, nous introduisons des notations,Nous énumérons les suppositions concernant les données

du probleme. Ensuite, nous présenterons le probleme variationnel du modele. Finalement, nous
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formulons notre résultat principal concernant 'existence et 'unicité, et nous présentons sa

preuve.

4.1 Formulation du probleme

. Dans le contexte des problémes mécaniques, nous envisageons un corps qui est thermo-
électro-€élasto-viscoplastique, avec une loi constitutive qui est fonction de deux variables d’état :
I’endommagement « et la température 6. Le contact est illustré par ’état de conformité stan-
dard et une version de la loi associée a la friction. Ce modele mathématique nous conduit au
probleme mécanique qui s’ensuit.

Probléme P. Trouver le champ des déplacements u : Q2 x [0, 7] — R, le champ des contraintes
o :Qx[0,T] =S4 le champ de potentiel électrique ¢ : Q2 x [0,T] — R, le champ des déplace-
ments électriques D : Q x [0, 7] — R4, la temperature 6 : Q x [0,7] — R et 'endommagement

a:Qx[0,T] — R tels que :

(1) = A((alt)+ Gleu(s), alt) + [ Q (7(s) — Ale(ult))), e (u(s)) ds+ Vi (1)~ M8 (1),

(4.1)

D=¢&e(u)—BV(p(t) —PO dans Qx (0,7). (4.2)
0 — div(KV0) = —MVi+q dans Q x (0,T), (4.3)
dive + fo = pit dans Q x (0,7), (4.4)

& — KA+ 0pg () 3 ®(e(u) — a) dans Q x (0,T). (4.5)
divD — gy =0 dans Q x (0,7), (4.6)

u=0 surl;x(0,7), (4.7)

ov=_f, surlyx(0,7). (4.8)

o =pr(u, —h) sur Tyx (0,T) (4.9)
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lo-|] < ppl| Ro |
lo-|| < wpl|Ro|| = &, =0 (4.10)

lo-|| = pp||Ro,|| =3I A>0: o, =—-A10,sur '3 x(0,7).

— Kijgiuj = K.(0 —0r) — h(Jt,|) dans € x[0,T]. (4.11)
98 _ ) sl x (0,7) (4.12)
5, — 0 sur 1), .
0=0 sur (IHuly) x(0,7). (4.13)
=0 sur T,x(0,7). (4.14)
D-v =g surI', x (0,7). (4.15)
D-v=¢(u,—h)oL(p—po) surlzx(0,T) (4.16)
u(0) = up, 4(0) =vo, a(0) =09 et 6(0)=6, dans Q. (4.17)

Les équations et des conditions aux frontieres. Les équations et décrivent la loi de
comportement thermo-électro-élastique-viscoplastique, tandis que I’évolution du champ ther-
mique est controlée par I’équation différentielle fournie par la relation , supposée étre une
fonction assez générale des souches. Les équations mentionnées et représentent les
équations stationnaires relatives au champ de déplacement électrique, Alors que les conditions
et concernent les contraintes aux limites associées au déplacement et a la traction.
L’équation (4.12)) révele que la température devient nulle sur (I'y UT'y) x (0,7") ce qui implique
quil n’y a qu'un effet électromécanique sur (I'y UTy) . Les équations et repré-
sentent respectivement les conditions aux limites électriques pour le potentiel électrique sur
[, et pour les charges électriques sur T'y. Nous employons (4.16) comme condition de contact
électrique sur I's, qui symbolise une condition régularisée. L’équation illustre le champ de
déplacement initial et le champ d’endommagement initial, ou uy désigne le déplacement initial
et 0y représente la température initiale.

Nous nous tournons vers les conditions de contact — décrivent le contact thermo-
mécanique par frottement sur la surface de contact potentielle I'. La relation décrit une
condition de conformité normale avec la loi de Coulomb. L’équation représente une condi-

tion limite de température associée sur la surface de contact.
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Nous formulons a présent des suppositions concernant les données du probleme.

On suppose que 'opérateur de viscosité A : Q x ST — S satisfait

(a) Ilexiste L4 >0 telle que
JA(z,1) = A(z,8)|| < Laller — &2 Ver,ea €87 pp.axeQ,
(b) Il existe my4 > 0 telle que
(A(z,61) — A(2,82)) - (61 — €2) = mualler — o>, Ver,e2 €S pp. 2 €,
) Papplication z — A (z,¢) est lebesgue mesurable sur Q |V ¢ € S%

(c

(d) l'application © — A (z,e) € H.

(4.18)
Supposons que 'opérateur d’élasticité G : 2 x S — S? satisfait
(a) Il existe Lg > 0 telle que
|G (z,61) = G (2,82)[| < Lg |ler —e2f| Ver,e2 €8 pp.x e (4.19)
(b) T'application x+ — G (x,€) est lebesgue mesurable sur Q ,V ¢ € ¢,
(¢) lapplication x — G (z,0) € H.
L’opérateur de viscoplasticité Q : Q x S¢ x S¢ — S? satisfait
(a) iL existe une constante Lg > 0 telle que
1Q (z,01,61) = Q(x,09,&)|| < Lo ([lor — o2l + [[er — &2]])
Vo, 09, €1, €2 €S, p.p. & € Q,
1, 02, €1, €2 (4.20)
(b) Vapplication z — Q (x,0,¢) est lebesgue mesurable sur |,V ¢ € S%
pour tout €,0 € S¢,
(c) Tapplication z — Q (x,0,0) € H.
Le tenseur piézoélectrique £ : Q x S — R? satisfait
a) E(x,7) = (e »Tin), V7 = (15) €S, p.p.xin Q.
(@) €(@.7) = (e 17 V7 = () o

(b) ek = ey € L (), 1 <45,k <d.
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L’opérateur de dilatation thermique M Q2 x R — R

(a) II existe une constante L > 0 tel que

| M (2,601) = M (2,0:)]| < Laa 02 — o] ¥ 61,6, € R, pp. z € 2. o

(b) Papplication x — M (x,0) est lebesgue mesurable sur 2,V 6 € R

(c) l'application © — M (2,0) € H.

La fonction tangentielle satisfait :

hy T3 x Ry — R, verifie :
(CL)IE' L >0 s.t. |h7—($,7’1—h7—<x,7’2)’SLT|7’1—T2’ s VTl,’I”QER, ppxefg

(b) : Tapplication x +— h.(z,r) € L*(T3).
(4.23)

Le tenseur de permitivité électrique B = (Bij) : Q x R? — R? satisfait

(a) B(x,E)=(Bij(z)E;)VE=(E;)€eR? | pp.x €,

b) Bij = Bjie L®(Q), 1 <i,j <d,

(b) Bij = Bj () j (4.24)
(c) 11 existe une constante Mp > 0 tel que BE.E > Mg ]EF,

VE=(E)eR? | pp.dans Q.

L’opérateur de conductivité thermique K : 2 x R — R satisfait

(a) Il existe une constante Lx > 0 tel que

I (z,71) — K (z,72)|| < Lic ||r1 — 72]] Vri,re € R,p.p. z € Q, (4.25)

(c) lapplication x — S (z,0,0) € L* () .
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La fonction source d’endommagement ® : Q x S¢ x S¢ x R — R satisfait

(a)Il existe une constante Lg > 0 tel que

| (2, M, w1, Br) — @(x, M2, wa, B2)| < La(Im — 2| + w1 — wa| +[B1 — Bal)

Vi, n2, wi, wo €SY Bi, B €R, z €. (4.26)
(b) 'application x — ®(x,n,w, B) est Lebesgue measurable sur €2,

pour tout 7, w € S% et VB € R.

(c) l'application x — ®(z,0,0,0) € L*(Q).
la fonction ¥V :e x S,, xS, xS, x R x R — R satisfait

(a) Il existe une constante Ly > 0 telle que

(W (x,01,61,01,81) — V(x,02,2,02, &) < Lu([or — o] + |er — €2 + [0 — 02 + &1 — &)
Vo1, 02, €1, €2 €Sy, ,01,09,&1,& € R, x € ().

(b) l'application z — ¥(z,0,¢,0,§) est Lebesgue measurable sur €2,

Vo, € € S,etVe, & € R.

(c) lapplication x — ¥(x,0,0,0) € L%(e).
(4.27)

Dans cette partie, nous rappelons quelques éléments et notations préliminaires. Pour plus de
détails, nous renvoyons le lecteur a [8, [13]. Les indices 7, j, k et [ vont de 1 a d et Il est implicite
de faire une somme sur des indices répétés.Un indice post-virgule signale la dérivée partielle
en relation avec le composant spécifique de la variable spatiale. Afin d’obtenir la formulation
variationnelle du probleme —, nous définissons les ensembles pour le corps de liaison

comme suit :
W={¢ecH@Q)?:¢=0dans To}, W={D= (D)) :D;el*Q),divD € L*(Q)}.
Sur les espaces V', W, W | nous définissons les produits internes suivants
(u-v), = (o,e(v))n,Yu,v €V, (4.28)

(0, 0w = (Ve Vo), Vo, 0 € W, (4.29)
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(w,2)p = (Vu, V2)y ,Yw, 2z € B, (4.30)

ot E={ye HY(Q):v=0pp.on T, UT, }.
Ainsi, les espaces (V, (-,-)y) , (W, (-,")y) et (E,(-,)g) sont de véritables espaces de Hilbert.
Nous partons également du principe Que les forces physiques et les tensions de surface montrent

une certaine régularité.

fo € L%(0,T;L3(Q)), fo € L?(0, T;L*(Q)), p € L=(N. (4.31)
g €C (o,T, % (Q)) : g €C (o,T, L2 (Fb)) : (4.32)
q2 (t) = 0 dans P3,vt c [O,T] . (433)

les fonctions g et p ont les propriétés suivantes :
heL?(Ts), h(z)>=0 dans T}, (4.34)

pwe L (T3), p(zr)>0, dans T, (4.35)

ici p est le coefficient de frottement. Le champ de déplacement initial satisfait
Ug € V, (436)
et le champ de température initial satisfait

0o € E, 0p € L* (o,T, L? (rg)) ke € L (Q,RY) , qun € L? (o,T, E) . (4.37)

4.2 Formulation variationnelle

En utilisant la notation ci-dessus et en utilisant la formule de Green, nous dérivons la
formulation variationnelle du probléme mécanique. (4.1))-(4.17) pour toutes les fonctions v €
V, we Wy, ¢ € Weet p.p.t€(0,7), donné comme suit
Problem PV.Trouver le champ des déplacements u : [0,7] — V, le champ des contraintes

¢ : [0,T] — W, le champ des déplacements électriques D : [0,7] — H et la temperature

78



4.2. FORMULATION VARIATIONNELLE

0:10,T] — V, et 'endommagement « : [0,7] — E; tel que

7(t) = A((alt)) + Gu(0),a(0) + [ Q (o(s) — Aleu(t))),e (u(5))) ds

+E Vo (t)— MO (t),

(4.38)

(i(t), v = a(t))vixy + (o(t), e (v(t)=u(t))y +j(v(t) —ju@) = (£(t),v —u(t))y, (4.39)
(@(t), ¢ — alt)) 120y + ala(t), ¢ — a(t)) = (P(e(u(?))), alt), ¢ — alt)) 2@ (4.40)

pour toutes a(t) € F, ( € F et t € [0,T].

D(t)y=Ee(u(t)) — BV (¢(t)) —PO(t). (4.41)

(D), Ve)y = =g ), )y + (h(u(t), @), )y, Vo e W, t€[0,T] (4.42)
0(t) + KO(t) = Ru(t) + Q(t) dans E' (4.43)

u(0) = ug, w(0) = vy, a(0) =y et B(0) = Oy dans (. (4.44)

Ici, la fonction @ : [0,T] — E’ et les opératewrs K : F — E', R:V — E'; M : E — V' sont

définis par Vv € V., Vr € £, Vn € E :

d or oOn
(Q(t)amE’xE:/Fg ’feeRndS+/ﬂqnd% (KT, pgrp= . /Qk”ax]m d93+/F3 kernds,

1,j=1

(4.45)

(Ron)gre = [ hollorlnds = [ O Volda,  (Mro)y = (<r M@ (446)

ouJ.: VXV =R, f:0,T] >V ,q:[0;T] W and v:V xW — W sont respectivement

définis par
— 2 2
Je (N,v) = /F3 1| R x N,|\/|o-|? + e2da, Yo €V, Ve > 0. (4.47)
(£(t), v)y = /Q folt) - vz + /F folt) - v da. (4.48)

Nous définissons la forme bilinéaire a : H*(Q) x H'(Q) — R
a(a, () = K,/ va - y(¢dx (4.49)
Q
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(@) 0w = [ wt)ode— [ g(t)6 da. (450)

(3 (1.0) O = [ (1, = ) 61— p)orda (451)

pour toutes u, v € V, 0, w € W, ¢ € W et t € [0;T]. Nous observons que les définitions de f

et g. reposent sur le théoréme de représentation de Riesz. Par ailleurs, les conditions (4.32)) et

(4.33) implique que
feCc0,1,V), q.€C(0, T,We). (4.52)

On note par ||.||;,, ||| and . [|.||;~ les normes sur les espaces V', H et V', respectiveement, et

nous utilisons (.,.)y/xy pour le jumelage de dualité entre V' and V.Notez que si f € H, donc

(f7 'U)V’><V = (f7 U)H 7VU € H (453)

La section suivante expose et prouve I'affirmation concernant 1'unicité de la solution

au probleme Py, .

4.3 Reésultat d’existence et d’unicité

Le résultat d’existence et d’unicité est le suivant.

Théoréme 4.3.1. Supposons que (4.19)-(4.38) prise. Alors si Ny, < %, il existe une solution
0

unique {u,0,0,p, D} au probléme Py satisfaisant

we WH(0;T; V)N CHO; T3 V) 0 W0, T3 V'), 0 € C(0; T H) (4.54)
e C(0;T;W),D e C(0;T; W), (4.55)

0 € W'2(0;T; E') N L*(0; T E) N C(0; T; L3(Q)). (4.56)

o€ W2 (0,T;L2(Q)) N L2 (0, T; H(Q)). (4.57)

La fonction u, o, 0, ¢, D, 0 et a, qui satisfont (4.39)-(4.44), sont appelées la solution faible au

probléme de contact P. Nous concluons que, sous les hypothéses (4.19)-(4.37) et si Ny < %
0

est satisfait,
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le probleme mécanique - a une solution faible unique satisfaisant -.

La démonstration du théoreme s’effectue en plusieurs phases. Elle se base sur les
conclusions des inéquations variationnelles évolutives, des équations différentielles ordinaires
et des raisonnements par point fixe. Dans la premiére phase, nous examinons le probleme
intermédiaire suivant pour tout n appartenant a L2(0,7; V).

Problem PVu,. Trouver le champ des déplacements u, : [0;7] — V' tel que V¢ € [0,7],

(i(8), 0 — (t) ey + (Ae (1ig(8)) £ (0 — 1y (£)) Yo+ 5y (£),0) = g (£) iy (1)

+ (), v —uy(t)) v > (f(t),v —uy(t)y,

(4.58)

uy (0) = ug, u,(0) = vy for all u,, v € V. Concernant I’analyse du probleme PVu,, voici les

conclusions que nous avons obtenues.

Lemme 4.3.2. PVu, Il existe une seule solution qui répond a la condition de régularité men-
tionnée dans (4.1) :

t
wy (£) = up + / Ung (8)ds VL € [0,T].
0

Nous définissons l'opérateur A : V' — V' par
(Av, w)yrwy = (Ae(v),e(w))y, Yv,w e V. (4.59)

Nous considérons l'inégalité variationnelle suivante.

Probléme PVu,. Trouver le champ des déplacements v, : [0;T] x Q2 — V tel que V¢ € [0,T].

(i}Nn(t% w — UNn(t))V/Xv + (AUNTI(t))a w — UNn(t))V’XV + ](N7 w)

_j(N’ UNn(t)) > (fn(t)7w - UNﬂ(t))V’XV7 Vw € V7

(4.60)

Ny (0) = ,. (4.61)
Dans I’étude du probleme PVv,, On obtient le résultat suivant.

Lemme 4.3.3. pour tous N € L*(0,7,H1) and n € L*(0,T,V"), le probléme PVv, a une
solution unique avec la régularité vy, € C'(0,T, H) N1L*(0,T,V) N W20, T,V").

Démonstration de Lemme [4.3.3. Nous commencons par I’étape de régularisation que nous
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avons définie, pour tout € > 0,

Je (N,v):/ up | R x Ny|\/|v-]2 4+ €2da, Yv eV, Ve>0.
I's

Apres quelques étapes algebriques et pour tout € > 0, J. est C' convexe sur V, et son dérivé
de Frechet satisfait

Ve>0, VweV

JUN,w)| | < CIN iy, (4.62)

Depuis (4.23) et la monotonie de Jé, il résulte de I'équation d’évolution classique du premier

ordre que
Ve >0, vy, € L*(0,T,V)NC(0,T, H) et 05, € L*(0,T,V")
tel que
V5, (1) + Avgy, + JL(N, v5y,,) = fr(t)sarV', p.p. t € [0, 7], (4.63)
V5, (0) = .
Donc, vi, € L*(0,T; V) N W*(0,T; V'), on obtient
(OJEVn@)’w N UfVW)V/XV + (AU?Vn(t% w= UJEVU)V/XV + Je(N, w) (4.64)
— (N, 05y (8) = (fo(t), w = w3y, (1)), Yw €V, pp. t € [0,T).
En utilisant (4.23)) et la monotonie de j., nous en déduisons que
T 2 T 2
AC >0, V€ (0,7 : vi, ()] < C/ Vi (1), dt < C/ o5, (1), dt < C,
0 14 0 v’
en utilisant une sous-suite pour trouver que
vy, — VN, faiblement dans L2(0,T;V) et faiblement dans 1L.>°(0, T; H), (465)
0%, — Uny faiblement dans IL?(0,7; V).
]
Il s’ensuit que
uny € C(0,T; H) et vy, (t) = vny(t) faiblement dans  H, Vt € [0,T]. (4.66)
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Par intégration de (4.63), nous avons Yw € L?(0,T; V),

T T T T
/0 (050 (£), W)vrcvdt + /O (Avy, (1), w)yrevdt + /0 (N, w)dt > /0 (f, (), w(t))yrevdt,
Alors nous avons

Jo (030, (1), w)vrevdt + J§ (Avse, (t), w)yvovdt + 3 (N, w)dt
> o (030 (1), 050y () vovdt + fi (Avsy, (£), Vi, () vy di+
Jo 3e(N v (D) dt + J5 (£ (E), w(t) — vy, () vouvdt

> s = 2o O+ T (Avky (6), ey ()it

fOTjE(UiVU(t))dt + fOT(f??(t)’ w(t) - U?Vn(t))V’det-

Depuis (4.64)) et (4.65)nous obtenons que pour tout w € L2(0,T; V),

fOT<v7V17<t)7 w— U?Vn(t))levdt + fOT(Avij'r](t)? w— U]EVn(t))V/Xth+

Jo GIN w) = §(N owg)) dt > fo (f5(£),w(2) = vy () vrcvdt.

L’inégalité précédente implique (voir [I3]) Cette

(?'van(t), w — UJEVU)V’XV + (Av?vn(t),w — UfV”)V’xV + 7. (N, w)

— (N, 050, (£) = (f (1), w = w3y (1)), Vw €V, tE[0,T].

Nous concluons que le probléme PVu, a au moins une solution vy, € C(0,7; H)NL*(0,T; V)N
W20, T; V') et oy € L2(0,T; V'),

9 o e 7 . 1 2
Pour P'unicité, laisser vy, , vy

étre deux solutions du Problem PVuv,, nous utilisons (4.59)

n

obtenir pour ¢ € [0, T,

(U?Vn(t) - U]an(t)7U]2Vn(t) - U]an(t)) - (AU]QVn(t) - AU}Vn(t)7U?Vn<t) - U]l\/r](t)) <0.

Intégration de l'inégalité précédente, en utilisant (4.19)) et (4.58), nous trouvons

1

2 T 2
5’1)]2\,77(75) - U}Vn<0)‘v + mA/O ‘v?\,n(s) - U}Vn(s)‘vds <0, Vtel0,T],
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ce qui implique Uzlvn = UJQVU. Considérons maintenant uy,, : [0,7] — V est la fonction définie par
T
Uy (t) = / nn(8)ds + ug, Wt € [0,T]. (4.67)
0

Concernant 1’étude du probleme PVu,, nous obtenons le résultat suivant.

Lemme 4.3.4. Le probleme PVu, posséde une unique solution qui répond a la régularité men-

tionnée dans (4.1)).

Démonstration de Lemme [4.3.4. La démonstration est une conséquence du lemme [4.3.3

avec (4.66|). m

Dans la seconde phase, en prenant n € C(0,7;V'),Nous faisons appel au champ de déplace-
ment w, issu du lemme £.3.2] et étudions le probleme variationnel suivant.

Probléme PVy,. Trouver le potentiel électrique ¢, : [0; 1] — W telle que Vt € [0, T,

(B Vi (1), V) = (€ & (uy (1), VE) y + (7 (ug (8) , 04 (1), @)y = (ge (1), p) w. V ¢ € W
(4.68)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.3.5. PV, Il existe une solution unique y, qui adhére a la régularité précisée. dans
. En outre, si,, et oy, représentent des solutions de associées a ny,ny € L2(0,T;V),

alors on peut trouver un C' > 0 tel que

(D = @n) Oy < C gy — ) (B, V2 € [0, TT. (4.69)

Démonstration de Lemme [4.3.5l Le méme résultat pour ce lemme est donné en [19].
U

Dans la troisieme phase, pour un A donné appartenant & IL.? (0, 7; L?(Q2)), nous examinons

le probleme variationnel suivant relatif au champ de température.
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Probléme PV0,. Trouver un champ de température 0, : [0,7] — E tel que

0\(t) + K6,\(t) = Ru,(t) + Q(t) sur E' t € 0,11,
(4.70)

6/\(0) - (90,
pour tous 0y, w € E,p.p. t € (0,T). Pour le probleme PV, On obtient le résultat suivant.

Lemme 4.3.6. Le probleme PV8, posséde une solution unique telle que

0y € L*(0,T; E)NC(0,T; L*(Q)) N W0, T; E'). (4.71)

De plus, 3C > 0 tel que VA1, Ay € L?(0,T; V"),
T
161(6) = 62(8) ) < € [ 1O = Ma)(s) 3 ds. vt € (0,7 (4.72)

Démonstration de Lemme [4.3.6l Le résultat est issu de 1’équation d’évolution classique du

premier ordre présentée dans [4]. Ici, le triplet de Gelfand est fourni par
ECL*(Q) = (L*(Q) cFE.

L’opérateur K a les caractéristiques de linéarité et de continuité. et de coercivité. Grace a

I'inégalité de Korn, nous obtenons
|K(u)|, > Clulg,, forallu eV,

avec C' étant une constante strictement positive définie uniquement sur €2 and I';.
Donc

(K7, 7) g = C|7|%. (4.73)

O
Dans la quatrieme étape, pour p € L?(0,T; L*(2)) donné en considére le probléeme varia-
tionnel suivant pour le champ d’endommagement.

Probléme PVa,,. Trouver le champ d’endommagement «, : [0,7] — H'(Q2) tel que o, € F
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et

(d#(t)’ C - aﬂ(t))LQ(Q) t+a (a#(t)v C - au(t)) Z (S(g(uu(t))7 Oz“(t)), C - O‘u(t))ﬂ,?(m ’ (4'74)

a,(0) = a, (4.75)

pour tous a(t) € F', ( € F et t € [0,T]. Notez que s f € H, Alors

(fs0)yrny = (fsv)y, Vv € H.

Théoréme 4.3.7. Considérons un triplet de Gelfand tel que V- C H C V'. Considérons K
comme un ensemble non vide, qui est a la fois fermé et convexe dans l’espace V. Imaginons
que a(-,-) : V. x V. — R est une forme continue et symétrique, ot certaines constantes ( > 0
et cg sont données.

a(v,v) = collolly = Cllolly, Vo€ H.

Ensuite, Pour chaque uy appartenant a K et chaque f dans (0, T'; H, on trouve une unique
fonction. u € H'(0,T; H)N1L2(0, T, V) tel que u(0) = ug, u(t) € K pour tous t € [0,T] et pour

presque tout ¢t € [0, T,
(u(t),v —u(t))vixv +alu(t),v —u(t)) > (f(t),v —u(t))y, YveK.

Nous appliquons ce théoreme au probleme PVay,.

Lemme 4.3.8. Une solution unique o, existe pour le probleme auziliaire PV, de telle sorte
que

o, € WH0,T;1L2(Q)) NL2*(0,T; H'(2)). (4.76)
Le lemme ci-dessus découle du résultat standard pour les inégalités variationnelles paraboliques.

Démonstration de Lemme [4.3.8] 'inclusion de (HI(Q), | - HHI(Q)) dans (L*(Q), ] - li2@)
est continue et sa rong est dense. On note (H'(Q))’ 'espace dual deH'(£2) et, en identifiant En

considérant le dual de LL.2Q avec lui-méme, nous pouvons établir le triplet de Gelfand.

/

H'(Q) CL2(Q) C (H'(9)
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Nous notons la dualité entre (H'(Q)) et H'(Q) a l'aide de la notation (-, V@) <1 (), €t
nous avons

(., B) iy sy = (@ Ble), Yo e L2(Q), € H(Q),

Nous observons que F' constitue un ensemble fermé convexe dans H'(Q). Par la suite, nous
faisons appel & la définition de la forme bilinéaire a. donné par (4.48), termine le fait que
a, € F. O

Probléme PVo, ) ,. Trouver un champ de contrainte o,y : [0,7] — H,

Taralt) = G (1)) () (0D + [ Q05),2 (g (3))) ds = MOy(1), W € 0.T). (4.77)

Lors de I’étude du probleme PVo,,, nous avons obtenu le résultat suivant.

Lemme 4.3.9. On ne trouve qu’une seule solution au probléme. PVo,, qui respecte (4.1]). De
plus, siu,,, Oy, a,, et oy, . eprésenter la solution des problémes PVu,,, PVO,,, PV, and

PV, xiur Tespectivement, pour i = 1,2, alors il existe ¢ > 0 tel que

HO—"717)\17M1 (t) = Ong Ao,p2 (t) HH2 < C(Hum(t)*ung (t) H%/

) (4.78)
+ /0 ([ttns(5)—uny () 1+ 1020 (8) = Ors ()5 + Nl (5) = v (8) 1177 dis).

Démonstration de Lemme 4.3.9l Soit II,, ., : L*(0, T, H) — L2(0, T; H) soit I'application

donnée par
1,0, (1) = Ge(uy(0), (1)) + [ Qos),e(ug(s))) ds — MO(D). (479

Soit o; € L*(0,T;H) : i = 1,2 et t; € [0,T]. I'utilisation d’hypotheses ([4.21]) et I'inégalité de

Holder . Nous trouvons

t
Ty 0,001 (8) = Ty 02 (8) 3, < LET/O lon(s) — a2(s)I3, ds.

m

Il résulte de cette inégalité que pour m assez grand, une puissance II7") |

de l'application II,, » ,
est une contraction de l'espace de Banach L?(0,T;H), et donc il existe un élément unique

opapu € L2(0,T;H) tel que I, 5,000, = Opau- De plus, 0,5, est la solution unique du
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probleme PVo,»,. Si u,,, 0 o and o, . représenter la solution des problemes PVu,,,

PVOy,, PV, and PVo,,z,,.,, respectivement, pour ¢ = 1,2, alors nous utilisons (4.1)), (4.19),

(4.20) et I'inégalité de Young pour obtenir

”(0—771,/\1,#1 - an,h#@)(ﬂ“?—ﬂ < C(”(um <t> - uﬂz(t))H%/
t
+ /0 (o A () = T ragis (D12 + [ty )=y (9 17+ 116, (5) = Ora ()15
+ e, (5) — o (5) 7)) ds).
Ceci nous permet d’obtenir, en utilisant le lemme de Gronwall, I'inégalité (4.78]).

Enfin, nous considérons l'opérateur A tel que

Al X, w)(£) = (M (g, X, ) (8), A2 (n, A, ) (£), A (0, A, ) (8)),
ot Al, A? et A3 sont définis par

(AT(), A), (1), v())vrxy = G(e (uy(t)) & (v(1))re + (E7V ey (1), (v(t)))y

oy (1),000) + ([ Qonan(s).2 (ugfs) ds = MON(D),(0(1)) ), VuEV,

A*(n(t), AE), 1(t), v(t) = V(o au(t), (uy(t)), 0x(1)))

et

AP (n(£), A1), (1), (1)) = D(oga,(t), £ (uy (1)), (1))

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

ICi, pour 7] € ]LQ(O?T; V)7 >‘ € L2(07T7L2<Q)) et M € ]L2<07T; LQ(Q>)7 uﬁa (bn? 9)\7 a# et O'n,)\,,u

illustrent le champ de déplacement, le champ de potentiel électrique, la température, le champ

d’endommagement et le champ de contrainte qui ont été dérivés des lemmes[d.3.2] [4.3.5] [£.3.6],

[4.3.8 and 14.3.91 Nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.3.10. .

Lopérateur A a un point fire uniquet (n*, \*, u*) € L2(0,T;V x L*(Q)) x L?(Q)).

Démonstration de Lemme [4.3.10. Nous montrons pour un entier positif m, 'application

A™ est une contraction de L2(0, T; V x L2(Q)) x L2(2)). A la fin, nous supposons que (11, A1, ft1)

and (12, Mg, pi2) sont deux fonctions dans L2(0,7;V x L*(Q2)) x L*(Q)) et notons u,, = u;,
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4.3. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE

U, = Vi, P, = @i, O, = 0;, oy, = a5 et oy, 5, 4, = 03 for © = 1,2. Nous avons

A G, A ) = A, A 1)) OI < €L R t) = s () By
+ CIR (1) = e 0)) By + 192 (ua (1)) — G(ua 1)
Vi = V)OI, + Clla(®) - asft) (4.59)
+ [ 19001(5),2(ua () = Glorls), 2as))) B, s

+ C||61(t) — 02(1)]|22¢,.

Par conséquent, a partir de (4.20)), (4.21)), (4.22) et la définition de R,, R,, on obtient

HA (1, A, ) = A0, D 1)) B < Ol = w) (DI
t t
[l = w)()F ds+ [ llor(s) = aa(s) 3, ds
+ [ 10) = a(Nds + [ llan(s) = ax(s)l s

+ o1 (t) — 2(8)lliw)-

(4.85)

Nous utilisons des estimations (4.78)) pour obtenir

1A (1, Ary ) () = Al (2, Aoy p2) ()5 < O (| (un — u2) (1) 17
[ e = w)6) R ds + [ 100() = 02(5)]3 s (1.86)

+ /ot a1 (s) — aa(s)]|% ds + || (w1 — w2) ()]13)-

Rappelons que ci-dessus u,, et u, désigne les composantes respectives normale et tangentielle
de la fonction u,. des arguments similaires, & partir de la fonction ® et la définition de A?, it

suit que

N2, A ) — A2, 2, 1)) (DI < Ol (01— ) (D)1
[ or(s) = aa(s) I s+ s) — a(o) )
< C(|[(wr — ua)(®)|Z + [|61(5) — Oa(s)]%

[ (o) = wal) ds+ [ 161(5) — a0 ds).

(4.87)
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D’autre part, par (4.26), (4.77) et la définition de A3, que nous obtenons

A% (1, A 1) = A%, e 1)) ()3 < O = u) 0}
e = @@+ [ = w) IR ds
+lr — a2+ [ Nes — )l ds)

Aussi, depuis

wi(#) = /Ot vi(s)ds +uy, t € [0,7],

nous avons

ui(t) = [[(ur = u2) )|y < /Ot lvi(s)I[V ds + uo,

ce qui implique

(s = wa) O + [ s = w)(6) I ds < € [ w1 = ) )] d.

Donc

1A G A, ) = Ao, Ao, 1)) (DI e < Ol = uz) (D)}
4 /Ot [(ur — ua)(s)[|3 ds + || (a1 — a2)(s)]|%
+ /Ot lar (s) — az(s)[I7 ds + [161(s) — a(s)

" /Ot 16 — 62)(s) |12 ds + [[ (1 — 2) (1) 13).

De plus, a partir de (4.57)), on obtient

(@1 — U, U1 — UQ)V/xV = (-AE(Ul) - Aﬁ(vz), 5(712 - U1))V'xv

+ (1 — n2,v1 — v2)yrxy <0,

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)

(4.92)

(4.93)

En utilisant les deux conditions initiales, v1(0) = v2(0) = vy, on integre cette derniere inégalité,

et d’apres (4.21]) et (4.58), nous concluons que

[ on(s) = ea(@) ds < € [ nts) = ()l len(s) = va()l ds
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pour tous t € [0,7T]. Ensuite, en utilisant 'inégalité 2ab < naTi + m4b?, on obtient
t 9 t

| = e ) ds < € [ llom —m)(s)llv ds, vt € 0,71,

Depuis u1(0) = u3(0) = ug, nous avons
) T
[(ur = u2)(s)[ly < C/O [v1(s) — va(s) v ds,
et de (4.20]), nous avons
2 T 2

161 = 62) () [[22() < C/O (A = A2)(s) s, Vit € [0,T],

et d’apres (|4.6]), nous avons
(o1 = 2) iy < Cll(wr —w2)(WIy, ¥t € [0, T7.

Nous substituons (4.90)) et (4.97) sur (4.91) pour obtenir

(A Gm 1) = A 1)) Ol < O (lon = ) ()] ds
+101(5) = 0a(5) 3+ [ 16:(5) — 0a(s) [ ds

+llar(s) = aals) B+ [ e — aa)(s) I ds),

d’autre part, de (4.73)), nous en déduisons que

(Gq — G, a1 — o) prscp + alog — ag, a1 — ) < (1 — po, 0 — ao)p,  t€1[0,7).

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)

On integre cette derniere inégalité par rapport a ¢, en utilisant les conditions initiales a;(0) =

az(0) = ap et les inégalités a(a; — az, a1 — ay) > 0, nous trouvons

Sl =) < [ = pa)(s), (o — a2) () ds.
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4.3. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE

Ce qui associée a I'inégalité remarquable de Gronwall, méne a

I(ar = a2)(s)[IF < C/Olt (11 = ) ()l ds, vt € [0,T]. (4.102)

Nous substituons (4.94]), (4.96) et (4.101)) sur (4.98]) pour obtenir

A Avs 1) = A Do ) (e < C [ 1 A ()

(4.103)
= (M2, Az, 112) (3)) [V e e s
Réintégrer cette inégalité n fois, nous obtenons
1A (0, M0, i) = A" (o, Do 12) o vy € = 1(0ms s )
" (4.104)

— (12, Mg, N2))“12L2(V/xExF)a

T n
Puisque lim (cT)

n—-+00 n'

= 0; il vient que pour n assez grand, A" est une application contractante
dans I'espace de Banach L2(0, T; V' x Ex F), ce qui signifie que A posséde un point fixe unique. A

présent, nous disposons de tous les éléments nécessaires pour démontrer le théoreme. [4.3.1, [

Démonstration. (de Théorémd4.3.1].) Soit (n*, \*, u*) € L2(0, T; V' xL*(Q) xL?(Q)) est le point

fixe de A défini par (4.79)), (4.80)), (4.81]) et(4.82) et

Us = Ups, ©p = @Qpe, 0.=0, and a, = ;. (4.105)

Let o, : [0, 7] — H be the function defined by

Oy = As(u*) + €*VQO* + 0-77*)\*#*' (4106)

Nous prouvons que {u., 0., s, 0s, . } satisfait (4.39)), (4.44)) et les régularités (4.53))-(4.55). En
effet, nous écrivons (4.57)) et utiliser (4.101)) pour trouver

(1i(8), 0)yrv + (Ae(in(t)), 6(0))r + Je (i), v)

+ (U*(t);U)V’xV Z (f(t)av)V’XV7 Vv € V p-p., te O7T7

(4.107)

Nous utilisons des égalités A'(n*, \*, u*) = p*, A2(n*, X\, u*) = X et A3(p*, \*, p*) = o7, il
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résulte que

(77* (t), U)V’XV = (Bs(u*(t)), 6(1}))7.[ + (€*v90*(t)7 5(’0))?{

4 ([ G0 (5), (ua(s)s s 5))) ds — ML), <(0))

H

+ Je(u(t), 0(1)),
A(t) = By xe e (1), (ua (1)), 04 (1)),
pa(t) = V(o pe e (), € (1)), (1))

Nous substituons maintenant (4.107)) dans (4.106)) pour obtenir

)
—~
S

*
=
S
V4
o
=
=
3
X
<
<C
4
M
<

Il résulte du lemme 4.3.9| et (4.105)) Cette o, € L2(0,T;H) et (4.40) implique que

divo. + fo(t) = pii.(t), p.p., t € [0, T].

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)

Nous écrivons (4.69) pour A = A\* pour trouver ¢a (4.71)) est satisfait, d’écrir aussi (4.73) pour

p = p* pour trouver ¢a (4.73) est satisfait, nous considérons maintenant (4.57)) pour n = n*

pour trouver ¢a (4.57)) est satisfaite. Ensuite, les régularités (4.53))-(4.79)) suivre les lemmes|4.3.2|
14.3.3 4.3.5] 4.3.6} [4.3.8 et la régularité (4.1]) suivant le lemme4.3.9| la partie unique du théoreme

est une conséquence de 'unicité du point fixe de opérateur A défini par (4.79))-(4.82) et

prouve ainsi la solvabilité unique des problemes PVu,,, PVy,, PV, PVa, et PVo, ) ., ce qui

complete la preuve, et pour avoir plus de détails nous proposons de voir par exemple [9] O
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Dans cette these, on a présenté une étude suffisante (modélisation, analyse mathématique
et étude numérique) de quelques systemes aux dérivées partielles qu’on rencontre dans les

applications de la mécanique de contact, ceci nous amene aux conclusions suivantes :

4.4 Conclusions théoriques

On a étudié I'existence et I'unicité de la solution pour les problemes de contact. La résolution
variationnelle de tels problemes nécessite des outils mathématiques :
- la formulation variationnelle des problemes de contact est composée de systemes couplés des

équations et inéquations elliptiques ou paraboliques.

4.5 Perspectives

Cette these permet de trouver quelques problémes ouverts dans la mécanique de contact et
les méthodes de résolution de tels problemes mécaniques.
-Formulation des problemes multiphysiques (termomagnétomécanique, magnétomécanique ou
termoélectromagnétomécanique)
-Trouver les résultats dans le cadre abstrait afin de les appliquer dans la résolution des problémes

de contact.
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