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Introduction

Les mathématiques jouent un roéle essentiel dans I’observation de nombreux processus
physiques : hydrodynamique, élasticité et électrodynamique. Un phénomeéne physique ne
peut étre réduit uniquement aux concepts mathématiques qu’il contient, mais il peut étre
traduit a ’aide de ceux-ci. Ce point de vue rejoint 1’idée de considérer les mathématiques
comme des modéles.L’un des concepts mathématiques qui perdure depuis des siécles et
qui joue remarquablement le role de modele pour les phénoménes physiques est celui
d’équation différentielle. Les équations différentielles non linéaires occupent une place
importante dans 1’étude des sciences physiques non linéaires. La résolution exacte des
équations aux dérivées partielles (EDP) non linéaires offre une meilleur compréhension
des problémes physiques. Au cours des derniéres décennies, de nombreuses méthodes ont
été développées, telles que la méthode de diffusion inverse [1], la transformation bilinéaire
de Hirota [25], la méthode tanh [15], la méthode sinus-cosinus [3] la méthode de I’équilibre
homogene [46], la méthode de la fonction exp [7] et la méthode des équations d’essai[21]

Récemment, en raison de sa simplicité mathématique, la méthode des sous-équations
de Fan est un outil incontournable pour résoudre les équations d’évolution non linéaires,
permettant d’obtenir plusieurs solutions exactes.Cette méthode, connue sous le nom de
méthode de Fan [17, 34] est particuliérement efficace pour traiter les équations différen-
tielles non linéaires, notamment les (EDP). Elle constitue une extension de la méthode
de Fan et permet de trouver des solutions exactes sous la forme de fonctions spéciales ou
de séries. Parmi les équations ou cette méthode a été appliquée, on trouve I’équation de
Schrodinger non linéaire [14] La méthode a permis la découverte de solutions exactes sous
la forme de fonctions hyperboliques, trigonométriques ou exponentielles. Une application
notable est I’équation de Korteweg-de Vries (KdV), qui est une équation aux dérivées
partielles (EDP) non linéaire qui modélise des ondes solitaires dans un milieu fluide. La
méthode des sous-équations en éventail étendue a été utilisée pour obtenir des solutions

analytiques sous forme de solitons pour diverses équations non linéaires. L’équation de



Boussinesq [16], qui décrit la propagation des ondes en eau peu profonde, a été réso-
lue & 'aide de cette méthode pour trouver des solutions exactes. De méme, 1’équation
non linéaire de Klein-Gordon [15], utilisée en physique théorique pour décrire les champs
scalaires, a été abordée, donnant des solutions sous forme de fonctions elliptiques ou hy-
perboliques. L’équation de Sine-Gordon [12], qui se pose dans des problémes de physique
mathématique tels que la théorie des champs, a également été abordée, permettant la
découverte de solutions exactes de solitons. Les équations de réaction-diffusion, qui modé-
lisent des phénomeénes biologiques, chimiques ou physiques,constituent un autre domaine
d’application de cette méthode. La méthode des sous-équations en éventail étendue s’est
avérée efficace pour résoudre certaines de ces équations non linéaires. De plus, les équa-
tions de type Burgers-Huxley [9], qui combinent les termes de diffusion, de convection et
de réaction, ont été analysées, ce qui a conduit a la dérivation de solutions analytiques.
Les équations de Ginzburg-Landau [13], utilisées en physique des matériaux et en op-
tique non linéaire, ont également été résolues a ’aide de cette méthode, aboutissant a
des solutions exactes. Plus récemment, la méthode a été discutée dans le contexte de
I'équation de Burgers-Fisher fractionnaire en temps [2], démontrant ainsi sa polyvalence
et son applicabilité a une gamme d’équations complexes.

Nous concentrons notre étude sur ’équation de Benjamin-Ono (BO) introduite dans
les années 1960 par T.B.Benjamin et H.Ono.Cette équation est un modéle fondamental
en physique mathématique, notamment pour la description des ondes internes en eaux
profondes. Elle est utilisée pour modéliser divers phénoménes physiques, notamment les
ondes internes en océanographie, ou elle décrit leur propagation dans un fluide stratifié,
comme les couches d’eau de densités différentes dans 'océan. De plus, ’équation de BO
apparait en physique des plasmas et des particules, ou elle est appliquée & ’étude des
ondes dans les plasmas et les systémes de particules chargées. En physique du solide, elle
est utilisée pour modéliser les phénomeénes dans les cristaux et les matériaux de faible
dimension. Au fil du temps, ’équation de Benjamin-Ono a été généralisée et modifiée

pour étudier des phénomeénes plus complexes. Par exemple, 1’équation de Benjamin-Ono



généralisée inteégre des termes supplémentaires pour tenir compte de la dispersion ou de
la non-linéarité accrue. En raison de sa structure non linéaire et non locale, la résolution
de I’équation de BO nécessite des méthodes spécialisées..Des approches analytiques et
numériques ont été employées, notamment la transformée de diffusion inverse [19], la mé-
thode de Hirota [26] et la méthode de réduction de symétrie (théorie du groupe de Lie)
[36]. Ces techniques ont joué un role déterminant dans ’avancement de la compréhension
et de 'application de ’équation BO dans divers domaines de la physique. Les recherches
actuelles sur I’équation de Benjamin-Ono (BO) se concentrent sur deux domaines prin-
cipaux : la stabilité des solutions et les solutions N-solitons. La stabilité des solutions
implique I’étude du comportement des solitons et des ondes périodiques sous perturba-
tions, tandis que les solutions N-solitons se concentrent sur la construction et I'analyse
des interactions entre plusieurs solitons. De plus, il existe un intérét croissant pour ses
applications en physique et en ingénierie, ot I’équation est utilisée pour modéliser des
phénomeénes dans des systémes du monde réel.

L’équation de Benjamin—-Ono est une équation aux dérivées partielles non linéaire
et non locale qui modélise la propagation des ondes internes dans un fluide stratifié,
en particulier dans des couches d’eau profondes. Elle a été introduite dans les années
1960-70 par T. B. Benjamin et H. Ono.

Elle s’écrit généralement sous la forme
U + Uyt + Hugy = 0,

H est la transformée de Hilbert, un opérateur qui introduit un effet de dispersion non

Hl@ = tpo [ 1P,

o T =Y

local définie par

Cette équation combine les effets de non-linéarité et de dispersion, ce qui permet ’ap-
parition d’ondes solitaires appelées solitons. Contrairement & d’autres équations comme

celle de Korteweg—de Vries, les solitons de Benjamin—Ono ont une décroissance algébrique



et non exponentielle.

[’équation est aussi connue pour étre intégrable, ce qui signifie qu’elle peut étre résolue
exactement par certaines méthodes analytiques.

Cette thése est constituée d’une introduction générale qui présente 'importance du
théme ainsi que les objectifs de notre travail.elle est organisée en trois chapitres et se
termine par une conclusion générale et des perspectives.

— Le premier chapitre est consacré a la présentation générale des ondes progressives

et des solitons
— Le deuxiéme chapitre est I’étude de quelques méthodes de résolution de 1’équation
Benjamin-Ono telles que la méthode de la fonction-Exp et la méthode modifiée
de développement (G’/G?),la méthode bilinéaire de Hirota ainsi que la méthode
de l'equation d’essai et leurs efficacités sont prouvées pour résoudre I’équation
Benjamin-Ono

— Le troisiéeme chapitre est une application de la méthode de la sous-équation de
Fan pour obtenir des solutions d’ondes progressives des EDP non linéaires in-
cluant I’équation de Benjamin-Ono et on terminera par une présentation des résul-

tats,suivie de la conclusion générale et des perspectives.



Chapitre 1

Ondes progressives et solitons

1.1 Introduction

Les phénomeénes ondulatoires sont omniprésents dans la nature et interviennent dans
des domaines variés tels que la mécanique, 'optique, ou encore la physique quantique.
D’un point de vue mathématique, les ondes sont modélisées par des équations aux dérivées
partielles (EDP), dont les solutions peuvent présenter des comportements trés divers.
Ce chapitre se propose d’examiner les ondes dites progressives, c’est-a-dire celles qui se
déplacent dans ’espace sans changer de forme, ainsi que les effets de dispersion et de
dissipation qui peuvent les modifier.

Les ondes solitaires, ou solitons, constituent une classe particuliére de solutions d’équa-
tions aux dérivées partielles (EDP) non linéaires. Contrairement aux ondes classiques,
qui peuvent se disperser ou s’atténuer au cours du temps, une onde solitaire se caractérise
par sa capacité remarquable & se propager sur de longues distances sans changement de
forme, et & interagir avec d’autres ondes solitaires sans perdre son identité.

Le concept d’onde solitaire remonte au XIX® siecle. En 1834, le mathématicien et in-
génieur écossais John Scott Russell observa un phénomeéne singulier sur un canal : une
¢élévation isolée de I'eau se déplacant a vitesse constante, sur une longue distance, sans se

déformer. Il nomma ce phénoméne une "vague de translation", constituant la premiére



observation empirique d’un soliton.

D’un point de vue mathématique, les ondes solitaires apparaissent naturellement comme
solutions d’équations non linéaires et dispersives, c’est-a-dire des EDP combinant des
effets de non-linéarité (termes comme ud,u ) et de dispersion (termes comme 9%u ) Un

exemple fondamental est donné par ’équation de Korteweg-de Vries (KdV)
Owu + 6ud,u + aiu =0,

qui modélise la propagation d’ondes de faible amplitude & la surface d’'un canal peu

profond. Cette équation admet des solutions exactes de type onde solitaire, comme :

u(z,t) = gsec h? <§c(x - ct))> ,
¢ > 0 est la vitesse de propagation. Ces solutions sont localisées, de forme stable, et
conservent leur structure méme apres collision avec d’autres ondes du méme type.
Depuis lors, les ondes solitaires ont été identifiées dans de nombreux contextes phy-
siques : en optique non linéaire, en physique des plasmas,dans les fibres optiques, en
océanographie ou encore en théorie des champs. Leur étude a donné naissance a des
théories mathématiques riches, telles que ’analyse spectrale, les systémes intégrables, la
transformée de Fourier inverse non linéaire, et les méthodes de perturbation.

Ce chapitre s’intéressera donc aux propriétés fondamentales des ondes solitaires, en
mettant en évidence :

— Leur structure mathématique,

— Les équations qui les gouvernent,

— Le role de la non-linéarité et de la dispersion,

— Et les conditions nécessaires a leur existence et & leur stabilité.

10



1.1.1 Ondes progressives

Il est interessant maintenant de donner quelques définitions de certains concepts de

la théorie mathématiques des ondes [43, 44]

Définition 1.1.1 Une onde progressive est une solution d’une équation d’évolution, ty-

piquement de la forme :

u(z,t) = f(x —ct),

ol ¢ est une constante appelée vitesse de propagation. Cette forme implique que le profil

f se déplace sans se déformer.

Exemple 1.1.1 L’exemple canonique est [’équation d’onde classique :

Ofu = 202,

admet pour solution générale une superposition de deux ondes progressives

u(z,t) = f(x —ct) + g(x + ct)

Les ondes progressives peuvent se propager dans plusieurs directions et avec différentes
vitesses. Dans les cas lineaire,le principe de superposition est valable et les solutions
peuvent etre représentées comme combinaisons linéaires de fonctions sinusoidales. En
revanche dans les cas non linéaires, le profil de 'onde au cours de la propagation,peut
interagir de maniére complexe avec d’autres ondes, ou encore se stabiliser sous la forme
d’une structure cohérente : appelée soliton.Celui-ci correspond & une onde solitaire qui

conserve sa forme et sa vitesse grace & un équilibre étre non linéarité et dispersion.

Cependant, dans les milieux réels, la propagation des ondes est rarement idéale. Elle
est soumise a des effets tels que la dispersion et la dissipation,qui modifient profondément

leur évolution.
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Onde

<— Longueur donde —

Distance —

F1G6. 1-1 — Schéma d’une onde

1.1.2 Dispersion et dissipation

Dans la dynamique des ondes, la dispersion et la dissipation sont deux phénomeénes
physiques fondamentaux qui influencent la forme et la propagation d’une onde au cours

du temps.

Définition 1.1.2 dispersion

On parle de dispersion lorsqu’une onde est composée de plusieurs fréquences qui se pro-
pagent & des vitesses différentes. Mathématiquement, cela se traduit par une relation de
dispersion non linéaire entre la fréquence w et le nombre d’onde k, Autrement dit,la vi-
tesse de phase v, = ¥ dépend du nombre d’onde k ce qui provoque un étalement de l’onde

au fil du temps.

Ce phénomeéne est typique dans les milieux dispersifs,comme ’eau profonde ou les
fibres optiques.

Un exemple typique est I’équation linéaire dispersive classique :

U + ﬁuzx:p =0

12



cela signifie que les composantes de fréquences élevées (grands k) se déplacent plus rapi-
dement,entrainement un étalement du profil de ’onde.

Dans les équations non linéaires comme celle de Benjamin-Ono ou de Korteweg-de
Vries(KdV),la dispersion agit en opposition a la non linéarité.Cette équilibre entre les

deux effets permet la formation d’une ondes solitairestable,appelée soliton.

Définition 1.1.3 (dissipation)
La dissipation désigne une perte d’énergie, souvent modélisée par des termes visqueux ou
amortissants. Elle provoque une atténuation de 'amplitude de l'onde au fil du temps.

Par exemple, ’équation de la chaleur :
Otu + 0 = *02u,

ot v > 0 représente le coefficient d’amortissement. Cette équation décrit une onde pro-

gressive dont [’amplitude décroit exponentiellement avec le temps.

1.1.3 Iteraction entre dispersion et dissipation

Lorsque les deux phénomeénes existent,la dynamique devient plus complexe :

Si la dissipation domine, on observe la propagation d’ondes dispersives ou solitaires,et
si la dissipation domine,l’onde s’atténue rapidement et perd sa cohérence.

Les solitons apparaissent précisément dans le régime d’équilibre entre non-linéarité et
dispersion sans dissipation significative.C’est pourquoi les équations comme Benjamin-
Ono ou Kdv décrivent des milieux quasi-conservatifs,ou ’énergie de 'onde reste stable

pendant la propagation.

1.1.4 Ondes solitaires et solitons

L’apparition du concept de solitons remonte a 1834[39], lorsque John Scott Russell

,ingénieurécossais,observe une "vague solitaire" se propageant dans déformation le long

13



d’un canal.Cette observation fut décrite comme une (vague de translation) et marque
le début d’une nouvelle ére dans la compréhension des phénoménes ondulatoires non
lineaires ce n’est que dans les années 1960 que le terme "soliton" est introduit par
Zabusky et kruskal, dans le contexte de ’analyse numérique de 1’equation de Korteweg-
de Vries(KdV).ils montrent que les vagues solitaires peuvent interagir de fagon quasi
élastique,retrouvent leurs forme aprés collision, ce qui contredit le comportement attendu
des ondes lineaires.

Mathématiquement, cet équilibre aparait dont des équation non lineaires dispersives

comme ’équation de Korteweg-de Vries (KdV)
Uy + 66U, + Uy = 0.

Cette équation admet une solution sous forme de solitons

u(z,t) = gsec h? (g(gg - ct)) .

qui se propage avec une vitesse ¢ constante,sans modification de son profil.

Définition 1.1.4 Les ondes solitaires sont des ondes progressives localisées qui se dé-
placent & une vitesse constante et dont la forme tend vers zéro a mesure que l’on s’éloigne.
Selon [Hereman, 2009/, une onde solitaire est définie comme une onde de gravité localisée
qui conserve sa cohérence. Elle posséde une amplitude finie et se propage avec une vitesse

et une forme constantes.

Définition 1.1.5 Les solitons constituent une catégorie particuliére d’ondes solitaires.
Un soliton est une solution spatialement localisée, ce qui signifie que u' (&), u”"(£),u” (&)

et u(&) — 0 lorsque & (§ = x — ct) approche +oc.

Cependant, selon [Drazin et Johnson, 1989]([10]), un soliton peut étre défini comme

toute solution d’une équation non linéaire (ou d’un systéme) qui :

14



(i) est une onde solitaire de forme stable et permanente,

(ii) est localisée, de sorte qu’elle décroit ou tend vers une constante a l'infini,

(iii) peut interagir de maniére significative avec d’autres solitons tout en conservant son
identité,

(iv) résulte d’'un équilibre subtil entre les effets non linéaires et dispersifs.

Remarque 1.1.1 Dans la littérature scientifique, la distinction entre ondes solitaires et

solitons est parfois floue. Les ondes solitaires peuvent étre vues comme des solutions de

type soliton pour des équations non linéaires décrivant des phénomeénes ondulatoires dans

des milieux dispersifs et dissipatifs.

(&) Graphe en 3D avee —5 < r 0 < 3 {b) Graphe en 2D avec —4 < x < 6,
t=1

F1c. 1-2 — Une solution de soliton u (z,t) = sec h? (x — t)

1.2 Fonctions spéciales liées aux ondes

Dans I’étude des équations aux dérivées partielles non linéaires, les solutions exactes
prennent souvent la forme de fonctions spéciales.ces fonctions permettent de décrire avec
précision les profils d’ondes localisées,périodiques ou transitoires. Elles constituent donc
un outil analytique fondamental pour présenter les solitons, les ondes périodiques et les

structures complexes issues des équations non linéaires.
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1.2.1 Les fonctions hyperboliques

Les fonctions hyperboliques apparaissent fréquemment dans les solutions localisées

des équations d’ondes.

Définition 1.2.1 Les fonctions hyperboliques sont des fonctions analogues aux fonctions
trigonométriques,mais définies a partir des exponentielles. Elle apparaissent dans la réso-
lution de certaines équations différentielles et dans l’étude des phénoménes ondulatoires
et solitoniques.

On définit les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique ainsi

exp (z) + exp(—x)
2 )

exp () — exp(—x)
5 :

cosh(z) =

sinh(z) =

On utilise aussi les notations suivantes :

ch(x) = cosh(x),  sh(x) = sinh(z).

Par similarité avec les fonctions trigonométriques, on définit aussi les fonctions suivantes

iy~ 242}
i) = S
sech(z) = Cosi(x),
cschlz) = smtll@:)

Dérivées des fonctions hyperboliques
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i(cosh(a:) = sinh(z), i(sinh(az:) = cosh(z),

dz dx
i(tanh(x) = sec h?(x) i(coth(a:) = —csch?(z)
dx B ’ dx B ’

d d
%(sec h(z) = —sec h(zx) tanh(x), %(CSC h(x) = — csc h(z) coth(x).

Graphiques des fonctions hyperboliques :

hy
¥ y = coshix) ¥
.\ y=Lgs ¥ = Sinm{x)
oy : T |
" ¥
_——"'-F‘ e ]
1 1 X 1 AT x
1 <1
¥
_F//j,_ ¥ = sechix) i uﬂl
-1 i a 1 *
i i |
¥ ¥i
+ \ y = cothle)
¥ = tanhix)
1
-1 1 X -1 1 '
j ! 3 ;
3.png '

F1G. 1-3 — Représentation graphique des fonctions hyperboliques
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1.2.2 Fonctions elliptiques de Jacobi

Les fonctions elliptiques de Jacobi généralisent les fonctions trigonométriques et hy-
perboliques. Elles apparaissent naturellement dans les solutions périodiques des équations
non linéaires.

Nous allons dans cette partie définir les fonctions de Jacobi sn,cn et dn qui sont
des analogues des fonctions trigonométriques. Afin de faire le lien entre ces deux types
de fonctions, nous commencgons dans une premiére partie par définir de maniére non
conventionnelle les fonctions trigonométriques. La construction des fonctions de Jacobi
sera trés fortement calquée sur cette définition. Nous verrons a la fin du chapitre qu’elles

sont elliptiques.

Construction originale des fonctions trigonométriques

Considérons la fonction
uw:[-1,1] = R,

[ dt
r — —_—.
/\/1—152
0
1
dt
V1I—t
0

en 0 et A en 1. La fonction u est donc une bijection de [—1; 1] sur [—A; A] et sa fonction

et A =

Cette fonction est impaire, strictement croissante sur [0; 1], valant 0

1

réciproque u~ " est aussi impaire et strictement croissante. On pose alors la définition

suivante.

Définition 1.2.2 Pour x € [—A; A], on définit le sinus et le cosinus par

sin(z) = u(z),

cos(x) = 4/1—sin?(z).
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Définitions et formules de dérivation des fonctions de Jacobi

Soit k € [0; 1], on pose

w:[-1,1] = R,

IV N

1

dt
et K = / \/ . Par les mémes arguments que dans la section précédente,
1— 121 — k22
0

V1

u est une bijection de [—1;1] dans [— K; K], ce qui nous permet de poser les définitions

suivantes.

Définition 1.2.3 Pour x dans [—K; K| on définit les fonctions sn, cn, dn par :

sn(z) = u (),
en(x) = /1 —sn?(z),
dn(z) = +/1—k%sn?(x).

(les fonctions cn et dn sont bien définies car sn prend ses valeurs dans [—1;1] ). Ces
fonctions dépendent de k, qu’on appelle le module, c’est pourquoi on notera parfois

sn(z, k), en(x, k) et dn(x, k) lorsqu’il sera utile de mettre le module en évidence.

Remarque 1.2.1 On retrouve trés facilement les fonctions trigonométriques a partir des
fonctions de Jacobi. En effet, pour k =0, on a sn(-,0) = sin et cn(-,0) = cos. De plus,
on pourrait prendre k = 1 dans les définitions ci-dessus, et on aurait sn(-,1) = sinh;
en revanche, nous n’avons pas d’identité équivalente entre cn et cosh.(cn(.,1) = sech).
C’est cette dissymétrie qui nous pousse & ne définir ces fonctions que pour k € [0,1[; ce

choix évitera de distinguer le cas k =1 dans la plupart des raisonnements.
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On peut alors déterminer des propriétés immédiates pour ces fonctions de maniére

analogue au travail fait pour les fonctions trigonométriques :

dn(0) =1, dn(K)=+v1—- k%

Posons k' = /1 — k2, qu’on appellera le co-module. Pour x € [—K; K| on, a les identités :

;

sn*(x, k) + en®(z, k) = 1,
dn?(z, k) + k*sn?(z, k) = 1,

k2cn®(z, k) + k' = dn®(x, k),

\ en?®(z, k) + k?%sn?(x, k) = dn?(x, k).

Les fonctions de Jacobi vérifient les formules de dérivations suivantes, analogues a celle

des fonctions trigonométriques.

Proposition 1.2.1 Pour tout x dans | — K; K|

( d
- [sn(x)] = en(x)dn(x),
d
- [en(z)] = —sn(z)dn(x),
d 2
| o [dn(z)] = —k*sn(x)cen(z)
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sn

(a) k=05 (b) k = 0,99999
4.png

Fic. 1-4 — Tracés des fonctions de Jacobi pour différentes valeurs de k ; sn est en rouge,
cn en bleu et dn en vert.

1.3 Classification des ondes solitaires

1.3.1 Ondes périodique

Une onde périodique est une onde qui se répéte de maniere réguliére a intervalles égaux
dans le temps ou dans 'espace. Cela signifie que la forme de I'onde (qu’il s’agisse d’une
onde sinusoidale, carrée, triangulaire, etc.) se répéte de fagon identique aprés chaque
période.

L’équation d’onde standard u; = u,, admet des solutions périodiques.La figure 1-5 ci-
dessus illustre une de ces solutions périodiques, a savoir u(z,t) = cos(z — t), pour une

équation d’onde standard.

1.3.2 Les Kinks

Les kinks sont des solutions particuliéres d’ondes solitaires qui décrivent des transi-
tions nettes entre deux états asymptotiques. Plus précisément, un kink représente une

déformation ou une discontinuité progressive dans une onde, qui passe d’'un état stable &
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[a) Graphe en 3D avee —27 < o ¢ < 27 (b)) Graphe en 200 avee —2x < o <
dx t=1

F1G. 1-5 — Solution périodique u(x,t) = cos(x — t)

un autre, généralement de maniére lisse mais marquée, et tend vers une valeur constante a
s L , . .

mesure qu’on s’éloigne de la région centrale de ’onde. Ces solutions sont souvent associées

a des phénomeénes non linéaires dans divers systémes physiques.

L’équation de Burgers standard u; + wu, = pu,, ou p est le coefficient de viscosité, est

une équation bien connue qui admet des solutions de type kink. La figure 1-6 ci-dessous

illustre une solution de kink, u(x,t) = 1 — tanh(z — t), pour I’équation de Burgers avec

p=13

[a) Graphe en 5D avec —10 << ¢ < 10 (b} Graphe en 20 aves —10 < r <
meé=1

F1G. 1-6 — Une solution de kink u(z,t) = 1 — tanh(x —t)
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1.3.3 Peakons

Les peakons sont des ondes solitaires caractérisées par des pointes. Dans ce cas, les
solutions d’ondes progressives sont généralement lisses, & I'exception d’un point situé au
sommet de la créte. Les peakons correspondent a des points ou les dérivées spatiales
changent de signe, entrainant un saut fini dans la premiére dérivée de la solution u(x,t).
En d’autres termes, les peakons présentent une discontinuité dans la dérivée par rapport
a x, mais les deux dérivées unilatérales existent et different uniquement par un signe.
Les équations intégrables de Camassa-Holm (CH) et Degasperis-Procesi (DP) sont des

exemples de systémes qui décrivent ce type d’ondes.

Up — Uggr + (b4 Dutty = buglyy + Ullyyy,

pour b = 2,b = 3 respectivement, admettent des solutions de peakons.
La figure 1-7 ci-dessous montre une solution de peakon u(z,t) = cexp(—|z — ct|), pour

I’équation CH avec ¢ = 1, ou ¢ est la vitesse de I'onde.

[a) Graphe en 3D avee —3 < £t < 35 {b) Graple en 2D avec —4 < 1 = B,
t=1

F1G. 1-7 — Une solution de peakon u(x,t) = cexp(—|z — ct|)
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1.3.4 Les Cuspons

Les cuspons sont des formes d’ondes solitaires ou la solution présente des cuspides
a leurs crétes. Contrairement aux peakons ot les dérivées aux pointes ne different que
par un signe, les dérivées au saut d’un cuspon divergent. La figure 1-8 ci-dessous montre
un graphique virtuel d’'un cuspon qui n’est pas obtenu & partir d'un modéle bien connu.

L’hypothése est que le cuspon peut étre représenté comme suit
1
u(z,t) = Cexp(— |z —ct|™), n> 1.

Nous pouvons facilement montrer que u/'(§) = oo a la cuspide, et u”(&), u"(§), ... — 0 tel

que £ — +00,& =x — ct.

(a) Graphe en 3D avee —3 < 0 <3 (b)) Graphe en 2D avee —8 < ¢ < 10,
t=1

Fi1c. 1-8 — Un cuspon u(z,t) = C'exp (— |z — ctﬁ)

Conclusion 1.3.1 Ce chapitre a permis de poser leur fondements conceptuels néces-
saires a la compréhension des solutions solitoniques dans les EDP non lineaires. Nous
avons introduit la notion d’ondes progressives, distingué entre onde solitaire et soliton,

on défini les propriétés essentielles des solitons,présenté leurs différentes types ainsi que
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leurs applications. Ces éléments sont indispensables pour aborder dans les chapitres sui-
vants l'analyse des équations intégrables telles que l’equation de Benjamin-Ono, et pour

comprendre les techniques numériques permettant de construire ses solutions.

25



Chapitre 2

Equation de Benjamin Ono et

quelques méthode de résolution

2.1 Introduction

L’équation de Benjamin—-Ono est une équation aux dérivées partielles non linéaires
et dispersive qui modélise la propagation unidimensionnelle d’ondes internes dans des
fluides stratifiés, notamment dans des couches profondes d’eau sous une couche de densité
différente. Elle a été introduite indépendamment par T. Brooke Benjamin (1967) et H.
Ono (1975), d’oi son nom.

Mathématiquement, ’équation de Benjamin—-Ono s’écrit sous la forme :
Uy + Buzu + Hug, = 0, (2.1)

ou :
- u est la fonction d’onde,

- H est I'opérateur de Hilbert, qui prend en compte les effets de dispersion définie par

10,

e (2:2)

Y
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Nous procédons comme suit. Premiérement, nous dérivons I’équation de Benjamin-Ono

par rapport a ¢, ce qui donne
e + Blugu) + Huggy = 0. (2.3)
Le terme (uu,), peut étre réécrit grace a la reégle de la chaine :
L
(uug), = Wty + gy = Op(uuy) = §(u )at-

Ensuite, nous développons les termes a 'aide de la régle de la chaine et introduisons les
variables v et € supposées proportionnelles & u : v = ku et ¢ = mu, ou k et m sont
des constantes de proportionnalité. Comme u apparait toujours sous forme de produits
quadratiques (de forme wuu, ), on peut représenter ces produits par des dérivées secondes

de v2, e%et ve, on utilise le fait que : comme v = ku et € = mu on a

Donc (u?),, est équivalent & (v?),z, (€2) e, (VE) 1z
En regroupant les contributions issues de ces expressions on obtient un terme quadratique

unique de la forme

(V*)ae + 2(v8)ge = (K* + 2km) (u?)

Afin de simplifier le traitement du terme croisé (u?),; nous introduisons I'hypothese de
proportionnalité entre les dérivées temporelles et spatiales.cette hypothése repose sur
l'idée que la solution recherchée correspond a une onde progressive de la forme u(zx,t) =
u(§),& = x — ct on ¢ désigne la vitesse de propagation dans ce cas toute dépendance en
temps s’exprime uniquement & travers la variable £. Ainsi les opérateurs de dérivation

deviennent
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(Il en résulte une relation directe entre entre les dérivées temporelles et spatiales 0, =
—c0, il en résulte une approximation couramment adoptée dans I’étude des équations
aux dérivées partielles non linéaires permet de réécrire le terme (u?),; ~ —c (u?),).
Afin de rendre ’équation de Benjamin-Ono plus adaptée aux méthodes analytiques clas-
siques [18, 29],il est nécessaire d’éliminer la non localité introduite par le transformée de
Hilbert.

Rappelons que dans le domaine de Fourier, la transformée de Hilbert agit comme un

multiplicateur définie par

FIH(f (k)] = —isgn(k)f(k),
FH (use) (k)] = —isgn(ik)* @ (k) = isgn (k) k*a (k) ,
FH (ugez) (k)] = —ika (k).

En se limitant aux composantes a fréquence positive (ce qui correspond & une approxi-
mation locale),on peut remplacer isgn (k) par une dérivées spatiale suplémentaire, ce qui

conduit a

H(Uyy) & Y,

ou v est un parametre effectif qui conserve 'effet dispersif. Ainsi :

En substituant 1’ensemble de ces résultats dans (2.3), on obtient :

En définissant 5" = 3(k* + 2km) et en posant 3" = 3 (ce qui implique k? + 2km = 1)

I’équation se simplifie en :

Uy + B<u2)xa: + YUzzor = 07 (25)
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ol (3,7 sont des constantes. Cette équation généralisée est non linéaire et intégre les effets
de dispersion , ce qui la rend particulierement adaptée a la modélisation de la propagation
des ondes dans des environnements tels que les eaux profondes.

Cette équation, bien que dérivée du modele original, conserve la structure non linéaire
et dispersive typique des équations d’ondes intégrables. Elle constitue une base plus
commode pour 'application de diverses méthodes analytiques, telles que : la méthode
Exp(—® (£)) ,ainsi la méthode bilinéaire de Hirota et la méthode de I’équation d’essai

ainssi que la méthode (G'/G?) .

2.2 Méthodes de résolution

La présente partie est consacrée a la présentation de quelques méthodes analytiques
permettant de résoudre 1’équation de Benjamin-Ono : la méthode de la fonction Exp, la

méthode de I'équation d’essai, ainsi que la méthode bilineaire de hirota et la méthode

d’expansion (G'/G?).

2.2.1 La méthode de la fonction Exp

La recherche de solutions exactes aux équations différentielles non linéaires, en par-
ticulier les équations aux dérivées partielles (EDP), constitue un domaine fondamental
en mathématiques appliquées et en physique théorique. Parmi les méthodes développées
dans ce cadre, la méthode de la fonction-Exp, introduite pour la premiére fois par He
and Wu en 2006 [22], s’est rapidement imposée comme une approche efficace et largement
utilisée.La méthode repose sur un ansatz exponentiel rationnel, consistant a exprimer la
solution d’une EDP non linéaire sous la forme d’un rapport de séries exponentielles finies.

L’un des avantages majeurs de cette méthode est sa capacité a représenter un large
spectre de solutions exactes avec une structure simple, ce qui la rend particuliérement
adaptée a 'automatisation dans des logiciels de calcul formel tels que Maple ou Mathe-

matica
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Depuis son apparition, la méthode de la fonction-Exp a été appliquée avec succes & un
grand nombre d’équations célébres de la physique mathématique, telles que : I’équation
de KdV (Korteweg—de Vries), I’équation de Burgers-Fisher, I’équation de Klein—Gordon,
ou encore diverses formes de ’équation de Schrodinger non linéaire. Elle a également fait
I’objet de plusieurs améliorations et généralisations, comme la méthode de la foction Exp,
qui introduit ’avantage de termes dans le développement exponentiel pour augmenter la
richesse des solutions obtenues.

Déscription de la méthode

Dans cette section, nous donnons une explication de la méthode exp(—®(¢)) pour ob-
tenir des solutions exactes d’équations différentielles partielles. Considérons une équation
différentielle partielle non linéaire générale, disons en deux variables indépendantes = et

t, sous la forme suivante :
F(“a uzaut>uzl‘au$t7utt7"-) =0. (26)

Nous pouvons résumer les étapes de base de la méthode exp(—®(£)) comme suit :

Etape 1 : Utiliser la transformation d’onde progressive. On introduit une nouvelle va-
riable ¢ définie par :
u(z,t) =u(§), {=z—ut, (2.7)

o v est la vitesse de 'onde, on peut réécrire I’équation (2.6) sous la forme suivante d’une

équation différentielle ordinaire non linéaire :
Qu,u’,u”,...) =0. (2.8)

Ici, la prime (') désigne la dérivée par rapport a . Nous devons intégrer I’équation (2.8)

terme par terme dés que possible.

Etape 2 : Selon la méthode exp(—®(€)), on suppose que la solution exacte de I’équation

30



(2.8) peut s’exprimer sous la forme suivante :

= ay(exp(—2()))", (2.9)

n=0

ou les a, (pour n = 0,1,.....m) sont des constantes a déterminer ultérieurement, avec

m # 0, la fonction ®(&) satisfait ’équation différentielle ordinaire auxiliaire suivante :

P'(€) = exp(—P(E)) + pexp(®(€)) + A (2.10)

Gréace aux solutions générales de I’équation auxiliaire (2.10), nous obtenons les cas sui-

vants :
Cas 1 : (Solutions en fonctions hyperboliques) : Si \> — 4 > 0 et p #0

\/7tanh(\/—(£+ ))—)\

2

®y(¢) =1n (2.11)

Cas 2 : (Solutions en fonctions trigonométriques) : Si A\ —4p < 0et pp#0

4y — A tan (@(§+c)> -

21

Dy(€) = In (2.12)

Cas 3 : (Solutions en fonctions hyperboliques) : Si A> — 4y > 0,u=0et A #0

A
3(8) = —In (cosh()\(é +¢) +sinh(A(€ + ¢) — 1) ' (2.13)

Cas 4 : (Solutions en fonctions rationnelles) : Si \> —4u =0, #0et A #0

_ 2(MN(E+c)+2)
®4(&) =In (— 210 > . (2.14)

31



Cas 5:Si M —4u=0,p=0et A=0
O5(&)=In(E+0¢). (2.15)

Ici ¢ est la constante d’intégration et m est un entier positif qui est déterminé en consi-
dérant le principe d’équilibre homogene. Plus précisément, on équilibre le terme de plus

haut ordre dérivée et le terme non linéaire dans 1'équation (2.8).

Etape 3 : En substituant Pexpression (2.9) dans 'équation (2.8) ainsi que I’équation
(2.10), puis en regroupant tous les coefficients de exp(—®(€)), I'équation (2.8) est conver-
tie en un autre polynome en exp(—®(&)). Par la suite, nous égalons chaque coefficient
de ce polyndéme & zéro et nous obtenons un ensemble d’équations algébriques pour les

coefficients a,,(n = 0,1,2,...), v, A, .

Etape 4 : En résolvant le systéme d’équations algébriques obtenu a I’étape 3 et en
substituant ensuite les constantes a,(n = 0,1,2,...,m),v, A et u, ainsi que les solutions
de I’équation (2.10) dans 'expression (2.9), nous pouvons obtenir les solutions exactes de

'équation (2.6) sous forme de fonctions trigonométriques, hyperboliques ou rationnelles.

Application de la méthode
En tenant compte de la transformation d’onde progressive (2.7), I’équation de Benjamin-

Ono peut étre réduite a ’équation différentielle ordinaire suivante :
v + 28 ((u’)2 + uu”) +yu™ =0, (2.16)

ol [ et v sont des constantes, et la prime désigne la dérivée par rapport a £. En appliquant
le principe de I’équilibre homogéne, on détermine le nombre d’équilibre comme étant
m = 2. Cela signifie que le degré maximal de la solution dans la série exponentielle doit

étre 2 pour équilibrer les termes de dérivées et les les termes non-linéaires.
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Par conséquent, on peut chercher les solutions exactes sous la forme suivante :

u(€) = ap + ar exp(—®(£)) + az (exp(—P(£))* . (2.17)

Nous substituons I’équation (2.17) dans ’equation (2.16) puis nous regroupons tous les
termes selon les puissances de exp(—®(£))" (pour n = 0,1,...,6). L’équation (2.16)
se transforme alors en un polynéme en exp(—®(§))". Ensuite, en équilibrant chaque
coefficient de ce polyndéme a zéro,on obtient un systéme d’équations algébriques.

Ce systéme peut ensuite étre résolu pour déterminer les constantes et obtenir les solutions
exactes de 1’équation de Benjamin-Ono sous la forme proposée dans (2.17).

En resolvant ce systéme obtenue, on obtient

Bt e 5 -/ N 6y
0 — 2/6 ) 1 — B )

(2.18)

Par conséquent, nous obtenons les différents cas suivants pour les solutions exactes de

I’équation de Benjamin—-Ono

Cas 1 : (Solutions en fonctions hyperboliques) Si A — 4y > 0 et j # 0

w() = (Wtanhlz“j”_ o C)) - A) (2.19)
24p%y

<\/>\27tanh(\/—(§+c)) —A)

02 + A + 8yu
28 '
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Cas 2 : (Solutions en fonctions trigonométriques) Si A> — 4 < 0 et pu # 0

12y
6 < 441 — A tan (@ (§+c)) —A)
24p%y
6 ( 441 — A tan (@(gw)) — )\>2

02 4+ A% + 8y
203 '

us (&) (2.20)

Cas 3 : (Solutions en fonctions hyperboliques) Si \* — 4y > 0, =0et A # 0

V2 4+ YA + 8y 6\
a 23 a (ﬁ (cosh(A(§ + ¢) + sinh(A(E +¢) — 1)
6y\
3 (cosh(A(€ 4 ¢) 4 sinh(A(€ + ¢) — 1)*

uz(§) =

) (2.21)

Cas 4 : (Solutions en fonctions rationnelles) Si \* — 4 =0, # 0 et A # 0

2 2 3 2
u4(§):_v + YA" 4+ 8y AN (E+¢) _6_7( A (E+¢)

2
% B R £ Gt RCE
Cas 5:Si AN —4u=0,u=0et A=0

_vz+7)\2+8’yu+67)\(§+c+7)
28 BE+e)

us(§) = (2.23)

ou ¢ =z — vt et c est la constante d’integration.

2.2.2 Meéthode de I’équation d’essai :

Dans le cadre de la résolution des équations différentielles non linéaires, plusieurs
méthodes ont été développées pour construire des solutions exactes d’ondes progressives.
Parmi ces approches, la méthode de I’équation d’essai (en anglais trial equation me-

thod) s’est imposée comme une technique simple, directe et efficace, notamment pour
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les équations différentielles ordinaires (EDO) obtenues aprés transformation d’équations
aux dérivées partielles (EDP) non linéaires via une variable d’onde.

Récemment, M. Boz et A.Bekir. [6] ont proposé une forme généralisée de cette mé-
thode, qui consiste & supposer que la solution cherchée peut étre exprimée en fonction
d’une solution auxiliaire d’une équation d’essai choisie a priori. Cette équation d’essai
est généralement une équation différentielle ordinaire connue, dont les solutions sont bien
établies (telles que les fonctions trigonométriques, hyperboliques, rationnelles, elliptiques,
etc.).

Elle consiste a supposer une forme de solution (appelée équation Test) basée sur l'ex-
périence ou les propriétés de ’équation, puis & substituer cette forme dans 1’équation
originale pour déterminer les parameétres inconnus.

Description et application de la méthode
Cette méthode est particulierement utile lorsque la solution exacte n’est pas évidente a
déterminer directement, mais que ’on peut deviner sa structure générale (exponentielle,
polynomiale, trigonométrique, etc.)

Soit I’équation de Benjamin-Ono qui s’écrit sous la forme

Uy + B (U2) - + Vlzgze = 0.

T

On appliquant la transformation u = u (§;) avec &; = kx +wt, on peut obtenir I’équation

différentielle ordinaire (EDO) réduite correspondante.
Wi + 2k2 fun” + 2k2 5 (u)? + kU™ = 0. (2.24)
On considére I’équation d’essai comme suit :
' =ag+au+ ... + amu™. (2.25)

Selon la méthode de ’équation d’essai appliquée a une équation homogene de rang donné,

35



en équilibrant u*avec uu” on obtient m = 2 et

u” = ag + aru + asu. (2.26)

En intégrant cette équation parraport a £; on obtient

2

W) = §a2u3 + ayu® + 2apu + d
10
u//” = §Q§U3 + 50,1&2'1,[,2 -+ (6@00/2 + CL%)U, + 261/2d + apay.

Substituant u"” et ’equation (2.26) dans ’equation (2.24),nous obtiendrons des équations
algébriques non linéaires. En résolvant ces équations, nous déterminerons les valeurs de

Qg, ay, az, d

2

w o .
= ———. ag et d sont des constantes arbitraires

a; = —mv ) _k;2’y’

Les conditions ci-dessus étant satisfaites, nous utilisons le systéme de discrimination
complet pour le polynéme du troisieme ordre et obtenons le processus de résolution

suivant.

1 1 =2 =L
92 3 ) 3 2 & 2 3
v = (§a2> u, § = (g@) §1, do =y (3%) , dy = 2ag <§a2> , do = d.

L'équation (u')” = 2asu® + aiu® + 2apu + d devient (v')* = v* + dpv? + dyv + dy, intégrant

cette deriére on obtient

dv
:i: — =
(g 50) /\/U3 + d21)2 + dﬂj + d07

on pose

F('U) = US + dg’U2 + dlv =+ d(),
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2d3
A:—27(—2+d0——

27

dyds
3

2
) - 4(d1 - dg)?’, Dl - dl -

d

3

Selon le systeme complet de discrimination, nous donnons les solutions d’onde progressive

uniques correspondantes.a ’equation de Benjamin-Ono

Cas 1: A =0,D; <0,F(v) = 0 posséde une racine réelle double et une racine réelle

simple. On a alors

F(v) = (0= M) (v = X)),

Si v > Ag,les solutions correspondantes sont

2\
Uy = <§a2) {(/\1 — /\2) tanh2

VAL — Ao

(5

) -t

A # Ao

+)\2 7(A1 > )\2>a

2
1 ] 1 ] (2.27)
Uy = <§a2)3 {()\1 — \g) coth? _M12—A2 (gag) ’ (&= &) | + A2, (A1 > Ag),
1 ) 1 ] (2.28)
Uz = (§a2>3 {(—)\1 + o) sec? [# (gag) ’ (& —¢&)| + )\2} (A1 < A2).

(2.29)

Cas 2: A >0,D; <0, F(v) =0 admet une racine triple et on a :

F(v) = (v =),
et )

ug =4 @ag) NEE AN (2.30)

Cas 3: A=0,D; =0, F(v) =0 admet trois racines réelles distinctes et on a

Fo)=(v—MA)(—2)v=2X3), A <A <As,
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Lorsque A\; < v < Ag, on prend la transformation suivante

v=A 4+ A — A )sin® ¢

donc
dv 2 ©
£(E—&) = - /
( : VF@W)  VAz—M\ 1 —m2sin? @
N 2 /\2 - /\1 5 . , .. . . . . .
ou m* = S D’apreés la définition de la fonction sinus elliptique de Jacobi, nous
3~ A1
avons

V= A+ Ay — Ap)sn? (% (& — &) ,m)

et la solution correspondante est

—_— 2 -
Us = 3(12

Cas 4: A <0, F(v) = 0 admet une racine réel et on a

=

[/\1 + (A — Ay) sn? (@) (&, — &) ,m] . (2.31)

Fv)=@w=-X (V*+p+q), p’—4¢<0,

2 \3 2/ \2
ug = <—a2) A+ Xrprtg — A pag
3 1+en ((

N4 pA+g)t (2a2) ° (& — &) ,m>
(2.32)

2.2.3 La méthode bilinéaire de Hirota (1’approche bilinéaire)

La résolution des équations différentielles non linéaires a toujours représenté un défi
important en mathématiques appliquées et en physique théorique, en particulier lorsqu’il
s’agit de modeéles décrivant des phénomenes complexes tels que la propagation d’ondes,

les interactions non linéaires ou la dynamique des solitons. Dans ce contexte, la méthode
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bilinéaire de Hirota, développée initialement par Ryogo Hirota dans les années 1970,
[26], a joué¢ un role fondamental dans 1'étude et la construction de solutions exactes
multi-solitons d’équations intégrables.

La méthode repose sur une transformation de variable dépendente qui permet de réécrire
une équation non linéaire donnée sous une forme bilinéaire & ’aide d’opérateurs diffé-
rentiels spécifiques appelés opérateurs bilinéaires de Hirota. Cette reformulation rend
possible la construction systématique de solutions analytiques, souvent sous forme de
fonctions exponentielles, déterminants de type Wronskien, ou solutions de type Gram-
miens.

Description et application de la méthode

Soit I’équation de Benjamin-Ono suivante
U + Hugy + uu, = 0, (2.33)

oul H représente la transformée de Hilbert, que nous considérons comme indépendante
de x et de t, donc constante.

Pour I’équation de Benjamin-Ono peut établir un développement de Painlevé tronqué
sous la forme

u = % + ug, (2.34)

avec ug, u1, f sont des fonctions dépendant de x et ¢, on substitue (2.34) dans I’équation

(2.33) et on équilibrant tous les coéfficients des différentes puissances de f, on obtient

ft - 2Hf:t:t +Hf:z:a:
Jfa

ug = 2H f,, et u; =
En remplacant la valeur de uy dans I’équation (2.34) et en tronquant u;, on obtient
_opfs _
u = 2H7,ou encore u =2H (In f)_ . (2.35)

On substituant directement ’equation (2.35) dans I’équation (2.33), on obtient la forme
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bilineaire

Pour la solution & un seule soliton, on considére d’abord

f(z,t) = ap + crexp (ko +wit) (2.37)

et le champ de potentiel associé est donner par v = —u,.
En insérant (2.37) et (2.35) dans l'equation (2.36) on obtient les valeurs de ag et w;
(ag = const,w; = —HE?}), si Uon remplace la valeur de ag, w; dans (2.36), (2.37). On

obtient alors la solution soliton simple suivante

_ 2Hkicrexp (ky (z — HFqt))

t) = 2.38
u(,t) ag + c1exp (ki (x — Hkqt))’ (2:38)

et la fonction de potentiel associée est donnée par
o t) = 2Hkici exp (2k1 (x — Hkat))  2HE(cT exp (ky (v — Hkqt)) (2.39)

(ap 4 c1exp (ki (x — Hkqt)))® a0+ crexp (ky (x — Hkqt))

F1G. 2-1 — Surface 3D de la solution (equation (2.38)) de ’equation de Benjamin-Ono
avec ki = —1,H=c1=ap =1
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Pour obtenir une solution a deux solitons de (2.33) nous supposons simplement que

f(z,t) = ao + crexp (§;) + caexp (§,) + aracicaexp {&; + &y}, (2.40)

ou &, = kyx + wit, & = kex + wol et v = —u,. En combinant (2.40) avec (2.35) dans la
forme bilinéaire (2.34). Nous obtenons des polynémes qui sont des fonctions des variables
r et t. En annulant tous les coefficients des différentes puissances de l’exponentielle,
on obtient un systéme d’equations algébriques en fonction de ki, ks, c1, o, wi, we. En

résolvant ce systéme, nous obtenons plusieurs ensembles de parameétres donnés ci-dessous.

Cas 1 : ag = const,a1s = 0,wy; = —HEk} wy = —HFE3, alors

(2.41)

w(z,t) = 2H ( kiciexp (k1 (x — Hkat)) + kaca exp (ko (z — Hkot)) ) .

ag + c1exp (k1 (x — Hkqt)) + coexp (ko (x — Hkot))

F1G. 2-2 — Surface de la solution a deux ondes solitaires

Cas 2 : a9 = 0,a15 = const,wy, = —H (k? + 2kiky) ,wy = —H (kiko + 2k3) , alors

u(z,t) = 2H <k101 exp (§1) + kacaexp (§y) + arg (k1 + ko) crcgexp {&; + 52})
7 crexp (&) + czexp (§3) + acrcaexp {&; + &}
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F1G. 2-3 — Surface de la solution & trois ondes solitaires

Cas 3 : ag = 0,a15 = 0,w; = H (k2 — k?) + wq, wy = const, alors

U(ZC, t) =92H (lel exp (klx + (H (k?% - k%) + U)Q) t) + kzcz exp (kzx + wzt))

C1 eXp (kl.'E + (H (k}% — k%) + U)Q) t) + co exp (]{7237 + U)Qt)

Pour obtenir trois solutions solitons de (2.33) nous supposons que

flz,t) = ao+ciexp(§y) + caexp(&y) + czexp(§3) + anpcicoexp {&; + &y} (2.42)

+agscacz exp {€y + 3} + arzciczexp {4+ &3} + arascicoczexp {&§; + &, + &3}

ou & = kix + wit, &y = kex + wot, &3 = ksz + wst et v = —u,.En combinant (2.42)
avec (2.35) dans la forme bilineaire (2.34). Nous obtenons des polynoémes qui sont des
fonctions des variables = et t. En annulant tous les coefficients des différentes puis-
sances de l’exponentielle, on obtient un systéme d’equations algebriques en fonction de
k1, ko, k3, c1, Ca, C3, W1, Wa, W3, A12, A3, G123. En résolvant ce systéme, nous obtenons plu-
sieurs ensembles de parameétres qui sont donnés ci-dessous.

Cas 1; ao :constant,alz = O,agg = 0,&13 = 0,&123 = O,w1 = —Hkﬁ%,’wg = —Hk‘%,wg =

42



—HEZ, alors

(. t) = 2H (k’lcl exp(ki(x — Hkqt)) + kocg exp(ko(x — Hkat)) + kscs exp(ks(z — Hk’gt)))

ag + ¢y exp(ky(z — Hkit)) + coexp(ko(x — Hkat)) + c3 exp(ks(x — Hkst))

Cas 2 : 19 :COIlStaIlt,CLO = Q93 — Q13 — 0,0423 = 0,w1 = —H(k’% + 2k1k2),w2 =

—H(k‘% + 2k1]€2>, W3 = —H(]Cg + 2k1]€2), donc

u(w,t) = 2H (

kicyexp (§;) + kacaexp (§,) + kzcz exp (§3) + ara(ky + ko)cicoexp {€; + 52})
crexp (&) + caexp (&y) + czexp (€5) + arpcicaexp {&; + &y}

2.2.4 La méthode d’expansion modifi¢e (G'/G?)

Récemment, Liu et A. [32] ont proposé une méthode améliorée d’expansion fonction-
nelle pour construire des solutions exactes d’ondes progressives d’équations d’évolution
non linéaires, appelée méthode d’expansion (G'/G?). Cette méthode constitue une géné-
ralisation directe de la méthode bien connue (G’/G), introduite plus tot par Wang et al.
(2007), dans laquelle la solution est supposée sous la forme d’un polynéme en (G'/G?),
ou G = G(&) est une fonction satisfaisant une équation différentielle ordinaire linéaire du
second ordre.

Dans cette section, nous appliquons la méthode d’expansion (G'/G?) pour détermi-
ner des solutions exactes & ondes progressives de 1’équation de Benjamin-Ono. Apres
transformation par la variable d’onde £ = x — ct, I’équation est réduite a une équation
différentielle ordinaire, ce qui permet 'application directe de la méthode.

Les solutions obtenues par cette méthode peuvent étre exprimées sous forme de fonc-
tions trigonométriques, exponentielles, hyperboliques ou rationnelles, en fonction des va-
leurs des parametres caractéristiques. Ces résultats montrent que la méthode d’expansion
(G'/G?) est simple & mettre en ceuvre, puissante, et capable de générer une grande di-
versité de solutions pour les équations différentielles non linéaires.

Cette étude vise donc & démontrer 'efficacité de la méthode et & élargir le champ des
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solutions possibles pour ’équation de Benjamin-Ono.

Uy + AUyy + vy, = 0. (2.43)

Description de la méthode
Commencons notre discussion par les équations différentielles non linéaires (EDNL), qui
peuvent étre exprimées comme une combinaison de termes dépendants et indépendants

d’ordres différents ainsi que de leurs dérivées partielles
P(u7 utaum7utt7uwtautt7"') - 07 (244)

ot u = u(x,t) est la fonction inconnue, et P est un polynome en u et ses dérivées.
Etape 1 : On réduit I’équation (2.43) a I’équation différentielle ordinaire (EDO) non
linéaire suivante par la transformation d’onde £ =z — Vt ou V' est la vitesse de I'onde

progressive. On obtient alors
Qu, —Vu' ku', ku",...) =0, (2.45)

ou u(§) = u(z,y,t,...) et Q est un polyndme de u et de ses dérivées par rapport a .

Etape 2 : Supposons que la solution de ’équation (2.45) par onde progressive puisse

étre exprimée par un polyndéme de la forme suivante :

u(§) = ao+ i {ozi <%> + B (g—;) _Z} (2.46)

ouna;(i=0,1,2,....,N)et 5,(i = 1,2,..., N) sont des constantes a déterminer, et G = G(&)

R R R
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ol p, pu et o sont des constantes arbitraires.

Etape 3 : Déterminer 'entier positif N en équilibrant les termes non linéaires de plus

haut ordre avec les dérivées d’ordre le plus élevé dans I’équation (2.45).

Etape 4 : La solution générale de I’équation (2.47) correspond a 1'un des cinq cas sui-

vants :

Cas 1 : (solution trigonométrique) Si: op >0, =0

(&) -v%

Cas 2 : (solution hyperbolique) Si: op <0,u=0

—Asin (\/a_pﬁ) — Bcos (\/a_pf’)

A cos (\/ﬁf) + Bsin (\/a_pf) ] '

G\ Vol Asinh (%/Wf) + B cosh (2@5) +B
(ﬁ) 0 | Acosh (2v/Iopl¢) + Bsinh (24/fopl¢) — B

Cas3 : (solution rationelle ) Si:oc=p=0et p#0

Cas 4 : (solution hyperbolique) Si: pu #0,A >0

<G/ u A |Acosh %x/Zé‘)JrBsmh(%\/Z&)

(
20 2p | Acosh (%\/Zf) + Bsinh (%ﬂ{)

Cas 5 : (solution hyperbolique) Si: u #0,A <0

(G'): TRERVESN

G? _Q_p_ 2p

— (Acosh (%\/_5) B sinh (%\/_5))
(Acosh( VNG )—l—Bsmh( ))

ici A, B sont des constants et A = u? — 4po.
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Etape 5 : On utilise 1’équation (2.47) pour calculer les dérivées, puis substituez-les
dans I’équation (2.46) dans I’équation (2.45). En regroupant tous les termes de méme
puissance, formez un systéme d’équations algébriques. Résolvez ce systéme a ’aide d’un
logiciel tel que Maple. Enfin, utilisez les équations (2.48), (2.49), (2.50), (2.51) et (2.52)

pour obtenir les solutions exactes de 'équation (2.44).

Application de la méthode (G'/G?)
Considérons I’équation BO donnée par (2.43).

Supposons la transformation

Uz, t) =u(), {=x-Vt,
On trouve alors les dérivées suivantes :

u = =V uy, = v, uyy = u”.

En les substituant dans I’équation (2.43), on obtient I’équation différentielle ordinaire
(EDO) suivante :

—Vu' + 1 u?) +au’ = 0. 2.53
2

En intégrant ’équation (2.53) on obtient

1
—Vu+au' + 5 (u)® = 0. (2.54)

En appliquant la méthode de I’équilibre homogéne, comme discuté précédemment, on

obtient N = 1. Par conséquent, la solution générale prend la forme suivante :

u(§) = ap+ (%) 1 + 54 <%> h : (2.55)

En substituant correctement u, u?,u’ dans I'équation (2.54), conjointement avec 1’équa-

tion (2.55), puis en regroupant tous les termes en — selon les mémes puissances, et en an-

G2
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nulant séparément chacun de ces polyndémes, on obtient un systéme d’équations.algébriques,
pour déterminer les constantes :av, a1, S1et p comme suit :
rN 2
G 1,
(@) : —a] =0, (2.56)
G/ 1
Ve : Vaoy +Vag + aga; =0,

G\’ 1
(E) :aco —Vag— Bip+ 5043 + a3, =0,

1\ —1

G

(@> : Biog — VB + 3026, + 30167 =0,
I\ —2

G 1

(§> . 55% — CLBlO' =0.

Par simplification algébrique de I’équation (2.56) ci-dessus a 1’aide de Mathematica, on

obtient les ensembles de solutions suivants pour différentes valeurs de ag, aq, by et o, p

V2 + 4aop

oo , 81 = 2a0. (2.57)

ag =V, =

On obtient cing solutions différentes.

Cas 1 : Solution trigonométrique

Uy =

V4 V2 +daop\Jop <A1 cos \/apo + Ay sin \/a_pgb)l (2.5%)
dao o\ Aisin,/opp — Ay cos/op¢d
Vop ((Aicos\/opp + Aysin/opd -1
o (Al sin /G pp — Ay cos \/a_pgb) '

+2a0

Cas 2 : Solution hyperbolique

1
o (V2 i 4a0p> V0opl [ Aisinh2y/|op|¢ + Az cosh 24/|op|o (2.59)
12 dao o Aj cosh24/|oplp + Agsinh 24/|op|d '

-1
V0op| [ Aisinh2y/|op|¢ + Az cosh 24/ |op|¢
o A cosh24/|op|p + Agsinh 24/|op|¢ .

+2a0
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Cas 3 : Solution rationnelle

B V2 + daop Ay ! Ay -t
“13‘V‘( fa0 )(p<Al¢+A2>) ‘zw(p<A1¢+A2>> - (@8

Cas 4 : solution hyperbolique

(2.61)

VA (Al cosh ( ¢ + Assinh £
i
Uy = “+2a0 | —— —
2p (A1 cosh ( o+ Ay smh

V2 + 4daop h
dao 2p

Cas 5 : solution hyperbolique

U5 — 2a0 (2ﬂp

)

\/Z(A cosh( )¢+A2smh —A })
(Alcosh( )(b—i-AQSlIlh( QA) ¢)

V=A (Al cos
2p (Al cosh

/r =
~—

F1Gc. 2-4 — Représentation de uyy, pour p = 0,p0 > 0,p =1,0 =1,V = 2,a = 3,and
A=2B=3
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Fic. 2-5 — Représentation de w9, pour p = 0,p0 > 0,p= -1, 0 =1,V = 2,a = 4,and
A=2B=0

Fic. 2-6 — Représentation de w14, pour p # 0,A > 0,u= -3, p=1,0=2,V =2,a =
daand A=2,B=3

Conclusion 2.2.1 Dans cette partie, nous avons présenté plusieurs méthodes permettant
de construire différents types de solutions exactes d’ondes progressives pour l’équation
de Benjamin-Ono . Les méthodes étudiées — a s’avoir la méthode de la fonction-Exp,
la méthode de l’équation d’essai , la méthode bilinéaire de Hirota ainsi que la méthode
d’ezpansion (G'/G?) se sont révélées efficaces pour traiter une grande variété d’équations
aux dérivées partielles non linéaires , en fournissant des solutions exactes utiles a la
modélisation de divers phénoménes physiques non linéaires. La mise en ceuvre de ces
approches repose sur des étapes de calcul symbolique parfois complexes, ce qui souligne
ltmportance des outils informatiques comme Mathematica ou Maple, qui facilitent la

résolution précise et rapide de ce type d’équations.
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Chapitre 3

Approche analytique de ’équation
de Benjamin-Ono par la méthode de

sous-équation de Fan

3.1 Introduction

La méthode tanh constitue une approche bien établie pour obtenir des solutions par-
ticuliéres d’un large éventail d’équations différentielles non linéaires. Son efficacité repose
tions localisées, peuvent souvent étre représentés sous forme de polynémes de fonctions
hyperboliques. En substituant cette forme dans ’équation différentielle initiale, celle-ci
se transforme en un systéme d’équations algébriques non linéaires, plus accessible & la
résolution.

Dans ce chapitre, nous présentons une extension naturelle et puissante de cette ap-
proche : la méthode de la sous-équation de Fan, proposée initialement par E. Fan et Y.
Hon ([13]). Cette méthode permet de rechercher des solutions exactes d’ondes progres-
sives pour diverses équations différentielles non linéaires, en exprimant la solution sous

la forme d’un polynome d’une fonction auxiliaire ® (§), laquelle satisfait une équation

50



différentielle ordinaire appelée sous-équation de Fan [47]

Contrairement a d’autres sous-équations classiques (telles que 1’équation de Riccati,
les équations différentielles elliptiques ou leurs généralisations), la sous-équation de Fan
présente une structure plus générale. Elle est en mesure d’englober et de reproduire
les solutions issues de ces méthodes antérieures, constituant ainsi un cadre unifié et
extensible. La construction de nouvelles formes de solutions pour la sous-équation de
Fan revét donc une importance particuliére pour I’enrichissement des familles de solutions
exactes applicables aux équations non linéaires.

La méthode de la sous-équation de Fan en éventail s’est imposée comme une technique
analytique reconnue et efficace pour la résolution des équations aux dérivées partielles non
linéaires (EDP), offrant plusieurs avantages par rapport aux méthodes traditionnelles.
Contrairement & des approches plus classiques, telles que la transformée de diffusion
inverse ou la méthode bilinéaire de Hirota, qui exigent souvent une connaissance appro-
fondie de la théorie spectrale, des transformations complexes ou de structures algébriques
sophistiquées, la méthode de la sous-équation en éventail repose sur un cadre conceptuel
plus simple et systématique. Elle se fonde sur la construction de solutions exactes & partir
d’équations auxiliaires et de fonctions spéciales, permettant ainsi de surmonter plusieurs
difficultés inhérentes aux techniques non linéaires classiques.

L’un des principaux atouts de cette méthode réside dans sa polyvalence et sa facilité
d’application. Elle peut étre mise en ceuvre pour un large éventail d’EDP non linéaires
sans nécessiter de prérequis mathématiques avancés, ce qui en fait un outil pertinent tant
pour les chercheurs confirmés que pour les débutants. De plus, elle s’avére particuliére-
ment efficace pour générer des solutions exactes et variées, notamment des solitons, des
ondes périodiques ou encore des solutions exprimées a I’aide de fonctions spéciales, qui
jouent un role fondamental dans 1’étude de la dynamique complexe des systémes non
linéaires.

Dans ce qui suit, nous mettons en évidence les principaux avantages de la méthode la

sous-équation de Fan en éventail et explorons son importance dans le contexte plus large

o1



de la modélisation mathématique non linéaire.

3.2 Description de la méthode de la sous-équation

de Fan

Supposons qu’une équation aux dérivées partielles non linéaire dépend de (z, t) donnée
par

P, g, Ugey gty Ugpy Ugpeoenn) = 0. (3.1)

ol u est une fonction inconnue et P est un polynéme en u(x,t) et ses dérivées partielles,
alors au moyen d’une transformation appropriée, elle peut étre réduite a une équation

différentielle ordinaire non linéaire (EDO) comme suit
Plu, v/ u” " . )=0. (3.2)
Supposons que la solution soit décrite comme suit :
€)= 3 i (6), 33)
=0

ou a; (1 = 0,1,2,...n) sont des constantes & déterminer ultérieurement et & = P(¢&)

satisfait 'EDO suivante

dd

& €(bo + b1 ® + by ®? + by ®® + b, D)1/ (3.4)

ol € = £1 et b; sont des constantes.
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Les dérivées parraport a & sont

Pu 1, o du e, dPu
=) ib® i > hidio (3.6)
=0 0

Les solutions de I’équation (3.4) sont :
Cas 1:Sib0:b1:b3:0,b2<06tb4>0
On a:

dd
d_f = 6\/b2q)2—|—b4q)4
= €|®] /by + b, P2

d dd
On pose U = &% = d_[gj = 2<I>d—g = 282/by + b,P2, donc :

dU dU
O Uyt U > ———_—
d¢ 2T U /by + b,U ¢

2
4 b2, alors : dU = Qb—vdv. Donc :

4 4

[t = = [ = [ = [
2U /by + by,U 2 (V2 —by) V2 — by '
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Puisque : by, < 0 on pose by = —a?,a > 0. (a = \/—bg)

/L—/d—v—/dﬁﬁlamtanz—f
V2 —(—a?) ) V24a2 a a

ce qui donne :

v
arctang =al =V = atan (af).
Puisque V2 = by + byU = —a® + byU donc
bU = V?+ad?

= a’tan®(af) + a?

= a*(1 + tan®(af)).
On sait que 1 + tan?(al) = sec?(af) donc :

2

byU = a’sec®(al) = U = Z— sec?(a&)
4

p)
U=9?= o= \/Z— sec (a€) donc la solution est
1

D(&) = €4/ _b—izsec(\/—_b2§.

*Sib0:b1:b3:0,62>06tb4<0

On a:
dd
T = Vi bt = (0] Vb § by
d dd
On pose U = &% = d[é = 2<I>d—5 = 282/by + b,P2, donc :

AU
—2U\/b Tl = o =
2 Uv/by + iU ¢

54

(3.8)



Puisque by < 0 on suppose by = —c,c > 0 et by = a® > 0.

dU dU
=2UvVa?—cl == —— =d
d{ e 20+ a? — cU .

2 172
¢ v , alors : dU = —gdv Donc :

Onpose V=va2—cUet V?=0a?>—-cU = U =

/2Um /d@'/w dev%:/%:/d@

Jrt - o ol

exp(2a£ Donc :

= ¢, ce qui donne : In

V+a

V=a (%) = atanh(af) et V? = a®tanh?(af)

On sait que :

VZ=0a?—cU = cU = a> = V? = a* — a* tanh*(a&) = a® (1 — tanh*(a&)) = a?sec h?(af).
2

U= a—sechz(aﬁ).
c

2
On:U=30*= o=, % sech (a&) donc la solution est
c

*Sibozbl:b3:0,62:0andb4>0.
dd
On a: d-g:«m@:&@,

o -1
/% = /\/b4d§ = e Vb4€, donc la solution est
(3.10)

2

b
Cas 2 : Quand by = b3 =0, by = 4172 by < 0 and by > 0.
4
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P
d— = 6\/b0+b2(1)2+b4(1)4

dg
by b3
= €1/ by(Pt+ —D2 + 2
e\/ (P4 + b +4b§‘i)

b
tel que a = —2—1)24, donc :

do dd
d—fz\/a(@—éz)ﬁmzmd&

/& = /\/Edg = \/Laarctanh (%) = /b4, donc :
arctan h LA Vv ab = L tanh(v/absf)
\/a — 4 \/a — 4S )

donc la solution est :

—b —b
D(E) = ¢ ﬁjtanh ( 7%) : (3.11)
b2
* Quand : by = by = 0, bgzﬁ,b2>0etb4<0.
4
On a:
P
d— = 6\/b0 + b2q>2 + b4CI)4
d§
by b2
= by(P4 + 22 + 2
6\/ (@ 2P )
= ey/by(D2 + )2,
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b
tel que a = 2—;4, donc :

O =V (@ +0) = == e,

(®2+a)

/ (@gia) — / Vbadf = arctan(%) = Vabs§, donc :

tan(arctan(

)) = tan <\/@§) = % = tan (\/a_luf) ,

=P

o

donc la solution est

by by
D(E) = €y 2 201
(&) =¢ 2b4tan( 25)
Cas 3: Quand by = by = 0, by > 0 et by < 0, b __1-m
. 1 — V3 — Y, U2 4 70—(2 2_1)2.
On a
_fz? = /by + bo®2 + 0,4, €= £1.

Nous supposons un ansatz de type elliptique de Jacobi de la forme
®(¢) = € A en(kg, m),

ou A désigne amplitude,k le nombre d’onde effectif et m € (0,1).

La dérivation de cet ansatz conduit &

' = —Ak sn(k&m)dn(kE,m)
(@) = A2k*sn?dn?.

2

Utilisant : sn? =1 — cn? et dn? =1 — m?sn? =1 — m? + m?cn?, on obtient :

sn’dn® = (1 —m®) + (2m® — 1)en® — mPen™.
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Donc :

(9)* = A%? [(1=m?) + (2m® — 1)en® — mPen?] .

En identifiant avec le polyndéme quartique du membre de droite, on obtient les conditions

de cohérence suivantes

([ A2k2(1 — m?) = by,

Ak (2m? — 1) = A%hy = k* = 3

2m2—-17

—k2m?
by

| —A%KPm? = Aty = A% =

En remplacant k? = dans la troisieme égalité, on obtient

2m? — 1
bgm2

A= 2
—b4(2m2 — 1)’

donc A = b2—m2(uisueb <0)
N\ Tha2mz — 1) \PHEANe

En utilisant les valeurs de A% et k2 on trouve

1 —m?

bg — —
7 2m2 —1)?

=4 b4 == —bng

Sous cette condition les expression deviennent

. b2 b2m2
“Vomz -1 —bs(2m2 — 1)

et la solution s’écrit

bym? by
D) = \/mcn ( mf,m) :
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2.2
bsm

*Quand:b1263=0,b2<oetb4>0’b0:b(m2+1>'
4

On a:

Z—? = /by + by ®2 + by P2

Nous supposons un ansatz de type fonction elliptique de Jacobi de la forme
®(§) = € A sn(kg,m),

ou A désigne amplitude,k le nombre d’onde effectif et m € (0, 1) le module elliptique.

La dérivation de cet ansatz conduit &

' = Ak cn(kE,m)dn(kE, m)
(@) = A%k*en’dn?.

Utilisant : cn? = 1—sn? et dn? = 1—m?2sn?, on obtient : cn?dn?® = (1 — sn?) (1 — m?sn?) =

1 —m?sn? — sn? + m?sn?. Donc :

(@) = A%K? [1— (1+m?) sn® + m?sn?].

En identifiant avec le polyndéme quartique du membre de droite,on obtient les conditions

de cohérence suivantes
(4272
Ak = b()

—A2RP(1+m?) = A%y = k? = 7%

| A2K2m? = Alhy = A? = £

En remplacant k? = 1117’22 dans la troisieme égalité, on obtient
b4(1 + m2) .
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Ainsi, la solution de I’équation différentielle peut étre écrite sous la forme

—by by
q)(g) = € msn ( _mQ——H§7m> .

Cas 4: Quand bg=b; =04 =0, by >0o0n a

ad
€\/ bgq)2 + bgq)?’ = ECI)\/ bg -+ b3

s
2 V2 - bQ 2v
On pose : V = /by + b3®, donc V= = by + b3® = & = et dP = b_dv’
3 3
dd dd
T 5 = ®/by 4 b3® = m = d§, aprés intégration on obtient :
20 gy dV
bs
/%v / $= /V?—bg &
3
donc :
L In V- \/E) =¢
Vb \V + b, ’

V—vh\ _ V—vb _
In (—\/E) = \/b_zfim—exp(\/gf),

donc

S

i (T )

V(e )

= —+/bycoth (\/7_25) .

@(cothz( (@5) -1) = b2 g

3

Ona:V? = by coth? (@f) = bo+b3® = O =
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et la solution est

®(€) = — 2 sec h? <@§> (3.15)

Quand b() =b =by= 0, by < 0.
dd
On a d_€ =V bzq)2 + bgq)?’ = q)\/ b2 + bgq)

On pose :by = —f < 0 (8 > 0), on obtient

dd
a = &/ =0+ b3,

2
1% +6’ ot do — 2V
b b

onpose:V =/-B+b3P,V2=—-B+bD=P=
4o N 2V
T NaE X Viby Vi

I’équation, on obtient :

= d§, en intégrant les deux membres de

2 v V. (VB - VB
ﬁarctanﬁ—ff:ﬁ—tan (75) etV—\/Btan <7§>

Maisona V =+/—F+b03® = V2 = -3 + b3® = Stan? (@5) ,
bs® =3 (ta,n2 (@5) + 1) = Bsec? <@€> = o = bﬁsec2 (\/Tﬁf) et la solution est
3
®(¢) = b (V _1’25) . (3.16)
bs 2

Quand bo = bl = b4 = 0, bg = 0.

dd dd
On a d_f = Vb3P3 = \/63@% = E = /b3d¢ aprés intégrant des deux membres de
3
I’équation ,on obtient —— = /bs¢ donc la solution est
a e Ve
a(6)= (317
4bag? '

La recherche des solutions a 1’équation (3.2) est décrite par les étapes 1 & 5 suivantes :
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Etape 1 - Pour réduire I’équation NPDE (3.1) a I’équation ODE (3.2), nous utilisons la

transformation d’onde progressive u(z,t) = u(§), ou & = kx + wt.

Etape 2- Pour la méthode suggérée, nous supposons que la solution de ’équation (3.2)

peut étre présentée sous la forme suivante :
w@) =) a® (¢, (3.18)

ou a; sont des constantes a déterminer, et ® () satisfait I’équation (3.4).

Etape 3- Pour déterminer I'entier positif n, nous équilibrons le terme linéaire de ’ordre
le plus élevé avec le terme non linéaire en substituant I’équation (3.18) et I’équation (3.4)

dans I’équation (3.2).

Etape 4- En substituant Eq. (3.4) et Eq. (3.18) dans Eq. (3.2) et en collectant tous les
termes de memes puissance de ®, le membre de gauche de I’équation (3.2) est transformé
en un polynome. En ramenant le coefficient de ce polynéme & zéro, nous dérivons un

systéme d’équations algébriques en termes de a;ou (i = 0,1,2) et b;(j =0,1,2,3,4).

Etape 5- On obtient une solution sous la forme (3.18) de I’équation NPDE (3.1) en

résolvant la sous équation (3.3) pour tous les parameétres possibles a; ou (i = 0, 1, 2).

3.3 Application de la méthode de sous-équation

Dans cette section, nous appliquerons la méthode des sous-équations de Fan a 1’équa-
tion BO. Considérons d’abord ’équation (2.4) de la section précédente, écrite sous la
forme suivante :

On consideére la transformation d’onde progressive u = u(§), & = kx + wt,on appliquant

la régle de chaine, les dérivées partielles deviennent
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nn
up = wu' Uy = k' Uy = KU Upgee = k.

de plus :
2 n __ [ "
(u)m = (2uu') =2 Wu +u"u)
= 2(u)* + 2uu”
= 2k () + 2KPun”
et comme :

"
Ut = w2u

En substituant ces expressions dans I’équation.(3.19),on obtient :
(W + 2k Bun” + 2K*B(u')? + vE*u"" = 0. (3.20)

Afin de déterminer le degrée du polynome recherché dans la méthode de Fan,nous
appliquons le principe d’équilibre (la balance) entre le terme de plus haut ordre dérivatif
et le terme non linéaire dominant de ’équation

On suppose que :u(§) ~ P™(€) ou P(§) vérifie une équation auxiliaire telle que
P ~ O?
Ainsi, les ordres dominants des dérivées sont
U~ q)nJrl’ u ~ q)n+2’ u" ~ (I)n+3, u” ~ q)n+4
Le terme non linéaire dominant est :

uu" ~ (I)nq)nJrQ ~ (I)Zn+2
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" avec le terme non linéaire uu”

En équilibrant le terme de plus haut ordre dérivatif u
(ou (u')?),on obtient (n + 4 = 2n + 2) donc n = 2.
Par conséquent la solution cherchée de I’équation (3.20) d’écrit sous la forme polyno-

miale suivante :

w(€) = ag + a1 ®(&) + a2 ®*(§), (3.21)

ol ag, a; et as & déterminer plutard et ®(&) satisfait (3.4).

" en utilisant la régle de

Nous calculons ensuite les dérivées nécessaires : u', u”, u"";u
chaine ainsi que I’équation vérifiée par ®.

En substituant ces expressions et équations (3.21) et (3.4) dans (3.20), nous obtenons un
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systeme d’équations algébriques.

2kBealby + %’Y’C2626L2b% + %w%albl + 2w?easby + k?Beagaib+
—1—414;266@0@260 + %7]6262@1191[72 + 3’}/16262&1[)063 + 8’}/1{?262a2b0b2 =0

6]{‘266@0@2[)1 + 4k266a1a2b0 + 8]@66&1&2[)0 + g’yk’262a1b1b3 + 15’7k$262a2b1b2—|—
—|—12’yl€2€2albob4 + 307k262a2b0b3 + 2]{'266610&162 + w26a1b2 + 3w2€a2b1+
kzﬁea%bl + 7k262a1b§ =0

2k%Bealby + 4k?Beadby + 8kBeazby + 2kBealbs + 16vk?e2arbi+
3]{?266@0@1173 + 7]{?266(1,1&2871 + 8k:2ﬁea0a2b2 + 8]@66&16@[)1 + 157]?262(1,1[)1[)4
+%7]€262a1b2b3 + 427k2e2a2b1b3 + 72’}/]{262a260b4 + 4w2ea2b2 —+ %uﬂealbg =0

6k SBeazby + 8kPBea3by + 2kPeaibs + 2yk*e*aib3 + 3k*Seaibs +
+10k?Beagasbs + 8kBearazby + 20vk2e2a,baby 4+ 90k €2 asb by +
+65vk?2agbybs + 4k%Beagarby + 10k Beajasby + 2w?easby + Sw?easbs = 0

8k?*Beadbs + 8kPeadbs + 2kBeaiby + Rykiasb3 + 4k*Bealbs + 307k e arbsba+
+120vk?2asb by + 13k%Bearasbs + 12k Beagasby + 8kBearazbs + 6weazby = 0

10k2Bea2bs + 8kBeasbs + 24vk*c®a,b3 + 8kBearasby + 168vk*c?asbsby
+16]€266(116L2b4 =0

120k*y€e2asb; + 12k*Beaszby + 8kBeazby = 0

(3.22)
en résolvant le systéme algébrique (3.22) avec I’aide de Maple, nous obtenons les solutions
suivantes

ag = ap,a; = 0,a3 = 0,by = b, by = b1,by = by, by = b3, by = by, (3.23)
—15k3yeby + 3kw? + 2w? 25 k2y2€e2b3
ap = —- ;a1 = ay,az = 0,0y

2 k2B(3k + 2) T 128%2(9k2 + 12k + 4)°
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=5 yhkebj
2 a15(3k + 2)’

ag = CL(),CLl = a1, 0y = ag,bo = 0, bl = O,bg = O,bg = 0,b4 = O, (325)

-2 k+2
by = by, by = 2 PO E2)

by —
! 15 ke

by =0, (3.24)

1 k?Ba? — 2w?ay —1 4Bai(3k + 2) - —1aiB(3k +2)

—_ - e == b = =
Qo 4 k’zﬁag , A1 ay, a2 ag, Og 480 k:ag’ye » V1 60 ’}/kﬁa,%
—1a?6(3k + 2 -1 3k +2 -1 3k +2
62:_(115( + )7 bgz_w’ by = _M‘ (3.26)
20 ~keas 15 ke 30 vke

Cas 1:Siby =0 =b3 =0, by <0 et by >0, Eq(3.4) admet une solution triangulaire

o(&) = —sec vV —bsf

1 a3B(3k + 2)
20 ~vkeay sec 1 a?B(3k + 2)
—_lagﬂ(?)k + 2) 20 ~vkeas

30 vke

—3a? 1 [a2B(3k+2)
sec
2a3 25 vkeasy

donc
—3a? B a?
(&) = 1 —=1Bk+2)¢]. 3.27
(©) 2a3 s 10\/_\//’{; ye a2 +2) (3:27)
b2
Cas 2 : Si by = ﬁ,lh =0b3 =0, by >0et by >0, Eq (3.4) admet deux solutions
4
périodiques
by .
— tan
2b,
1 a?B(3k + 2) 1 aiB3k+2)
B 20 vkeas 20 vkeas
—2a,B8(3k + 2) tan 2 ¢
30 vke
3a? 1 18 a?
= 28 [ —— 2 Mg 12
4 a3 2¢/10\ ke az( )
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donc

D(E) = iﬁ Z—ztan i\/ﬁ\/—lﬁa—%(?jkjum (3.28)

Cas 3:Siby=0 =0b3=0,b,>0cet by <0, Eq (3.4) admet une solution de fonction

o(¢) = ,/—§ﬂsech f\/—%%% (3k +2)¢ | . (3.29)

2

b;
b by =b3 =0, by <0et by >0, Eq (3.4) admet deux solutions de
4

fonction hyperbolique

00 = v ()

hyperbolique

Cas 4 : pour by =

ia%ﬂ(3k+2) ia%ﬁ(3k+2)
_ 20 ~ykeay 20 ~vkeas
= =+ —_2agﬁ(3k+2) tanh 5 ¢,
30 vke
donc
O(6) = +4/— 2% tanh f LB ap 4o (3.30)
2@2 k YE A2 '
Cas 5 : pour by = by = 0,b3 = £2/boby, by > 0 et by > 0, Eq (3.4) admet une solution
hyperbolique
1 [3a? 1 13 a?
(&) =+ />~ |1 +tanh | — —— =13k +2 : 31
(€) 2\ 2a2 + tan 20\/5\/ lmea2<3 +2)¢ (3.31)
b2k2(k? — 1
Cas 6 : pour by = %,bl =0b3 =0,bp >0et by <0, Eq (3.4) admet les
4P1
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solutions de fonctions jacobiennes suivantes

3a k‘2 1 B a?
P = ([/—=22 —— 2L Bk+2)¢k .32

5
o= 2 — 1k € (%_1)

B0 k)
bapy
de fonction elliptique jacobienne suivante

Cas 7 : pour by = 1=0b3=0,0by>0cet by <0, Eq (3.4) admet la solution

3 a?
P = = A —————Bk+2)¢,k 3.33
€3] 2 topa n 10\/_\/ k76a2p1 +2)&,ky | ( )
pe = 2— k2 ks € (0,1)
bk
Cas 8 : pour by = b—z,bl =0b3=0,by >0et by <0, Eq (3.4) admet deux types de
4D3

solutions d’ondes elliptiques doublement périodiques jacobiennes :

~3a k2 1 18 a2
P = + 1 — — 21 BE+2)¢k 34

ps = 14+ki kse(0,1).

3.4 Solutions et représentation graphique

Dans cette partie, nous présentons les solutions exactes de I’equation de Benjamin-

Ono ,ainsi que certaines de ses représentation graphiques.

Solution u; :

3
Siby=by =bs=0,by<0etby>0, et B = ;‘;1 (lof\/_ﬁﬂ 3k+2)§> ,

2a;3 k ye as
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Remplacant (3.27) et (3.23)-(3.26) dans (3.21), on obtient

u(§) = ao+y/ 2?; a sec 10\/_\/E%Z—; (3k +2)¢ (3.35)

Solution us :

b2
Si by = o ,bp =b3 =0, by >0 et by >0, (3.4) admet deux solutions périodiques
4
b b
®(6) = +4/—tan —2§ (3.36)
2by
V3 a?
= +—/ =5t \/ ————(3k+2
2 \[ a3 20 k7€a2 3 +2)¢

remplacant (3.28), et (3.23)-(3.26) dans (3.21), on obtient la solution

V3 |a?
= —1/ 5t ———— 3k 2 .
w© = a | 5/ Fran | VIO -5 S 2 (3.37)
+a 3—tan \/_ ——— 3k—|—2)§
*4a2 20 kveag
1]{:2&11 — 2w3ay
4 k'2ﬁa2 '
V3 a2 1 18 a2
= ~ Y2 S tan [ V104 -~ =L (3% + 2 .
wl© = o[ =0 e (oI - 2 ek 2 (3.38)
2 1 13 a?
39 2 [ L yao |- 28 T ag 42
+agy > an 20\/_0 /f'yecm(g +2)¢

1 k?Ba? — 2w?ay
4 k?26(12
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Solution u;s :

) 2 1 18 a?
Sibg=b; =b3=0,by >0et by <0,et (&) = _%a_% sec h <E\/5\/_E%a_;(3k + 2)5) ,
remplacant (3.29), et (3.23)-(3.26) dans (3.21), on obtient la solution
2 1 13 a?
us(§) = ao+4/—= %al sech E\/g\/_E%_;<3k+2)€ — (3.39)

Solution uy :

Sib—b—%b—b—0b<0etb > 0, avec ®(¢) = £ —§a—%tanh —b—2£
0*4b471*3*,2 4 y av = 2a% 9 )

remplacant (3.30), et (3.23)-(3.26) dans (3.21), on obtient deux solutions de fonction
hyperbolique

3a2 b2 3&2 b2
—an+ /=221 h =) — 2 tanh? = 4
ug(§) = ag 5 a% ay tan ( 5 5) 5 4y tan ( 5 & (3.40)

Solution us :

Pour b[) = bl = O,bg = 424/ bzb4, b2 >0 et b4 >0, et

1 [3a? 1 13 a?
P(E)=+—4/=-L |1+ tanh [ — —— 2 3Bk+2
(€) 2\/20@ + tan 20\/5\/ k76a2(3 +2)¢ )|,
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remplacant (3.31) et (3.23)-(3.26) dans (3.21), on obtient
1 [3a? 1 18 a?
- Z /24y h| =5 —=2% 2 41
us(€) = a 2,/2(1% + tan 20\/5\/ Frca, Gk +2E (3.41)

1 [3a2 1 18 a?
“1/5— |1 +tanh | — ————(3k+2
+as 2\ 2a2 + tan 20\/5\/ k’yea2< +2)¢

1 k?Ba? — 2w?ay

4 ]{325(12

1 [3a? 1 1 3 af
_ 1 [2E N VN e 2 42
us () o | ~5\ 22 + tan 20\/3\/ k7€a2(3k+ )€ (3.42)

- T\ 2

1 [3a? 1 18 a?
S0 28t tanh | =6y [~ =3k 42
ta | 5 22 + tan 20\/_\/ k76a2< +2)¢

1 k2Ba? — 2w3ay
4 k2ﬁa2

Solution wug :
b3kt (Kt — 1)

bap1

3a? k? 1 B a? V2
D) =, /—=2L2 S 2 = 2k% -1 =1
(5) \/ 2&2 3 cn (\/ QOk YeE aspr (3k + )57 kl) y P1 kl 7]{;1 S < 2 ) ) )

remplacant (3.32) et (3.23)-(3.26) dans (3.21) on obtient les solutions de fonctions jaco-

Pour by = ,b1 =03 =0, by > 0,04 <0, et

biennes suivantes

3a} k? 1 8 d?
- 2ok = P M 39y k 3.43
ug(§) ap + 2a2p1alcn 20k76a2p1( +2)&, ky (3.43)
3a? k? 1 2
2 as P 20k ~ye asp



Solution u;
b3(1 — k3)

5 ,bp =03 =0, by > 0,04 <0, et
bap;

Pour by =

B(¢) = 34, (i\/ﬁ\/—lﬁi(% +2)E, k2> =2 k2 k€ (0,1),

2 aspo

remplacant (3.33) et (3.23)-(3.26) dans (3.21) on obtient les solutions de fonctions jaco-

biennes suivantes

= —— L - L 2 44
w7 (€) ao + . aldn 10‘[\/ Me@pl (3k + 2)¢, ks (3.44)

2 | 1
_3LW o dn? —ﬁ\/——ﬁi(% )€,

Solution usg :

by k2
Pour by = 52 3 by =by=0,by>0et by <0, et
4

qD(f):i\/ < \/_\/k%;pg (3k +2)¢, /€3>7 ps=1+k5 ks €(0,1),

remplacant (3.34) et (3.23)-(3.26) dans (3.21) on obtien deux types de solutions d’ondes

elliptiques doublement périodiques jacobiennes

3 a?k? 1 18 a?
— it S — oy ==L 3k +2)¢ k
us(&) ap £ 2 topy 1" 10\/_\/]{:76&2])3( )€, k3

3atk? , [ 1 18 a2
— VO ————3k +2)¢ k
2a2p3a28n 10\/_ k7€a2p3( 26 ks
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F1G. 3-1 — La solution hyperbolique us de Eq. (3.19) pour les valeurs k = a; = a3 = w =
v=¢€¢=1,5=—1 dans Eq. (3.37)

e /
\
\ ¢ /
\ s
\ /
/ .

F1G. 3-2 — Solution hyperbolique uy de Eq. (3.19) pour les valeursk = a; = as = w =
v=¢€e=1,4=—1 dans Eq. (3.38)
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F1G. 3-3 — Solution hyperbolique u5(£) de Eq. (3.19) pour les valeursk = 1,5 = —1,a; =
lyas =1,w=1,7=1,e =1 dans Eq (3.41)

[}

.

¥

2

o]

e
< T

Fic. 3-4 — La solution hyperbolique u4(§) de Eq. (3.19) pour les valeursk = 1,5 =
—1l,a9 =1,a9 = l,w=1,7=1e=1 dans Eq (3.41)
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Conclusion 3.4.1 L’application de la méthode de la sous-équation de Fan a l’équation
de Benjamin-Ono a démontré son efficacité pour obtenir des solutions analytiques perti-
nentes. Simple et facile & mettre en ceuvre, cette méthode a généré des solutions régquliéres
et stables, conformes aux propriétés physiques et mathématiques du probléme. Cependant,
certaines solutions complexes ont été rejetées en raison de leur manque d’interprétation
physique réaliste, soulignant ['importance de critéres de sélection rigoureux pour valider
les solutions. Par ailheurs, cette équation, qui décrit les ondes internes en eaux profondes,
demeure un modéle intégrable riche et complexe, offrant de nombreuses perspectives de

recherche.
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Conclusion générale et perspectives

La résolution d’équations aux dérivées partielles non linéaires issues de la physique
attire de plus en plus l'attention des communautés mathématiques, scientifiques et d’in-
génierie, en raison de leurs vastes applications dans la modélisation des phénomeénes
naturels complexes. Ces équations interviennent dans de nombreux domaines tels que la
mécanique des fluides, ’optique non linéaire, la biologie mathématique, la météorologie,
la propagation des ondes et bien d’autres encore. Elles permettent de représenter des sys-
témes dynamiques dans lesquels les interactions non linéaires jouent un réle fondamental,
rendant ces modeles particuliérement pertinents pour la compréhension du monde réel.

Cependant, la complexité intrinseque de ces équations rend souvent difficile leur ré-
solution analytique ou méme numérique. En effet, contrairement aux équations linéaires,
celles non linéaires peuvent présenter des comportements hautement irréguliers, voire
chaotiques, ce qui exige le développement de techniques mathématiques sophistiquées.
C’est précisément la que réside tout l'intérét de ces équations : malgré leur difficulté, elles
offrent des outils précieux pour explorer des phénomeénes physiques profonds, comme la
formation d’ondes solitaires (solitons), la turbulence, ou encore les instabilités dans les
milieux continus.

Dans ce contexte, ’équation de Benjamin-Ono apparait comme un modéle canonique
important. Elle décrit la propagation d’ondes internes dans des fluides stratifiés de grande
profondeur et posseéde des propriétés intégrables qui en font un cas d’étude privilégié. Dans
cette these, la méthode de Fan, une technique algébrique efficace basée sur la recherche
de solutions sous forme d’expressions trigonométriques, hyperboliques ou rationnelles a
été appliquée avec succes a cette équation. Les résultats obtenus montrent clairement
que cette méthode constitue un outil mathématique puissant et robuste pour explorer
les solutions exactes des équations non linéaires, y compris celles dont la structure est
relativement complexe comme celle de Benjamin-Ono.

En outre, cette approche se distingue par sa flexibilité et sa généralité, ce qui en fait
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une candidate prometteuse pour étre étendue a d’autres classes d’équations aux dérivées
partielles non linéaires, telles que les équations de Korteweg-de Vries généralisées, les
équations de Schrodinger non linéaires ou encore des modeéles couplés intervenant en
physique des plasmas ou en théorie des champs.

Comme perspectives, il serait intéressant d’explorer des configurations géométriques
plus complexes, notamment dans des cadres spatio-temporels multidimensionnels, afin
d’évaluer 'adaptabilité et 'efficacité de la méthode de Fan dans ces contextes plus géné-
raux. Une direction prometteuse pourrait également consister a combiner cette méthode
analytique avec des techniques numériques avancées, afin de traiter des problémes ot
les non-linéarités sont fortes oul les conditions aux limites présentent des hétérogénéités

spatiales significatives.
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Abstract:

In this thesis, the nonlinear Benjamin-Ono PDE was studied using Fan's method,
which is recognised for its ability to generate exact solutions in a variety of forms.
This equation, which models physical phenomena, is of major interest from both the
theoretical and practical points of view. It belongs to a class of integrable equations
with stable localised soliton solutions, the study of which is crucial in several areas of
mathematical physics.

The idea is based on an appropriate transformation enabling the initial PDE to be
reduced to an algebraic system of equations by introducing an auxiliary equation, the
solutions of which are given in trigonometric, hyperbolic or rational form.

In order to validate the effectiveness of this approach in the specific case of the
Benjamin-Ono equation, a numerical implementation was carried out.

Résumé :

Dans cette theése, I'EDP non linéaire de Benjamin-Ono a été étudiée moyennant
la méthode de Fan, reconnue pour sa capacité a générer des solutions exactes
sous des formes variées. Cette équation, qui modélise des phénomenes
physiques, présente un intérét majeur tant du point de vue théorique que
pratique. Elle appartient a une classe d’équations intégrables possédant des
solitons solutions localisées stables dont I’étude est cruciale dans plusieurs
domaines de la physique mathématique.

L’idée repose sur une transformation appropriée permettant de réduire 'EDP
initiale en un systéme d’équations algébrique en introduisant une équation
auxiliaire, dont les solutions sont données sous forme trigonométrique,
hyperbolique ou rationnelle.

Afin de valider I'efficacité de cette approche dans le cas spécifique de
I’équation de Benjamin-Ono, une implémentation numérique a été réalisée.






