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Introduction

Les équations d’évolution non linéaires, qui sont des équations aux dérivées par-

tielles impliquant le temps t comme 'une des variables indépendantes, apparaissent
non seulement dans plusieurs domaines des mathématiques, mais aussi dans di-
verses disciplines scientifiques telles que la physique, la mécanique et la science des
matériaux. Parmi les exemples d’équations d’évolution non linéaires, on peut citer
les équations de Navier-Stokes et d’Euler en mécanique des fluides, les équations
non linéaires de réaction-diffusion dans les domaines des transferts de chaleur et
des sciences biologiques, ainsi que les équations de Klein-Gordon et de Schrodin-
ger non linéaires en mécanique quantique. On trouve également les équations de
Cahn-Hilliard en science des matériaux. Ces équations illustrent des cas particuliers
d’équations d’évolution non linéaires. La complexité des équations d’évolution non
linéaires et les défis liés a leur étude théorique ont suscité beaucoup d’intérét de
la part de nombreux mathématiciens et scientifiques dans différents domaines de
recherche.
Du point de vue physique, les types de problemes considérés dans cette these sur-
viennent généralement en viscoélasticité. Ces problemes ont été examinés pour la
premiere fois par Dafermos [24] en 1970 ou la décroissance générale de la solution
a été discutée et ont suscité l'intérét de beaucoup de chercheurs au cours des deux
dernieres décennies.

Les problemes viscoélastiques ont été étudiés par de nombreux auteurs et plusieurs
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résultats de stabilisation ont été établis.

Cette these est consacrée a I’étude de la stabilisation des solutions de quelques
modeles régis par des équations des ondes viscoélastiques et par une équation de
plaque viscoélastique avec différents termes sources, tout en tenant compte, in-
différemment, de ’amortissement distribué ou de frontiere de type dissipation (amor-
tissement 1ié & la vitesse) ou de type mémoire (amortissement produit par la visco-
sité). Nous utilisons ces divers types de mécanismes d’amortissement et montrons

leurs effets sur la stabilisation de différent systemes d’équations.

Problemes d’ondes viscoélastiques

L’importance des propriétés viscoélastiques des matériaux a été mise en évidence
par les progres rapides dans l'industrie du caoutchouc et des plastiques. L’intéréet
pour les matériaux viscoélastiques réside dans le fait qu’ils présentent un amortis-
sement naturel. Du point de vue mathématique, ces matériaux viscoélastiques sont
modélisés par des systemes de type intégraux-différentiels.

Nous commengons, tout d’abord, en citant le travail de Messaoudi et Mustafa [51]

qui ont considéré le systeme viscoélastique sans source suivant :

Uy — Au + fotg(t — 7)Au(7)dr = 0, dans 2 x (0, 00),
u=0, sur Ty x (0, 00),
. (1)
fo (t—r g— 7)dT + h(u) =0, sur I'y x (0, 00),
u(,0) = up(e); w(z,0) = wn(x), req,

ii
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avec g, fonction de relaxation satisfaisant

g'(t) < =€()g(1),

et ou £ est une fonction décroissante et différentiable. Ils ont obtenu un résultat
explicite et général sur le taux de décroissance. Récemment, Messaoudi et Al-Khulaifi

[52] ont considéré le systeme

)
| ug [P uy — Au — Auy + f(fg(t — 7)Au(r)dr =0, dans ) x (0,00),
u =0, sur 982 x (0, 00),
u(z,0) = ug(x); u(z,0) =uyi(x), x €€,

L

avec une fonction de relaxation satisfaisant

Ils ont obtenu un résultat de stabilisation plus général pour lequel les résultats de
[47,48] ne sont que des cas particuliers. De plus, le taux de décroissance optimal pour
le cas polynomial est atteint sans aucune hypothese ou condition supplémentaire
comme dans [38] et [37]. Pour la stabilisation par dissipation frontiere, Cavalcanti et
al. [17] ont étudié (1) et ont prouvé un résultat d’existence globale pour des solutions
faibles et fortes. De plus, ils ont donné quelques résultats de taux de décroissance
uniforme sous certaines hypotheses restrictives sur le noyau g et la fonction d’amor-
tissement h. Ces restrictions ont été assouplies par Cavalcanti et al. [21] et en outre,
ils ont établi une stabilisation uniforme dépendant du comportement de h pres de

I'origine et du comportement de g a l'infini. En ’absence du terme viscoélastique

iii
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(g = 0), le probleme (1) a été étudié par de nombreux auteurs et plusieurs résultats
de stabilisation ont été établis. Nous renvoyons le lecteur aux travaux de Lasiecka
et Tataru [37], Alabau-Boussouira [3], Cavalcanti et al. [20], Guesmia [27,28], Ca-
valcanti [19] et les références qui y sont mentionnées.

Nous citons a titre d’exemple, aussi, le travail de Messaoudi [48] qui a étudié le

systeme avec une source non linaire suivant :

Uy — Au ~+ fotg(t —7)Au(r)dr = |u|"u,  dans Q x (0,00),
u=0, sur 982 x (0, 00),

u(z,0) = up(x); u(x,0) = uy(z), x €,

\

ou la fonction de relaxation g satisfait

g(t) < =€(t)g(), (2)

ou £ est une fonction décroissante et différentiable. Il a établi un résultat de
décroissance plus général pour une classe plus large de fonctions de relaxation. En-
suite, une série d’articles utilisant (2) est apparue, voir, par exemple, les travaux
antérieurs [31,41,42,49] et [53]- [62].

Dans la suite, nous nous intéressons aux cas ou la non linéarité de la source est

de type logarithmique et qui suscitent un grand intérét en physique, car ils appa-
raissent naturellement dans la mécanique quantique et la physique nucléaire [10,26].
Dans le cas de la non linéarité logarithmique de la source sous la forme wln ]u|k,
ou la source rivalise avec la dissipation viscoélastique, de nombreux auteurs ont
établi des résultats de stabilisation. Nous commengons par les travaux de Birula

et Mycielski [13,14], ou ils ont prouvé que les équations d’ondes avec une source

v
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non linéaire de type logarithmique ont des solutions stables et localisées. Parmi les
premieres recherches introduisant une source non linéaire de type logarithmique, on
peut mentionner celles de Cazenave et Haraux [22], qui ont étudié le probleme de
Cauchy suivant :

gy — Au = uln |ul®,
et ont prouvé l'existence et des résultats de décroissance des solutions. Récemment,
Al-Gharabli et al. [7] ont considéré le probleme suivant :
Uy — AU+ u + fot g(t — ) Au(r)dr + |u "V 2wy = wln [u|*, dans Q x (0, 00),
u=0, sur 09 x (0, 00),

u(z,0) = ug(x); w(x,0) = uy(x), x €,

\

ou 7(.) est une fonction satisfaisant certaines conditions. Ils ont d’abord prouvé un
résultat d’existence globale, puis ont établi des résultats de décroissance explicites
et généraux pour une large classe de fonctions de relaxation et certaines conditions
spécifiques sur la fonction d’exposant variable. Plus récemment, une série d’articles
utilisant une source non linéaire de type logarithmique sous la forme |u|a¥_2 wln |ul
a été publiée, voir, par exemple [16,25,57].

Dans un travail recent, Tae Gab Ha et al. [30] ont considéré le probleme

U — Au + fotg(t — 7)Au(r)dr = |[u|" *uln|u|,  dans Q x (0, 00),

u=0, sur 982 x (0, 00),

u(z,0) = ugp(x); ur(z,0) = uy (), z € (.

\

[ls ont prouvé 'existence de solutions et établi une estimation générale de la décroissance
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de la solution en utilisant des estimations d’énergie et la théorie des fonctions

convexes.

Probleme de plaque viscoélastique

L’étude des problemes de plaques viscoélastiques a été largement explorée par
des mathématiciens et des scientifiques dans diverses disciplines. Ces problemes
présentent des applications variées dans différents domaines de la science et de
I'ingénierie, tels que 'ingénierie des matériaux, I'ingénierie mécanique, la physique
nucléaire et 'optique. L’exploration de ces phénomenes viscoélastiques contribue
non seulement a une compréhension fondamentale, mais ouvre également la voie a
des avancées technologiques et a I'innovation dans ces domaines.

Rivera et al. [60] ont considéré le probleme de plaque viscoélastique sans source

suivant :
t
Uy + YAuy + A%y — / g(t — s)A%u(s)ds =0, dans Q x (0,7T),
0

avec des conditions aux limites dynamiques et ont établi que la somme des premiere
et deuxieme énergies possede un taux de décroissance exponentiel et polynomial
lorsque la fonction de relaxation g décroit respectivement de maniere exponentielle

et polynomiale. Cavalcanti et al. [18] ont également considéré
t
Uy + A%y — / g(t — s)A%u(s)ds + a(t)u, = 0, dans Q x (0, +00),
0

et ont établi un résultat de décroissance exponentielle dans un domaine général. Pour

des résultats connexes, nous mentionnons entre autres, l'article de Mustafa [56] ou

vi
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il a considéré le systeme de plaque suivant

uy + Au — fg g(t — s)A%u(s)ds = 0, dans Q x (0, 00),
Ju

u:%:(), sur [y x (0, 00),

Bru — By <f0tg(t — s)u(s)ds) =0, sur I'1l x (0, 00),

— Byt + B (f(fg(t - s)u(s)ds) +0(t)h(ut) =0, sur I'l x (0,00),

u(x,O) = uo(x);ut(x,()) = ul(x)> x €4,

il obtient une relation générale entre le taux de décroissance de 1’énergie (quand ¢
tend vers U'infini) et les fonctions g, €, et h sans imposer d’hypotheses de croissance
pres de l'origine sur h et en affaiblissant fortement les hypotheses habituelles sur
g. Il généralise des résultats similaires antérieurs en considérant une plus grande
classe de fonctions g et h et montre que le taux de décroissance de 1’énergie n’est
pas nécessairement de types exponentiels ou polynomiaux et tient compte de I'effet
du coefficient dépendant du temps 60(t).

Dans le cas d'une source non linéaire de type logarithmique nous citons, a titre

d’exemples, les travaux des auteurs suivants :
Al-Gharabli et al. dans [6] ont considéré le systeme de plaque viscoélastique suivant

§
uy + A%u — f(fg(t — 8)A%u(s)ds = kuln|u|, dans € x (0,00),

:%:0, sur 982 x (0, 00),

u

K u(z,0) = ug(x); ur(z,0) = uy (), x €,

vil
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ou la fonction de relaxation g satisfait

g'(t) < —=&(t)g" (1)

Ils ont prouvé I'existence des solutions localement et globalement, et ont établi un
résultat général de décroissance.

Ghalabli dans [5] a également considéré le systeme de plaque viscoélastique suivant :

uy + A%u+u — f(fg(t — 8)A%u(s)ds = kuln|u|, dans € x (0,00),

u = u _ 0, sur 92 x (0, 00),

==

u(z,0) = ug(x); u(z,0) = uy (), z € (.

\

L’auteur a établi un résultat général de décroissance sous des conditions plus

faibles sur la fonction de relaxation g a savoir :

g'(t) < =E(t)G(g(1)), (3)

ot G € C'(R) avec G(0) = 0 et G est une fonction linéaire ou strictement croissante
et strictement convexe C? pres de lorigine.

Récemment, B.K. Kakumani et S.P. Yadav dans [32] ont établi des résultats
généraux sur le taux de décroissance pour la méme condition que (3) sur la fonction
de relaxation b en considérant I’équation de plaque viscoélastique suivante avec une

source non linéaire de type logarithmique en présence d’un terme d’amortissement

viii
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non linéaire :

| we + A%+ A%y +u — fot b(t — s)A%u(s)ds + h(uy) = kuln|u|, dans Q x (0,00),

u:%:(), sur 02 x (0, 00),
u(z,0) = ug(x); ur(z,0) = uy (), x €.

\

Notre contribution

Dans cette these, s’inspirant de tous les résultats cités ci-dessus, nous nous
sommes penchés sur la stabilisation des solutions de quelques systemes d’ondes
viscoélastiques et d'une équation de plaque viscoélastique avec une source de différente
forme et en tenant compte de 'amortissement viscoélastique avec ou sans dissipa-
tion distribué et de I'amortissement frontiere. Le but essentielle de cette these est
d’améliorer et de généraliser certains resultats de la littérature dans ce domaine de
recherche et qui seront mentionnés dans cette these.

Dans la suite, on donnera une breve analyse du contenu de la these.

Cette these se compose d’un rappel de certaines notations et notions d’analyse fonc-
tionnelle ainsi que de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous nous intéressons au probleme viscoélastique suivant

( g — Au + fg g(t — 7)Au(r)dr = |u|u, dans 2 x (0, 00),
u=0, sur 'y x (0, 00),
u _ fot g(t — 7)%(7)dT + h(u;) =0, sur 'y x (0, 00),

\ uw(z,0) = ug(x); u(z,0) =uy(x), x € €,

X
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ou 2 est un domaine borné de R" avec une frontiere assez réguliere 0€2 = I'o U T'y.
Ici, Iy et 'y sont fermés et disjoints, avec meas(I'y) > 0, v est la normale extérieure
unitaire a 02, v > 0, h est une fonction spécifique et g la fonction de relaxation
satisfait

g(t) < =E)gP(t), vi=0, 1<p<g, (4)

ou £(t) est une fonction positive, décroissante et différentiable.

Dans ce travail, nous obtenons un nouveau résultat général de décroissance de
I’énergie pour les solutions du probleme précédent. L’objectif de ce chapitre est
d’étendre le résultat en tenant compte de la non linéarité de la source, de la dissi-
pation viscoélastique distribuée et frontiere et ou la fonction de relaxation satisfait
(4). En particulier, ce travail est une extension des résultats obtenus dans [3,7,9].
Les résultats de ce chapitre ont été acceptés pour publication dans la revue Studia
Universitatis Babes-Bolyai Mathematica.

I. Baaziz, B. Benabderrahmane, S. Drabla, General decay rates of the solu-

tion energy in a viscoelastic wave equation with boundary feedback and a nonlinear
source, Univ. Babe s-Bolyai Math. 69(2024), No. 2, 383-397 DOI : 10.24193/subb-
math.2024.2.09.

Dans le deuxieme chapitre, nous nous intéressons au probleme viscoélastique avec

une source non linéaire :

)
uy — Au+ [} g(t — 7)Au(r)dr = |u ', dans € x (0, 00),
u=0, sur Iy x (0, 00),
ou : ou
Y Jo 9t — T)@(T)dT + h(u) =0, sur I'; x (0, 00),
u(z,0) = up(z); us(x,0) = ur (), z €,

\
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ou la fonction de relaxation satisfait

g'(t) < =E(t)G(g(1)),

G est strictement croissante et strictement convexe pres de l'origine, et 2 est un
domaine borné de R™ avec une frontiere réguliere 092 = I'g U T'y. Ici, I'y et I'; sont
fermés et disjoints, avec meas(I'g) > 0, v est la normale extérieure unitaire a 02,
v > 0, et g, h sont des fonctions spécifiques.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un nouveau résultat de décroissance
de I’énergie pour les solutions du probleme précédent. L’objectif de ce chapitre est

d’étendre le résultat du chapitre précédent dans le cas ou

g'(t) < ()G (g(1)).

En particulier, ce travail constitue une extension des résultats obtenus dans [3,7-9].

Dans le troisieme chapitre, nous considérons le probleme viscoélastique suivant avec

une source non linéaire de type logarithmique

uy — Au + fotg(t — D) Au(r)dr = |[u]" P uln|ul, dans Q x (0,00),
u=0, sur I'g x (0, 00),
au t 8U

5 fo g(t — T)@(T)dT + h(uy) =0, sur I'; x (0, 00),
u(z,0) = ug(x); ue(x,0) = uy (), x € €,

ou 2 est un domaine borné de R" avec une frontiere assez réguliere 0€2 = I'o U T'y.
Ici, Iy et I'y sont fermés et disjoints, avec meas(I'y) > 0, v est la normale extérieure

unitaire a ). La fonction u(x, t) décrit la position de la particule matérielle au temps

xi
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t, qui est fixée dans la portion I'y de sa frontiere avec dans sa portion I'; soutenue
par support viscoélastique avec des réponses frontieres non linéaires, représentées
par la fonction h(uy).

Dans ce travail, nous nous intéressons a un nouveau résultat de décroissance
de I’énergie pour les solutions du probleme précédent. La nouveauté de ce chapitre
actuel est d’étendre le résultat dans le contexte de la viscoélasticité, de la source
non linéaire de type logarithmique et lorsque I'amortissement aux limites est pris en
compte. Ce travail constitue une extension des résultats obtenus dans [6].

Dans le dernier et quatrieme chapitre, nous considérons I’équation de plaque viscoélastique

suivante avec une source non linéaire de type logarithmique et une dissipation non

linéaire sur une partie de la frontiere :

w + A% — [ g(t — s)A%u(s)ds + h(ug) = [u]'uln|ul, dans Q x (0,00),

0
u:a—Z:Q sur Ty x (0, 00),
pru— B (fotg(t — s)u(s)ds> =0, sur T'; x (0, 00),

—Bou + 5 (fotg(t — s)u(s)ds> + |ug|™ 2wy = |ulP?u, sur 'y x (0, 00),

u(a:, 0) = Uo@)%“t(%o) = u1($), z € Q,

(5)
Ou Q est un domaine borné de R? avec une frontiere assez réguliere 9Q = 'y U Ty.
Ici, Ty et Ty sont fermés et disjoints, avec mes(I'g) > 0, et n = (v, 1) est la normale
extérieure unitaire a 92, n = (—1», 1) est la tangente unitaire orientée positivement

sur 0f) ou g est la fonction de relaxation et h est une fonction spécifique.
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Introduction

On désigne par 31, By les opérateurs différentiels suivants :

0Au 0Byu

Bru=Au+ (1 —p)By, 52U=W+(1—M) oy (6)

ou

2 2 2 9
Biu = 20109y — Villyy — Vilge, Bou = (V] — 13) gy + 1100 (Uyy — Ugy)

1
2

et u € (() ) représente le coefficient de Poisson. Ce systeme décrit le déplacement
transversal u = u(x,y,t) d’'une plaque mince vibrant sous l'effet d’'un amortissement
viscoélastique distribué et d’un amortissement dissipatif dépendant du temps a la
frontiere. De plus, il existe une fonction positive H € C'(R,) et H est linéaire
ou strictement croissante et strictement convexe C* sur (0,7], r < 1, avec H(0) =
H'(0) =0, telle que

g (t) < =E(t)H(g(t), vt>0, (7)

ou &(t) est une fonction positive décroissante et différentiable.
On obtient un nouveau résultat de décroissance de 1’énergie pour les solutions au
probleme (5). Ce chapitre étend le résultat dans le contexte de la viscoélasticité
avec une source non linéaire de type logarithmique et lorsque I'amortissement aux
frontieres avec source est pris en compte. Les résultats de ce chapitre constituent
une extension des résultats obtenus dans [6, 18, 56].

Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans la revue Mediterranean Journal
of Mathematics.

I Baaziz, B Benabderrahmane, S Drabla, General Decay Results for a Viscoe-

lastic Fuler—Bernoulli Equation with Logarithmic Nonlinearity Source and a Non-
linear Boundary Feedback, Mediterranean Journal of Mathematics 20 (3), 157,
https ://doi.org/10.1007/s00009-023-02363-9.
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Introduction

Nous notons que nous avons justifié les résultats obtenus dans les trois premiers

chapitres par des testes numériques réalisés en fin de chaque chapitre.

Méthodologie

Pour obtenir les résultats de ses différents travaux, nous appliquons essentiel-
lement la méthode de I’énergie (méthode du multiplicateur), combinée a diverses
inégalités différentielles et intégrales. La méthode de 1’énergie repose principale-
ment sur la construction d'une fonctionnelle de Lyapunov appropriée équivalente a
I’énergie de la solution. Dans le cas d’un résultat général de décroissance, nous prou-
vons que la fonctionnelle de Lyapunov satisfait une inégalité différentielle qui com-
bine la fonction de relaxation et les autres termes provenant des différents systemes
non linéaires considérés. Ensuite, nous utilisons et exploitons certaines propriétés
des fonctions convexes et d’autres arguments mathématiques pour obtenir des esti-
mations générales de décroissance en fonction de la fonction de relaxation et de la
nature de la non linéarité de chaque systeme étudié. En fait, la méthode du multipli-
cateur s’est avérée efficace pour traiter de tels problemes avec des termes dissipatifs

soit sur le domaine, soit sur une partie de la frontiere.

Xiv



Notations

On note :

o |yl =, /;y? est la norme euclidienne de y, ot y = (y1, Y2, ..., Yn) € R™

o U= (v1,1s,...,1,) est le vecteur normal unitaire extérieure en un point du bord

de €.

Pour toute fonction u : R® — R réguliere, on note

olely

o D = ——F—
0z ...0x8n

n
, avec o = (aq, g, ..., ap,) € N" et |a] = D |ay.
i=1

o Vu = gradu = (g;, 88;2, s g;) est le gradient de u.
n 92

o Au = Z g_;;; est le laplacien de wu.
=1 i

nono 9y
A%y = ———— est le bilaplacien de u.
o A%y 2:21;2::1 8%2835? est le bilaplacien de u
ou 0%u
o U= —, Uy = —.
t at) tt at2

Pour toute fonction u : R® — R réguliere avec u = (uq, ug, ..., uy,), on note
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Notations

o Au = (Auy, Aug, ..., Auy,).

n

u.
o divu =V.u= >, — est la divergence de u.
i=1 O

Soit € est un ouvert et 92 = I' est sa frontiere.

e C'(Q) : Ensemble des fonctions continues dans §2.

e C*(Q) : Ensemble des fonctions de classe k dans €.

e C*(Q) : Ensemble des fonctions de C* () & support compactes.
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Rappels d’analyse fonctionnelle

Espaces fonctionnels

Les espaces LP({2)

Définition 1. [15] Soitp € R avec 1 < p < 0o ; on pose
LP(Q) = {f: Q — R; f mesurable et |f|P € L'(Q)}.

Avec

fllee = £l = [ / \f<x>|pd:c] "

Définition 2. [15] On pose
L>®(Q) ={f:Q — R; f mesurable et 3 une constante C telle que |f(z)| < C p.p. sur Q}.

Avec

[fllzoe = 1 flloe = mf{C; | f(2)] < C p.p. sur 2}

Théoréme 3. (Théoréme de convergence dominée de Lebesque) [15]
Soit (f,) une suite de fonctions de L. On suppose que

a) fn(x) — f(x) p.p. sur .

b) il existe une fonction g € L' telle que pour chaque n, |f, ()| < g (z) p.p. sur
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Rappels d’analyse fonctionnelle

Q. Alors f € LY (Q) et ||fu — fllzr — 0.

Les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels essentiels pour la résolution
des problemes d’équations aux dérivées partielles (voir [1,15]).

Soit 2 un ouvert borné et soit p € R avec 1 < p < oc.

Espace de Sobolev W™?((2)
Définition 4. [15] Etant données un entier m > 2 et un réel 1 < p < 400, on
définit WP () par
WmP(Q) = {u € LP(Q), D*u € LP(Q)}.
On pose
H™(Q) = W™2(Q).

L’espace W™P(Q) est muni de la norme
ullwemr@ = lullr@ + > 1Dl o)
a=1

et l'espace H™ () muni du produit scalaire
(u,v) ) = (U, v) 2(0) + Z(Dau, D%v)

a=1

est un espace de Hilbert.
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Espace de Sobolev W*(Q)

Définition 5. [15] L’espace de Sobolev W'P(Q) est défini par

WP (Q) = {u € LP(Q); 3g € LF(Q) tel que /

uyp' = —/990 Vo € CHQ)}.
Q Q

Pourp = 2, il est d'usage de remplacer la notation W2(Q) par H* (), ce dernier

est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

(u, ’U)Hl(Q) = (u, U)LQ(Q) + (u’, U/)LQ(Q).

Espace de Sobolev W, (Q)

Définition 6. [15] Etant donné 1 < p < 400, on désigne par Wol’p(Q) la fermeture
de CH(Q) dans WP(Q). On note HL(Q) = Wy ().

Notation. On désigne par W~'?(Q) 'espace dual de Wol’p(Q) avec (1 < p <
+00) et par H~ () l'espace dual de Hg(S2).

De plus, on a les inclusions
Hy () C L*(Q) C H(Q),

avec injections continues.
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Injections de Sobolev

Théoréme 7. (Rellich-Kondrachof) [15] On suppose 2 borné de classe C*. On a

i p < N, alors Wh?(Q) c LY(Q), Vg € [1,p*[ ou

1
N’

D=

1
p*
si p=N, alors WP (Q) c L1(9Q), Vg € [1, +o0],

si p>N, alors WY (Q) c C(Q),
avec injections compactes.

Théoreme de trace au bord

Théoréme 8. Soit Q un ouvert de classe C', alors il existe un opérateur linéaire
continu, appelé opérateur trace et noté vy de H'(Q) dans L*(T") qui coincide avec
lopérateur de restriction usuel pour les fonctions continues. En particulier, il existe

une constante cq qui ne dépend que de §2, telle que
Ivoull 2y < cillull o), Yu € HY(Q).

Si on suppose que {I'g,I'1} constitue une partition de I, avec meas(I'y) > 0, on

définit alors

Hp () ={ue H(Q) : u=0sur [y}

Cet espace est fermé dans H'(£2) comme noyau de I'application (linéaire) continue
roy our: L*(I) — L*(Ty) est Iapplication restriction. Donc (Hp (), .|| #1(o)

est un espace de Hilbert, avec

Yu € H} (), Hu||H110(Q) = || Vul|r2(q).
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2(n—1
De plus, on a l'injection continue Hf (Q) < L™(Ty), 1 <m < (n—z)’ c’est-a-dire
n p—

il existe une constante ¢y, telle que

Quelques inégalités utiles

Soit 1 < p < oo; on désigne par p’ 'exposant conjugué de p,

1 1
p p

Inégalité de Holder

Théoréme 9. [15] Soient f € LP(Q) et g € LP () avec 1 < p < 0o. Alors f-g € L

et
/Q gl < gl

Remarque 10. L’inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l'inégalité

de Hélder dans le cas p=q = 2. Alors

/ Fal < 1 £ lllglle
Q

Inégalité de Young

Théoréme 11. [15] For a,b> 0 ete >0, on a

€ 1 /
ab < —a? + - -bP .
D pgp/l)
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Sip=p =2, ona

b< = -
a _2a +2€

Inégalité de Poincaré

Corollaire 12. [15] On suppose que € est un ouvert borné. Alors il existe une

constante C' (dépendant de S et p) telle que

lullze < C||Vul|pe, Yu € Wol’p(Q) (1 <p< o).

Inégalité de Jensen

L’inégalité de Jensen jouera un role tres important dans la démonstration de nos
résultats principaux.
Si F' est une fonction convexe sur [a,b], f : Q@ — [a,b] et h sont des fonctions
intégrables sur Q, h(z) > 0 et [, h(z)dx = k > 0, alors I'inégalité de Jensen affirme

que

FIE [ ron@dz] <L [ Flr@)h@)ds. (1)
i [ < [

Notions élémentaires

Produit de convolution

Définition 13. Soient f(z) et g(x) deuz fonctions définies sur L*(R™) le produit de
convolution de f(z) et g(x) est une autre fonction qui se note généralement f g et

qui est défini par

(f % 9)(x) = / " i — y)ely)dy, Vo € R™. @)
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Regle de Leibniz généralisée

Elle est donnée par la formule

d [t B b(t) Of(z,1) 4.b(t)
at Juy ! (x’“dx‘/a@ o+ f(b(t). )= = — f(a(t),1)

Formule de Green généralisée

La formule de Green est un outil fondamental pour la résolution des équations
aux dérivées partielles. Elle coincide, en dimension 1, avec la formule d’intégration
par parties.

Soit © un domaine borné dans R" de fronticre réguliere T', soient u € H*(Q), v €

HY(Q) et w € (HY(Q))™, alors

/UAuda::—/Vv.VudxA-/v% dr’
Q Q r Ov

/ Vuw dr = — / u.div w dx + / u(w.v) dT,
Q Q r

ou
@
ov

Ju L. s
= g a—yi, v est la normale extérieure unitaire a 0f2.
; X
=1

Dans toute la suite, ¢ et C' désigneront des constantes génériques pouvant

varier d'une ligne a ’autre.
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Chapitre 1

Stabilisation frontiere d’une
équation d’ondes viscoélastique

avec une source non linéaire

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au taux de décroissance de I’énergie du
probleme viscoélastique avec une source non linéaire et une dissipation frontiere

suivant :

(
Uy — Au ~+ fot g(t — 7)Au(T)dr = |u]"u,  dans € x (0,00),
u=0, sur I'g x (0, 00),
(1.1.1)
fo (t — 7)2%(7)dr + h(u;) = 0, sur I'y x (0, 00),
u(z,0) = up(x); w(x,0) =uy(z), x €,
\



Chapitre 1

ou €2 est un domaine borné de R™ avec une frontiere réguliere 0€) = I'g U T'y. Ici,
[y et T’y sont fermés et disjoints, avec meas(I'g) > 0, v est la normale extérieure
unitaire a 0€2, v > 0, h est une fonction spécifique et g une fonction de relaxation
satisfaisant

3

g(t) < ={b)g"(t), Vt=0, 1<p<z.

Nous nous intéressons a un nouveau résultat de décroissance de I’énergie pour les
solutions du probleme (1.1.1). Le but de ce chapitre est d’étendre certains résultats
dans le contexte ou la source non linéaire entre en compétition avec une dissipation
viscoélastique distribuée et une dissipation frontiere. En particulier, ce travail est
une extension des résultats obtenus dans [4,48,55]. Le reste de notre chapitre est
organisé comme suit. Dans la section 2, nous énoncons les hypotheses et les éléments
nécessaires a notre travail. Les preuves des résultats principaux sont données dans

la section 3.

1.2 Préliminaires

Dans cette section, nous présentons certains éléments nécessaires a la démonstration
de nos résultats. Concernant la fonction de relaxation g, nous faisons les hypotheses
suivantes :

(G1) g : Ry — R, est une fonction C' décroissante satisfaisant

g(0) >0, 1-— / g(s)ds =1>0.
0

(G3) 11 existe une fonction & décroissante et différentiable telle que £ : Ry — Ry,

avec £(0) > 0, satisfaisant

J(t) < —E£(t)gP(t), 1<p<=, t>0.
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(G3) Pour le terme source non linéaire, nous supposons

0<vy<

(n—2)°
v>0, n=1,2.

(G4) h : R — R est une fonction C° croissante telle qu’il existe une fonction
strictement croissante hy € C''([0, +00)), avec ho(0) = 0, et des constantes positives

c1, Co, € telles que

ho(l s 1) <l h(s) < hg'(I's]) pour tout |s|<e

s <|h(s)|<ea|s] pour tout | s[> e.

De plus, nous supposons que la fonction H, définie par H(s) = 1/sho(1/s), est une
fonction strictement convexe C? sur (0,7%], pour un certain r; > 0, lorsque hq est

non linéaire.

Remarque 1.2.1. [l existe de nombreuses fonctions satisfaisant (Gy) et (G3).

Des exemples de telles fonctions sont

gty =a(l+1t)", v<-—1,

g(t) = ae™ V" 0<p <,

g(t) =

aefbt

— n=0,1,2,..,
(1+1¢)"
pour a,b > 0 sont des coefficients a choisir correctement.

Remarque 1.2.2. Puisque § est décroissante, alors £(t) < £(0) = M.

Remarque 1.2.3. Nous utiliserons linjection HE(Q) < L9(Q) pour 2 < ¢ < 2%

n—2’

sin>3etq<2,sin=1,2; et L"(Q) — L), pour g < r. Nous utiliserons, dans
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ce cas, la méme constante d’inclusion notée C. ; c’est-a-dire
[ullg< Ce Il Vult) ll2, [l ullg< Cellullr (1.2.1)

En utilisant la méthode de Galerkin et une procédure similaire a celle de [39], et

de [58], nous obtenons le résultat d’existence local suivant pour le probleme (1.1.1).

Théoréme 1.2.4. Supposons que les hypothéses (G1)-(G4) sont satisfaites et que
uyg € Hi N H?*(Q) et uy € H},. Alors il existe une solution forte unique u de (1.1.1)

vérifiant

u € L>([0,T);H, N H*(Q))
u € L>([0,T);Hy,)

uy € L>([0,T);L*(Q)),

pour tout T' > 0.

Nous introduisons également les fonctionnelles suivantes :

) = K0+ | w3 (122)

S(t) = (1 —/0 Q(S)dS) IVu(t)|3 + (g0 Vu)(t)— [ u(t) 1233, (1.2.3)
oot = [ [ att=r) 1v(®) = o(r) | dri (1.2.4)
et E(t) est la fonctionnelle énergie.

Remarque 1.2.5. L’hypothése (G4) implique que sh(s) > 0, pour tout s # 0.
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Nous définissons également
V={veH(Q):v=0surTo}.

Lemme 1.2.6. Supposons que (G1) et (G3) sont satisfaites, et que (ug,u1) € V' X
L*(Q) soit donné. Si u est la solution de (1.1.1) alors la fonctionnelle énergie E
satisfait

B'(t) = 5(0/ 0 Vu)(t) = 30(0) | Tu(t) 5 — | w(hut)ar

< 5(g o Vu)(t) <0, (1.2.5)

| —

pour presque tout t € [0, 7).

Démonstration. En multipliant 1’équation différentielle dans (1.1.1) par u; et
en intégrant sur 2, en utilisant U'intégration par parties et (G'1), nous obtenons
(1.2.5) pour toute solution réguliere. Ceci reste valable pour les solutions faibles par

un simple argument de densité. Voir [12,44,45] pour des calculs détaillés.

Lemme 1.2.7. Supposons que (G1) et (G3) sont satisfaites, et que (ug,u1) € V' X
L3(Q), tel que

B

Ot (2(y +2
o vl

v/2
)E(uo,u1)> <1 (126)
S(UO) > Oa
alors S(u(t)) >0, Vt > 0.

Démonstration. Puisque S(ug) > 0, alors il existe (par continuité) 7,,, < T tel
que

S(u(t)) >0, Vtel0,T,];
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ce qui donne

K(t) = % (1 —/0 g(s)ds) Vu(t)||5 + %(g o Vu)(t) — % | ut) 1753

24+
= 7 — t s)ds u(t)|3 oVu b
— oty (1 [ s ) 19z + oo o] + s
Y ! 2
> ot | (1= [ o) Ivuol + o Vo) (12.7)
En utilisant (G1), (1.2.2), (1.2.5) et (1.2.7) nous avons facilement
0vue < (1= [ aas) Ivui < 22w
< ME@) < ME(UO,UI), Vt € [0, Thl. (1.2.8)

Nous exploitons alors (G1), (1.2.1), (1.2.6) et (1.2.8) pour obtenir, V¢ € [0, T,,],

Cg+2
lu(t) 1775 < CI2 | Vu(t) IB“STII Va(t) 31 Vu(t) |3

< 61 vulo) 132 5 (1 [ ols)ds) I9u(r
< (1 - /Otg(s)ds> Va2 (1.2.9)

Par conséquent,

aw:(1—Ag@Manmm@+@ovww—nwwmﬁ>a

pour tout t € [0,7,,]. En répétant cette procédure, et en utilisant le fait que

lim
t—Tm l

Corr2 (2(7 +2)

/2
“Apu.um) <5<,

T,, est étendu a T
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Remarque 1.2.8. Si H est une fonction C? strictement croissante et strictement
conveze sur (0,7], avec H(0) = H'(0) = 0, alors elle a une extension H, qui est une
fonction C? strictement croissante et strictement convexe sur (0,00). Par exemple,

si H(r)=a, H (r) = b, H" (1) = ¢, nous pouvons définir H, pour t > r, par
H(t) = gt2+(b—c7’)t+ (a+gr2—br> :

Proposition 1.2.9. Supposons que (G1), (G3) et (G4) soient vérifiées.
Soient (ug, uy) € Vx L*(Q) donnés, satisfaisant (1.2.6). Alors la solution u de (1.1.1)

est globale et bornée.

Démonstration. il suffit de montrer que
2 2
IV ()13 + [l ()13 (1.2.10)

est borné indépendamment de ¢. Pour y parvenir, on utilise (1.2.2), (1.2.3) , et (1.2.5)

pour obtenir

BO) 2 B(t) =l + K (u(2)
72 2 1 9 1
> (5522 WUVl + (g0 V0 () + 5 s (15 + 25 1)
> (52) Vel + 5 e 0l (12.11)

car S (t) et (g o Vu) (t) sont positives. D’ou on obtient
IV ()5 + llue (8)]l3 < CE(0),

ou C' est un costante positive, qui dépend uniquement de =y et [.

Dans ce qui suit, nous énongons les lemmes suivants qui sont cruciaux pour la
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démonstration de notre résultat principal.

Lemme 1.2.10. Supposons que g satisfait (G1) et (G2) alors

+oo
/ C(0) g (B)dt < 400, V5 <2—p.
0

Démonstration. En se référant a (G1) et (G2), on voit facilement que

EM =€) g (M) g" () g () < —g (£)g" " (1)

L’intégration donne alors

@]
2—-p—4],

/ e g < - / gty = -

< 400,

car 0 < 2 —p.

Lemme 1.2.11. ( [46]) Supposons que g satisfait (G1) et (G2) et u est la solution

de (1.1.1). Alors, pour 0 < § < 1, nous avons

+00 15
(goVu)(t) <C [(/ g 7 (t) dt) E (O)} (g" o Vu)p,—‘iw (t).
0
En prenant § = %, nous obtenons

2p—2

(go Vu)(t) < C Uot g7 (s) ds} T (g o V)T (). (1.2.12)

Corollaire 1.2.12. Supposons que g satisfait (G1) et (G2) et u est la solution de
(1.1.1) alors

£(t) (9o V) (t) < C[~E' (£)] 7. (1.2.13)

Démonstration. En multipliant les deux membres de (1.2.12) par & (¢), en rap-
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pelant le Lemme 1.2.11 et (1.3.1) on obtient

2p—2
2p—2

E(t)(goVu)(t) < CE(t)> (1) VO g2 (s) ds} o €751 (1) (¢” o Vu) %77 (1)

2p—2

c|f E(5)gt (5 i (e oV
< c[/omas)g

1.3 Décroissance de la solution

IN

N

(s) ds] T (g o VW) E (1) < C[-F (1] 7

Dans cette section, nous énongons et prouvons notre résultat de décroissance. A

cette fin, nous utilisons la fonctionnelle
F(t) .= E(t) + 191 (t) + e2102(t), (1.3.1)

ou

P (t) = /Quutdx, (1.3.2)

Yo(t) = —/Qut /Otg(t—T)(u(t)—u(T))dex.

et €1 et g9 sont des constantes positives qui seront spécifiées ultérieurement.

Lemme 1.3.1. Pour u € V', nous avons

2

/Q (/Otg(t —7)(u(t) —u(r)) dT) dz < (1 —=1)C?%(go Vu)(t),

ou C, est la meilleure constante de Poincaré.
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Démonstration.

/Q(/Otg(t—ﬂ(u(t)—u(f))m) dm—/ (/ VIt =g =) (u U(T))d7>2dﬂ

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré, on voit facilement que

/Q (/otg(t = 7)(u(t) = u(r)) d7)2 dr
[ ([ att=ma) ([ stt=nwio - stmyar) as

< (1-1)CZ(go Vu)(t).

IN

Lemme 1.3.2. Supposons que u est la solution de (1.1.1). Alors il existe une

constante €9 > 0 telle que pour tout €1 < €y et tout 9 < £¢, nous avons

%E(t) < F(t) <2E(). (1.3.3)

Démonstration. En utilisant le Lemme 1.3.1 et de simples transformations,

on obtient

Fo) < B+ (2)ew / uf? e + (1) €t / juf? d

+< /|Ut|2dx+ 82) ()/(/Otg(t—T)(U(t)—u(T))dT>2d:L'

1
- 5{ §)ds + £,C? ]/|Vu|2 v = —5 ol
1 1
Y P P S+t e [ Jup .
Q

(1.3.4)
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Ainsi, en utilisant 1 — fo s)ds >l et (1.3.4), nous obtenons

| =

1
2[1+(51+52)M]/Q\ut|2dx+m5()

1 1 €1 9 2
S )i-Zerm d
+[<2 7+2) y & } o Vel de

N K% _ L) _ 5_22031\4(1 - 5)} (g0 Vau)(t). (1.3.5)

En choisissant €, et €5 suffisamment petits, on obtient 2E(t) — F'(t) > 0. Des calculs
similaires montrent alors

F(t)— -E(t) > 0.
Le lemme est démontré.

Lemme 1.3.3. Supposons que (G1) —(G4) sont vérifiés, et que (ug,u1) € V x L*(£2)

soit donné. Siu est la solution de (1.1.1), alors la fonctionnelle
(t) = / uuy dr,
Q
vérifie

() < /ut x——/|Vu|2d:E+—(goVu)()
+/Qyu\7+2 dx—i—c/rlh (ug)dT. (1.3.6)

Démonstration. En utilisant (1.1.1), on voit facilement que

Pi(t) = /u?dx—l—/\u]'y”dx—/]VuFdx
Q 0 Q

+/9Vu(t)-/0tg(t—7')Vu(7') drdz+
— | uh(uy)dl. (1.3.7)
/.

11
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Nous estimons maintenant le quatrieme terme du membre droit de I'équation

(1.3.7) comme suit :

/QVu(t) : /Otg(t — 7)Vu(r)drdx
< % /Q |Vu(t)Pds + %/Q (/Ot g(t — 7)(Vu(r) — Vu(t) + Vu(t))d7’)2 de.

Nous utilisons ensuite le Lemme 1.3.1, I'inégalité de Young et le fait que

/ gr)dr < | ot =11,

pour obtenir, pour tout n > 0,

/Q (/Otg(t —7)([Vu(r) = Vu(t)] + IVu(lt)l)dT)2 dx

2

<[(f tg(t—7><|w<r>—w<t>|>df) az

+/Q (/otW - T)‘VU(tﬂdr) dx
+ 2/Q (/Otg(t —7)(|Vu(r) - Vu(t)|)d7) </Otg(t _ T)\Vu(t)|dr) o

2

g(l—l—n)/Q(/Otg(t—T)]Vu(t)\dT) dx
+(1—1—%)/9</0tg(t—7')(|Vu(T)—Vu(t)|)d7'>2dx

< (1 + %) (1—=10)(goVu)(t)+ (1 +n)(1 — l)2/Q |Vu(t)|*ds. (1.3.8)

12
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En combinant (1.3.7) — (1.3.8), nous obtenons

d < [aaerg (142 0-ngeva

- 1[1—<1+n)(1—l)2 /Vu )12 do
4 /|u ) [+ dg — /Fluh
/Q 20 4 & ( 717)1—lgoVu)()

- %[1—(1+n)(1—l)2}/§2|Vu(t) 2 da
/Q | u(t) [+ do — /F wh(ug)dT, (13.9)

IN

De plus, en utilisant les inégalités de Young et de Poincaré ainsi que le théoreme de

trace, on obtient
—/ uh(ut)dFSC’fél/ IVul? dx—l—é@ h2(ut)dF.
Iy 1

En choisissant n = ;5 et 0; = &, (1.3.6) est établie.

Lemme 1.3.4. Supposons que (G1) — (G4) soient vérifiés, et que (ug,u1) € V X

L*(Q) soit donné. Si u est la solution de (1.1.1), alors la fonctionnelle

~ [ [ ot = m)ato) - uryird,

13
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vérifie

(1) < 6 ll +2(1 —1)% + 6C*+2 (2(7 - Q)E(O))q /Q | Vu(t) |? dx

~l

s+ Algo vu)n) - 202 o Tun

¢
+ {5—/ g(s)ds]/u?dx—l—c/ h*(uy)dT, V6§ > 0,
0 Q '

(1.3.10)
ou Ks est une constante dépendant de §.

Démonstration. Les calculs directs, en utilisant (1.1.1), donnent

sty = [vut)- ([ ote=rFutr) = Vuttar ) de
_ /Q ( /0 tg(t—T)Vu(T)dT) - ( /0 tg(t—T)(Vu(T)—Vu(t))dT> du
— /Qut Otg’(t—T)(u(t)—u(T))dex— </0tg(s)ds>/9ut2dx
b [l [ gt =)o s

+ /F (/Otg(t ) (ult) - u(T))dT> ()T (13.11)

De fagon similaire & (1.3.6), nous estimons les termes du membre droit de (2.3.2).

En utilisant I'inégalité de Young, le premier terme donne

— /Q Vu(t) - (/Otg(t —7)(Vu(t) — Vu(T))dT) dx

gé/ IVl dr (g o Tu)(t) ¥ 5> 0 (1.3.12)
Q

14
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De maniere similaire, le second terme peut étre estimé comme suit :

<

<

1
+ —

<

+

/Q </0t9(t B T)V“(T)d7> ' ( /0 tg( 7)(Vu(r) — VU(t))dT> dz
5/Q t d:zc + i

/0 g(t — 7)Vu(r)dr w

5/9 (/Otga—r)(\wr) — Vu(t)] + |Vt >\>d7)2dx

u(t) — Vu(t))dr 2

dz
(25+415>/ (/Otg(t—r)|Vu(7')—Vu(t)|dT>2dx

26(1—1) /\Vu| dx

g( —7)(Vu(r) = Vu(t))dr| dx

< (25 + 416> (1—=10)(goVu)(t) +26(1 — l)z/ Vul® dz. (1.3.13)

Quant au troisieme terme, nous avons

// dex<5/]u\dx LE?C( o Vu)(t).

(1.3.14)

Le quatrieme terme

/ / Ndrdr < 5/|u\ dm—%(g o Vu)(t).

(1.3.15)

15
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Le cinquieme terme

/Qlul”u/otg(t — ) (u(t) — u(r))drdx

2(1 —
5/ \u|27+2dx+M(goVu)(t)
0 44

U0 o Tu)

40
) | Vu(t) |5 +W(90VU)G). (1.3.16)

IN

< O wu(t) |2 +

2(y +2)E(0)
I

IN

502’y+2 (

Le sixieme terme

/F (/Otg(t—T)(u(t)—u(T))) h(u)dD < C(govu)(t)ﬂ/r B2 () d.
| 1 (1.3.17)

En combinant (2.3.2) — (1.3.17), 'assertion du lemme est établie.

Lemme 1.3.5. Supposons que (G1) et (G2) soient vérifiés. Alors il existe des

constantes génériques m,c > 0 telles que la fonctionnelle F vérifie, pour toutt € R, |

F'(t) < —mE(t) + c/ R (ug)dr + c(g o Vu)(t). (1.3.18)

1N

Démonstration. Puisque g est positive, continue et g(0) > 0, alors pour tout

to > 0, nous avons

t to
/ g(s)ds > / g(s)ds =go >0, Vt>t. (1.3.19)
0 0
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En utilisant (1.2.5), (1.3.1), (1.3.6), (1.3.10) et (1.3.19), nous obtenons, pour t > o,

F'(t) <
2)F 7
_ |l £203 1+ 2(1 —1)* + C*r+2 20+ 2)E(0) / | Vu(t) |? do
4 ol Q
1—1 1 0
+ (% + e9(Ks + c)) (goVu)(t) + (5 - 82%03]\4) (g' o Vu)(t)
k2C,
+€1/ lu|""? da — [@(go —9)—e1 <1 + )] / uldz
Q ! Q
e / B2 (). (1.3.20)
1N
A ce stade, nous choisissons d assez petit pour que
1
go—0 > 590
2 2)E 7 1
%5 14+2(1—1)* 4 Cc2r+2 (WJF—Z)(O)) ] < 79
g

D’ou, ¢ étant fixé, le choix de deux constantes positives quelconques €1 et €5 satis-
faisant

90 9o
—ey < g1 < —e9,
42 1 22

fera en sorte que

.,
%l — €90 {1 +2(1 = 1)* + 6C+2 <—2(7 +72l)E(0)) } > 0,

k2C,
£2(go —0) — &1 <1+ l ) >0,

et

1_ 9(0)
<§ €9 10 C*M > 0,

17
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par conséquent, nous arrivons a

F'(t) < —mE(t) + c/ R (us)dr + c(g o Vu)(t).

I't

Lemme 1.3.6. [51] Sous les hypotheses (G1), (G2) et (G4), la solution de (1.1.1)

satisfait les estimations

/ h?(u;)dl S/ ugh(ug)dl, si hy est linéaire, (1.3.21)
Fl l—‘1

/ h%(u,)dl < cH™'(J(t)) — cE'(t), si hg est non linéaire, (1.3.22)

Iy
ot
1
J(t) = uth(ug)dl < E'(t),
| F12 | I'o

et

I = {.2? ely: |Ut| < 81}.

Démonstration. Cas 1 : hy est linéaire, en utilisant (G4), nous avons

ey fue] <[ () |< ¢ fuel

et donc

h%(u,) < cyuh(uy).

Ainsi, (1.3.21) est établi.
Cas 2 : hy est non linéaire sur [0, ] :
Tout d’abord, supposons que max{r, ho(r)} < e; sinon, nous prenons r plus

petit. Soit g = min {r, ho(r)}; alors, pour gy <| s |< g, en utilisant (G4), nous

18
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obtenons
—1 —1
sy 1< B oy < 2o Oy e gy p Rollo s Bt
| 5| €0 s |
nous en concluons que
ho(| s 1) <| h(s) [< hy'(| s]), pour tous | s |< e,
(1.3.23)

il s|<|h(s) ISy s, pour tous | s |> &p.

Puisque H(s?) =| s | ho(| s ), alors en utilisant (1.3.23), nous obtenons

H(h?*(s)) < sh(s) pour tous | s |< e,

ce qui donne

h*(s) < H '(sh(s)), pour tous |s|< &o.

Pour estimer la derniere intégrale dans (1.3.18), nous considérons la partition sui-

vante de I'y :

I[y={z €l :|wl > e}, Fpo={x el |wl <e}.

En rappelant la définition de £ et en utilisant (1.3.23), nous obtenons sur I'j5,

ush(ug) < eohg (g0) < ho(r)r = H(r?) (1.3.24)

et

ugh(ug) < 50h61(€0) < rhalho(r) =72

19
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L’utilisation de I'inégalité de Jensen donne

HYJ@)>c | H '(uh(u))dr. (1.3.25)

IED)

Ainsi, en utilisant (1.3.23) — (1.3.25), nous obtenons

/ hQ(Ut)dF = / hQ(ut)dF + hQ(Ut)dF
1N T2 INT

S H_1< Ut))dr +c Uth Ut
F12 1—‘11

< cH '(J(t)) — cE'(t). (1.3.26)

Théoréme 1.3.7. Soit (ug,u1) € (Hp, x L?(Q)) donné. Supposons que les condi-
tions de (G1) a (G4) soient satisfaites et que hy soit linéaire. Alors, pour tout
to > 0, il eziste deux constantes positives K et X telles que la solution de (1.1.1)

satisfait, pour tout t > t,

E(t) < Ke MO8 sip=1, (1.3.27)
1
1 v
EM <K\ e ds] , pourl<p<=< (1.3.28)
to
De plus, si
400 1 21)%2
/ {—tf%—l OF 1] dt < +oo, pourl<p< -, (1.3.29)
0
alors
_1
E(t) <K ! B 1<p<? (1.3.30)
, our —. 3.
B 1—|—ftZ£P(s)ds P P=3

Démonstration. En multipliant (1.3.18) par £(¢) et en utilisant les équations
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(1.3.21), nous obtenons

SF(1)

IN

—mE()E(t) + c&(t)(g o Vu)(t) + c&(t) / 2 () dr

I't

< —mE)E(t) + c€(t)(g o Vu)(t) — c€(t)E" (¢),
ce qui donne, comme £(t) est décroissante,
(EF +CE) (t) < —m&R)E (t) + c£(t)(g o Vu)(t), Vt > to. (1.3.31)

Soit L (t) := & (t) F (t) +CE (t), alors, nous déduisons clairement que L ~ E et

nous avons, pour un certain m; > 0,
L' () < —m&(t)L () + c&(t) (g o Vu)(t), Vt > to.

Maintenant, dans le méme esprit que [52], nous obtenons les résultats du théoreme.

Théoréme 1.3.8. Soit (ug,u;) € V x L*(Q) donné, satisfaisant (1.2.6). Supposons
que (G1) — (G4) soient vérifiées et que hy soit non linéaire. Alors, il existe des

constantes positives ki, ko et ks, telles que la solution de (1.1.1) satisfait, pour tout

t Z t(]u
t
B(t) < ksH;* <k’1/ £(s)ds + kg) , pour p=1, (1.3.32)
to
t 3
E(t) < ksH{! (lﬁ/ 271 (s)ds + kQ) , pour 1 <p< 7 (1.3.33)
to
De plus, st
+o0 3
Hit (kit€ 7' (t) 4 k) dt < +o00, pour 1 <p < 2 (1.3.34)
0
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alors

3
E(t) < kG ( / &P(s)ds + kg) , pour 1 < p < 3 (1.3.35)

1 1
s . E—
= (e ot Gt =/ H (zot)

Ici, Hy et Gy sont strictement décroissantes et convexes sur (0, 1], avec lim,_,o Hy(t) =

ou Hi(t

+oo et limy,0 Gy (t) = +00.

Remarque 1.3.9. Des calculs simples montrent que (1.3.33) et (1.3.34) impliquent

+oo
E(t)dt < 4o0.

to

Démonstration. Cas de p = 1. En rappelant G(2) et (1.2.5), en multipliant

(1.3.18) par &(t), nous obtenons, pour tout ¢ > ¢,

EOF (1) < —mg(H)E )+ C (E(t)g o Vu) (1) + Cé(t)/ W (up)dr

I'

< —mEWE (1) - (g0 Vu) () +celt) [ W (uir

< —mé&(t)E (t) — CE' (t) + c£(t) / h?(uy)dT, (1.3.36)
ceci implique que
wumwwwgﬂm@E@+¢@/h%mm,wzm (1.3.37)

Soit L (t) := &(t) F (t)+CE(t), alors clairement L ~ E et nous avons, pour un

certain my > 0,

L' (t) < —m&(H)L (1) —FCf(t)/F R (u,)dT, Yt > t,.
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Maintenant, en utilisant la procédure similaire & celle de [51], nous obtenons les
résultats du théoreme.
3
Cas de 1 < p < 3" Multiplier (1.3.18) par £(t) et en utilisant 1.2.12, nous

obtenons

EOF (1) < —mE()E() + (1) / B2 () + k(—E'%57 (1)),

I

en multipliant par £272(t) E?’~2(t) et en utilisant I'inégalité de Young

ETINETHOF ) < —me OF )+ 0B [ (i
+ Ok (=E(1)7 T ()€ () EP2(t)

< —mgr OB+ € OB [ (s
+ k(=E* () E(t) 1

<

Fy(t) k&P () EPPH(t) + €27 (t) E*P 2 (t) / h?(uy)dr. (1.3.38)

It

Avec Fy(t) = F()EP Y (t)E*P~2(t) + kE(t); Fy~E.

Par conséquent, en utilisant (1.3.22),(1.2.4), on deduit que

Fy(t) < k& M) EPH(t) + e (O B2 (t) (HH (A1) — E'(1))
Fy(t) < kg (O EPH(E) + e () EF () HH(A(t)) — €71 (0) E**(0) E'(¢)

Fi(t) < k& () BN (t) + € () B () HH(A(1))

avec Fy = Fy + CFE alors, F; ~ E.
Maintenant, pour €y < r% et ¢y > 0, en utilisant (1.3.26) et le fait que £’ <0, H' >

0, H" > 0 sur (0,72], nous trouvons que la fonctionnelle F, définie par

Fy(t) == H' (eo ]];féé))) Fi(t) + coB(t)
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satisfait, pour certains oy, ap > 0,

a1 Fy(t) < E(t) < agFy(t) (1.3.39)
et
Fy(t) = GO%H” (60% Fi(t)+ H' (60 g((é))) Fl(t) + ¢ E'(t)
< —kEPEP(HH (eo%) + P () EP YO H YN (t)H' (60%> + coE'(t).
(1.3.40)

Soit H* la conjuguée convexe de H au sens de Young (voir [9] p. 61 — 64) ; alors
H(s) = s (H) " () = H [(H)) ' ()], if s € [0, H?)]
et H* satisfait I'inégalité de Young suivante :

AB < H*(A)+H(B), if A€ (0,H?)], Be (0,r°]. (1.3.41)

Avec A= H' (60 g(((t)))> et B=H '(A(t)), en utilisant (2.2.7), (1.3.24) et (1.3.40) —

(1.3.41), nous obtenons

Fy(t) < —k&PEPL)H (eog((é;) + c€(t)A(t)

P () E* () HY <H’ (60 g((éé >) + coE' (1),
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ce qui donne

E(t)

Fy(t) < —k&FPE#PNHH (eom

) e T O (20

E(0) “E(0)
—CE/<t) + CoEl<t).

Par conséquent, avec un choix approprié de €, et k, nous obtenons, pour tout

tZth

A0 < ke (B (028 = e, (29)),

ot Hy(t) = t*»~1H'(egt).

Comme hy € C' ([0, 4+00]), il est évident que H € C* ([0, +o0]) et H'(0) = h{(0).

Ainsi, Hy(0) = 0 et comme

Hi(t) = (2p — D)t 2H' (eot) + eot® T H" (eot)

alors, en utilisant la convexité stricte de H sur (0, %], nous trouvons que Hj(t), Ho(t) >
a1 Fy(t)

£(0)
R ~ E et, pour certains k; > 0,

0 sur [0, 1]. Ainsi, avec R(t) = , et en utilisant (1.3.39) et (1.3.42), nous avons

R (t) < =k P71 Hy(R(t)), YVt >t
Ensuite, une intégration simple donne, pour certains ky > 0,

t
R(t) < H! (kl/ 2P 1(s)ds + kg) .Yt > t,
to

ot Hy(t) = [ %(S)ds.

Pour établir (1.3.35), en multipliant (1.3.18) par £(t) et en rappelant la Remarque
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1.3.9. Ainsi, nous obtenons

EOF (1) < —mE()E (1) + CE(t) (g0 V) () + c£(2) / 2 () dr

I

_ ) (" 1 B 2
= —mf(t)E(t)JrCm/o €7 (s) g" (s)]7 [[Vu(t) — Vu(t —s);

+ cf(t)/r R (u,)dr,
(1.3.43)

ou

n(t) = /Hw wt—s>||2ds<0/ IVu (&) + [Vt — 5)[2ds
< /[E()+E(t—s)]ds§20/tE(t—s)d5

t +o0
= 20/ E(s)d5<20/ E(s)ds < +o0.

En appliquant 'inégalité de Jensen (1) pour le deuxieme terme du membre de droite
de (1.3.43), avec G(y) = yv,y > 0, f (s) = €7 (s) g" () et h () = | Vu (t) — Vu(t = 5)|5,

pour obtenir

EOF (1) < —mE(E (1) + (1) / B2 (ur)dr,

RS

+Cn (t [ /5” s) | Vu (t) — Vu (t — s)|5 ds

ou l'on suppose que 7n(t) > 0.
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Par conséquent, on obtient

SOF () < —mEWE () + €t / W2 () dr

B =

+CO' 1) | 0 / £(5) 97 () [V (6) — Vu (£ — 5)[2ds
() + £ (1) /F B2 (uy)dr
CmEWVE (£) + C (—E' (£)F + c£(t) / B2 (uy) -

INT

B =

IA

—m&(t)E (t) + C (=g’ o Vu)

IN

En multipliant par &P (t) EP(t), et en répétant les mémes calculs que ci-dessus, on

obtient

E(t) < ksGY (/fp ds+k2) 1<p<;,

1
=J; P (o))

Remarque 1.3.10. Dans le cas ot || Vu(t) — Vu(t — s) ||= 0 et ainsi de (1.3.18)

ou Gy (t

nous avons

F'(t) < —mE(t) + c/ h?(uy)dr,

en utilisant la procédure similaire o celle de [51], nous obtenons Cas hy linéaire
E(t) < Ce™.
Cas hg non linéaire
Et) < H'(kit+ky), Vt>ty

Cela conclut la preuve de notre résultat principal.

Example 1.3.11. Comme dans [52], nous donnons un exemple pour illustrer ’exis-

tence d’une fonction de relaxation g et £ satisfaisant (G2) :
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Sip=1:
Soit g(t) = ae™®*) ou b > 0 < v < 1 et a > 0 est choisi de telle sorte que
f0+oo g (t)dt < 1. Alors, g’ (t) = =& (t) g (t) avec & (t) = 0.
3
Sitl1<p< 5 ¢

Soit g (t) = T V> 2, otia >0 est une constante telle que f0+oog (t)dt < 1. On

i+
a
< +1 3
, av a v v
= — b (1), p= <2 b>0
§ (0 = == ()~ W0, p= <
avec £ (t) = b.

Example 1.3.12. Comme dans [3, 21], nous donnons un exemple pour illustrer
les tauz de décroissance de l’énergie donnés par Théoréme (1.3.7) et Théoréme
(1.3.8).

Si h satisfait

comin{| s |,| s |} <| h(s) |< cxmax{| s |,| s |9},

g+1

pour certains ¢y, ¢ > 0 et ¢ > 1. Alors ho(s) = cs? et H(s) = \/sho(\/5) = cs 2
est une fonction strictement convere C? sur (0,00), alors H{ ' (t) = (ct + 61)41’;‘?*5,

et la fonction de relaxation g et & données dans Exemple(1.3.11).

Ensuite, nous obtenons pour certaines constantes ¢, ', ¢/ >0 :

Sip=1etq=1 (hy est linéaire), par Théoréme (1.3.7) nous obtenons

E(t) < cefcl Jo &(s)ds _ Cefc’bt.
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l<p<3etq=1 (hy est linéaire), par Théoréme (1.3.7) nous obtenons

_1
2p—2

t _
E(t) <c (C// §2p1(8)d8+6//) :C(Clbt—i-cﬂ)_??’%?_
0

Sip=1etq>1 (hy est non linéaire), par Théoréme (1.3.8) nous obtenons

E(t)<c (CI /tf(s)ds - c”) o =c (bt + c”)_q2T1 .
0

3

Si1<p<sjetq>1(h est non linéaire), par Théoréme (1.3.8) nous

obtenons

_ 2
/ ! 2p—1 AN / IN— s
Et)<c|d | €7 (s)ds+c =c (bt + ") v,
0

1.4 Résultats Numériques

Dans cette section, nous réalisons quelques expériences numériques pour illustrer
les résultats théoriques des Théoremes 1.3.7 et 1.3.8. A cette fin, nous discrétisons le
systéme (1.1.1) en utilisant une méthode des différences finies (MDF) a la fois dans
le temps et dans 'espace. En considérant un domaine spatial rectanglaire dans R?,
donc on exprime le domaine espace-temps comme suit :

[0, L] x [0, L,] x[0,T] = [0,2] x [0, 1] x [0, 50]. L’intervalle spatial (0, 2) est divisé
en 20 sous-intervalles et 'intervalle spatial (0,1) est divisé en 10 sous-intervalles
tandis que I'intervalle temporel (0, 50) est divisé en 700 sous-intervalles, avec h(u;) =
u, ¥ =2et g(t) =e".

La condition aux limites du probleme (1.1.1) est donnée, en utilisant les condi-

tions initiales suivantes : u(z,y,0) = sin(7x) sin(7wy); us(x,y,0) = 0.
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u(x=0,2;y=0,4)

0.5
0 T
-0.5
-1
0 2 4 6
le temps t
; u(x=0,6;y=1,2)
\'\I
0.5 \
III
| T .
0 \ g —
II
-0.5 S
-1
2 4 51
le temps t

0.5

-0.5

u(x=0,4; y=0,8)

0 2 4 6

le temps t
u(x=0,8;y=1,6)

0.5

-0.5

\
\ Vol

2 4 5]
le temps t

FIGURE 1.1 — La solution du systeme pour différents points du plan

E energie du systéeme

10

w L (4] [=2] ~ co [{=}
T T T T

//

(

le temps t

FIGURE 1.2 — L’energie du systeme
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u(x,y,10) u(x,y,20)

0.5 0.5 0.5 0.5
0 o 0 o

u(x,y,30) u(x,y,40)

0.5 0.5 0.5 0.5

FIGURE 1.3 — La solution du systéeme pour différents instants
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Chapitre 2

Chapitre 2

Résultat général de décroissance
pour un probleme viscoélastique
avec une source non linéaire et
controle de frontiere de type

meémoire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le systeme viscoélastique suivant :

;

uy — Au + fgg(t — 7)Au(T)dr = |u|"u, dans  x (0, 00),

u=0, sur Ty x (0, 00),
(2.1.1)

B 0
o= [yt = )5 (T)dr + hlug) =0, sur Ty x (0,00),

u(z,0) = ug(x); u(z,0) = uy (), x €,
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ou la fonction de relaxation g satisfait

g'(t) < =€)G(g(1)), (2.1.2)

G est une fonction strictement croissante et strictement convexe pres de l'origine
et 2 est un domaine borné de R™ avec une frontiere assez réguliere 02 = ' U T'y.
Ici, Ty et I'y sont fermés et disjoints, avec meas(I'g) > 0, v est la normale externe
unitaire a 0§2, v > 0, et g, h sont des fonctions spécifiques.

Nous nous intéressons a un résultat de décroissance de ’énergie pour la solution
du probleme (2.1.1) dans le cadre d’une fonction de relaxation plus générale. En effet,
en prenant en compte I'inéquation différentielle (2.1.2) satisfaite par la fonction de
relaxation, ce chapitre représente une extension du chapitre 1. En particulier, ce
travail est une extension des résultats obtenus dans [4,48,51,55]. Le reste de notre
chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, nous énongons les hypotheses
et le cadre nécessaire a notre travail. La section 3 est dédiée a 1'énoncé et a la
démonstration de résultats techniques essentiels pour le développement de I’ensemble
de I’étude. Enfin, les démonstrations des résultats principaux sont présentées dans

la section 4..

2.2 Préliminaires

Dans cette section, nous présentons certains éléments nécessaires a la démonstration
de nos résultats. Pour la fonction de relaxation g, nous supposons ce qui suit :

(G1) g : R, — R, est une fonction C! décroissante satisfaisant

g(0)>0, 1-— /OO g(s)ds =1>0, (2.2.1)
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et il existe une fonction C* G : (0,00) — (0,00) qui est linéaire ou strictement
croissante et strictement convexe C? sur (0,74], 71 < g(0), avec G(0) = G'(0) = 0,

telle que

g(t) < =EHG(g(t), t=0, (2.2.2)

ou £(t) est une fonction positive décroissante différentiable.

(G2) Pour le terme non linéaire, nous supposons

0<y<

v>0, n=1,2.

(G3) h : R — R est une fonction C? croissante telle qu’il existe une fonction
strictement croissante hy € C''([0, +00)), avec ho(0) = 0, et des constantes positives

c1, ca, € telles que

ho(l s 1) <[ h(s) [< hg'(I's|) pour tout |s|<e,

als|<|h(s)|<ecals|  pourtout |s|>e. (2.2.3)

De plus, nous supposons que la fonction H, définie par H(s) = y/sho(1/s), est une
fonction strictement convexe C? sur (0,73], pour un certain ry > 0, lorsque hg est

non linéaire.
Remarque 2.2.1. Puisque £ est décroissante, alors £(t) < £(0) = M.

Remarque 2.2.2. Nous utiliserons l'injection Hg(Q2) — L4(Q) pour 2 < ¢ <

2n/(n —2), sin < 3 et q < 2, sin = 1,2; et L"(Q) — LYNQ), pour ¢ < r.
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Nous utiliserons, dans ce cas, la méme constante d’inclusion notée C. ; c’est-a-dire
Jull, < Ce | Vu(®) [l2,  lull, < Cellull, - (2.24)

Nous introduisons également les fonctionnelles suivantes :

() =3 (1= [ g(s)ts ) IVutt)g + 500 V)0 — 31— a0
B(t) = K(0)+ 5 | wlt) I3 (225)
)= (1= [ g(s)ds ) IVt + (= 910~ a0 2.
@owa>:[;ébu—r>wwﬂ—vv>Mdnm, (2.26)
et E(t) représente la fonctionnelle d’énergie.

Remarque 2.2.3. L’hypothése (G3) implique que sh(s) > 0, pour tout s # 0.

Nous posons également
V={veH(Q):v=0surIy}.

Lemme 2.2.4. Supposons que (G1) et (G2) soient satisfaites, et que (ug,u;) €

V x L*(Q) soit donné. Siu est la solution de (2.1.1) alors la fonctionnelle E satisfait

(9" o Vu)(t) <0,
(2.2.7)

N | —

E(®) = 5(o o Va)(®) - 39(0) | Vult) 3~ [ w(hlu(®)dr <

I'1

pour presque tout t € [0,T].

Démonstration. En multipliant I’équation différentielle dans (2.1.1) par wu; et

en intégrant sur €2, en utilisant une intégration par parties et (G1), nous obtenons
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(2.2.7) pour toute solution réguliere. Ceci reste valable pour les solutions faibles par

un simple argument de densité. Voir [12,44,45] pour des calculs détaillés.

Lemme 2.2.5. Supposons que (G1) et (G2) soient vérifices, et (ug,u;) € V x L*(Q),

de telle sorte que

v+2 2 2 v/2
8= Cel < (7;; )E(uo,u1)> <1, (2.2.8)

et
S(Uo) > O,

alors S(u(t)) >0, Vt > 0.

Démonstration. Puisque S(ug) > 0, il existe (par continuité) un 7,,, < T tel

que

S(u(t)) >0, Vtel0,T,];

ce qui donne

k(0 =3 (1= [ o06)ds) ITuOI + S0 V)0 - a0l
— s | (1 [ 998s) 19u1E + g0 Vo] + s
> 5 (1 [ a9as) 19z + oo )| (229)
En utilisant (G1), (2.2.5), (2.2.7) et (2.2.9), on obtient facilement
Uvue < (1= [ o as) Ivanl < 22k
< ME@) < 2”; 2 Blugw), VEE[0.T,].  (2.2.10)

Nous exploitons ensuite (G1), (2.2.4), (2.2.8) et (2.2.10) pour obtenir, pour tout
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t €0, T,

Cg+2
[u®)375 < CT2IVubIE™ < =—[Vu@) 3 Vu®)];

< BlIVu(®)3

<s(1- [ 0(s) ) Ivuiol < (1- [ 0(s) i) I9u(0f. 221)

Par conséquent,

S(1) = (1 - [ ot ds) IVu(t) | + (9.0 Vu)(t) — Nu(®]I732 > 0,

pour tout t € [0,7,,]. En répétant cette procédure et en utilisant le fait que

. Ot (2(7 +2)
lim
t—Tm l ’yl

v/2
E<u<t>,ut<t>>) <h<l,

on prolonge 1), jusqu'a T

Remarque 2.2.6. Si G est une fonction strictement croissante et strictement convexe
C? sur (0,71], avec G(0) = G'(0) = 0, alors elle posséde une extension G, qui est une
fonction strictement croissante et strictement convexe C? sur (0,00). Par exemple,

si G(r) =a, G'(r1) = b, G"(r1) = ¢, on peut définir G, pourt > ry, par
— C 5 c o,
G(t) = ot + (b—cr)t+ (a + 5 - bn) . (2.2.12)

La méme remarque peut étre établie pour H.

Proposition 2.2.7. Supposons que (G1) — (G3) soient vérifiées.
Soit (ug,uy) € V x L2(Q) donné, satisfaisant (2.2.8). Alors la solution de (2.1.1) est

globale et bornée.

Démonstration. Voir [12].
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2.3 Lemmes techniques

Dans cette section, en adoptant la démonstration de [4], nous avons les résultats

suivants qui sont utiles pour la preuve de notre résultat principal.

Lemme 2.3.1. Soit u(t) solution de (2.1.1), alors sous les hypothéses (G1) et (G2),

la fonctionnelle

¢ﬁy:Lumm@m,

satisfait [’estimation

, ¢ C,
(0 < 5 IV B+ O+ G oV e-re [ 1 ) ar+ [ e, vee R,

(2.3.1)

otu, pour tout 0 < v < 1,

Démonstration. Les calculs directs, utilisant (2.1.1), donnent

t
w'l(t):/uf dw+/uAudx—/u/ g(t — s)Au(s) dsdx—i—/ lu["*? dx
Q Q o Jo Q

:LﬁM_O_AE@%)AWWM_ﬁﬂWMW

+ /Q lu|*? dz + /QVu . /Otg(t — 8)(Vu(s) — Vu(t)) ds duz. (2.3.2)
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L’utilisation des inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz donne

/Vu-/tg(t—s)(Vu(s)—Vu(t))dsdx
/\vu|2d:c+— (/Otg(t—s)|Vu(s)—Vu(t)|ds>2dx
5/\Vu|2d:c

t—S

) "t — s uls) — Vu s i T
: 45/( mgt—s ——y V) g s)IVuls) vmm) q
2 N O
/\Vul da + v (/0 ag(g)_g/(s)d)
- / / lag(t = 5) = '(t = 9)] [Vu(s) — Vu(t)* ds dz

/ |Vul? dx + —C (koVu)(t). (2.3.3)

IN

IN

IN

IN

De méme, 'utilisation des inégalités de Young et de Poincaré ainsi que du théoreme

de trace donne

1
—/ uh(uy) dfgé/ u? dl + — h2(ut) dr
T 44

Iy

1
30*5/ |Vu|2dF+—/ h*(u,) dT, (2.3.4)
0 46 Jr,

ou C, est la constante de Poincaré.

En combinant (2.3.3) et (2.3.4), on obtient

/ V.- / gt — $)(Vu(s) — Vu(t)) ds dr — /

uh(uy) dl’
ry
< (1+0Cy) /]Vu]de—l— —C, (koVu)(t)+4—16/ h?(u;) dT
r,
1 2
ZéCa(kOVu)(t) 45/ h*(uy) dr.

IN

05/ |Vul? dx + (2.3.5)
Q

En combinant (2.3.2) et (2.3.5) et en choisissant 6 = ¢/(2c), on obtient (2.3.1).
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Lemme 2.3.2. Soit u(t) solution de (2.1.1), alors sous les hypothéses (G1) et (G2),

la fonctionnelle

satisfait ’estimation

) <o (142 (w)) wuol- ([ gls)ds - o) ol

Yo /F B2 (u(£)) dT + ¢ (20“5“ + ca> (koVu)(1)
+%(y o Vu)(t), VteR*,V5>0. (2.3.6)

Démonstration. En exploitant I’équation (2.1.1) et en effectuant une intégration

par parties, nous obtenons

Ps(t) :/QVU : /0 g(t — s)(Vu(s) — Vu(t)) ds dx

/Q (/Otg(t = 5)Vu(s) d8> : (/Otg(t — 5)(Vu(s) — Vau(t)) ds> dz

+ /F (/Otg(t — ) (u(s) — u(t)) ds) h(ug) dT
[ Otg'(t—s)(u(s) —u(t))dsdz — (/Otg(s) ds) /ﬂuf dx

+ [l [ ot = )ate) — u(r) drds
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(1 /Og ds)/Vu / - — Vu(t)) ds dx
+/Q/Og d32
+/ (/Og s) h(ug) dU

/Q /Og u(®)) ds dz — (/Otg(s)ds>/ﬂut2dx
+/Q|u| /Og ~u(r)) drde.

En utilisant I'inégalité de Young et en effectuant des calculs similaires a ceux de

dx

(2.3.3), nous obtenons

( / )/vu/ )(Vu(s)—Vu(t ddm<6/|Vu|dx+5C’(lfVu)()

+2i5/9</0t¢k(t—s\/k; —u(t)|d> dr
< 5/9112 dx + (fo Z(;) ! ) (kou)(t) + a;ga(k:OVu)( )
< 5/Quf dz + < (koVu)(t) + —=(koVu)(t)
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De plus,
/Q |u|m/0 g{t — 7)(u(t) - u(r)) dr da < 5/9 2+ 020 o vy
c:i=1)

< GCEVu(t) 7 + L (g o Vu()

2 2)FE 7
S 66’3’?4—2( (7—'— l) <0)> |Vu(t)\§
gl
cx(1-1)
En combinant toutes les estimations ci-dessus, (2.3.6) est établi.

Lemme 2.3.3. Soit u(t) solution de (2.1.1), alors sous les hypothéses (G1) et (G2),

la fonctionnelle :

t
Ps(t) = // r(t — s)|Vu(s)Pdsdx, (2.3.7)
aJo
satisfait ’estimation
1
VA1) < 3 (g0Vu)(1) +3(1 — 0 / Vu(t)2de, (2.3.8)
Q
ot r(t) = j:roo g(s)ds.
Démonstration. En utilisant I'inégalité de Young et le fait que r/(t) = —g(t),

nous voyons que

w0 = r0) [ [Fuwlde= [ [ ot —svupa
- —/Q/Og(z—s)yvu(s>—vu(t)\2dsdx
—2/QVu(t)-/0 g(t—s)(Vu(s)—Vu(t))dsd:v—l—r(t)/g|Vu(t)|2dx.
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Maintenant,
—2 /Q Vu(t) - /o g(t — s)(Vu(s) — Vu(t)) ds dx
< 2(1-19) /Q IVu(t))? dz + % /Q/O g(t — 8)|Vu(s) — Vu(t)]*ds dz.

Sachant que r(t) <r(0) =1— (et fg g(s)ds <1 —1, (2.3.8) est établi.

Lemme 2.3.4. [l existe des constantes positives d et ty telles que
g (t) < —dg(t), Vte|0,t]. (2.3.9)

Démonstration. Par (G1), nous déduisons facilement que lim;, . g(t) = 0.

Ainsi, il existe un ¢; > 0 suffisamment grand tel que

gt)=r,

et

g(t) <r, Vt=>t.

Comme g et £ sont des fonctions continues, positives, décroissantes et que H est une

fonction continue et positive, alors, pour tout ¢ € [0, 4],

0<g(t) <g(t) <g(0)

0<&(t) <€) <€(0)

ce qui implique qu’il existe deux constantes positives a et b telles que

a < §(t)H(g(t) < 0.
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En conséquence, pour tout ¢ € [0, ],

g'(t) < =&t H(g(t)) < —mg(O) < —mg(t)- (2.3.10)
ag®(s)

Remarque 2.3.5. Utilisant le fait que < g(s) et en rappelant le

ag(s) —g'(s)
théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on peut facilement déduire que

0 2
aC, = / L(S)/ds — 0 lorsque o — 0. (2.3.11)
o ag(s) —g'(s)

Lemme 2.3.6. Supposons que (G1) et (G2), soient vérifiées. Alors il existe des

constantes N, N1, No, m, mq, ¢ > 0 telles que la fonctionnelle
L(t) = NE(t) + Nt (t) + Nawha(t) + moE(2),
satisfait, pour tout t € RT,

L'(t) < —mE(t)+c/ g(t—s)/ﬂ|Vu(t)—Vu(s)|2d$d8+c/ R? (uy(t))dl. (2.3.12)

ty IR

Démonstration. Puisque g est positive, continue et que g(0) > 0, alors pour

tout £y > 0, nous avons

t to
/ g(s)ds > / g(s)ds=g1 >0, Vt>t. (2.3.13)
0 0

En utilisant (2.2.7), (2.3.1) et (2.3.6), et en rappelant que ¢’ = (a«g—k) et en prenant
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0= &, nous voyons facilement que
2 2)FE 7
v < - (g3 - ¢ (e ez (BEDEON ) ougg
8

l
— (e = 5= ) ol

" (gzv MR Z>N2) (goVu)(t)

1 4c c 8¢ 5
— (2N— 7 N; —C, (%Nl + / N3 +CN2>) (koVu)(t)

+ ¢ (Ny + Ny) / h? (u;) dT' + N, / |u| "2 dz + moE' (t). (2.3.14)
Q

I

A ce stade, nous choisissons N; suffisamment grand pour que

et ensuite Ny suffisamment grand pour que

l
Nggl—Z—N1—1>0.

Maintenant, en utilisant la remarque 2.3.5, il existe 0 < ay < 1 tel que si a < «ap,

alors
1
aC, < )
(=N —|—%N2+CN
20"t T T2 2

Nous choisissons maintenant N suffisamment grand et « tel que

1 4c 1
ZN_7N22>O et a:—2N<a0,
ce qui donne
1 4c 1 8¢
N - —=N2—-Cy|=-N+—NZ2+4¢cNy | >0.
5 72 (E 1+£ 9 +c¢ 2)
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Par conséquent, nous arrivons a

L(#) < —4(1—0)| Va2 [|udl +c(goVu) (£)+c / B2 (uy) AT+ N, / a2 da-tmo B (8).
1N Q
(2.3.15)

En utilisant (2.2.7) et (2.3.9), nous concluons que, pour tout ¢ > ¢y,

/ /\Vu Vut—s)]deds<— /]Vu — Vu(t — s)|* dr ds
()

< —cE'(t (2.3.16)

En combinant (2.3.15) et (2.3.16) et en choisissant une valeur appropriée de my,
(2.3.12) est établi. D’autre part (voir [11]), nous pouvons choisir N encore plus

grand (si nécessaire) de sorte que

L~E. (2.3.17)

2.4 Décroissance des solutions

Dans cette section, nous énoncons et démontrons le résultat principal de notre

travail. Enoncons, tout d’abord, quelques lemmes et remarques.

Lemme 2.4.1. Sous les hypothéses (G1) — (G3), la solution satisfait les estimations

survantes
/ h? (uy) dl’ < c/ uch (uy) dU,  si hg est linéaire, (2.4.1)
Fl F1
/ h? (uy) dU < cH ' (J(t)) — cE'(t), si ho est non linéaire, (2.4.2)
I
ot
1
J(t) == = ug(t)h (ug(t)) dU < —cE'(t), (2.4.3)
Ti2| Jry,
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et

P ={z el :|u)]<ea).

Démonstration. Cas 1 : hg est linéaire.

Alors, en utilisant (G3), nous avons

A Jue] < (ug)| < ¢ |uyl

et donc

R? (u;) < cyush (uy), (2.4.4)

ainsi, (2.4.1) est établi.

Cas 2 : hg est non linéaire sur [0, .
Nous établissons ce cas, en empruntant certaines idées de [37]. Donc, nous supposons
d’abord que max {ry, ho (r2)} < &; sinon, nous prenons 7o plus petit. Soit & =

min {rq, ho (r2)} . En utilisant (G3), nous avons, pour ¢; < |s| < e

ot (lsl), ;B (lel)

h(s)| < |s| < sl
Ml = =) Bl
et
h h
’h(8)| > 0<|8‘)|$| > O(‘EID‘S‘.
|| €]

Ainsi, nous déduisons que

ho([s]) < |h(s)| < hg'(|s|) pour tout |s| < e,
(2.4.5)

cils| < h(s)| < dy|s| pour tout |s| > e.
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Ensuite, (2.4.5), nous donne, pour tout |s| < &
H (h*(s)) = |h(s)|ho(|h(s)]) < sh(s),

ce qui donne

h*(s) < H'(sh(s)) pour tout |s| < ;. (2.4.6)

Maintenant, nous définissons la partition suivante qui a été introduite pour la

premiere fois par Komornik [33] :
Typ={zely:|w®)>ea}, Tio={zely:|ul) <e}.
En utilisant (2.4.5), nous obtenons sur I'2
uh (uy(t)) < erhy' (e1) < ho (r2) o = H (r3) . (2.4.7)
Ensuite, I'inégalité de Jensen donne (notons que H~! est concave)

HYJ(@) >c | H ' (u(t)h (ug(t)))dr. (2.4.8)

ISP

Ainsi, en combinant (2.4.6) et (2.4.8), nous obtenons

/F1 h? (u(t)) d = /F12 h? (uy(t)) dT +/ h2 (uy(t)) dT

'

< [ H™(uh (w(t))dr + / h? (u,(t)) dT

Flg I—‘11

<cH '(J(t)) — cE'(t). (2.4.9)

Lemme 2.4.2. Supposons que (G1) — (G3) sont vérifiées et que hy est linéaire.
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Alors, la fonctionnelle énergie satisfait [’estimation suivante

/+OO E(s)ds < o0. (2.4.10)

Démonstration. Soit F(t) = L(t) + ©3(t), alors en utilisant (2.3.8), (2.3.12),

nous obtenons

F(1) < —(1—5)/9|Vu|d:x—/Qufdx—i(goVu)(t)%—c/

'y

h? (ut)dF+N1/ lu| 2 d.
Q
(2.4.11)
En utilisant (2.2.7), (2.4.1) et (2.4.11), nous obtenons

F(t)

IN

—bE(t) + c/ uth (ug) dx
Q

< —bE(t) — cE'(t),
ol b est une constante positive. Par conséquent,

b/tE(s)ds <F(t) = Fi() < F (1) < oo,

t1

ot Fi(t) = F(t) + cE(t) ~ E.

Définissons

I(t) = — /t 7(s) /ﬂ V() — Vult — s)Pdeds < —cE'(f).  (24.12)

Lemme 2.4.3. Sous les hypothéses et (G1) — (G3), nous avons les estimations

suivantes
! 11 (ql
/ g(s)/ |Vu(t) — Vu(t — s)|*drds < 56’ ' (qé_(—(tt))) , 81 hg est linéaire (2.4.13)
t1 Q
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t —Vu(t—s)|*dxds (t_tl)__l L@) st est non linéaire
/t1 g(s)/Q|Vu(t) Vu(t—s)|*dzds < . G ((t—tl)ﬁ(t))’ ho est [
(2.4.14)

ot ¢ € (0,1) et G est une extension de G telle que G est strictement croissante,

strictement conveze et C? sur (0,00); (voir Remarque 2.2.6).

Démonstration. Etablissons d’abord (2.4.13) . Pour cela, définissons la quantité

suivante

= q/ / |Vu(t) — Vu(t — s)|*dzds, (2.4.15)

ou, par (2.4.10), g est choisi suffisamment petit pour que, pour tout ¢ > ¢;
A(t) < 1.
Comme G est strictement convexe sur (0,71] et G(0) = 0, alors
G(02) <0G(z), 0<O<1letze (0,r]. (2.4.16)
L’utilisation de (2.2.2), (2.4.15), et (2.4.16) et I'inégalité de Jensen nous donnent

(1) (~4(5) / AIVu(t) — Vu(t — ) *duds

~
—~
~
S~—
[
<
_ 2| =
~
S~—
:\W
S

> = / ADEWG(a(s) | alTu(t) = Valt o) Pdads

G(A(D)g(s)) / QIVu(t) — Vult — ) 2duds

w0,
> g (/ /|Vu — Vu(t — 5)| dmds)
(

G q/t g(s) Q|Vu() Vu(s )|2dxds>. (2.4.17)

Cela implique (2.4.13).
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Pour la démonstration de (2.4.14) nous définissons la quantité suivante

A (t — Vu(t — s)|*dwds,

puis en utilisant (2.2.5) et (2.2.7) nous deduisant aisement que

8qE(0)

Al(t) S f 9

choisissant alors ¢ € (0, 1) suffisamment petit pour que, pour tout ¢ > ¢;

A () < 1. (2.4.18)

L’utilisation de (2.2.2), (2.4.16) et (2.4.18) et 'inégalité de Jensen nous donnent

1= s [ W0 0@ [ aVute) - Fu(e - o) Prs
1 t 9
> o L OG0 [ ) - Vs - o)dads
RON: :
> S / G ((0)g(s)) [ alVult) = Vu(t = 5)Pdods

> (t_t;)g(t)G<(t_t / /|vu — Vu(t — s)| dxds)
_ (t_t;)g(t)é((t_tl / /|vu — Vu(t — )| dmds).

Cela implique que

! — Vult — ) 2deds (t_tl)——l q[(t)
/tlg(s)/g'vu(” Vult = s)fdeds < =G ((t—mg(t))‘

Théoréeme 2.4.4. Soit (ug,u1) € V x L*(Q) donné. Supposons que (G1) — (G3)

soient satisfaites et que hg soit linéaire. Alors il existe des constantes strictement
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positives ¢y, ca, ki et ko telles que la solution de (2.1.1) satisfait, pour tout t > ty

E(t) <cre” 2 [i, €(o)ds si G est linéaire (2.4.19)

E(t) < kGG (kj/ (s ) , st G est non linéaire , (2.4.20)

. .
ot G1(t) = [, sG’(s)dS'

Démonstration. Cas 1: G est linéaire.
En multipliant (2.3.12) par £(t) et en utilisant (2.2.2), (2.2.7), (2.4.1), (2.4.3) et

(2.4.12), nous obtenons

) < — - Vu( dxd h? (ue(t)) dT
OL(0) < e+ o) [ ot =) [ [Fult) - Vuts)Pdeds +ec0) [ 12 )
— \% *dxd h? (uy(t)) dT
< B0+ [ el /\ ult) = Vu(s) xs+c§<t>/n ((®)
- Vu( dxd h ar
< -ms)B0) —c [ 6) [ 19u(0) = Vut)Paads + ec) [ wh (o)
< —mg(t)E(t) — cE'(t) — (1) E' (1)
< —m&()E(t) — cE'(t) — c§(0) E'(t)
< —mE)E() — cB(1)
ce qui donne, comme £(t) est décroissante,
(EL+2cE) < —m&(t)E(t), YVt >t. (2.4.21)
Ainsi, en utilisant le fait que £L + 2cE ~ E, nous obtenons facilement
E(t) < e @ Jn 600, (2.4.22)
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Cas 2: @ est non linéaire.

En utilisant (2.3.12), (2.4.1) et (2.4.13), nous obtenons

L'(t) < —mE(t) +¢(G)™* (%) —cE'(t). (2.4.23)

Soit Fi(t) = L(t) + cE(t) ~ E, alors (2.4.23) devient

F(t) < —mE(t) + ¢(G) ™! (%) : (2.4.24)

nous trouvons que la fonctionnelle F5, définie par

Folt) =G (50%) Fi(t),

satisfait, pour certains aq, ag > 0

Ozlfz(t) S E(t) S Oégfg(t), (2425)
et
o B[ E(t) —( E®)\ -,
./Tz(t) = €0E(0) G (EQE(O)) .Fl(t) + G (EQE(O)) ./Tl(t)
—{ E@® A E)\ o1 [(qI(t)
< —-mEt)G (eSOW) +cG (6[)%) G (W) . (2.4.26)

Soit G la conjuguée convexe de G au sens de Young (voir [9] ), alors

—/

G'(s)=s(G)Ys) =G [(G )_1 (5)1 , sise€ (0,5, (rl)] (2.4.27)
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et G satisfait I'inégalité généralisée de Young suivante
AB<G'(A)+G(B), sidAe (0,6’ (rl)] , Be(0,r]. (2.4.28)

Ainsi, avec A = G (5 ——=] et B =G —= | et en utilisant (2.2.7) et
0 €0 227
(2.4.26) — (2.4.28), nous obtenons

Fy(t) < —mE(t)G <50%) +cG (@ (50%» +c <%Ef))> . (2.4.29)
Ainsi, en multipliant (2.4.29) par £(t) et en utilisant le fait que &g ;EE ((é))
7 (o) (<5 o

B0 | nm EO o (L EOY |
(<050 <=0z (557 ) + o0
5 0

< —méEERG (eoE((é))) + c&(t)eo g(é) G (50%) — cE'(t).

En conséquence, avec un choix approprié de £y, nous obtenons, pour tous ¢t > t;

Fy(t) < —k&(t) (%) G’ <go%) = —k&E(t)Gy (%) , (2.4.30)

ol F3 = EFs + cE ~ E et Go(t) = tG' (got) . Puisque Gy(t) = G’ (got) + £t G” (got)

< T,

B)F) < —mEEQR)G

!/
!

alors, en utilisant la convexité stricte de G' sur (0,71], nous trouvons que G4(t),

G(t) > 0 sur (0,1]. Ainsi, avec

= O<exl
€E(0), 19 s

95



Chapitre 2

en tenant compte de (2.4.25) et (2.4.30), nous avons
R(t) ~ E(t), (2.4.31)
et, pour un certain ky > 0.
R(t) < =k&()G2(R(1)), ¥t =1,

puis, I'intégration sur (t1,¢) donne

Ainsi, par un changement de variable approprié, nous obtenons

eoR(t1) 1 t
dr > k / &(s)ds,
/EOR(t) TG'(7) U (5

ainsi, nous avons
1 t
R(t) < =Gt (kl/ §(s)ds) ,
60 tl

1
ou Gy(t) = [ ds. Ici, nous avons utilisé le fait que G; décroit strictement

tosGl(s)
sur (0,r;]. Par conséquent, (2.4.20) est établi grace a (2.4.31).

Remarque 2.4.5. Le tauz de décroissance de E(t) donné par (2.2.2) est optimal

car il est cohérent avec le taux de décroissance de g(t) donné par (2.4.20). En fait,

o(t) < Gy (/ )is). vz (),

“1(r1)

ot Go(t) = [/ @d&
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En utilisant les propriétés de G, Go et G1, nous pouvons voir que

1 1 o1
Gl(t):/t SG/(S)dsg/t Sits = Gl

ce qui 1mplique

Gil(t) < Gy'(b).

Cela montre que (2.4.20) fournit les meilleurs taux de décroissance attendus en vertu

de l’hypotheése tres générale (2.2.2).

Théoréme 2.4.6. Soit (ug,u;) € V x L*(Q) donné. Supposons que (G1) — (G3)

sont satisfaites et que hg soit non linéaire. Alors il existe des constantes strictement

positives c3, ¢y, ka, ks et e9 telles que la solution de (2.1.1) satisfait, pour tout t > tq,

t
E(t) < H;? (03/ &(s)ds + 04) , st G est linéaire,
ty

ot Hy(t) = [/ %(S)ds.

ks
(t—t) J} &(s)ds

BE(t) <ks(t—t,)Wy* (

1 — 1\l
ot Ho(t) = tH' (eqt), et Wa(t) = tW' (eot) avec W = (G '+ H 1) :

Démonstration. Cas 1: G est linéaire.

(2.4.32)

) , st G est non linéaire, (2.4.33)
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En multipliant (2.3.12) par £(t) et en utilisant Eq. (2.4.2), nous obtenons

§HL(1) < —mE)E() + c8(t / (t=s) / [Vu(t) = Vu(s)Pdeds + (1) /F W (u(1)) dT
< —mE()E(t) — cE'(t) + c&(t) ; h? (uy(t)) dT
< —mE(t)E(t) — cE'(t) + c€(t) HH(J(t)) — c£(t) E'(t)
< —m&(t)E(t) — cE'(t) + c&(t)H ' (J (1)) — c£(0)E'(t)
< —mEW)E(t) — cE'(t) + c€()H (I (1)),

ce qui donne, comme &(t) est décroissante,
(EL+cE) < —m&R)E(t) + () H 1 (J(t)), Vt > t. (2.4.34)

Par conséquent, (2.4.34) devient

L'(t) < —mER)E(t) +c€(t)H 1 (J(t)), Vt > t, (2.4.35)

ou L := &L+ 2¢E, qui est clairement équivalent a E. Maintenant, pour £, < 1o et
co > 0, en utilisant (2.4.35) et le fait que £ < 0, H' > 0, H” > 0 sur (0, 73], nous

trouvons que la fonctionnelle £, définie par

,Cl(t) = H/ <€1%) E(t) + C()E(t),

satisfait, pour certains as, ay > 0

azL(t) < E(t) < aala(2), (2.4.36)
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et
L(t) = ¢ g((g)) H" (so g((é))) L(t)+ H' (50 g(((?)> L'(t) + coE'(t)
< —mE®)H' (60 ];E((é))) + () H' <50 ]]j(((?)) H'(J(1) + coE'(1). (2.4.37)

Soit H* le conjugué convexe de H au sens de Young (voir [9] ), alors, comme dans

g((?)) et B = H'(J(t)), en utilisant (2.2.7)

(2.4.27) et (2.4.28), avec A = H' (51

et (2.4.7) nous obtenons

—mE(t)H' <51%) + cE(t)H ( (alg((é)>) t) +coE'(t)
(t)

< B (2 ) + e Do (- gm)))— B (1) + B (1),

10

IN

Par conséquent, avec un choix approprié de €; et ¢y, nous obtenons, pour tout t > t,

L(t) < —c(t) g’((g H' (gl gg) — —c£(t)Hy (51%) : (2.4.38)

ou Hy(t) = tH' (eit). Puisque Hi(t) = H' (e1t) + e1tH” (e1t), alors, en utilisant la
convexité stricte de H sur (0,rs], nous trouvons que Hj(t), Hy(t) > 0 sur (0,1] .

Ainsi, avec
043,61 (t)
E(0)

Ri(t) =« 0<e<l,

en tenant compte de (2.4.36) et (2.4.38), nous avons

Ry(t) ~ E(t),

et, pour certains cg > 0

Ri(t) < —c3€(t)Ha (Ry(t)), VYt >t,
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alors, une simple intégration donne, pour certains ¢4 > 0

t
Rl(t) S Hl_l (03/ é(S)dS +C4> s Vit Z tl,
t1

1
)= )

Cas 2. @ est non linéaire.

ou Hy(t ds.

En utilisant (2.3.12), (2.4.2) et (2.4.14), nous obtenons

— Ii(t
L'(t) < —mE(t) +c(t—t)(G)! (QI—()) +cH Y (J(t) — cE'(t). (2.4.39)
(t —t1) &(t)
: . 1 a0 .
Puisque lim;_, ; = 0, il existe to > t; tel que < 1 chaque fois que
— U -4

t > ts.

En combinant cela avec les propriétés strictement croissantes et strictement convexes

— 1
de H, en posant 0 = ; < 1 et en utilisant (2.4.16), nous obtenons

IN

Ao < a- i (05) iz

et, alors, (2.4.39) devient

L'(t) < —mE{t)+c(t —t) (G)™! (%) te(t—t)H ( t‘](t) )—cE’(t), vt > t,.
(2.4.40)

Soit Lyi(t) = L(t) + cE(t) ~ E, alors (2.4.40) prend la forme

£ ) el =) @ (i) e (6250
(2.4.41)

qli(t) J(t)
t—t)&(t) (t—t

-1

Soit 7o = min {ry, ro}, x(t) = max { (
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Ainsi, (2.4.41) se réduit a
Li(t) < —mE@{) +c(t —t) W H(x(t),  Vt>t,.

Maintenant, pour £ < rq et en utilisant (2.4.39) et le fait que E' < 0, W' > 0,

W" > 0 sur (0,r], nous trouvons que la fonctionnelle Ly, définie par

Lg(t) = W/ (t iZtl . %) Ll(t), \V/t Z tg,

satisfait, pour certains as, ag > 0
Oé5L2(t) S E(t) S OéGLQ(t),

et, pour tout t > to

/ —€2 E(t> €2 E,(t> " €2 E(t) / €2
Lat) = <<t—tl>2E<o> ! <t—t1>E<0>> v (t—u W) Li+w ( E(0)

< —mEH)W (tf_?tl . %) fe(t—t) W <tf_2tl : %) W (x(2)).

(2.4.42)

Soit W* le conjugué convexe de W au sens de Young (voir [9]), alors, comme dans
E(t
; iQtl . %) et B =W1(x(¢)), en utilisant

(2.4.27) et (2.4.28), et avec A = W' (

(2.2.7), nous arrivons a

t—t, E(0)

Lg(t)g—mE(t)W’( =2 -w>+c(t—t1)w* (W’( °2 -@))4—0&—1?1))((25)

i—t E(0) i—t, E(0)
/ E9 E(t) 9 E(t) ’ €9 E(t)
+e(t—t)x(@). (2.4.43)
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En utilisant (2.4.3) et (2.4.12), nous observons que

(t—t1) §(t)x(t)

IN

qI(t) +&(t)J (1)

< ql(t) +£(0)J(2)
< —cE'(t) — cE'(t)
< —cE'(t).

Ainsi, en multipliant (2.4.43) par £(t) et en utilisant le fait que, ey < T, Oon

(
E(0)
obtient

014() < —meBOW (2 2 et 20w (22 ) e, vz

En utilisant la propriété de décroissance de &, on obtient, pour tout ¢ > t,,

(E(t) Lz + cBY (t) < —me(t) B(O)W (t = %)mw%w (: . %) |

Par conséquent, en posant Lz := {(t)Ls + cE ~ E, on obtient

Cela donne, pour un choix approprié de s,

Li(t) < —ke(t) (%) W (t Zl %) V>,

ou

ke(t) (@> W <t Zl : %) < —LL(t), V>t (2.4.44)
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une intégration de (2.4.44) donne

/t: g (gggi) W’ (3 Zl ' ggg;) §(s)ds < — /; Liy(s)ds < Ls () .

En utilisant le fait que W/, W” > 0 et la propriété de décroissance de E, nous

EWN st dccroissante et
— €S ecroissante € ar
t—t, E(0) P

déduisons que la fonction t +— E(t)W’ (

conséquent, nous avons

k(%) W (t—t1 é)/5 / (ggg;)w(sil %) £(s)ds < Ls (ta) .

(2.4.45)

1
En multipliant chaque membre de (2.4.45) par ; , OUS avons

k(t—ltl'%>wﬂ<t—tl é)

Ensuite, posons Wy(t) = tW’ (eat) qui est strictement croissante, alors nous obte-

(t)
EWy
(7))

Enfin, pour deux constantes positives ko et k3, nous obtenons

1

V> ty (2.4.46)

nons,

Vit > ty. (2.4.47)

7

E(t) < kg (t —ty) Wy! ( ki ) . (2.4.48)

(t—t1) [, €(s)ds

Cela termine la démonstration.

2.5 Résultats Numériques

Dans cette section, nous réalisons quelques expériences numériques pour illustrer

les résultats théoriques des Théoremes 2.4.4 et 2.4.6. A cette fin, nous discrétisons le
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systéme (2.1.1) en utilisant une méthode des différences finies (MDF) & la fois dans
le temps et dans 'espace. En considérant un domaine rectanglaire dans R?, donc
on exprime le domaine espace-temps comme suit : [0, L,] x [0, L,] x [0,T] = [0, 2] x
[0, 1] x [0, 50]. L’intervalle spatial (0, 2) est divisé en 20 sous-intervalles et I'intervalle
spatial (0, 1) est divisé en 10 sous-intervalles tandis que 'intervalle temporel (0, 50)
est divisé en 700 sous-intervalles, avec h(u;) = uy, v =2 et g(t) = e,

La condition aux limites du probleme (2.1.1) est donnée, en utilisant les condi-

tions initiales suivantes : u(z,y,0) = sin(wz) sin(7ry); ui(z, y,0) = 0.

u(x=0,2;y=0,4)

u(x=0,4; y=0,8)

1
0.5 0.5
PN - ‘\ :..»\\ .
0 Y 0 ‘..\ - R
0.5 0.5 \/
-1 -1
0 2 4 6 0 2 4 6
le temps t le temps t
; u(x=0,6;y=1,2) 1 u(x=0,8;y=1,6)
0.5 0.5
."’\-\
0 f - ——— 0 TT—————————
\/
-0.5 _ -0.5
-1 -1
2 4 2 4 6
le temps t le temps t

FIGURE 2.1 — La solution du systéeme pour différents points du plan
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10

E energie du systéme
4]

0.5

o
=

0.5

o
-t

~__ |
\‘r — 1 1 1
2 4 6 8
le temps t
FIGURE 2.2 — L’energie du systeme
u(x,y,10) u(x,y,20)
0.5
= 0
-0.5
; 1
0.5 0.5 0.5 0.5
0 o 0 o
Yy X y X
u(x,y,30) u(x,y.40)
0.5
= 0
-0.5
; 1
0.5 0.5 0.5 0.5
0 0 0 o0
Yy X y X

FIGURE 2.3 — La solution du systéeme pour différents instants

10
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Résultat général de décroissance
pour un probleme viscoélastique
avec une source logarithmique et
un controle frontiere de type

meémoire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le probleme aux limites viscoélastique d’équation

(3.1.1), avec une source non linéaire de type logarithmique :
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wy — Au + fotg(t — 1) Au(r)dr = |[u]" P uln|u|,  dans Q x (0, 00),
u=0, sur I'g x (0, 00),
(3.1.1)
_ fo — g— (7)dT + h(uy) =0, sur I'; x (0, 00),
uw(z,0) = up(x); u(z,0) = uy (), x €€,

ou §2 est un domaine borné de R™ avec une frontiere réguliere 0 = 'y U I'y.
Ici, I'g et I'y sont fermés et disjoints, avec meas(I'y) > 0, v est la normale extérieure
unitaire a 0. La fonction u(x,t) décrit la position de la particule matérielle au
temps ¢, qui est fixée dans la partie I'y de sa frontiere avec sa partie I'y supportée
par des supports élastiques avec des réponses de bord non linéaires, représentées par
la fonction h(u;). Les fonctions g, h et la constante  doivent satisfaire les hypotheses
suivantes :

(G1) g : R, — R, est une fonction C* décroissante qui satisfait

g(0) >0, 1-— /Oog(s)ds =1>0, (3.1.2)

et il existe une fonction C*' G : (0,00) — (0,00) qui est linéaire ou strictement
croissante et strictement convexe C? sur (0,71], 71 < g(0), avec G(0) = G'(0) = 0,
telle que

J(t) < —€1Gg(t), >0, (3.1.3)

ou £(t) est une fonction positive décroissante différentiable.
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(G2) Pour le terme non linéaire, nous supposons

2(n—1) n >3

2<y< ————=
’Y— (n_2)? o )

v>2, n=1,2

(G3) h : R — R est une fonction C° croissante telle qu’il existe une fonction
strictement croissante hy € C'([0, +00)), avec ho(0) = 0, et des constantes positives

c1, ca, € telles que

ho(|s[) <I h(s) |< ho'(Is]), pour tout [s| < e,
(3.1.4)

c |s| <| h(s) |[< cols],  pour tout |s| > e.

De plus, nous supposons que la fonction H, définie par H(s) = v/sho(1/s), est une
fonction strictement convexe C? sur (0,7, pour un certain ro > 2, lorsque hq est
non linéaire. De plus, 'hypothese (G3) implique que sh(s) > 0, pour tout s # 0.

Nous nous intéressons a un nouveau résultat de décroissance d’énergie pour les
solutions du probleme (3.1.1). L’originalité du travail de ce chapitre est d’étendre
le résultat dans le contexte de la viscoélasticité, de la source non linéaire de type
logarithmique et lorsque ’amortissement de la frontiere est pris en compte. Ce travail
constitue une extension des résultats obtenus dans [30].

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, nous présentons
les hypotheses et le matériel nécessaire a notre étude. La section 3 est consacrée a
I’énoncé et a la démonstration de quelques lemmes techniques qui sont fondamentales
pour le reste du travail. Les démonstrations des résultats principaux sont fournies

dans la section 4.
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3.2 Préliminaires

Dans cette section, nous introduisons quelques notations et lemmes qui seront
utilisés dans ce chapitre. Par la suite, ¢ est utilisé pour représenter une constante

positive générique. Définissons tout d’abord I'espace
V={veH (Q):v=0sur,}.

Nous utiliserons l'injection : V' < L7 () pour 2 < ¢ < (n2f2), sin>3etq>2 sl

n =1,2; et l'injection L™ (Q) — L7(2), pour g < r. Nous utiliserons, dans ce cas,

la méme constante optimale d’inclusion de Sobolev noté C, > 0 et on écrit alors :
[ull, < Co[[Vully et Jlull, < Cqlull, (3.2.1)

et nous utilisons l'injection de trace-Sobolev : V — L*¥(I'}), 1 <k < % Dans

ce cas, la constante d’inclusion est notée By, c¢’est-a-dire

[ullkr, < Bil|Vull,. (3.2.2)

A présent, nous énongons les hypotheses pour le probleme (3.1.1) comme suit.

Soit

(gov)(t) :/0 g(t =) lJo(t) = v(r)|3 dr, (3.2.3)

et

En suivant un raisonnement similaire a celui présenté dans [55], nous obtenons les
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résultats suivants, qui sont essentiels pour la démonstration de notre résultat prin-

cipal.

Lemme 3.2.1. Pour tout a > 0 et z € L. (0, 00; L* (Q))

loc

2

/0 gt —s) (2(s) — 2(t)) ds|| < Culkaoz)(t), (3.2.4)

et

2 <2 (/Ot ka(s)ds> (kg 0 2)(t) + 202 Cy (ko 0 2)(1).
(3.2.5)

/0 §(t — 5) (2(5) — 2(t)) ds

Pour traiter le terme source logarithmique, nous définissons

l 1 1
J(u) = §IIVUI|§—;/QIU(x)IVIHIU(fE)IMJr?IIUIIL

I(w) = 1| Vul? - / ju(@)]" In Ju(z)| dz,

d = inf supJ(&uw).
ueV\{0} §>](;J) ()

Alors, grace a [30], nous avons
= inf
d mN J(u),

ot N = {u e V\{0} |I(u) =0}.

De la méme maniere que dans [30], nous utilisons le lemme auxiliaire ci-dessous
plusieurs fois.

En utilisant la méthode de Galerkin et une procédure similaire a celle de [4,17,

25,30], nous pouvons obtenir le résultat d’existence suivant pour le probleme (3.1.1).
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Rappelons tout d’abord 'espace
V={veH(Q):v=0surTo}.

Théoréme 3.2.2. Soit (ug,u1) € V x L?(Q) donné. Supposons que (G1) et (G2)

sont satisfaits, I(ug) > 0, et

!
2

1

1 1
E (ug,w) = Zllw 3 + 5l Vuollz — 5 /Q Juo ()| In [uo ()| dw + 2 [uoll;, < d,

alors le probléme (3.1.1) a une solution globale (faible) unique
u € L(0,00; V) et uy, € L*(0,00; V).

De plus, si
(UO,Ul) € (HQ(Q) N V) X V,

et satisfait la condition de compatibilité

E% + h(uy) =0,

alors (3.1.1) a une solution globale (forte ) unique

u € L0, 00; H*(Q) N V) N WE(0, 00; V) N W22(0, 00; L*(R2)).

Introduisons également ’énergie du probleme (3.1.1) définie par :

&
—~
<~
~—
I
&
—~
£
—~
~+
~—
g
+
—~
<+~
~—
~—
|
I

ol + 5 (1 [ alods) ITu@IE + 500 V(e

1 g 1
N §/Q|u<x’t>>| o fu(z, )} de + =5 full; - (3.2.6)
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Il est facile de montrer que

B > 5 @I + 5090 Vu)(t) + J(u(r) (327)
1 , 1 (v —2) A
= 5 IO+ 500 Tu)®) + IVl + =l + ~ I(u(t).

Lemme 3.2.3. Supposons que (G1) et (G2) sont vérifiées, et soit (ug,u1) € V X

L*(Q) donné. Siw est la solution de (3.1.1), alors la fonctionnelle E satisfait

E(0)= 5o = Va)(®) - 590 [V~ [ w(b(uiar <o, (29

I'1
pour presque tout t € [0,T].

Démonstration. En multipliant I’équation différentielle dans (3.1.1) par wu; et
intégration sur {2, en utilisant une intégration par parties et (G1), nous obtenons
(3.2.8) pour toute solution réguliere. Ceci reste valable pour les solutions faibles par

un simple argument de densité (voir [12,44,45]) pour des calculs détaillés.

3.3 Lemmes techniques

Dans cette section, nous établissons plusieurs lemmes nécessaires a la démonstration

de notre résultat principal.

Lemme 3.3.1. Sous les hypotheéses (G1) et (G2), pour 0 < a < 1 et pour u(t)

solution de (3.1.1), la fonctionnelle
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satisfait ’estimation suivante

0 §||ut(t)||§—§||Vu(t)||§-|-/Q|u(x’t)|v1n|u(x’t)|dx .
+ c;?; (kaoVu)(t) + c/ h? (uy(t))dl, vt e R*.

Démonstration. Des calculs directs, en utilisant (3.1.1) et I'inégalité de Young,

donnent

/(1) :/Qufdx_ (1—/Otg(s)ds)/g|Vu|2dx—/Fl uh (ug) dT

+ /QVU . /0 g(t — s)(Vu(s) — Vu(t))dsdx + /Q lu(x, t)|" In |u(x, t)] de.

(3.3.2)
En utilisant les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz, nous obtenons
t
/ Vu - / g(t — s)(Vu(s) — Vu(t))dsdz
Q 0
1/ ?
< 0||Vul® + 5 / g(t — s) |Vu(s) — Vu(t)| ds
0
1
< 5/ \Vul? dz + 15 CalkaoVu) (1), (3.3.3)
Q

En utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, ainsi que le théoreme de trace,
nous obtenons
2 1 2
— | uh(u)dl' <6 [ w*dl'+ — [ h*(u)dl
I I 46 I

<C.s / VP dr + = [ B (u) dr. (3.3.4)
; s
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En appliquant (3.2.4), a partir de (3.3.3) et (3.3.4), nous avons

/Q V- /0 g(t — $)(Vu(s) — Vu(t))dsdz — / uh (uy) dT

I'1

1 1
< (1+ C*)5/ IVu|® dz + —Cl (keoVu)(t) + —/ h? (uz) dT
o 46 46 Jp,

1 1
< / Vul? dz + = Co(kaoVu) (£) + — / B (ug) dT. (3.3.5)
g D )

En combinant (3.3.2) et (3.3.5) et en choisissant 6 = ¢/(2c), on obtient (3.3.1).

Lemme 3.3.2. Sous les hypothéses (G1) et (G2), pour chaque 0 <6 <1 et >0

et pour u(t) solution de (3.1.1), la fonctionnelle

satisfait ’estimation suivante

5
+ 6Cao I Vu(t)|3 + c/ B2 (u(£)) T, Wt € R*et0 <5 <0,  (3.3.6)

I

V() < - ( [ atsyas - 5) fao)l + S D 1 ovu

ot

_1_ 2 - )
Croy =1+ Ca 1) ( 27E(0) )7_2_”3 n Oy ( 27E(0) )7_2“ "
ep3 [(y—2) ella Ity —2)

Démonstration. En exploitant 'équation (3.1.1) et en effectuant une intégration
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par parties, nous obtenons

Ny p—
+ | att=s)7uts) - uteas
f( /tga—s)(u(s) <>>ds)h<ut>dr
/ / )dsde — ( /0 t ()ds) /Q 2da
/]uxt| uln]u:z:t]/ \drdz.

En utilisant I'inégalité de Young et les inégalités (3.2.4) et (3.2.5), il vient, pour

da:

0<d<letO<a<l,

( / >/Vu/ )(Vau(s)=Vu(t))ds dx<5/|Vu\ dﬁ%(;{; oV (1),

et

/1“1 (/Utg(t —s)(u(s) — u(t>)ds) h (ug) dl' < %(k oVu)(t )+5/F1 h? (u;) dT,

I

/0 g(t — s)(Vu(s) — Vu(t))ds

et ,
dx < Cy(kooVu)(t),

et

_/Qut/o g (t—s)(u(s)—u(t))dsdr < 6/9ufdm—l—g(k’aoVU)(t)—i—%Ca(k:aoVu)(t),
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aussi,

/Q |u(z, t)|7_2 wln u(x,t)] fot g(t — 7)(u(t) — u(r))drdz

<5 [y (lu(z, )" n |u(a, t)|)2 dr + %(ka o Vu)(t).

En utilisant la méme notation que dans [30], considérons

Q3 ={x € Q:|u(z,t)] <1} et Qg ={x € Q: |u(z,t)] > 1}.

2N

En raison de 2 < 2(y — 1) < N 3 il existe pug > 0 et py > 0 tels que 2 <

2N
2y—1— t2<2(y—1 i
(v pe) < 5 et 2<2(y =14 pe) <

le Lemme 77, (3.2.7) et (3.2.8), nous obtenons

, respectivement. En utilisant

/(|u(x,t)|7_1ln|u(m,t)|)2dx
Q
1\? 1\?
(—) u(z, )P0 D728 gy 4 (—) u(z, )20 4y
Qg Q4

eus CHa
L ) L 1y 2 _
Caiu) (27E<o> ) T (Gt (M) T v
elis l(’}/ _ 2) elly l(7 - 2)

En combinant toutes les estimations ci-dessus, 'inégalité (3.3.6) est établie.

IN

IN

Lemme 3.3.3. Sous les hypothéses (G1) et (G2)et et pour u(t) solution de (3.1.1),la

fonctionnelle :

(1]

(t) = /Q /0 r(t — s) | Vu(s)||? dsdz, (3.3.7)

satisfait ’estimation

=Z'(t) < —%(goVu)(t) +3(1-2) /Q \Vu(t)|? dz, (3.3.8)

ou r(t) = f;roo g(s)ds.
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Démonstration. En utilisant I'inégalité de Young et le fait que r/(t) = —g(t),

nous obtenons

=) = ) [ [VaPar- [ /tga—s) IVu(s) | do
= // (t — s) |[Vu(s) — Vu(t)]* dsdx

/Q Va(t) /0 ot — $)(Vu(s) — Vu(t))dsdz + r(¢) /Q V() da,

mais sachant que

—2/ Vu(t) - /tg(t —5)(Vu(s) — Vu(t))dsdx
< 2(1—¢ /]Vu )| dx—i—fol_g // (t — ) | Vu(s) — Vu(t)||” dsdz.

En utilisant les faits que r(t) <r(0) =1 —{ et fo s)ds <1 —1¢, (3.3.8) est établi.

Lemme 3.3.4. [ existe des constantes positives d et ty telles que
g'(t) < —dg(t), Vtel0,t]. (3.3.9)

Démonstration. Par (G1), nous déduisons facilement que lim;, . g(t) = 0.

Ainsi, il existe t; > 0 suffisamment grand tel que

gt)=r,

et

gt) <r, Vt>t.

Comme g et £ sont des fonctions continues positives décroissantes, et H est une
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fonction continue positive, alors, pour tout ¢ € [0, ¢1],

0 < g(t1) <g(t) < g(0),

0 <& (t) <&(t) <£(0),
ce qui implique qu’il existe deux constantes positives a et b telles que
a < &) H(g(t)) <b.

En conséquence, pour tout ¢ € [0, t1],

ag®(s)
ag(s) —g'(s)

Remarque 3.3.5. En utilisant le fait que

(3.3.10)

< g(s) et en rappelant le

théoreme de convergence dominée de Lebesque, nous pouvons facilement déduire que

o] 2
aC, = / L(S)ds — 0 lorsque av — 0.
0o g

(s) —g'(s)

(3.3.11)

Lemme 3.3.6. Supposons que (G1) et (G2) soient vérifiées et supposons que

2
B(0) < min {4 d, (72— 2) ( levlik> k=2 |
g 2071y

2
ou k>0 avec 2 < v+ k< _n2 Alors il existe des constantes N, Ny, No, m, my,
n R

c > 0 telles que la fonctionnelle

L(t) = NE(t) + Nytb(t) + No®(t) + moE(t),
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satisfait, pour tout t > tq,

L'(t) < —mE(t) + % (goVu) (t) — 3(1 — )||Vull5 + C/F h? (us(t))dl.  (3.3.12)

De plus, E(t) est équivalente a L(t).

Démonstration. Etant donné que ¢ est positive, continue et g(0) > 0, alors

pour tout t; > 0, nous avons

t t1
/ g(s)ds > / g(s)ds =g >0, Vt>t. (3.3.13)
0 0

En utilisant (3.2.8), (3.3.1) et (3.3.6) en rappelant que ¢’ = (ag — ko) et en prenant

14
0= Ny nous obtenons

L(t) <5 N(goVu)(t) — 5 N(haoVu)(t) — 5 9(1) [V
— [N (g~ 5) = N} D)
14

- N1/ lu(x, t)|" In |u(x, t)| de — (§N1 - NQ(SCE(O)> [Vul3
0

+ ¢ (Ny + Ny) / h? (ug) dT + mo E'(t). (3.3.14)
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ce qui donne

m

Na (g1 = 8) = N = 2 ()1

m m
Ny — — u(z, )" Inu(z, )| de + — ||u(t)|]]
=2 [tz 0P lute. Ol do + 5 ol

{
(

- (le — N20Clrqo) — % (1 - /Otg(t)d&’)) IVull3
{

2
N N. 1
2 _ ‘N, - %} (ka0 V) ()

+c(Ny + Ng)/ h? (u;) dT + moE'(t) pour tout m > 0. (3.3.15)

A ce stade, choisissons k& > 0 tel que

2
2<y+k<oo,sin=1,2;2<y+k< nQ,sinZS,
n_

et en utilisant le Lemme 77, nous obtenons

1
/IU(w,t)IVIDIU(%t)Idm < u(z, )" da
Q ek

|umt|>1

AN

+k
— IIU( ][

IA

Y+k—2
Y+k

C -
“HE ([vu@)?) 2 IVu)?
Y+k—2

vaj—rlf 2vE(t) 2 2
= (725) 2 vl

IN

IN

y+k—2

) 2 vu@),

CILy [ 2vE(0)
ek \I(y—2)

IN
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et
y—2

ol <3 (20 2 jvuto

m
En substituant cela dans (3.3.15), et en sélectionnant Ny > —, nous obtenons
v

, (6]
(1) < = mBE) + { SN+ 2} (oVu)e) — {Na (g = 8) = My = T} )]
Y+k—2

[ <27E

—< N
"2 ek \I(v

_g@_fﬂwﬁ_gm($€;)2|wm

{ 1 Noe(Cyy + 1)

— N20Cr(0)

N — —NlC

5 57 5 } (kaoVu)(t)

¢ (V) + Np) / B2 (uy) dT + mo B (1),

IS}

1
En prenant § = ——, nous avons
P AN,

L'(t) <—mE(t) + {%N + = 2 (goVu)(t

y+k—2
Col (2’YE )

m
) {3 — - 3= 5 o

l
D 2 VA R
" 2 ek \ (v

m t p 2vE 0 9
—— (1= e o] 2
2 ( /0 g(t)ds) 72 (l('y— 2) IVl

{F - - e+ 3 taovin
—|—c(N1+N2)/ h? (up) dT + moE'(t),
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-2 lek 2
ol nous exigeons que E(0) < (=2 ¢ slet2<y+k< " el que
2 C;Yik n—2
y+k—2
¢ COTE29E0)\ 2
G (HEON 2 (3.3.16)
2 ek \l(y—2)

Nous choisissons N; assez grand pour que

y+k—2
v | ¢ CHE (0B T2
' I(y—2)

l
9 "y — ZCE(O) > 4(1 — l)

En utilisant le choix similaire de la preuve du Lemme 4.2 de [30], nous obtenons

L0 < -m)+ {3+ 5 Hoovo® - {1- 5}t
o (1 - /Otg(t)ds) - Lo (;f_((;)))? 2k
+c / h? (u;) dT. (3.3.17)

Sélectionnons m > 0 suffisamment petit, (3.3.17) et choisissons convenablement m,
(3.3.12) est établi. D’autre part (voir [11]), nous pouvons choisir N assez grand (si
nécessaire) de sorte que

L~E. (3.3.18)

3.4 Décroissance des solutions

Dans cette section, nous énongons et démontrons le résultat principal de notre

travail. A cette fin, nous disposons des lemmes et des remarques suivants.
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Lemme 3.4.1. Sous les hypotheéses (G1) — (G3), la solution satisfait les estimations

h? (uy)dl < c/ uth (ug) dUy,  si hg est linéaire, (3.4.1)
I

1

h? (us)dU < cH '(J(t)) — cE'(t), sihg est non linéaire, (3.4.2)

1

S— 55—

ot
1
J(t) = u(t)h (ug(t)) dU < —cE'(t), (3.4.3)
Tia| Jr,
et
Flg = {ZL‘ € Fl . ]ut(t)| S 81} .
Démonstration.

Cas 1 : hy est linéaire.

Alors, en utilisant (G3), nous avons
¢y fur] < {h (ue)] < ¢ Jual

et donc

h? (uy) < cyugh (uy), (3.4.4)

ainsi, (3.4.1) est établi.

Cas 2: hy est non linéaire sur [0, ¢].
Nous établissons ce cas, en s’inspirant de [37]. Ainsi, nous supposons d’abord que
max {rq, ho (r2)} < €; sinon, nous prenons ry plus petit. Soit €1 = min {ry, hg (r2)}.

En utilisant (G3), nous avons, pour 1 < |s| < ¢

-1 -1
S hO (ls‘)|8| S h() (”EH)|S|,
] 1]

()]
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et

Ainsi, nous déduisons que

ho(]s]) < |h(s)| < hgl(\s\), pour tout |s| < ey,

(3.4.5)
cils| < Jh(s)| < dy|s|, pour tout |s| > ;.
Alors, (3.4.5), donne, pour tout |s| < &
H (h*(s)) = [(s)|ho(|(s)]) < sh(s),
ce qui donne
h*(s) < H '(sh(s)) pour tout |s| < ;. (3.4.6)

Maintenant, nous définissons la partition suivante qui a été introduite par Komornik
(33] :
PH = {JI - Pl : |ut(t)| > 51}, Flg = {.I < Pl : ]ut(t)] < 81} .

En utilisant (3.4.5), nous obtenons sur I'j5
Uth (Ut(t)) S €1hal (61) S h() (7"2) 9 = H (Tg) . (347)
Alors, I'inégalité de Jensen donne (notez que H ™! est concave)

HYJ®) > ¢ [ H™ (wt)h (w(t))) dr. (3.4.8)

NP
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Ainsi, en combinant (3.4.6) et (3.4.8), nous obtenons

/F1 h? (u(t)) d = /F12 h? (us(t)) dl +/ h? (uy(t)) dD

'

< | H™(wh (u(t) dl + / h? (u(t)) dT

F12 Fll

<cH '(J(t)) — cE'(t). (3.4.9)

Lemme 3.4.2. Supposons que (G1) — (G3) sont satisfaites et que hy est linéaire.

Alors, la fonctionnelle d’énergie satisfait [’estimation suivante

/+°° E(s)ds < 0. (3.4.10)

Démonstration. D’abord, en utilisant (3.2.8) et (3.3.9), nous concluons que,

pour tout t > t;

/ / IVu(t) — Vu(t — s)|* deds < — / IVu(t) — Vu(t — s)|* deds
< —cE'(t) (3.4.11)
Soit F(t) = L(t) + =(t), alors en utilisant (3.3.8), (3.3.12), nous obtenons
F'(t) < —pE(t) + c/ h? (uy) dT. (3.4.12)
1N

En utilisant (3.2.8), (3.4.1) et (3.4.12), nous obtenons

F'(t)

IN

—bE(t) + c/ ugh (uy) dzx
Q
—bE(t) — cE'(t),

IN
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ou b est une constante positive. Par conséquent,

b/tE(s)ds <F () - F() < F (h) < %

t1

ot Fi(t) = F(t) + cE(t) ~ E.

Définissons

I(t) :== / / IVu(t) — Vu(t — s)|* deds < —cE'(t). (3.4.13)

Lemme 3.4.3. Sous les hypotheses et (G1) — (G3), nous avons les estimations

suivantes
1—— 1(t
/ / IVu(t) — Vu(t — s)|* deds < =G ' (qg(—i))> , st hy est linéaire (3.4.14)
q
/ / IVu(t) — Vu(t — s)|* deds < (= tl)@” (L(t)) , st hg est non linéaire
q (t—t1) &)

(3.4.15)
ot ¢ € (0,1) et G est une extension de G telle que G est strictement croissante et
strictement convere, de classe C?, sur (0,00).

Remarque 3.4.4. Si G est une fonction C? strictement croissante et strictement
convere sur (0,71], avec G(0) = G'(0) = 0, alors elle a une extension G, qui est une
fonction C? strictement croissante et strictement conveze sur (0,00). Par exemple,

si G(r1) =a, G'(r1) = b, G" (r1) = ¢, nous powvons définir G, pourt >ry, par
Val %) C 9
G<t>:§t +(b—CT1)t+<CL+§7’1—bT1>.

Démonstration. Commengons par établir (3.4.14). Pour cela, nous définissons
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la quantité suivante

= q/ / \Vu(t) — Vu(t — s)|* deds, (3.4.16)

o, selon (3.4.10), ¢ est choisi suffisamment petit pour que, pour tout ¢ > ¢y,
A(t) < 1.
Puisque G est strictement convexe sur (0,7] et G(0) = 0, alors
G(02) <0G(z), 0<O<1letze(0,r]. (3.4.17)

L’utilisation de (3.1.3), (3.4.16), et (3.4.17) ainsi que l'inégalité de Jensen conduit &

10~ [ A0 o6 [[al9uto) - Vale - dva
> [ AOSGE) [ al9ut) - Vute - doas
40 GO [ alVult) — V(e - ) deds
Z%G (q/ /\vu _Vu(t—s)|? dacds)
:% ( / / Vu(t) — Va(t — )| dxds). (3.4.18)

Cela donne (3.4.14).

Pour la démonstration de (3.4.14), nous définissons la quantité suivante

//\Vu — Vu(t — s)|* dxds,
t—tl

>
-4
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puis en utilisant (3.2.6) et (3.2.8) nous voyons facilement que

8qE(0)

A1 (t) S / 9

puis en choisissant ¢ € (0, 1) suffisamment petit de sorte que, pour tout ¢ > ¢;

A (t) < 1. (3.4.19)

L’utilisation de (3.1.3), (3.4.17) et (3.4.19) ainsi que l'inégalité de Jensen conduit &

10 = | MO o6 [ a19u() - utt - o) dads
1 t 9
> | MG [ a19u(e) - Tut - o) dads
SONVE
> S0 / G ((09(s) [ alVute) = Vat - 9)* duds

z(t_t;)g(t)GQt_t / /|vu — Vu(t — s)|” dxds)
:(t_t;)g(t)é((t_t / /|vu ~ Vult — s)? dmds).

Cela implique que

/ /|Vu — Vu(t — s)* dwds < @61 (%)

Théoréme 3.4.5. Soient (ug,u1) € V x L*(Q) donnés. Supposons que (G1) — (G3)

soient satisfaites et que hg soit linéaire. Alors il existe des constantes strictement

positives c1, ¢z, ki et ko telles que la solution de (3.1.1) satisfait, pour tout t > t;

E(t) < cie @ fy teyds. si G est linéaire (3.4.20)
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t
< koGy! (kl/ f(s)ds) , st G est non linéaire (3.4.21)
t1

. o1
ot G1(t) = [, sG’(s)ds'

Démonstration. Tout d’abord, en utilisant (3.2.8) et (3.3.9), nous concluons

que, pour tout t > tq,

/ / IVu(t) — Vu(t — s)|* deds < — / \Vu(t) — Vu(t — s)|* deds
< —CE'( )

(3.4.22)

En posant F(t) = L(t) + c¢E(t), nous obtenons, en utilisant (3.3.12) et (3.4.22),

F'(t) < —mE(t / (t—s / IVu(t) — Vu(t — s)|* deds + c/ h? (us(t)) dr.
! Y (3423)

Cas 1: (@ est linéaire.

En multipliant (3.3.12) par £(t) et en utilisant (3.1.3), (3.2.8), (3.4.1), (3.4.3) et

(3.4.13), nous obtenons

ERF'(t) < —m&)E(t) + c&(t / (t—s) / |Vu(t) (1)) deds + c£(t )/F1 h? (uy(t)) dT
(t) +c/ (s / |Vu(t) (1) dads + c£(t )/F1 h? (uy(t)) dT
—m&(t)E / / |Vu(t) (1)) dzds + c£(t )/Fl uth (ug(t)) dI

IA
|

m& (1) E(t) — cE'(t) — c§(1) E'(t)
—mg(t)E(t) — cE'(t) — c€(0)E'(t)
—m&(t)E(t) — cE'(1),

IN

IN
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ce qui donne, puisque &(t) est décroissante,
(EF 4+ 2cE) < —m&(H)E(t), Yt > ty. (3.4.24)
Ainsi, en utilisant le fait que £L + 2cE ~ E, nous obtenons facilement
E(t) < cre 2 o €2, (3.4.25)

Cas 2: (G est non linéaire.

En utilisant (3.3.12), (3.4.1) et (3.4.14), nous obtenons

F'(t) < —mE(t) +¢(G)™* (%ﬁt))) —cE'(t). (3.4.26)

Soit Fi(t) = F(t) + cE(t) ~ E, alors (3.4.26) devient

Fi(t) < —mE(t) + c¢(G)™ (%) : (3.4.27)

nous trouvons que la fonctionnelle F5, défini par

Folt) =C (50 g((é))) Fi(),

satisfait, pour certains ay, ag > 0

alfg(t) S E(t) S Oégfg(t), (3428)
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et

70 =g 16 () 0+ C (200 ) )

< —mBE(t)G (505((8))) + G (50%> e (%(tt))) : (3.4.29)

Soit G la conjuguée convexe de G au sens de Young (voir [9]), alors

—/

. _ _ -1 _

G'(s) = s(G')" () - G [(G) (s)] , sise (0, el (rl)} , (3.4.30)
et G satisfait 'inégalité de Young généralisée suivante

AB<G(A)+G(B), side (o,é’ (7“1)] . Be(0,r]. (3.4.31)

- — E’(t)) ——1 (ql(t)) -
Ainsi, avec A = G (8 —= ) et B =G —= | et en utilisant (3.2.8) et

"B 20 (9.2
(3.4.29) — (3.4.31), nous obtenons

Fit) < —mE®)G <50ié>) + G (G’ (50% > e <qg(§:’;)>
q

£(0)
(Bt E()— [ E() I(t)
< 7,

Ainsi, en multipliant (3.4.32) par £(¢) et en utilisant le fait que eq

led (50 5((8) =G <50%> , nous obtenons

E(0)

O < —msOEOG (s ) + c6Oap 6 (g ) +eall0
< —mf(t)E(t)G, (60%) + c§(t)80 g’((é)) G/ <€0 g(((t)))) — CE/(t>.
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Par conséquent, avec un choix approprié de €y, nous obtenons, pour tout ¢ > t¢;

Fy(t) < —kE(t) (%) G <80 g((é))) = —k&(t)Ga (%) : (3.4.33)

ou F3 = E{Fs + cE ~ E et Go(t) = tG' (got) . Puisque G4(t) = G’ (got) + €t G” (got)
alors, en utilisant la convexité stricte de G sur (0,7], nous trouvons que G(t),

Go(t) > 0 sur (0,1] Ainsi, avec

80&1.73 (t)

R() = <"

0<e<l,
en tenant compte de (3.4.28) et (3.4.33) nous obtenons
R(t) ~ E(t), (3.4.34)
et, pour certains k; > 0.
R'(t) < —k1£(t)G2(R(t)), Vt > ty,
ensuite, I'intégration sur (t1,¢) donne

/t: %@))ds =k /tltf(S)ds_

Ainsi, par un changement de variable approprié, nous obtenons

eoR(t1) 1 t
——dr > kl/ &(s)ds,
/EOR(t) TG'(7T) t
donc, nous avons

R < 26 (i | f5<s>ds) ,
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ou Gi(t) = [' ———ds. Ici, nous avons utilisé le fait que G est strictement

bsG'(s)
décroissant sur (0,r;]. Par conséquent, (3.4.21) est établi en vertu de (3.4.34).
Remarque 3.4.6. Le tauz de décroissance de E(t) donné par (3.1.3) est optimal

car il est cohérent avec le taux de décroissance de g(t) donné par (3.4.21). En fait,

o0 <Gt ([ elois). =g,

ot Go(t) = [/ G

En utilisant les pmprzetés de G, Gy et G1, nous pouvons voir que

Gl(t):/t weTP) /G ds = Go(t),

ce qui 1mplique

Gil(t) < Gyl().

Cela montre que l’équation (3.4.21) fournit les meilleures taux de décroissance at-

tendues dans le cadre de Uhypothése trés générale (3.1.3).

Théoréme 3.4.7. Soit (ug,u1) € V x L*(Q) donné. Supposons que (G1) — (G3)
sotent satisfaites et que hy soit non linéaire. Alors il existe des constantes stricte-
ment positives cs, cy, ka, k3 et €5 telles que la solution de (3.1.1) satisfait, pour tout
t >t
t
B(t) < H' <03/ &(s)ds + 04) , st G est linéaire
t1

1

ou Hy(t ftH()

ds.

ks

(t—t1) fttl &(s)ds

Et) <ks(t—t)W," ( ) , 81 G est non linéaire ,
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1 — 1\l
ou Hy(t) =tH' (eit), et Wa(t) = tW' (eat) avec W = (G "4 H 1) :

Démonstration.
Cas 1: @ est linéaire

En multipliant (3.4.23) par £(¢) et en utilisant I’équation (3.4.2), on obtient

010 s-mw@mw+¢w/g@—@/

t1 Q

\Vu(t) — Vu(t)|” deds + c£(t) / h* (uy(t)) dT

I

< —mE@B(D) - B0+ o) [ 1 ule)ar

< CmE(E() — (1) + cE(t)H (1) — cE(H)E ()
< mEMB(E) — eB(1) + e (t)H (1) — cE(0)E'()
< —mEWE() — B (1) + €0 H (),

ce qui donne, comme &(t) est décroissante,

(EF +cE)Y < —m&@)E(t) + c£(t)H 1 (J(1)),Vt > 1. (3.4.35)

Par conséquent, (3.4.35) devient

L) < —mER)E(t) + cE(@)H (I (1), Vt > t, (3.4.36)

ou L :=&F 4 2¢E, qui est clairement équivalent a E. Maintenant, pour €1 < 19 et
cop > 0, en utilisant (3.4.36) et le fait que £’ < 0, H > 0, H” > 0 sur (0,75], on

trouve que la fonctionnelle £, définie par

L1(t) := H' (51 g((é))) L(t)+ coE(2),
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satisfait, pour certains as, ay > 0

azL(t) < E(t) < aala(2), (3.4.37)
et
Ell(t) 260%17” (50%) E(t) + H' <€(\10%> ,C/(t) + C[)El(t)
E(t) E(t)

< —mE(t)H' <6OE(0)) + c&(t)H' (50E(0)> H Y J(t)) + coE'(t). (3.4.38)

Soit H* la conjuguée convexe de H au sens de Young voir ( [9]), alors, comme dans

g((f)))) et B = H~'(J(t)), en utilisant (3.2.8)

3.4.30) et (3.4.31), avec A = H' | &4
( ) et ( ),

et (3.4.7) nous arrivons a

L) < —mBE®H <51E(t))+c£(t)H* (H’ (glE(t) )+c§(t)J(t)+coE’(t)

E(0) E(0)
< —mBEMH (51%) +051§(t)%1{’ (gl%> _CE (1) + o).

Par conséquent, avec un choix approprié de €; et ¢y, nous obtenons, pour tout ¢t > t;

i) < e Eoi (vt ) = —cms (g ). (@439

ou Hy(t) = tH' (e1t). Puisque Hj(t) = H' (e1t) + et H" (e1t), alors, en utilisant
la stricte convexité de H sur (0,rs], nous trouvons que Hj(t), Ho(t) > 0 sur (0,1] .

Ainsi, avec
043,61 (t)
E(0)

Ri(t) =« 0<e<l,

en tenant compte de (3.4.37) et (3.4.39), nous avons

Ry(t) ~ E(t),
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et, pour un certain cg > 0,
R\(t) < —cs{() Ha (Ba(t), Yt =1,
ensuite, une intégration simple donne, pour un certain ¢4 > 0,

t
Rl(t) S Hl_l (03/ g(S)dS + C4> s Vit Z tl,
t1

ou Hy(t) = ftl %{s)d&

Cas 2. ( est non linéaire.

En utilisant (3.3.12), (3.4.2) et (3.4.14), nous obtenons

qli(t

L'(t) < —=mE(t) + c(t — 1) (G) (m

) +cH Y (J(t)) — cE'(t). (3.4.40)

1

Puisque lim;_, ;o r— = 0, il existe ty > t; tel que
— 1 — 1

Combinant cela avec les propriétés strictement croissantes et strictement convexes

< 1 lorsque t > ts.

_ 1
de H, en posant 0 = ; < 1 et en utilisant (3.4.17), nous obtenons

—u

T Iw) < (t—t)H ((t‘]_(tzl)) V> 1,

et, alors, (3.4.40) devient, pour t > t,.

L'(t) < —mE(t)+c(t —t) (G)™ (%) te(t—t)H ((t']_(tzl)) —cE'(t),

Soit Ly (t) = L(t) + cE(t) ~ E, alors (3.4.41) prend la forme

LL(t) < —mE(t) + ¢ (t — 1) (@)~ (#gi@) be(t—t)

|

: <(tj—<tzl)) .
4
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-1

) J(t) I
(t —t2) (1)’ (t—tl)}etw_((G) +(H)™Y)

Soit rg = min {ry, ro}, z(t) = max {

Ainsi, (3.4.42) se réduit a
Ly(t) < —mE(t) + c(t —t) W (x(t)),  Vt=t,

Maintenant, pour £ < 1o et en utilisant (3.4.40) et le fait que E' < 0, W' > 0,

W” > 0 sur (0, r], on trouve que la fonction Ly, définie par

Ly(t) := W' (t Zl : %) Li(t), V>t

satisfait, pour certains as, ag > 0
065L2(t> S E(t) S OZGLQ(t),

et, pour tout t > t,

Soit W* la conjuguée convexe de W au sens de Young (voir [9]) alors, comme
E(t

dans (3.4.30) et (3.4.31), et avec A = W’ e B et B = W™(x(t)), en
t—t; FE(0)

utilisant (3.2.8), on arrive a

Ly(t) < —mE(t)W’ (t Zl : %) et —t)W” (W’ (t iztl ' %))

(e E) 22 By, &2 B
< —mE@t)W (t—t1 m) +C(t—t1)t_t1 ' E(O)W (t—tl ' E(O))
el — 1)), (3.4.43)
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En utilisant (3.4.3) et (3.4.13), on observe que

(t—t1) §(t)x(t)

IN

qI(t) +&(t)J (1)

< ql(t) +£(0)J(2)
< —cE'(t) — cE'(t)
< —cE'(t).

Ainsi, en multipliant (3.4.43) par £(¢) et en utilisant le fait que, €2E((0) < T, Oon
obtient, pour t > t,
/ / €2 E<t) E(t) / €2 E(t) /
L < - ) E()W s = t)- w . —cE'(1).
{0140 < —ms B (2 - T J+eeat o (22 2O e

En utilisant la propriété de décroissance de &, on obtient, pour tout ¢ > t,

(E(t) Lz + cBY (t) < —me(t) B(O)W (t = %)mw%w (: . %) |

Par conséquent, en posant Lz := {(t)Ls + cE ~ E, on obtient

Ly(t) < —me() E(OW' (tiztl %) emt ) g((é))w,( & E(t)) |

Cela donne, pour un choix approprié de s,

Li(t) < —ke(t) (%) W (t Zl %) V>,

ou

/ €2 E(t) /
k (W) W (t e m) €(t) < —L4(t), Vit >t (3.4.44)
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une intégration de (3.4.44) donne

/t: g (gggi) W’ (3 Zl ' ggg;) §(s)ds < — /; Liy(s)ds < Ls () .

En utilisant le fait que W/, W” > 0 et la propriété de décroissance de F, on déduit

22 EWY i croissante et Squent
C — est croissante et, ar consequent,
t—t, E(0) P q

que l'application ¢t — E(t)W’ (

nous avons

(ew) (25 5w) [ o

IN

[r(E)w (52 H) e
< Lelt). (3.4.45)

1
En multipliant chaque membre de (3.4.45) par ; , IOUS avons

—u

k(wi{g%QWﬂQ—h é)/g i ,wz@. (3.4.46)

Ensuite, nous posons Wy(t) = tW’ (eat) qui est strictement croissante, alors nous

(t)
kW,
(t—t1 0)

Enfin, pour deux constantes positives ky et k3, nous obtenons

obtenons,

. Vit > 1. (3.4.47)

B(t) < kg (t —t) Wy! ( ki ) . (3.4.48)

(t—t1) [, &(s)ds

Cela termine la démonstration.
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3.5 Résultats Numériques

Dans cette section, nous réalisons quelques expériences numériques pour illustrer
les résultats théoriques des Théoremes 3.4.5 et 3.4.7. A cette fin, nous discrétisons le
systeme (3.1.1) en utilisant une méthode des différences finies (MDF) a la fois dans
le temps et dans I'espace. En considérant un domaine rectanglaire dans R?, donc
on exprime le domaine espace-temps comme suit : [0, L,] % [0, L,] x [0,T] = [0, 2] x
[0, 1] x [0, 50]. L’intervalle spatial (0,2) est divisé en 20 sous-intervalles et I'intervalle
spatial (0, 1) est divisé en 10 sous-intervalles tandis que 'intervalle temporel (0, 50)
est divisé en 700 sous-intervalles, avec h(u;) = uy, v =2 et g(t) = e,

La condition aux limites du probleme (3.1.1) est donnée, en utilisant les condi-

tions initiales suivantes : u(z,y,0) = sin(wz)sin(my); (u(z,y,0) = 0.

4 u(x=0,2;y=0.,4) 1 u(x=0,4; y=0,8)
0.5 ‘ 0.5
1
“° ko o
-0.5 -0.5
1 -1
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
le temps t le temps t
; u(x=0,6;y=1,2) 1 u(x=0,8,y=1,6)
| l
0.5 ‘ 0.5
0 l'MWW i 0 \flb\l‘fﬁﬂ“*ﬂrﬂ: v -
-0.5 U -0.5
1 -1
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
le temps t le temps t

FIGURE 3.1 — La solution du systeme pour différents points du plan

100



Chapitre 3

20

16 b

L energie du systéme

0 5 10 15 20
le temps t

FIGURE 3.2 — L’energie du systeme

u(x,y,10) u(x,y,20)

0.5 0.5 0.5 0.5
0 o0 0 o

u(x,y,30) u(x,y,40)

0.5 0.5 0.5 0.5

FI1GURE 3.3 — La solution du systeme pour différents instants
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Résultat général de décroissance
pour une équation
d’Euler-Bernoulli viscoélastique
avec une source logarithmique et

un controle frontiere de type

feedback

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons 1’équation suivante pour une plaque viscoélastique
(4.1.1) avec une source non linéaire de type logarithmique et une dessipation de type

feedback non linéaire sur une partie de la frontiere :
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uy + A%y — fgg(t — 5)A%u(s)ds + h(uy) = [u["?uln|u|, dans Q x (0,0),

ou
u:%zo, sur I'g x (0, 00),
Biu — By (fotg(t — s)u(s)ds> =0, sur I'1 x (0, 00),

—Bou + P (fotg(t — s)u(s)ds> + |2y = |ulPu, sur 'y x (0, 00),

u(z,0) = ug(x); ur(z,0) = uy (), x €,

(4.1.1)
ol 2 est un domaine borné de R? avec une frontiere réguliere 0Q = I'o U ;. Ici, [y
et I'y sont fermées et disjointes, avec meas(I'y) > 0, et n = (v1,1) est la normale
unitaire sortante a 02, n = (—1», 1) est la tangente unitaire orientée positivement
sur 082, le terme intégral dans (1.1); est la mémoire responsable de I'amortissement
viscoélastique ou ¢ est une fonction positive appelée la fonction de relaxation, et
h est une fonction spécifique. Nous notons par (1, [ les opérateurs différentiels

suivants :

0A 0B

(4.1.2)

ou
2 2 2 9
Biu = 2119y — ViUyy — VilUyy, Bou = (ul — 1/2) Ugy + V1V2 (Uyy — Ugy)

et u e (O, %) représente le coefficient de Poisson. Ce systeme décrit le déplacement
transversal u = u(x,y,t) d’'une plaque mince vibrante soumise a un amortissement
viscoélastique distribué et un amortissement par friction dépendant du temps a la

frontiere. Nous considérons les hypotheses suivantes.
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(A1) Les constantes m, p et v satisfont
2 <m,p,y<ooavee p(y—4)+~(p—4)>0.

(A2) g : R, — R, est une fonction différentiable telle que

g(0) >0, 1-— /Oog(s)ds =1>0, (4.1.3)

et il existe une fonction positive H € C'(R,) et H est linéaire ou strictement
croissante et strictement convexe de classe C? sur (0,7], 7 < 1, avec H(0) = H'(0) =
0, telle que

g(t) < =€) H(g(t)), Vt>0, (4.1.4)

ou £(t) est une fonction positive décroissante différentiable.
(A3) h : R — R est une fonction C? croissante et il existe des constantes ¢y, ¢ > 0

telles que

als| <[h(s)| < cafs], st [s| =,

h*(s) < H™(sh(s)), si|s|] <.

Nous nous intéressons a un nouveau résultat de décroissance d’énergie pour les solu-
tions du probleme (4.1.1). L’originalité de ce chapitre est d’étendre le résultat dans
le contexte de la viscoélasticité, de la source non linéaire de type logarithmique et
lorsque ’amortissement a la frontiere avec une source est pris en compte.
Ce travail constitue une extension des résultats obtenus dans [6, 18, 56]. La suite
de ce chapitre est organisée comme suit. Dans la Section 2, nous énoncons les hy-
potheses ainsi que le cadre théorique nécessaire a la suite de notre étude. La Section
3 est consacrée a I'énoncé et a la démonstration de plusieurs lemmes techniques qui

interviennent tout au long du développement. Enfin, la démonstration du résultat
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principal est présentée dans la Section 4.

4.2 Préliminaires

Nous utilisons les espaces de Lebesgue et de Sobolev standard avec leurs produits
scalaires et normes habituels. Tout au long de ce chapitre, ¢ est utilisé pour désigner
une constante positive générique, on définie également

_ Ow

— 2 . -
W—{wEH(Q).w—ay

=0 sur FO}.

Nous avons d’abord l'injection : W < L7 (Q) pour 2 < ¢, et L" (Q2) — L9 (Q2), pour
g < r.Soit C; > 0 la méme constante optimale de I'injection de Sobolev qui satisfait

les inégalités suivantes :
lull, < CqlIVully et Jlull, < Cqlull, (4.2.1)

et nous utilisons I'injection de trace-Sobolev : W < L* (T'y), 1 < k. Dans ce cas, la

constante d’inclusion est notée par By, c¢’est-a-dire

Définissons la forme bilinéaire af(.,.) comme suit
a(u,v) = / {UgaVsg + UyyUyy + 11 (UggVyy + UyyVss) + 2(1 — 1) Ugy sy } dady,
Q

et, comme meas 'y > 0, nous savons que y/a(u,u) est une norme équivalente sur
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W ; c’est-a-dire, pour certaines constantes positives a et f3,

ainsl
a | Vu [3< a(u, u), (4.2.4)
I'inégalité de Young donne, pour tout € > 0,

a(u, v) < calu, u) + %a(v,v). (4.2.5)

De plus, mentionnons l'identité utile suivante, voir [34],

/Q (A%u) vdz = au,v) + /F {(@u) v — (Bu) g—:;} dr. (4.2.6)

Remarque 4.2.1. L’hypothése (A3) implique que sh(s) > 0, pour tout s # 0.

Remarque 4.2.2. Si H est une fonction strictement croissante et strictement
conveze C? sur (0,r], avec H(0) = H'(0) = 0, alors elle a une extension H, qui
est une fonction strictement croissante et strictement convere C* sur (0,00). Par
exemple, si H (r) = a, H' (r) = b, H" (r) = ¢, nous pouvons définir H, pour t > r,

par
€2 € 2
H(t)zét +(b—cr)t+<a+ér —br).

Maintenant, introduisons les fonctionnelles suivantes :

106



Chapitre 4

J(t) = % (1—/; (s)ds ) a(u, u ——/ iz, ) In u(z, £)] dz — = ||u||pF1
E(t) = E(u(t),w(t)) = J(t) + 5 || wi(t) [|5 + ;(9 ou)(t) + —2 [ull7, (4.2.7)
() = I (ut :( /Og ds)auu /|ummn|u(x D da,

1) = Btute) = (1= [ 6)ds ) alwr) = gy,

ou

t
(o) = [ gt = SJa(u(t) - u(s).utt) - u(s))ds.
0
et E(t) représente la fonctionnelle énergie.

Lemme 4.2.3. Supposons que (A1) et (A2) soient vérifiées, en utilisant la Remarque
4.2.1 et soit (ug,uy) € HH(Q)NW x W donné. Siu est la solution de (4.1.1), alors

la fonctionnelle E satisfait
/ 1 / 1 m
E(0) = 5o o w)(t) - 39atuw) — [ wlb(u(®)de ~ Julfp, <0, (1428)
Q

pour presque tout t € [0,T].

Démonstration. En multipliant ’équation différentielle dans (4.1.1) par u; et
en intégrant sur {2, en utilisant I'intégration par parties et (A2), nous obtenons
(4.2.8) pour toute solution réguliere. Cela reste valide pour les solutions faibles par

un simple argument de densité. Voir [12,44,45] pour des calculs détaillés.

Lemme 4.2.4 (Lemme 2.1 Dans [29]). Pour chaque 1 > 0, on a

— T
|In 7| <—p0urO<T<1 et0<ln7<—p0ur7>1.
e ef
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Lemme 4.2.5. Supposons que (A1) et (A2) soient vérifiées, et (ug,u;) € H*(2) N
W x W, telles que

max(aq, ag) < 1, (4.2.9)
ol
coth g2
o = ( il E(anm)) ;
aekl \al(p(y —4) +v(p —4))
p—2
Br dpry =
p
— _r F
Y (axm —4)+1(p— 1) (“0’“”) |
et
Il(U()) > 0, IQ(U()) > 0, (4210)

alors I (u(t)) > 0 et Iy(u(t)) >0 Vit > 0.

Démonstration. Puisque I;(ug) > 0 et Io(ug) > 0, alors il existe (par conti-

nuité) 7,,, < T tel que
Li(u(t)) >0, Iy(u(t)) >0, Vte|0,T,];
ce qui donne

50 =3 (1= [ otopas) w2 [ fute 0 wfute, ) e = T,

2
— (% _ % - 21?) <1 - /Otg(s)ds> a(u,u) + %[1(75) + %12(75)
S Pl = 4)4;7(19 — 4) (1 B Otg(s)ds) o(u, ). (4.2.11)
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En utilisant (A1), (A2), (4.2.8) et (4.2.11), nous avons facilement

la(u, 1) < (1 _ /0 tg(s)ds) a(u, )

dpry 4pry
S = +-0" Vs —p W
Ay Elug,w1), ¥t e€[0,Ty). (4.2.12)

S19(7—4)+7(p—4)

Nous exploitons ensuite (A1), (A2), (4.2.1), (4.2.4), (4.2.9) et (4.2.12) pour obtenir,

Vt € [0,T,,], nous choisissons k > 0 avec
2<y+k<oo,

et en utilisant le Lemme 4.2.4, nous obtenons

1

ek Jju =1

1 k
Lyt

ac«’H—k -
E ()2 1 ()

acl || Vu(t) |5< laya(u, u) (4.2.13)

<1 - /O t g(s)d5> a(u, ).

lu(z, )| da

/|u(x,t)|71n|u(x,t)|da: <
Q

IN

IN

IN

A

Par conséquent,

L) = (1 _ /Otg(s)ds) a(u, 1) — /Q e, ) In [u(z, )] dz > 0,
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et en utilisant (A1), (A2), (4.2.2), (4.2.4), (4.2.9) et (4.2.12), nous obtenons,

aBP _
lu() II7, , < By Il Vu®) [5< —= [ Vu(®) [57° 1] Vu(®) [;
< aal || Vu(t) |3< laga(u, u) (4.2.14)

< (1 —/Otg(s)ds) o, ).

Par conséquent,

1) = (1= [ a9 atuc= 1 te) I, 0

pour tout t € [0,7,,]. En répétant cette procédure, et en utilisant le fait que

Cly Apy Ea
li E(u(t), u,(t < 1
=t ek (ozl(p(fy — D)+ —ay) Dl ))) Sas s
et
p—2

. Bp dpry
R O e e A CCRL)) IR

T,, est prolongé a T

Nous terminons cette section en énongant le théoreme d’existence d’une solution
globale, dont la démonstration peut étre établie en combinant les arguments de [6,12]

et en utilisant le Lemme 4.2.5.

Théoréme 4.2.6. Supposons que les conditions (Al) et (A2) soient vérifiées. Soit
(ug,u1) € HYQ)NW x W donné, et que (4.2.9) et (4.2.10) soient satisfaites.

Alors le probléeme (4.1.1) admet une solution globale unique

u€ L® (Ry; H(Q) N W) nWh (Ry; W) N W (Ry; L*(Q2)) .
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4.3 Lemmes techniques

Dans cette section, nous établissons plusieurs lemmes techniques.

Lemme 4.3.1. Sous les conditions du lemme 4.2.5, nous obtenons, pour toute

constante k > 2, [inégalité suivante :

[Fu(hlls < Co® Va3, Ve >0, (4.3.1)

dpry
al(p(y —4) +~(p —4))

Démonstration. En utilisant (4.2.4), (4.2.12) et le lemme 4.2.5, nous obtenons

ou Cy = E(ug,uy).

dpry
(p(y —4) +v(p—4))

o[ Vu(t)|3 < alu,u) < l E(ug,uy), Vt>0,

puis,

IVu@)ll; < IVu@)ll; Va3

k=2

dpy oz 2
)>E(u0,u1)) |IVu(t)|;, ¥t>0.

= (al(p(v—él) 4

Lemme 4.3.2. [l existe des constantes positives d et ty telles que

g(t) < —dg(t), Vtel[0,t]. (4.3.2)

Démonstration. En utilisant (A2), nous déduisons que lim; 1 g(t) = 0.

Ainsi, il existe t; > 0 assez grand tel que

g(t) =r,
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et

g(t) <r, Vt=>t. (4.3.3)

Comme g et £ sont des fonctions continues positives et décroissantes, et H est une

fonction continue positive, alors, pour tout ¢ € [0, ¢1],
0 <g(t) <g(t) < g(0),

0 <&(t) < &) <&(0),

ce qui implique qu’il existe deux constantes positives a et b telles que
a < {(t)H(g(t) < 0.

Par conséquent, pour tout ¢ € [0, ],

a

g(t) < =¢)H(g(t) < —mg(o) < —mg(t)-

Lemme 4.3.3. Sous les hypotheses (A1)-(A3) et u(t) solution de (4.1.1), la fonc-

tionnelle 1y définie par

Py(t) ::/Quutda:,

satisfait [’estimation

Pi(t) < —éa(u,u)+/Qufdx—f—cgou—f—c/ﬁh2 (ug) dl’

p,I'1

—1
- / fue, ) W fue, )| de + |lull, + =—=C(0) |willr, . (4.34)
Q
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Démonstration. Des calculs directs, en utilisant (4.1.1), donnent

(1) :/Qufd:v—/QUAQudij/Qu/Otg(t—S)AQU(s)dsd:B
—l—/ﬂ|u(m,t)|71n|u(x,t)|d:c—/Quh(ut)dx

_ /Q Wd /Q uAudz + /0 ot —s) /Q u [A%(s) — Au(t)] dads

v t9(s)ds> [ uttutas+ [ a0 fute, ) do
- /Q wh(uy)dz.

Ensuite, par (4.2.5) — (4.2.6), (4.1.1)5_4, ( A1) — (A3), et le théoreme de trace, nous

obtenons

W (t) = /Q wlda — (1 - /0 tg(s)ds) a(u, u) + /O tg(t— s)a(u(s) — u(t), u(t))ds

+/ |u(:v,t)|”’ln|u(:z,t)|da:—/uh(u,g)dasjt||u||z,Fl —/ | ™2 uydl
Q Iy

(4.3.5)

Nous estimons maintenant le dernier terme du membre droit de (4.3.5). En uti-

lisant I'inégalité de Young et une technique similaire a celle de (4.2.14), nous avons

m, Iy

— dl' <— —-C
e <2l + )

o m—1 m
gglaoa(u, u) + TC(U) HUth,n )

ou
m—2

2

_ By ( 4py

T \al(p(y = 4) +A(p — 4))E(u0’ ul))
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Ainsi,

t
1
¢Il < / ufdyc - la(ua u) + <€/ g(s)ds + %lOéo) a(u, U) + 4—€g oUu
Q 0

+c€/ w?dx + i/ h? (ut)dx+/ lu(z, t)|" In|u(x,t)| dzx
Q de Jo Q
m—1 m
Flul e, + ")l
1

g/gufdx —la(u,u) + (6 + %la0> a(u,u) + A + ce|u|§{2(9)

+ = R (ug) do + / lu(z, t)|" In|u(z, t)| dx

4e QO Q

m—1 m
+lullp, + T—=C () el

En utilisant (4.2.3) et en choisissant € et o assez petits nous obtenons (4.3.4).

Lemme 4.3.4. Sous les hypothéses (A1)-(A3) et u(t) est solution de (4.1.1), la

fonctionnelle vy définie par

lt) = = [ [ gtt = )(ate) — u(s)ds.

satisfait ’estimation

(5 3 t
() < (— (Cow + BN 0w?) +5) o, ) — ( / g(s)ds — g) / 2z
aQ 0 Q

o(m—1
+Ce590u— ig’ ou+ c/ h? (uy) dT + M(l =) [ ue [, (4.3.6)
ac r, m
pour tout 0 < ¢ < 1, avec
OV tms 2 OV 2
Cpy = | =2} —2 70 4 | 20l ) (o2t (4.3.7)
efi3 efls ’
Apy

o 00:

al(p(y —4) +~(p — 4))E(u0’ ).
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Démonstration. En exploitant les équations (4.1.1), en intégrant par parties,

(4.2.6), et en effectuant quelques manipulations, nous obtenons

Gt) = / g(t — )a(u(t) - u(s), u(t))ds

— [ ot =10 (w0 - o). [ ate = )utas ) as
= [t ([ ate = o)) u(s)as ) d
# [ ([ ot =)0 atsyis) o

= [tz ( [ ot w0 = utopas ) ar
bt ([ ot 0 = utspas ) ar

—/Qut /Otg'(t—s)(u(t) — u(s))dsdz — (/Otg(s)ds) /Qufdx.

Ensuite, nous utilisons (4.1.3) et (4.2.5) pour obtenir

/0 gt — S)a(u(t) — u(s), u(t))ds

t 1 1
(/0 g(s)ds) a(u, u) + 20U < %a(u, u) + 529° W

_ /Otg(t s (u(t) —u(s), /Otg(t _ s)u(s)ds) ds

:/0 gt — 5)/0 g(t — s)a(u(t) —u(s), u(t) — u(s))dsds

— ([ stas) [ ot spatute) — uts) uteas

1
< (1+—)gou+§a(u,u).

<

DO M

et

2e 2
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En utilisant I'inégalité de Young, pour 0 < § < 1,

[ ot or ™ utnfute 0] [ glt = s)(u(t) — u(s)dsds
< 5/9 (|u(:1c,t)|7_1 In |u(x,t)|)2dx + % g /0 g(t — s)(u(t) —u(s))ds| duz.

En utilisant la méme notation que dans [30], posons
Q3 ={x e Q:|ulz,t)] <1} et Qy ={x € Q: |u(z,t)] > 1}.

Comme 2 < 2(y—1) < 00, il existe uz > 0 et g > 0 tels que 2 < 2(y—1— pu3) < 0o
et 2 < 2(y — 1+ py) < 00, respectivement. En utilisant le Lemme 4.2.4, (4.2.1),le
lemme 4.3.1, (4.2.4) et (4.3.7), nous obtenons

/Q(yu(x,t)w—llnyu(x,t)|)2dx

12 oy 1)’ _
<—> u(z, )20 D78 gy 4 (—) u(z, t) 2O g
Q3 QS

eus CHa
Ch—1l—ms 2 Y Hhh ?
< <¥) <c>+<¥) (Cop = | [ Tu(t)
eus €l
C
< ﬂoz(u,u).

«

En utilisant I'inégalité de Holder et (4.2.3), nous obtenons
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g(t — s)(u(t) —u(s))ds| dx

/Q Ot 2
< [| [ Vo= oo sttt - uspas
(/ ds)// (t— ) $)[2dsdz

<c / ot — $)|u(t) — u(s) 2 ey ds

SEgou. (4.3.8)
a

dx

De méme, en utilisant (4.2.3), (4.3.8) et 'inégalité de Young, on obtient

[t ([ ate=s)0ato) - uyas) as
gc/Qh2 (ulf/)dx—l—/Q t

/0 g(t — s)(u(t) —u(s))ds| dx
gc/ h? (ug) dx + ggou.

En exploitant 'inégalité de Holder, l'inégalité de Young, (4.2.3) et (4.2.14), on
obtient

/Fl e (/otg@_ s)(ult) — u(s))ds )dP
/t - (/ ’w\mdl“)mm (/ u(t) ‘mdr) s

d(m —1)

<D e, + SO -0 ([ ot \dr) s
<=0 g, C(‘f; [ tt=5) ut0) = ) 50 s
<Dy g, + SO g o w
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dpry

\ al(p(y —4) +v(p — 4))
A partir de (4.2.4), (4.2.14), (4.3.8) et de I'inégalité de Young, on peut estimer le

ol C() = E(Uo,ul).

cinquieme et le septieme terme comme suit,

. /F P2 (/Otg(t — ) (ult) — u(s))ds> dr

/0 g(t - 5)(u(t) — u(s))ds

2

2(p—1
<0l u 5070 5, iy

L
45 Jr
2

2(p—1 2(p—1
SCSBQ((;DA)) | Vu ||2(p - dl’

i) | ot =) = uts)yas

<oC 2By || Vu |13 +

0 _
SEC”p_QBQ((g_ll))a(u, u) +

—gou

(5

C

ad

_/Q“t /Otg’(t—s)(u(t)—u(s))dsdx

Ss/ﬂ 2dx + i g’(t — s)(u(t) — u(s))ds

Ss/ﬂ dx+4—</ ds)// (t — $)|u(t) — u(s)[dsdz

c
<e [ wldr — —g ou.
Q aE

En combinant toutes les estimations ci-dessus, 'affirmation du Lemme 4.3.4 est

gou,

et

2
dx

prouvée.

Définissons

I(t) := —/ g (s)a(u(t) —u(t — s),u(t) —u(t — s))ds < —cE'(t). (4.3.9)

t1

Lemme 4.3.5. Sous les hypothéses et (Al) — (A3), nous avons les estimations
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suivantes
t —u(t —s),u(t) —ult — s))ds (t—t) g —qI(t)
[ sttt = ate = ) = ute = i < S (B ) o

ot q € (0,1) et H est une extension de H telle que H soit strictement croissante et

strictement convexe, une fonction C* sur (0,00); voir Remarque 4.2.2.

Démonstration. Nous définissons la quantité suivante

At = L/ a(u(t) — u(t — ), ut) — u(t — 5))ds,

(t - tl) t1

puis en utilisant (4.2.7) et (4.2.8), nous voyons facilement que,
A(t) < cqE(0),
puis en choisissant ¢ € (0, 1) suffisamment petit pour que, pour tout ¢ > t;
Alt) < 1. (4.3.11)
Etant donné que H est strictement convexe sur (0,7] et H(0) = 0, alors
H(02) <60H(z), 0<6<1letze(0,r]. (4.3.12)

Lutilisation de (4.1.4), (4.3.11), (4.3.12) et en utilisant l'inégalité de Jensen, on

obtient
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10 = i [ 0 (=09 alult) =~ ule = ). u0) - e~ )
> i [ O Ealult)  ale 5100 - ate -~ )
> 00 [ atr (0o atu(t) = u(e = )00 = ute - )
> 080y (o [ shatutt) = ute =), ut0) o = )
-ty (1 / g(s)alult) = u(t = s).ult) — (e = 5))ds

Cela implique que

: (t—t1) - ql(t)
/tl g(s)a(u(t) —u(t —s),u(t) —u(t — s))ds < 7 H (W) '

Lemme 4.3.6. Supposons que (Al) et (A2) sont vérifiées, et supposons que

1
a1+ ag < 57 (4313)

ol ov; et ag sont introduits dans le Lemme 4.2.5.

Alors, il existe des constantes Ny, No, N3, m, ¢ > 0 telles que la fonctionnelle
L(t) = N1E(t) + Nopa(t) + N (),
satisfait, pour tout t > tq,

L'(t) < —mE(t)+c(gou)(t) + c/ h? (u) dT, Yt > t. (4.3.14)

Iy

De plus, E(t) est équivalent a L(t).
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Remarque 4.3.7. La condition (4.3.13) vérifie la condition (4.2.9) du lemme 4.2.5.

Démonstration. Soit g, = fo s)ds > 0 ou t; > 0 a été introduit dans (4.3.3).
En combinant (4.2.8), (4.3.4), (4.3.6) et en prenant 0 = la/8Ny(Croy+B 2(5 11) C'r2),

e =1/ (8N3), nous obtenons, pour tout ¢ > ti,

l
c) < - (N31 - 1) a(u, ) - (N2g1 S N3> [ utas
2 4 8 0

 (NoClg + eNa) (g o u)(0) + (1 e

Ni- _1N2> (¢ o) (1
¢ (N3 + Ny) /F |

h* (uy) dI + Ng/ lu(z, )" In |u(z, )| dz + Ny [[ul]?
Q

al —1
Uik NG R NN
(CE(O)—i-B C/p 2)

— <N1 — Nng; 1C<O') -

L(t) < —mE(t) - (Ngé - % - % (1 - /Otg(s)ds)) alu, u)

(N291 . Ny — %) /Qufdx + (NQCE,(; + cN3 + %) (gou)(t)
+(%N1 )(gou)(t)—i—c(Ng—i-Ns)/Fth(ut)dF
n (N3 - _) / Ju(z, )| In Ju(z, t)|dx+ — w2+ <N3 - E) lully

(- L - —atm 3’1 (1= 0) I,
m 8m(Cr o) +B2(p 1)C/p )

en utilisant (4.2.13) et (4.2.14) nous obtenons
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l
Ll(t) S —mE(t) — (N2g1 - = — N3 — @) / del' + (Ngc&a + CN3 + @> (g e} u)(t)
8 2 )/, 2

—z(Nge—aQ—al)—i——( /(s)> —a1+a2%—a3$>a<u,u)

1 8
+(_NI_Q_§NQ2)(QIOUI)()+C N2+N3/h
I

2
— <N1—N3m_10(0)— al(m ) (1 —l)> e[, -
m m(Cr) + B C”p 2) ’
ol . Y2
v 3
“ =l (al(p(v - f)pz -y e ul))

Selon (4.3.13), nous pouvons choisir N3 suffisamment grand pour que

1 1 m ! m m m
N3<§—042—041>—1—Z<1—/0 g(s)ds>+7a1+oz2;—a3¥20,

puis on prend N, suffisamment grand pour que

[ m
Nogi — = — N3 —— >0
291 3 3 5 =
enfin Ny suffisamment grand pour que
1 8c
N, — —=N2>0
R R
et
-1 l 1
N — N Clo)— - al(m p)1 (1-1)>0.
8m(Ce() + BZ(p 1) fels ?)

Ainsi, nous obtenons
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L'(t) < —mE(t) + c(gou)(t) + c/ h? (uy)dl, Vit >t,.

]

D’autre part, nous pouvons choisir N; encore plus grand (si nécessaire) pour que
L(t) ~ E(),
ce qui signifie que, pour certaines constantes a;, as > 0,

wE(t) < L(t) < asE(t).

4.4 Reésultat principal

Théoréme 4.4.1. Sous les conditions du Lemme 4.3.6 et en supposant que (Al) —
(A3) sont vérifices. Alors, il existe des constantes positives c1, ¢, k1, ko, €0, t1 €t to

telles que la solution de (4.1.1) satisfait pour tout t > ty > 11,

E(t) < cie @ Iy teyds, Si H est linéaire (4.4.1)

k1
(t—t1) [ &(s)ds

BE(t) <ky(t—t) H" ( ) . Si H est non linéaire  (4.4.2)
ol Hl(t) =tH’ (€0t).

Démonstration.

Nous considérons la partition suivante de I'y,

Fllz{xerl:‘utfgr}, F12:{$€F11|Ut’>r},
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et utilisons (A3), (4.2.8) et (4.3.2) pour conclure que, pour tout ¢ > t,

/0 1 g(s)a(u(t) —u(t — s),u(t) —u(t — s))ds + /F h? (u;) dT

12

< —C—Ci /O 1 g'(s)a(u(t) —u(t —s),u(t) —u(t — s))ds + C/F12 uih (ug) dT
< —cE'(t). (4.4.3)

Ensuite, prenons F(t) = L(t) + cE(t), qui est clairement équivalent a E(t), et

utilisons (4.3.14) et (4.4.3), pour tout ¢t > t;,

F'(t) < —mE(t) + c/ g(s)a(u(t) —u(t —s),u(t) —u(t — s))ds

t1

+c/ h? (u;) dl, Yt > t. (4.4.4)
INT!

Maintenant, estimons la derniére intégrale dans (4.4.4). Tout d’abord, nous pou-

vons supposer que 7 est suffisamment petit pour que
1 .
sh(s) < 5 min {r,H(r)}, pour tout |s| <r.

Ensuite, avec S(t) défini par

S(t) = Uth (Ut) dF,
Taaf Jry,
(A3) et l'inégalité de Jensen donnent
HYSW) > ¢ [ B (ugh (w))dl > ¢ / B (ug) dT. (4.4.5)
' T

En insérant les estimations (4.3.10), (4.4.5) dans (4.4.4) et en utilisant la Remarque
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4.2.2, nous obtenons

Si H est linéaire :

En multipliant (4.4.6) par £(t), nous obtenons
ERF'(t) < —mE()E(t) + cI(t) + c£(t)S(t), V=t
en utilisant (4.2.8) et (4.3.9), nous obtenons
ERF'(t) < —mE()E(t) — cE'(t) — €M) E'(t), Vt =t
ce qui donne, comme £(t) est décroissante,
(EF + B+ c€E)(t) < —m&(H)E(t), Vt=>t,

par conséquent, en utilisant le fait que (§F + cE + ¢£F) ~ E, nous obtenons

facilement

t
E(t) < ey fn s,

Si H est non linéaire :

1
= 0, il existe t, > t; tel que
-1 —1h

Puisque lim;_, 4 ; < 1 chaque fois que
t > ts.

En combinant cela avec les propriétés strictement croissantes et strictement convexes
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< 1 et en utilisant (4.3.12), nous obtenons

de H, en posant 0 =
t—1

HY(S@H) < (t—t)H ((tS_(tzl)) V>t (4.4.7)

De (4.4.6), (4.4.7) et en utilisant le fait que H ' est strictement croissante, nous

obtenons

F'(t) < —mE(t) +c(t —t)H " ( 0 _q;(?é 0 + (ts_(t;)) , V>t

Maintenant, pour gy < r, en utilisant le fait que E' < 0, H > 0, H" > 0 sur

(0, 7] nous trouvons que la fonctionnelle Fy, définie par

Filt) = (2 ) FO,

satisfait, pour certains by, by > 0,

b1 Fo(t) < E(t) < baFo(t),

et

e E’(t))Hu (ti_otl%) F(t)

126



Chapitre 4

Soit H™ la conjuguée convexe de H au sens de Young (voir [9] ), alors

H(s)=s(H ) \(s)— H [(H'>_1 (s)} , sise (o, 74 (r)] , (4.4.9)

et H™ satisfait I'inégalité de Young généralisée suivante

AB< H'(A)+ H(B), siAe (0, i (7’)} , Be(0,1]. (4.4.10)
o _ (. E(1) g al(®) S5(t) o
Ainsi, avec A= H (60 E(O)) et B=H ((t Z 1) €D + = t1)> et en utilisant

(4.4.8) et (4.4.10), nous arrivons &

Folt) < —mE(t)H’ (t iotl ‘ %) +elt—t)H (Hl <t iotl | %))
» (% N S(t)) | (4.4.11)

Multiplions (4.4.11) par £(t) et en utilisant (4.2.8), (4.3.9) et (4.4.9), nous obte-

nons

t—tl E(0

ol — g0 (1 (2 20 ) ) el + €s)

E
< —mé(t) () H (t_tl 0)*“5 é /<tiot1 %)
—cE(1).

070 < -meEOH (2 20 27

Par conséquent, en posant F; := & - Fy + cE ~ E, nous obtenons

Fi(t) < —mé(t)E(t)H' (t f”tl : %) + e (t) g((ég H (t iotl ' g(%) '
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Cela donne, pour un choix approprié de &,

Fi(t) < —k&(t) (%) H' (t f“tl : %) , V>t

ou

E(t) / €0 E(t) /
((EDY (B B mg iz

une intégration de (4.4.12) donne

/t:k @Eg;) 7 <s iotl ' 58) E(s)ds < — /t: Fl(s)ds < Fi ().

En utilisant les faits que H', H” > 0 et la propriété de décroissance de E,

E(t
nous déduisons que la fonction ¢ — E(t)H’ (% : %) est décroissante et par
—h

conséquent, nous avons pour Vi > to,

(5) (% 50) [
S (B (B

< Fi(ta)- (4.4.13)

1
En multipliant chaque membre de (4.4.13) par ;
— 1t

k (t—1t1 %) H (ti_otl . %) /t2t§(s)ds < tfltl, Vit > t.

Ensuite, nous posons H;(t) = tH’' (got) qui est strictement croissante, alors nous

, NOUS avons

obtenons,
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1 E®)\ [* kq
kH, (t—tl'm) /t 5(s)dszt_t1, Vi >t

Enfin, pour deux constantes positives ki et ks, nous obtenons

E(t) < ky (t — 1) H! ( klt ) OVt > 1,
(t—t1) [, €(s)ds

Cela conclut la démonstration.

Les exemples suivants illustrent nos résultats.

Example 4.4.2. Comme dans [}/, nous donnons des exemples pour illustrer les
taux de décroissance d’énergie donnés par le Théoréeme 4.4.1 :

1. H est linéaire :

Soit g(t) = ae”® ) ot b > 0 et a > 0 est suffisamment petit pour que (4.1.3) soit
satisfaite, alors ¢'(t) = —&(t)H (g(t)) ou H(t) =t et £(t) = b. Par conséquent, nous

pouwvons utiliser (4.4.1) pour déduire qu’il existe des constantes positives k et c telles

que,
E(t) < ke .
2. H est non linéaire :
Soit g(t) = oz Ol a est choisi de maniére a ce que Uhypothése (4.1.3) reste valide.

Alors ¢'(t) = —€(t)H(g(t)) 0w &(t) = b et H(t) = t2, alors H{ *(t) = ct3 ot b est une
constante fize. Nous pouvons utiliser (4.4.2) pour déduire qu’il existe une constante

positive ko telle que,
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Wi

s (ﬁ)

Sckz(b) (t—tz)
(t_t2+t2 _tl)%

< ck ’ |
2(b> (t_t2)§

pour t suffisamment grand tel que t — ty >ty — t1 nous obtenons

E(t) < ck, (%) (2t —ta))3

alors,

wir

ouk—\/_cké(?l) '
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Conclusion générale et

perspectives

Conclusion générale

L’ensemble des travaux présentés dans cette these constitue une contribution
notable a I’étude de la stabilisation de certains problemes d’ondes et de plaques
viscoélastiques. Nous y avons proposé des généralisations et des améliorations de
résultats antérieurs en nous appuyant sur des outils modernes de I’analyse mathématique.

Dans un premier temps, nous avons étudié un systeme d’ondes viscoélastiques
comportant un terme source non linéaire et un terme d’amortissement a mémoire
appliqué sur la frontiere. Sous des conditions initiales appropriées, nous avons établi
un résultat de décroissance générale de 1’énergie, dont le taux est explicitement lié
aux propriétés de la fonction de relaxation g, vérifiant une inéquation différentielle

de la forme :

La démonstration repose sur une méthode d’énergie, principalement fondée sur la
construction d’une fonctionnelle de Lyapunov équivalente a I’énergie. Ce travail pro-
longe les résultats obtenus dans [3,7,9], et a été accepté pour publication dans la

revue Studia Universitatis Babes-Bolyai Mathematica.



Dans le deuxieme chapitre, nous avons analysé le comportement asymptotique
des solutions du systeme précédent, dans le cas ou la fonction de relaxation g satisfait

une condition plus générale de la forme :

g'(t) < =£()G(g(1),

ou G est une fonction strictement croissante et strictement convexe au voisinage
de l'origine. Ce cadre général nous a permis d’étendre les résultats des travaux
précédents, notamment ceux de [3,7-9].

Le troisieme chapitre poursuit cette analyse dans le méme cadre viscoélastique,
en conservant I’hypothese sur la fonction de relaxation, mais en introduisant cette
fois une source non linéaire de type logarithmique. Nous y avons obtenu un nouveau
résultat de décroissance de ’énergie, qui généralise les conclusions de [6].

Dans le dernier chapitre, nous avons abordé un modele de plaque viscoélastique
de type Euler—Bernoulli avec amortissement distribué de type frictionnel, une source
non linéaire logarithmique, ainsi qu'une dissipation non linéaire localisée sur une
partie du bord. Les résultats obtenus étendent plusieurs travaux récents portant sur
des problemes similaires, en particulier ceux de [6, 18, 56].

Ce dernier travail a été publié dans la revue Mediterranean Journal of Mathe-
matics.

Enfin, les résultats théoriques présentés dans les trois premiers chapitres ont été
validés par des simulations numériques effectuées en fin de chaque chapitre. Ces tests
ont permis d’illustrer le comportement asymptotique des solutions et de confirmer

la cohérence entre I'analyse théorique et les observations numériques.
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Perspectives

Ce travail ouvre plusieurs perspectives de recherche. Parmi celles-ci, on peut men-
tionner I’étude du premier chapitre pour le cas ou le parametre p > % et pour lequel
on prévoit, sous certaines conditions, un phénomene de blow-up. De plus, il sera
judicieux de considérer des exemples d’applications pour des cas de fonction de re-
laxations plus générales et une application numérique reste a développer pour le qua-
trieme chapitre.. On pourra aussi considérer des systemes avec source couplés dans
des contextes d’ondes thermo-viscoélastiques ou de plaques thermo-viscoélastiques .
De tels prolongements pourraient enrichir encore notre compréhension des phénomenes

de dissipation en milieux viscoélastiques.
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Résumé: L'objectif principal de cette these est d'étudier la stabilisation des solutions pour certains
probléemes d'ondes viscoélastiques et de plaques viscoélastiques, en particulier I'équation d'Euler-
Bernoulli viscoélastique avec une source non linéaire logarithmique. Nous nous intéressons au
comportement asymptotique des solutions, en particulier & la décroissance des solutions sous des
conditions de contrdle de type mémoire appliquées a la frontiere. La méthode utilisée repose sur
I'analyse des multiplicateurs et des propriétés des fonctions convexes, permettant d'obtenir des
résultats généraux de décroissance des solutions. Ces résultats fournissent une compréhension
approfondie des phénomeénes de stabilisation pour ces problémes viscoélastiques et ouvrent de
nouvelles perspectives pour leur analyse dans un domaine borné.

Mots-clés: Stabilisation, équation d'Euler-Bernoulli viscoélastique, source logarithmique, contréle de
type mémoire, décroissance, multiplicateurs, fonctions convexes, stabilisation des plagues
viscoélastiques.

Abstract: The main objective of this thesis is to study the stabilization of solutions for certain
viscoelastic wave and plate problems, particularly the viscoelastic Euler-Bernoulli equation with a
logarithmic nonlinear source. We focus on the asymptotic behavior of the solutions, specifically the
decay of solutions under boundary control conditions of memory type. The method used relies on
the analysis of multipliers and the properties of convex functions, leading to general decay results
for the solutions. These results provide a deeper understanding of the stabilization phenomena for
these viscoelastic problems and open new perspectives for their analysis in a bounded domain.

keywords: viscoelastic Euler-Bernoulli equation, logarithmic source, memory-type boundary
control, decay, multipliers, convex functions, stabilization of viscoelastic plates.
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