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في نمذجة  دورا يلعب حيث ة،عام الاقتصاد علم فروع أبرز من  القياس ي الاقتصادييعتبر 

يات الرياضعلى  خلال استنادهمن  ،الظواهر الاقتصادية وقياس العلاقات بين المتغيرات الاقتصادية

فهو علم تتكامل فيه الرياضيات مع الاحصاء  الاقتصادية، العلاقات لتقدير الإحصائية الأساليبو 

 النظريات واختبارفهما حقيقيا وكميا الظواهر الاقتصادية المعقدة  لفهموالنظرية الاقتصادية 

 القياس ي للاقتصاد ا شيوع الأكثر والتطبيق .الأعمال ورجال الحكومة سياسة وتنفيذ وتقييم الاقتصادية،

وازدادت أهميته مع ازدياد حجم البيانات الاقتصادية  ،المهمة الكلية الاقتصادية بالمتغيرات التنبؤ هو

 المتاحة وتطور التقنيات الإحصائية.

ويمكن تقسيم الاقتصاد القياس ي إلى فرعين رئيسيين هما الاقتصاد القياس ي النظري والاقتصاد 

تقييم كزية، و كتحديد سعر الفائدة في البنوك المر  ه، كما تتعدد مجالات استخدامالقياس ي التطبيقي

البرامج الاجتماعية، والتوقع بالطلب على السلع والخدمات، لذا يعد أداة قوية وهامة لفهم الاقتصاد 

 وتحليله كميا، ويساعد في اتخاذ القرارات في جميع المستويات.

ة موجهة لطلب هذا المقياس،وعليه نقدم هذه المطبوعة التي تحتوي على محاضرات وفقا لمقرر 

 سنة أولى ماستر مالية وتجارة دولية بصفة خاصة وكل الطلبة الذين يدرسون مقياس الاقتصاد القياس ي.

صاد الاقتالإطار النظري فصول، حيث نتطرق في الفصل الأول إلى  ستةإذ تحتوي هذه المطبوعة على 

خطي البسيط، أما الفصل الثالث فيخصص إلى الانحدار التحليل  القياس ي، ثم الفصل الثاني نتناول 

 يركز على مشاكل الاقتصاد القياس ي، على أن يكون الانحدار الخطي المتعدد، في حين الفصل الرابع تحليل 

 .، والفصل السادس يدرس النماذج المتباطئة زمنيا غير الخطيةالفصل الخامس حول النماذج 

ففي الوقت الذي نقدم فيه هذا العمل المتواضع للقارئ الكريم، فإننا نأمل أن يساهم في الالمام 

  والفهم الجيد لهذه المادة، ونستسمح من القارئ الكريم عن أي نقص يشوب هذا العمل.
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 تمهيد:

لقد احتل استتتتتتتتتتتتتتادام ا ستتتتتتتتتتتتتقلاس العلااا  اقتا تق ا ها ااقو ال  اق  ال    ت تتتتتتتتتتتتتلا  ق ال  ات   

القاقستتتتتتتاا ال   لتتتتتتتتلاق اقلتلكال خالقاقو العت  لك  ات  الااتصتتتتتتتقى ا  الااتصتتتتتتتقى ا خص ا ا اذ ال لاق  

خ لد د المتغيرا  ال    لعلاهق خ فتتتتتتتتتت تقح  لاق هتتتتتتتتتتلاق افهلاهق خيتتتتتتتتت خ ستتتتتتتتتك  هق الااتصتتتتتتتتتقى  خ      ا اق  

الق ارا  اأف ل الط ق خأتجع التبلح س اء ا فض الف خض المتتلادة    ال   يا الااتصقى ا أخ اب لهق 

   ا ق   تتقبكاا. خاستادا هق ها

 :وأهدافه وعلاقته بالفروع الأخرى من العلوم الاقتصاد القياس يتعريف -1

خأتدافه خص اته  اقلااتصتتتتتتتتتقى القاق تتتتتتتتت  ستتتتتتتتت لقخإ التط ق م ا  فقتا  خ بقىخ أستتتتتتتتتقستتتتتتتتتاا اق تتتتتتتتتا  

 اقلف خع ا ا ى    ال ك م.

 :الاقتصاد القياس يتعريف -1-1

القاتتتقو ها الااتصتتتتتتتتتتتتتتتقى أ  القاتتتقو  econometrics قصتتتتتتتتتتتتتتتد الاصتتتتتتتتتتتتتط   الااتصتتتتتتتتتتتتتتتقى القاتتتق تتتتتتتتتتتتت   

 قصتتتتتتتد غ ق المتغيرا  الااتصتتتتتتتقى ا خال  اق  فالاق  econoالااتصتتتتتتتقى  خيتا م    أكلاتيم أ تتتتتتتكهق م  يق  

 فت ن  القاقو الا نى ااقو ال  اق  الااتصقى ا. metricsاا  ق أ ق أكلاا 

العتتتقو خالبتتقحفيم فا  ى ص ا أتتته أحتتد خلقتتد ل تتدى  الت تتقري  ال   اتتد تتلا لكقاتتقو الااتصتتتتتتتتتتتتتتقى  ات تتدى 

ف خع الم  فتا الت   هتتتتتتتتتتتتتتلاق اقاتقو ال  اتق  الااتصتتتتتتتتتتتتتقى تا    خااع الباتقتتق  الف كاتا غ تدى ااتبتقر  تدى 

صتتتتتها ت لا ال  اق  ال    قد هق ال   يا الااتصتتتتتقى ا أخ اصتتتتتد  فتتتتتتيرتق أخ ل ستتتتت    ض التتتتتتاقستتتتتق  أخ 

"ف ع    ف خع صك  الااتصتتتتتتتتتتتتتقى   ت  اقلقاقو   لك اأتهلكتنبؤ اب ض المتغيرا  الااتصتتتتتتتتتتتتتقى ا.  لاق ه  ى  

" أم القاقو الااتصتتتتتتتقى   A.S Gldbergeخالتقد   المادان  لك  اق  الااتصتتتتتتتقى ا"ح  لاق ص فه البقح  

هتتتتتتتتتتتتادم أىخا  ال   يا الااتصتتتتتتتتتتقى ا خال يقاتتتتتتتتتتاق  خا حصتتتتتتتتتتقء لتلكال ال  ات  الااتصتتتتتتتتتتقى ا "ح خص فه 

اتصتتتتتتتتتتتقى  ف ع    ف خع صك  الااتصتتتتتتتتتتتقى هتتتتتتتتتتتتتادم التلكال العت  صصتتتتتتتتتتتقم صنين يتتتتتتتتتتت ي  اأم" القاقو الا

لك  ات  الااتصتتقى ا ال اا اا المبن  ص ا أستتقو التلاقستتك ايم ال   يا خالممتتقتدة  تا ا ها  لك أستتقلاس 

 استق اء   ئلاا". 

خ   جلاكا الت قري  المقد ا أص لا  لاع  الق إ اأم القاقو الااتصتتتتتتتتتتتتقى  أستتتتتتتتتتتتك و    أستتتتتتتتتتتتقلاس التلكال 

اتصتتتتتتقى    ت  اقلتقد   العت  لك  اق  ايم المتغيرا  الااتصتتتتتتقى ا  اقلاستتتتتتلا قى م ا ال   يا الااتصتتتتتتقى ا الا

ال    لدى الممتتتتتتتتتاكا الم اى ىراستتتتتتتتت  قح خ ت  المتغيرا  الااتصتتتتتتتتتقى ا خالاجتلاقصاا المؤ  ة ف  قح  لاق هتتتتتتتتتتلا د م ا 

 ك  يتتتتتتتتتال   قىلا  خأايرا هتتتتتتتتتتت يم  الااتصتتتتتتتتتقى ال يقصتتتتتتتتت   ها    تتتتتتتتتا  ال  اق  الققئلاا ايم المتغيرا  ها 

ا حصتتتتتتتتتقء لاستتتتتتتتتتنبقم ا ق ااقو خ قد     قل  الصتتتتتتتتتاا المقلرحاح خااتبقر الف خض خال  تتتتتتتتت إ م ا ال تقئ  

 الدااقا لاست لاقلهق ها التنبؤ أخ    اض أا ى.

اا ئخغ  ا ه د القاقو الااتصتتقى  صك   تاق ل فاه ال   يا الااتصتتقى ا  ع ال يقاتتاق  خا ستتقلاس ا حصتتق

 لتقدم اا  صدى ا لكلاؤي ا  الااتصقى ا الاق  لقق لهق فهلاق حقاقاق خ لااق. 
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خص ا اتتتتتتتتتتتتت ء الت قري  المقد ا ح إ القاقو الااتصتتتتتتتتتتتتتقى   لاع  استتتتتتتتتتتتتتنبقم أت  ا تداى ال   هتتتتتتتتتتتتتت ا م ا 

  لقاقهق ص ا ال ل  التق ا:

 الاقتصاد القياس ي:أهداف -1-2

  م ا اد   ق ها: ت خذ ا تداى ال   هت ا القاقو الااتصقى  

مم    ايم أتداى القاقو الااتصقى  ت  خاع ال   يا الااتصقى ا اختبار النظرية الاقتصادية: -1-2-1

 ا ها جنء  بير    ق ص  اتتتتتتتتتتتتتع الااتبقر خت ا لغ ض ا لامتتتتتتتتتتتتتقى  قدرت ق التفتتتتتتتتتتتتتتير ا لك ااعح حا  لتتتتتتتتتتتتتتلا د 

المفتتتتت ة  الم طق   ق هتتتتتتى اقلف خضالاستتتتتنبقم خال    بدأ    الف خض الم تتتتتطا    هتتتتتتنب  اقلاستتتتتدلاإ 

 ال     قت  م ا ت صيم:

ف خض  فتتتتتتتت ة ستتتتتتتك  اا:    بطا غ دى ال حدا  الااتصتتتتتتتقى ا ال   لتتتتتتتت ا ال  تتتتتتت إ ملاهح خال    لع   -

 سك  هق  فل: افلراض أم تدى المت  كك ت  ل  ا  الم ف ا.

ال قت ة  لل الدراستتتتتتتتتتتتا  فل: ص د  ف خض  فتتتتتتتتتتتتت ة  قادة: ل تلاد ص ا صنإ أ   ال  ا ل ا ا ى المؤ  ة ها -

 لتتد تتد ال  اتتا ايم العلااتتا المطك عتتا    ستتتتتتتتتتتتتك تتا   ا تتا خستتتتتتتتتتتتت  تتتقح  فلرض أم العلااتتا المطك عتتا   اتتدة ص  

 التأ   اقل  ا ل ا ا ى خال   ل تبر ف خاق  قادة. 

   .خعد   الف خض ا  ص  ق  لاع  استنبقم الف ض المفت  لك قت ة  لل البل 

نتتتتتتلا د م ا المفقإ الققئ  ح إ ال  اا ايم العلااا المطك عا خالتتتتتت   ف  د استتتتتتادام خلكلانيد    الت اتتتتتاق 

الافلراض التتتتتتتتتتتتتتك أ  خالمتلافتتتل ها ل  ا  الم ف تتتاح  ع الافلراض المقاتتتد المتلافتتتل ها  بتتتق  ال  ا تتتل المؤ  ة ها 

دفع تالطكس  ير التتتتتت   فمته  لاع  استتتتتتنبقم ف ض  فتتتتتت   ؤىالا أته "أكلاق اتافض ستتتتت   التتتتتتك ا أكلاق ا

المتتتتتتتتتتتتتت  كك تل  ايقىة العلااا المطك عا    ق لي  د      ف ته الاكاا " خي حا ت ق أم ت ا الف ض المفتتتتتتتتتتتتتت  

 لتلال الصتتتت او  لاق  لتلال ا خطأ خت ا ص ا حتتتتتس الافلرااتتتتق  الم تتتتتطا المتتتتتتنبطا    قح خ جل ا هع  

      لعلااا المطك عا خالتص ا  دى صها الف ض المفت   ق م القاقو الااتصقى  اقاقو ال  اا ايم ا

 خااع الباقتق  الف كاا لااتبقر  دى صها ال   يا الااتصقى ا ح ختجد ها ت ا الصدى احتلاقليم :

 اب إ ال   يا م ا  ق  طقاقلا  ع ال ااع. -

 رفض ال   يا م ا  ق   قفلا  ع ال ااع  ع القاقم ات د كهق  صقىة ااتبقرتق    ا جد د. -

ت قك    ه تقد أته اقلمق أم  هلاا القاقو الااتصتتتتتتقى   دخر تفسيييييي ا ظعا الظواهر الاقتصييييييادية: -1-2-2

ح إ ااقو ال  اق  الااتصتتتتتتتتتتتتتقى ا  غ ض ااتبقرتقح فمم ت ا القاقو لا  لاع  أم  ت  ملا ا قء ص ا ت  يا 

ال   يتتتا  ال    قتتتدم ال  اتتتق  ال    لاع  ااتتتقستتتتتتتتتتتتتهتتتق  لاتتتق ه ن  صتتتدم خج ى ااتتتقو اتتتدخم ت  يتتتاح خأم  هلاتتتا

الااتصقى ا  أل  ابل  هلاا القاقو الااتصقى ح خيطكق ص ا  ؤيد  ت ا ال أ  اأصهقو  دال الاستنبقم 

 .أخ  دال القاقو ا   يا

ملا أم ت قك ا جقلا آا    ى   دم اتتتتتتتتتتتتت خرة   ف  ت  يا ح ى  ت  صلاكاا القاقوح فالاع  أم  ت  القاقو    

 ا خيطكق ص ا أصتتتتتتتتتتتهقو ت ا ال أ  اأصتتتتتتتتتتتهقو  دال لتتتتتتتتتتتتتنت  ت  يا جد دة  فتتتتتتتتتتتت  ال  ات  الااتصتتتتتتتتتتتقى
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الاستتتتتتتتتق اء أخ القاقو ادخم ت  ياح     ق م البقح  امستتتتتتتتققم المتغيرا  المتتتتتتتتتتقكا ال   لهق أ    ير       

   .ص ا المتغير التق ع خيبق  ص ا المتغيرا  المتتقكا  ا  ا    الم     

 الاتتققىا   تلافل أتلاهق ها:خلقد ل  ض أصهقو  دال القاقو ادخم ت  يا م ا صدى    

  ف  أستتتك و القاقو ا   يا ال الا ص د القاقو: حا    ف  ال   يا المتغيرا  ال    ت يم جلاع الباقتق   -

 متتتتتتتأع ق خال  اا ال    لتق  م ا القاقوح أ ق فالاق  اذ أستتتتتتتك و  دال القاقو ادخم ت  يا فمم البقح  

ؤ   خها صدى  بير    المتغيرا  المتتقكاح ال   ه تقد أع ق   هتتغ ق خالا خيب إ جهد  بير ها جلاع الباقتق 

ها المتغير التق ع خها ا اير هتتتتتتتتتتتتتتلاب د المتغيرا   ا  ا     ير ا ج ت   ختتتتتتتتتتتتتتتلابق  ص ا المتغيرا   ا  ا    

 ا ج ت  .

 لاتتق أم صلاكاتتا القاتتقو ا حصتتتتتتتتتتتتتتق   اتتد  ؤى  م ا تتتتقئ  لاتتتتتتتتتتتتتتتلا لهتتق أ   تتدل إح ف ج ى ار بتتقم ا   ايم  -

 تغير   لا ه ن  اقل تتتتتتتتتتتتت خرة أم التغير ها أحدتق أقم ستتتتتتتتتتتتت بق ها التغير ها ا ا ح حا   لاع  أم  ا م ت قك 

ار فتتقع ها  تغير   لال لهلاتتق أ  ص اتتا ستتتتتتتتتتتتتب اتتا خ   ال تتقحاتتا ا حصتتتتتتتتتتتتتتقئاتتا  تتد ا   تتق تتل الار بتتقم أم ت تتقك 

را  ال  اتتتتتا ايم المتغيار بتتتتتقم ا   ايم المتغير  ح لهتتتتت ا هتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتدتا ا    خج ى ت  يتتتتتا ااتصتتتتتتتتتتتتتتتتتقى تتتتتا  بيم 

 .الااتصقى ا ختتلا د مل  ق ها القاقو

هتتتتتتتتتقت  القاقو الااتصتتتتتتتتقى  ها رستتتتتتتت  التتتتتتتتتاقستتتتتتتتق  خا اق  السييييييييياسييييييييات وات ا  القرارات:  رسيييييييي - 1-2-3

الق ارا  ص  ا يق  لتتد تتد القا  ال الااتتا لم تتق    ال  اتتق  الااتصتتتتتتتتتتتتتتقى تتا ايم المتغيرا  للاتتتتتتتتتتتتتتتقصتتد ص ا 

 الط ق لا اق  الق ارا  الم قسبا س اء ص ا  تت ى المؤستا أخ ا ها  ا.استادام أتجع التبل خأف ل 

ستتتق  هتتتتقت  القاقو الااتصتتتقى  ها خاتتتع التتتتاق المسيييتقبل:بقي  المتغ اات الاقتصيييادية     التنبؤ -1-2-4

   ا إ   فير القا  ال تتتتتدى تتتتتا لم كلاتتتتتق  المتغيرا  الااتصتتتتتتتتتتتتتتتتتقى تتتتتا خالتنبؤ الاتتتتتق ستتتتتتتتتتتتتتا م صكاتتتتته ال تتتتتقت ة 

 تتتتتتتتقب ح للاتتتتتتتقصد ا لك خااتتتتتت ا التتتتتتتاقستتتتتتق  خ تا   الق ارا  اق اق  ا ج اءا  العفاكا الااتصتتتتتتقى ا 

 الا  ا  ا هاقة الااتصقى ا. 

 :بالعلوم الأخرى  الاقتصاد القياس يعلاقة -2

   خ قد ح   ب  الااتصتتتتتتتتتتتتتقى القاق تتتتتتتتتتتتت     دة صك م    أجل ااقو ال  اا المتغيرا  الااتصتتتتتتتتتتتتتقى ا

   قلمهق خيلاع     تق فالاق   ا:

 والنظرية الاقتصادية: الاقتصاد القياس ي-2-1

 ق م ال   يا الااتصتتتتتتتتتتتتتقى ا ادراستتتتتتتتتتتتتا ال  اا ايم المتغيرا  الااتصتتتتتتتتتتتتتقى ا فالاق م ا أقتلا ا ى ا أم 

ا فقل   يخعتقد   ف خض  فتتتتتت ة ح إ ال قت ة  لل الدراستتتتتا ىخم مصطقء ااقو  ت  لك  ااح  حصعتتتتتتاا

الااتصقى ا صبقرة ص   لد دا  أخ ف خض ها  قلباا ا حاقم  ا م خ فااح ف  ا س ال المفقإ   ذ ت  يا 

الااتصتتتتتتتقى ا جن   أم ت قك ص اا صعتتتتتتتتاا ايم ستتتتتتت   التتتتتتتتك ا خالعلااا المطك عا    ق ها  ل  بق  ال  ا ل 

 قل  اافال دى  له لا ال  ااح  له ا  ا ا ىح  ير أع ق لا ل ط  المقاقو العت  ل لكح ال    قال المقدار

 ايم المتغيرا  الااتصقى ا المتت حقة    ال   يا الااتصقى ا  بقى  تألا  ج ىة  ق ل   ت   قد     قلمهق. 
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 الاقتصاد القياس ي والاقتصاد الرياض ي:-2-2

اق ص ا اتتتت  ت  الااتصتتتتقى ال يقصتتتت   امصقىة  تتتتاق ا ال  اا المتتتتتت حقة    ال   يا الااتصتتتتقى ا ريق

 تائا   قىلا  خر  ا ريقااا ادخم ااقو أخ ا ت ا صدى ا لتكك الصاق ق . 

 الاقتصاد القياس ي والاحصاء الاقتصادي:-2-3

ص ا  جلااع الباقتق  ا حصقئاا المت كقا اقلمتغيرا  الااتصقى اح  قتص  ىخر ا حصقء الااتصقى  

غ دى   لكال خااتبقر ت ع ال  اا ايم المتغيرا ص ا  الااتصتتقى القاق تت  خلستتجاكهق خجدخل  ق لتقتصتت   هلاا 

    فا  دى  طقاقا ال تقئ   ع   ط ق ال   يا الااتصقى ا.

 الاقتصاد القياس ي والاحصاء الرياض ي:-2-4

ا حصتتتتتتتتتتقء ال يقصتتتتتتتتتت   ها  جهي  البقح  خ نخيدلا اأىخا   لكاكاا هتتتتتتتتتتتتاد هق لدراستتتتتتتتتتا  خ تلافل  هلاا

ال  اق  ايم المتغيرا  الااتصتتتتتقى ا خعط ق اق تتتتتا لم ق جا أاطقء التقد    لاهادا لاستتتتتتادا هق ها  لقاق 

 أتداى القاقو الااتصقى . 

يتتا الااتصتتتتتتتتتتتتتتقى تتا    اتتا خ اقتتا اتتقل     خ لاتتق ستتتتتتتتتتتتتبق  لاع  الق إ أم الااتصتتتتتتتتتتتتتتقى القاتتق تتتتتتتتتتتتت      ب 

خالااتصتتتتتقى ال يقصتتتتت   خا حصتتتتتقء الااتصتتتتتقى  ا حصتتتتتقء ال يقصتتتتت  ح حا   تاق ل ت لا الف خع    أجل   فير 

لااتصتتقى املا أم أ ق    ت لا الف خع لا ل تبر اد   ص   حاا  صدى ا لم كلاق  المتغيرا  الااتصتتقى ا اتختكفا

 . يقااق  خا سقلاس ا حصقئااصك   تاق ل فاه ال   يا الااتصقى ا  ع الفه   القاق   ح

 ق م ص ا  جلا صا الم احل خا خط ا   لافل   هجاته ها  أم الااتصتتتتتقى القاق تتتتت   فاه لا يتتتتتك خ لاق 

  .ااقو ال  اق  الااتصقى ا ايم المتغيرا  الاق  لقق لهق فهلاق حقاقاق خ لااق

 فروع الاقتصاد القياس ي:-3

قى تلاق الااتصقى القاق    ال     خالااتص  لاع   قتا  الااتصقى القاق    م ا اتلايم أسقسايم

 القاق    التطباق .

 الاقتصاد القياس ي النظري:-3-1

خع الااتصتتتتقى القاق تتتت  ح هتتتتتتادم ا ستتتتقلاس ا حصتتتتقئاا ه تبر الااتصتتتتقى القاق تتتت   ال     أحد ف   

  خال يقاتتتتتتتتتتتتاا لتط ي  ال لاق   ال   ياح خ لك اقيتتتتتتتتتتتتتققق ال لاق   الااتصتتتتتتتتتتتتقى ا    ال   يق  خالف اتتتتتتتتتتتتاق

ي  ص ا ال لاتتتق  ح خاللر الااتصتتتتتتتتتتتتتتتقى تتتا اتج ىةح خالاصتلاتتتقى ص ا الباتتتقتتتتق  خالمتغيرا  الافلرااتتتتتتتتتتتتتاتتتا ها ااتبتتتقر 

 ا ج اتس ال   يا أ ثر.

 الاقتصاد القياس ي التطبيقي:-3-2

ه د الااتصتتقى القاق تت   التطباق  أحد ف خع الااتصتتقى القاق تت  ح   ت  اتطباق ا ستتقلاس القاقستتاا 

ح خ لك اقستتتادام أىخا  الااتصتتقى القاق تت   ال     ال  اق  خال  ات  الااتصتتقى ا ال اا ااها   ق جا 

لدراستتتتا  قت ة ااتصتتتتقى ا  ق  دالا ا تتق ح الاستتتت   كح ...ا قح خت تلاد الااتصتتتتقى القاق تتتت   التطباق  ص ا 

اق  قستتتتتتتتتتتتتبق  خالبر جالباقتق  ال اا اا خالماداتاا ادلا    الافلرااتتتتتتتتتتتتتاا ها ا قء ال لاق  ح خاستتتتتتتتتتتتتتادام ا ه
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تق ا ه د عقلا    ال   ج كه هتتتتتته  ها  ط ي  التتتتتتاقستتتتتق  خالبرا   الااتصتتتتتقى ا خا ها  ااح خ ح الاحصتتتتتقئاا

 أىاة ف قلا لفه  ال ااع الااتصقى  خعلاقدار  ت . 

 ماهية النمو ج الاقتصادي:-4

ت  ااقو ال  اا ال     ع   حالااتصتتتتتقى القاق تتتتت  مم الهدى ا ستتتتتق تتتتت   ال    ق  خراء استتتتتتادام 

 تغير  ق ع الم بر ص  ال قت ة  لل الدراسا خ تغير  فت  أخ أ ثر خ لك ص  ا يق ال لا جا أ  ا قء تلاق   

 ااقساا ااتصقى ا خال    ت  ص ا صدة   احل  تتاد ق ها  لك ا ق ريقااا خأسقلاس محصقئاا. 

اق تتتتتا    صتتتتت  ج ت   ه د الافقاا  قىة أستتتتتقستتتتتاا خها ت ا ا اقر  ا م    ال تتتتت خر  التط ق م ا  فقتا  

 ت تتق تتل   هتتق تتت ا الف ع الم  ها خالمتلافتتل ها ال لا    الااتصتتتتتتتتتتتتتتقى  خ تطكبتتق تته خأت اصتتهح خ لتتك ح ى  عتلاتتل 

 صلاكاا فه  أسقساق  القاقو الااتصقى ح خيا م    التهل ي خ   هجاته ها ا قء ال لاق  .   

 النمو ج الاقتصادي تعريف -4-1

   الااتصتتتتقى  اأته  جلا صا    ال  اق  الااتصتتتتقى ا   اتتتتع اصتتتتاا ريقاتتتتاا لتتتتتتى ه  ى ال لا  

 لاق  لاع   .  قىلا لمتت خ ستتك  اا خى  ق اعاا ال  اق  ايم المتغيرا  فاطكق صك  ق استت  الم قىلا  الهااكاا

صتتتتتقى اح ااتل  ي  ال لا    الااتصتتتتتقى  اأته صبقرة ص  تااكا ال قت ة ها يتتتتتال   قىلا  ت تتتتتلا   تغيرا  

 ت دى م ا الت بير ص  ال ااع خ لافاكه.

خعصتتتتتتتفا صق ا ه تبر ال لا    التلافال الم تتتتتتتت  خالملرج  لك  اق  المتدااكا خالملامتتتتتتتقاعا فالاق اا  ق 

 ا م  صتتتتتقش ها يتتتتتال   قىلا   تتتتتتطا اقلاا    الت قادا  خالتفق تتتتتال ل بر ص  ال قت ة  لل الدراستتتتتا 

 ا لك ف  ا لفهلاهق خي خ سك  هق.   تالا

خيقصتتتتتتتتتتتتتتتتتد اتتتتته ال ا ى ص ا أت  ا خصتتتتتتتتتتتتتتتتتقئذ ا ج ت يتتتتتا ال    نب ا   ف تتتتتتق ها ال لا    متطلبييييياتيييييه: -4-2

الااتصتتتتتتتتتتتتتقى  لكتأ اد ص ا ج ىة التقد  ا  ال      الت  تتتتتتتتتتتتتل مل  قح خ       بر   م اقتاا الاصتلاقى صكاه ها 

   ا: التنبؤ اقلقا  المتتقبكاا خها  لاق

  أم  ا م ال لا     تطقاق  ع ا اصد خافلرااتتتتتتتتتتتق  ال   يا الااتصتتتتتتتتتتتقى اح فاصتتتتتتتتتتت  ال قت ة  جس

 الااتصقى ا  لل الدراسا اداا؛

  نب ا أم  تلاتع اقلقدرة ص ا  فتير ال  ات  ال    لدث ها ال ااع؛  

  جتتتتس أم  تلاي   قتتتتد  ا  الم تتتتق    اتتتتقلتتتتداتتتتا خالق و    القا  ا هقاقاتتتتا خال اا اتتتتا لكلا كلاتتتتق ح 

م ا اتتت خرة استتتلاافقءتق لكلا ق ير الااتصتتتقى ا خا حصتتتقئاا ت ا خف تتت  ص    ق ير الالتتتتقق ماتتتقفا 

 خصدم التلي  خالعفقءة؛

   لاتتتتتق  نب ا أم  تلاتع ال لا    اتتتتتقلقتتتتتدرة ص ا  قتتتتتد     ا تتتتتق  خ نبؤا  ىااقتتتتتا فالاتتتتتق  اذ القا 

 المتتقبكاا.
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 مكونات النمو ج الاقتصادي -4-3

 معادلات النمو ج:-4-3-1

ال لا    الااتصتتتتتتتقى     ص ق تتتتتتت  ال   يا الااتصتتتتتتتقى ا   برا ص  ق اقل  اق  الااتصتتتتتتتقى ا  تا م 

خعقلت بير ال يقصتتتتتتتتت    صتتتتتتتتتبق   ط ق (𝑌)لكدال  ƒىالا (𝐶)  تتتتتتتتتتطا ها يتتتتتتتتتال ىالاح  فقإ  لك الاستتتتتتتتت   ك 

 ال   يا أص لا  لاق   ا: 

𝐶 = 𝑓(𝑌)  أ  أم𝐶 = 𝐵0 + 𝐵1𝑌  .   خت ا اقفلراض اطاا ال لا 

الفقالا خيطكق صكاه  قالا ا  الاتلدار  لاق  تا م      ق ل  (𝐵0)الم قىلا ال يقاتتتتتتتتتتتتتاا أص لا   فتتا م 

خها تتتت ا المفتتتقإ  قصتتتتتتتتتتتتتتتد اتتته الماتتتل ا هتتتد    (𝐵1)الاتلتتتدار خت  صبتتتقرة ص   قتتتدار التتتتأ ير أخ التغير أخ الماتتتل 

ص ا   قىلا خاحدة أخ  المتغير المتتتتتتتتتتتقلح خاد  لت   ال لا   (𝑌)المتغير التق ع خ (𝐶)ل ستتتتتتتتت   ك ختتتتتتتتتتتتى

ص ا صتدة   تقىلا  ف طكق صك  تق اتقلم تقىلا  الهااكاتاح خياتك  صتدىتتق    تلا    ااتصتتتتتتتتتتتتتقى  م ا آا   ب تق 

 لمدى سه لا أخ    عا  فتير ال قت ة ااد الدراسا خ ب ق للأتداى ال        البقح  م ا  لقاقهق.

الااتصقى  خلال ص ا أسقو ياكهق ال يقص   م ا صدة خيت   قتا  الم قىلا  الهااكاا ص ا أسقو  لت اتق 

  جلا صق   لاق   ا:

 : ها صبقرة ص    قىلا   لقس اا ل  ى أحد المتغيرا  ل  ي   ير  م خم.المعادلة التعريفية-أ

ها الم قىلا  ال    صتتتت  التتتتتك ك الااتصتتتتقى  لكلاتغير خ فتتتتت  خ برر الق ارا  ال    :المعادلة السييييلو ية-ب

 تا خع قح خ فقإ  لك   ذ ال   يا الااتصتتتتتتتتتقى ا ا جنئاا أم العلااا المتتتتتتتتتت  كعا    ستتتتتتتتتك ا  ق  تغير اتغير 

 سك  اا.س  تق فه  ل د   قىلا 

ايم  تتتتتتتتتتتتتتت ى ا تتق  خالمتتتتتتتتتتتتتتتاد ق  ها الم قىلا ال    اتذ  متتتتتتتتتتتتت خ ابا ا ال  اا  :الفنيةالمعادلة -ج

ال ا ا له خفقق لكلاتتتت ى التقن  التتتقئدح خها ال     لتت  ال  اق  الف اا ايم المتغيرا  الااتصتتقى ا خل ل 

 ىخ  و. –أا ا  فقإ ص ا  لك ىالا ا تتق  أ و 

تصتتقى ا خمتلاق الاا :  طكق صك  ق أحاقتق اقلم قىلا الت  الااا ال   لا  صتتدر ص  ال   ياالمعادلة المؤسييسييية-د

 صتتتتتتتتتتتتت  تلاطق   ا ق    التتتتتتتتتتتتتتك ك  لدىلا ال  ى خال قىا  خالققت م  فل ال تتتتتتتتتتتتت ائس خال ستتتتتتتتتتتتت م ا جلا  اا 

 خ يرتق.

ها الم قىلا ال    أا   اغا التطقاق خلتقخ  ا جقتبيم خ فقإ  لك  طقاق العلااق   :التطابقيةالمعادلة -ه

 .المطك عا  ع العلااق  الم  خاا

 النمو ج:متغ اات -4-3-2

 تا م ال لا       صدى    المتغيرا  ال    صتتت  ال قت ة  لل الدراستتتا ها يتتتال   قىلاح خيلاع    

  صنا  ت لا المتغيرا  م ا صدة أت اع  لاق   ا:

: ها المتغيرا  ال    ؤ   ها ال لا    خ تأ   اه خ تلدى االا  ق ىاال ال لا    ص  ا يق المتغ اات الداخلية-أ

 غيرا  ا خقرجاا خلتتى ت لا المتغيرا  أ  ق اقلمتغيرا  التق  ا.  ق    خاا  المت
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: ها المتغيرا  ال    ؤ   ها ال لا    ىخم أم  تأ   اهح خ تلدى االا  ق    ا ل اقرجا المتغ اات الخارجية-ب

ص  ال لا    خها   ض ا حاقم  تلدى االاهق ص  ا يق تلا    أا   اتك  ص  ال لا    ا  تتتتتتتتتتت ا خلتتتتتتتتتتتتتى 

 يرا  اقلمتغيرا  المتتقكا أخ المفت ة.ت لا المتغ

: خها المتغيرا  ال    نتت  م ا فلرة ا  اتتا ستتتتتتتتتتتتتتقاقتتا أخ ال    تتأاتت  االاهتتق    الفلرة المتغ اات المرتييدز نمنيييا-ج

 ال    لافل ىال الت ا المقااا. (𝑌𝑡−1) التقاقا  فل

 أت اع خها:  لاع   صنا  ال لاق   الااتصقى ا م ا صدةأنواع النما ج الاقتصادية: -4-4

  :النما ج الاقتصادية الكلية والجزئية-4-4-1

خها ال لاق   ال     تتتتتتتتتتتت   جلا صا    المتغيرا  الااتصتتتتتتتتتتتتقى ا ال    اذ  :الاقتصييييييييييييادية الكلية النما ج-أ

 الااتصقى الع ا أخ  تصل اقلتك ك ال قم خالبناا ال ق ا ل اتصقى أقلدال الق   ح الاسلافلاقر.

خها ال لاق   ال    تا م     جلا صا    المتغيرا  الااتصتتتتتتقى ا  اذ : الاقتصييييييادية الجزئية النما ج-ب

  ال حدا  الااتصقى ا ا جنئاا أقل  ض خالطكس ص ا سك ا   ا ا.

 النما ج الاقتصادية السا نة والمتحر ة:-4-4-2

: خها ال لاق   ال   لا  ت تتتلا  ص صتتت  الن   أأحد  تغيرات ق  لاق لا  ؤ   ها النما ج الاقتصيييادية السيييا نة-أ

اا   تغيرات ق الما تا لهق  لاق ه ن  ادخم فلرة ار داى ا ن  خأم لال  تغير االاا   ا ا ها التتتتتتت ا ال    قع ف  ق 

يرات ق  لاق أأحد  تغ : ل تبر    ال لاق   ال اا ااح  أا  ص صتتتتتتتتتتتت  الن  النما ج الاقتصييييييييييييادية المتحر ة-ب

𝑆𝑡أته  ؤ   ها اا   تغيرات ق الدااكا ف  ق  فل:  = 𝑓(𝑃𝑡−1) 

𝑡) تتتتتأ    تتتتتتتتتتتتتت   التتتتتتتتتتتتتتك تتتتا لكتتتتتتتتتتتتتت تتتتا التتتتتتتتتتتتتتتتتقاقتتتتا  𝑡الا نى ال  ض ص ا التتتتتتتتتتتتتتك تتتتا لكتتتتتتتتتتتتتت تتتتا ا هتتتتقلاتتتتا  − 1) 

 .المتغير ا ه أ  الم  د ا  اق(𝑃𝑡−1)ختتتى

 :النما ج الخطية واللاخطية-4-4-3

 ال يقص   ال    أا لا ال  اا ايم  تغيرا  ال لا   .ه تلاد ت ا التقتا  ص ا المال 

: ها محدى ال لاق   الااتصقى ا ال    لافل ال قت ة الاجلا صا    المتغيرا  الااتصقى ا الخطية النما ج-أ

  أا    قىلات ق الهااكاا  اغا اطااح  لاق ه بر ص  ق ااقتاق ها يال ا   تتقا .

: خها ال لاق   ال    ا م  تغيرات ق أخ   ض    ق  للال أستتتتتتتتتتتتتق أص ا    الدرجا ا خ اح اللاخطية النما ج-ب

 أت اع:حا  لا ه بر ص  ق ااقتاق ها يال ا   تتقا  خ أا  صدة 

  قىلا     الدرجا الفقتاا خال    ا م ف  ق المتغير المفتتتتتتتتتت    ف ع م ا الق ة أخ ا ستتتتتتتتتقو اللراا ا  لاق   ا:  -

𝑌 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋
2   
  تتتتتقىلا     التتتتتدرجتتتتتا الفتتتتتقلفتتتتتا أخ أ ثر خيطكق صك  تتتتتق اتتتتتقلم تتتتتقىلا  ا ستتتتتتتتتتتتتاتتتتتا خيت  الت بير ص  تتتتتق  لاتتتتتق   ا:  -

𝑌 = 𝐵0 𝑙𝑜𝑔 𝑋 
  ق ا خ ا م  اق   ق ها المال ا ل : اال  قريتلا  قىلا   -

𝑙𝑜𝑔 𝑌 = 𝐵0 𝑙𝑜𝑔 𝑋  
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 الاقتصاد القياس ي:منهجية -2

مم ال  اا ال     ع  ايم المتغيرا  الااتصتتتتتتتتتتتقى ا ها ص اا ستتتتتتتتتتتب اا لمتتتتتتتتتتتال  ل ر اتتلاقم القاقو  

الااتصتتتتتقى  خح ى  ت  ا قء تلا    ااق تتتتت   ااتصتتتتتقى   ت ف  فاه أل ا خصتتتتتقئذ ال ا اح فمم ا     تطكس 

 البل   تلافل ها الم احل التقلاا:م بقع   هجاا   ا ا ها 

 النمو ج:  تعي ن-2-1

ل بر  ها ال   تتتتاق ا ال  اق  ايم المتغيرا  ال   الااتصتتتتقى القاق تتتت   تلافل الم حكا ا خ ا لم هجاا 

 ص  ال قت ة  لل الدراساح خ لا    دة اط ا :    

:  ت   لد د المتغيرا  ال    ت لا  ق ال لا       المتغيرا  المتتقكا أخ التفتير ا متغ اات النمو ج-2-2-1

 قىا ص ا ال   يا الااتصقى ا.خالمتغير التق ع اصتلا

خت  ا  م ال ااع الااتصتتقى   تلاي  ات قادا ه العفيرة خالمت دىة الا   صتت س ص ا البقح  حصتت  

جلااع ال  ا ل ال    ؤ   ها ال قت ة خ       تتتتتتتتتتت  عا ا اق  الق ارح له ا ص ا البقح  لستتتتتتتتتتتخير أل جهدلا ها 

ا  ا ال  أ يرا أ ق المتغير البل  ص  ال  ا ل ال   ه تقد أع ق أ ثر أتلاااح فادال ها الدالا ال  ا ل ا  ثر 

أتلااا أخ ال    صتتتتتتتت س ااقستتتتتتتتهق فاد جهق ها المتغير ال متتتتتتتت ا   خال   ه تبر    يتتتتتتتت خم ال لا    القاق تتتتتتتت   

خأم  %100الااتصتتتتتتتتتتتتتقى  لا بر ص ا أم ال  اا ايم المتغير التق ع خالمتغيرا  المفتتتتتتتتتتتتتت ة لاتتتتتتتتتتتتتتلا صتتتتتتتتتتتتتهالا 

 .ال لا    صم ا  

:  قدم ل ق ال   يا الااتصتتتقى ا  لاصتتتدر أستتتق تتت   لكلا ك  ق  للمعلماتتحديد الإشيييارات المتوقعة -2-2-2

 فع ة ص  ا يقرا  المت ا ا لم كلاق  ال لا    ال   نت ا م ا  قد  لا.

: لا  لدى ال   يا الااتصقى ا اداا الصاغا ال يقااا لك  اق  ايم  الصياغة الرياضية للنمو ج-2-2-3

ال   همتتتتتتتتتتتتتتلاكهتتق ال لا   ح ص ا ستتتتتتتتتتتتت اتتل المفتتقإ لا  لتتدى ال   يتتا  المتغيرا  الااتصتتتتتتتتتتتتتتقى تتا خلا صتتدى الم تتقىلا 

 ت  ىراستتتتتت  ق الا قىلا خاحدة أخ صدة   قىلا  آتااح  (𝑋)الااتصتتتتتتقى ا ا جنئاا م ا أقم الطكس ص ا التتتتتتتك ا 

 لاق أع ق لا  لدى  ق م ا أقتلا ىالا الطكس  عتس اصاغا اطاا أخ  ير اطااح خمتلاق ل طا ق   ض الم ك  ق  

ص  الدالا حا   فلرض أم المتتتتت  كك ال يتتتتاد  ير اقاتتتتع ل خداع ال قد   لاق ه ن  أم التغيرا  ال يقاتتتتاا 

ال قتتد تتا الطتتقرئتتا ص ا  تتتتتتتتتتتتتتت ى التتداتتل خا ستتتتتتتتتتتتت تتقر ا فل النتتتتتتتتتتتتتتبتتا خها تفل الا جتتقلا لا  ؤى  م ا التغير ها 

تق  قالاستتتتتتتتت   ك ا هقاق  خ  نى  لك ريقاتتتتتتتتتاق أم ىالا الطكس  تجقنتتتتتتتتتتا    الدرجا  تتتتتتتتتف ح خع  تتتتتتتتتد البا

 الف كاا ا خق ا الاتغير    تض  جكاق الصاغا ال يقااا لكدالا م ا  ق أقتلا اطاا أخ  ير اطاا.

خل د ت لا ا خط ة    أ تتتتت س الم احل ها القاقو الااتصتتتتتقى ح حا   لر س ا خطأ ص ا  تتتتتتت ى الصتتتتتاق ا 

 ال يقااا م ا ح ى   ض المتغيرا  الهق ا    الدالا.  

 تقدير معلمات النمو ج: -2-2

ه  ى التقد   اأته مىراك ال ااع خ تتتتتتتتتتتتاق ته ها يتتتتتتتتتتتتال تلا    ريقصتتتتتتتتتتتت     لتتتتتتتتتتتت  ال  اا التتتتتتتتتتتتتب اا 

خالار بقااا ايم المتغير التق ع خالمتغيرا  المفتتتتتتتتتتتت ة لهح  لاق ه ن  أته ص ا  تتتتتتتتتتتتت ى ت لا الم حكا  ت   تتتتتتتتتتتاق ا 

اا لكلا كلاق     لاال قت ة ها يتتتتال   قىلا ريقاتتتتاا   لتتتت  ال  اا التتتتتب اا ايم المتغيرا  لتلقاق  قد  ا
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خيت   لك اجلاع الباقتق  الف كاا    ال ااع المت كقا اقلمتغيرا  ال     تتتتتتتتتتتتلاهق ال لا    خ أا  الباقتق  صدة 

 أت اع خها: 

 لق   .ال طى اا  المتغيرا  ها فلرا  ا  اا  تتقلاا  باقتق  الدال  :نمنية سلاسلبيانات -2-2-1

تكفا ها قى ا  اص  المتغيرا  الااتصتتتتتتتقى ا المت كقا ا حدا  ااتصتتتتتتت ااقتق خ قدم  :مقطعية بيانات-2-2-2

ح صقئ   ؤستتتتتتتق ح ح  فل ااقتق  اق تتتا اقلدال تجلا صا    ال حدا  الااتصتتتقى ا  تقطا ا  اا   ا ا

 ها تقطا ا  اا   ا ا. ىخإ...(

لن  ااح فه  التتتتت ستتتتل اخها الباقتق  ال    جلاع ايم  ي ا  الباقتق  المقط اا خعاقتق   يانات بانل:ب-2-2-3

 ل ن   جلا ع الممقتدا  المقط اا ال    ت   جلاا هق ا إ فلرة ا  اا   ا ا.

خ لك  ح    ت   قد     قل  ال  اا ال      خ فهق خ اق   ق ريقااق ص ا  تت ى الم حكا ا خ ا اقا  رالااا

راستتتتتتتتتتتتتا خت صاا الباقتق  اقستتتتتتتتتتتتتتادام محدى الط ق ا قء ص ا ااتاقر البقح  ص ا اتتتتتتتتتتتتت ء ال قت ة  لل الد

 المت ف ة.

 خ   ايم الط ق الم لام ة ت   :

خها أيتتتتتتتتتتتتته  ا يقا  Ordinary Least Squares method (OLS)ا يقا الم ب ق  الصتتتتتتتتتتتتتغ ى *

 خا  ثر است لاقلا.

 Maximum Likelihood method (ML)ا يقا ا  ثر احتلاقلا  *

  Indirect Least Squares method (ILS)ا يقا الم ب ق  الصغ ى  ير المبقي ة  *

  Tow Stage Least Squares (TSLS)ا يقا الم ب ق  الصغ ى ص ا   حكتيم  *

 Three Stage Least Squares (3SLS)ا يقا الم ب ق  الصغ ى ص ا   ث   احل *

 تقيي  المقدرات: -2-3

ا الااتصتتتتتتتتتتتتتقى    تلادا هص ا  تتتتتتتتتتتتتتت ى ت لا الم حكا  ق م البقح  اتقاا  الم قل  المقدرة لك لا    

  لك ص ا أسل ااتصقى ا خأا ى محصقئاا ماقفا م ا   ق ير ااقساا.

لتتتتتتتتتلاد ت لا الم ق ير    ال   يا الااتصتتتتتتتقى ا ال    لدى ا يتتتتتتتقرا  المت ا ا الاقتصيييييييادية:  المعاي ا -2-3-1

ت افق خ ق  ق لا   لتكك الم كلاق  ال    ت لا  ق ال لا    الااتصقى ح الا   نب ا أم  ا م ميقرا  الم كلاق 

 ملا م ا أقتلا ت قك أستتتتتتتتتتتتتبقو، ال   يا الااتصتتتتتتتتتتتتتقى ا خمم ل   ع    لك  ت  صنلهق    ال لا    خالتا ا ص  ق

لعان  ا أم ل تبر ال   يا ا المفقإ:ا يا أخ أ ا   خى استتتتتتتتتتتتع قئاا لتتتتتتتتتتتتتدتا اققب ق ها ال لا   ح ف  ا ستتتتتتتتتتت ال 

 .(𝑖)خب  اا صعتاا  ت   الفقئدة (𝑦)    اا ا ى ا اقلدال ال قد  تلدى الطكس ص ا ال ق ى

 خت بر ص    ط ق ال   يا العان  ا اقلصاغا ال يقااا التقلاا:

   𝑀𝑑 = 𝐵0 + 𝐵1𝑦 + 𝐵2𝑖 + 𝑈𝑖      
 سقلبا. (𝐵2)  جبا خ(𝐵1)ف ت اع أم  ا م الم كلاا 
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  يتتا  لتتد تتد الم لتتتتتتتتتتتتتتتى اتتقاتبتتقرا  ال  بتتا ا خ اح لتتتتتتتتتتتتتتتتقصتتد تتت لا الم تتق ير ها المعيياي ا الإحصيييييييييييييييائييية: -2-3-2

ا حصتتتتتتتتتتتتتتتقئاتتتا لكقا  المقتتتدرة لكلا كلاتتتق  ال    لت   تتتق ال لا   ح  لاتتتق  لتتتدى ىرجتتتا الاصتلاتتتقى صك  تتتق ها  فتتتتتتتتتتتتتتير 

 ال قت ة  لل الدراسا خ تلافل ت لا الم ق ير ها   ق ل التلد د خااتبقرا  الم   يا.

 ير اتتا خالم  بتتا   تتد الم تتقت  ا لكلا تتق ير ا حصتتتتتتتتتتتتتتقئاتتا ا تلا الااتصتتتتتتتتتتتتتتقى القاتتق تتتتتتتتتتتتت  خ جتتدر ا يتتتتتتتتتتتتتتقرة م ا أتتته ها 

الااتصقى اح الا نى أت ق ت فض القا  ال     قاض الم ق ير الااتصقى ا ح ى خل  أقتلا  قب لا خفقق لكلا ق ير 

 ا حصقئاا. 

لتتتتتتتتتتتى اقاتبقرا  ال  با الفقتاا خت لا الم ق ير   تتتتتتتتت هق ت  يا القاقو القياس الاقتصيييييييييادي:  معاي ا -2-3-3

فلرااتتتتق  ا خق تتتتا اقلط يقا القاقستتتتاا المتتتتتتاد ا ها ا قء ال لا   ح فم ا الااتصتتتتقى  اصتتتتد التأ د    الا 

تقتتتلا تتت لا الافلرااتتتتتتتتتتتتتتق   ت اف ة فتتمم تتت ا  عتتتتتتتتتتتتتتتس الم كلاتتق  المقتتدرة  تتتتتتتتتتتتتفتتق    ا تتا أتلاهتتق صتتدم التلي   أت

خالالتققح خصدم  لققهق  ؤى  م ا فقداع ق ت لا الصفق ح خم ا صدم   حاا الم ق ير ا حصقئاا له ا لتتى 

   ق ير الار بقم ال ال ح   ق ير الت دى ا خط ح   ق ير  بق  الم ق ير:ال  با الفقتاا خ   ايم ت لا  ااتبقرا 

 التبق   خ يرتق. 

ه تلاد ص ا جلااع الم ق ير الااتصتتتتتتتتتقى ا خا حصتتتتتتتتتقئاا  الااتصتتتتتتتتتقى القاق تتتتتتتتت  خع قء ص ا  ق ستتتتتتتتتبق فمم 

لقب إ أخ رفض  قدرا  الم كلاق  ال      ا هصت إ صك  ق ها ال لا    خها حقلا صدم  لقق  كك  حخالقاقستاا

الم تتق يرح  ا م    ال تتتتتتتتتتتتت خر  مصتتقىة ل ايم ال لا    ص  ا يق ماتتتتتتتتتتتتتتقفتتا أخ حتت ى   ض المتغيرا  خمصتتقىة 

 .صلاكاا التقد   ح ى تتلصل ص ا  قدرا  لتت ها الم ق ير التقاقا

 على التنبؤ مقدرز النمو ج  تقيي -2-4

 ت  ص ا  تتتتتتتتتتتتتتت اتتتق  قاا  اتتدرة ال لا     الااتصتتتتتتتتتتتتتتقى القاتتق تتتتتتتتتتتتت  حل تبر الم حكتتا ا ايرة ها   هجاتتا  

الم ق ج ص ا التنبؤ اقلقا  المتتتتتتتتتتتتتتتقبكاا لك قت ة  لل الدراستتتتتتتتتتتتتا ح  ته  ا م    الملاع  أم  جتقا ال لا    

جلااع الم احل خالااتبقرا  التتتتتتتتتقاقا ملا أته لا  ا م  تتتتتتتتق   ل ستتتتتتتتت لاقإ ستتتتتتتت اء لكتنبؤ أخ لتفتتتتتتتتتير ال  ات  

د لا لغيرا  تااكاا س ت ا ها ال  خى الااتصقى ا فمم ال لا    القاق    الااتصقى اح خت ا  ته م ا  ق ح

 صتتتتتبق لا ه بر ص  أل الفلرة له ا لااد    ااتبقر استتتتتتق ار الم كلاق  المقدرة صبر الن  ح خيلاع  الت بير ص  

 ها ال س  الباقن  التق ا: الااتصقى القاق     هجاا 
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 :  بيم   هجاا البل  ها القاقو الااتصقى                                                  (01شكل رق  )     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .البقحفا   مصداى  المصدر:                                                                                                                                                                 

 

فمته ستتتتتتتات   طباقهق ص ا  تتتتتتتتت ى تلاق   الاتلدار ا خط      الااتصتتتتتتتقى القاق تتتتتتت  خ جل   اتتتتتتتاق   هجاا 

 تلا    اتلدار اط   تا  خاتلدار اط   ت دى.

 

 

 

 

 

 

 

 

 النظرية الاقتصادية

 بناء النمو ج

 تجميع البيانات

 تقدير معلمات النمو ج                    

 تقيي  النمو ج

 
الناحية الإحصائية من الناحية الاقتصادية                   من        

 والقياسية

 است دام النمو ج للتنبؤ أو لأغراض أخرى      



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تحليل الانحدار الخطي 

 البسيط 



 الانحدار الخطي البسيطتحليل ........................................................الفصل الثاني: ......................................................................

14 

 

 تمهيد:

الخطي أحد الأساليب الإحصائية التي تستخدم في قياس العلاقات الاقتصادية بين  يعتبر الانحدار 

وآخر أو مجموعة من ارتغيرات تسمممملمت ارتغيرات ارسممممتلتة أو التوسمممميرية  وال   متغير يسمممملمت ارتغير التا   

يعتبر تحممديممدحمما سحممدا مسمممممممممممممسوليممات الممماحممد وللممأ بمماسممممممممممممم  مماد  ع   مصممممممممممممممادر عممد  لعمم  أبر حمما ال  ر ممات 

الاقتصممادية والتي تعتبر خير مر ممد سمموا  لان  لتية واررتمطة بال واحر الثتية مكاا للأ ال  ر ة ال لدية 

ينزية التي تعتبر أن الطتب ع   ال لود كمتغير تا   وأسمممممممممممممعار الوائد  والدخ  ال لد  ال ار  كمتغيرات الك

 موسر .

أو لان  جزئية توسمممممممممر سمممممممممتوة الوحدات الاقتصمممممممممادية نطخ  ع  سممممممممم ي  اركاا الكمية ارطتو ة من سمممممممممتعة 

ة  ر  أسممممممممممعار السممممممممممت  المديتمعي ة كمتغير تا   تتطثر بمجموعة من ارتغيرات اروسممممممممممر  مك  الدخ   السممممممممممع

 أسعار الست  اركمتة.

وت لسممممممممممن نمالا الانحدار الخطي سلا  نوعين الانحدار الخطي ال سمممممممممميع والانحدار الخطي ارتعدد  وتتحدد 

نمالا الانحدار الخطي  عدد ارتغيرات ارسممممتلتة حيد يدرس الانحدار الخطي ال سمممميع العلاقة بين متغير 

  نحدار ارتعدد يدرس العلاقة بين متغير تا   وعد  متغيرات مستلتة.تا   وآخر مستل  في حين الا 

 :الانحدار الخطي البسيط مفهوم-1

يعتبر الانحمممدار ال سممممممممممممميع من أ سمممممممممممممع نممممالا الانحمممدار ا ختتومممة لتتلمممدير والتحتيممم  الإحصممممممممممممممما ي  

 لآخروالاقتصممممممممممممماد   سل يلتصمممممممممممممر ع   وبمممممممممممممد علاقة خطية ع ممممممممممممموائية تر ع بين متغيرين أحدحما تا   وا

وت ممممث  دراسممممة الانحدار ال سمممميع اللاعد  الأسمممماسممممية ونلطة الانطلار نحو دراسممممة نمالا أخرا  مسممممتل  

أكثر عمومية وواقعية  بحيد توجد العديد من العلاقات الاقتصممممممادية التي يمكن قياسممممممها باسممممممتخدام ح ا 

  الأوا تعتبر مستوا الوص الأستوب  ع   س ي  اركاا ال  ر ة ال لدية الكلاسيكية التي تم  دراستها ع  

𝑝أن كمية ال لود أو العرض ال لد  متغير موسر وارستوا العام للأسعار ارتغير التا    =  𝑓(𝑀) . 

 وتطخ  معادلة الانحدار ال سيع الصيغة الخطية التالية:

𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 …… . ارتغير ارسمممممممممممممتلمم  أو التوسمممممممممممممير   (𝑋𝑖)ارتغير التمما   و(𝑌𝑖)حيممد يمكمم   (01)

 معتمات ال مولا. 𝐵1و𝐵0ال   يوسر تغيرات ارتغير التا    في حين تمك 

أنهممممما لا تعبر عن حليلمممممة العلاقمممممة بين ارتغيرين التممممما    (01)سلا أنمممممي مممممما يلاحد ع   ارعمممممادلمممممة رقن

تن ات الدقيلة  فالميانات التي يوارسمممممممممممممتل  وللأ لأني سلا ما تن الرجولا سلا  الواق  لا يوجد أثر له   العلاق

اس سلا حا من الواق  خلاا فترات معي ة تعطي ا  كلا ان  ار ا ممعثرا لا تتجم  نلاطي ع   خع مستلين 

ممممممما يوجي بوجود انحرالا لتعلاقمممممة الاليليمممممة عن العلاقمممممة ارعبر عبهممممما بمممممارعمممممادلمممممة  ولتلر  هممممما من الواق  

 .𝑈𝑖تغير الع وا ي أو حد الخطط و رمز لي بالرمزوالاليلة ينمغي سضافة متغير آخر يسلمت ار

 والتي تسممممممممممملمت معادلة الانحدار الخطي ال سممممممممممميع تعبر عن حليلة العلاقة التي فتصممممممممممممل ارعادلة السمممممممممممابلة

 لالآتي:

 𝑌 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖  
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 ع دحا تصمل الصيغة اللياسية جاحز  لتتلدير وقر مة من الواق .

الع مممموا ي لتتعمير عن ا ن الخطط أو عدم سبممممابة الهدلا وح اة عد  ويسممممتخدم مصممممطر  ارتغير  

 أسماب تبرر سدخاا ح ا ارتغير ونجمتها في:

بمممممممممعو ة سدخاا لافة ارتغيرات ارسثر  في ال احر : و لصمممممممممد اه ا الع صمممممممممر بمممممممممعو ة الاصممممممممموا ع   لافة -1

ر يثون من الضممممممممممرور  سدخاا ع صممممممممممالميانات ارتعتلة بارتغيرات التي تسثر في ال احر  مح  الدراسممممممممممة له ا 

 ي وب عبها وحو الع صر الع وا ي. 

بمممممممممممممعو ممة سدخمماا ارتغيرات تير ارتوقعممة: قممد يتن سضممممممممممممممافممة ارتغير الع ممممممممممممموا ي سلا  ارعممادلممة لثي يعبر عن -2

مممالاروب  ارتغيرات تير ارتوقعممممة والتي ت هر بممممالإضممممممممممممممممافممممة سلا  الع ممممابمممممممممممممر الأخرا ارسثر  في ارتغير التمممما    لم

ين  الثوارث الطميعيممممممة الأخرا  أو  عي ارتغيرات التي لهمممممما تممممممطثير قتيمممممم  ع   ارتغير التمممممما   ولات والبراك

 مس رات ضعيوة لا يمكن تلديرحا.

الخطممط في الليمماس: في ككير من الأحيممان يحممدث خطممط في قيمماس ارتغيرات الاقتصمممممممممممممماديممة فيتن سدراا ارتغير -3

 الع وا ي في ارعادلة.

يختتد سممممممممممتوة الأفراد ع مممممممممموائيا حتت ولو لان  ال رولا  للأفراد:ة تير ارتوقعة التصممممممممممرفات الع مممممممممموائي-4

ا ايطة اهن م  ممممممممممااهة  فيتن تضمممممممممممين ارعادلة ارتغير الع مممممممممموا ي ليمك  الع مممممممممموائية ارتطبممممممممممتة في سممممممممممتوة 

الأفراد  فتيس بالضمممممممممممممرور  أن تتو  أسمممممممممممممر م  مممممممممممممااهة من حيد الدخ  وعدد أفرادحا وأعمارحن ع   نوس 

 من الاستهلاة.ارلدار 

عدم الصممممممياتة الدقيلة لت مولا: ويع ي للأ وقولا خطط في تخصمممممميل ال ممممممث  الدالاي لتعلاقة اردروسممممممة -5

 .فيتن سدخاا ارتغير الع وا ي

 وفرضياته:الشكل الرياض ي للنموذج الخطي البسيط  تحديد-2

و لصممممممممد ب لأ وبممممممممد العلاقة الخطية بين ارتغيرين الرياضكككككككك ي للنموذج الخطي البسككككككككيط:  الشكككككككككل-2-1

(𝑋𝑖) و(𝑌𝑖) لعي ة𝑛ار احدات بواسطة نمولا قياس ي في  ث  ر اض ي وليكن كما ي ي: من 

 𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖    (𝑖 = 1. . . . . . . . . . 𝑛) 

 حيد:

𝑌𝑖 .يسلمت ارتغير التا   أو ارتغير الداخ ي  يمكن م احدتي : 

𝑋𝑖 اروسر أو ارتغير الخارجي  يمكن م احدتي.: يسلمت ارتغير 

𝑈𝑖يسممممممملمت الاد الع ممممممموا ي أو حد الخطط لا يمكن م ممممممماحدتي فهو ي مممممممير سلا  أن ارتغير اروسمممممممر :𝑋𝑖  لا يمكن

  ب  ح اة عوام  أخرا لها علاقة بما يحدث لم 𝑌𝑖لوحد  توسممممير ل  التغيرات التي قد تطرأ ع   ارغير التا  

𝑌𝑖.في وب عبها 

 فتمك  معتمات ال مولا وهي عمار  عن قين ثابتة وتير معتومة في ارعادلة. 𝐵1و 𝐵0ا اللينأم

 :ون يجة لوجود ارتغير الع وا ي في ارعادلة السابلة فإني يمكن تلسين العلاقة أعلا  سلا  جزئين

𝐵0 )ال ز  الأوا يتضمن الخع - + 𝐵1𝑋𝑖 ).والتي تعرلا بتغيرات ارتغير التوضيحي 
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 وتعرلا بالتغيرات تير اروضاة. (𝑈𝑖)ال ز  الكاني فيتمك  في التطثير الع وا ي -

 كما يمكن التعمير عن العلاقة الخطية لتمعادلة السابلة في ال ث  ارصووفي الآتي:

                   𝑈 = [

𝑈1

𝑈2

⋮
𝑈𝑛

]                𝑋 = [

𝑋1

𝑋2

⋮
𝑋𝑛

]       𝑌 = [

𝑌1
𝑌2
⋮
𝑌𝑛

]    

 

التطرر سلا  فرضمميات نمولا الانحدار الخطي ال سمميع يجدر الت كير بطني تتعدد الصمميا الر اضممية التي  قم 

تعبر عن العلاقة بين ارتغير التا   وارتغير ارسمممممممممتل  من خطية وتير خطية التي يمكن أن يصمممممممممادفها باحد 

 اللياس الاقتصاد   و مكن ترخيل أحن الصيا في ال دوا التالاي:

 يمين الصيا الر اضية  :(01جدول رقم )

 الصيغة الخطية الصيغة غير الخطية نوع الدالة

𝑌𝑖𝑗 .... الخطيةالصيغة  = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑗 + 𝑈𝑖𝑗 

𝑌𝑖𝑗 .... العكسيةالصيغة  = 𝐵0 − 𝐵1/𝑋𝑗 + 𝑈𝑖𝑗 

𝑌 .... الصيغة التربيعية = 𝐵0  + 𝐵1𝑋 + 𝐵2𝑋
2 

𝑒𝑌 نصد التوتار تميةالصيغة   =  𝑒𝐵0𝑋𝐵1  𝑌𝑖𝑗 = 𝐵0 + 𝐵1 𝑙𝑛 𝑋𝑗 + 𝑈𝑖𝑗 

𝑌 التوتار تمية ارزدوجةالصيغة  = 𝐵0 + 𝑋𝐵1  𝑙𝑛 𝑌𝑖𝑗 = 𝐵0 + 𝐵1 𝑙𝑛 𝑋𝑗 + 𝑈𝑖𝑗  

𝑌 الصيغة الأسية = 𝑒𝐵1+𝐵1𝑋 𝑙𝑛 𝑌 = 𝐵0  + 𝐵1𝑋 

 بتصرلا.  49 .  ص1994اللاحر    التم انية : مجد  ال ور جي  الاقتصاد اللياس ي ال  ر ة والتطمي   الطمعة الأولا   الدار ارصر ة المصدر 

 

 يثون من الضرور  ع   باحد اللياسف  ولأن الصيغة الخطية هي التي يتن استخدامها في التلدير

الاقتصاد  تحو   الصيا الر اضية تير الخطية بإدخاا التوتار تن الطميعي سلا  بيغة خطية وللأ حتت 

 يمكن سجرا  عمتية التلدير بدقة.

من أج  تلدير معتمات ال مولا لابد من الاسممممممممم  اد سلا  قاعد  سمممممممممتيمة تتمك  في فرضكككككككككيا: النموذج: - 2-2

 الأساسية والتي يمكن ترخيصها في اللائمة التالية: مجموعة من الوروض

تتعت  بلين ارتغير ارسممممممتل   حيد يوترض أن الميانات التي جمع  بالنسمممممممة له ا ارتغير الفرضككككككية ا ول: 

ع   سظهار تطثيراتها في تغير قين ارتغير التا    وتثون قيمة واحد  ع   الأق  من قين ارتغير ارسمممممممتل   قادر 

 مختتوة عن بلية اللين و مكن بياتة ح ا الورض بالصور  الر اضية التالية:

 

 .(𝑋𝑖)تعبر عن متوسع قين  (𝑋̄)حيد أن 

∑(𝑋𝑖 − 𝑋̄)2 ≠ 0  
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 :للأخطا  معدوم أ  أنالأم  الر اض ي الفرضية الثانية: 

 

                 

  سل تعبر عن حدود ع ممممموائية تطخ  قيما سمممممالمة  (𝑌𝑖)ضمممممية أن الأخطا  لا تدخ  في توسممممميروتع ي ح   الور 

موجمة أو معدومة لا يمكن قياسممممممممممها أو تحديدحا بدقة  تخضمممممممممم  للوانين الاحتماا بحيد يثون وسممممممممممطها أو 

  توقعها الر اض ي مساو لتصور.   

وح   (𝜎2)و متا (𝑋𝑖)وتتمك  في أن يثون تماين حد الخطط م سممممممممممممماو  ع د جمي  قين الفرضكككككككككككككية الثالثة: 

 ي ي: لليمة مجهولة ويعبر عبها ر اضيا كماا

 

  

ا ختتوة  مما يع ي أن الميانات التي جمع  لتلدير العلاقة يمكن  (𝑋𝑖)أ  أن قيمة التماين ثابتة ع د قين 

            .الاعتماد عتيها ب وس الدرجة  فث  م احد  تسثر ب وس اللو  في العلاقة التي يطتب تلديرحا

 ومن الورض الكاني والورض الكالد نستنتج أن ارتغير الع وا ي يتو لا تو يعا طميعيا أ :

 

 

مسممممممممممممتلتة عن (𝑈𝑖)ال اتي بارتغير الع مممممممممممموا ي  ويع ي أن تثون قيمة  تتعت  بالارتماطالفرضككككككككككككية الرا  ة: 

(𝑈𝑆)و(𝑖 ≠ 𝑠)  أ  أن اللين ا ختتوة لتمتغير الع ممموا ي(𝑈𝑖) تثون مسمممتلتة عن  عضمممها المعي  بمع ت

 ح   الورضية ر اضيا كما ي ي:يساو  الصور و مكن كتابة (𝑈𝑆)م   (𝑈𝑖)التماين ار ترة

 

 

ويعود السممممممممممممم ممب في للممأ سلا  لون مما نر ممد أن نصمممممممممممممد نمولجمما تثون فيممي قو  واحممد  فلع تسثر في قممدرتممي ع   

وإنممما (𝑋𝑖)لا تعتمممد فلع ع   قيمممة (𝑌𝑖)فتثون قين  (𝑈𝑆)ترتمع بليمممة(𝑈𝑖)التنمس  فممإلا افترضممممممممممممم مما أن 

أ  اللين السابلة واللاحلة لها  و  لأ تثون أكثر من قو  تسثر في قدر   (𝑈𝑆)تعتمد بالإضافة سلا  للأ ع  

 .ال مولا ع   التنمس

تير مرتمطة بط  من ارتغيرات ارسمتلتة في  (𝑈𝑖)تتمك  ح   الورضمية في أن تثون قينالفرضكية الخامسكة: 

 ال مولا  ويعبر ع ي ر اضيا كما ي ي:

 

          

 أما فيما يخل الوروض التي تتعت  بارتغير التا   ارمك  لت احر :

 تي:أن يثون تو ي  ح ا ارتغير التا   تو ي  طميعي وتوقعي أو متوسطي يعطى لالآ -

        𝑌̄ = 𝐸(𝑌𝑖) = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 

(𝐸(𝑈𝑖) = 0) ∀(𝑖 = 1. . . . . . 𝑛) 

𝑉𝐴𝑅 (𝑈𝑖) = 𝐸 (𝑈𝑖
2) = 𝜎2 

         𝑈𝑖 → 𝑁(0, 𝜎2) 
 

𝐶𝑜𝑣 (𝑈𝑖𝑈𝑆) = 𝐸 (𝑈𝑖𝑈𝑠) = 0    ∀ 𝑖 ≠ 𝑆   ( 𝑖 ,  𝑆)  = 1. . . . . 𝑛 

𝐸(𝑈𝑖𝑋𝑖) = 0 
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 : وتماي ي يعطى بال ث  التالاي -

    𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑖) = 𝐸[(𝑌𝑖 − 𝐸(𝑌𝑖)]
2 = 𝜎2 

 بمع ت يثون ارتغير التا   خاض  لتلانون التالاي:

   𝑌𝑖 → 𝑁(𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 , 𝜎
2) 

 و توفر ح   الورضيات يمكن تلدير معتمات ال مولا.

  :تقدير م لما: النموذج-3

  :الصيغة الخطية لت مولا ال سيعن انطلاقا م  

  𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖  
𝑈𝑖ومن اللانون الاحتمالاي ال   يخض  لي ارتغير الع وا ي  → 𝑁(0, 𝜎2)   

, 𝐵0فإن ارعتمات ا  هولة والتي ينمغي تلديرحا من ال مولا 𝐵1 , 𝜎
2. 

لليمة تير ارعتومة  أما التلدير فهو افيعرلا ارلدر بطني الطر لة أو الصمممميغة التي تسمممممل بتلدير ارعتمات 

العددية ال اتجة عن تطمي  تتأ الصممممممممممممميغة أو الطر لة ع   بيانات العي ة  فتثون ارعادلة التلدير ة ع   

 ال ث  التالاي:

              𝑌̂ = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋      
ارربعات الصمممممممممغرا العادية وتتعدد طرر تلدير معتمات ال مولا ا  هولة  سلا أن أحسمممممممممبها طر لة                

وللأ را تتميز بي من   1821عام  (Gauss)التي اعتمد عتيها لأوا مر  العالن الأراني لارا فر در أ جاوس

خصمممممائل سحصمممممائية وسمممممهولة الاسممممماب  كما أنها طر لة تلدير طميعية تتواف  م  حيث  ال مولا  فضممممملا 

ع   أن ملدراتها أفضممممممممممممم  ملدر خطي أمك  حتت وإن لان ال مولا الاليلي ليس انحدار خطي  كما تتميز 

 ا الوعاا لتميانات. بالدقة التي ت عدم لدا تيرحا من ارلدرات ل لأ تعتبر الاستعما

تعد طر لة ارربعات الصممممممممغرا ا ارة الأسمممممممماسمممممممم ي في التحتي  الإحصمممممممما ي طريقة المرب ا: الصككككككككغر : - 3-1

وأحسمممممممن أسمممممممتوب يتن الاعتماد عتيي في اختيار أفضممممممم  خع مسمممممممتلين يوف  بين م ممممممماحدات العي ة من بين 

 أ أسمممممممماسمممممممم ي يتمك  في تصممممممممغير مجمولاتلوم ع   ممدالعدد التي تصممممممممد ارعادلة الخطية الخطوط اللانهائية 

𝑋𝑖)م ماحد  من الك ائيات 𝑛مربعات الأخطا  سلا  أق  قدر ممكن  فع د سماب عي ة مثونة من , 𝑌𝑖)  يثون

𝑌𝑖 الغرض حو انتلمما  أفضمممممممممممممم  خع مسمممممممممممممتلين يعبر عن العلاقممة  = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖   و ثون تلممديرحمما

 :بالصيغة التالية

      𝑌̂𝑖 = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑖         

 حيد: 

𝑌̂𝑖يمك  الليمة التلدير ة لتليمة الاليلية لم :𝑌𝑖. 

وع د تمكي  بيانات العي ة نتحصمم  ع   سمماابة من ال لاط م   ممر  في  ممث  ان  ممار  كما يوضمماي الرسممن 

 المياني التالاي:
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 : يمين العلاقة ارلدر  (02شكل رقم )

 

 

 

 

 

 

  
 12: عمد ا امود محمد عمد الرحمن  مرج  سم  لكر   ص. المصدر                                                                                                                         

ي مين من خلاا ال ممممممممممممث  أعلا  أن ال لاط تتو لا أع   وأسممممممممممممو  الخع التلدير   تمك  سممممممممممممتسممممممممممممتة                        

)بلين سممممممالمة أو موجمة أو معدومة(   𝑌̂𝑖ت حرلا عن سممممممتسممممممتة ارلاح ات التلدير ة 𝑌𝑖ارلاح ات الاليلية

ا  والتي نرمز لأخطوتسممملمت ح   الانحرافات ارمي ة في ال مممث  بالموااي )بوااي ارربعات الصمممغرا( أو ملدرات ا

 : حيد 𝑒𝑖لها بالرمز  

  𝑒𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝑌̂𝑖 

ارمدأ الأوا وحو تصغير مجمولا الموااي سلا  أدنى حد ممكن أو  ع  طر لة ارربعات الصغرا  وتلوم                   

𝑒𝑖∑جعتممي معممدوم أ  = سلا أن حمم ا   (𝑋𝑖 𝑌𝑖)لتعطي أفضمممممممممممممم  خع مسمممممممممممممتلين يوف  م مممممممممممممماحممدات العي ممة0

ال مممممممممممرط تير لالا وللأ لأني يمكن لتموااي السمممممممممممالمة أن تتغي الموااي اروجمة وتثون ال  يجة بمممممممممممور  دون أن 

ل ا ت مممممممممممممترط طر لة ارربعات الصمممممممممممممغرا قيد آخر يتمك  في  𝐵0  𝐵1يتحل   مممممممممممممرط اختيار أفضممممممممممممم  ملدرتين

𝑒𝑖∑أ   ي مربعة و التالاي موجمةتصغير مجمولا مربعات الموااي سلا  أدنى قيمة ممك ة لتصمل ل  المواا
و تن 2

 ي ي: التعمير عبها ر اضيا كما

          𝑄  = ∑ 𝑒𝑖
2𝑛

𝑖=1 = ∑(𝑌𝑖 − 𝐵̂0 − 𝐵̂1𝑋𝑖)
2                   

 ومساواتها سلا  الصور نجد:𝐵̂0  𝐵̂1بالنسمة لم Qو التواض  ال ز ي لتدالة   

{
 
 

 
 𝛿(𝑄)

𝛿(𝐵̂0)
= −2∑(𝑌𝑖 − 𝐵̂0 − 𝐵̂1𝑋𝑖) = 0

𝛿(𝑄)

𝛿(𝐵̂1)
= −2∑𝑋𝑖 (𝑌𝑖 − 𝐵̂0 − 𝐵̂1𝑋𝑖) = 0

 

لرخع ارستلين و ح   𝐵̂0   𝐵̂1و ت سيع ارعادلتين نتوب  سلا  ما يسلمت بارعادلات الطميعية الخابة بم

 أ  أن: 𝐵̂0   𝐵̂1جمتة ارعادلتين نجد قين ل  من

 

 

 

 

. 

𝑌̂1 
𝑌̄ 

𝑌̂2 . 1Y 
2e 

1e 

2Y 

𝑋̄ 

𝑌 

𝛼  + 𝐵̂𝑋       

𝑋 
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كتابتي ع    ويعرلا ح ا التلدير بالتلدير حوا نلطة الأبممممممممممممم   أما التلدير حوا نلطة ارتوسمممممممممممممع فيمكن

 ال ث  التالاي: 

𝑥𝑖 = 𝑋𝑖 − 𝑋̄    𝑦𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝑌̄ 

𝐵̂1بال مممث  التالاي 𝐵̂1وعتيي يمكن سعاد  كتابة الصممميغة الخابمممة =
∑𝑥𝑖𝑦𝑖

∑𝑥𝑖
2

  أما الاد الكاب  فيلدر ب وس 

 . 1الصيغة السابلة

وحكممم ا سلا مممما تن الاصممممممممممممموا ع   تلمممديرات ارربعمممات الصمممممممممممممغرا فمممإنمممي يمكن تحمممديمممد خع الانحمممدار ارلمممدر 

 والخاص بالعي ة حيد يعطى بارعادلة التالية:

 𝑌̂ = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑖  أو      𝑌𝑖 = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖  

عائلات  9لتعائتة تتثون من  Yوالانوار ال هر  𝑋 الميانات التالية تمك  الدخ  ال هر   (:01مثال رقم)

 كما ي ي:

𝑋 60 90 56 18 42 38 90 80 48 

Y 40 55 38 12 35 30 72 60 45 

 المطلوب: 

 .لتميانات ارسن ال ث  الان  ار  -

 .معادلة الانحدار الخطي ال سيع قدر-

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 

 18-17أموري هادي كاظم الحسناوي، مرجع سبق ذكره، ص.  1 

{
 
 

 
 𝐵̂1 =

∑(𝑋𝑖 − 𝑋̄)(𝑌𝑖 − 𝑌̄)

∑(𝑋𝑖 − 𝑋̄)2

𝐵̂0 =
∑𝑋𝑖

2 ∑𝑌𝑖 − ∑𝑋𝑖 ∑𝑋𝑖𝑌𝑖

𝑛∑𝑋𝑖
2 − (∑𝑋𝑖

2)

  = 𝑌̄ − 𝐵̂1𝑋̄
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 :الحل

 رسم الشكل الانتشاري:-1

 
 

𝑥𝑖 اللين  𝑦𝑖  (𝑥𝑖 − x)̅ (𝑦𝑖 − y)̅ (𝑥𝑖 − x)̅(𝑦𝑖 − y)̅ (𝑥𝑖 − x)̅
2 

1 60 40 2 3- 6- 4 

2 90 55 32 12 384 1024 

3 56 38 2- 5- 10 4 

4 18 12 40- 31- 1240 1600 

5 42 35 46- 8- 368 2116 

6 38 30 20- 13- 260 400 

7 90 72 32 29- 928 1024 

8 80 60 22 17 374 484 

9 48 45 10- 2 20- 100 

 6756 3538 / / 387 522 ا  مولا

 

x̅ =
∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1

𝑛
=

522

9
= 58 

y̅ =
∑ 𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1

𝑛
=

387

9
= 43 

 تقدير م ادلة الانحدار الخطي ل لاقة الدخل بالإنفاق الشهري:-

𝛽̂1 =
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅) (𝑦𝑖 − 𝑦̅)

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)2
=

3538

6756
= 0.52 

β̂0 = Y̅ − β̂1X̅ = 43 − 0.52 × 58 = 12.84 

 كما ي ي:  لتدخ  ع   الانوار ال هر  وعتيي تثون معادلة الانحدار ارلدر          

                                                                                                     𝑌̂𝑖 = 12.84 + 0,52𝑋𝑖 
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 خواص مقدرا: المرب ا: الصغر  -3-1-1

وتتمك  الخواص الاسممممابية رلدرات ارربعات الخواص الحسككككابية لمقدرا: المرب ا: الصككككغر  ال ادية: -أ

 الصغرا في: 

 كما توضاي ارعادلة التالية: 𝑌و𝑋يمر الخع ارلدر من نلطة متوسطات العي ة لم  -

 𝑌̄ = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋̄ 

𝑒𝑖∑مجمولا الموااي يساو  الصور - = 𝑒𝑖∑أ    0 = ∑(𝑌 − 𝑌̂) = 0    

𝑒̄و التالاي الليمة ارتوسطة لتموااي تساو  الصور  = 0 

𝑒𝑖∑أ   𝑋𝑖الموااي لا ترتمع بارتغير اروسر - 𝑋𝑖 = 0 

 الخواص الإحصائية لمقدرا: طريقة المرب ا: الصغر  -ب

 تتميز ارعالن ارمنية ع   طر لة ارربعات الصغرا العادية بالخصائل الإحصائية اررتو ة التالية: 

ا في والتي يلصمممد اها سمثانية كتابته: تك سمممب ملدرات ارربعات الصمممغرا خابمممية الخطية خاصكككية الخطية -

 . 𝑌 ث  تركيب خطي أو دالة خطية ر احدات ارتغير التا  

: تتميز ملدرات ارربعات الصغرا بخابية عدم التحيز أ  أن قيمة وسطها يساو  خاصية عدم التحيز –

 الليمة الاليلية لتمعتمة أ :

𝐸(𝐵̂) = 𝐵. 

ربعممات الصمممممممممممممغرا العمماديممة بخممابممممممممممممميممة أقمم  تممماين ولأجمم  حمم   : كممما تتميز ملممدرات ارخككاصكككككككككككككيككة أقككل تبككاي  -

 .الخابية يكثر استخدامها ع   وجي التحديد أ  أنها ت سن بالكواية

والتي تلوا  Gauss Markov: وتسممتنمع ح   الخابممية من ن ر ة BLUE أفضككل مقدر خطي غير متحيز -

أفضمممممممممممم  ملدرتين  𝐵̂0 𝐵̂1الصممممممممممممغرا العاديةمن بين ارلدرات الخطية وتير ارتحيز  تثون ملدرتي ارربعات 

خطيتين وتير متحيزتين حيممد أن لهمما أبمممممممممممممغر تممماين ممكن وتير متحيز  ملممارنممة م  بليممة ارلممدرات الخطيممة 

 الأخرا.

وطارا أن ملدرات ارربعات الصمممممممممممممغرا في نمولا الانحدار الخطي ال سممممممممممممميع عمار  عن تركيب خطي            

ولثونها تير متحيز  ولها أق  تماين ممكن  و التالاي اسمممممممممم يوااها لهاتي الخصممممممممممائل ر مممممممممماحدات ارتغير التا    

 الكلاثة يجعتها أفض  ملدر خطي تير متحيز.

: كما تتصممممممد ملدرات ارربعات الصممممممغرا أنها ملدرات م سمممممملة وح ا لاسمممممم يوااها ع   خاصككككككية الا سككككككاق –

لتما  وح ا𝐵الاليليةيلترب من الليمة  𝐵̂لمممممممم ال روط الأساسية لهاتي الخابية وهي أن يثون تو ي  ارعاي ة

𝑛لان  →                                                        ي ي: يعبر عبها ر اضيا كما والتي𝐵هي 𝐵̂أ  البهاية الاحتمالية لتملدر  ∞

Plim(𝐵̂) = 𝐵
𝑛 → ∞            

 

ربان تثون قيمتي التحيز والتماين تلتلراصممممموا ع   ملدر م سممممم  ب  ينمغي أن ولثون ح ا ال مممممرط تير لالا 

 من مالا نهاية. 𝑛أو تساو ان الصور لتما اقترب ا ن العي ة



 الانحدار الخطي البسيطتحليل ........................................................الفصل الثاني: ......................................................................

23 

 

1) 𝑙𝑖𝑚𝐸(𝐵̂) = 𝑃 𝑙𝑖𝑚(𝐵̂) = 𝐵
𝑛 → ∞                               

                    

2) lim𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = 𝑃 𝑙𝑖𝑚 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = 0
𝑛 → ∞                                      

 

 .𝐵بطني ملدر م س  لتمعتمة الاليلية 𝐵̂و توفر ح ين ال رطين نلوا عن ارلدر 

 :توزيع الم اينة للمقدرا: والتقدير المجالي للم الم-3-2

𝝈̂𝒖̂تقدير تباي  حد الخطأ ال شوائي-3-2-1
 :𝑽(𝑩̂𝟏)و 𝑽(𝑩̂𝟎)وتباي  المقدرا: 𝟐

𝝈̂𝒖تقككدير تبككاي  حككد الخطككأ ال شكككككككككككككوائي-أ
يسمممممممممممممتعممم  في سجرا  اختمممارات ارع و ممة   𝐵̂0  𝐵̂1لون أن تممماين: 𝟐

والتي تمكمم  تممماين حممد   𝜎2ع   معتمممة مجهولممة وهي تير أن حمم ا التممماين يحتو    الخممابممممممممممممممة بتتممأ ارلممدرات

الخطط الع ممممممممممممموا ي الأمر ال   يسمممممممممممممتديي ضمممممممممممممرور  تلدير  من أج  الليام بالاختمارات الإحصمممممممممممممائية رعالن 

 ة لتماين حد الخطط الع وا ي كما ي ي:ال مولا و مكن الاصوا ع   الصيغة التلدير 

 ي ي: انطلاقا من ارعادلة التلدير ة والتي تكتب كما

 𝑌̂ = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑖  ⋯⋯ (02) 

 سلا  طرفي ارعادلة نجد: ∑و إدخاا 

 ∑ 𝑌̂ = ∑ 𝐵̂0 + 𝐵̂1∑𝑋𝑖 

 ارعادلة كما ي ي:  تصمل 𝑛و لسمة طرفي ارعادلة ع  

∑ 𝑌̂𝑖
𝑛

=
𝑛 . 𝐵̂0

𝑛
+ 𝐵̂1

∑𝑋𝑖

𝑛
 

 𝑌̄̂ = 𝐵̂0  + 𝐵̂1 𝑋̄ ⋯⋯ (03) 

 ( نجد:02( من ارعادلة رقن )03و طرح ارعادلة رقن )

𝑌̂𝑖 − 𝑌̄̂ = 𝐵̂0 + 𝐵̂1 𝑋𝑖 − 𝐵̂0 − 𝐵̂1𝑋̄ 
 وبعد الت سيع نحص  ع  :

 𝑦 𝑖 = 𝐵̂1𝑋𝑖 − 𝐵̂1𝑋̄ 
𝑦 𝑖 أ  = 𝐵̂1(𝑋𝑖 − 𝑋̄)        أو  عمار  أخرا  𝑦 𝑖 = 𝐵̂1𝑥𝑖 

𝑒𝑖و ما أن  = 𝑦𝑖 − 𝑦 𝑖   أ  أن 𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝐵̂1 𝑥𝑖 

 و تربي  الطرفين نجد: 

     𝑒𝑖
2 = ( 𝑦𝑖 − 𝐵̂1𝑥𝑖)

2 
 ع   طرفي ارعادلة نحص  ع  : ∑و وأ الأقواس وإدخاا ا  مولا 

 ∑𝑒𝑖
2 = ∑𝑦𝑖

2
+ 𝐵̂1

2
∑𝑥𝑖

2
− 2𝐵̂1 ∑𝑥𝑖 𝑦𝑖 ⋯⋯ (04) 

 في نمولا الانحدار الخطي ال سيع ارتوب  سليها سابلا:𝐵̂1  ومن الصيغة التلدير ة لم 

  𝐵̂1 = 
∑𝑥𝑖𝑦𝑖

∑𝑥𝑖
 :دضرب طرفي ارعادلة في الوسطين نجو    2

𝐵̂1.∑𝑥𝑖
2 = ∑𝑥𝑖 . 𝑦𝑖 ⋯⋯ (05) 

 نجد: (04( في ارعادلة رقن )05و تعو ي ارعادلة رقن )



 الانحدار الخطي البسيطتحليل ........................................................الفصل الثاني: ......................................................................

24 

 

 ∑𝑒𝑖
2 = ∑𝑦𝑖

2
− 𝐵̂1 ∑𝑥𝑖 𝑦𝑖 ⋯⋯ (06) 

    :بال ث  التالاي𝜎2 ويعبر عن

 𝜎2 =
∑𝑒𝑖

2

𝑛−2
  ⋯⋯ (07) 

 ( نجد:07( في ارعادلة رقن )06رقن ) و تعو ي ارعادلة   

 𝜎2 =
∑𝑦𝑖

2 − 𝐵̂1 ∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛 − 2
 

ويع ي للأ أن تماين أخطا  العي ة تمك  النسمممممممممممة بين مجمولا مربعات انحرافات اللين ار مممممممممماحد  عن خع 

 .العي ة سلا  درجة الار ة لرخطط انحدار

𝑆𝑒)وإلا لممان يرمز سلا  التلممدير الخطي تير ارتحيز لتممماين الخطممط بممالرمز
فممإن بممممممممممممميغتممي التلممدير ممة تكتممب  (2

 بال ث  التالاي:

 

 

 تباينا: المقدرا::-ب

 :𝑩̂𝟎تباي  المقدر-

 لدي ا:

𝐵̂0 = 𝐵0 − 𝑥̅
∑ 𝑢𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥̅)𝑛

𝑖=1

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

+ 𝑢̅ ⇒ 𝐵̂0 − 𝐵0 = 𝑢̅ − 𝑥̅
∑ 𝑢𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥̅)𝑛

𝑖=1

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

 

 

𝑤𝑖نض   = (𝑥𝑖 − 𝑥̅) 

 نجد:

𝐵̂0 − 𝐵0 = 𝑢̅ − 𝑥̅
∑ 𝑢𝑖𝑤𝑖

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1

=
1

𝑛
∑𝑢𝑖 − 𝑥̅

𝑛

𝑖=1

∑ 𝑢𝑖𝑤𝑖
𝑛
𝑖=1

∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1

 

𝐵̂0 − 𝐵0 = ∑(
1

𝑛

𝑛

𝑖=1

− 𝑥̅
𝑤𝑖

∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1

)𝑢𝑖  

𝐸(𝐵 0 − 𝐵0)
2
= 𝐸 [∑(

1

𝑛
𝑢𝑖 − 𝑥̅

𝑤𝑖

∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1

𝑢𝑖)

𝑛

𝑖=1

]

2

= 𝐸 ∑(
1

𝑛
𝑢𝑖 − 𝑥̅

𝑤𝑖

∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1

𝑢𝑖)

2𝑛

𝑖=1

 

𝐸(𝐵 0 − 𝐵0)
2
= 𝐸 [∑(

1

𝑛2
𝑢𝑖

2 − 2𝑥̅
𝑤𝑖

𝑛∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1

𝑢𝑖
2 + 𝑥̅2

𝑤𝑖
2

(∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1 )
𝑢𝑖

2)

𝑛

𝑖=1

] 

𝑉(𝐵̂0) = 𝐸(𝐵 0 − 𝐵0)
2
= ∑𝐸 (

1

𝑛2
𝑢𝑖

2 − 2𝑥̅
𝑤𝑖

𝑛∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1

𝑢𝑖
2 + 𝑥̅2

𝑤𝑖
2

(∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1 )
2 𝑢𝑖

2)

𝑛

𝑖=1

 

𝜎 𝑢
2 = 𝑆𝑒

2 =
∑𝑒𝑖

2

𝑛 − 2
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𝑉(𝐵̂0) = ∑(
1

𝑛2
𝐸(𝑢𝑖

2) − 2𝑥̅
𝑤𝑖

𝑛∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1

𝐸(𝑢𝑖
2) + 𝑥̅2

𝑤𝑖
2

(∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1 )
2 𝐸(𝑢𝑖

2))

𝑛

𝑖=1

 

𝑉(𝐵̂0) = ∑(
1

𝑛2
𝜎𝑢

2 − 2𝑥̅
𝑤𝑖

𝑛∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1

𝜎𝑢
2 + 𝑥̅2

𝑤𝑖
2

(∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1 )
2 𝜎𝑢

2)

𝑛

𝑖=1

 

 و ما أن:

∑ 𝑤𝑖
𝑛
𝑖=1 = ∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)𝑛

𝑖=1 = 0  
 وم ي 

𝑉(𝐵̂0) = (
𝑛

𝑛2
+

𝑥̅2

∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1

)𝜎𝑢
2 = (

1

𝑛
+

𝑥̅2

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

)𝜎𝑢
2 

 وعتيي:

 

 

 

 :𝑩̂𝟏تباي  المقدر-

𝐵̂1 = 𝐵1 + 𝑥̅
∑ 𝑢𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥̅)𝑛

𝑖=1

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

⇒ 𝐵̂1 − 𝐵1 =
∑ 𝑢𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥̅)𝑛

𝑖=1

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

 

𝑉(𝐵̂1) = 𝐸(𝐵 1 − 𝐵1)
2
= 𝐸 [

∑ 𝑢𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥̅)𝑛
𝑖=1

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

]

2

 

𝑤𝑖  نض  = (𝑥𝑖 − 𝑥̅) 

𝑉(𝐵̂1) = 𝐸 [
∑ 𝑢𝑖𝑤𝑖

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1

]

2

=
1

[∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1 ]2
𝐸 [∑𝑢𝑖𝑤𝑖

𝑛

𝑖=1

]

2

 

𝐸 [∑𝑢𝑖𝑤𝑖

𝑛

𝑖=1

]

2

= 𝐸(𝑢1𝑤1 + 𝑢2𝑤2 + ⋯+ 𝑢𝑛𝑤𝑛)
2

= 𝐸(𝑢1
2𝑤1

2 + 𝑢2
2𝑤2

2 + ⋯+ 𝑢𝑛
2𝑤𝑛

2 + 2𝑢1𝑤1𝑢2𝑤2 + ⋯
+ 2𝑢𝑛−1𝑤𝑛−1𝑢𝑛𝑤𝑛)
= 𝑤1

2𝐸(𝑢1
2) + 𝑤2

2𝐸(𝑢2
2) + ⋯+ 𝑤𝑛

2𝐸(𝑢𝑛
2) + 2𝑤1𝑤2𝐸(𝑢1𝑢2) + ⋯

+ 𝑤𝑛−1𝑤𝑛𝐸(𝑢𝑛−1𝑢𝑛) 

 ومن فرضيات ال مولا:

𝐸(𝑢𝑖𝑢𝑗) = 0  , ∀(𝑖 ≠ 𝑗), 𝐸(𝑢𝑖)
2 = 𝜎𝑢

2      ∀𝑖 

 نجد:

𝐸 [∑𝑢𝑖𝑤𝑖

𝑛

𝑖=1

]

2

= ∑𝐸(𝑢𝑖𝑤𝑖)
2 = 𝜎𝑢

2

𝑛

𝑖=1

∑𝑤𝑖
2 + 0 = 𝜎𝑢

2

𝑛

𝑖=1

∑𝑤𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

𝑉(𝐵̂0) = 𝜎 𝐵̂0

2 = (
1

𝑛
+

𝑥̅2

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

)𝜎𝑢
2 = (

∑ 𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1

𝑛∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

)𝜎𝑢
2 
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𝑉(𝐵̂1) =
𝜎𝑢

2 ∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1

(∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1 )
2 =

𝜎𝑢
2

∑ 𝑤𝑖
2𝑛

𝑖=1

 

𝑤𝑖و تعو ي   بليمتها نجد:   

𝑉(𝐵̂1) =
𝜎𝑢

2

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

 

𝜎𝑢بتعو ي تماين الأخطا 𝐵̂0 𝐵̂1تماين كلا من وعتيي يثون 
𝜎 𝑢بملدر  2

 كما ي ي: 2

 

 

 

 

 

 

 :فتكتب ع   الترتيب𝐵̂0  𝐵̂1ارلدر  لممالانحرافات ارعيار ة أما 

 

 

 

 

 

 

 

 : بالعود  سلا  اركاا الساب  أحسب كلا من:(02مثال رقم)

𝜎 𝑢حد الخطط الع وا يتماين -
 ؛2

 ثن الانحرالا ارعيار  لث  مبها؛𝐵̂1  وتماين𝐵̂0تماين-

 :الحل

𝜎 𝑢ومن اج  حساب تماين حد الخطط الع وا ي  
  :من ارعادلة التلدير ة لتمكاا الساب 𝑌̂𝑖نحسب أولا  2

𝑌̂𝑖 = 12.84 + 0,52𝑋𝑖  
 

 

 

 

 

𝜎 𝐵̂0
= √𝑉(𝐵̂0) = √(

1

𝑛
+

𝑥̅2

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

)𝜎 𝑢
2 = 𝜎 𝑢√(

1

𝑛
+

𝑥̅2

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

) 

 

𝜎 𝐵̂1
= √𝑉(𝐵̂1) = √

𝜎 𝑢
2

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

= 𝜎 𝑢√
1

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

 

 

𝑉(𝐵̂0) = 𝜎 𝐵̂0

2 = (
1

𝑛
+

𝑥̅2

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

) 𝜎̂𝑢̂
2  

 

𝑉(𝐵̂1) = 𝜎 𝐵̂1

2 =
𝜎̂𝑢̂

2

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1
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𝑥𝑖 اللين  𝑌𝑖  𝑌̂𝑖 𝑒𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝑌̂𝑖 𝑒𝑖
2 

1 60 40 44.04 4.04- 16.3216 

2 90 55 59.64 4.64- 21.5296 

3 56 38 41.96 3.96- 15.6816 

4 18 12 22.2 10.2- 104.04 

5 42 35 34.68 0.32 0.1024 

6 38 30 32.6 2.6- 6.76 

7 90 72 59.64 12.36 152.7696 

8 80 60 54.44 5.56 30.9136 

9 48 45 37.8 7.2 51.84 

 399.9584     ا  مولا

𝝈̂𝒖̂حد الخطأ ال شوائيتباي   حساب-
 البواقي(:)𝟐

𝜎 𝑢
2 =

∑𝑒𝑖
2

𝑛 − 2
=

399.9584

9 − 2
= 57.137 

 تباي  كل مقدر على حد : حساب-

𝑉(𝐵̂0) = 𝜎 𝐵̂0

2 = (
1

𝑛
+

𝑥̅2

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

)𝜎 𝑢
2 = (

1

9
+

(58)2

6756
)57.137 = 34.797 

 

𝑉(𝐵̂1) = 𝜎 𝐵̂1

2 =
𝜎̂𝑢̂

2

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

=
57.137

6756
= 0.0084 

افا: الم يارية للمقدرا::-  الانحر

𝜎 𝐵̂0
= √𝑉(𝐵 0) = √34.797 = 5.898 

𝜎 𝐵̂1
= √𝑉(𝐵 1) = √0.0084 = 0.0916 

 تقييم الم لما: المقدرة:-4

 تتمك  ارعايير الإحصائية التي يمكن اعتمادحا في تليين معتمات ال مولا ارلدر  في نوعين:            

 .مدا ارلدر  التوسيرية لت مولا اختمار جود  الارتماط لراكن ع   -

مات جيد لتوبممممممممموا سلا  معت اختمارات ارع و ة للياس درجة الكلة في ارعتمات ارلدر  من العي ة لطسممممممممماس -

 .ا  تم 

كمليمماس لاختمممار جود  الارتممماط أو ارلممدر  𝑅2: يسمممممممممممممتخممدم معمماممم  التحممديممد اختبككار جودة الارتبككا -4-1

التي يمكن   (𝑌𝑖)فيعرلا ع   أنممي لالنسممممممممممممممممة اركو ممة من التغير الك ي في ارتغير التمما    التوسممممممممممممميريممة لت مولا

ل  كما يعرلا ع   أني لنسمممة التغيرات في (𝑋𝑖)توسمميرحا بدلالة ارتغير ارسممتل  اردرا بالدالة مح  اللياس 

  نسمممممة رسممممتل ل  كما يعرلا ك لأ بطني لمعيار يوضممممارتغير التا   التي يمكن سرجاعها سلا  التغير في ارتغير ا

 مساحمة ارتغيرات ارستلتة في توسير التغير الااب  في ارتغير التا  ل.

 و تن حسابي ر اضيا كما ي ي:

𝑌𝑖سلا لان  = 𝑌̂𝑖 + 𝑒𝑖 𝑌𝑖   :فإن    − 𝑌̄ = ( 𝑌̂𝑖 − 𝑌̄ ) + 𝑒𝑖 
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   فمتربي  طرفي ارعادلة نجد:

 ∑(𝑌𝑖 − 𝑌̄)2 = ∑[(𝑌̂𝑖 − 𝑌̄) + 𝑒𝑖)]
2

 
𝑌̂𝑖)∑   ولأن − 𝑌̄) 𝑒𝑖 =  فإن ارعادلة تصمل كما ي ي:  0

 

 

 حيد:

∑(𝑌𝑖 − 𝑌̄)2   يعبر عن مجمولا مربعات الانحرافات الثتية لتمتغير التا :) (Total Sum of squares 

 . 𝑇𝑆𝑆بالرمزوالتي يرمز لها 

∑(𝑌̂𝑖 − 𝑌̄)2 تمك  مجمولا مربعات الانحرافات ار مممممممروحة أو اروضممممممماة التي تليس تطثير ارتغير اروسممممممممر :

 . 𝐸𝑆𝑆بالرمز لها رمز و  (Explained Sum of Squares)ع   ارتغير التا   

∑𝑒𝑖
            : تمممممممكمممممم  ممممجمممممممولا ممممربمممعممممممات المممممممواامممي المممتمممي تممملممميمممس تممممممطثممميمممر ارمممتمممغممميمممر المممع ممممممممممممممموا مممي عممم ممم  ارمممتمممغممميمممر المممتمممممما ممم  2

(Residual Sum of Squares)  بالرمزو رمز لها𝑅𝑆𝑆. 

 وعتيي يمكن سعاد  بياتة ارعادلة السابلة ع   ال ث  التالاي:
      𝑇𝑆𝑆 = 𝐸𝑆𝑆+𝑅𝑆𝑆 ⋯⋯ (08)       

 نجد: 𝑇𝑆𝑆الثتية( ع   الانحرافات 08و لسمة طرفي ارعادلة رقن )

 
𝐸𝑆𝑆

𝑇𝑆𝑆
+

𝑅𝑆𝑆

𝑇𝑆𝑆
= 1 

حو ارعيار الإحصممممممممما ي ال   يليس التغيرات التي تحدث في ارتغير التا   بواسمممممممممطة 𝑅2ولأن معام  التحديد 

 فإني يمكن كتابة بيغتي كما ي ي(𝑋𝑖) تغيرات ارتغير ارستل 

 

 

  

يثون معرلا 𝑅2  وطملا للانون ارربعات الصممممغرا فإن𝑇𝑆𝑆والليمةما بين الصممممور  محصممممور 𝑅𝑆𝑆وطارا أن

0  و نتلمي سلا  ا  اا التالاي: ≤ 𝑅2 ≤ 1 

 :وعتيي نميز عد  حالات

𝑅𝑆𝑆ع دما يثون  - = يطخ  أكبر قيمة لي وهي الواحد مما  𝑅2مجمولا مربعات الموااي معدوم مع ا  أن 0

𝑌̂𝑖تل  ع   الخع ارلمممدر  (𝑥𝑖  𝑦𝑖)يع ي أن لممم  نلممماط ارلاح مممة = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑖  ع مممدحممما يثون التوفي  

 جيد والارتماط قو  بين ارتغير التا   وارتغير ارستل .

𝐸𝑆𝑆لانأما سلا -  =  مجمولا مربعات الانحرافات ار روحة أو اروضاة معدومة مما يع ي أن 0

𝑅2 = 𝑟2 =
𝐸𝑆𝑆

𝑇𝑆𝑆
= 1 −

𝑅𝑆𝑆

𝑇𝑆𝑆
 = 1 −

∑𝑒𝑖
2

∑(𝑌𝑖 − 𝑌̄)2
 

∑(𝑌𝑖 − 𝑌̄)2 = ∑(𝑌̂𝑖  − 𝑌̄ )2 + ∑𝑒𝑖

2
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𝑇𝑆𝑆 = 𝑅𝑆𝑆 جممة عن مجمولا مربعممات الموااي ع ممدحمما أ  أن مجمولا مربعممات الانحرافممات الثتيممة تثون نممات

يممطخمم  معمماممم  التحممديممد أدنى قيمممة لممي والتي تعممادا الصمممممممممممممور لتع ي بمم لممأ أنممي لا توجممد أيممة علاقممة خطيممة بين 

 .(𝑌𝑖)لا ت رح تغيرات(𝑋𝑖)وأن  (𝑌𝑖)وارتغير التا    (𝑋𝑖)ارتغير ارستل 

 :ملاحظة

يجدر الت كير أن الورر بين معام  التحديد ومعام  الارتماط يكمن في السمممممممممم ية  حيد أن معام  الارتماط 

 غي ال  ر عن الدور ال   يتعمي ل  متغير التا   أو ارسمممممممممتل  وحو محصمممممممممور يليس العلاقة بين متغيرين 

 لاعتمار السممممممممم ية  حيدفيليس أيضمممممممما الارتماط ولكن يطخ   عين اأما معام  التحديد   (1−)و(1+)بين 

 .(𝑌𝑖)حو ال   يوسر ال احر  (𝑋𝑖)أن ارتغير

 جدول تحليل التباي :-4-1-1

 يمكن رسن جدوا تحتي  التماين في حالة نمولا انحدار خطي  سيع كما حو ممين أدنا :

درجممممممممممممممممممممممممممممممممممممممة  مصدر التغير

 الار ة

 متوسع مجمولا ارربعات مجمولا ارربعات

𝐸𝑆𝑆 1 ارتغير اروسر = ∑(𝑌̂𝑖 − 𝑌̄)2 ∑(𝑌 𝑖 − 𝑌̄)2

1
 

n-2 𝑅𝑆𝑆 الموااي = ∑𝑒𝑖
2 ∑ 𝑒𝑖

2

n − 2
 

n-1 𝑇𝑆𝑆 ا  مولا = 𝐸𝑆𝑆+𝑅𝑆𝑆        

∑(𝑌𝑖 − 𝑌̄)2 = ∑(𝑌̂𝑖  − 𝑌̄ )2 + ∑𝑒𝑖

2

 

 

≠ 
 

 بالاعتماد ع   معطيات اركاا الساب   (:03مثال رقم)

 مالا تستنتج؟  𝑅2أحسب معام  التحديد-

 أنش ئ جدوا تحتي  التماين.-

 :الحل

 𝑅2حساب معام  التحديد:-

𝑅2  لدي ا =
𝐸𝑆𝑆

𝑇𝑆𝑆
= 1 −

𝑅𝑆𝑆

𝑇𝑆𝑆
 = 1 −

∑𝑒𝑖
2

∑(𝑌𝑖−𝑌̄)2
 

𝑒𝑖∑ولدي ا 
2 = y̅و    399.9584 = 43 

𝑌𝑖)∑سلن نحسب  − 𝑌̄)2 
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𝑥𝑖 اللين  𝑌𝑖  𝑌̂𝑖 (𝑌𝑖 − 𝑌̄)2 

1 60 40 44.04 9 
2 90 55 59.64 144 
3 56 38 41.96 25 
4 18 12 22.2 961 

5 42 35 34.68 64 
6 38 30 32.6 169 
7 90 72 59.64 841 
8 80 60 54.44 289 
9 48 45 37.8 4 

 2506    ا  مولا

𝑅2وم ي  = 1 −
𝑅𝑆𝑆

𝑇𝑆𝑆
 = 1 −

∑𝑒𝑖
2

∑(𝑌𝑖−𝑌̄)2
= 1 −

399.9584

2506
= 1 − 0.1596 = 0.8404 

وقو  وحو يدا ع   جود   %84.04: أن الدخ  ال مممهر  يوسمممر تغيرات الانوار ال مممهر  بنسممممة الاسكككتجتاج

ا لي قدر    و التالاي ال مولالارتماط بين ارتغير اروسمممممممممممممر الدخ  ال مممممممممممممهر  وارتغير التا   الانوار ال مممممممممممممهر  

 توسيرية عالية.

 إنشاء جدول التحليل التباي :-

درجممممممممممممممممممممممممة  مصدر التغير

 الار ة

 متوسع مجمولا ارربعات مجمولا ارربعات

𝐸𝑆𝑆 1 ارتغير اروسر = ∑(𝑌̂𝑖 − 𝑌̄)2 = 2106.0416 ∑(𝑌̂𝑖 − 𝑌̄)2

1
= 2106.0416 

𝑅𝑆𝑆 7 الموااي = ∑𝑒𝑖
2 = 399.9584 ∑ 𝑒𝑖

2

n − 2
=

399.9584

7
= 57.1369 

𝑇𝑆𝑆 8 ا  مولا = 𝐸𝑆𝑆+𝑅𝑆𝑆        

∑(𝑌𝑖 − 𝑌̄)2 = ∑(𝑌̂𝑖  − 𝑌̄ )2 + ∑𝑒𝑖

2

= 2506 

 

≠ 
 

تتمكمممم  ارعممممايير التي يتن اعتمممممادحمممما في اختمممممار ارع و ممممة لأجمممم  الوقولا ع   مممممدا  اختبككككارا: الم نويككككة:-4-2

ارلائمة الإحصمممائية رعتمات ال مولا من بيانات العي ة ومدا اعتمادحا لطسممماس جيد لتوبممموا سلا  معتمات 

 ا  تم  في:

 .𝜎 𝐵̂اختمار الخطط ارعيار   -

 .𝑡اختمار الإحصائية -

 لت مولا.ارع و ة الثتية  لتليين𝐹الإحصائيةاختمار  -

راكن ع   ل يعتبر الخطممط ارعيممار  أحممد ارعممايير التي يمكن الاسممممممممممممم  مماد عتيهممااختبككار الخطككأ الم يككاري: -4-2-1

 𝑆𝐵̂ي بالرمزفنرمز لالتا     ال مولا وملدرتها ع   التوسمممير ودرجة تطثيرحا ع   ارتغير مدا مع و ة معتمات
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مممممان الخطممممممط ارعيممممممار   م خوي لتممممممما ارتوعمممممم  ارع و ممممممة   𝐵̂0  𝐵̂1رعتمممممممات ال مولا ارلممممممدر حيممممممد لتممممممما لم

 .ن  ب لأ أساس جيد لتوسير ال مولاولا𝐵̂0  𝐵̂1الإحصائية

أما سلا لان الخطط ارعيار  مرتو  فإن للأ ي مممممممممممير سلا  ضمممممممممممعوها في تمكي  معتمات ا  تم  وعدم قدرتها ع   

  رح وتوسير تغيرات ارتغير التا  .

بواسممممطة الخطط ارعيار  يتعين اسممممتخدام الورض العدم والورض 𝐵̂0  𝐵̂1ملدرات العي ة ولاختمار مع و ة

 المدي .

:𝐻0                 :  العدمالورض  {
 𝐵0 = 0
  𝐵1 = 0

 

:𝐻1         المدي :ضد الورض  {
 𝐵0 ≠ 0
  𝐵1 ≠ 0

 

 من خلاا الصيغتين التاليتين:𝐵̂0  𝐵̂1و تن حساب قين الخطط ارعيار  لث  من

 𝑆𝐵̂1
= √

∑𝑒𝑖
2

( 𝑛 − 𝑘 ) ∑ 𝑥𝑖
2

          𝑆𝐵̂0
= √

∑𝑒𝑖
2 ∑𝑥𝑖

2

𝑛 ( 𝑛 − 𝑘 )∑𝑥𝑖
2

 

                     حيد:

𝑛.تمك  عدد ار احدات في العي ة : 

𝑘 ارعالن.: عدد 

 عدحا تتن ملارنة الخطط ارعيار  لث  معتمة ملدر  بليمتها ارلدر  ونميز في ح   الاالة أكثر من                  

 احتماا.

من قيمة ارعتمة ارلدر   %50سلا لان الخطط ارعيار  أق  من نصممد الليمة ارلدر  لتمعتمة أ  أق  من  -

نرفي الورض العمممدم ونلمممم  الورض الممممديممم  ع   أن ارلمممدرات لهممما مع و مممة سحصمممممممممممممممائيمممة و مكن اعتممممادحممما 

 التا  .تغير لطساس جيد لتوبوا سلا  معتمة ا  تم  وأن ارتغير اروسر يسثر ع   ار

من قيمة ارعتمة  %50أما سلا لان الخطط ارعيار  أكبر من نصمممممممممممممد الليمة ارلدر  لتمعتمة أ  أكبر من  -

ارلمممدر   فمممإن للمممأ موممماد  قموا الورض العمممدم ورفي الورض الممممديممم  ع   أن ارلمممدرات ليسممممممممممممممم  مع و مممة 

 سحصائيا ولا يمكن اعتمادحا لطساس جيد لتمكي  ا  تم .

 مممممممممممممار  في ح ا الإطار سلا  أني جرت العاد  ع   كتابة الأخطا  ارعيار ة بين قوسمممممممممممممين أسمممممممممممممو  اللين وتجدر الإ 

 ارلدر  لتمعتمات حتت تسه  عمتية ارلارنة بيبهما.

لمطحمد ارعمايير التي تليس مع و مة ارعتممات وممدا 𝑡: يتن اعتمماد الإحصمممممممممممممائيمة 𝑡اختبكار الإحصكككككككككككككائيكة-4-2-2

 .الدراسة ع   أن تثون ارعتمات ارلدر  مو عة تو يعا معتدلاتطثيرحا ع   ال احر  مح  

 𝐵̂0 → 𝑁(𝐵0 
𝜎2 ∑𝑥𝑖

2

𝑛∑𝑥𝑖
2
)  

𝐵̂1 → 𝑁(𝐵1 
𝜎2

∑𝑥𝑖
2
 ) 

 في قياس مع و ة ارعتمات يتعين ستمالا الخطوات التالية: 𝑡وحتت يتن استخدام اختمار
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 ا اسو ة باستعماا الصيغة التالية:"𝑡"تحديد قيمة  -

 𝑡∗ =
𝐵̂ − 𝐵

𝜎̂𝐵̂𝑖

 

ع ممد درجممات حر ممة معي ممة ومسمممممممممممممتوا مع و ممة 𝑡 سممممممممممممم يودنمم  ال ممدوليممة من جممدوا تو ي  "𝑡"تحممديممد قيمممة   -

𝑛عدد ارعتمات ارلدر  أ  –محدد  حيد درجة الار ة = ا ن العي ة  − 𝑘. 

الليممام بمماختمممار مع و ممة ارعتمممات ارلممدر  من العي ممة عن طر   اسمممممممممممممتخممدام فرض العممدم والورض المممديمم   -

 بمعتمات ا  تم .الخابين 

 .𝑌و𝑋ارتغيرين: ي ل ع   عدم وجود علاقة بين الفرض ال دم

:𝐻0         أ  أن    {
𝐵0 = 0
 𝐵1 = 0

  

  𝑌و𝑋بين ارتغيرين: ي ل ع   وجود علاقة الفرض البديل

:𝐻1 أ  أن: {
 𝐵0 ≠ 0
  𝐵1 ≠ 0

 

 وف  الصيغة التالية: 𝐵̂1بالنسمة لم 𝑡و تن حساب

 𝑡𝐵̂1
=

𝐵̂1

𝜎̂𝐵̂1

      

 أن:حيد 

𝑡  حو اختمار ع د مستوا مع و ة معين ودرجة حر ة :(𝑛 − 𝑘) أنعتما𝑛  تمك  عدد ار احدات في العي ة

 عدد ارعالن. 𝑘و

𝐵̂1 تمك  الليمة التلدير ة لم :𝐵1 .الاليلية  

𝜎 𝐵̂1
 .𝐵̂1: تمك  الانحرالا ارعيار  لتملدر 

 :𝐵̂0الخابة بارلدر  𝑡ونوس الش ي  بالنسمة للإحصائية

𝑡𝐵̂0
=

𝐵̂0

𝜎̂𝐵̂0

   

لتملدرات نلارن م  قيمتها ال دولية ارعطا  في ال داوا الخابمممة اها ع د درجات (𝑡)وبعد اح سممماب قيمة 

𝑛)حر ة −  العدم.لتحديد قموا أو رفي فرضية  (%1أو  %5ومستوا ارع و ة ارطتوب ) (2

نرفي فرضمممممممممممية العدم ونلم   ال دولية(𝑡) أكبر من قيمة ا اسمممممممممممو ة(𝑡) الليمة ارطتلة لمممممممممممممممممممممممم فإلا لان  -

 الورضية المديتة ع   أن ارعتمة ارلدر  لها مع و ة سحصائية وتسثر في ارتغير التا  .

نلم  فرضمممممممية العدم ونرفي  ال دولية(𝑡) من قيمة أق  ا اسمممممممو ة(𝑡)الليمة ارطتلة لمممممممممممممممممممم  أما سلا لان  -

س التها  سحصمممائية ولا تسثر في ارتغير التا   و جبالورضمممية المديتة ع   أن ارعتمة ارلدر  ليسممم  لها مع و ة 

 من ال مولا.

 8بالاة للاستخدام في حالة ما تثون درجة الار ة أكبر من  "𝑡"تير أني تن تصمين بيغة تلر  ية لاختمار

𝑛أ   − 𝑘 > تتغير بمع   مممممممممممممديد  عدما تزداد درجة  tنجد أن قيمة  "𝑡"  فع د ال  ر سلا  جدوا تو ي  8
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𝑛ع د درجة الار ة  2.3ال دولية تسممممممماو   𝑡  ع   سممممممم ي  اركاا 8الار ة عن  − 𝑘 = وتصممممممممل تسممممممماو  8

𝑛 ع د درجة حر ة  1.96 − 𝑘 =  1.96سلا   2.3ولا  أ أن التغير من  5 %وللأ ع د مستوا مع و ة ∞

   عممد درجممة ال ممدوليممة بممدرجممة كمير   𝑡يعتبر تغير بطي  جممدا  مممما يع ي أن درجممة الار ممة لا تسثر ع   قيمممة 

ومن ثن يصممممممممممممممل من ارمكن سحممماا أثر حمم ا التغير دون خطممط كمير  ومن حمم ا ار طت  يمكن اعتمممار  8حر ممة 

"𝑡"   تلر ممما  وفي حمم   الاممالممة يصممممممممممممممل اختمممار  2تسمممممممممممممماو   8ال ممدوليممة ع ممد جمي  درجممات الار ممة أكبر من

 كما ي ي:  %5الطرفين ع د مستوا مع و ة 

ممانممم   - |∗𝑡 |سلا لم > نرفي الورض العمممدم ونلمممم  الورض الممممديممم  ع   أن الليممممة ارلمممدر  لتمعتممممة لهممما 2

 .سحصائية وتسثر في ارتغير التا  مع و ة 

|∗𝑡|أما سلا لان  - < نلم  الورض العدم ونرفي الورض المدي  ع   أن الليمة ارلدر  لتمعتمة تير  2

   معتمة ا  تم .مع و ة سحصائيا  ولا يمكن أن نك  فيها لطساس جيد لتوبوا سلا

 بناء مجال الثقة للم الم:-4-2-2-1

أو 𝐵0هي ارلممدر  الاليليممة رعتمممة ا  تم   𝐵̂0  𝐵̂1سن رفي فرضممممممممممممميممة العممدم ليس مع مما  أن ارلممدر           

𝐵1 وإنما يع ي أن ارلدر  التي حصمممت ا عتيها من العي ة اربممماو ة من ا  تم  معتمتي الاليلية تختتد عن

 يتن الاستعانة بمجاا تنتلمي سليي ارعتمة يسلمت مجاا الكلة. الصور  له ا

فيعرلا مجممماا الكلمممة رعمممالن الانحمممدار بمممطنمممي الامممدود البهمممائيمممة التي يثون من ارتوق  أن تل  معتممممة ا  تم  

 داختها بدرجة ثلة معي ة  كما يمكن تعر وي ع   أني مدا الكلة التي تل  ضمبها الليمة الاليلية لتمعتمة. 

مجالا لتلين  ييعط ال    𝐵̂1و  𝐵̂0وللأ بمعرفة تو ي  𝐵1 و 𝐵0عالن الانحداررن ب ا  مجالات الكلة و مك

 . ونميز حالتين:التي تنتلمي سليها معالن الانحدار الاليلية ع د مستوا مع و ة

𝒏الحالة ا ولى:- ≤ 𝝈𝒖و  𝟑𝟎
 :مجهول 𝟐

 و م ت مجاا الكلة في ح   الاالة كما ي ي:

 
𝐵̂0 − 𝐵0

𝜎 𝐵̂0

↝ 𝑡(𝑛−2) 

𝐵̂1 − 𝐵1

𝜎 𝐵̂1

↝ 𝑡(𝑛−2) 

 لكلا ارعتمين كما ي ي:% (α-1)يثون مجاا الكلة (%𝛼)وع د مستوا مع و ة 

𝑝𝑟 [−𝑡
𝑛−2,

𝛼
2
≤

𝐵 0 − 𝐵0

𝜎 𝐵 0

≤ +𝑡
𝑛−2,

𝛼
2
] = 1 − 𝛼 

𝑝𝑟 [−𝑡
𝑛−2,

𝛼
2
≤

𝐵 1 − 𝐵1

𝜎 𝐵 1

≤ +𝑡
𝑛−2,

𝛼
2
] = 1 − 𝛼 

 حيد:

 𝑡𝑛−2,
𝛼

2
𝑛سممممممممممممم يودن  ع د درجة حر ةتو ي  من جدوا الليمة ارلرو   الارجة :   − ومسمممممممممممممتوا مع و ة  2

(𝛼%):كما في ال ث  التالاي 
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 ثنائي الطرف𝐵̂0توزيع الم اينة لكك  (:03الشكل رقم )

 

 

 

 

 

 

𝜎 𝐵̂0بضرب ل  الأطرالا في
 :𝐵0لأطرالا ارتراجاة نجد مجاا الكلة لتمعتمة 𝐵0وإضافة 

 

 

 

 :𝐵1و  وس الطر لة يمكن سيجاد مجاا الكلة لتمعتمة

 

 

 

 :فإلا أخ نا ع   س ي  اركاا

 𝐵 ∈ [𝐵̂ − 𝜎 𝐵̂. 𝑡𝑛−2,𝛼/2 , 𝐵̂ + 𝜎 𝐵̂. 𝑡𝑛−2,𝛼/2] = 0.95  

 ح ا ا  اا. في𝐵ارعتمةمن الكلة بطن تل   %95 نلوا أن ح اة احتماا

𝒏:الثانيةالحالة - > 𝝈𝒖و  𝟑𝟎
 م لوم:𝟐

𝐵̂0 ↝ 𝑁(𝐵0, (
1

𝑛
+

𝑥̅2

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

) 𝜎̂𝑢̂
2
) 

𝐵̂1 ↝ 𝑁(𝐵1,
𝜎 𝑢

2

∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2𝑛
𝑖=1

) 

𝐵̂0 − 𝐵0

𝜎 𝐵̂0

↝ 𝑁(0 , 1) 

𝐵̂1 − 𝐵1

𝜎 𝐵̂1

↝ 𝑁(0 , 1) 

 ي ي:يثون مجاا الكلة لكلا ارعتمين كما (%𝛼)وع د مستوا مع و ة 

𝑝𝑟 [−𝑍𝛼
2
≤

𝐵 0 − 𝐵0

𝜎 𝐵 0

≤ +𝑍𝛼
2
] = 1 − 𝛼 

𝑝𝑟 [−𝑍𝛼
2
≤

𝐵 1 − 𝐵1

𝜎 𝐵 1

≤ +𝑍𝛼
2
] = 1 − 𝛼 

1 − 𝛼 
−𝑡

𝑛−2,
𝛼
2
 

𝛼

2
 𝛼

2
 

+𝑡
𝑛−2,

𝛼
2
 

 

𝐵0 ∈ [𝐵̂0 − 𝑡
𝑛−2,

𝛼
2
𝜎 𝐵̂0

, 𝐵̂0 + 𝑡
𝑛−2,

𝛼
2
𝜎 𝐵̂0

 ] 

 

𝐵1 ∈ [𝐵̂1 − 𝑡
𝑛−2,

𝛼
2
𝜎 𝐵̂1

, 𝐵̂1 + 𝑡
𝑛−2,

𝛼
2
𝜎 𝐵̂1

 ] 
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𝜎 𝐵̂0بضرب ل  الأطرالا في
𝜎 𝐵̂1و  

 لأطرالا ارتراجاة نجد: 𝐵1و 𝐵0وإضافة

𝐵0 ∈ [𝐵̂0 − 𝑍𝛼
2
𝜎 𝐵̂0

, 𝐵̂0 + 𝑍𝛼
2
𝜎 𝐵̂0

 ] 

𝐵1 ∈ [𝐵̂1 − 𝑍𝛼
2
𝜎 𝐵̂1

, 𝐵̂1 + 𝑍𝛼
2
𝜎 𝐵̂1

 ]  

𝑍𝛼

2
 .(%𝛼)اروجود  في ال دوا بنسمة مع و ة: الليمة الارجة لتتو ي  الطميعي  

 ملاحظة:

 لتما لان مجاا الكلة ضيلا لتما لان ارلدر أحسن لأن الأخطا  ارعيار ة تثون أبغر.

𝝈𝒖كما يمكن ب ا  مجاا الكلة لممم -
 كما ي ي:𝟐

 لدي ا سابلا:

𝑢𝑖 → N(0, 𝜎𝑢
2) ⟹

1

𝜎𝑢
2
∑𝑢 𝑖

2 ⟶ 𝜒𝑛−2
2

𝑛

𝑖=1

 

∑𝑢 𝑖
2 = 𝜎 𝑢

2(𝑛 − 2) ⟹ 𝜎 𝑢
2 =

1

𝑛 − 2

𝑛

𝑖=1

∑𝑢 𝑖
2

𝑛

𝑖=1

⟹
(𝑛 − 2)𝜎 𝑢

2

𝜎𝑢
2

⟶ 𝜒𝑛−2
2  

𝜎𝑢وم ي يمكن سيجاد مجاا الكلة لممم 
 كما ي ي:αع د مستوا مع و ة 2

 

𝑝𝑟 [𝜒𝑛−2,𝛼 2⁄
2 ≤

(𝑛 − 2)𝜎 𝑢̂
2

𝜎𝑢
2

≤ 𝜒𝑛−2,1−𝛼
2⁄

2 ] 1 − 𝛼 ⟹
(𝑛 − 2)𝜎 𝑢

2

𝜒𝑛−2,1−𝛼
2⁄

2 ≤ 𝜎𝑢
2 ≤

(𝑛 − 2)𝜎 𝑢̂
2

𝜒𝑛−2,𝛼 2⁄
2  

 

𝜒𝑛−2,𝛼
𝑛بدرجة حر ة 𝜒2الليمة الارجة لتو ي  لا  مرب : 2 −  . %αوع د مستوا مع و ة 2

𝝈𝒖وعتيي يثون مجاا الكلة 
 كما ي ي:𝟐

 

 

 

 : بالعود  سلا  اركاا الساب  (04مثال رقم)

𝐵0 𝐵1 𝜎𝑢 أحسب مجاا الكلة لتمعالن-
2. 

 :الحل

 مجالا: الثقة للم الم:-

𝐵0 ∈ [𝐵̂0 − 𝑡
𝑛−2,

𝛼
2
𝜎 𝐵̂0

, 𝐵̂0 + 𝑡
𝑛−2,

𝛼
2
𝜎 𝐵̂0

 ] 

𝐵1 ∈ [𝐵̂1 − 𝑡
𝑛−2,

𝛼
2
𝜎 𝐵̂1

, 𝐵̂1 + 𝑡
𝑛−2,

𝛼
2
𝜎 𝐵̂1

 ] 

 

𝜎𝑢
2 ∈ [

(𝑛 − 2)𝜎 𝑢̂
2

𝜒𝑛−2,1−𝛼 2⁄
2 ,

(𝑛 − 2)𝜎 𝑢̂
2

𝜒𝑛−2,𝛼 2⁄
2 ] 
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 حيد: 

𝑡7,0.025 : ودرجة الار ة  %5هي الليمة الارجة لتو ي  س يودن  ع د مستوا مع و ة𝑛 − 2 = 7  

 من جدوا تو ي  س يودن   و تعو ي اللين في ا  الات نجد: 2.365والتي تساو  

𝐵0 ∈ [12.84 − 2.365(5.898), 12.84 + 2.365(5.898) ] 
 وم ي: 

𝐵0 ∈ [−1.10877, 26.78877] 
 فهو كما ي ي:𝐵1ومجاا الكلة لتمعتمة

𝐵1 ∈ [0.52 − 2.365(0.0916),0.52 + 2.365(0.0916) ] 
 أ :

𝐵1 ∈ [0.52 − 2.365(0.0916),0.52 + 2.365(0.0916) ] 
𝐵1 ∈ [0.303, 0.736] 

 :الكلية للنموذج()اختبار الم نوية  F اختبار الإحصائية-4-2-3

أنهمما العلاقممة بين مجمولا مربعممات الانحرافممات اروسمممممممممممممر  عن طر   ارتغير  ع  𝐹الإحصممممممممممممممممائيممةتعرلا                 

اروسمممممممممممممر ومجمولا مربعمممات انحرافمممات الموااي ولممم  مجمولا ملسممممممممممممموم ع   درجمممة حر تمممي اروافلمممة لمممي  حيمممد 

 تستخدم لاختمار مع و ة معادلة الانحدار كث  وتطخ  الصيغة الر اضية التالية: 

𝐹𝑐 = 

∑𝑦 𝑖
2

𝑘
∑𝑒𝑖

2

𝑛 − 𝑘 − 1

 

𝑘ح ا ال مولا ال   يتضمممممن متغير موسممممر واحدوفي  =  كما𝐹الإحصممممائيةفإني يمكن سعاد  كتابة بمممميغة  1

  ي ي: 

 

 

 

 

 :وبعمار  أخرا 

 

 

 

 و لوم ح ا الاختمار ع   نوعين من الورضيات:

فرضممممممممممممميممة العممدم: ت ل فرضممممممممممممميممة العممدم ع   عممدم مع و ممة وجوحر ممة العلاقممة بين ارتغير التمما   وارتغير  -

:𝐻0اروسر أ  أن:     𝐵1 = 0 

𝐹𝑐 =

∑𝑦 𝑖
1

∑𝑒𝑖
2

𝑛 − 2

=

𝑅2

1
1 − 𝑅2

𝑛 − 2

=
𝑅2

(1 − 𝑅2)
. (𝑛 − 2)  

𝐹𝑐 =

𝐸𝑆𝑆
1

𝑅𝑆𝑆
𝑛  −  2
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الورضممممممممممية المديتة: ت ل ع   وجود علاقة مع و ة وجوحر ة من ال احية الإحصممممممممممائية بين ارتغير التا    -

: 𝐻1    وارتغير اروسر أ  أن:  𝐵1 ≠ 0. 

ال دولية ارعطا  في ال داوا الخابمممممممممممممة اها ع د مسمممممممممممممتوا (𝐹)يتن ملارنتها م  (𝐹)وبعد اح سممممممممممممماب قيمة 

𝑛)( ودرجة حر ة %1، %5ارع و ة ارطتوب ) − 𝑘 − 1   𝑘).لت سع وارلام 

 مديتةال دولية نرفي فرضمية العدم ونلم  فرضمية ال(𝐹)ا اسمو ة أكبر من قيمة (𝐹)فإلا لان  قيمة  -

 . ة العلاقة ارلدر أ  مع و 

ال دولية نلم  فرضممممممممممممية العدم ونرفي الورضممممممممممممية  (𝐹)ا اسممممممممممممو ة أق  من قيمة (𝐹)أما سلا لان  قيمة -

 المديتة ع   عدم مع و ة معادلة الانحدار.

 بالاعتماد ع   معطيات اركاا الساب   (:05مثال رقم)

 .%5اختبر ارع و ة الإحصائية رعتمات ال مولا وارع و ة الثتية لت مولا ع د مستوا مع و ة -

 :الحل

 اختمار مع و ة رعالن ل مولا:-

𝑌̂𝑖لدي ا ال مولا ارلدر    = 12.84 + 0,52𝑋𝑖 
                                                                             𝑩𝟎اختبار م نوية الم لمة - 

}         أن   
𝐻0: 𝐵0 = 0
𝐻1: 𝐵0 ≠ 0

 

 نحسب 

𝑡𝑐 =
𝐵̂0 − 𝐵0

𝜎 𝐵̂0

→ 𝑡𝑛−2 

𝐻0  𝑡𝑐 وحسب الورضية =
𝐵̂0

𝜎̂𝐵̂0

=
12.84

5.898
= 2.177 

𝛼 وع د مسمممممممممممممتوا مع و ة = 𝑛ودرجة حر ة 5% − 2 = 9 − 2 = من 𝑡 ممممممممممممممممممممممممممال دولية لنجد الليمة   7

𝑡𝑡 جدوا س يودن  = 2.3646 

|𝑡𝑐|نجدوع د ارلارنة  = 2.1177 < 𝑡𝑡 = وعتيي نلم  الورضية العدمية ونرفي الورضية  2.3646

 ليس  لها مع و ة سحصائية ولا توسر ال مولا ارلدر. 𝐵0المديتة ع   أن ارعتمة

 𝑩𝟏اختبار م نوية الم لمة -

}         أن   
𝐻0: 𝐵1 = 0
𝐻1: 𝐵1 ≠ 0

 

 نحسب 

𝑡𝑐 =
𝐵̂1 − 𝐵1

𝜎 𝐵̂1

→ 𝑡𝑛−2 

𝐻0  𝑡𝑐 وحسب الورضية =
𝐵̂1

𝜎̂𝐵̂1

=
0.52

0.0916
= 5.676 
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𝛼 وع د مسمممممتوا مع و ة = 𝑛ودرجة حر ة 5% − 2 = 9 − 2 = من جدوا 𝑡الليمة ال دولية لمممممممممممممممممم   7

𝑡𝑡س يودن   = 2.3646 

|𝑡𝑐|نجدوع د ارلارنة  = 5.676 > 𝑡𝑡 = الورضمممممممية  ونلم الورضمممممممية العدمية  نرفيوعتيي  2.3646

 .وأن الدخ  ال هر  يوسر الانوار ال هر  لها مع و ة سحصائية  𝐵1المديتة ع   أن ارعتمة

 اختبار الم نوية الكلية للنموذج:-

 .𝐹لاختمار ارع و ة الثتية لت مولا نعتمد ع   سحصائية في ر

{
𝐻0: 𝐵1 = 0
𝐻1: 𝐵1 ≠ 0

⇔ {
𝐻0: 𝐸𝑆𝑆 = 0
𝐻1: 𝑆𝑆 ≠ 0

 

 

𝐹𝑐 = 

𝐸𝑆𝑆
1

𝑅𝑆𝑆
𝑛  −  2

→ 𝐹(1,𝑛−2,𝛼%) 

𝑇𝑆𝑆 = 𝐸𝑆𝑆وم ي   2506 = 𝑇𝑆𝑆 − 𝑅𝑆𝑆 = 2506 − 399.9584 = 2106.04 

𝐹𝑐 = 
2106.04

399.9584
7

=
2106.04

57.137
= 36.859 

𝛼 وع د مستوا مع و ة = 𝑛 و  1حر ةودرجة 5% − 2 = جدوا  من𝐹(1,7,5%)الليمة ال دولية لمممممممممممممم    7

𝐹𝑡في ر = 5.59 

𝐹𝑐نلاحد أن  = 36.859 > 𝐹𝑡 = أن  ونلوا   𝐻1ونلمممم  الورضممممممممممممم ي𝐻0وعتيمممي نرفي الورضممممممممممممميمممة 5.59

 ال مولا مع و  لتيا.

 التجبؤ: – 4

علب تليين نمولا الانحدار والتطكد من اسممممممم يوا   لتورضممممممميات وارعايير الإحصمممممممائية يصممممممممل بالإمثان          

 بتغيير قين ارتغير اروسر.  𝑌استخدامي لأتراض التنمس  وللأ بإيجاد قين لتمتغير التا  

 𝑥𝑓( ونرمز لهممما بمممالرمز Forcasting periodفي دور  التنمس ) Xوفي سطمممار ال مولا ال سممممممممممممميع نعرلا قيممممة 

و افتراض أن الم ا  الهيك ي لتمعادلة لا يتغير في ارسمممممممممممممتلم   فإني يمكن التنمس بلين ارتغير التا   في فترات 

 مستلمتية وف  الصيغة التالية: 

𝑌𝑓 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑓 + 𝑈𝑓   

𝑌𝑓تير أني ع د التنمس بليمة   يثون ح اة مصدران لعدم الوضوح والدقة في التنمس حما: 

وحمم     𝑌𝑓لثي نلممدر الليمممة𝐵̂0  𝐵̂1و ممالتممالاي يجممب الاعتممماد ع   ملممدرتي𝐵0   𝐵1عممدم معرفممة ارعتمتين  -

𝑌𝑓ارواف  لم 𝑌الليمة هي وسع  أ : 

 𝐸(𝑌𝑓) = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑓 

 ال   حو عمار  عن متغير ع مممممممممموا ي تير م مممممممممماحد لا يسمممممممممممل بالليام  عمتية التنمس بليمة𝑈𝑓ك لأ الخطط -

𝑌𝑓حتت وإن تعرف ا ع   قيمتي𝐵0   𝐵1. 



 الانحدار الخطي البسيطتحليل ........................................................الفصل الثاني: ......................................................................

39 

 

 .𝑌𝑓نوسها ثن نض  مجالا لتتنمس بم𝑌𝑓ونستعين بي في التنمس بليمة 𝐸(𝑌𝑓)له ا نطخ  أولا ملدر لتملدار

 بال ث  التالاي:فيكتب ارلدر الطميعي 

 𝑌̂𝑓 = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑓 

 Best Linearوحو ملدر تير متحيز ولي أبمممممغر تماين  حيد يعرلا باسمممممن أفضممممم  تنمس خطي تير متحيز أ  

Unbiased Predictor (BLUP) وتطتي ح   الخابية من لون أن ملدرتي𝐵̂0   𝐵̂1 لهما خابية أفض  ملدر

 خطي تير متحيز.

 ع   ال ث  التالاي:𝑌̂𝑓ن تماين يثو  مستلتة (𝑋)وإلا افترض ا أن

                                                                    𝑣𝑎𝑟(𝑌̂𝑓) = 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑓) = 

𝑣𝑎𝑟(𝐵̂0) + 𝑋𝑓
2𝑣𝑎𝑟(𝐵̂1) + 2𝑋𝑓 . 𝑐𝑜𝑣(𝐵̂0, 𝐵̂1) 

 والتماين ار ترة لهما وبعد الت سيع نجد: 𝐵̂1و 𝐵̂0و تعو ي قين التماين لث  من

               𝑣𝑎𝑟(𝑌̂𝑓) = 𝜎2 1

∑𝑤𝑖
2 [

∑𝑥𝑖
2

𝑛
+ (𝑥𝑓 − 𝑥̄ )2] 

 كما يمكن كتابتها ع   ال ث :

 𝑣𝑎𝑟(𝑌̂𝑓) = 𝜎2 [
1

𝑛
+ ( 𝑋𝑓 − 𝑋̄ ).

1

∑𝑤𝑖
2] 

𝑤𝑖و تعو ي قيمة  = (𝑥𝑖 − 𝑥̅):نجد 

 

 

 

 الر اضية التالية:ونعرلا ملدر خطط التنمس بالصيغة 

 𝑈̂𝑓 = 𝑌𝑓 − 𝑌̂𝑓       𝐸(𝑈̂𝑓) = 𝐸(𝑌𝑓 − 𝑌̂𝑓) = 0  

 𝑣𝑎𝑟(𝑈̂𝑓) = 𝑣𝑎𝑟(𝑌𝑓 − 𝑌̂𝑓) = 𝑣𝑎𝑟(𝑌𝑓) + 𝑣𝑎𝑟(𝑌̂𝑓) ⋯⋯ ( 09 ) 

𝑌𝑓فإلا لان  قيمة . 𝑢1  𝑢2تعتمد ع   أخطا  العي ة  𝑌̂𝑓فإن 𝑈𝑓تعتمد مما مممممممممر  ع    . . . . 𝑢𝑛 بواسمممممممممطة

𝑐𝑜𝑣(𝑌𝑓و التالاي يثون 𝐵̂0  𝐵̂1ارلدرتين , 𝑌̂𝑓) = 0 

 مستلتة فإن: Xوإلا لان  

       𝑣𝑎𝑟(𝑌𝑓) = 𝑣𝑎𝑟(𝑈𝑓) = 𝜎2 

𝑣𝑎𝑟(𝑌̂𝑓)و ما أن = 𝜎2. [
1

𝑛
+ ( 𝑋𝑓 − 𝑋̄ ). ∑𝑤𝑖

2] 

 ( نجد أن تماين ملدر خطط التنمس حو:09فمالتعو ي في ارعادلة رقن )

 𝑣𝑎𝑟(𝑈̂𝑓) = 𝜎2 + 𝜎2 [
1

𝑛
+ (𝑋𝑓 − 𝑋̄ )2 . ∑𝑤𝑖

2] 

                 𝑣𝑎𝑟(𝑈̂𝑓) = 𝜎2 [1 +
1

𝑛
+ (𝑋𝑓 − 𝑋̄ )2.∑𝑤𝑖

2] 

)𝑣𝑎𝑟وإلا عرف ا 𝑈̂𝑓) = 𝜎 𝑓
 فإني  عد التعو ي يصمل تماين خطط التنمس يكتب كما ي ي 2

    :𝜎𝑓
2 = 𝜎2 [1 +

1

𝑛
+ (𝑋𝑓 − 𝑋̄)2. ∑𝑤𝑖

2] 

𝑣𝑎𝑟(𝑌̂𝑓) = 𝜎2 [
1

𝑛
+

( 𝑋𝑓 − 𝑋̄ )2

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2 ] 
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 :وملدر  حو

 

 

 

𝜎 𝑓أني لتما كبر ا ن العي ة فإن كما يلاحد
 أ  أن:  𝜎 2تلترب من 2

  𝑙𝑖𝑚(𝜎 𝑓
2) = 𝜎 𝑢 

2 

𝑛 → ∞ 

والأخطا  الع وائية  𝑌̂𝑓  𝐵̂1  𝐵̂0مو عة تو يعا طميعيا ك لأ حو الأمر نوسي بالنسمة لم 𝑌𝑓و𝑈𝑓وطارا أن 

𝑢1  𝑢2 . . . . . 𝑢𝑛  فإن خطط التنمس𝑈̂𝑓 = 𝑌𝑓 − 𝑌̂𝑓  مو لا تو ي  طميعي بوسع مساو لتصور

𝜎𝑓وتماين
𝜎 𝑓  ملدر ح ا التماين حو2

𝑍أ    2 =
𝑈̂𝑓

𝜎𝑓
→ 𝑁(0 ,1)  

𝜎𝑓ولأن
𝜎 𝑓فعمتيا يتن تعو ضمممممممممممها بملدرحا𝜎2تعتمد ع   الليمة تير ارعتومة2

      𝑡لتعطي ارتغير الع ممممممممممموا ي2

 كما ي ي:
𝑈̂𝑓

𝜎̂𝑓
= 

( 𝑌𝑓 − 𝑌̂𝑓 )

𝜎̂𝑓
→ 𝑡𝑛 − 2 , 𝛼/2      حيد𝑡𝑛−2 , 𝛼/2   هي الليمة الارجة )من ال دوا( لتو ي𝑡 

𝑝𝑟أ   ∈ [𝑡𝑛 − 2 , 𝛼/2 ≤ 
𝑌𝑓 − 𝑌̂𝑓

𝜎̂𝑓
≤ 𝑡𝑛 − 2 , 𝛼/2] = 1 − 𝛼 

 :ي يواه ا يثون مجاا الكلة لتتنمس كما 

 

 

1ارتغير التا   التي سيتن التنمس اها تثون داخ  ا  اا اروجود أعلا  بدرجة ثلةبمع ت أن قيمة  − 𝛼. 

ارتوق  ع د مسممممتوا الدخ  أوجد الانوار ال ممممهر   : بالاعتماد ع   معطيات اركاا السمممماب (05مثال رقم )

 .%5م  تحديد مجاا الكلة لتليمة ارتوقعة ع د مستوا مع و ة  120ال هر  لمم 

 ال هر  ارتوق : الانوار-

𝑌̂𝑓 = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋𝑓 = 12.84 + 0,52(120) = 75.24 
 :مجاا الكلة للإنوار ال هر  ارتوق -

𝑌𝑓 ∈ [𝑌̂𝑓 − 𝜎 𝑓 . 𝑡𝑛 − 2 , 𝛼/2    𝑌̂𝑓 + 𝜎 𝑓 . 𝑡𝑛 − 2 , 𝛼/2] 

 :𝜎 𝑓نحسب الانحرالا ارعيار  لخطط التنمس

 

 

 

 

 

       𝑌𝑓 ∈ [𝑌̂𝑓 − 𝜎 𝑓 . 𝑡𝑛 − 2  𝛼/2    𝑌̂𝑓 + 𝜎 𝑓 . 𝑡𝑛 − 2 , 𝛼/2] = 1 − 𝛼 
 

𝜎 𝑓
2 = 𝜎 𝑢 

2 [1 +
1

𝑛
+

(𝑋𝑓 − 𝑋̄)2

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2] 
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𝜎 𝑓 = √𝜎 𝑓
2 = √𝜎 𝑢 

2 [1 +
1

𝑛
+

(𝑋𝑓 − 𝑋̄)2

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2] = √57.137(1 +

1

9
+

(120 − 58)2

6756
) 

 وعتيي

𝜎 𝑓 = 9.79 

 وم ي:

𝑌𝑓 ∈ [75.24 − 9.79 × 2.3646    75.24 + 9.79  × 2.3646] 

𝑌𝑓 ∈ [52.09        98.39] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تحليل الانحدار الخطي 

 المتعدد
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 تمهيد:

تطرقنا فيما سبببببببالا حدا  الخط    بسطط  لذيبببببببيى  لاس  رلع قةا ي  سبببببببأ  لماقأ               ط ما         

، غ    له و ا  مليه و قع  بحياة  اق صبباي أ و ام ماقيأ قةا  له   أ  (𝑌𝑖)و لآخر تابع (𝑋𝑖)       يبب    

ظا رة ت أثر  ألث            يبب   ، نا      لوببرو س ت سببيع وتمط ط  الخط    ليببا لا لحدببم   الخط   

,𝑋1و لمط ط     لم     ت  لميببببببببببببب  لأ (𝑌𝑖) لم      ل ابع 𝑋2 . . . . . . . 𝑋𝑛   سبببببببببببببأ وتخلي   ل    ر ب رض ي 

 بح ي يأ  لميبببببببب مطة    و قم ا و يببببببببالا  ا   لنم ي   االخط    بسطط  لم مطي  و  لمار،   ا  ل  وفحيبببببببب   

 م تيت   طللا قليه  سم  لنم ي   بسطط لألث             .

  :طبيعة النموذج الخطي المتعدد )العام( وفرضياته-1

ييبببببببببببببلنط  لنم ي   بسطط  لم مطي قةا  فت  ض وم ي قاقأ طبيعة النموذج الخطي المتعدد )العام(: -1-1

. 𝑋1, 𝑋2وقطي     لم     ت  لميبببببببببب  لأ(𝑌𝑖)خطيأ      لم      ل ابع  . . . .  𝑋𝑛   و بحط  لمدبببببببببب   ط(𝑈𝑖) 

 في  الخط    بسطط  لذييى. لاس   م حي  مه في  لممايلأ ب رض ت ريبها     ل  قع لما سالا ويلرلا 

     لم     ت  لمي  لأ لما  ةي: 𝑘 لمدا ط ت و   𝑛وي م  ل ما   ق   لماقأ  بسطيأ  النياأ لب 

 𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋1𝑖 + 𝐵2𝑋2𝑖 + . . . . . . +𝐵𝑘𝑋𝑘𝑖 + 𝑈𝑖 
  يث:

𝑌𝑖مث   لم      ل ابع للفت ة  :𝑖. 

𝐵0.بحط  لثا ت  : 

𝑋1𝑖     للفت ة 1 لمي    ) لمفير( :  مث   لم𝑖. 

𝑋2𝑖  )للفت ة2:  مث   لم      لمي    ) لمفير𝑖 . 

 

𝑋𝑘𝑖  .𝑖للفت ة𝑘:  مث   لم      لمي      

𝐵0، 𝐵1، 𝐵3 . . . . . 𝐵𝑘 تمث   ملمات  لنم ي :. 

𝑈𝑖ر غ    مل :  مث   ط  بسطأ )و   قاا ة ق   لفرق      لنم ي   بح ي ط و لنم ي   لم ط (  ا   بسطأ 

 ويا ى لالك.

𝑛.قطي  لمدا ط ت : 

𝑘.قطي  لم     ت  لمي  لأ : 

 ويمك   خ صا  صي أ  لنم ي  م   ا  الدك   ل ادي: 

𝑌𝑖 = ∑ 𝐵𝑗
𝑘
𝑗 = 1 𝑋𝑗𝑖 + 𝑈𝑖   يث تدبببببببببب   ،𝑗 = 1. . . . . . . . 𝑘 حدا قطي  لم     ت  لميبببببببببب  لأ و(𝑖) حدا قطي

𝑖) لمدا ط ت  لمط وسأ = 1. . . . . . 𝑛 ). 

 لك ا أ تمط  ق  تطاي ا فل ذيببببببيط ا وتيبببببب ي   ل ما   ق  بمت  لن اعا،   م  اسبببببب مالأ  الدببببببك   ولأ   اه

  لمصف في و ا   إقاية ل ا أ  لنم ي   دا طة  مدا طة لما  ةي:

  𝑌1 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋11 + 𝐵2𝑋21 + 𝐵3𝑋31+. . . . . . . . 𝐵𝑘𝑋𝑘1 + 𝑈1 
𝑌2 = 𝐵0 + 𝐵1 𝑋12 + 𝐵2𝑋22 + 𝐵3𝑋32+. . . . . . . 𝐵𝑘𝑋𝑘2 + 𝑈2    
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𝑌3 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋13 + 𝐵2𝑋23 + 𝐵3𝑋33+ . . . . . 𝐵𝑘𝑋𝑘3 + 𝑈3    

⋮ 
𝑌𝑛 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋1𝑛 + 𝐵2𝑋2𝑛 + 𝐵3𝑋3𝑛+. . . . . . 𝐵𝑘𝑋𝑘𝑛 + 𝑈𝑛                                                                 

 ف ك    لصي أ  الدك   لمصف في  ل ادي: 

                 𝑌(𝑛,1) = 𝑋(𝑛 , 𝑘+1 ). 𝐵(𝑘+1 , 1 ) + 𝑈( 𝑛 , 1 ) . . . . . . . . ( 10 ) 

 

𝑌 =

[
 
 
 
 
𝑌1
𝑌2
⋮
⋮
𝑌𝑛]
 
 
 
 

(𝑛 ,1)

        𝑋 =

[
 
 
 
 
1 𝑋11 𝑋21  ⋯ 𝑋𝑘1
1 𝑋12 𝑋22  ⋯ 𝑋𝑘2
⋮
⋮  ⋯ ⋯      
1 𝑋1𝑛 𝑋2𝑛  ⋯ 𝑋𝑘𝑛 ]

 
 
 
 

 ( 𝑛,𝑘+1)

  

𝐵 =

[
 
 
 
 
𝐵0
𝐵1
⋮
⋮
𝐵𝑘]
 
 
 
 

 (𝑘+1 ,1)

   𝑈 =

[
 
 
 
 
𝑈1
𝑈2
⋮
⋮
𝑈𝑛]
 
 
 
 

 (𝑛 ,1)

 

  يث:

𝑌  صف فأ  دا ط ت  لم      ل ابع يو بمط  :(𝑛،1) س 𝑛وقم ي و  ط سطر . 

𝑋 صببببف فأ  دببببا ط ت  لم      لميبببب    ي ت بمط  :(𝑛،𝑘 + 𝑘)سببببطر و𝑛 س (1 + قم ي  يث  مث   (1

𝑘  خ  س قم ي ا  لأول قةا قيم  ل   ط  لصبببببببببببببحي  لمفيبببببببببببببرة  بح ي يأ  طو        ثا تقطي  لم     ت  ،

 . لثا ت  بحط لاس  مث  

𝐵 صف فأ  لممالم  لمطل ب ت ط ر ا يو بمط  :(𝑘 + 𝑘) س ( 1،1 +  سطر وقم ي و  ط.(1

𝑈 صف فأ  لأخطاء  لمد  عيأ يو بمط  :(𝑛 ، 1) س 𝑛وقم ي و  ط. سطر 

( هي  لماقأ  بح ي يأ  لمج  لأ و لمر ي ت ط ر ا  اسبببببب لإط ر  ا صبببببباعيات  لم  فرة 10وبما     لممايلأ  قم )

.𝑋1، 𝑋2 لم      ل بببببابع و لم     ت  لميببببببببببببب  لبببببأق   . . . . . . . 𝑋𝑘 فببببببإ   لأ ر   طلببببب   فم قبببببأ     لفروض

  لأساسيأ ييلنط حليها  لنم ي   بسطط  لمار.

 العام: فرضيات النموذج الخطي- 1-2

ل  ط ر  ملمات  لنم ي   بسطط  لمار فإله  ،لما     بحال  النيببببببببببببباأ لنم ي   الخط    بسطط  لذيبببببببببببببيى

    ا تكاز حدا  فم قأ     لفروض  لأسببببببببباسبببببببببيأ  لها  ا      مللا  ابسطأ  لمدببببببببب   ط و لأخر  ت مللا  ا ط

  .بهيك   لنم ي 

 ت مث  حمماا في:

 قيم  لم      لمفير   م  دا طتها  طو   خطاء.- 
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𝐸(𝑈) طوي  بسطأ تيببببببباوس  لمصبببببببف فأ  لصبببببببفريأ  س لمصبببببببف فأ ل يمأ  لم  قمأ -ب =  آخر  و بدبببببببك  0

𝐸(𝑈) = 𝐸 [

𝑈1
𝑈2
⋮
𝑈𝑛

] = [

𝐸(𝑈1)
𝐸(𝑈2)
⋮
𝐸(𝑈𝑛)

] = [

0
0
⋮
0

] = 0 

 أ للمصف فأ  ط  بسطأ تياوس  لصفر ممنلا     ل يمأ  لم  قمأ لك  قنصر     لمناصر  لمد  عي

وم ي   تابباذ ي تط      لأخطبباء  لببط خلببأ في ي لببأ  الخببط    لم مببطي  و  بمببط ر  ل  ببا ر  يلهمببا و م    قببطر- 

 قلها  ياضيا لما  ةي:

       𝐸(𝑈𝑖𝑈𝑗) = 0   

𝑣𝑎𝑟(𝑈)تاا    لمناصر  لمد  عيأ ثا ت  س-ي = 𝜎2𝐼𝑛 :و م   قلها بدك  آخر 

               𝑣𝑎𝑟(𝑈) = 𝐸(𝑈𝑈′) = 𝐸 [

𝑈1
𝑈2
⋮
𝑈𝑛

] [𝑈1𝑈2  ⋯ 𝑈𝑛 ] 

 

             =

[
 
 
 
𝐸(𝑈1

2)    𝐸(𝑈1𝑈2)⋯    𝐸(𝑈1𝑈𝑛)
𝐸(𝑈2𝑈1) 𝐸(𝑈2𝑈2) ⋯  𝐸(𝑈2𝑈𝑛)
⋮
𝐸(𝑈𝑢𝑈1) 𝐸(𝑈𝑢𝑈2) ⋯  𝐸(𝑈𝑢𝑈𝑛)]

 
 
 
= [

𝜎2 0 … 0
0 𝜎2 … 0
⋮
0

⋮
0

⋱ ⋮

… 𝜎2

] =

𝜎2 [

1 0   0
⋮
⋮
0    1

] = 𝜎2. 𝐼𝑛   

    

  يث:

(𝐼𝑛) ي ت  رتاأ:  صببببببف فأ   اي أ  و   طا  أ(𝑛 ، 𝑛)  ،تيببببببالا  مصببببببف فأ  ل اا   و ل  ا ر بحط  بسطأ

تدبببببببك   لمناصبببببببر  ل طريأ في  لمصبببببببف فأ تاا    طوي  بسطأ و لمناصبببببببر  ل   ت ع خا    ل طر  بمط ر  يث 

  ل  ا ر فيما  يلها.

ت ز ع طايعي   سبببببببببببببى ييببببببببببببباوس  لصبببببببببببببفر و صبببببببببببببف فأ تاا   وت ا ر  𝑈و نه ت  زع  صبببببببببببببف فأ  طوي  بسطأ

𝜎2 𝐼𝑛                        س 𝑈 → 𝑁(0 ، 𝜎2𝐼𝑛) 

𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑡 𝑈𝑡)-ه =  تمن   اه  لفرضيأ     ط  بسطأ غ    رتاى  الم     ت  لمفيرة.0

  صف فأ غ   قد  عيأ،  س  نها تخ  س قةا قيم ثا  أ في  لمما نات  لم كر ة.𝑋 صف فأ  لايالات-و

 تك    ناك قاقأ خطيأ تا أ )تمطي خطط  ا مل أ  الم      لمدبب   ط  ف  فوببا ق   اه  لفرضببيات  لم

فيناغي    تك    ،1−(′𝑋𝑋)ل ا يأ قا لأ لل ل  (′𝑋𝑋)تار(      لم     ت  لميببب  لأ   لا تك    لمصبببف فأ
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𝐾)و لاالغ (𝑋)قطي  لمدبببا ط ت  ل      قطي  لممالم  لمر ي ت ط ر ا، ليك   قطي  قمطة  لمصبببف فأ + 1) 

𝑘 س(𝑛)  ق     قطي صف ف ا  لاالغ + 1 < 𝑛:وبم   ق   ا   لمف  ر  ياضيا لما  ةي ، 

 𝑝(𝑋) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑋) = 𝐾 + 1 < 𝑛  يث تمث 𝑃(𝑋) تاأ  لمصبببببببببببببف فأ (𝑋)،  وقنط تخ لا  لفروض

  لنم ي . قاه  مك  ت ط ر  ملمات 

 معلمات النموذج الخطي المتعدد وتباين حد الخطأ العشوائي: تقدير -2

𝑘)قةا ضبببببببب ء  لفرضببببببببيات  ليببببببببا  أ فإله   م ت ط ر  ملمات  لنم ي   بسطط  لمار  لمك               + 1) 

. 𝐵0 , 𝐵1 ملمأ غ    مل  أ  . . . .  𝐵𝑘 وتاا    بسطأ𝜎2 اسببببب ممال طري أ  لمرامات  لصببببب ر   ل   ت  ر 

  فم ع  رامات  لا  قي حدا  يبى  ط  مك . قةا  اط  تص   

 :تقدير معلمات النموذج-2-1

 وي م ت ط ر  ملمات  لنم ي  قةا  لنخ   ل ادي: 

𝑀𝑖𝑛∑𝑒𝑖
2

𝑛

𝑖=1

= 𝑀𝑖𝑛(𝑒′𝑒) = 𝑀𝑖𝑛(𝑌 − 𝑋𝐵)′(𝑌 − 𝑋𝐵) = 𝑀𝑖𝑛𝑆 ⋯⋯ (11) 

  يث:                

𝑒.قاا ة ق  شماع  لا  قي : 

𝑒′.ن  ل شماع  لا  قي  : 

 ع  يببببباو تها حدا  لصبببببفر لخصببببب  قةا 𝐵̂(  النيببببباأ لدبببببماع11وبأخا  لمدببببب  أ  بجععيأ  لأودا للممايلأ  قم )

  لممايات  لطايميأ  ل اليأ:
𝛿𝑆

𝛿𝐵̂
= −2 𝑋′𝑌 + 2𝑋′𝑋𝐵̂ = 0⋯⋯(12) 

 و نه:

 

 

  يث:

𝑋 تمث   صف فأ  لم     ت  لمي  لأ ي ت بمط :𝑛 لمدا ط ت وسطر  م  ة ق  قطي (𝑘 + قم ي  م    (1

 ق  قطي  لمملمات  لمر ي ت ط ر ا.

(𝑋′𝑋)−1: لمصف فأ   ل ب (𝑋′𝑋).  

 لما  ةي:(𝑋′𝑋)مصف فألل وت مث   لصي أ  بحيا يأ

𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1. 𝑋′𝑌 
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(𝑋′𝑋) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑛

∑𝑋1𝑖

𝑛

𝑖=1

 

∑𝑋1𝑖

𝑛

𝑖=1

          ∑𝑋2𝑖

𝑛

𝑖=1

   ⋯ ∑𝑋𝑘𝑖

𝑛

𝑖=1

       

∑𝑋1𝑖
2

𝑛

𝑖=1

       ∑𝑋1𝑖𝑋2𝑖

𝑛

𝑖=1

⋯ ∑𝑋1𝑖𝑋𝑘𝑖

𝑛

𝑖=1

∑𝑋2𝑖

𝑛

𝑖=1

⋮

∑𝑋𝑘𝑖

𝑛

𝑖=1

∑𝑋2𝑖𝑋1𝑖

𝑛

𝑖=1

∑𝑋𝑘𝑖𝑋1𝑖

𝑛

𝑖=1

   

∑𝑋2𝑖
2

𝑛

𝑖=1

∑𝑋𝑘𝑖𝑋2𝑖

𝑛

𝑖=1

⋯
⋯

∑𝑋2𝑖𝑋𝑘𝑖

𝑛

𝑖=1

∑𝑋𝑘𝑖
2

𝑛

𝑖=1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  خي  لما  ةي:1−(𝑋′𝑋)   (𝑋′𝑋)و  ل ب  لمصف فأ 

(𝑋′𝑋)−1 =
𝑎𝑑𝑗(𝑋′𝑋)

|𝑋′𝑋|
 

   يث:

𝑎𝑑𝑗(𝑋′𝑋)ر فلا  لمصف فأ  :(𝑋′𝑋).  

|𝑋′𝑋| :خطي  لمصف فأ (𝑋′𝑋). 

 فيخي  لما  ةي:𝑋′𝑌  ا

𝑋′𝑌 =

[
 
 
 
 
∑ 𝑌𝑖
𝑛
𝑖=1

∑ 𝑋1𝑖𝑌𝑖
𝑛
𝑖=1

∑ 𝑋2𝑖𝑌𝑖
𝑛
𝑖=1

⋮
∑ 𝑋𝑘𝑖𝑌𝑖
𝑛
𝑖=1 ]

 
 
 
 

              𝐵̂ =

[
 
 
 
𝐵̂0
𝐵̂1
⋮
𝐵̂𝐾]
 
 
 

 

 

 وقليه تك    لصي أ  ل  ط ريأ للنم ي   بسطط  لمار لما  ةي:

     𝑌𝑖 = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋1𝑖 + 𝐵̂2𝑋2𝑖 +⋯⋯ + 𝐵̂𝑘𝑋𝑘𝑖 + 𝑈𝑖 
 و لماحنأ في  بجطول  ل ادي:𝑌𝑖،𝑋1 ،𝑋2 ا صاعيأ  افت  ضيأ  بساصأ ب ل ك   لايالات(: 01مثال رقم )

𝑖 𝑌𝑖  𝑋1𝑖  𝑋2𝑖  
1 2 1 1 

2 3 2 2 

3 5 3 4 

4 6 4 3 

5 8 5 2 

 12 15 24 المجموع

 المطلوب:

  ل    لدك   لمصف في للنم ي .-

 قط   مالم  لنم ي .-
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  بسطط  لم مطي للنم ي   لم ط . ل    مايلأ  الخط   -

 الحل:

𝑖 𝑌𝑖  𝑋1𝑖  𝑋2𝑖  𝑋1𝑖
2  𝑋2𝑖

2  𝑋1𝑖𝑋2𝑖  𝑋1𝑖𝑌𝑖  𝑋2𝑖𝑌𝑖  
1 2 1 1 1 1 1 2 2 

2 3 2 2 4 4 4 6 6 

3 5 3 4 9 16 12 15 20 

4 6 4 3 16 9 12 24 18 

5 8 5 2 25 4 10 40 16 

 62 87 39 34 55 12 15 24 المجموع

𝑘 لم     ت  لمفيرة في  ا   لنم ي لط نا قطي  =   ع حضافأ  بحط  لثا ت للنم ي  ل خص  قةا:  2

 𝑘 + 1 = 2 + 1 = 𝑛وقطي  لمدا ط ت  3 = 5. 

 ل ا أ  لدك   لمصف في للنم ي :-

𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋1𝑖 + 𝐵2𝑋2𝑖 + 𝑢𝑖  
 

⟺

{
 
 
 

 
 
 
𝑌1 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋11 + 𝐵2𝑋21 + 𝑢1
𝑌2 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋12 + 𝐵2𝑋22 + 𝑢2
𝑌3 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋13 + 𝐵2𝑋23 + 𝑢3
𝑌4 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋14 + 𝐵2𝑋24 + 𝑢4
𝑌5 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋15 + 𝐵2𝑋25 + 𝑢5
𝑌6 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋16 + 𝐵2𝑋26 + 𝑢6
𝑌7 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋17 + 𝐵2𝑋27 + 𝑢7
𝑌8 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋18 + 𝐵2𝑋28 + 𝑢8

 

 و نه صي أ  لدك   لمصف في هي:

𝑌(8,1) = 𝑋(8 , 3). 𝐵(3 , 1) + 𝑈(8 , 1) 

 

𝑌 =

[
 
 
 
 
2
3
5
6
8]
 
 
 
 

(5,1)

= 

[
 
 
 
 
1
1
1

1
2
3

1
2
4

1 4 3
1 5 2]

 
 
 
 

( 5,3)

[

𝐵0
𝐵1
𝐵2

]

(3,1)

+

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑢1
𝑢2
𝑢3
𝑢4
𝑢5
𝑢6
𝑢7
𝑢8]
 
 
 
 
 
 
 

(5,1)

 

 تقدير معالم النموذج:-

 

𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1. 𝑋′𝑌 
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(𝑋′𝑋) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 𝑛 ∑𝑋1𝑖

𝑛

𝑖=1

  ∑𝑋2𝑖     

𝑛

𝑖=1

∑𝑋1𝑖

𝑛

𝑖=1

∑𝑋1𝑖
2

𝑛

𝑖=1

    ∑𝑋1𝑖𝑋2𝑖

𝑛

𝑖=1

∑𝑋2𝑖

𝑛

𝑖=1

∑𝑋2𝑖𝑋1𝑖

𝑛

𝑖=1

∑𝑋2𝑖
2

𝑛

𝑖=1

    
]
 
 
 
 
 
 
 
 

= [
5 15 12
15 55 39
12 39 34

] 

  ةي:لما 1−(𝑋′𝑋)   (𝑋′𝑋)لخي    ل ب  لمصف فأ 

(𝑋′𝑋)−1 =
𝑎𝑑𝑗(𝑋′𝑋)

|𝑋′𝑋|
 

   يث:

𝑎𝑑𝑗(𝑋′𝑋)ر فلا  لمصف فأ  :(𝑋′𝑋).  

|𝑋′𝑋|خطي  لمصف فأ  :(𝑋′𝑋). 

 

𝑎𝑑𝑗(𝑋′𝑋) = [
349 42 −75
42 26 15
−75 15 50

] 

 
|𝑋′𝑋| = 5315  

(𝑋′𝑋)−1 =
1

5315
[
349 42 −75
42 26 15
−75 15 50

] = [
0.06 0.008 −0.01
0.008 0.005 0.003
−0.01 0.003 0.009

] 

 لخي   لآ  

𝑋′𝑌 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 ∑𝑌𝑖

𝑛

𝑖=1

∑𝑋1𝑖𝑌𝑖

𝑛

𝑖=1

∑𝑋2𝑖𝑌𝑖

𝑛

𝑖=1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

= [
24
87
62
] 

𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1. 𝑋′𝑌 = [
0.06 0.008 −0.01
0.008 0.005 0.003
−0.01 0.003 0.009

] [
24
87
62
] = [

1.516
0.751
0.579

] 

 ل ا أ  مايلأ  الخط    بسطط  لم مطي للنم ي   لم ط :-

𝑌̂𝑖 = 1.516 + 0.751𝑋1𝑖 + 0.579𝑋2𝑖  

 لما  مك  ل ا أ  لنم ي   لم ط  لما  ةي:

𝑌𝑖 = 1.51 + 0.75𝑋1𝑖 + 0.58𝑋2𝑖 + 𝑒𝑖  
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𝑒𝑖 يث  = 𝑌𝑖 − 𝑌̂𝑖 

 خواص مقدرات المربعات الصغرى في نموذج الخطي العام:-2-1-1

                       لطاقا     لدك   لمصف في للنم ي   بسطط  لمار  مك   صر خ  ص  لم ط  ت في:

 بمطر  ل خ ز لما     بحال  النيبباأ لنم ي  ت م ز   ط  ت  لمرامات  لصبب ر  في لم ي   الخط    لم مطي -

 الخط    بسطط  لذيبببببببببببببيى  خيث  ل يمأ  لم  قمأ للم ط  ت تمايل  ل يمأ  بح ي يأ، ويمك   ل ما   ق  

  اه  بساصيأ  ياضيا قةا  لنخ   ل ادي:

                             𝐸(𝐵̂) = 𝐸[(𝑋′𝑋)−1𝑋′(𝑋𝐵 + 𝑈)]   
𝐸(𝑈)  ولأ   = 0 

𝐸(𝐵̂)      فإ            = 𝐵 + (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝐸(𝑈) = 𝐵    

لما  𝜎2   قاا ة ق   اصببب  ضبببرب قيمأ (𝐵̂)لما ت م ز  أ  قيمأ تاا    س قنصبببر    قناصبببر  لمصبببف فأ -

 : س1−(𝑋′𝑋)  ا ل ا    قناصر  ل  قمأ قةا  ل طر  لرعحس   لم ل ب  لمصف فأ 

 𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = 𝜎2𝑎𝑖𝑗  ثن      قناصببببببر  لم فه  ا  ل اا    لمدببببببت ك      س (𝐵̂) قاا ة ق   اصبببببب  ضببببببرب 

𝜎2المنصبببببر  لم ا   و ل  قع خا    ل طر  لرعحسببببب   لم ل ب  لمصبببببف فأ  (𝑋′𝑋)−1 ويمك  ت ضبببببي  يلك لما

  ةي: 

                                          𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = 𝐸[(𝐵̂ − 𝐸(𝐵̂)) (𝐵̂ − 𝐸(𝐵̂))]    
𝐸(𝐵̂)  ولأ  = 𝐵    ك  

                    𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = 𝐸[(𝐵̂ − 𝐵) (𝐵̂ − 𝐵)′] =  𝐸[(𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈] [(𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈] 

    = ( 𝑋′𝑋)−1𝑋′𝐸(𝑈′𝑈)𝑋(𝑋′𝑋)−1 
𝐸(𝑈𝑈′)وبما     = 𝜎2. 𝐼𝑛 : فإ 

       𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = ( 𝑋′𝑋)−1𝑋′. 𝜎2. 𝐼𝑛. 𝑋(𝑋
′𝑋)−1 = (𝑋′𝑋)−1. 𝑋′𝑋. 𝜎2. 𝐼𝑛(𝑋

′𝑋)−1      
 و نه:  

 

 

  يث:

Ω̂𝐵̂ تسمى مصفوفة التباين والتباين المشترك بعدها :(𝑘 + 1, 𝑘 +  وتك   لما  ةي:(1

 

Ω̂𝐵̂ =

[
 
 
 

𝑣(𝐵̂0) 𝑐𝑜𝑣(𝐵̂1, 𝐵̂0) ⋯ 𝑐𝑜𝑣(𝐵̂𝑘, 𝐵̂0)

𝑐𝑜𝑣(𝐵̂0, 𝐵̂1)
⋮

𝑣(𝐵̂1) ⋯
⋮ ⋱

𝑐𝑜𝑣(𝐵̂𝑘, 𝐵̂1)
⋮

𝑐𝑜𝑣(𝐵̂0, 𝐵̂𝑘) 𝑐𝑜𝑣(𝐵̂1, 𝐵̂𝑘) ⋯ 𝑣(𝐵̂𝑘) ]
 
 
 

 

 تاا    لم ط  ت. Ω̂𝐵̂ لمصف فأويمث  قطر 

𝝈̂𝒖تقدير تباين حد الخطأ العشووووووووووووووائي- 2-2
غ    لممل  أ ل  ر    ط ر  𝐵̂: بمط ت ط ر  ملمات  لنم ي 𝟐

𝝈̂𝒖تاا    ط  بسطأ 
 قةا  لنخ   ل ادي:𝟐

  𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = Ω̂𝐵̂ = 𝜎̂𝑢
2. (𝑋′𝑋)−1 
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 لالر  له  مك  ل ا أ  لنم ي   الدك   ل ادي: 
𝑒 = 𝑌 − 𝑋𝐵̂ 

   يم م قةا  ل   دي لخص  قةا: 𝐵̂و 𝑌قيموب م يت 

𝑒 = 𝑋𝐵 + 𝑈 − 𝑋(𝑋′𝑋)−1 𝑋′(𝑋𝐵 + 𝑈) = 𝑈 − 𝑋(𝑋′𝑋)−1𝑋′. 𝑈 
  = [ 𝐼𝑛  − 𝑋(𝑋

′𝑋)−1𝑋′]𝑈 
  = 𝑀𝑈 

𝑀صي تها  صف فأ ل ا يأ وصماء𝑀قلما     = 𝐼𝑛. 𝑋(𝑋
′𝑋)−1𝑋. 

 :م ع  رامات  لا  قي تك   لما  ةيو نه فإ   ف

  𝑒′𝑒 = 𝑈′𝑀𝑈 = 𝑈′[𝐼𝑛 − 𝑋(𝑋
′𝑋)−1𝑋′]𝑈 

  ل خص  قةا: 𝑒′𝑒وبأخا  لأ    لرياض   للكميأ

               𝐸(𝑒′𝑒) = 𝐸[𝑈′(𝐼𝑛 − 𝑋(𝑋
′ 𝑋)−1𝑋′)]𝑈     

𝐸(𝑈𝑖𝑈𝑗)    ولأ  = 0 ,  𝑖 ≠ 𝑗صا   لأ    لرياض   للكميأ e’e الدك   ل ادي : 

  𝐸(𝑒′𝑒) = 𝜎2𝑇𝑟(𝐼𝑛 − 𝑋(𝑋
′𝑋)−1 𝑋′) = 𝜎2[𝑇𝑟𝐼𝑛 − 𝑇𝑟((𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑋)] 

.𝑇𝑟   ع  لملم    1حدا  ثر  لمصف فأ𝑇𝑟  يث يد    لر ع 𝐼𝑛 = 𝑛 .1 و𝑇𝑟(𝐴𝐵) = 𝑇𝑟(𝐵𝐴) 

  :فيك   

𝑇𝑟 ∑ 1 = 𝑘

𝑛

𝑖 = 1

+ 1 𝑇𝑟[𝑋((𝑋′𝑋)−1𝑋′)] = 𝑇𝑟[((𝑋′𝑋)−1𝑋′)𝑋] = 𝑇𝑟𝐼(𝑘 + 1) = 𝑘 + 1 

𝐸(𝑒′𝑒)و نه  صا    = 𝜎2(𝑛 − 𝑘 − 1) 

𝜎𝑢  ط  غ     خ ز ل اا  (𝑒′𝑒)وبما    
𝜎𝑢فإ  ت ط ر، 2

  ك    الصي أ  ل اليأ: 2

 

 

 

  ااق ماي قةا  مطيات  لمثال  ليا لا   ي : (:02مثال رقم)

 تاا    ط  بسطأ  لمد   ط؛-

 .تاا    لم ط  ت-

 :الحل

                                                           

 .إلى أثر المصفوفة والذي يساوي مجموع العناصر القطرية للمصفوفة Trيشير الرمز  1 

𝑖 𝑌𝑖  𝑋1𝑖  𝑋2𝑖  𝑌̂𝑖  𝑒𝑖  𝑒𝑖
2 

1 2 1 1 2.846 -0.846 0.715 

2 3 2 2 4.176 -1.176 1.382 

3 5 3 4 6.085 -1.085 1.177 

4 6 4 3 6.257 -0.257 0.066 

5 8 5 2 6.429 1.571 2.468 

 5.808 / / 12 15 24 المجموع

𝜎̂𝑢
2 =

𝐸( 𝑒′ 𝑒 )

𝑛  −  𝑘  −  1
=

𝑒′𝑒

𝑛  −  𝑘  −  1
=

∑ 𝑒𝑖
2𝑛

𝑖=1

𝑛 − 𝑘 − 1
= 𝑆𝑒

2 
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 حساب تباين حد الخطأ العشوائي:-

𝑒𝑖بحياب تاا    ط  بسطأ  لمد   ط لخي     قي ت ط   𝑒𝑖    لممايلأ    = 𝑌𝑖 − 𝑌̂𝑖 

     لممايلأ  ل اليأ:  𝑌̂𝑖لك  لخي   وا قيم

𝑌̂𝑖 = 1.516 + 0.751𝑋1𝑖 + 0.579𝑋2𝑖  

𝜎̂𝑢
2 =

𝑒′𝑒

𝑛 − 𝑘 − 1
=

∑ 𝑒𝑖
2𝑛

𝑖=1

𝑛 − 𝑘 − 1
=

5.808

5 − 2 − 1
=
5.808

2
= 2.904 

 حساب تباين المقدرات:-

 ا فاي تاا    لم ط  ت لورب قطر  لمصف فأ في   ط  تاا    بسطأ لما  ةي: 

𝑣𝑎𝑟(𝐵̂) = Ω̂𝐵̂ = 𝜎̂𝑢
2. (𝑋′𝑋)−1 = 2.904 [

0.06 0.008 −0.01
0.008 0.005 0.003
−0.01 0.003 0.009

]

= [
0.174 0.023 −0.029
0.023 0.014 0.008
−0.029 0.008 0.026

] 

 و نه تمث  قناصر قطر  لمصف فأ تاا    لم ط  ت لما  ةي:

𝜎̂𝐵̂0 = 0.174    ,    , 𝜎̂𝐵̂1 = 0.014  𝜎̂𝐵̂2 = 0.026    

  :تقييم النموذج الخطي المتعدد-3

لما     لدبببببأ   النيببببباأ لنم ي   الخط    بسطط  لذيبببببيى، بمط ت ط ر  ملمات  لنم ي  وتاا    ط           

 بسطأ تأتط  لمر لأ ت ييم  لنم ي   س قياس  ط  قط ة  لم     ت  ل     وبببببببملها  لنم ي  في تفيببببببب   ت    ت 

  ق       اخ اا  ت: لم      ل ابع  لمم   ق   ل ا رة  خ   لط  سأ،  يث   م  س لإط ر ل

  خ اا  م ية  ا تااذ؛ -

  خ اا  ت  لممن يأ. -

    م  ت ييم  لنم ي   لم خصببببببببببببب  قليه بمط ت ط ر  ملماته، ولما     بحال  الارتباط:اختبار جودة -3-1

 النيبباأ للنم ي   بسطط  لذيببيى، فإله   م  سبب لإط ر  خ اا  م ية  ا تااذ  ق ماي  قةا  لمسشببر  ليببا لا 

 لاس   حس  ط    تااذ  لم      ل ابع  الم     ت  لمفيبببببببببببببرة،  يث ت صبببببببببببببلنا حدا  𝑅2ا    ل خط ط لالر  م

 صي  ه  لرياضيأ و ل   نالت قةا  لدك   ل ادي:

𝑅2 =
𝐸𝑆𝑆

𝑇𝑆𝑆
= 1 −

𝑅𝑆𝑆

𝑇𝑆𝑆
 

 ولأ :

 في لم ي   الخط    بسطط  لم مطي تك   لما  ةي: 𝑇𝑆𝑆 لكليأ فم ع  رامات  الخر فات  -

 𝑇𝑆𝑆 = ∑𝑌𝑖
2
= ∑𝑌𝑖

2
− 𝑛𝑌̄2 = 𝑌′𝑌 − 𝑛𝑌̄2 

لم ي   الخط    في𝐸𝑆𝑆و فم ع  رامات  لخر فات  ل    مك  تفيبببببببببببب   ا    سببببببببببببطأ  لم     ت  لمفيببببببببببببرة  -  

  لم مطي تك   قةا  لدك   ل ادي:

𝐸𝑆𝑆 =∑𝑌̂𝑖
2

=∑𝑌𝑖 −∑𝑒𝑖
2

= 𝑌′𝑌 − 𝑛𝑌̄2 − 𝑒′𝑒 = 𝑌′𝑌 − 𝑒′𝑒 − 𝑛𝑌̄2 
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=  𝐵̂′𝑋′𝑌 − 𝑛𝑌̄2 
 ف ك   لما  ةي: 𝑅𝑆𝑆 لا  قيت   ا  فم ع  راما -

          𝑅𝑆𝑆 = ∑𝑒𝑖
2
= 𝑒′𝑒    

 لفط:𝑅2في صي أ 𝑇𝑆𝑆و𝐸𝑆𝑆وب م يت قيم

𝑅2 =
𝐵̂′𝑋′𝑌 − 𝑛𝑌̄ 2

𝑌′𝑌 − 𝑛𝑌̄2
=
𝐵̂′𝑋′𝑋𝐵̂ − 𝑛𝑌̄2

𝑌′𝑌 − 𝑛𝑌̄2
 

و يبببببببببب   ل فربأ تا       ا   لمسشببببببببببر ا  مك   اق ماي قليه في لم ي    وببببببببببم   لث            فيببببببببببر، 

و با  ب ت  لن ر قمبا حي  نبالبت  لم     ت تلمب  ، لألبه  رتفع يو با  با تفباع قبطي  لم     ت  لميببببببببببببب  لبأويلبك 

يو    ر ا في  لنم ي   س ب ت  لن ر    وم ي قاقأ سببببباذيأ      لم     ت  لميببببب  لأ و لم      ل ابع  ر ا، 

و ل   𝑅̄2ط ط  لممطل  و  لمصححول اش    ا   ل ص     م  اس ماضأ  مسشر آخر  طللا قليه  مما    ل خ

 تك   صي  ه قةا  لنخ   ل ادي:

𝑅̄2 = 1 − [
(1 − 𝑅2)(𝑛 − 1) 

(𝑛 − 𝑘)
] 

و ا  لي ضبببببب   قةا نافأ تيببببببا ات  لاا ث    بساصببببببأ  أ ميأ زياية قطي  لم     ت  لمفيببببببرة في  لنم ي  يو  

 مات نط  يبببببببببببببا ه ي ل فك   في سبببببببببببببذ  ظ    ا،  يث   م ز  ما    ل خط ط  لممطل  له  أخا في  اق اا  ق

 بحريأ، ويلك لأ  حيخال  س       تفي  س مط ط   ل     ي مات  بحريأ  ع ثاات حجم  لمينأ،  ما  سثر 

 .𝑅̄2و 𝑅2سلاا قةا قيمأ  ما    ل خط ط  لممطل و   ثم  عي ي  لفرق    

قيمبببا سبببببببببببببببالابببأ قنبببط قبببطي  م        𝑅̄2  بببا فيمبببا  لإم  ل يم فيمك       لإبببا  مبببا ببب   ل خبببط بببط  لممبببطل 

     ما    ل خط ط تا ى قيمه   لصببفر، فيقةا  له يمايل  𝑅̄2 لم     ت  ل فيبب   أ ففط  اه  بحالأ  فيببر

 ي عما   ماأ.

 :  ااق ماي قةا  مطيات  لمثال  ليا لا:(03)مثال رقم 

  ع شرح  لنليفأ. 𝑅̄2  ي   ما    ل خط ط  لممطل 

 :الحل

∑لط نا  𝑒𝑖
2𝑛

𝑖=1 = 𝑅𝑆𝑆 = 5.808   

∑لخي   (𝑌𝑖 − 𝑌̅)
25

𝑖=1 

 

 

 

 

 

 

 

𝑌̅لخي  - =
∑ 𝑌𝑖
5
𝑖=1

𝑛
=

24

5
= 4.8 

𝑖 𝑌𝑖  (𝑌𝑖 − 𝑌̅)
2 

1 2 7.84 

2 3 3.24 

3 5 0.04 

4 6 1.44 

5 8 10.24 

 22.8 24 المجموع
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𝑅2لخي  - =
𝐸𝑆𝑆

𝑇𝑆𝑆
= 1 −

𝑅𝑆𝑆

𝑇𝑆𝑆
= 1 −

5.808

22.8
= 0.7807 

𝑅̄2لخي  - = 1 − [
(1−𝑅2) (𝑛−1) 

(𝑛−𝑘)
] = 1 − [

(1−0.7807)(5−1)

(5−2)
] = 1 −

0.8772

3
= 0.7076 

 :الشرح

𝑅̄2 =  و  ممنلا  𝑋2و 𝑋1سبببببببببببببابها 𝑌𝑖    ل     ت  ل   تخطث في  لم      ل ابع %70.76يمن      0.7076

 .%70.76 نياأ  𝑌𝑖تفير ت    ت  لم      ل ابع 𝑋2و 𝑋1آخر   

 اختبارات المعنوية:-3-2

لمببا     لدببببببببببببببأ   ببالنيببببببببببببباببأ للنم ي   بسطط اختبووار المعنويووة ائحصوووووووووووووواحيووة ل وول مقوودرة     حوودى: -3-2-1

لممرفأ  ط  تأث    (𝑡) لذيبببببببيى،   م  خ اا   لممن يأ  ا صببببببباعيأ للم ط  ت ويلك  ااق ماي قةا ح صببببببباعيأ

, 𝑋1 لم     ت  لميببببببببببببب  لببأ 𝑋2 . . . . . . . 𝑋𝑘قةا  لم      ل ببابع(𝑌)      لم مببطي،  يببث    ر في لم ي   الخببط

  ا   اخ اا  قةا ل ق       لفروض.

:𝐻0فرضيأ  لمطر      𝐵1 = 𝐵2 = . . . . . . . = 𝐵𝑘 = 0 

:𝐻1 لفرضيأ  لاط لأ     𝐵1 ≠ 𝐵2 ≠. . . . . . ≠ 𝐵𝑘 ≠ 0 

𝑈  زع ت ز ع طايعي (𝑈𝑖)فاافت  ض     لم      لمدببب   ط → 𝑁(0, 𝜎2𝐼𝑛)  وفي ظ   لفرضبببيات  ليبببا  أ

𝐵̂    للنم ي   بسطط  لمار  س → 𝑁(𝐵𝑗 , 𝑎𝑖𝑗𝜎
2) ,  𝑗 = 1. . . . . . . . 𝑘 

  يث:

(𝑎𝑖𝑗) تمث   لمناصر  ل طريأ في  لمصف فأ :(𝑋′𝑋)−1.  

 تك    الصي أ  ل اليأ:(𝑡)فإ   ا صاعيأ 

           𝑡𝑐 =
𝐵̂𝑗−𝐵𝑗

√
∑𝑒𝑖

2

𝑛−𝑘−1
 √𝑎𝑖𝑗

 

لم     ر في  تيبببببببببباوس صببببببببببفر، و ا  لما تنم قليه فرضببببببببببيأ  لمطر  س  لم     ت  لميبببببببببب  لأ ا تسث 𝐵𝑗وإي  نالت

 تصا  لما  ةي: (𝑡) ل ابع، فإ   لصي أ

                             𝑡𝑐 =
𝐵̂𝑗

√
∑𝑒𝑖

2

𝑛−𝑘−1
 √𝑎𝑖𝑗

 

 و  ا لتها  ع ل   تها  بجطوليأ: 𝑡وي م  س لإط ر  ا   اخ اا   ا لياب قيمأ

 بجطوليأ، لرفت فرضبببببيأ  لمطر ول ا   لفرضبببببيأ  لاط لأ  (𝑡) لمحيببببب بأ  ل      قيمأ (𝑡)نالتفإي   -

 .(𝑌𝑖) سثر قةا  لم      ل ابع(𝑋𝑗)ا تياوس  لصفر و ا  يمن      لم      لمي     (𝐵𝑗)قةا   

    ت بع ا   أثر    لمحيببببببببببببب بأ  ق     قيمتها  بجطوليأ فإ  يلك  مناه     لم      ل ا(𝑡)  ا حي  نالت  -

 .(𝑌𝑖)    لمصط   ل  يط لل أث   في(𝑈𝑖) لم      لمي    و    لم      لمد   ط 

ولما     بحال  النيببببببببببببباأ لنم ي   الخط    بسطط  لذيبببببببببببببيى فإله  مك   سببببببببببببب لإط ر  لصبببببببببببببي أ  ل  ريذيأ 

 ط .اخ اا   لممن يأ  ا صاعيأ لك    ط  قةا   𝑡 ليا  أ  لالر  بساصأ  اخ اا 

           ا فيما  لإم  فال  لث أ لمملمات  لنم ي   بسطط  لم مطي فإله  مك  حقطاءه  الصي أ  ل اليأ:
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ولمببا     بحببال  ببالنيببببببببببببباببأ للنم ي   بسطط اختبووار المعنويووة ائحصوووووووووووووواحيووة ل وول مقوودرات النموذج: -3-2-2 

عيأ  اسببب لإط ر  خ اا   ا صبببا ، خ اا   لممن يأ  ا صببباعيأ لك    ط  ت  لنم ي  في آ  و  ط  لذيبببيى   م

𝐹ل   تهطف حدا قياس  ط   من يأ  لماقأ  بسطيأ      لم     ت  لمي  لأ 𝑋1, 𝑋2 . . . . . . . . 𝑋𝑘      و لم

  س  من يأ  الخط   لك ،    خال  لليا ل  ل ادي: ، ل ابع

ولما     بحال  النيبببباأ للنم ي   بسطط  لذيببببيى فإله يم مط قةا   من س؟     فيببببر   مط قةا  لأق    

 ل ق       لفروض:

,𝑋1: تنم قةا  بمط ر  لماقأ      لم     ت  لميببب  لأ𝑯𝟎فرضوووية العدم 𝑋2 . . . . . . . . 𝑋𝑘  و لم      ل ابع

:𝐻0 :  س 𝐵1 = 𝐵2 =. . . . . . = 𝐵𝑘 = 0 

   مط قةا  لأق   ما           لمما ات  ل     وملها  لنم ي  غ    مطور. :𝑯𝟏الفرضية البديلة

 مبببطور، و بببا  لأ   لببباس تهم     لم     ت 𝐵0يو   لأخبببا في  اق ابببا   بحبببالبببأ  ل    ك   فيهبببا  بحبببط  لثبببا بببت 

 ل فيببببببببببببب   بببببأ و    لنم ي   لببببباس  خ  س قةا  بحبببببط  لثبببببا بببببت ف ى  من س لحس لبببببه  س  منلا     لنبببببا يبببببأ 

 ق صاي أ. ا

 وبالرم ع حدا  لممايلأ  لأساسيأ ل خلي   ل اا  :

∑(𝑌𝑖 − 𝑌̄)
2 = ∑(𝑌̂𝑖 − 𝑌̄)

2 + ∑𝑒𝑖
وبببببببااسبببببببببببببلنبببببباي حدا  بجببببببطول  لم  دي  لبببببباس  ا   تخليبببببب  تاببببببا     2

، لما تكم    ميأ  ا   بجطول في  مرفأ تأث   ن  𝐹 الخط    لم مطي فإله  مك    ليببببببببببببباب  ا صببببببببببببباعيأ

 في  لم      ل ابع و   ثم  ق ماي  لم     ت  لمسثرة في  لنم ي .          لم     ت  لمي  لأ 

 :  ا   تخلي  تاا    الخط    لم مطي(02الجدول رقم )

  لمرامات  لم  سطأ ي مأ  بحريأ  فم ع  لمرامات  صط   ل    

𝐸𝑆𝑆  لمفير =∑(𝑌̂𝑖 − 𝑌̄)
2 𝑘 𝐸𝑆𝑆

𝑘
 

𝑅𝑆𝑆  لا  قي =∑𝑒𝑖
2

    𝑛 − 𝑘 − 1 
 

𝑅𝑆𝑆

𝑛 − 𝑘 − 1
 

𝑇𝑆𝑆  لكةي =∑(𝑌𝑖 − 𝑌̄)
2 𝑛 − 1 ≠ 

Source : Régis Bourbonnais, op.cit, p.66              

 لما  ةي: Fوتمطى  لصي أ  لرياضيأ للإ صاعيأ 

𝐹∗ =

∑(𝑌̂𝑖 − 𝑌̄)
2

𝑘
∑𝑒𝑖

2

𝑛 −  𝑘 − 1

=

𝑅2

𝑘
1 − 𝑅2

𝑛 − 𝑘 − 1

 

𝐶. 𝐼 = 𝐵𝑘 ± 𝑡 𝛼/2,𝑛−𝑘−1√
𝑒′𝑒

𝑛− 𝑘−1
√𝑎𝑖𝑗       
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𝑛)و(𝑘)ل   تها  بجطوليأ  ط مأ  ريأ  ت ا    ع𝐹بمط   ليببببببباب قيمأ  − 𝑘 − للذيبببببببى و لم ار قنط  (1

 . ي    يالأ  م  

ول ا   لفرضببببببببببيأ  لاط لأ 𝐻0 ل      قيمتها  بجطوليأ لرفت فرضببببببببببيأ  لمطر   لمحليبببببببببباأ𝐹نالت قيمأفإي  

𝐻1.قةا     لنم ي  تفي  س نليا 

 ق     قيمتها  بجطوليأ ل ا  فرضبببببيأ  لمطر ولرفت  لفرضبببببيأ  لاط لأ قةا   لمحليبببببباأ𝐹  ا حي  نالت قيمأ 

 له ا ت مط  س قاقأ خطيأ  من يأ      لم      ل ابع و لم     ت  لمفيبببببببببببببرة  س  فم ع  رامات  الخر فات 

  ل في   أ  من يا تياوس  لصفر. 

  ااسلناي قةا  مطيات  لمثال  ليا لا(: 04مثال رقم )

 %5قنط  ي     من يأ    𝐵̂0 ،𝐵̂1 ،𝐵̂2 من يأ  لممالم: خ    -

 %5قنط  ي     من يأ   خ     لممن يأ لكليأ للنم ي -

  بش ئ  فال  لث أ للمملمات.-

 :الحل

 اختبار المعنوية ائحصاحية للمعالم:

𝑌̂𝑖 لط نا  لنم ي   لم ط  = 1.516 + 0.751𝑋1𝑖 + 0.579𝑋2𝑖 

                                                                             𝑩𝟎اختبار معنوية المعلمة - 

              {
𝐻0: 𝐵0 = 0
𝐻1: 𝐵0 ≠ 0

 

 لخي  

𝑡𝑐 =
𝐵̂0 − 𝐵0
𝜎̂𝐵̂0

→ 𝑡
𝑛−3,

𝛼
2

 

𝐻0  𝑡𝑐 و ي   لفرضيأ =
𝐵̂0

𝜎̂𝐵̂0
=

1.516

0.174
= 6.64 

𝛼 وقنط  ي     من يأ = 𝑛وي مأ  ريأ 5% − 3 = 5 − 3 =  𝑡2,0.025  ب بجطوليأ للفط  ل يمأ   2

𝑡𝑡    مطول سلي يلت = 4.403 

|𝑡𝑐|وقنببط  لم ببا لببأ لفببط = 6.64 > 𝑡𝑡 = ولرفت  لفرضبببببببببببببيببأ  لاببط لببأ وقليببه ل ابب   لفرضبببببببببببببيببأ   4.403

 تفير  لنم ي   لم ط .و ل ا  من يأ ح صاعيأ  𝐵0قةا     لمملمأ  لمط يأ

 𝑩𝟏اختبار معنوية المعلمة -

              {
𝐻0: 𝐵1 = 0
𝐻1: 𝐵1 ≠ 0

 

 لخي  

𝑡𝑐 =
𝐵̂1 − 𝐵1
𝜎̂𝐵̂1

→ 𝑡
𝑛−3,

𝛼
2

 

𝐻0  𝑡𝑐 و ي   لفرضيأ =
𝐵̂1

𝜎̂𝐵̂1
=

0.751

0.014  
= 53.64 
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𝛼 وقنط  يببب     من يأ = 𝑛وي مأ  ريأ 5% − 3 = 5 − 3 =     𝑡2,0.025 ل يمأ  بجطوليأ لبببببببببببببببب  2

𝑡𝑡مطول سلي يلت  = 4.403 

|𝑡𝑐|وقنط  لم ا لأ لفط = 53.64 > 𝑡𝑡 = وقليه لرفت  لفرضبببببببببببببيأ  لمط يأ ول ا   لفرضبببببببببببببيأ  4.403

 وتفير  لنم ي .ل ا  من يأ ح صاعيأ  𝐵1 لاط لأ قةا     لمملمأ

 𝑩𝟐اختبار معنوية المعلمة-

              {
𝐻0: 𝐵2 = 0
𝐻1: 𝐵2 ≠ 0

 

 لخي  

𝑡𝑐 =
𝐵̂2 − 𝐵2
𝜎̂𝐵̂2

→ 𝑡
𝑛−3,

𝛼
2

 

𝐻0  𝑡𝑐 و ي   لفرضيأ =
𝐵̂2

𝜎̂𝐵̂2
=

0.579

0.026  
= 22.27 

𝛼  يببب     من يأوقنط  = 𝑛وي مأ  ريأ 5% − 3 = 5 − 3 =     𝑡2,0.025 ل يمأ  بجطوليأ لبببببببببببببببب  2

𝑡𝑡مطول سلي يلت = 4.403 

|𝑡𝑐|وقنط  لم ا لأ لفط = 22.27 > 𝑡𝑡 = وقليه لرفت  لفرضبببببببببببببيأ  لمط يأ ول ا   لفرضبببببببببببببيأ  4.403

 وتفير  لنم ي .ل ا  من يأ ح صاعيأ  𝐵2 لاط لأ قةا     لمملمأ

 ال لية للنموذج:اختبار المعنوية -

 .𝐹اخ اا   لممن يأ  لكليأ للنم ي  بم مط قةا ح صاعيأ فحدر

: 𝐻0: 𝐵1 = 𝐵2 =. . . . . . = 𝐵𝑘 = 0 

𝐻1: ∃𝐵𝑗 ≠ 0, 𝑗 = 1,2 

𝐹𝑐 = 

𝑅2

𝑘
(1 − 𝑅2)
(𝑛 − 𝑘 − 1)

→ 𝐹(1,𝑛−2,𝛼%) 

𝐹𝑐 = 

0.7807
2

1 − 0.7807
5 − 3

=
0.39035

0.10965
= 3.56 

𝛼 وقنط  يببببب     من يأ = 𝑛 و 2 ريأوي مأ 5% − 3 = مطول    𝐹(2,2,5%) ل يمأ  بجطوليأ لبببببببببببببببببب  2

𝐹𝑡فحدر = 19 

𝐹𝑐لا ظ     = 3.56 < 𝐹𝑡 =     لنم ي   ول  ل  𝐻1أ لفرضبببببببي ولرفت𝐻0 لفرضبببببببيأ  ل ا وقليه 19

  من س نليا.لحس 

 اختبار صلاحية النموذج ل ل الفترة -4

 (:chowاختبار استقرارية معاملات النموذج )اختبار -4-1



 ..........................تحليل الانحدار الخطي المتعدد....................................................................................................الفصل الثالث: 

58 

 

        اخ ابا  ت  ل    مك   ل يبار بهبا ل رض  خ ابا   chow سببببببببببببب  ر  يبأ  مبا ات  لنم ي   يمبط  خ ابا 

 ط  صبببببا يأ  لنم ي   لم خصببببب  قليه خال ن   لفت ة خاصبببببأ حي  تمللا  لأ ر  الايالات في شبببببك  سببببباسببببب  

ات قةا  ملمز نيأ.  يث غالاا  ا تطر    ط ث س  ء  ق صاي أ  و سياسيأ  و  م ماقيأ    شأنها    تسثر 

 لنم ي  و   ثم  صبببببببببببببا   لنم ي   لم خصببببببببببببب  قليه غ   صبببببببببببببابح    ط ء     لن طأ  لع نيأ  ل    طثت فيها 

 فيصا      ل     لممك   اق ماي قةا لم ي  و  ط ل مثي  ن   لفت ة. ، ل     ت

  ر    و دببب ط  سبببفي م ت يبببيم  لمينأ حدا قيبببم   و خ اا  حي   ا نالت  ما ات  لنم ي  خال ن   لفت ة ت 

   ت يببببببببيم  لمينأ حدا معع    خيبببببببب     م ية  لنم ي ، قةا    تا ى خصبببببببب صببببببببيأ  لنم ي  لفيبببببببب ا فيما 

 ت     قيم  لمما ات  لم ط ة للمين   ، وي م  ا   اخ اا  قةا  لنخ   ل ادي:

  ةي:   لمثال خال فت ة و  طة لما ليك   لنم ي   لم ط 

        𝑌̂𝑖 = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋1𝑖 + 𝐵̂2𝑋2𝑖 + 𝐵̂3𝑋3𝑖 + 𝑒𝑖 
وب  يبببببببببيم  لمينأ حدا معع   قنط ل طأ ز نيأ  مينأ تيبببببببببالا  ن طأ  ابمطاف،  ك    لنم ي   لم ط  خال 

  لفت ة  لأودا لما  ةي:

            𝑌̂𝑖 = 𝐵̂0
(1)
+ 𝐵̂1

(1)
𝑋1𝑖 + 𝐵̂2

(1)
𝑋2𝑖 + 𝐵̂3

(1)
𝑋3𝑖 + 𝑒𝑖       

  الدك   ل ادي:  ا  لنم ي   لم ط  خال  لفت ة  لثاليأ  ك   

𝑌̂𝑖 = 𝐵̂0
(2)
+ 𝐵̂1

(2)
𝑋1𝑖 + 𝐵̂2

(2)
𝑋2𝑖 + 𝐵̂3

(2)
𝑋3𝑖 + 𝑒𝑖                  

 وي  ر  ا   اخ اا  قةا فرضح    هي:

 لفرضيأ     

































)2(

0

)1(

00

)2(

3

)1(

33

)2(

2

)1(
22

)2(

1

)1(

11

0

ˆˆˆ

ˆˆˆ

ˆˆˆ

ˆˆˆ

BBB

BBB

BBB

BBB

H    ضط  لفرضيأ

































)2(

0

)1(

00

)2(

3

)1(

33

)2(

2

)1(
22

)2(

1

)1(

11

1

ˆˆˆ

ˆˆˆ

ˆˆˆ

ˆˆˆ

BBB

BBB

BBB

BBB

H 

  لليا ل  ل ادي:و لاس   م    خال  chowو يالا  خ اا   س  ر  يأ  لمما ات  اخ اا  

 لا  قي  ط ل  لفت ة و فم ع  رامببببببات قةا𝑅𝑆𝑆 لا  قي بببببب    مببببببط  خ اف  من س      فم ع  رامببببببات 

 ؟(𝑅𝑆𝑆(1)،𝑅𝑆𝑆(2)) لمحي بأ خال  لفت ت  

 ويمر  ا   اخ اا   المر     ل اليأ:

  م قةا  يببببببببببببب     اه  لمر لأ ت ط ر  لنم ي  خال ن   لفت ة و يببببببببببببباب  فم ع  رامات  المرحلة الأول : -

 .𝑅𝑆𝑆 لا  قي

لي م  𝑅𝑆𝑆(2)و 𝑅𝑆𝑆(1)وفي  اه  لمر لأ   م  يببببببببببببباب  فم ع  رامات  لا  قي للمين    المرحلة الثانية: -

𝑅𝑆𝑆(1)) ل طاي يأ  أخا في  لم ار  فم ع  لمرامات Fisher ياب فحدر  + 𝑅𝑆𝑆(2)) 

 وتمطى صي أ فحدر  ل طاي يأ لما  ةي:

𝐹∗ =
[(𝑅𝑆𝑆 − (𝑅𝑆𝑆(1) + 𝑅𝑆𝑆(2))]/𝑑𝑑𝑙𝑛

(𝑅𝑆𝑆(1) + 𝑅𝑆𝑆(2))
𝑑𝑑𝑙𝑑
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  يث:

𝑑𝑑𝑙𝑛:يم   ق  ي مأ  بحريأ  النياأ للذيى وتخي   الدك   ل ادي : 

 𝑑𝑑𝑙𝑛 = (𝑛 − 𝑘 − 1) − [(𝑛1 − 𝑘 − 1) + (𝑛2 − 𝑘 − 1)] 
𝑛1قلما      + 𝑛2 = 𝑛 

𝑑𝑑𝑙𝑑: :يم   ق  ي مأ  بحريأ  النياأ للم ار وتخي   الصي أ  ل اليأ 
 𝑑𝑑𝑙𝑑 = (𝑛1−𝑘− 1)+ (𝑛2−𝑘−1) = 𝑛  − 2(𝑘+ 1) 

 تمث  حجم  لمينأ  لثاليأ. 𝑛2تمث  حجم  لمينأ  لأودا و 𝑛1 ع  لملم   

 قبببب    لمحيبببببببببببببب ببببببأ𝐹    م   ببببا لتهببببا  ع ل   تهببببا  بجببببطوليببببأ، فببببإي  تا     ل طاي يببببأ𝐹قيمببببأوامببببط   ليبببببببببببببببباب 

  𝐹ل ا   لفرضببببببببيأ   بجطوليأ𝐻0 قةا     لمما ات  من يا  يبببببببب  رة قةا ط ل  لفت ة ويمك   اق ماي قةا

  لنم ي  في  ل ناس  و لأغر ض  خر .

وتفط   اشبببببببببببببا ة حدا     غل   ر  ا  اقار  لآدي  بساصبببببببببببببأ  ال ياس  اق صبببببببببببببايس، و ا  قةا غر    رلا ا 

EVIEWS  تلي  فرصأ   فاي ل طأ  ابمطاف(Break point)  بي  لأ لا  ة ويلك ق  طريلا  خ يا  قطة

 ل اذ و خ يا   لن طأ  لمرتاطأ  أق     مال للسطأ.

𝑛ليك  لط نا  لنم ي   لم ط   ل ادي قةا قينأ حجم ا (:05)مثال رقم = 20:  

𝑌̂𝑖 = 22.79 + 0.6𝑋1𝑖 − 0.05𝑋2𝑖 − 0.028𝑋3𝑖)            
    (0.02          ) (0.21(        )0.16     )  (12.32) 

𝑅2 = 0.804 
𝑛 = 20 

 . ل يم  ل        ل  س   هي قيم  لأخطاء  لمميا يأ

 :المطلوب

 ي  سأ  س  ر  يأ  لنم ي .

 الحل:

 لط  سأ  س  ر  يأ  لنم ي   لم ط  للاع  بسط  ت  ل اليأ:

 ت ط ر  لنم ي  قةا قين    مععح    و ياب  فم ع  رامات  لا  قي. الخطوة الأول :-

 :الفترة الأول 

𝑌̂𝑖 = 12.54 + 0.53𝑋1𝑖 − 0.03𝑋2𝑖 − 0.015𝑋3𝑖)            
    (0.01          ) (0.42(        )0.34     )  (11.19) 

𝑅2 = 0.705 
𝑛1 = 10 

𝑇𝑆𝑆1 = 107.177      ,      𝐸𝑆𝑆1 = 75.56  ,     𝑅𝑆𝑆1 = 31.61       

 الفترة الثانية:

𝑌̂𝑖 = 43.19 + 0.78𝑋1𝑖 − 0.86𝑋2𝑖 − 0.23𝑋3𝑖)            
           (0.2          ) (0.67(        )0.47     )  (14.25) 

𝑅2 = 0.643 
𝑛2 = 10 
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𝑇𝑆𝑆2 = 71.12      ,      𝐸𝑆𝑆2 = 45.73  ,     𝑅𝑆𝑆2 = 25.38    

 ح صاعيأ فحدر ياب  الخطوة الثانية:-

𝐹∗ =
[(𝑅𝑆𝑆 − (𝑅𝑆𝑆(1) + 𝑅𝑆𝑆(2))]/𝑑𝑑𝑙𝑛

(𝑅𝑆𝑆(1) + 𝑅𝑆𝑆(2))
𝑑𝑑𝑙𝑑

 

 :𝑑𝑑𝑙𝑛لخي 

𝑑𝑑𝑙𝑛 = (𝑛 − 𝑘 − 1) − [(𝑛1 − 𝑘 − 1) + (𝑛2 − 𝑘 − 1)]
= (20 − 3 − 1) − [(10 − 3 − 1) + (10 − 3 − 1)] = 16 − 12 = 4 

 𝑑𝑑𝑙𝑑 نحسب-

𝑑𝑑𝑙𝑑 = (𝑛1−𝑘− 1)+ (𝑛2−𝑘− 1) = 𝑛  − 2(𝑘+ 1)
= (10− 3− 1)+ (10− 3− 1) = 12 

𝐹∗ =
[(𝑅𝑆𝑆 − (𝑅𝑆𝑆(1) + 𝑅𝑆𝑆(2))]/𝑑𝑑𝑙𝑛

(𝑅𝑆𝑆(1) + 𝑅𝑆𝑆(2))
𝑑𝑑𝑙𝑑

=
[(77.32 − (31.61 + 25.38)]/4

(31.61 + 25.38)
12

=
5.08

4.75
= 1.07 

∗𝐹 لا ظ     ا صببببببببببببببببباعيبببببأ = 1.07 < 𝐹0.05,(4,12) =     ول  ل 𝐻0ل اببببب   لفرضبببببببببببببيبببببأ  وقليبببببه3.26

 .ط ل  لفت ة خال لمما ات  من يا  ي  رة 

 التنبؤ:-5

 النيبببببببببباأ لنم ي   الخط    لذيببببببببببيى فامط ت ط ر وت ييم  لنم ي  و خ اا   سبببببببببب  ر  يأ لما     بحال         

 صبببببا  صبببببابح لل ناس  ال يم  لميببببب  اليأ  إ فاي قيم للم      ل ابع       قيم  لم     ت  لميببببب  لأ.  ، ملماته

 ويلك قةا  لنخ   ل ادي:

 لما  ةي:𝑛بم     لممايلأ  لم ط ة لمينأ  سح بأ  حجم  

     𝑌𝑖 = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋1𝑖 + 𝐵̂2𝑋2𝑖+. . . . . . . . +𝐵̂𝑘𝑋𝑘𝑖  

𝑡)وبافت  ض     لع   +  خيث  ك   شبببببببماع  لمدبببببببا ط ت  𝑌𝑖+1    لع    لاس     فلا  ع ز   تخ يلا(1

′𝐶  لم مللا  الم     ت  لمفيرة    = (1 , 𝑋1,𝑖+1 ,  . . . . . . . 𝑋𝑘,𝑖+1) 

   :𝑌𝑖 + 1لب 𝐸(𝑌𝑖+1) و    ل ناس  الأ    لرياض  

𝐸(𝑌𝑖+1) = 𝐸(𝐶
′𝐵 + 𝑈𝑖+1 ) = 𝐵 

 .𝐶′𝐵  ط  غ     خ ز لب𝐶′𝐵̂فيك   

 لما  ةي:  (𝑌𝑖+1)وقليه  ك    ل  ط ر  لن طط لب 

 

 

 لم بببط ،  يبببث لبببالر  وا فبببإ   لأ ر   طلببب  ت ضبببببببببببببي  ت ز ع 𝐸(𝑌𝑖+1)  بببا فيمبببا   مللا  بببال ناس  مفبببال لبببببببببببببببببببببببببب

:                                             𝐸(𝐶′𝐵̂) = 𝐶′𝐵 

 𝑣𝑎𝑟(𝐶′𝐵̂) = 𝜎𝑢
2𝐶(𝑋′𝑋)−1. 𝐶   

𝑌̂𝑖+1 = 𝐶
′𝐵̂ = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋1,𝑖+1 + 𝐵̂2𝑋2,𝑖+1+ . . . . . . . . +𝐵̂𝑘𝑋𝑘,𝑖+1 
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    لالك  يث:  𝐶′𝐵̂ لاع  ل  ز ع  لطايعي فإ  𝐵̂وطالما   

              𝐶′𝐵̂ → 𝑁(𝐶′𝐵, 𝜎𝑢
2𝐶(𝑋′𝑋)−1. 𝐶) 

𝜎𝑢ولأ  تاا    لمج مع
𝜎̂𝑢تم يوه  م ط ه  ف  ل فإله   م  2

 فنك  :2

 
𝐶′𝐵̂ − 𝐶′𝐵

√(𝜎̂𝑢
2𝐶′.(𝑋′𝑋)−1.𝐶

→ 𝑡𝛼/2 ,𝑛−𝑘−1 

 حدا ي مأ  لمساطرة  ل     م  خ يا  ا. α يث تد   

  الطري أ  ل اليأ: 𝑌𝑖+1لي م  ناء  فال  ل ناس للمدا ط ت

                𝑌𝑖+1 = 𝐶
′𝐵 + 𝑈𝑖+1       ،   𝑌̂𝑖+1 = 𝐶

′𝐵̂  

و لاس 𝑌𝑖+1و ل يمأ  بح ي يأ𝑌̂𝑖+1قةا  له  لفرق      ل يمأ  لم  قع بها  𝜎وبمرف  صبببببببببببببف فأ خطأ  ل ناس

  ك    ياضيا لما  ةي:

                       𝜎 = 𝑌𝑖+1 − 𝑌̂𝑖+1 = 𝐶
′𝐵 − 𝐶′𝐵̂ − 𝑈𝑖+1 = 𝐶

′(𝐵 − 𝐵̂) − 𝑈𝑖+1        
   ا ت قمه  لرياض   وتاا نه ف   نال ادي:

𝐸(𝜎) = 𝐶′𝐸(𝐵 − 𝐵̂) − 𝐸(𝑈𝑖+1) = 0 
𝑣𝑎𝑟(𝜎) = 𝐸(𝐶′(𝐵 − 𝐵̂) − 𝑈𝑖+1)

2 = 𝜎𝑢
2(1 + 𝐶′(𝑋′𝑋)−1. 𝐶  

 و نه  ل  ز ع  ا  مادي لمصف فأ  خطاء  ل ناس ف  :

             𝜎 → 𝑁(0 , 𝜎𝑢
2(1 + 𝐶′(𝑋′𝑋)−1. 𝐶) 

𝜎𝑢وب م يت
𝜎̂𝑢 ب  2

 تاا    لمينأ  مك     لك    لك ا أ  ل اليأ:2

𝑡 =
𝜎

√𝜎̂𝑢
2. (1 + 𝐶′(𝑋′𝑋)−1. 𝐶) 

=
𝑌𝑖 +1 − 𝑌̂𝑖+1

√𝜎̂𝑢
2. (1 + 𝐶′(𝑋′𝑋)−1. 𝐶)

 

  ةي: لما𝑌𝑖+1وقليه  ك    فال  ل ناس لب 

 

 

  يث:

 𝐶′ لمفيرة  لمي  اليأ :  صف فأ  لم     ت 𝐶′ = (1,𝑋1,𝑖+1 ,  . . . . . . . 𝑋𝑘,𝑖+1) 

 𝐶:  صف فأ  لم     ت  لمفيرة  لمي  اليأ ن  ل .  

𝑖    م   لمدا طة𝑌لبب   ااق ماي قةا  مطيات  لمثال  ليا لا(: 06)مثال رقم = 𝑋16قلما     6 = 7 

𝑋26 = 6 

 𝑌 ومط  ل يمأ  ل نذئيأ لبب -

  ومط  فال  لث أ ل اه  ل يمأ  ل نذئيأ.-

 

 

 

𝑌𝑖+1 ∈ [𝐶
′𝐵̂ ± 𝑡𝛼/2,𝑛−𝑘−1. √𝜎̂𝑢

2. (1 + 𝐶′(𝑋′𝑋)−1. 𝐶)] 
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 الحل:

 إيجاد القيمة التنبئية:-
𝑌̂5+1 = 𝑌̂6 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋16 + 𝐵2𝑋26 = 1.516 + 0.751 × 7 + 0.579 × 6 = 10.247 

 إيجاد مجال الثقة للقيمة التنبئية:-

𝑌𝑖+1 ∈ [𝑌̂𝑖+1 ± 𝑡𝛼/2,𝑛−𝑘−1. √𝜎̂𝑢
2. (1 + 𝐶′(𝑋′𝑋)−1. 𝐶)] 

.𝐶′(𝑋′𝑋)−1)لخي   𝐶) 

(𝐶′(𝑋′𝑋)−1. 𝐶) = (1 7 6) [
0.06 0.008 −0.01
0.008 0.005 0.003
−0.01 0.003 0.009

](
1
7
6
) = 0.873 

 

𝑡𝛼/2,𝑛−𝑘−1و   مطول ت ز ع سلي يلت  = 𝑡0.025,𝑛−𝑘−1 = 𝑡0.025,2 = 4.303 

𝜎̂𝑢ولط نا 
2 =  و نه:2.904

𝑌5+1 ∈ [10.247 − 4.303.√2.904. (1 + 0.873), 10.247 + 4.303.√2.904. (1+ 0.873) ] 

𝑌6 و نه  فال  لث أ   :  ∈ [−0.21 , 20.28] 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

مشاكل القياس 

 الاقتصادي
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  تمهيد:

يواجه باحث القياس الاقتصااااادة مشا ل اااااة  قيا ااااي  نتوا  ايف  ا تلمات اللمليه ا  ااااا ش  ل  ا  

فتلمقشها بعض لن خصااااااااااهصاااااااااةا ا  وهل    ،ملى لقشرات ال موذجال موذج بحيث نلقي بضااااااااايلةا ال  يلم  

 لتؤدة بذلك  لى مشم صيحي  ال موذج لي تعمال.

فقش يتعله ال موذج  لى ل تل  قيا ي  نتوا لتولشا من طبيع  ا تغيرات الاقتصادي  التي غالبا 

ي  موذج ا  ااااتقل  ا  اااات شل   لا نلنبط ببعضااااةا بقشر آي ب خل، فاذا ارنلمعة حشا الارنبان بيا ا تغيرات 

فاا ذلك يؤدة  لى ظةور لا ي مى بم تل  الارنبان ا خطي ا تعشد التي نؤثل ملى كلماي  لقشرات  ،الا حشار

 ال موذج ينؤدة  لى العصف بطل ق  ا لبعات الصغلى العادي  يان يارها.

دة  لى ظةور ل اااااااااااااتلاا  فاااا ذلااك يؤ  ،آلااا  ذا ا تلمف فله ادعااشام التغااايل  لااشيد ا خطاا  الع اااااااااااااوا ي

قيا اااااااااااااي  آخلى   ااااااااااااامى بالارنبان الذا ي بيا اسخطات، يالتي نحشل  ي الشرا اااااااااااااات التي  عتمش ملى بيا ات 

ال اااي ااا  الال ي  ا لنبط  ببعضاااةا، كما   ااايي ل اااتل  قيا اااي  آخلى نتم    ي ا تلمات فله ثبات التباين 

ينحشل مادا  ي الشرا ااااااات التي  عتمش ملى  ،الذة يؤدة  لى ظةور ل ااااااتل  قيا ااااااي    اااااامى اختي  التباين

البياا اات ا قطعيا  ا م لا  لوحاشات اقتصااااااااااااااديا  لررايحا  اسش اام، ينؤثل هاانااا ا  اااااااااااااتلتااا ملى لقاشرات 

ا لبعاااات الصاااااااااااااغلى لماااا يؤدة  لى ادعاااشام كلمااااتن ط، يلن ثط يتحتط البحاااث من طل  قيااااس آخلى لغله 

 ا لصول ملى لقشرات آفض .

لشرا ااااا  يالتعل  ملى ل ااااااة  القياس الاقتصاااااادة يكيلمي   اللمصااااا   صااااا  هذا لةذا ارن ي ا آا 

 .ال  ف من ا يطل  لعا  ت ا

  Multicollinearityالارتباط الخطي المتعدد -1

يالتي  عني لتعشد  Multiلصاااطمر للكن لن  Multicollinearityيعتبر الارنبان ا خطي ا تعشد  

 عني خطي، يمليه  عل  ل اااااااااااااتل  الارنبان ا خطي ا تعشد آي التعشد  linearityويقصاااااااااااااش   ا لررابط  coي

ا خطي ب ن ا ا لال  التي يتوا ف  ا بيا اث يا آي آكثر لن ا تغيرات ا لم ااااااالا  ي  موذج الا حشار ارنبان قوة، 

 بحيث يتوا لن الصعن مال ن ثيران ا اللملدي  ملى ا تغير التابي. 

 أسباب حدوث مشكلة الارتباط الخطي المتعدد -1-1

نتعشد اس اااااباي التي نؤدة  لى حشيل ل اااااتل  الارنبان ا خطي ا تعشد  ي ال موذج ي م ن حصااااالها 

  ي:

 ليول بعض ا تغيرات الاقتصادي   ي ال موذج  لى التغير  و ا يذلك سا جميعةا نت ثل ب لمس العوال .-آ

  يا كمتغيرات نلم يري   ي ال موذج.ا ت شام ا تغيرات ا ت للم  زل-ي

يؤدة صاااااااااغل ش ط العي    لى آا يصااااااااابب مشد ا  ااااااااااهشات قل ن لن مشد ا تغيرات التلم ااااااااايري ، فت ةل -ج

 ل تل  الارنبان ا خطي ا تعشد بيا ا تغيرات ي  مى هذه ا  تل  بم تل  صغل ش ط العي  . 
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 :أنواع الارتباط الخطي المتعدد-1-2

ي قصش بذلك يجود ميق  خطي  نال  بيا قيط اث يا آي آكثر لن ا تغيرات التعدد الخطي التام: -1-2-1

 ا  تقل  بحيث يتوا ا تغير ا  تق  نلكين خطي للمتغير آي ا تغيرات ا  تقل  اسخلى.

يلتوضااااااااااااايب هاذه ا لاالا   لمرره يجود  موذج ا حاشار خطي لتعاشد يحتوة ملى لتغيرين ل اااااااااااااتقليا، حياث 

  ن نقشيل لعلمات ال موذج بالصيغ  التالي :يم

 

 

 ي توا لحشد ا صلموف  بال ت  التالي:

|𝑋′𝑋| = |
∑ 𝑋1

2 ∑ 𝑋1𝑋2

∑ 𝑋1𝑋2 ∑ 𝑋2
2

| = (∑ 𝑋1
2) (∑ 𝑋2

2) − (∑ 𝑋1 𝑋2)2 

 يم ن التعبير من ا كما يلي:  𝑋2ي 𝑋1فوجود ميق  خطي  نال  بيا قيط ل اهشات ا تغيرين ا  تقليا

𝑋2 = 𝑝𝑋1 
 يصبب بال ت  التالي:|𝑋′𝑋|مبارا من قيط ثابت  لا   اية الصلمل يبالتالي الملشد 𝑝حيث 

        |𝑋′𝑋| = |(∑ 𝑋1
2)(∑ 𝑝2𝑋1

2) − (𝑝 ∑ 𝑋1
2)(𝑝 ∑ 𝑋1

2)| = 𝑝2(∑ 𝑋1
2)2 −  𝑝2(∑ 𝑋1

2
) = 0 

ي  ااامى هذه ا صااالموف  با صااالموف  ال ااااذا يلا يم ن 1−(𝑋′𝑋)م شها لا يم ن ح ااااي لقلوي ا صااالموف 

𝐵̂لبعات الصااغلى ا عطاا بالقا وا ح اااي لقشرات طل ق  ا  = (𝑋′𝑋)−1. 𝑋′𝑌 فتن ار طل ق  ا لبعات

 ا الارنبان ا خطي ا تعشد التام.الصغلى نحة يط 

ينتم   ظاهلا التعشد ا خطي غير التام  ي يجود ميق  ارنباطي  بشرجات : التعدد الخطي غير التام-1-2-2

يرين الوضااااااي الذة يتوا فيه ارنبان خطي غير نام بيا لتغ لتلماين  بيا ا تغيرات ا  ااااااتقل ، حيث   ااااااير  لى

 ل تقليا آي آكثر  ي  موذج الا حشار ي م ن نوضيب ذلك ب خذ ا  ال التالي:

𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋1 + 𝐵2𝑋2 + 𝑈𝑖 ييجود ميق  خطي  غير نال  بيا ا تغيرين ،𝑋1 ي𝑋2 يم ن صياغت ا

 كما يلي:

      𝑋2 = 𝑝𝑋1 + 𝑉  
 ن نم يله با قشار اس ي:لتغير يم  𝑉حيث

  ∑ 𝑋𝑖 𝑉𝑖 = ∑ 𝑉 = 0   
 يبعش لفموم  لن الاختصارات  حص  ملى:  ي صيغ  الملشد 𝑋2يبتعو ض قيم 

 |𝑋′𝑋| = ∑ 𝑋1
2 ∑ 𝑉2 + ∑ 𝑋1 𝑉2 

∑آايبما  𝑋𝑖
2

= 0 ،𝑉2 > لا ي ااااااااية الصااااااالمل يه ذا يم ن ا لصاااااااول (𝑋′𝑋)فاا لحشد ا صااااااالموف  0

 .(𝑋′𝑋)ملى لعتوس ا صلموف  

 

𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1. 𝑋′𝑌  
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 الآثار المترتبة على وجود الارتباط الخطي المتعدد -1-2-3

لن الآثار ا ررنب  من يجود ل اااااااااااااتل  الارنبان ا خطي ا تعشد يتعذر نقشيل لعالط ال موذج لوجود 

ارنبان خطي نام بيا اث يا آي آكثر لن ا تغيرات ا  تقل  ييعود ال بن  ي ذلك  لى ا تحال   يفاد لعتوس 

سا لحشد ا صااااااااااالموف   ااااااااااايتوا ل ااااااااااااي ا للصااااااااااالمل، كما نلمقش لقشرات ا لبعات  يذلك (𝑋′𝑋)ا صااااااااااالموف  

الصاااااااااااغلى خاصاااااااااااي  هال  نتم    ي خاصاااااااااااي  ال لماتا آة آق  نباين لم ن،  ايف  ارنلما  نباين ا صااااااااااالموف  

بارنلما  درج  الارنبان بيا ا تغيرات ا لم ااااااااااااالا يالذة يؤدة  لى ارنلما  ش ط اسخطات ا عيار  ، بحيث يقشر 

𝑣𝑎𝑟(𝐵)ا علمات  ي حال  الارنبان ا خطي التام  نباين = 𝐵ينتوا ∞ = لما يؤدة  لى الت شير يبصورا  0

المل اااااااااوب  لقار    (𝑡) ايف  ن اق  قيط ،خاطئ  ملى مشم لع و   بعض ا تغيرات ا  اااااااااتقل   ي ال موذج

ف  من     ي ال موذج ال انلي   يرن ا ا  شيلي ، هو اسلل الذة يقود الباحث  لى حذ  ا تغيرات غير ا ع و 

 للنلمع .𝑅2ارنبان ا خطي بيا ا تغيرات ا لم لا، لي بقات قيم  لعال  التحشيش

1آلاا  ذا ةاا اة درجا  ارنباان ا تغيرات ا  اااااااااااااتقلا  ل موذج لاا ن تمي للمفاال < 𝑟𝑥𝑖𝑥𝑗 < فااا آثل التعاشد  0

را غير ل اااااااااااااتقلا ةلمااا آضااااااااااااالم ااا ا خطي يتوا غير ياضااااااااااااار، حيااث نتوا  ي بعض اسحياااا قيط ا عااالط ا قااش

لتغيرات للنبط  خطيا للشال  آي ةلما نو اااااااااااااي ش ط العي  ، ي ي آحياا آخلى لا نت ثل ا ع و   ا حصااااااااااااااهي  

للمعالط ا قشرا ينبقف غير لتحيزا حتى ي ي حال  الارنبان القوة بيا ا تغيرات ا لم ااااااااالا يذلك سا خاصاااااااااي  

ا ا تغيرات، كما يم ن آا نؤدة ل اااااااااتل  التعشد ا خطي  لى  غيرات مشم التحيز لا نت ثل بالارنبان ا خطي بي

 .كبيرا  ي قيط ا عالط ا قشرا ل    غير ا شارا

 اختبارات اكتشاف التعدد الخطي:-1-3

رات طي بيا ا تغينوجش العشيش لن الاختبارات التي يم ن ا اااااااااااات شالةا سج  اكا ااااااااااااا  التعشد ا خ

 ا لم لا آهمةا:

ي اااااااااااااير هااذا الاختبااار  لى آ ااه يم ن اختبااار يجود ل اااااااااااااتلاا  الارنبااان ا خطي ا تعااشد : Frishاختبااار -1-3-1

،  لا آ ه 𝑆𝑒يا خط  ا عيارة 𝑅2يلعال  التحشيش𝑟𝑥𝑖𝑥𝑗بالامتماد ملى درج  الارنبان بيا ا تغيرات ا لم ااااااااااالا 

ملى يجود التعااااشد ا خطي لن  لا يم ن الامتماااااد ملى ةاااا  لعيااااار لن هااااذه ا عااااايير ال يثاااا  بململده لمل ط

 .مشله

ي تط  جلات هااااذا الاختبااااار من طل م  يفاااااد لعااااادلاااا  الا حااااشار للمتغير التااااابي ملى ةاااا  لتغير لن ا تغيرات 

ثط بعااش ذلااك  قوم باااجلات الاختبااار يفم ا عااايير ا حصاااااااااااااااهياا  ا تعااار  مل  ااا ثط يتط  ،ا  اااااااااااااتقلاا  ملى حااشى

 فض  ال تاهج، بحيث يفن آا نتميز ا عادل  ا قشرا المختارا بالآ ي:اختيار لعادل  الا حشار التي  عطي آ

 ا خاص    ا آفض  لن ل يلت ا سة لعادل  آخلى.𝑅2آيلا: آا نتوا قيم  لعال  التحشيش

  ن ل يلت ااا سة لعااادلااثااا يااا: آا نتوا اسخطااات ا عيااار اا  للقيط ا قااشرا بمعلمااات الا حااشار ا خاااصاااااااااااااا  آقاا  ل

 .لقشرا آخلى 

 له نوضيب هذه الطل ق   لمرره ا عادل  الآني :يلغ

  𝑌 = 𝑓(𝑋1, 𝑋2,  . . . . . . . 𝑋𝑘) 
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 يالتي يم ن يصلمةا بال ت  التالي:

𝑌 = 𝑓(𝑋1) 
𝑌 = 𝑓(𝑋2) 

   ⋮ 
𝑌 = 𝑓(𝑋𝑘) 

𝑌يبافرراه آا آفضااااا  ال تاهج ا تحصااااا  مل  ا لن  = 𝑓(𝑋2) م شهذ  قوم ب خذ آفضااااا  لعادل  ي ضااااايف

جشيش ي فلة مل  ا الاختبار، فاذا نبيا آا ا  اااااااااتل  لوجودا  حذ  ا تغير ا ضاااااااااا  مل  ا  ي ة  للا لتغير 

ي ضااايف لتغير جشيش، بعش ذلك  قوم باضااااف  ا تغيرات ا  اااتقل  التي نط اختيارها الواحشا نلو اسخلى  لى 

لا حااشار، ييعتبر يا خطاا  ا عيااارة يالقيط ا قااشرا  عاااليت ا𝑅2ا عااادلاا  ثط اختبااار لثااار ةاا  لن ااا ملى قيماا 

 :لميش آي زاهش يفقا لملالات الآني ا تغير ا  تق  ا ضا   لى ا عادل  ل

 ذا آدت  ضاااااااف  ا تغير ا  ااااااتق   ي لعادل  الا حشار  لى نح اااااان  ي قيم  لعال  التحشيش ديا الت ثير ملى  -

 قيط ا علمات فاا ا تغير ا  تق  ا ضا  يعتبر للميش.

 تغير ا  تق   ي لعادل  الا حشار  لى آة نح ن  ي قيم  لعال  التحشيش يلا يؤثل ملى  ذا لط نؤد  ضاف  ا -

  لعلمات الا حشار فاا هذا ا تغير ا ضا  يعتبر زاهش يلا حاج  له ي فن حذفه لن ا عادل .

ةا غير ما يفعلآلا  ذا آدت  ضااااااااف  ا تغير ا  اااااااتق   لى لعادل  الا حشار  لى الت ثير ملى  شاااااااارا ا عاليت ل -

 لقبول  لن ال احي  ا حصاهي  يالاقتصادي  يعتبر غير للميش يلا حاج  لوجوده  ي لعادل  الا حشار.

 قال  بع واا التعشد  1967: د ااااالت هذه الطل ق  سيل للا مام FARRAR–GLAUBER طريقة-1-3-2

 تثيثاااا  اختباااااراينقوم هااااذه الطل قاااا  ملى  FARRAR–GLAUBERا خطي  ي  موذج الا حااااشار لن قباااا  

 آ ا ي  يهي:

 . chi-Squareاختبار ةاة للبي  -

 .𝐹ا حصاتااختبار  -

 .𝑡اختبار ا حصاتا -

 2X Square-chiاختبار كاي مربع -أ

ي ااااااااااااات شم هذا الاختبار لتحشيش يجود آي مشم يجود الارنبان ا خطي ا تعشد  ي ال موذج ا قشر،   

 الاختبار يتط  نبا  ا خطوات التالي :يلتطبيم هذا 

يآا قيما  الملاشد نم ا  لعااليت الارنباان الب ااااااااااااايطا  بيا ةا   |𝑅|ح اااااااااااااااي قيما  لحاشد الارنباان ا خطي -

 .ن لن ا تغيرات ا  تقل  ملى حشىلتغيري

بما آا لعال  الارنبان بيا ا تغير  لم اااااااه ي ااااااااية الواحش القاااااااليب، فيتوا القطل الله  ااااااا ي لةذا الملشد  -

 يتوا مبارا من ياحش، آلا بقي  الع اصل ف و  نتوا آق  لن الواحش القليب.

 ي لمرره هذا الاختبار يجود فلض تيا آ ا  تيا هما:

 : ن   ملى آا ا تغيرات ل تقل .𝐻0فلضي  العشم -
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 : ن   ملى آا ا تغيرات غير ل تقل .𝐻1اللملضي  البشيل  -

 يالصيغ  الل اضي  لةذا الاختبار هي:

 

 

 حيث آا:

𝑛.)نم   ش ط العي   )مشد ا  اهشات : 

𝑘. نم   مشد ا تغيرات ا  تقل : 

𝑙𝑛|𝑅|: اللوغار تط الطبيعي لملشد لصلموف  لعاليت الارنبان ا  اهي  الآني : 

            𝑅 = [

1 𝑟12 𝑟13  ⋯ ⋯ 𝑟1𝑘

𝑟21 1 ⋯ ⋯   𝑟2𝑘

⋮
𝑟1𝑘  ⋯ ⋯       1

] 

  تتوا  الب  داهما.|𝑙𝑛|𝑅نقي بيا الصلمل يالواحش القليب فاا قيم  𝑅ي ا ةا ة قيم  الملشد

 كما يلي:|𝑅|ي م ن التمييز بيا ثيل حالات لملشد الارنبان 

اا ااة قيماا  الملااشد -1 |𝑅| ذا ةا = لع اااه مااشم يجود ارنبااان بيا ا تغيرين آة لعااالاا  الارنبااان الب ااااااااااااايط 1

𝑟𝑥1𝑥2ي اية الصلمل = 0 ، 𝑟𝑥2𝑥1 = 0. 

|𝑅|آلاااا  ذا ةاااا اااة قيمااا  الملاااشد -2 = فااااا ذلاااك يعني يجود ارنباااان خطي ناااام ينتوا لعااااليت الارنباااان 0

 الب يط بيا ا تغيرين ل اي   للواحش القليب.

0يإذا ةا ة قيم  لحشد الارنبان لحصااااااورا بيا الصاااااالمل يالواحش القااااااليب آة -3 ≤ |𝑅| ≤ لعنى ذلك 1

المل ااااااوب  ثط 𝑋2ختبار لغله لعلف  الارنبان ا خطي، حيث يتط احا اااااااي قيم لابش لن  نبا  خطوات الا 

يتط لقار ت ا لي   يرن ا ا  شيلي  م ش ل توى لعيا لن ا ع و   يدرج  حل  
𝑘(𝑘−1)

2
. 

  فاذا ةا ة قيم𝜒2  المل اااااااااااااوب  آكبر لن قيمت ا ا  شيلي  نلفض فلضاااااااااااااي  العشم ينقب  اللملضاااااااااااااي

 الارنبان ا خطي ا تعشد بيا ا تغيرات ا  تقل .البشيل  ملى آا ه اك ل تل  

  آلا  ذا ةا ة قيم𝜒2  المل اااااااااااوب  آق  لن قيمت ا ا  شيلي   قب  فلضاااااااااااي  العشم ي لفض اللملضاااااااااااي

 البشيل  ملى آ ه لا يوجش ارنبان خطي بيا ا تغيرات ا  تقل .

 

 

 

 

 

 

      𝜒2 = − [𝑛 − 1 −
1

6
(2𝑘 + 5)] 𝑙𝑛. |𝑅| 
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𝑌𝑖للمتغير التابيالبيا ات التالي  خاصاااا  بشرا اااا  قيا ااااي   لت ن(: 07مثال رقم) بشلال  ا تغيرات ا  ااااتقل   

 .𝑋3𝑖ي 𝑋2𝑖ي 𝑋1𝑖التالي 

𝑌𝑖 ال     𝑋1𝑖  𝑋2𝑖  𝑋3𝑖  

1990 270 31 9 09 

1991 323 33 19 10 

1992 369 40 21 11 

1993 446 57 23 12 

1994 475 51 35 14 

1995 519 67 47 15 

1996 589 137 54 13 

1997 671 485 57 12 

1998 826 571 58 9 

1999 905 1226 66 8 

2000 1048 12127 75 6 

2001 1238 1007 77 6 

2002 1416 3195 79 5 

2003 1630 2032 77 4 

2004 2171 1447 72 4 

2005 2422 4714 73 4 

2006 3098 3384 72 4 

2007 4233 2515 69 2 

 ا طلوي:

 .FARRAR–GLAUBERا  تقل  با تعمال اختباراختبار يجود  عشد خطي بيا ا تغيرات -

 الحل:

لاختباااار يجود التعاااشد ا خطي بيا ا تغيرات  ح ااااااااااااااان آيلا  FARRAR–GLAUBERلا اااااااااااااتعماااال اختباااار 

 كما يلي: لعاليت الارنبان ا  اهي  لصلموف 

𝑅 = [

1 𝑟12 𝑟13

𝑟21 1 𝑟23

𝑟31 𝑟32 1
] 

 

𝑅 = [
1 0.69 0.78

0.69 1 0.66
0.79 0.66 1

] 

 : ح ن لحشد هذه ا صلموف 
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 |𝑅| = |
1 0.69 0.78

0.69 1 0.66
0.79 0.66 1

| = 0.187 

 FARRAR–GLAUBER ح ن  حصاهي  

𝜒2 = − [𝑛 − 1 −
1

6
(2𝑘 + 5)] 𝑙𝑛. |𝑅| = [18 − 1 −

1

6
(2(3) + 5)] . ln(0.187)

= 25.31 

ا  شيلي  م ش درج  حل   𝜒2كما  يحظ آا قيم 
𝑘(𝑘−1)

2
= المل وب  آكبر 𝜒2، يبالتالي7.815  اية  3

قب  اللملضااااااي  البشيل  ملى آا ه اك ل ااااااتل  الارنبان  لفض فلضااااااي  العشم ي ، يمليه  لن قيمت ا ا  شيلي 

 ا خطي ا تعشد بيا ا تغيرات ا  تقل .

 :Fاختبار-ب

يلمياش فيماا  ذا ةااا ه ااك التاشاد خطي لتعاشد آم لا، ل ن باشيا آا يحاشد آة   ذا ةااا اختبااراةااةا  

للقيام بذلك من طل م  𝐹رلا اااااااااا ش ا ةم  لاختبا ،ا تغيرات ا  ااااااااااتقل   عتبر هي ال اااااااااابن  ي يجود ا  ااااااااااتل 

ثط  قوم ، (𝑘)لي بقي  ا تغيرات التلم اايري (𝑋𝑗)ح اااي للبي لعال  الارنبان ا تعشد لت  لتغير نلم اايرة 

 يلي: ينتم   الصيغ  الل اضي  لةذا الاختبار كما𝐹 ا حصاهيبح اي 

 

 

 

 

 

𝑛)نقارا لي قيمت ا ا  شيلي  بشرج  حل   𝐹𝑗يبعش احا اي قيم   − 𝑘 − 1)،(𝑘 − للب ط (1

 يا قام بم توى لع و   لعيا   ش  قبول آي رفض  حشى اللملض تيا:

𝐻0 = 𝑅2𝑥𝑗 , 𝑥1𝑥2  ⋯ ⋯ 𝑥𝑘   =  0 

𝐻1 = 𝑅2𝑥𝑗 , 𝑥1𝑥2  ⋯ ⋯ 𝑥𝑘   ≠  0 
لا  (𝑋𝑗)ملى آا ا تغير ا  تق 𝐻1ي قب   𝐻0آكبر لن قيمت ا ا  شيلي   لفض المل وب 𝐹فاذا ةا ة قيم   -

 يلنبط خطيا لي بقي  ا تغيرات ا  تقل .

يلنبط خطيا لي  (𝑋𝑗)ملى آا ا تغير𝐻1ي لفض 𝐻0المل اااااااااااااوب  آق  لن قيمت ا  قب  𝐹آلا  ذا ةا ة قيم  -

 .بقي  ا تغيرات ا  تقل ، يله ميق  بم تل  الارنبان ا خطي التي يعادي لن ا ال موذج

 ينت لر العمليا  لتا  لتغير لن ا تغيرات ا  اااااااااااااتقلا   ي ال موذج حتى يتط  ساااااااااااااخي  ا تغيرات ا  اااااااااااااتقلا  -

 ا تشاخل  خطيا كي ملى ا لملاد.

 

 

 

𝐹𝑗 =

(𝑅2
𝑥𝑗, 𝑥1 , 𝑥2 , ....𝑥𝑘)

(𝑘 − 1)

(1 − 𝑅2
𝑥𝑗, 𝑥1, 𝑥2, .....𝑥𝑘)

(𝑛 − 𝑘 − 1)
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 tاختبار -ج

لتحشيش ا تغيرات ا  ااااااتقل  ا  ااااااؤيل  من حصااااااول ل ااااااتل  الارنبان ا خطي  𝑡اختباريتط الامتماد ملى 

 حيث يعتمش هذا الاختبار ملى قيط لعاليت الارنبان ا  اهي  بيا ة  اث يا لن ا تغيرات ا  تقل  ،ا تعشد

𝑟𝑖𝑗 الارنبان لع و بصاااااااااااورا ل لملدا بافرراه ثبات بقي  ا تغيرات ا  اااااااااااتقل   ي ال موذج، آة اختبار لشى   

 ينتم   الصيغ  الل اضي  لةذا الاختبار  ي:يا ة  لتغيرين نلم يرييا ملى حشى ا  ا ي ب

𝑡𝑖𝑗 =
(𝑟𝑥𝑖𝑥𝑗 , 𝑥1𝑥2 ,...𝑥𝑘)√𝑛 − 𝑘

√(1 − 𝑟2
𝑥𝑖𝑥𝑗 , 𝑥1𝑥2..........𝑥𝑘)

 

 حيث:

𝑟𝑖𝑗
𝑋𝑖 ،𝑋𝑗: قيم  لعال  الارنبان ا  ا ي بيا ا تغيرين ا  اااااااااااااتقليا2 بار آا بقي  ا تغيرات ا  اااااااااااااتقل  بامت 

ثابت ، فالعيق  بيا لتغيرين نح اااااااان با اااااااات شام لعال  الارنبان الب اااااااايط يالعيق  بيا آكثر لن لتغيرين 

 نح ن با ت شام لعال  الارنبان ا  ا ي:

𝑟𝑥𝑧,𝑤
2 =

(𝑟𝑥𝑧 − 𝑟𝑥𝑤. 𝑟𝑧𝑤)2 

(1 − 𝑟𝑧𝑤)(1 − 𝑟𝑥𝑤)
 

𝑛)ا  شيلي  بشرج  حل   نقارا لي قيمت ا 𝑡𝑖𝑗يبعش احا ااااي قيم   − 𝑘) تحشيش يل اااتوى لع و   لعيا ل

 :قبول آي رفض آحش اللملض تيا

𝐻0: 𝑟𝑥𝑖𝑥𝑗 , 𝑥1𝑥2 ………….𝑥𝑘 = 0 

𝐻1: 𝑟𝑥𝑖𝑥𝑗 , 𝑥1𝑥2 , ..............𝑥𝑘  ≠ 0 

لع و   ا  شيلي   لفض اللمله العشم ي قب  اللمله البشي  ملى مشم 𝑡آكبر لن  المل ااااااااااااااوب 𝑡فاذا ةا ة  -

هو ا  ااااااااؤيل من ل ااااااااتل  التعشد  𝑋𝑖،𝑋𝑗لن ثط لا يتوا الارنبان بياي  𝑋𝑖،𝑋𝑗الارنبان ا  ا ي بيا ا تغيرين

ا خطي يالع س، ين لر العمليااااا  لتاااااافااااا  ا تغيرات ا  اااااااااااااتقلااااا   ي ال موذج حتى يتط  ساااااااااااااخي  ا تغيرات 

 . شد ا خطية  ي حصول ل تل  التعا  تقل  التي   بب

يقوم هاااذا الاختباااار ملى لقاااار ااا  لعاااالااا  التحاااشياااش المل اااااااااااااوي لن  :KLIEN Testاختباااار ك   -1-3-3

𝑟𝑥𝑖𝑥𝑗لتغير للم ل يلعاليت الارنبان الب يط  𝑘ال موذج ذي 
𝑖بيا ا تغيرات ا  تقل  لا2 ≠ 𝑗 

𝑌𝑖 = 𝐵̂0 + 𝐵̂1𝑋1 + 𝐵̂2𝑋2+. . . +𝐵̂𝑘𝑋𝑘 + 𝑈𝑖  
الارنبان الب ااااااااااااايط بيا ا تغيرات ا  اااااااااااااتقل ، فةذا يعني آق  لن للبي لعال  𝑅2فاذا ةاا لعال  التحشيش -

 .يجود ل تل  التعشد ا خطي بيا ا تغيرات

 طرق معالجة مشكلة التعدد الخطي -1-4

ينتم   الطل  ا قررح  سج  لعا    ل تل  الارنبان ا خطي ا تعشد بيا ا تغيرات ا لم لا التي 

 يتضمن ا ال موذج  ي:

العي   باضاف  بيا ات ةافي  من لتغيرات ال اهلا ا شري  ، حيث نلنلمي دق  لحايل  نو يي ش ط -آ

 البيا ات بارنلما  ش ط البيا ات ا  ت شل   ي مملي  التقشيل.
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حذ  ا تغير ا  ااتق  آي ا تغيرات ا  ااتقل  لن ال موذج التي   ااببة  ي ظةور ل ااتل  الارنبان ا خطي -ي

هذا ا ل  ل اااااتل  آخلى خاصااااا   ي حال  لا نتوا درا ااااا  دال   ااااالوكي   ا تعشد، غير آ ه غالبا لا ي فل من

 ل اهلا لعي  ، حيث آا حذ  لتغيرات ال اهلا يؤدة  لى ا خيل بال  ل   التي نح ط نلك ال اهلا.

كما يقررح كح   عا    ل اااااااتل  الارنبان ا خطي، ا ااااااات شام ا علولات ا  ااااااابق  من لعلم  آي آكثر لن -ج

ا قررح يالتي مادا لا يحصاااااا  مل  ا لن الشرا ااااااات يالتفاري ال ااااااابق ،  ضاااااااف   لى لا نمليه لعالط ال موذج 

 ال  ل   خلف ال اهلا ا شري  .

يلن ال ب  ا قررح  اسخلى لعيج ل تل  الارنبان ا خطي نحو   ا تغيرات، آة ا ت شام اللملي  اسيلى -د

   ةا س ه  ذا ةا ة قيط ا تغيرات للنبط  فل س لن دالتقشيل العيق  بشلا لن ا ت شام قيط ا تغيرات  لم

 آا نتوا فليقةا للنبط .

كماااا يم ن لعاااا  ااا  ل اااااااااااااتلااا  الارنباااان ا خطي ا تعاااشد بيا ا تغيرات ا لم ااااااااااااالا  ي ال موذج باااانباااا   

 ا خطوات التالي :

له 𝑋1جش ا آا ا ي  جلات ا حشار للمتغيرات ا لم ااااااااااااالا ينحشيش ا تغيرات ا لنبط  فيما بين ا،  لمرره ب    -

ي فلة ا حاااشار ا تغير التاااابي لي   𝑋1،  قوم باااا اااااااااااااقاااان ياحاااش لن ماااا، يلي ن ل ي𝑋2ميقااا  خطيااا  لي

 .𝑅̄2ا تغيرات ا لم لا ا تبقي  ي   ل  لى قيم 

 .𝑅̄2ي   ل  لى قيم 𝑋2القيام ب لمس العملي  للا ثا ي ، ل ن لي ا قان ا تغير ا لم ل  -

 . 𝑅̄2 ي كي ال موذجيا اسخيرين ي  تار ال موذج الذة له آكبر قيم  لا 𝑅̄2 قوم بمقار   قيم  -

 :مشكلة الارتباط الذاتي بين الأخطاء-2

يعتبر الارنباااان الاااذا ي آحاااش ا  ااااااااااااااااةااا  التي ي فل من يجودهاااا  ي ال موذج ماااشم الاااشقااا   ي قيااااس 

 العيقات الاقتصادي  م ش ا ت شام طل ق  ا لبعات الصغلى العادي .

 :تعريف الارتباط الذاتي-2-1

ي اااااااااااااير الارنبان الذا ي  لى ا لال  التي لا نتحقم ف  ا فلضاااااااااااااي  ادعشام الارنبان الذا ي بيا اسخطات 

قيم  ا تغير  نتوا  بحيثيالتي  عش آحش اللملضاااااااايات التي نقوم مل  ا طل ق  ا لبعات الصااااااااغلى  ي التقشيل، 

يعبر م ه ي   ي آي  فررا زل ي  لعي   للنبط  لي قيم  آي قيط  لمس ا تغير الع ااااااوا ي ال ااااااابق  𝑈𝑖الع ااااااوا ي

 :ر اضيا كما يلي

:             𝑐𝑜𝑣(𝑈𝑖 , 𝑈𝑖−𝑠) = 𝐸(𝑈𝑖 , 𝑈𝑖−𝑠) = 𝜑𝑠. 𝜎𝑢
2 𝑠 < 𝑖 

|𝜑|( آة-1+( ي )1لعلم  لحصورا لا بيا )𝜑حيث  < 𝜎𝑢 آلا 1
 .𝑈𝑖فهي نباين اسخطات2

     :أسباب حدوث مشكلة الارتباط الذاتي-2-2

 يلن اس باي التي نؤدة  لى  حشال هذه ا  تل  هي:      

الآثار ا متشا لبيا ات ال ااااااااااااي اااااااااااا  الال ي : قش ي تج من حشيل بعض العوال  الع ااااااااااااواهي  الطاره  يغير  -

ل ااال: ا لليي، الالازل، سكثر لن فررا زل ياا  ياحااشا   𝑈𝑖ا ت لرا حااشيل ارنبااان قيط الع صااااااااااااال الع اااااااااااااوا ي



 مشاكل القياس الاقتصادي .................................................................................................................................. الفصل الرابع:

 73 

اللميضا ات التي نمتش ن ثيران ا ملى فعالي  الاقتصاد لعشا   وات لتتالي  لما يؤدة  لى حصول ارنبان بيا 

 .𝑈𝑖−1نت ثل بالقيط ال ابق 𝑈𝑖قيط ا تغير الع وا ي فتتوا القيط ا لالي  

 ا لعشم نوفل البيا ات ا  ا اااااااااب حذ  بعض ا تغيرات ا  اااااااااتقل  لن العي : يذلك لعشا آ اااااااااباي قش نتو  -

من ااا آي لغله نب ااااااااااااايط ال موذج، لمااا يؤدة  لى آا يتضااااااااااااامن ا تغير الع اااااااااااااوا ي لةااذه ا تغيرات ا لنبطاا ، 

 فيصبب ا تغير الع وا ي لا يعبر فقط من ا خط  الع وا ي يإ ما من ا تغيرات الملذيف .

 ى بيا ات ملى آ ااااس ربي  ااا وة،  ي حيا البيا اتلعا    البيا ات:  ي بعض ا لالات قش يحتاج الباحث  ل -

ا   اااااااورا شاااااااةل  ، فيقوم بتفميي البيا ات ة  ثيث  شاااااااةور ي  خذ لتو اااااااط لةا غير آا نم ي  بيا ات ثيث  

شةور ب قط  ياحشا ي طوة ملى  و  لن ا خط  يت لر لن ل اهشا سخلى  ايف  لعملي  التقل ن لما يؤدة 

  لى يجود ارنبان ذا ي.

صاااااااااااياغ  غير الشقيق  لل موذج: ي قصاااااااااااش به  ذا نط ا ااااااااااات شام صااااااااااايغ  ر اضاااااااااااي  ن تلف من الصااااااااااايغ  ال -

 ا لقيقي  للعيق  لح  التقشيل لما يؤدة  لى ظةور ل تل  الارنبان الذا ي.

  :أشكال الارتباط الذاتي-2-3

 :ار مشا آشتال لن الارنبان الذا يي ميز  ي هذا ا ط

اللنباا  اسيلى آي لن اللنباا  ال ااا ياا  كمااا قااش يتوا لن رنباا  آملى، فلمي حااالاا  فقااش يتوا الارنبااان الااذا ي لن 

الارنبان لن اللنب  اسيلى  فش آا ة  قيم  لن قيط ا لش الع اااااااااااااوا ي للنبط  بالقيم  التي   ااااااااااااابقةا فقط 

 ي م ن التعبير من الارنبان الذا ي لن هذه اللنب  بالصيغ  الل اضي  التالي :

 

 

 حيث:  

𝑈𝑖. قيم  ا لش الع وا ي  ي اللمررا ا لالي : 

𝑈𝑖−1. قيم  ا لش الع وا ي  ي اللمررا ال ابق : 

𝑝.لعال  الارنبان الذا ي : 

آلاااا الارنباااان الاااذا ي لن اللنبااا  ال اااا يااا  فااااا ةااا  قيمااا  لن قيط ا لاااش الع اااااااااااااوا ي نتوا للنبطااا  باااالقيمتيا 

 اض ي التالي:ال ابقتيا لةا، ي م ن صياغته بال ت  الل 

𝑈𝑖 = 𝑝1𝑈𝑖−1 + 𝑝2𝑈𝑖−2 + 𝑊𝑖.يه ذا بال  ب  لملالات اسخلى لن اللنب  اسملى ، 

كما قش يتوا الارنبان الذا ي زل يا ي ااااااااااير  لى الارنبان بيا القيط ا تتالي  لملش الع ااااااااااوا ي مبر فررات زل ي  

القيط  عي فةو ي ير  لى الارنبان بيالتعاقب  م ش ا ت شام بيا ات  ل   زل ي ، آلا الارنبان الذا ي القطا

 المختللم  لملش الع وا ي ا خاص  بململدات العي   م ش  قط  زل ي  لعي  .

 لا آ ه ملى ل ااتوى هذه الشرا اا   ااو  يتط الرركيز ملى الارنبان الذا ي لن الشرج  اسيلى يذلك سا لع ط 

الذة ي خذ بشيره مشا آشاااتال فقش يتوا الشرا اااات التطبيقي  القيا اااي  نتضااامن هذا ال و  لن اسخطات، ي 

𝑈𝑖 = 𝑃𝑈𝑖−1 
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𝑝لوجن آي  اااااالن آي لعشيم، فيتوا لوجبا  ذا ةاا لعال  الارنبان آكبر لن الصااااالمل  > يالقيط ا قشرا 0

 للمتغير الع وا ي لةا  لمس ا شارا ا  بري   عبر من ا لال  الشير  ، ي م ن نم يلةا بيا يا كما يلي:

      : يبيا الارنبان الذا ي ا وجن (02شكل رقم )

  

 

 

  

 

 

     

 
         Source: Régis Bourbonnais, op. cit, p.121                                                                               

   

 

يالقيط ا قشرا للمتغير  p< 0ي توا الارنبان الذا ي لن الشرج  اسيلى  الن  ذا ةاا لعال  الارنبان  الن 

الع ااااوا ي نتغير  شااااارن ا ملى التوالي لن فررا زل ي  سخلى بحيث نتوا لوجب   ي فررا ي ااااالب   ي فررا آخلى 

 ي م ن التعبير من ا بالتم ي  البيادي التالي:

 : يبيا الارنبان الذا ي ال الن (03شكل رقم )

 

 

 

 

 

 

 

 
Source: Ibid, p. 122                                                                                                                      

 

اااا لعاااالااا  الارنباااان لعاااشيم    اااا  p = 0آلاااا  ذا ةا فةاااذا ي اااااااااااااير  لى ادعاااشام الارنباااان الاااذا ي،  ي حيا  ذا ةا

𝑝 =  الارنبان الذا ي يتوا م ش حشه اسقص ى.  فاا±1
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 النتائج المترتبة على وجود مشكلة الارتباط الذاتي -2-4

نا اااااااااااااط باااا خطيااا  يماااشم التحيز  لا آن اااا نلمقاااش  (OLS)نبقف لقاااشرات ا لبعاااات الصاااااااااااااغلى العااااديااا  

خاصاااااااااي  لةم  يهي آصاااااااااغل نباين حيث يتوا التباين للنلمي  ي ظ  يجود الارنبان الذا ي بيا اسخطات ، لما 

بحيث نصااااااابب آق  دق  يهذا لتوا هذه الاختبارات   اااااااا ش ملى  𝑡ي𝐹ي ع س ملى ا ع و   ا حصااااااااهي  لاااااااااااااااااااا 

ة  لى ان اذ قلارات يا ااااااات تاجات  حصااااااااهي  خاطئ ، كما يؤدة يجود هذه التباين يا خط  ا عيارة لما يؤد

ا  اااااااااااااتل   لى مشم الشق   ي الت بؤ يذلك ل بر التباين، اسلل الذة ي اااااااااااااتشعي ا ااااااااااااات شام طل  نقشيل آخلى 

سن ا  عطي آفضاااااااااااا   General Least Squares Method (GLS)كطل ق  ا لبعات الصااااااااااااغلى العال  

 لعلول . p ي حال  يجود ارنبان ذا ي شل ط  آا يتوا قيم  لعال  الارنبان نقشيل خطي غير لتحيز 

 طرق تقد ر معامل الارتباط -2-5

  ذكل لن ا: (𝑝)ه اك مشا طل  لتقشيل لعال  الارنبان الذا ي لن الشرج  اسيلى

  D-Wطريقة اختبار إحصائية -2-5-1

 الطل ق  كما يلي:ي تط نقشيل لعال  الارنبان الذا ي لن خيل هذه 

 

 

  ي الصيغ  الآني  بعش  مادا نلن ن ا عادل  آميه  حص  ملى: 𝑝يل ه يم ن نقشيل لعال  الارنبان الذا ي

         𝑃∗ =
(2 − 𝐷∗ )

2
      ،𝑃∗ = (1 − 0.5𝐷∗) 

 THEIL-NAGAR طريقة-2-5-2

 لعال  الارنبان الذا ي يفم هذه الطل ق  بالصيغ  التالي :يتط نقشيل 

 

 

 

 حيث آا:

𝑘. نم   مشد ا تغيرات ا  تقل : 

𝑘 +     مشد لعلمات الا حشار ا قشرا.: نم1

  COHRANE – ORCUTT طريقة-2-5-3

ي تط نقاااشيل لعاااالااا  الارنباااان الاااذا ي يفم هاااذه الطل قااا  لن خيل نقاااشيل قيط ا تغير الع اااااااااااااوا ي 

 بالصيغ  الل اضي  التالي :

 

 

 

 آي من طل م ا ت شام لعادل  ا حشار ا تغير الع وا ي التالي: 

   𝐷∗ = 2(1 − 𝑃∗) 

𝑃̂ =
𝑛2 [1 −

𝐷∗

2 ] + (𝑘 + 1)

𝑛2 − (𝑘 + 1)2
  

 

𝑃̂ =
∑ 𝑒𝑖𝑒𝑖−1

∑ 𝑒𝑖
2
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𝑈𝑖 = 𝑃𝑈𝑖 − 1 
  :اختبار وجود الارتباط الذاتي-2-6

ه اك مشا طل  يم ن ا ااااات شالةا لاكا اااااا  ل اااااتل  الارنبان الذا ي،  لا آا آكثرها شااااايوما يدق  

 هو: 

يذلاااااك (𝑑)آي (D-W)الاااااذة يللا  لياااااه باااااالللا  : Durbin-Watsonاتسااااااااااااا  و –اختباااااار دار   -2-6-1

ل اااااااااةولته يإلتا ي  امتماده  ي حال  العي ات الصاااااااااغيرا كما يعتمش هذا الاختبار ملى بوا ي الا حشار ا قشر، 

 ا  تعمل  ل  ف الارنبان الذا ي لن الشرج  اسيلى. آهط الاختباراتييعش لن 

 :ختبار ملى فلض تيا آ ا  تيا يهمايي ا ش هذا الا  

:𝐻0فلضي  العشم: التي ن   ملى ادعشام الارنبان الذا ي  - 𝑃 = 0 

:𝐻1            اللملضي  البشيل : ن   ملى يجود ارنبان ذا ي - 𝑃 ≠ 0 

 بموجن الصيغ  التالي : (D-W) ينقشر قيم  لعال  دربن يا  ن 

𝐷 − 𝑊 =
∑ (𝑒𝑖

𝑛
𝑖=2 − 𝑒𝑖−1)2

∑ 𝑒𝑖
2  

𝑛)حيث م شلا يؤيل ش ط العي    لى لا لان اي ، آة آا  →  يم ن القول آا(∞

∑ 𝑒𝑖
2𝑛

𝑖=2 = ∑ 𝑒𝑖−1
2 = ∑ 𝑒𝑖

2𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=2 يمليه يم ن  عشي  صيغ  دربن يا  ن آميه بعش ال  ل    

 يالاختصار لتصبب ملى ال ت  التالي:

𝐷 − 𝑊 = 1 −
2 ∑ 𝑒𝑖𝑒𝑖−1 

∑ 𝑒𝑖
2𝑛

𝑖=1

+ 1 = 2 − 2𝑃 = 2(1 − 𝑃)  

1− يبما آا  ≤ 𝑝 ≤  ن حصل بيا الصلمل يآربع  حيث م شلا يتوا  (D-W)قيم  فاا  1

𝑝 = 1 → 𝐷 − 𝑊 = 0 
𝑃 = 0 → 𝐷 − 𝑊 = 2 
𝑃 = −1 → 𝐷 − 𝑊 = 4 

قل ب  لن الصلمل دل ذلك ملى يجود ارنبان ذا ي  (D-W)ي تضر لن ال تاب  ال ابق  آ ه ةلما ةا ة قيم  

لوجاان،  ي حيا ةلمااا اقرربااة هااذه القيماا  لن آربعاا  دل ذلااك ملى يجود ارنبااان ذا ي  ااااااااااااااالاان، آلااا القيماا  

  عني ادعشام الارنبان الذا ي. (D-W)الو طف  عال  

يالقيم  الش يا يالتي  للا  (𝑑𝑢)يلغله  جلات الاختبار ي اتوجن  يفاد القيم  العليا يالتي  للا لةا بالللا

م ش ل ااااااتوى  (′𝑘)ي(𝑛)ا وجودا  ي جشايل خاصاااااا  لح ااااااوب  ملى آ اااااااس درجات ا للا  (𝑑𝑙)لةا بالللا

 .𝑑لع و   لعيا لا

 حيث: 

𝑛.  نم   مشد ا  اهشات  ي العي   لوضو  الشرا : 

𝑘′ لامشا ا لش ال ابة.: نم   مشد ا تغيرات ا  تقل  آي مشد ا عالط ا قشرا  ي ال موذج 

 ي تط قبول آي رفض فلضي  العشم كما يوضله الل ط البيادي التالي:
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   D-W : يبيا التوزيي الاحتمالي لا(04شكل )

  

 

 

 
Source : Régis Bourbonnais, op. cit, p.123                                                                                                                     

  0م شلا يتوا < 𝐷 − 𝑊 < 𝑑𝑙 نلفض فلضااااااااااي  العشم ينقب  اللملضااااااااااي  البشيل  ملى آا ه اك

 ارنبان ذا ي لوجن.

  يم ااااااشلااااااا يتوا𝑑𝑙 < 𝐷 − 𝑊 < 𝑑𝑢 4آي − 𝑑𝑢 < 𝐷 − 𝑊 < 4 − 𝑑𝑙  فااا ااااااااااااالمل  ايفاااااا

 الاختبار ملى آا القلار غير لحشد ينبقف للباحث ا لل    ي قبول آي رفض فلضي  العشم.

 آلا  ذا ةاا𝑑𝑢 < 𝐷 − 𝑊 < 4 − 𝑑𝑢  الاختبار قبول فلضااااااي  العشم فيررنن من  ايف𝐻0 ملى

 آ ه لا يوجش ارنبان ذا ي بيا اسخطات.

  4يإذا ةاا − 𝑑𝑙 < 𝐷 − 𝑊 < ملى 𝐻1فيتوا القلار ا حصاااااا ي هو قبول اللملضاااااي  البشيل  4

 آ ه يوجش ارنبان ذا ي  الن.

هو مشم صيحي  ا تعماله  D-W التي يجةة  لى اختبار لن بيا الا تقادات: Durbin hاختبار -2-6-2

 ي حال   ذا لا ةاا  موذج الا حشار يتضمن لتغيرات نابع  ذات فررات  بطات كمتغيرات ل تقل  يذلك 

                                                                       التالي:راجي لارنلما  خطل  و  ا خط ، حيث يتوا ال موذج بال ت  

𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑌𝑖−1 + 𝑋𝑖 + 𝑈𝑖 . . . . . . . . . . . . (13)𝑈𝑖 = 𝑃𝑈𝑖−1 + 𝜀𝑖 … . (14)       
𝜀𝑖.الا ويش اسبيض : 

 ي تط ا تعمالةا  ي حال  العي ات ال بيرا. Durbin hي ي هذه ا لال  اقررح داربن ا ت شام ا حصاهي  

 ي مل هذا الاختبار با خطوات التالي :

 يا لصول ملى  OLS ا لبعات الصغلى ( من طل م طل ق  13نقشيل ا عادل  رقط ) -

𝐵1ي𝑣𝑎𝑟(𝐵1) ي𝑈𝑖. 

  (𝑝)( يا لصول ملى ا قشرا14نقشيل ا عادل  رقط ) -

 ينتم   الصيغ  الل اضي  ا  ت شل  لةذا الاختبار كما يلي: 

ℎ = 𝑝√
𝑛

1 − 𝑛𝑣𝑎𝑟(𝐵1)
 

 حيث:

𝑣𝑎𝑟(𝐵1)  يم اااا  لقااااشر نباااااين ا تغير التااااابي ا تباااااط :𝑌𝑖−1 يالااااذة يتط ا لصاااااااااااااول مليااااه من طل م نلبيي

 .𝑌𝑖−1 اسخطات ا عيار   لا

𝑝 يم   قيم  لعال  الارنبان يالذة يتط ا لصول مليه من طل م العيق  بيا :𝐷, 𝑝حيث 

4 

 ارتباط ذاتي موجب

0 𝑑𝑙 
𝑑𝑢 2 4 − 𝑑𝑢 

 

4 − 𝑑𝑙 

p > 0 ?  p = 0 p < 0  p = 0 ? 

 ارتباط ذاتي سالب   غير محدد عدم وجود ارتباط  عدم وجود ارتباط غير محدد
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𝑝 = 1 − 0.5𝐷 

𝑛 يعبر من ش ط العي   ملما آا ا  اهشا اسيلى للمقودا فاذا ةا ة :n = 36  يتط ا تعمالn = 35. 

 كما يلي: Durbin hيب ات ملى لا  بم نصبب صيغ  

ℎ = 1 −
𝐷

2
√

𝑛

1 − 𝑛𝑣𝑎𝑟(𝐵1)
 

ℎيتوز  نوزيي طبيعي ℎحيث  → 𝑁(0,1) 

بعشها يتط اختبار اللملضي  العشلي  التي ن   ملى مشم يجود ارنبان ذا ي بيا اسخطات يالتي يم ن رفضةا 

 2.58آي  ذا ةا ة آكبر لن  5%م ش ل اااتوى لع و    1.96آكبر لن ℎ ذا ةا ة القيم  ا طلق  للإحصااااهي  

 يقبول اللملضي  البشيل  القاهل  بوجود ارنبان ذا ي بيا اسخطات.% 1م ش ل توى لع و   

𝑛𝑣𝑎𝑟(𝐵1)لا يم ن ا اااااااااااااتعماله  ذا ةا ة قيم  Durbin hينفشر ا شاااااااااااااارا  لى آا اختبار  > حيث ، 1

1يصااااااااااااابب  − 𝑛 𝑣𝑎𝑟( 𝐵1) < يبالتالي نتوا لشي ا قيم   اااااااااااااالب  نحة ا  ذر فيتعذر ملي ا ح اااااااااااااا  ا، 0

 ا ل  ملى ال ت  التالي: Durbinم شها قشم 

 𝑈𝑖البوا ي ملى يا لصول OLS الصغلى ( من طل م طل ق  ا لبعات 13القيام بتقشيل ا عادل  رقط ) -

𝑈𝑖 جلات الا حشار  - = 𝑎 + 𝑝𝑈𝑖−1 + 𝐵1𝑌𝑖−1 + 𝐵2𝑋𝑖 + 𝜀𝑖  

 هذه ا عادل  ا  امشا.  ي𝑝سج  اختبار ا ع و    Studentنطبيم اختبار -

 لع و ا ن تلف من الصلمل د ت تج يجود ارنبان ذا ي لن الشرج  اسيلى.𝑝 ذا ةا ة  -

 :Breusch-Godfreyاختبار -2-6-3

آكبر لن هااذا الاختبااار ملى لضااااااااااااااامف لاغلا ج، الااذة ي ااااااااااااامب باااختبااار يجود ارنبااان ذا ي لن درجاا  يقوم 

 ي تن ملى ال ت  التالي: 𝑝الواحش. ي موذج الا حشار الذا ي للأخطات لن الشرج 

 

 

  جلات هذا الاختبار يتط انبا  ثيل خطوات:

  𝑢̂𝑖نقشيل ال موذج العام بطل ق  ا لبعات الصغلى ثط ح اي البوا ي -آ

 نقشيل ا عادل  الو يطي  التالي :-ي

𝑢̂𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋1𝑖 + ⋯ + 𝐵𝑘𝑋𝑘𝑖 + 𝑝1𝑢̂𝑖−1 + 𝑝2𝑢̂𝑖−2 + ⋯ + 𝑝𝑝𝑢̂𝑖−𝑝 + 𝜀𝑖 

 𝑅2ثط يتط ح اي لعال  التحشيش ا خاص   ذه ا عادل  

 :𝐻0ليتط اختبار فلضي  ا تقيلي  اسخطات-ج

𝐻0: 𝑝1 = 𝑝2 = ⋯ = 𝑝𝑝 = 0 
𝐿𝑀يهذا بح اااااااااي ا حصاااااااااهي  = (𝑛 − 𝑝) × 𝑅2 يالتي نابي𝜒2   بشرج  حل𝑝ذا ةاا  .(𝑛 − 𝑝) × 𝑅2 

 فلضي  ا تقيلي  اسخطات. 𝐻0(، فا  ا  لفضαب  ب  لع و   𝜒2)القيم  ا للج  لتوزيي 𝜒2(𝑝)آكبر لن

 

𝑈𝑖 = 𝑝1𝑈𝑖−1 + 𝑝2𝑈𝑖−2 + ⋯ + 𝑝𝑝𝑈𝑖−𝑝 + 𝜀𝑖  
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 معالجة مشكلة الارتباط الذاتي:-2-7

  عا    ل تل  الارنبان الذا ي يتعيا آيلا الوقو  ملى  بن ا  تل :

فاذا ةاا  اااااااابن ا  ااااااااتل  هو حذ  بعض ا تغيرات ا  ااااااااتقل  لن ال موذج فا ل  ي من  ي  دراج هذه  -

 ا تغيرات الملذيف  ثط  مادا التقشيل. 

آلا  ذا ةاا  ااااااابن ا  اااااااتل  هو  اااااااوت  عييا ال موذج آة الصاااااااياغ  غير الشقيق  لل موذج فا ل  يتوا  -

 با ت شام الصيغ  الل اضي  القليح   ي التقشيل.

آلا  ذا نبيا آا آحش اس اااااااااباي ال اااااااااابق  ل س هو ا ؤدة  لى الارنبان الذا ي، فا ه يتط  نبا  طل  آخلى  -

  عا    هذه ا  تل  آهمةا:

 .  طل ق  التحو 

 .طل ق  الت لار 

 .طل ق  اللمل  العام 

ا ي ذي عش هذه الطل ق  لن آ ااااااااة  الطل  ا تبع   عا    ل ااااااااتل  الارنبان الطريقة التحويل: -2-7-1

 آيةارت ي م ن شلحةا  ي ا خطوات التالي :  –ي  مى بطل ق  ةوكلاا 

 افرراه آا ا تغير الع وا ي𝑈𝑖 :ي ضي ليرنبان الذا ي لن الشرج  اسيلى آة آا 

                𝑈𝑖 = 𝑃𝑈𝑖−1 + 𝜀𝑖 
 .ارنبان ذا ي يثبات التباين يبشيا للقيم  ا توقع  صلمل،  OLSيابي افرراضات𝜀𝑖يا تغير الع وا ي 

  نحو ااا  البياااا اااات يذلاااك باااا ااااااااااااات اااشام الت لف الالني للمتغير التاااابي يا تغير ا  اااااااااااااتقااا  لي ا تغير

 : ي، في تن ال موذج بال ت  التاليالع وا

  𝑌𝑖−1 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖−1 + 𝑈𝑖 − 1. . . . . . . . ( 53 ) 
 ( بمعال  الارنبان الذا ي لن الشرج  اسيلى53ضااااالي ا عادل )(𝑝) ن ا عادل  اسصااااالي  ثط طلحةا ل

𝑌𝑖لل موذج  = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖  :ف فش 

 𝑌𝑖 − 𝑃𝑌𝑖 − 1 = 𝐵0(1 − 𝑝) + 𝐵1(𝑋𝑖 − 𝑃𝑋𝑖−1) + (𝑈𝑖 − 𝑃𝑈𝑖−1) 
، لذا فقش اقررح الم ةول 𝑝رغط ب اط  هذه الطل ق   لا آ ه لا ييحظ من ا آن ا غير مملي  يذلك ب بن قيم  

 دربن يا  ن الطل ق  ال ا ي  يهي:

بموجن هذه الطل ق  يتط التقشيل بملحلتيا يالتي يم ن نوضيحةا  ي ا خطوات  الطريقة التكرارية:-2-7-2

 التالي :

  نقااااشيل لعلمااااات ال موذج بااااا ااااااااااااات ااااشام طل قاااا  ا لبعااااات الصاااااااااااااغلى ثط ح اااااااااااااااااي بوا ي ا لبعااااات

𝑒𝑖حيااث  𝑒𝑖الصاااااااااااااغلى  = 𝑌𝑖 − 𝑌̂𝑖 ليتط ح اااااااااااااااي قيماا  لعااالاا  الارنبااان الااذا ي التقااشيلة𝑝̂ يفم

  وا التالي:القا

𝑃̂ =
∑ 𝑒𝑖𝑒𝑖−1

𝑛
𝑖=2

∑ 𝑒𝑖−1𝑡=2
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 بعشها يتط نحو   بيا ات ة  لن ا تغير التابي𝑌𝑖  يا تغير ا  تق𝑋𝑖لى القيمتيا ا  شيشنيا 𝑌𝑖
∗ 

𝑋𝑖يا تغير ا  تق 
 ةالآ ي:∗

        𝑌𝑖
∗ = 𝑌𝑖 − 𝑝𝑌𝑖−1 

 𝑋𝑖
∗ = 𝑋𝑖 − 𝑃𝑋𝑖−1 ل اي البوا ي ا  شيشا 𝑒𝑖

 ةالا ي: ∗

 𝑒𝑖
∗ = 𝑌𝑖 − 𝑌𝑖

∗ 
 للا آخلى بموجن الصيغ  التالي : D-Wثط نح ن قيم  

𝐷 − 𝑊 =
∑(𝑒𝑖

∗ − 𝑒𝑖−1
∗)

∑ 𝑒𝑖
∗2

2

 

 المل وب  لي قيمت ا ا  شيلي  لقبول آي رفض فلضي  العشم. D-Wنقارا قيم  

 يعني ادعشام الارنبان الذا ي يالتوقف م ش هذا ا لش.𝐻0فلمي حال  قبول  -

نفلى مملياا  ن قياا  للبيااا ااات للا آخلى لتتااابي مملياا  لعااا  اا  ل اااااااااااااتلاا  الارنبااان  𝐻1آلااا  ي حااالاا  قبول  -

 الذا ي ب لمس الطل ق  حتى يتط الت ل  لن ا.

يذلك نمييزا من طل ق   (GLS)ي  اااااااااامى طل ق  ا لبعات الصااااااااااغلى ال ااااااااااالل  طريقة الفرق العام: -2-7-3

ذا ي لن الشرج  اسيلى يفم هذه الطل ق  ا لبعات الصاااااااااغلى العادي  حيث يتط لعا    ل اااااااااتل  الارنبان ال

 :كما يلي

 با ت شام  حشى الطل  التقشيل ال ابق . 𝑝نقشيل لعال  الارنبان الذا ي لن الشرج  اسيلى -

ملى التوالي يذلك طبقا لطل ق  اللمل  العام 𝑋𝑖ي 𝑌𝑖ح ااااي اللملي  اسيلى للمتغيرات التابع  يا  اااتقل  -

 با ت شام الصيغ  التالي :

𝑌𝑖 − 𝑌𝑖−1 = 𝐵0(1 − 𝑃) + 𝐵1(𝑋𝑖 − 𝑃𝑋𝑖−1) + 𝑈𝑖 . . . . . . . . . . ( 54 ) 
 ملى آا نحول البيا ات لن خيل ا ت شام الصيغ  التالي :

  𝑋𝑖
∗ = 𝑋𝑖 − 𝑃𝑋𝑖−1  ،  𝑌𝑖

∗ = 𝑌𝑖 − 𝑃𝑌𝑖−1 

 حيث: 

𝑌𝑖
 الملول .𝑌𝑖: نم   القيم  ∗

𝑋𝑖
 الملول .  𝑋𝑖: نم   قيم  ∗

لن ا  ااااااااااهشات اسصااااااااالي  يؤدة  لى فقشاا ل ااااااااااهشا لن ا  ااااااااااهشات يهي  غير آا ا ااااااااات شام اللملي  بشلا

 :يغ  التالي  لتقشيل هذه ا  اهشاا  اهشا اسيلى ي ي هذه ا لال  يتط ا ت شام الص

   𝑋𝑖
∗ = √𝑋𝑖(1 − 𝑃2)   ،  𝑌𝑖

∗ = √𝑌𝑖(1 − 𝑃2)      

 يبعش التحو   يتط ا ت شام طل ق  ا لبعات الصغلى  ي نقشيل لعاليت ال موذج ا  شيش 

         𝑌𝑖
∗ = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖

∗ + 𝑈𝑖           
، فاذا ةا ة ال ايف    ااااااااااااير  لى يجود ارنبان ذا ي D-Wليتط اختبار يجود ارنبان ذا ي با اااااااااااات شام اختبار

𝑌𝑖يط الملولا فاا اه يم ن ن لار ا ااااااااااااات اشام اللملي  اسيلى للق
∗،𝑋𝑖

ثط  جلات ا حاشار ملى البياا اات الملولا   ∗

 يإمادا الاختبار  لى آا  ت كش لن  زال  الارنبان الذا ي لن ال موذج. 
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 (: 08مثال رقم )

يالذة يم    يالذة يم   الطلن ملى ال قود ا تغير ا  اااااااااااااتق 𝑀𝑖درا ااااااااااااا  العيق  بيا ا تغير التابي    ش 

 نط جمي البيا ات حول  حشى الشيل كما يلي:𝑌𝑅𝑖الشخ  ا لقيقي 

 

 ا  اهشات 

 البيا ات اسصلي 

𝑀𝑖 𝑌𝑅𝑖  
1970 23.2 506.0 

1971 23.1 523.3 

1972 25.2 563.8 

1973 26.4 594.7 

1974 28.4 635.7 

1975 32 688.1 

1976 37.7 753.0 

1977 40.6 796.3 

1978 47.7 868.5 

1979 52.9 935.5 

1980 58.5 982.4 

1981 64 1063.4 

1982 75.9 1171.1 

1983 94.4 1306.6 

1984 131.9 1412.9 

1985 126.9 1528.8 

1986 155.4 1702.2 

1987 185.8 1899.5 

1988 217.5 2127.6 

1989 260.9 2368.5 

   

 :المطلوب

 نقشيل  موذج الا حشار ا خطي لل موذج.-

 اسخطات.اختبر ا تقيلي  -

 نقليب  موذج الارنبان الذا ي  ا يجش.-
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 :الحل

 الخطوة الأولى: تقد ر النموذج باستخدام طريقة المربعات الصغرى.
Dependent Variable : M   

Method : Least Squares   

Date : 05/29/25   Time : 11:07   

Sample : 1970 1989   

Included observations : 20   
     
     Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   
     
     C -56.13319 5.439948 -10.31870 0.0000 

YR 0.126230 0.004365 28.91680 0.0000 
     
     R-squared 0.978927     Mean dependent var 85.42000 

Adjusted R-squared 0.977756     S.D. dependent var 71.14985 

S.E. of regression 10.61147     Akaike info criterion 7.656388 

Sum squared resid 2026.861     Schwarz criterion 7.755962 

Log likelihood -74.56388     Hannan-Quinn criter. 7.675826 

F-statistic 836.1815     Durbin-Watson stat 0.647239 

Prob (F-statistic) 0.000000    
     

 
 

𝑀 = −56.13 + 0.126𝑌𝑅 
 

 𝑅2 = 𝐷و  0.978 − 𝑊 = 0.647 
 

 الخطوة الثانية: اختبار استق لية الأخطاء-

0آة 𝐻0نقي  ي ل طق  رفض 0.647  يحظ آا  حصاهي  دربيا يا  ن التي   اية  < 𝐷𝑊 < 𝑑𝑙 

𝑑𝑢حيث آا = 𝑑𝑙ي1.41 = 𝑛ي %5م ش ل توى لع و    1.20 = 𝑘ي 20 = ، فتبيا آا ه اك 1

 .ارنبان ذا ي لوجن بيا اسخطات

 -الخطوة الثالثة: تصحيح النموذج في حالة الارتباط الذاتي بين الأخطاء

 د تعم  طل ق  دربيا يا  ن ا باشلا، حيث  قوم آيلا بح اي لعال  الارنبان الذا ي

 𝑃̂ ≈ 1 −
𝐷𝑊

2
= 1 −

0.647

2
=  حول ا تغيرات اسصلي   لى لتغيرات ذات شبه ثط  0.6765

 اللمليقات:

𝑌𝑖
∗ = 𝑌𝑖 − 𝑝̂𝑌𝑖−1 

𝑋𝑖
∗ = 𝑋𝑖 − 𝑝̂𝑋𝑖−1 

 

 آلا ا  اهشا اسيلى لت  لن ما يتط ح ا  ا كما يلي:

𝑀1970
∗ = 506√1 − 0.67652 = 372.56 

𝑌𝑅1970
∗ = 23.2√1 − 0.67652 = 
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 البيا ات الملول  ن ةل كما يلي:

 

 ا  اهشات 

 البيا ات الملول  اسصلي البيا ات 

𝑀𝑖 𝑌𝑅𝑖  𝑀𝑖
∗ 𝑌𝑅𝑖

∗ 
1970 23.2 506.0 17.08  372.65 

1971 23.1 523.3 7.4052 180.991 

1972 25.2 563.8 9.57285 209.78755 

1973 26.4 594.7 9.3522 213.2893 

1974 28.4 635.7 10.5404 233.38545 

1975 32 688.1 12.7874 258.04895 

1976 37.7 753.0 16.052 287.50035 

1977 40.6 796.3 15.09595 286.8955 

1978 47.7 868.5 20.2341 329.80305 

1979 52.9 935.5 20.63 347.95975 

1980 58.5 982.4 22.71315 349.53425 

1981 64 1063.4 24.42475 398.8064 

1982 75.9 1171.1 31.9275 451.7099 

1983 94.4 1306.6 43.05365 514.3509 

1984 131.9 1412.9 68.0384 528.9851 

1985 126.9 1528.8 37.66965 572.9732 

1986 155.4 1702.2 69.55215 667.9668 

1987 185.8 1899.5 80.6719 747.9617 

1988 217.5 2127.6 91.8063 842.5883 

1989 260.9 2368.5 113.76125 929.1786 

 البيا ات الملول  ةا ة ال تاهج كما يلي: يبعش نقشيل
Dependent Variable : DM                       

Method : Least Squares                       

Date : 05/29/25   Time : 11:39                       

Sample : 1970 1989                       

Included observations : 20                       
                         
                         Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.                       
                         
                         C -24.80341 3.919808 -6.327711 0.0000                     

DYR 0.139659 0.008074 17.29734 0.0000                     
                         
                         R-squared 0.943253     Mean dependent var 36.11844                     

Adjusted R-squared 0.940101     S.D. dependent var 31.43846                     

S.E. of regression 7.694366     Akaike info criterion 7.013493                     

Sum squared resid 1065.659     Schwarz criterion 7.113066                     

Log likelihood -68.13493     Hannan-Quinn criter. 7.032931                     

F-statistic 299.1981     Durbin-Watson stat 2.487046                     

Prob (F-statistic) 0.000000                        
                         

 

𝑀𝑖يمليه فمعادل  الا حشار لااا
𝑌𝑅𝑖ملى  ∗

 هي كما يلي:∗

𝑀𝑖
∗ = −24.80 + 0.139𝑌𝑅𝑖

∗ 



 مشاكل القياس الاقتصادي .................................................................................................................................. الفصل الرابع:

 84 

𝑅2 = 0.943   ،𝐷 − 𝑊 = 2.48 

𝐷 يحظ لن خيل  تاهج التقشيل ملى البيا ات الملول  آا  − 𝑊 = نقي  ي ل طق  مشم يجود يهي 2.48

2.48ارنبان ذا ي بيا اسخطات آة  < 4 − 𝑑𝑢 2.48آة < ي  %5يذلك م ش ل توى لع و   2.59

𝑛 = 𝑘ي 20 = يبالتالي يم ن القول آ ه نط الت ل  لن الارنبان الذا ي بيا اسخطات ينط نحقيم ،  1

𝑌𝑅𝑖كما  يحظ آا الشخ  ا لقيقي الا تقيلي  التال  بيا اسخطات، 
له لع و    حصاهي  يآا لعال  ∗

𝑅2الارنبان  =  .للنلمي  0.943

  :مشكلة عدم ثبات التبا  -3

لن بيا الافرراضااااات اس ااااا ااااي  التي يقوم مل  ا ال موذج ا خطي هو ثبات التباين  لشيد ا خط  آة 

آي   اااااااية ا حلافات القيط ا  اااااااهشا (𝑖)  ميي ا  اااااااهشات  Homoscedasticityنفادس نباين ا خط  

يط ا  اهشا يي القللمتغير التابي من ا خط ا قشر م ش ة  قيط ا تغير التلم يرة آة يوجش نباين ياحش   م

حول خط الا حاااشار ا قاااشر، ي ي حاااالااا  اختيل هاااذا الافرراه ي غير نبااااين القيط ا  ااااااااااااااااهاااشا لي  غير قيط 

فيشلي اسلل ملى يجود ل اااااااااتل  قيا اااااااااي    ااااااااامى بم اااااااااتل  امشم ثبات التباينا آي مشم  ،ا تغير التلم ااااااااايرة 

 . Hetroscedasticityنفادس نباين ا خط  

 مفهوم مشكلة عدم ثبات التبا   -3-1

يالتي يقصاااااااااااااش   ا  (Hetro)لن ةلمتيا  Hetroscedasticityيتتوا لصاااااااااااااطمر مشم ثبات التباين

 عني مشم التفادس ي قصاااااااااااااش بذلك  جمالا مشم ثبات التباين آي مشم نفادس  (Scedasticity)التباين ي

 التباين.

نقوم مل  ا طل ق  ا لبعات الصااااااغلى العادي   ي ي عش هذه ا  ااااااتل  خل  سحش اللملضاااااايات اس ااااااا ااااااي  التي 

نقشيل لعلمات ال موذج، حيث  عل  ملى آن ا  غير نباين ا لش الع اااااااااوا ي لي  غير قيط ا تغير التلم ااااااااايرة، 

ينحشل هذه ال اهلا خاص   ي بيا ات ا قطي العلض ي آكثر لن بيا ات ال ل ل  الال ي ، يهذا سا بيا ات 

دا ال اهلا  ي  ل   زل ي  لعي   آلا بيا ات ال ااال ااال  الال ي  ن خذ فررا طو ل  ا قطي العلضااا ي ن اقش ما

 يالتي قش ن تلمي ف  ا الآثار التي ن ةل  ي اسج  القصير.

 ييعبر من هذه ا  تل  ر اضيا  ي حال  ال موذج الب يط بالصيغ  التالي :

                 𝑣𝑎𝑟(𝑈𝑖) = 𝐸(𝑈𝑖
2) = 𝜎𝑖

2 ≠ 𝜎2        
 ي حال  ال موذج ا خطي العام يصابب القطل الله  ا ي  صالموف  التباين يالتغايل ا خاصا  بحشيد ا خط   آلا

 نحتوة ملى قيط ل تللم  يغير ثابت .

 بحيث ن تن بال ت  التالي:

                   𝐸(𝑈𝑈′) = 𝜎2𝛺 ≠ 𝜎2𝐼𝑛              
 حيث:

Ω  نم   لصااااااااااااالموف  لن الشرج :𝑛 .  𝑛   نحتوة ملى آرقام آي آيزاا ل تللم𝑊𝑖  ي قطلها الله  ااااااااااااا ي يملى 

 .آصلمار خارج القطل الله   ي



 مشاكل القياس الاقتصادي .................................................................................................................................. الفصل الرابع:

 85 

                       𝛺  =   [

 𝑤1 0. . . . . . . .0
 0 𝑤2 . . . . . . .0
  ⋮
  0 0 . . . . . . . . . 𝑤𝑛

] 

𝑤1ي                                            ≠ 𝑤2 ≠ . . . . . . . .  ≠ 𝑤𝑛 

 :نس التبا  أشكال عدم تجا-3-2

نتعااشد اسشاااااااااااااتااال التي ناا خااذهااا ل اااااااااااااتلاا  مااشم نفااادس نباااين ا خطاا  بتعااشد العيقاا  بيا حااش ا خطاا  

 الع وا ي يا تغير التلم يرة، ي م ن نوضيب ذلك لن خيل الل وم البيا ي  التالي :

نباااين ا لااش : يبيا ن اااق  (06شاااااااااااااكاال رقم)يبيا ناايااش نباااين ا لااش الع اااااااااااااوا ي               (:05شاااااااااااااكاال رقم )

 الع وا ي

 

 

 

 

 

 

 

      

 496مبش القادر لحمش مبش القادر مطي ، للجي  بم ذكله، ص.  المصدر:                                                                             

 

ل ا تغير التلم ااااااااايرة يحش ا خط  فمن خييابيا لن خيل ال اااااااااتليا ال اااااااااابقيا آ ه نوجش ميق  خطي  بيا 

( يتفلى آا نباين ا لش الع ااااوا ي يرزايش لي ناايش قيم  ا تغير التلم اااايرة بصااااورا ل ت م ، 05ال اااات  رقط )

( 06لما يعني آا العيق  بيا ا تغير التلم ااااااااااايرة ينباين ا لش الع اااااااااااوا ي خطي  يطلدي ، آلا ال ااااااااااات  رقط )

رزايااااش با اااااق  قيط ا تغير التلم ااااااااااااايرة، لمااااا يعني آا العيقاااا  خطياااا  فيبيا آا نباااااين ا لااااش الع اااااااااااااوا ي ي

 يم  ي . يممولا يم ن التعبير من العيق  بيا نباين ا لش الع وا ي يا تغير التلم يرة بالصيغ  التالي : 

 𝜎𝑒𝑖
2 = 𝑎 + 𝑏𝑋𝑖 + 𝑤𝑖 

باين ا لش التلم ااااايرة ين كما ن خذ ل اااااتل  مشم نفادس التباين آشاااااتال آخلى نتوا ف  ا العيق  بيا ا تغير

 خطي  يذلك كما يتضر لن ال تليا: الع وا ي غير

 

 

 

 

2 σ 

iX 

2 σ 

iX 
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 يبيا نباين ا لش الع وا ي  (:08شكل رقم )                        يبيا نباين                            (:07شكل رقم )

                                                                           Uغير ا خطي ملى شت  حل                                    ا لش الع وا ي غير ا خطي لرزايش                            

   

 

 

 

 

 

 
 497مبش القادر لحمش مبش القادر مطي ، للجي  ابم، ص.  المصدر:                         

 

( يتضااااار يجود ميق  غير خطي  يطلدي  حيث يرزايش نباين ا تغير الع اااااوا ي برزايش 07خيل ال ااااات  )فمن 

 قيط ا تغير التلم يرة يبمعشل لرزايش، ي م ن نم ي  هذه العيق  با ت شام الصيغ  التالي :

 𝜎𝑒𝑖
2 = 𝑎𝑥𝑎𝑒𝑤 

التلم ااااااااااااايرة غير خطي  يم  اااااااااااااي  حيث ( فيبيا آا العيق  بيا نباين حش ا خط  يا تغير 08آلا ال ااااااااااااات  )

يا اااق  نباااين حااش ا خطاا  برزايااش قيط ا تغير التلم ااااااااااااايرة  لى آا يصاااااااااااااا   لى حااشه اسددف ثط يرزايااش بعااش ذلااك 

 ي م ن نم ي  هذه العيق  بالصيغ  الل اضي  التالي :

      𝜎𝑒𝑖
2 = 𝑎 + 𝑏𝑋𝑖 + 𝑐𝑋𝑖

2 + 𝑤𝑖 
 أسباب مشكلة عدم ثبات التبا  :-3-3

 :مشم ثبات التباين نحة مشا آ باي آهمةان ةل ل تل  

 يجود ميق  ذات انفاهيا بيا ا تغيرات ا  تقل . -

 ا ت شام البيا ات القطامي  بشلا لن بيا ات ال ل ل  الال ي ، فعلى  بي  ا  ال: -

 ي درا ا  لشال  الا ات يك التي  عتمش ملى الشخ  يإ لما  العاهيت ملى ل تلف ال الي يا خشلات نبيا 

نباين   لما  العاهيت آصلاي ا شاخي  ا   لمض  ملى ال لي الضلير   ل  لمض، يذلك سا ا لش آا 

اسقصااااااااااااا ى للشخ  ل  لمض يآا ه اك حش آددف للإ لما  ي ااااااااااااامى با لش ال لما  آة آا   لماقةط يتوا  ي 

كثر آ حشيد ضيق ، آلا العاهيت آصلاي ا شاخي  ا لنلمع  مادا لا يتوا   لماقةط ملى ال لي ال مالي 

  اااااتا يذلك لعشم يجود حشيد، يل ه يتضاااار آا نباين ا خط  ا خاص با  لما  الا اااات يةي يرزايش برزايش 

الشخ ، آة نباين ا لش الع اااااااااوا ي ل  لمض م ش قيط ا شاخي  ا   لمضااااااااا  يللنلمي م ش قيط ا شاخي  

 ا لنلمع  يبالتالي مشم ثبات التباين.

كذلك لن ضااااامن اس اااااباي التي نؤدة  لى ل اااااتل  مشم ثبات التباين هي ا ااااات شام بيا ات جاهي  بشلا  -

لن بياااا اااات نفميعيااا ، سا البياااا اااات التفميعيااا  ن لمي الاختيفاااات بيا ا لملدات حياااث يل ي بعضاااااااااااااةاااا 

iX 

2
 σ

 

iX 

2
 σ
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ا تاح   كالبعض في يتوا ه اك لفال لا ااااااااااة القيط بشرج  كبيرا، آلا  ي حال  البيا ات ا  اهي  كتل

من اسفلاد آي ا   اااااااااااا ت اللملدي  فعادا يتوا الا اااااااااااااة كبير بيا القيط ليختيفات ال بيرا بيا  اااااااااااالوك 

  الوحشات اللملدي .

  :آثار مشكلة عدم ثبات التبا  -3-4

  :يررنن من يجود ل تل  مشم ثبات التباين مشد لن الآثار يم ن نمخيصةا  ي

نتصف بعشم التحيز (𝐵0،𝐵1)ق  ا لبعات الصغلى العادي  نبقف ا علمات ا قشرا با ت شام طل  -آ

 يالا  ا  يل ن ا نلمقش صلم  ال لماتا.   

لتحيزا يغير لا اااااااااااااقا  فتصااااااااااااابب 𝐵0،𝐵1نصااااااااااااابب التبااي اات يالتغاايلات ا خااصااااااااااااا  باا علماات ا قاشرا-ي

 .ات اللمليه غير دقيق  يغير ليهم اختبار 

اسخلى ا ب ي  ملى طل  خالي  لن ل اااتل  مشم  كذلك نصااابب الت بؤات آق  لصاااشاقي  لن الت بؤات-ج

 ثبات التباين.

  :عدم تجانس التبا   اختبارات كشف-3-5

 ه اك مشا طل  يم ن امتمادها لاكا ا  مشم نفادس التباين لن ا:

يعتبر لن آب اااط يآ اااة  الاختبارات : goldfeld and quandt testاختبار كولد فيلد وكوانت -3-5-1

ك ااااااف ل ااااااتل  مشم نفادس التباين، يي اااااات شم  ي حال  البيا ات ا قطعي  يالعي ات ا  اااااات شل  لغله 

 كبيرا ا ح ط، حيث يمل بعشا للاح :

𝑋𝑖نلن ن البيا ات ا خاص  با تغير ا  تق  -  لن آصغل قيم   لى آكبر قيم . 

حذ  ا  اهشات الو يطي  لن بيا ات العي  ، ي لمض   ي هذا ا طار حذ  -
1

5
 لن ا  اهشات. 

ثط نق ط لفمو  ا  اهشات ا تبقي   لى لفمومتيا بالا اية، حيث ن طوة الم موم  اسيلى ملى قيط  -

 ا  اهشات الصغيرا،  ي حيا ن طوة ال ا ي  ملى القيط ال بيرا. 

 يتط نقشيل لعلمات العيق  ا خطي  بيا ا تغير التابي يا تغير ا  تق  لت  مي   جاهي  ملى ا لملاد. -

𝑆𝑖1احا اي نباين ا خط  للعي   اسيلىبعشها يتط  -
𝑆𝑖2يللعي   ال ا ي   2

 :بموجن الصيغ  التالي 2

  بال  ب  للعي   ا  اهي  اسيلى: 

𝑆𝑖1
2 =

∑ 𝑒𝑖
2

𝑇1 − 𝑘
=

𝑅𝑆𝑆1

𝑇1 − 𝑘
 

 حيث:

∑ 𝑒𝑖
 .𝑅𝑆𝑆1: لفمو  للبعات البوا ي  ي العي   ا  اهي  اسيلى كما  للا لةا بالللا2

𝑇1ي  اسيلى.: ش ط العي   ا  اه 

𝑘.مشد لعلمات ال موذج : 

 بال  ب  للعي   ا  اهي  ال ا ي :   
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𝑆𝑖2
2 =

∑ 𝑒𝑖
2

𝑇2 −  𝑘
=

𝑅𝑆𝑆2

𝑇2 − 𝑘
 

 يفم الصيغ  التالي :∗𝐹ي ي اسخير يتط احا اي ا حصاهي  

𝐹∗ =
𝑆𝑖2

2

𝑆𝑖1

=
𝑅𝑆𝑆2

𝑅𝑆𝑆1
 

 ي تط الاختبار كما يلي:

م ش ل اااااااااتوى لع و   لعيا يدرج  حل   قشرها  ا  شيلي 𝐹قيم المل اااااااااوب  آصاااااااااغل لن  ∗𝐹 ذا ةا ة قيم   *

𝑇2 − 𝑘للب ط ي𝑇1 − 𝑘 للمقام  قب  فلضي  العشم القاهل  بثبات نباين ا خط  آة 

 𝐻0: 𝜎1
2 = 𝜎2

2 = ⋯ = 𝜎𝑛
2

 

ااا اااة قيمااا * م اااش  لمس ل اااااااااااااتوى ا ع و ااا  يدرجااا  ا لل ااا   ا  اااشيليااا 𝐹قيمااا  الملا ااااااااااااابااا  آكبر لن  ∗𝐹يإذا ةا

 القاهل  بعشم ثبات نباين ا خط  𝐻1ا ذةور ن آميه،  قب  اللملضي  البشيل  

𝐻1: 𝜎1
2 ≠ 𝜎2

2 ≠ ⋯   ≠ 𝜎𝑛
2 

 Spearman’s Rank Correlation Coefficient testلسااااااابيرمان: اختبار معامل ارتباط الرتب -3-5-2

الاختبارات ا عتمشا ل  ااااااااااف ل ااااااااااتل  مشم نفادس التباين يعش هذا الاختبار لن آب ااااااااااط يآ ااااااااااة   

|𝑒𝑖|ي م ن نطبيقه ملى العي ات ال بيرا يالصاااااااغيرا، حيث يعتمش ملى القيط ا طلق   لشيد ا خط  = 𝑒𝑖 ،

 يقيط ا تغير التلم يرة لوضو  الشرا  .

 ي ل اي هذا ا ؤشل يتطلن:

 .با ت شام طل ق  ا لبعات الصغلى  نقشيل لعلمات ال موذج -

𝑒𝑖 ،𝑒𝑖احا اي البوا ي - = 𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖 

نصاااااااااامشيا آي ن ازليا، يإمطات ة  لن ا رنبا لعي   يفم  𝑒𝑖يالا حلافات (𝑋𝑖)نلن ن قيط ا تغير ا  اااااااااتق  -

  ااااااال ااااااا  القيط ثط نح ااااااان اللمليقات بيا اللنن، يلن ثط د ااااااات لج لعال  ارنبان اللنن لا بيا القيط 

 :اللنن ةالآ ي لارنبان Spearmanتق  يفم قا وا  بيرلاا ا طلق  لي حلافات يقيط ا تغير ا  

𝑟𝑠 = 1 − [
 6 ∑ 𝐷𝑖

2

𝑛(𝑛2 − 1)
] 

 حيث:

𝑛.  نم   ش ط العي : 

𝐷𝑖حش( ا خط  : يم   اللمل  لا بيا رنن القيط ا طلق  لي حلافات|𝑒𝑖| يرنب  ا تغير ا  تق )𝑋𝑖.ا  اظلا 

يلن ثط ظةور 𝑋𝑖ي 𝑒𝑖لن الواحش القاااااااااااااليب دل ذلك ملى يجود ميق  قو   بيا  srحيث ةلما اقرربة قيم  

 ل تل  مشم نفادس التباين.

 يفقا للصيغ  التالي :𝑡 ي م ن الت كش لن يجود ا  تل  لن خيل اختبار

𝑡 =
𝑟𝑠√ 𝑛 − 2

√1 − 𝑟𝑠
2
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𝑛)ا  شيلي  م ش درج  حل    tبعشها يتط البحث من قيم   − 𝑘 + لعيا، ثط نتط يل اااااااااااااتوى لع و   (1

 المل وب  لي   يرن ا ا  شيلي .∗𝑡ا قار   بيا قيم 

ا  شيلي   قب  اللملضاااااي  البشيل  التي ن   ملى يجود ل اااااتل  نباين  𝑡المل اااااوب  آق  لن∗𝑡فاذا نبيا آا  -

:𝐻1ا خط  آة  𝜎1
2 ≠ 𝜎2

2 ≠ . . . . . . . .  ≠ 𝜎𝑛
2  

التي ن   ملى مشم يجود  𝐻0ول فلضااااااااااي  العشما  شيلي  فا ه يتط قب 𝑡آكبر لن المل اااااااااااوب 𝑡آلا  ذا ةا ة  -

:𝐻0ل تل  نفادس ا خط  آة  𝜎1
2 = 𝜎2

2 = . . . . . . . . = 𝜎𝑛
2   

: يعتبر لن الاختبارات التي يتط ا ااااااتعمالةا ل  ااااااف ل ااااااتل  مشم ثبات (park-1966اختبار بارك )-3-5-3

 التباين التي يعادي لن ا ال موذج.

𝜎𝑖ي  طلم هذا الاختبار لن افرراه آا 
 :آة 𝑋𝑖دال  للمتغير ا  تق 2

 𝜎𝑖
2 = 𝑓(𝑋𝑖)  ا ااااااااااااات اااااشام ال اااااااااااااتااااا  الملاااااشد التاااااالي للاااااشالااااا  ال اااااااااااااااااابقااااا   ي قررح باااااارك  ي هاااااذا الاختباااااار

𝜎𝑖
2 = 𝜎2𝑋𝑖

𝑦 
 يبصورنه ا خطي  القيا ي  يصبب:

                                     𝑙𝑛𝜎𝑖
2 = 𝑙𝑛𝜎2 + 𝑦𝑙𝑛𝑋𝑖 + 𝑉𝑖                             

لتغير م اااااااااااااوا ي نط  دخااالااه  ي ال موذج للتم يا لن قياااس الااشالاا ، ي فلى اختبااار ثبااات التباااين 𝑉𝑖حيااث 

 با ت شام اللملض تيا:

:𝐻0اللمله العشلي:  𝑌 = 0 

:𝐻1البشي : اللمله  𝑌 ≠ 0 

لمله البشي  يرفض الفاذا نط قبول اللمله العشلي فاا ذلك لع اه ثبات التباين آلا  ذا نط قبول اللمله 

العشلي فاا ذلك ي اااااااااااير  لى اختي  التباين، غير آ ه لا ييحظ هو آا ا تغير التابي ملى ل اااااااااااتوى ال موذج 

 القياس ي ال ابم لفةول يمليه يفلى ا ت شام للبعات البوا ي كبشي  ل ا ن ي تط نقشيل ال موذج التالي:

                        𝑙𝑛𝑒𝑖
2 = 𝑙𝑛 𝜎2 + 𝑦 𝑙𝑛 𝑋𝑖 + 𝑉𝑖                                  

 يهذا من طل م للحلتيا: 

ملى ل اااااااااااااتوى ا لحلااا  اسيلى يتط  جلات ا حاااشار ماااادة لل موذج نحاااة افرراه نمااااثااا  التبااااين، حياااث يتط  

  ا لصول ملى العيق  ا قشرا التي نحتوة ملى البوا ي.

   ش 𝑌لااااااااااااااااااااااااااآلا ا لحل  ال ا ي  يتط  جلات ا حشار ثادي با اااااااااااااتعمال البوا ي، بعشها نفلى اختبارات ا ع و   

 ن كيش آي  لمي فله ثبات التباين.

 ي الا حشار ال ادي قش لا ي ااتو ي فليه ا لبعات الصااغلى  𝑉𝑖ييعاي ملى هذا الاختبار آا ا تغير الع ااوا ي

 ن ل تل  اختي  التباين.و  لم ه لالعادي  يقش يعادي ه

يي ااااات شم هذا الاختبار لغله ك اااااف ل اااااتل  مشم ثبات : (Glejser 1969) اختبارات جليسااااار- 3-5-4

 التباين ي تط ملى للحلتيا:

𝑌𝑖ا لحل  اسيلى: يتط ف  ا  جلات ا حشار مادة لل موذج  = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖 
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𝑒𝑖ا لحل  ال ا ي : يتط ح ااااااااي البوا ي ح ااااااان القا وا  = 𝑌𝑖 − 𝑌̂𝑖 ين تلف ا لحل  ال ا ي  بيا الاختبار ن

يفم 𝑋𝑖كمتغير نابي  ي ا حشار يتوا ا تغير ا  تق  هو |𝑒𝑖| ي آا جل  ل ي تعم  القيم  ا طلق  للبوا ي

 الصيغ  التالي :

                |𝑒𝑖| = 𝜎 + 𝑦𝑋𝑖
ℎ + 𝑉𝑖  ,  ℎ = 1 , 

1

2
 , −1                     

غير آا لااا يعاااي ملى هااذا ، 𝑦 ت التباااين ب اااتا ملى لع و اا  آي مااشم لع و اا  ا علماا ي تط قبول آي رفض ثبااا 

لا ي ااااتو ي للمليه ا لبعات الصااااغلى، فقيمته ا توقع  لا  𝑉𝑖الاختبار آا ا تغير الع ااااوا ي ا  اااات شم ف  ا

𝐸(𝑉𝑖)  اية الصلمل، آة  ≠ 0 

ييعتبر لن بيا الاختبارات التي يتط امتمادها ل  اااااااااااااف ل اااااااااااااتل  مشم ثبات التباين  :Whiteاختبار-3-5-5

 ينتم   خطوات  جلات هذا الاختبار كما يلي:

 :العادي ، بافرراه ال موذج التالينقشيل دال  الا حشار اسصلي  با ت شام طل ق  ا لبعات الصغلى -1

𝑌𝑖 = 𝐵̂1 + 𝐵̂2𝑋2𝑖 + 𝐵̂3𝑋3𝑖 + 𝑈𝑖   
 البوا ي ملى ال حو التالي:ا ت لاج قيط -2

 𝑒𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝐵̂1 − 𝐵̂2𝑋2𝑖 − 𝐵3𝑋3𝑖 
𝑒𝑖نقشيل ا حشار ل امش بيا-1

  :لن  احي  يا تغيرات التالي  2

 𝑋2𝑖 , 𝑋3𝑖 , 𝑋2𝑖
2 , 𝑋3𝑖

2 , 𝑋2𝑖 . 𝑋3𝑖  لن  احي  آخلى يفم الصيغ  التالي : 

𝑒̂𝑖
2 = 𝐵̂1 + 𝐵̂2𝑋2𝑖 + 𝐵̂3𝑋3𝑖 + 𝐵̂4𝑋2𝑖

2 + 𝐵̂5𝑋3𝑖
2 + 𝐵̂6𝑋2𝑖𝑋3𝑖 + 𝑉𝑖 

بما ف  ا ا لش ال ابة  ي  موذج الا حشار اسصااااااااااااالي فاا مشد حشيد (𝑘)حيث  ذا ةاا مشد ا علمات ا قشرا 

]الا حشار ا  امش يعادل   
𝑘 ( 𝑘+1 )

2
]           

  امش.لعال  التحشيش لي حشار ا (𝑅2)ش ط العي  ،  (𝑛)حيث (𝑛𝑅2)ثط القيام بتقشيل – 4

𝐵1 ليتط  جلات اختباااااار اللمله العاااااشلي– 5 = 𝐵2 = . . . . . . . . = م اااااش 𝜒2لي  𝑛𝑅2يذلاااااك بمقاااااار ااااا 0

يدرجات حل   = مشد ا علمات الا حشار    ي صااااااااااااايغ  الا حشار ا  اااااااااااااامش لي  %1آي  %5ل اااااااااااااتوى لع و  

𝑛𝑅2 ، فاذا ةاا1−ا ابعاد ا لش ال ابة آة > 𝜒2
التباين  فاا ذلك يعني يجود ل تل  مشم ثبات5,0.05

 يالع س.

 :معالجة عدم ثبات تبا   الخطأ-4

لن آبلز الطل  ا  ااااااااااااات ااشلاا   عااا  اا  ل اااااااااااااتلاا  مااشم ثبااات التباااين هي طل قاا  ا لبعااات الصاااااااااااااغلى 

ا لجل  آي ا عمم ، ينقوم هذه اللم لا ملى  مطات القيط ذات الا حلا  آق  من خط الا حشار آيزاا آكبر 

شيل العيق  لح  الشرا ااااااا ، ي تط لعا    هذه ا  اااااااتل  بتحو   شااااااات  لن القيط ذات الا حلا  آكبر  ي نق

 ال موذج اسصلي ح ن  مط مشم ثبات التباين ا  ا ف  ي ال موذج اسصلي ا قشر.

 يبافرراه آا ال موذج اسصلي ةاا كما يلي:  

             𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖      
 ت التباين ي  تلف ال موذج الملول لن افرراه لآخل.فيتوا ه اك مشا افرراضات )آ مان( لعشم ثبا
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𝜎𝑖: يلمرره آا نباين ا تغير الع وا ي الافتراض الأول -آ
 يا ا ن لي للبي ا تغير التلم يرة 2

 𝜎𝑖
2 = 𝜎2𝑋𝑖

يذلاك  ذا لاا نط التقاشيل لن خيل الاختباارات ةااختباار باارك آي اختباار جل  ااااااااااااال ينبيا آا 2

 .𝑋𝑖هو ن ا بي  لبعات ا تغيرات ا لم لا 𝑈𝑖نباين

 يطبقا لةذا الافرراه يتط نحو   ال موذج اسصلي  لى ال ت  التالي:

    
𝑌𝑖

𝑋𝑖
=

𝐵0

𝑋𝑖
+ 𝐵1 +

𝑈𝑖

𝑋𝑖
= 𝐵0.

1

𝑋𝑖
+ 𝐵1 + 𝑉𝑖 

 حيث:

𝑉𝑖 مبارا من ا خط  الملول :
𝑈𝑖

𝑋𝑖
        

 ملى يباجلات الا حشار
1

𝑋𝑖
 ل ت شلا  ي ذلك طل ق  ا لبعات الصغلى العادي  

ملى: حص  
𝑌𝑖

𝑋𝑖
= 𝐵0

1

𝑋𝑖
+ 𝐵1  

يتط ا لصااااااول ملى ال موذج اسصاااااالي بعش لعا    مشم ثبات 𝑋𝑖يبضاااااالي ا عادل  الملول  ا قشرا  ااااااابقا  ي 

𝜎𝑖التباااين
لعااالاا  يهو مبااارا من لياا  (𝐵1)، ي تضااااااااااااار لمااا  ااااااااااااابم آا ا لااش ال ااابااة لن ال موذج الملول 2

الا حشار لل موذج اسصااااااااااااالي يلي  لعال  الا حشار لل موذج الملول هو مبارا من ا لش ال ابة  ي ال موذج 

 اسصلي.

𝜎𝑖: يالماراره آا نابااااااايان ا الااااااش الاع اااااااااااااوا ايالافاتاراض الاثاااااااناي-ب
يااا ااااااا ااااااااااااااااااان لاي ا اتاغايار الاتالم ااااااااااااايارة آة   2

𝜎𝑖
2 = 𝜎2. 𝑋𝑖 

 لي  لى ا عادل  التالي :ييفقا لةذا الافرراه فا ه يتط نحو   ال موذج اسص   

 
𝑌𝑖

√𝑋𝑖
=

𝐵0

√𝑋𝑖
+ 𝐵1√𝑋𝑖 +

𝑈𝑖

√𝑋𝑖
= 𝐵0.

1

√𝑋𝑖
+ 𝐵1√𝑋𝑖 + 𝑉𝑖 

مباااااارا من حاااااش ا خطااااا  الملول 𝑉𝑖)حياااااث 
𝑈𝑖

√𝑋𝑖
 ،𝑋𝑖 > يب لمس الطل قااااا  ال اااااااااااااااااابقااااا   فلة ا حاااااشار ( 0

𝑌𝑖

√𝑋𝑖
 

ملى
1

√𝑋𝑖
 بوا ط  طل ق  ا لبعات الصغلى العادي   حص  ملى: 

𝑌𝑖

√𝑋𝑖

= 𝐵0.
1

√𝑋𝑖

+ 𝐵1 

لا  𝐸(𝑌𝑖): يلمرره  ي هذه ا لال  آا نباين ا تغير الع ااوا ي يا ا اان لي للبي ا تو ااطالافتراض الثالث-ج

𝑌𝑖 يتوا  𝜎𝑖
2 = 𝜎2(𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖)2  

غير لعلول  يتط نقشيلهما من طل م طل ق  ا لبعات الصااااااااغلى العادي  فت تن العيق  كما   𝐵2،𝐵1حيث 

𝜎𝑖 يلي: = 𝜎2𝑌2  

  :ا عادل  الملول  لن ال ت ينتوا 
𝑌𝑖

𝑌𝑖
=

𝐵0

𝑌𝑖
+

𝐵1𝑋𝑖

𝑌𝑖
+

𝑈𝑖

𝑌𝑖
 

 : التحو يت اللوغار تمي الافتراض الرابع-د

i

i

X

Y
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 و  نؤدة غالبا  لى نقلي  درج  مشم ثبات نباين   اللوغار تمي ا نحو   ال موذج اسصلي  لى الصيغ  

يلي:   حش ا خط  يلن ثط فا ه طبقا لةذا الافرراه نتوا ا عادل  الملول  ا  ا ب  لل موذج اسصلي كما

𝑙𝑛 𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1 𝑙𝑛 𝑋𝑖 + 𝑈𝑖 
 التالي: ي ا  شيل (𝑦𝑖)يالادخار (𝑥𝑖)ل اهشا يالتي ن   الشخ   31لت ن لشي ا  (:09مثال رقم)

 (𝑦𝑖)الادخار  (𝑥𝑖)الشخ   ال  وات

1 8777 264 

2 9954 90 

3 10979 122 

4 15522 588 

5 18575 779 

6 21163 1222 

7 25604 1654 

8 26500 1400 

9 27670 1829 

10 28300 2200 

11 27430 2017 

12 29560 2105 

13 9210 105 

14 11912 107 

15 13499 503 

16 16730 898 

17 19635 819 

18 22880 1702 

19 28150 1600 

20 32500 2450 

21 35250 2570 

22 33500 1720 

23 36000 1900 

24 10508 131 

25 12747 406 

26 14269 431 

27 17663 951 

28 24127 1578 

29 32100 2250 

30 36200 2100 

31 38200 2300 
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 :المطلوب

 (𝑢𝑖)ه للمتغير الع وا ي لثبات التباين لن مشاختبار ل تل  -

 الحل:

يذلك بانبا  ا خطوات  Goldfeld-Quandtلاختبار ل تل  ثبات التباين لن مشله د ت شم اختبار 

 التالي :

 بعش نقشيل ال موذج نط ا لصول ملى ال تاهج التالي : 

𝑦̂𝑖 = −649.71 + 0.08𝑥𝑖  

 

𝐷 − 𝑊 = 1.49   ،𝑅𝑆𝑆 = 1798234.34  ،𝑅2 = 0.911 

 الشخ  ال  وة.(𝑥𝑖): يتط نلن ن ا  اهشات نلن با نصامشيا ح ن قيط الأولىالخطوة -

𝑐يالتي   اية  الو يط يتط حذ  مشد ا  اهشات  :الخطوة الثانية- = لن مشد ا  اهشات التلي  9

𝑛 = يهي نقي بيا القيمتيا 31
11

3
ي  

𝑛

4
، ف حص  ملى لتي يتوا مشد ا  اهشات ا تبقي زيجيا

آة  11لفمومتيا لا اي تيا ة  لن ما ي اية 
𝑛−𝑐

2
=

31−9

2
= 11 

:  قوم بتقشيل  موذج ا  ات اسيل لن البيا ات بعش نلنيب ا نصامشيا يا ابعاد ا  اهشات الخطوة الثالثة-

 ف فش: الو يط 

𝑦̂𝑖 = −738.84 + 0.08𝑥𝑖  
 

𝑛 = 11   ،𝑅𝑆𝑆1 = 144771.5  ،𝑅2 = 0.78 

  قوم بتقشيل  موذج ا  ات ال ادي لن البيا ات بعش نلنيب ا، يال تاهج ةا ة كما يلي: :الخطوة الرابعة-

𝑦̂𝑖 = −100.79 + 0.032𝑥𝑖  
𝑛 = 11   ،𝑅𝑆𝑆2 = 769899.3 ،𝑅2 = 0.16 

 كما يلي:𝐹𝑐: اختبار اللملضي  يان اذ القلار بح اي  حصاهي  ف  ل الخطوة الخامسة-

𝐹𝑐 =
𝑅𝑆𝑆2

𝑅𝑆𝑆1
=

769899.3

144771.5
= 5.31 

المل وب  آكبر نمالا لن القيم  الم شيل  لتوزيي ف  ل م ش ل توى 𝐹𝑐 يحظ آا قيم   حصاهي  ف  ل

𝐷𝐹يدرجتي حل    %5لع و    = 𝑣1 = 𝑣2 =
𝑛−𝑚−2(𝑘+1)

2
=

31−9−4

2
= 9  

𝐹0.05(9,9)يبالتالي = 3.18. 

𝐹𝑐آة  > 𝐹0.05(9,9)  يل ه  لفض اللملضي𝐻0ي قول آ ه يوجش مشم ثبات التباين.  
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 تمهيد:

لقد احتلت النماذج الخطية وتطبيقاتها الاقتصادية والإدارية مكانتها العلمية في الدراسات، على عكس 

الأهمية الكبيرة، وهذا لأن جل العلاقات الخطية بين الظواهر النماذج غير الخطية التي لم تكن لها 

الاقتصادية هي علاقات شائعة وذات استخدام واسع، على الرغم أن الكثير من العلاقات الاقتصادية بين 

المتغيرات لا تأخذ طابعا خطيا، وذلك نابعا من طبيعة العلاقة واتجاهها وتأثير المتغيرات إحداهما على 

ن تجاوز هذه العلاقات ينتج عنه أخطاء في التقدير ومخالفة الفروض القياسية، مما يؤدي إلى الأخرى، وأ

 خلل في القياس.

 ماهية النماذج غير الخطية:-1

وهي النماذج التي تظهر فيها العلاقات بين المتغير التابع والمتغيرات مفهوم النماذج غير الخطية: -1-1

يتبين ذلك من خلال التقديرات غير المتناسبة التي يتم الحصول  المستقلة على أشكال غير خطية، حيث

، مقارنة مع المشاهدات الحقيقية. عندها يكون معامل الارتباط منخفض (𝑥𝑖)قياسا إلى(𝑦𝑖)عليها لـــ 

والخطأ المعياري كبيرا، مما يدل على عدم صحة النموذج للعلاقة بين المتغيرات. والذي سببه زيادة كبيرة في 

تشتت القيم حول متوسطها، نتيجة ارتفاع قيم الانحراف المعياري للمتغيرات، فتنخفض القدرة 

التفسيرية للمتغيرات المستقلة، وهذا كله نتيجة انحراف القيم المشاهدة عن المقدرة انحرافا كبيرا بسبب 

 سوء توفيق النموذج.

 الحالات الدالة على النموذج غير الخطي:-1-2

انخفاض القيمة المشاهدة للمتغير التابع بوتيرة أسرع من وتيرة زيادة أو انخفاض القيم عند تزايد أو -

 المشاهدة للمتغيرات المستقلة في حالة العلاقة الطردية.

عند تزايد أو انخفاض القيمة المشاهدة للمتغير التابع بوتيرة أسرع أو أبطأ من وتيرة زيادة أو انخفاض  -

 المستقلة في حالة العلاقة العكسية. القيم المشاهدة للمتغيرات

عندما يعطي الشكل الانتشاري صورة عن وجود علاقة غير خطية، في شكل خطوط منحنية إلى الأعلى أو -

 الأسفل، أو تأخذ شكل موجة، أو قطع مكافئ أو قطع ناقص.

 أهمية النماذج غير الخطية في الدراسات الاقتصادية والإدارية:-1-3

ية كبيرة في الدراسات الاقتصادية، كدوال الإنتاج ودالة المنفعة ودوال الطلب الأسية تحتل النماذج أهم

 وغيرها من النماذج، حيث تتمثل أهميتها في:

 صحة الوصف والتفسير للعلاقة بين المتغيرات؛-

 التحليل العلمي والمنطقي؛-
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للخطأ  تباين ومتوسط صفري  دقة التقديرات للنموذج ومعلماته والتي تحقق الفروض الرئيسية مثل أقل-

 العشوائي.

 دقة التنبؤات والتي تستند على تحليل واقعي؛-

 تجنب الوقوع في أخطاء قياسية واقتصادية والتي قد تكون نتائجها سلبية.-

  أنواع النماذج غير الخطية:-2  

 النوع هذا في المعلمات، في خطية ولكنها المتغيرات في الخطية غير النماذج بعض العنصر هذا في سنتناول 

 المربعات بطريقة تقديره من نتمكن حتى النموذج في الداخلة المتغيرات تحويل يكفي النماذج من

 :نجد النماذج هذه بين من الصغرى،

        Double-logالمزدوجة اللوغاريتمية النماذج-2-1

 وتأخذ الصيغة التالية:

 
 

 :حيث

𝑒 2.71828: يمثل أساس اللوغاريتم الطبيعي ويساوي 

𝑒𝛼.ثابت موجب : 

 نجد: 01بأخذ اللوغاريتم الطبيعي لكلا الطرفين في المعادلة 

𝑙𝑛𝑌 = 𝑙𝑛𝑒𝛼 + 𝑙𝑛𝑋𝛽 + 𝑙𝑛𝑒𝑈𝑖  
𝑙𝑛𝑌 = 𝛼 + 𝛽𝑙𝑛𝑋 + 𝑈𝑖  

 

𝑙𝑛𝑌وبوضع  = 𝑌∗    و𝑙𝑛𝑋 = 𝑋∗ 

𝑌∗ = 𝛼 + 𝛽𝑋∗ + 𝑈𝑖 … … (02) 
 

 .OLSوالتي يمكن حلها بسهولة حسب طريقة  ∗𝑌و ∗𝑋العلاقة الخطية بين (02تمثل المعادلة )

 والتي وعوامله، الإنتاج بين تربط التي Cobb-Douglas دوغلاس كوب دالة عن مثالا نأخذويمكن أن 

 :التالية بالعلاقة تعطى

𝑄𝑡 = 𝛽0𝐿𝑡
𝛽1𝐾𝑡

𝛽2𝑈𝑡 … … . (03) 
 

 :حيث

 𝑄𝑡 :الفترة عند الإنتاج يمثل𝑡 ؛ 

𝐾  :؛المال رأس متغيرة 

: 𝐿 العمل متغيرة. 

 :التالية الصيغة على( تصبح الدالة 03وبإدخال اللوغاريتم الطبيعي على طرفي المعادلة )

𝑌 = 𝑒𝛼𝑋𝛽𝑒𝑈𝑖 … … (01) 
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𝑙𝑛𝑄𝑡 = 𝐴 + 𝛽1𝑙𝑛𝐿𝑡 + 𝛽2𝑙𝑛𝐾𝑡 + 𝑙𝑛𝑈𝑡 … … (04) 

  :حيث

𝑙𝑛  :؛الطبيعي اللوغاريتم يمثل 

𝐴 = 𝑙𝑛𝛽0 
 .المتغيرات في خطية غير أنها من الرغم على خطية معادلة أي المعلمات في خطية المعادلة هذهوتعتبر 

 أو Double log المزدوج اللوغاريتمي أو log-log - اللوغاريتمي بالنموذج هذه المعادلة تعرفو 

 كل لأن ، Constant elasticity model ثابتة مرونة ذو بنموذج أو ، linear-log الخطي اللوغاريتمي

 .لوغاريتمي شكل في المستقلة والمتغيرات التابع المتغير من

 فالمتغيرة .مرونات أنها على تفسيرها يمكن الانحدار معاملات أن النماذج، لهذه الأساسية الخاصيةوتكمن 

𝛽1ثابتة الأخرى  جميع على الإبقاء مع العمل، بمدخلات يتعلق فيما للإنتاج الجزئية المرونة تمثل مثلا 

 يتعلق فيما للإنتاج الجزئية المرونة تمثل التي 𝛽2للمتغيرة بالنسبة التفسير نفس ،) المال رأس متغيرة(

 .)العمل متغيرة (ثابتة الأخرى  جميع على الإبقاء مع المال، رأس بمدخلات

 بنموذج أيضا يعرف النموذج هذا فإن المشاهدات سلسلة طول  على ثابتة تكون  المرونات هذه أن بما

 الثابتة المرونة

𝛽1) الجزئية الميل معاملات مجموع أن هي Cobb-Douglas لدالة أخرى  خاصية + 𝛽2)يعطي 

 :كان فإذا المدخلات في النسبي للتغير المخرجات استجابة أي الحجم إلى العوائد حول  معلومات

*𝛽1 + 𝛽2 =  الإنتاج زيادة إلى سيؤدي معينة بقيمة خلاتدالم زيادة أي ثابتة، الحجم عوائد معناه1

 .القيمة بنفس

*𝛽1 + 𝛽2 <  في أقل زيادة إلى سيؤدي معينة بقيمة خلاتدالم زيادة أي متناقصة، الحجم عوائد معناه1

 .الإنتاج

*𝛽1 + 𝛽2 >  في أكثر زيادة إلى سيؤدي معينة بقيمة خلاتدالم زيادة أي متزايدة، الحجم عوائد معناه1

 .الإنتاج

 في الدولارات بآلاف بيانات نقدم ،Cobb-Douglasالإنتاج دالة تقدير طريقة لتوضيح: (01مثال رقم )

 :ـمؤسسة 20 حول  L والعمالة K المال رأس ،Qالإنتاج عن التالي الجدول 
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 𝑄 𝐿 𝐾 المؤسسة

1 107 24 9 

2 82.08 15 10 

3 73.8 39 5 

4 58.34 98 3 

5 67.79 12 7 

6 99.23 44 7 

7 83.68 94 4 

8 100.77 50 7 

9 111 37 9 

10 119.93 44 9 

11 96.05 62 5 

12 113.83 32 9 

13 65.54 58 4 

14 138.22 98 7 

15 87.17 94 5 

16 57.25 73 3 

17 82.1 62 4 

18  66.23 98 4 

19 150.56 90 10 

20 66.43 26 4 

 

 :المطلوب

 تقدير دالة كوب دو غلاس مع شرح عوائد الإنتاج.-

 :الحل

𝑄𝑡حتى يتم تقدير دالة كوب دوغلاس بصيغتها  = 𝛽0𝐿𝑡
𝛽1𝐾𝑡

𝛽2𝑈𝑡 بطريقة المربعات الصغرى العادية

 لابد من تحويلها إلى الشكل الخطي كما يلي:

𝑙𝑛𝑄𝑡 = 𝐴 + 𝛽1𝑙𝑛𝐿𝑡 + 𝛽2𝑙𝑛𝐾𝑡 + 𝑙𝑛𝑈𝑡  
 

 حيث:

𝑙𝑛  :الطبيعي   ،      اللوغاريتم يمثل𝐴 = 𝑙𝑛𝛽0 

 كما يلي: ونتائج التقدير كانت
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Dependent Variable: LNQ   

Method: Least Squares   

Date: 04/29/25   Time: 09:32   

Sample: 1 20    

Included observations: 20   

     
     Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   

     
     

C 2.165836 0.244426 8.860912 0.0000 

LNK 0.741353 0.065989 11.23443 0.0000 

LNL 0.259297 0.042406 6.114585 0.0000 

     
     R-squared 0.881763     Mean dependent var 4.476813 

Adjusted R-squared 0.867853     S.D. dependent var 0.280854 

S.E. of regression 0.102096     Akaike info criterion -1.588325 

Sum squared resid 0.177201     Schwarz criterion -1.438966 

Log likelihood 18.88325     Hannan-Quinn criter. -1.559169 

F-statistic 63.38968     Durbin-Watson stat 2.369219 

Prob (F-statistic) 0.000000    
     
     

 

 تفسير النتائج:

 نلاحظ من خلال نتائج التقدير الموضحة في الجدول:

𝑡لها معنوية إحصائية ويتبين ذلك من خلال الإحصائية رأن جميع معاملات الانحدا ≥ والقيمة  2

𝑝𝑟𝑜𝑏الاحتمالية  = 0 

𝐹كما يظهر أن النموذج معنوي كليا من خلال الإحصائية  =  باحتمال  63.38968
 𝑝𝑟𝑜𝑏(𝐹 − 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐) = 0 

𝑅̅2كذلك قيمة معامل التحديد المعدل  =  وهي مرتفعة وتعني أن للنموذج قوة تفسيرية عالية. 0.8678

 وعليه نكتب المعادلة التقديرية للدالة كما يلي:

𝑄̂𝑡 = 8.67𝐿𝑡
0.259𝐾𝑡

0.741 
 

𝛽0 = 𝑒2.16 = 8.67 

مما يعني أن زيادة مدخلات العمل  0.259يساوي  𝑙𝑛𝐿𝑡أن معاملنلاحظ من خلال المعادلة التقديرية 

 مع بقاء مدخلات رأس المال ثابتة. 25.9%يؤدي إلى ارتفاع الإنتاج بـــ  1%بنسبة 

 مع بقاء مدخلات العمل ثابتة.% 74.1يؤدي إلى ارتفاع الإنتاج بــ  1%أن زيادة مدخلات رأس المال بنسبة 

 أما بالنسبة لغلة الحجم )عائد إنتاج الحجم( فإن:

𝛽̂1 + 𝛽̂2 = 0.259 + 0.741 = 1 

 .%100بــ  الإنتاج زيادة إلى سيؤدي %100 بقيمة خلاتدالم زيادة أي ثابتة، الحجم عوائدأن  معناه

 النموذج شبه اللوغاريتمي:-2-2

 تكون كما يلي: 𝑋والمتغير المفسر𝑌ويمكن توضيحه بافتراض ان العلاقة بين المتغير التابع 

 

 
𝑌 = 𝑒(𝛼+𝛽𝑋+𝑈𝑖) … … (05) 
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𝑌 = 𝑒(𝛼+𝛽𝑋+𝑈𝑖) … … (05) 

 ( نجد:05وبأخذ اللوغاريتم الطبيعي لطرفي المعادلة )

𝑙𝑛𝑌 = 𝛼 + 𝛽𝑋 + 𝑈𝑖 

ومن هنا جاءت تسمية الدالة بالنصف  (𝑋)و  (𝑙𝑛𝑌) هذه المعادلة العلاقة الخطية بين وتمثل

 اللوغاريتمية.

𝑌∗ = 𝛼 + 𝛽𝑋 + 𝑈𝑖  

 .OLSوهي علاقة خطية بسيطة يمكن حلها بطريقة 

 مجالات استخدام النموذج شبه اللوغاريتمي:-2-2-1

 يستخدم النموذج شبه اللوغاريتمي في العديد من المجالات التطبيقية نذكر منها:

يستخدم في نظرية رأس المال البشري بهدف تحديد الكسب، حيث تضع النظرية أن لوغاريتم الكسب -1 

 للصيغة التالية:يكون له علاقة خطية بمستوى التعليم، وذلك وفقا 

lnL = B0 + B1E + Ui 
 حيث:

L :.الكسب 

E :.مستوى التعليم 

  يستخدم النموذج شبه اللوغاريتمي في تقدير العلاقة بين متغيرين عندما يكون التغير المطلق في المتغير-2

المستقل بمقدار معين مصحوب بتغير نسبي ثابت في المتغير التابع، مثال ذلك نمو الدخل أو الصادرات أو 

العمالة بمعدل ثابت عبر الزمن، وفي مثل هذه الحالات يمكن استخدام الزمن كمتغير مستقل، وأحد هذه 

 المتغيرات كمتغير تابع، ثم نقوم بتقدير معادلة الاتجاه العام.

عدل م ومة وصانعي السياسات، فهي نماذجماذج التي تحظى بأهمية كبيرة لدى الاقتصاديين والحكفهي الن 

 فائدةال ض النقود، السكان، معدلاتنمو المتغيرات الاقتصادية مثل الناتج المحلي الاجمالي الخام، عر 

 ...الخ. 

خلال الفترة ممتدة  GDPمن بين هذه النماذج نأخذ مثال لنموذج يقيس معدل نمو الناتج المحلي الاجمالي 

 فتكون صيغته كما يلي: 2023إلى  1990من 

𝐺𝐷𝑃𝑡 = 𝐺𝐷𝑃1990(1 + 𝑟)𝑡𝑈𝑡  

 :حيث

r :.يمثل معدل النمو 

 طرفي المعادلة نجد: اللوغاريتم الطبيعي على وبإدخال

𝑙𝑛𝐺𝐷𝑃𝑡 = 𝑙𝑛𝐺𝐷𝑃1690 + 𝑡𝑙𝑛(1 + 𝑟) + 𝑙𝑛𝑈𝑡  

 وبتبسيطها نكتب:

𝑙𝑛𝐺𝐷𝑃𝑡 = 𝐵0 + 𝐵1𝑡 + 𝑈𝑡 . . . . . (06) 

 .المتغير المستقل tعبارة عن نموذج انحدار خطي يمثل الزمن (06)رقم والمعادلة

 لمستقل:ايقيس التناسب الثابت أو التغير النسبي في المتغير التابع عند تغير في المتغير  𝐵1المعامل  
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𝐵1 =
GDPالتغير النسبي في المتغير 

𝑡التغير المطلق في المتغير 
 

، والتي تعرف أيضا باسم شبه المرونة للمتغير التابع فيما يتعلق بالم100في  𝐵1نسبة النمو تحسب بضرب

 تغير المستقل.

إلى  1990باستخدام بيانات الناتج الإجمالي الخام في الجزائر خلال الفترة الممتدة من سنة  (:02مثال رقم)

 (، وكانت نتائج التقدير كما يلي:06، نقدر النموذج المبين في المعادلة )2023غاية 
 

Dependent Variable: LNPIB   

Method: Least Squares   

Date: 05/01/25   Time: 10:14   

Sample: 1990 2023   

Included observations: 34   
     
     Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   
     
     C 7.007393 0.081936 85.52237 0.0000 

@TREND 0.110027 0.004268 25.77758 0.0000 
     
     R-squared 0.954055     Mean dependent var 8.822843 

Adjusted R-squared 0.952619     S.D. dependent var 1.121751 

S.E. of regression 0.244173     Akaike info criterion 0.075144 

Sum squared resid 1.907856     Schwarz criterion 0.164930 

Log likelihood 0.722555     Hannan-Quinn criter. 0.105763 

F-statistic 664.4837     Durbin-Watson stat 0.200745 

Prob(F-statistic) 0.000000    
     
     

 

في الجزائر بمعد PIBنلاحظ من خلال النتائج الموضحة في الجدول أن ارتفاع الناتج المحلي الإجمالي الخام 

 مرتفعة جدا.  𝑡سنويا، وهو معنوي جدا لأن الإحصائية  11%ل 

 يوه 1104.765سوف نجد  7.007393إذا أخذنا اللوغاريتم العكس ي للقيمة  𝐵0أما بالنسبة للثابت

 .1990في سنة  PIB الأولى لـــالقيمة  

ولحساب معدل النمو على مدى فترة زمنية معينة )معدل نقطي(، معدل النمو عند كل  𝐵1ويعطي المعامل

 نجد: rفترة من الزمن والذي رمزنا له في المعادلة بــ 

𝐵̂1 = ln(1 + 𝑟) ⟹ 𝑟 = 𝑒𝐵̂1 − 1 = 1.1163 − 1 = 0.1163 ≈ 11.63% 

 : المعكوسةالنماذج -2-3

وهي النماذج التي تكون فيها العلاقة بين المتغير التابع والمتغير المستقل علاقة معكوسة، وهي نماذج خطية 

 .(Philips) ، يستعمل هذا النوع من النماذج لتقدير دوال فيليبس𝑋المعلمات وغير خطية فيفي 

 الصيغة الرياضية لهذه النماذج في:وتتمثل 

 

 

 

𝑌𝑡 = 𝐵1 + 𝐵2 (
1

𝑋𝑡
) + 𝑈𝑡 … … (07 
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𝐵2إلى مالا نهاية فإن الحد 𝑋أنه عندما تؤول قيم المتغير من خلال هذه المعادلة نلاحظ (
1

𝑋𝑡
يقترب من  (

 .𝐵1يقترب من القيمة 𝑌الصفر، وبالتالي

 فيكتب بالصيغة التالية:( 07) أما ميل المعادلة
𝑑𝑌𝑡

𝑑𝑋𝑡
= −𝐵2(

1

𝑋𝑡
2) 

 موجبا فإن الميل يكون سالبا؛ 𝐵2إذا كان -

 سالبا يكون الميل موجبا. 𝐵2وإذا كان -

 لدولة ما: 𝑌البطالة ومعدلات 𝑋لتكن البيانات التالية الخاصة بمعدلات التضخم(: 03مثال رقم )

 معدل البطالة معدل التضخم السنوات 

1992 10 35 

1993 20 30 

1994 03 20 

1995 07 12 

1996 12 07 

1997 20 04 

1998 24 03 

1999 26 02 

2000 28 02 

2001 30 02 

 :المطلوب

 تقدير نموذج فليبس لعلاقة معدل التضخم بمعدل البطالة.

 الحل:

 الانتشاري لبيانات الجدول نجد:عند رسم شكل 
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 ومن الشكل يبدو أن العلاقة تكون كما يلي:

𝑌𝑡 = 𝐵1 + 𝐵2 (
1

𝑋𝑡
) + 𝑈𝑡  

 ونتائج التقدير موضحة في الجدول التالي:
 

Dependent Variable: Y   

Method: Least Squares   

Date: 05/02/25   Time: 17:43   

Sample: 1992 2001   

Included observations: 10   
     
     Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   
     
     C 26.29998 3.277007 8.025609 0.0000 

XT -0.954247 0.174097 -5.481115 0.0006 
     
     R-squared 0.789710     Mean dependent var 11.70000 

Adjusted R-squared 0.763423     S.D. dependent var 12.41012 

S.E. of regression 6.036178     Akaike info criterion 6.610276 

Sum squared resid 291.4836     Schwarz criterion 6.670793 

Log likelihood -31.05138     Hannan-Quinn criter. 6.543889 

F-statistic 30.04262     Durbin-Watson stat 0.525803 

Prob (F-statistic) 0.000587    
     
     

 

𝑋𝑡حيث   =
1

𝑥
 

 ومنه معادلة التقدير هي كما يلي:

𝑌̂𝑖 = 26.29 − 0.95𝑋𝑡𝑖   ومنه𝑌𝑖 = 26.29 − 0.95
1

𝑥𝑖
+ 𝑈𝑖 

هو الحد الأدنى للبطالة الذي لا ينخفض دونه مهما  26.29%الانحدار المحسوبة يتبين لنا أن ومن معادلة 

  .ارتفع معدل التضخم

 : المعكوسشبه اللوغاريتم  النموذج-2-4

 يمكن صياغة النموذج شبه اللوغاريتم المعكوس كما يلي:

𝑌 = 𝑒𝛼 [𝑒−
1
𝑋

𝛽] . 𝑒𝑈𝑖 … … . (08) 

 

 :نجد( 08) طرفي المعادلة لىبإدخال اللوغاريتم الطبيعي ع

𝑙𝑛𝑌 = 𝛼 − 𝛽𝑙𝑛𝑋−1 + 𝑈𝑖 

𝑌∗ = 𝛼 + 𝛽𝑙𝑛𝑋∗ + 𝑈𝑖 
 حيث:

𝑋−1 = 𝑋∗ 

 .OLSومنه نحصل على علاقة خطية بسيطة يمكن حلها بواسطة طريقة 
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 النموذج الأس ي:-2-5

 يمكن صياغته كما يلي:

 

 

 ( نجد:09بإدخال اللوغاريتم الطبيعي إلى طرفي المعادلة )

𝑙𝑛𝑌 = 𝑙𝑛𝛼 + 𝛽𝑋 + 𝑈𝑖  
𝑌∗ = 𝛼∗ + 𝛽𝑋 + 𝑈𝑖  

 .OLSوهي علاقة خطية بسيطة يمكن حلها بواسطة طريقة 
 

 نماذج الانحدار كثيرات الحدود:-2-6

 على الشكل التالي: 2يكتب نموذج كثير الحدود من الدرجة 

 

 

وهي معادلة ، 𝑡في متغير الزمن 2يسمى بدالة كثير الحدود من الدرجة هي دالة تربيعية أو ما ( 10المعادلة )

علاقة دالية ولها درجة ارتباط مرتفعة، حيث لا يؤدي الأمر إلى ذات 𝑡2 و 𝑡أما المتغيراتخطية في المعلمات. 

 هي دالة غير خطية في الزمن. 𝑡2خلق مشكلة ارتباط بين المتغيرات المستقلة لأن 

 يعطى بالطريقة التالية: 𝑌(، فإن معدل التغير في10المعادلة )ومن خلال 

𝑑𝑌𝑡

𝑑𝑡
= 𝐵1 + 2𝐵2𝑡 

 على الزمن الذي يتم فيه قياس معدل التغير. 𝑌 يعتمد معدل التغير في

 متدة من الم باستخدام بيانات الخاصة بالناتج المحلي الإجمالي الخام للجزائر خلال الفترة (:04مثال رقم)

 وكانت نتائج التقدير كما يلي:( 10)تم تقدير النموذج المبين في المعادلة( 1990-2020)

 

 

 

 

 

 

 

𝑌 = 𝛼𝑒𝛽𝑋. 𝑒𝑈𝑖 … . . (09) 

𝑌𝑡 = 𝐵0 + 𝐵1𝑡 + 𝐵2𝑡2 + 𝑈𝑡 … . . (10) 
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Dependent Variable : PIB   

Method : Least Squares   

Date : 05/03/25   Time : 18:12   

Sample : 1990 2020   

Included observations : 31   
     
     Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   
     
     C 96.52989 471.3868 30.52890 0.8392 

@TREND 270.1401 72.73260 3.714154 0.0009 

@TREND*@TREND 16.04391 2.342802 6.848170 0.0000 
     
     R-squared 0.983407     Mean dependent var 9042.024 

Adjusted R-squared 0.982222     S.D. dependent var 6989.209 

S.E. of regression 931.9054     Akaike info criterion 16.60411 

Sum squared resid 24316537     Schwarz criterion 16.74288 

Log likelihood -254.3636     Hannan-Quinn criter. 16.64934 

F-statistic 829.7303     Durbin-Watson stat 0.585732 

Prob (F-statistic) 0.000000    
     
     

 تكتب المعادلة المقدرة كما يلي:

𝑃𝐼𝐵̂ = 96.52989 + 270.1401𝑡 + 16.04391𝑡2 

 𝑡يحسب باشتقاق المعادلة بالنسبة للزمن𝑃𝐼𝐵نلاحظ أن جميع المعاملات المقدرة معنوية، معدل تغير 

 أي:

 موجبان.𝐵2و  𝐵1لأن كلا منوهو موجب 

𝑑𝑌𝑡

𝑑𝑡
= 270.1401 + 2(16.04391)𝑡 = 270.1401 + 32.08782𝑡 

حسب هذه المعادلة، يعتمد معدل التغيير في الناتج المحلي الإجمالي الخام على الزمن الذي يتم فيه قياس 

 معدل التغيير.

، لذلك فإن 32.08782لقيمة إذا أخذنا المشتقة الثانية لهذه المعادلة بالنسبة للزمن، نتحصل على ا

معدل التغيير هذا يكون ثابتا عبر الزمن )القيمة الموجبة للمشتقة الثانية تدل على أن الناتج المحلي 

 .الإجمالي الخام يزيد بمعدل متزايد(

 ذو متغير اتجاه تربيعي: Log-linنموذج -2-7

 يكتب هذا النموذج بالصيغة التالية:

 

 

 بالصيغة التالية:𝑌يمكن حساب معدل المتغيرة 

𝑑𝑙𝑛𝑌𝑡

𝑑𝑡
= 𝐵1 + 2𝐵2 

𝑙𝑛𝑌𝑡 = 𝐵0 + 𝐵1𝑡 + 𝐵2𝑡2 + 𝑈𝑡 … … (11) 
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1

𝑌𝑡

𝑑𝑌𝑡

𝑑𝑡
= 𝐵1 + 2𝐵2𝑡 

 𝑌( يتم قياس معدل نمو في11( في أنه في هذه المعادلة )10ومنه يكمن الفرق بين هذه المعادلة والمعادلة )

 وليس معدل التغير.

 (:05مثال رقم)

 بنفس المثال السابق نقوم بتقدير المعادلة:ة بالاستعان

𝑙𝑛𝑃𝐼𝐵𝑡 = 𝐵0 + 𝐵1𝑡 + 𝐵2𝑡2 + 𝑈𝑡  

 ونتائج التقدير هي كما يلي:

 
 

Dependent Variable : LNPIB   

Method : Least Squares   

Date : 05/04/25   Time : 11:30   

Sample : 1990 2023   

Included observations : 34   
     
     Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   
     
     C 6.572183 0.053133 123.6922 0.0000 

@TREND 0.191629 0.007451 25.71726 0.0000 

@TREND*@TREND 0.002473 0.000218 -11.33083 0.0000 
     
     R-squared 0.991064     Mean dependent var 8.822843 

Adjusted R-squared 0.990487     S.D. dependent var 1.121751 

S.E. of regression 0.109407     Akaike info criterion -1.503385 

Sum squared resid 0.371067     Schwarz criterion -1.368706 

Log likelihood 28.55755     Hannan-Quinn criter. -1.457456 

F-statistic 1719.046     Durbin-Watson stat 0.805168 

Prob (F-statistic) 0.000000    
     
     

 

 حساب معدل نمو الناتج الداخلي الخام:

1

𝑃𝐼𝐵𝑡

𝑑𝑃𝐼𝐵𝑡

𝑑𝑡
= 𝐵1 + 2𝐵2𝑡 

1

𝑃𝐼𝐵𝑡

𝑑𝑃𝐼𝐵𝑡

𝑑𝑡
= 0.191 + 2(0.0024)𝑡 = 0.191 + 0.0048𝑡 

 لكل وحدة من الزمن. 0.0048يزيد معدل نمو الناتج الداخلي الخام بمعدل 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 النماذج المتباطئة زمنيا 
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 :تمهيد

يعبر التباطؤ الزمني أو ما يطلق عليه بالتخلف الزمني عن عنصر الزمن، والذي يجب أخذه بعين 

من أجل جعل نطاق التحليل أوسع وأقرب إلى الواقع، من الاعتبار في بناء النماذج الاقتصادية، وذلك 

خلال وجود فترة زمنية بين حركة المتغيرات التابعة التي تستجيب للمتغيرات المستقلة أو تأثير متغيرات 

مستقلة حدثت في زمن سابق على المتغير التابع في الزمن الحالي وتسمى هذه النماذج بالنماذج 

 .التي تعبر عن التأثير غير الفوري للمتغيرات المستقلة على المتغير التابع ، وهي النماذجالديناميكية

 زمنيا: المتباطئمفهوم النموذج -1

نيا، سواء زم متباطئةتغيرات المقيم  يكون فيهيعرف النموذج المتباطئ زمنيا بأنه النموذج الذي 

 تابعة.أو  مستقلةأكانت هذه المتغيرات 

 للنموذج المتباطئ زمنيا:الصياغة الرياضية -1-1

 وتتمثل الصيغة الرياضية للنموذج المتباطئ زمنيا كما يلي:

 

 

كمتغير مستقل واحد بالإضافة إلى متغيرات  𝑋𝑖و 𝑌𝑖حيث توضح الصيغة وجود علاقة بين المتغير التابع

 فترات زمنية سابقة.مستقلة خلال 

الذي يعطي متوسط التأثير للمتغير المستقل على المتغير التابع خلال الفترة  إلى التأثير المعلوم 𝐵0وتشير

 الزمنية نفسها؛

تشير إلى التأخر الزمني الذي يقيس متوسط تأثير المتغير المستقل خلال فترات زمنية سابقة  𝐵2و 𝐵1أما

 على المتغير التابع. 

أصل تسمية النماذج القياسية بنماذج المتباطئة زمنيا إلى كون تأثير المتغير المستقل فيها على المتغير  ويعود

من فترات الارتداد الزمني والتي قد تكن  𝑘التابع يتوزع عبر عدد من قيم المتغير المستقل المرتد زمنيا ولــ

 المختصر كما يلي: محدودة أو غير محدودة، ويمكن كتابة الصيغة السابقة وبالشكل

 

 

 

 

 ، المعلمات المراد تقديرها.a ،𝐵0 ،𝐵𝑖حيث: 

 أي أن: 𝑘تحتوي على عدد محدد من فترات من الارتداد الزمني من السنوات 𝐵𝑘وبافتراض أن

𝑌𝑖 = a + 𝐵0𝑋𝑖 + 𝐵1𝑋𝑖−1 + 𝐵2𝑋𝑖−2 + ⋯ + 𝐵𝑘𝑋𝑖−𝑘 + 𝑈𝑖 … … (01) 

 

𝑌𝑖 = a + 𝐵0𝑋𝑖 + ∑ 𝐵𝑖𝑋𝑖−𝑘 + 𝑈𝑖

𝑘

𝑖=1

… (02) 
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∑ 𝐵𝑖

𝑘

𝑖=0

< ∞ 

متوسط جميع أوزان  بأنه𝐴𝑣𝑟𝑎𝑔𝑒 𝑙𝑎𝑔ونعرف معدل الارتداد الزمني والذي نرمز له بالرمز 

على التوالي، ويمكن كتابته كما  𝐵الارتداد التي يحتويها النموذج بالارتباط مع الوزن النسبي لكل معلمات

 يلي:

 

 

 

هذا وتعد المتغيرات المتباطئة زمنيا متغيرات مستقلة مهمة جدا في معظم العلاقات الاقتصادية، 

وهذا لأن السلوك الاقتصادي لكل فترة محددة يتأثر إلى حد ما بنمط السلوك السائد في الفترة السابقة، 

ة من معرفة الفترة الزمني كما تعد نماذج التباطؤ الزمني من النماذج المهمة في اتخاذ القرارات، إذ تمكن

التي ستكون فيا الوحدات الاقتصادية قادرة على الاستجابة للقرارات التي تتخذ بشأن الإنتاج، المبيعات، 

   .خ.... ال

 (:01مثال رقم)

𝑋𝑖كمتغير تابع والدخل 𝑌𝑖بافتراض أن النموذج التالي هو نموذج يبين علاقة الانفاق الاستهلاكي كمتغير  

 مستقل واحد، وبعد التقدير كانت نتائج التقدير كما يلي: 

𝑌̂𝑖 = 65.08 + 0.4𝑋𝑖 + 0.36𝑋𝑖−1 + 0.1𝑋𝑖−2 
 ومنه فإن معدل التباطؤ الزمني )الارتداد الزمني( هو:

𝐴𝑣𝑟𝑎𝑔𝑒 𝑙𝑎𝑔 =
∑ 𝑖𝐵𝑖

𝑘
𝑖=0

∑ 𝐵𝑖
𝑘
𝑖=0

=
0(0.5) + 1(0.36) + 2(0.1)

2
= 0.28 

للاستهلاك في الأجل القصير( على الانفاق الاستهلاكي نتيجة زيادة فالأثر في الأجل القصير )الميل الحدي 

( وهذا يعني أن زيادة الدخل الشخص ي المتاح للإنفاق على الاستهلاك 0.4الدخل المتاح بدولار واحد هو )

 ( دولار.400بدولار واحد يترتب عليه الانفاق الاستهلاكي الشخص ي في السنة نفسها بمقدار )

 ، يساوي:الأجل )الميل الحدي للاستهلاك طويل الاجل( على الانفاق الاستهلاكيأما الأثر طويل 

∑ 𝐵𝑖

𝑘

𝑖=0

= 𝐵0 + 𝐵1 + 𝐵2 = 0.5 + 0.36 + 0.1 = 0.96 

ويعني ذلك أن زيادة الدخل الشخص ي المتاح للإنفاق بدولار واحد ينتج عنه زيادة في الانفاق الاستهلاكي 

 ( دولار.960الشخص ي بمقدار )

 

𝐴𝑣𝑟𝑎𝑔𝑒 𝑙𝑎𝑔 =
∑ 𝑖𝐵𝑖

𝑘
𝑖=0

∑ 𝐵𝑖
𝑘
𝑖=0

         (𝑖 = 0,1,2 … … 𝑘) … … … (03) 
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 التباطؤ الزمني:أسباب وجود -2

 توجد العديد من الأسباب لظهور التباطؤ الزمني في نماذج الاقتصاد القياس ي نذكر أهمها:

 الأسباب النفسية: وهي العادات والتقاليد الاستهلاكية؛-

الأسباب الفنية: التي تحدث خلال بعض التغيرات المتعلقة بالإنتاج، كالتغيرات في الأسعار والأجور، -

 رض المنتجات الزراعية يعتمد على متغيرات عديدة منها الأسعار في الفترات الزمنية السابقة.وكذلك فإن ع

السبب المؤسس ي والتشريعي الحكومي: والذي يؤدي إلى إحداث تباطؤ زمني، ومثال ذلك قد تحول -

تخاذ االتشريعات الحكومية المنتج من استخدام العمل إلى استخدام عنصر آخر، وبهذا فإنها تؤثر في 

 القرار.

ولهذه الأسباب فإن التباطؤ الزمني يمثل مركزا رئيسيا في الاقتصاد لأنه يؤثر في التحليل الاقتصادي سواء 

، في الأجل القصير أقل 𝑀𝑃𝐶مثلا: نقول أن الميل الحدي للاستهلاككان في الأجل القصير أو الأجل الطويل 

العوامل المؤثرة على الاستهلاك، وكذلك فإن مرونة الدخل  منه في الأجل الطويل بوجود الارتداد الزمني في

 في الأجل القصير تكون صغيرة في القيمة المطلقة مقارنة بمرونة الدخل في الأجل الطويل.

 طرق تقدير نماذج التباطؤ الزمني:-3

 استخدام طريقة الإضافة:-3-1

واستخدام طريقة المربعات الصغرى ويتم التقدير ثم 𝑋في هذ الطريقة يتم إضافة القيمة الأولى من 

ف إلى متباطئات لا تتصن نصل أالمتباطئة ويتم الاستمرار في إضافة المتباطئات إلى 𝑋إضافة قيمة 

 بالمعنوية أو تتغير إشارة من موجب إلى سالب أو من سالب إلى موجب.

 :التالية لتكن نتائج التقدير الموضحة في المعادلة(: 02مثال رقم)

𝑌𝒊 = 5.72 + 0.26𝑋𝑖  

𝑌𝑖 = 4.96 + 0.16𝑋𝑖 + 0.048𝑋𝑖−1 

𝑌𝑖 = 4.96 + 0.104𝑋𝑖 + 0.05𝑋𝑖−1 + 0.034𝑋𝑖−2 

𝑌𝑖 = 4.85 + 0.11𝑋𝑖 + 0.06𝑋𝑖−1 + 0.032𝑋𝑖−2 − 0.022𝑋𝑖−3 

 سالبة وهذا لا يمكن تفسيره اقتصاديا.𝑋𝑖−3نلاحظ أنه في المعادلة الأخيرة أصبحت إشارة معامل 

 التقديرات أعلاه نختار نموذج الانحدار الرابع أي أن قيمة المتباطئة غير مستقرة وبالسالب.من 

 هذه الطريقة لها عيوبها وهي:

 لا يوجد دليل نظري يعتمد عليه في اختيار عدد المتباطئات. -

 بزيادة عدد المتباطئات تقل درجة الحرية.-

في النموذج. ونعلم أن وجود الارتباط المتعدد  Xين قيم بزيادة عدد المتباطئات ترتفع قيمة الارتباط ب -

 يؤدي إلى تقدير غير دقيق. بارتفاع قيمة الانحراف المعياري.
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وهو اختبار البيانات لإيجاد  Data Miningتؤدي هذه الطريقة إلى ما يسمى بتعدين البيانات -

 قة.الفرضية اكبر من دراسة العلاالمتغيرات التي تعطي مستوى معنوية وتصبح أهمية نتيجة اختبار 

 Koychنموذج كويك-3-2

يعرف نموذج كويك بنموذج التخلف الهندس ي ويعد من النماذج الجيدة في تقدير المتغيرات 

ا قيم حيث تكون فيه المستقلة المتباطئة زمنيا، من خلال اعتماده على قيم الأوزان بمتتالية هندسية،

الأوزان تتناقص تدريجيا إلى ان تصبح المعلمات أصغر فأصغر مع مرور الزمن، ويكون ذلك حسب القانون 

 التالي:

 

0حيث أن:  < 𝜆 < 1 

شرط المتتالية الهندسية السابقة، إن  تمثل معامل التباطؤ، ويعرف بسرعة الاستجابة، ويوضح 𝜆 و

𝜆 مستمرة، إذ أن:تتناقص بصورة  𝐵𝑗المعلمات < فكلما بعد الزمن كلما قل تأثير المتغير المتباطئ زمنيا  1

ي الزمني ذو المتغيرات المستقلة من النموذج الأصلي الذ للتباطؤعلى المتغير التابع، ويشتق نموذج كويك 

 يحتوي على متغير تابع متباطئ زمنيا فقط وذلك وفق الصيغة الآتية:

 

 

 حيث أن:

𝑈𝑖 ∽ 𝑁(0, 𝜎𝑢
2) 

 تتناقص تدريجيا بشكل متتالية هندسية أي أن:𝐵𝑗وأن 

𝐵1 = λ𝐵0 

𝐵2 = λ2𝐵0 

⋮  ⋮    ⋮    ⋮ 

𝐵𝑖 = λ𝑖𝐵0 

 ( نجد:05وبالتعويض في المعادلة )

𝑌𝑖 = a + 𝐵0𝑋𝑖 + λ𝐵0𝑋𝑖−1 + λ2𝐵0𝑋𝑖−2 + ⋯ + 𝑈𝑖 … … (06) 
 النموذج مرتد لفترة زمنية واحدة فإن:وبجعل 

𝑌𝑖−1 = a + 𝐵0𝑋𝑖−1 + λ𝐵0𝑋𝑖−2 + λ2𝐵0𝑋𝑖−3 + ⋯ + 𝑈𝑖−1 … … (07) 
 نحصل على:λوبضرب طرفي المعادلة في 

𝜆𝑌𝑖−1 = λa + 𝜆𝐵0𝑋𝑖−1 + λ2𝐵0𝑋𝑖−2 + λ3𝐵0𝑋𝑖−3 + ⋯ + 𝜆𝑈𝑖−1 … … (08) 

 ( نجد:06( من المعادلة )08وبطرح المعادلة )

𝐵𝑗 = 𝐵0𝜆𝑗             (𝑗 = 0, 1, 2, … . ) … … … (04) 
 

𝑌𝑖 = a + 𝐵0𝑋𝑖 + 𝐵1𝑋𝑖−1 + 𝐵2𝑋𝑖−2 + ⋯ + 𝐵𝑘𝑋𝑖−𝑘 + 𝑈𝑖 … … . (05) 
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𝑌𝑖 − 𝜆𝑌𝑖−1 = a − λa + 𝐵0𝑋𝑖 + 𝑈𝑖 − 𝜆𝑈𝑖−1 … … (09) 
 وبعد ترتيب المعادلة تصبح كما يلي:

𝑌𝑖 − 𝜆𝑌𝑖−1 = a(1 − λ) + 𝐵0𝑋𝑖 + 𝑈𝑖 − 𝜆𝑈𝑖−1  

𝑌𝑖 = a(1 − λ) + 𝐵0𝑋𝑖 + 𝜆𝑌𝑖−1 + 𝑉𝑖 … … . (10) 

𝑉𝑖حيث أن  = 𝑈𝑖 − 𝜆𝑈𝑖−1.وهو حد الخطأ الجديد 

 كما يلي:بالصورة المختصرة بعد حذف الحد الثابت  Koych كويككما يمكن كتابة نموذج 

𝑌𝑖 = 𝐵0𝑋𝑖 + 𝜆𝑌𝑖−1 + 𝑉𝑖  
في نقل النموذج الأصلي والذي يحتوي على عدد لا وتسمى هذه الصيغة بتحويلة كويك، والتي تستخدم 

، كما 𝑌𝑖−1و𝑋𝑖نهائي من المتغيرات المرتدة زمنيا، إلى نموذج يحتوي على متغيرين مستقلين فقط هما 

ا من العدد اللانهائي في النوذج الأصلي إلى ثلاث معلمات فقط في تناقصت عدد المعلمات التي يراد تقديره

 .a  ،𝐵0  ،𝜆   نموذج كويك المحول هي:

 .â ،𝐵̂0  ،𝜆̂ وبتطبيق طريقة المربعات الصغرى يمكن تقدير معادلة كويك للحصول على المقدرات

 بتطبيق القانون:𝐵𝑗ثم نجري استعادة تقديرات المعلمات الأصلية 

𝐵𝑗 = 𝐵0𝜆𝑗              (𝑗 = 0, 1, 2, … . ∞) … … … (11) 

 فعلى سبيل المثال:

𝐴𝑡 𝑗 = 0 

𝐵̂0 = 𝐵̂0𝜆̂0 

                                                    𝜆̂0 = 1       ،                𝐵̂0 = 𝐵̂0 

𝐴𝑡 𝑗 = 1 

𝐵̂1 = 𝐵̂0𝜆̂1 

𝐵̂1 = 𝐵̂0 

𝐴𝑡 𝑗 = 0 

𝐵̂2 = 𝐵̂0𝜆̂2 

⋮    ⋮      ⋮  

𝐵̂∞ = 𝐵̂0𝜆̂∞ 

 كما يلي:) 10 (لتكن المعادلة(: 03مثال رقم )

𝑌𝒊 = 64 + 0.3𝑋𝑖 − 0.6𝑋𝑖−1 … … (12) 

𝐵ومنه = λو 0.3 =  ، أي أن:0.6
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𝑎̂ =
𝑎

(1 − 𝜆̂)
=

64

1 − 0.6
= 160 

 ( نجد:05وعند تعويض هذه المعاملات في المعادلة )

𝑌̂𝑖 = 160 + 0.3𝑋𝑖 + 0.18𝑋𝑖−1 + 0.108𝑋𝑖−2 … … … (13) 

 النتائج التالية:بالاعتماد على العرض السابق للنموذج يمكن استخراج 

 نحداراأننا انطلقنا من نموذج بمتغيرات متباطئة زمنيا موزعة بصورة لا نهائية، إلا أنه تحول إلى نموذج -

 .𝑌𝑖−1و 𝑋𝑖على𝑌𝑖ذاتي لــ 

أن المتغير التابع المتباطئ زمنيا يظهر ضمن المتغيرات المستقلة مما يخرق الفرض اللازم للحصول على -

 المربعات الصغرى القائمة على ثبات قيم المتغيرات المستقلة في المعاينات المتكررة.مقدرات طريقة 

بينما حد الخطأ الخاص بنموذج كويك المحول 𝑈𝑖أن حد الخطأ العشوائي الخاص بالنموذج الأصلي هو-

تحتفظ بتلك لا  𝑉𝑖الأصلية لا تترابط ذاتيا سب فروض طريقة المربعات الصغرى فإن 𝑈𝑖، فإذا كانت𝑉𝑖هو

 الخاصية.

تنتهك فروض طريقة المربعات الصغرى عن قيمها السابقة  𝑉𝑖وعدم استقلال𝑌𝑖−1ونتيجة لعشوائية-

 العادية مما يقود إلى مقدرات متحيزة وغير متسقة لنموذج كويك المتخلف زمنيا.

 : Caganنموذج التوقع المكيف لـ -3-3

  𝑌𝑖الزمني بشكل فعلي متطابق مع نموذج كويك، إلا أن المتغير التابعيعتمد هذا النموذج على بقاء التباطؤ 

. لذلك يستخدم 𝑋وليست على القيمة الحقيقية لـ∗𝑋يعتمد على القيم المتوقعة أو الدائمة للمتغير 

للتوقع المكيف في النموذج ذاتي الانحدار والذي يكون المتغير المستقل فيه له قيم  Caganنموذج 

 مثلى، ويمكن كتابة هذا النموذج بالصيغة التالية:متوقعة 

 

 

 حيث أن:

𝑌𝑖تمثل الكمية المطلوبة من سلعة ما؛ : 

𝑋𝑖
 يمثل السعر المتوقع للسلعة؛: ∗

𝑖يمثل الزمن؛ : 

𝑈.يمثل المتغير العشوائي : 

الاقتصادية، أنه يمثل الدخل الدائم في نظرية فريدمان في النظرية  ∗𝑋إن التفسير الأكثر شيوعا لــ

مجهولة أي لا تتوفر عنها بيانات، لذلك نحتاج إلى 𝑋للاستهلاك وكذلك في دالة الطلب على النقود، وبما أن

𝑌𝑖 = 𝑎 + 𝐵𝑋𝑖
∗ + 𝑈𝑖 … … … . (14) 
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( لابد وأن ترتبط ببعض الافتراضات عند تكوينها، والفرضية 14تحديدها، وبالتالي فإن المعادلة )كيفية 

 كما يلي:، ∗𝑋ي التوقعات المكيفة التي تأخذ خطة دقيقة لتحديد قيمةالعامة لها ه

𝑋𝑖
∗ − 𝑋𝑖−1

∗ = 𝜇(𝑋𝑖
∗ − 𝑋𝑖−1

∗ ) … … … (15) 

0حيث أن:  ≤ μ ≤ 1 

عندما يتوقعون ارتفاع الأسعار في المستقبل، وعلى افتراض  لذلك فإن الأفراد سيقومون برفع مشترياتهم

أن الأسعار المتوقعة هي عبارة عن متوسط للأسعار المرجحة في الفترة الحالية والأسعار في الفترة الزمنية 

 السابقة أي أن:

𝑋𝑖
∗ = 𝜇𝑋𝑖 + (1 − 𝜇)𝑋𝑖−1

∗ … … … (16) 
 الحالة لابد من تحديد ما يلي:تقع بين الصفر والواحد الصحيح، وفي هذه  𝜇وإن القيمة

𝝁عندما تكون - = 𝟏: 

، بمعامل التوقع المكيف 𝜇وهذا يعني أن الأسعار المتوقعة تكون دائما مساوية للأسعار الحقيقية، وتعرف

( 16( و)15وتعرف هذه الفرضية أيضا بفرضية التوقع المتطور، أو فرضية تعلم الخطأ، إذ أن المعادلتين )

 فرضية التوقعات المكيفة.تعرف على أنها 

يفوق الدخل المتوقع في الفترة السابقة (𝑋𝑖)( تشير إل أن الدخل الحقيقي في الفترة 15فالمعادلة )

(𝑋𝑖−1
∗  𝑖، لذلك فإن فكرة توقع الدخل قد تعدل إلى الأعلى، ومن ثم فإن الدخل المتوقع في الفترة (

(𝑋𝑖) يفوق الدخل المتوقع في الفترة السابقة(𝑋𝑖−1
∗ ، وأن تحديد التعديل يعتمد على حجم معامل (

 .𝜇التوقع المكيف

𝜇وأنه عند = 𝑋𝑖يكون التعديل قد تم بسبب أن 1
∗ = 𝑋𝑖  ولذلك يتطابق الدخل الحقيقي مع الدخل

 المتوقع.

𝝁 عندما تكون - = 𝟎: 

ر ويكون غير متأثفي هذه الحالة لا يحدث تعديل على الاطلاق، وأن الدخل المتوقع يبقى بدون تغيير 

 بالدخل الحقيقي مهما كان حجمها، وبشكل عام يمكن تحديد ما يأتي:

أكبر كلما كان امتداد التعديل أكبر ويمكن ملاحظة ذلك، أنه عند التعويض في المعادلة  𝜇كلما كانت قيمة

𝑋𝑖−1)( لــ 16)
∗ 𝑋𝑖−2)و (

∗ )....... (𝑋𝑖−𝑛
∗  يترتب عليه ما يأتي:(

𝑋𝑖
∗ = μ𝑋𝑖 + (1 − 𝜇)𝜇𝑋𝑖−1 + (1 − 𝜇)2𝑋𝑖−2

∗  

𝑋𝑖
∗ = μ𝑋𝑖 + (1 − 𝜇)𝜇𝑋𝑖−1 + (1 − 𝜇)2𝑋𝑖−2

∗ + (1 − 𝜇)3𝑋𝑖−3
∗  

𝑋𝑖
∗ = μ𝑋𝑖 + (1 − 𝜇)𝜇𝑋𝑖−1 + (1 − 𝜇)2𝑋𝑖−2

∗ + (1 − 𝜇)3𝑋𝑖−3
∗ + (1 − 𝜇)4𝑋𝑖−4

∗ … (17) 
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وقد تم انحدار (𝑋𝑖)فإن معظم الأوزان قد أعطيت إلى الدخل الجاري وهكذا لتحديد الدخل المتوقع 

( 17وبتعويض المعادلة )(𝑋𝑖−3) ،(𝑋𝑖−2) ،(𝑋𝑖−1)اجح إلى المستويات السابقة للدخلبشكل نالأوزان 

 ( نحصل على:14في المعادلة )

𝑌𝑖 = 𝑎 + 𝐵𝜇[𝑋𝑖 + (1 − 𝜇)3𝑋𝑖−1
∗ + (1 − 𝜇)2𝑋𝑖−2

∗ + ⋯ ] … … (18) 

 ( لنموذج الارتداد الزمني الكويك وإن:05( تتطابق مع المعادلة )18حيث أن المعادلة )

                       𝑏 = (1 − 𝜇)  ،    𝐵𝜇 = 𝑏 

 أولا وبضرب طرفي المعادلة في( 18) كما في المعادلة واحدة،بارتداد زمني لفترة  Caganوباستخدام تحويل 

(1 − 𝜇) ( نجد ما يلي:18)ثانيا، ثم بطرح النتيجة من المعادلة 

𝑌𝑖 = 𝑎𝜇 + 𝐵𝜇𝑋𝑖 + (1 − 𝜇)𝑌𝑖−1 + 𝑈𝑖 − (1 − 𝜇)𝑈𝑖−1 … … (19) 

 ( سوف نقترح ما يأتي:12)ومما سبق إذا توقعنا افتراض التوقعات المكيفة، فإنه لتعديل معادلة التقدير 

1 − 𝜇̂ = 𝜇̂لأن 0.6 =  وأن: 0.4

𝐵̂ =
0.3

𝜇̂
=

0.3

0.4
= 16 

 كما يأتي: (14وهكذا يمكن تقدير العلاقات السلوكية للمعادلة )

𝑌̂𝑖 = 𝑎̂ + 𝐵̂𝑋𝑖
∗ + 𝑒𝑖  

𝑌̂𝑖 = 160 + 0.75𝑋𝑖
∗ … … . (19) 

، هذه القيمة يمكن استخدامها 0.4( هو 15التعديل المكيف في معادلة التوقعات المعدلة )وأن معامل 

 لأي اختلاف بين الدخل الحقيقي والدخل المتوقع. %40بأنها تمثل 

والسعر الحقيقي لتلك (𝑌): لتكن البيانات التالية الخاصة بالكمية المطلوبة من سلعة ما (04مثال رقم)

 في الجدول التالي:والموضحة (𝑋)السلعة 

𝑖 𝑋 𝑌 

1 125 30.6 

2 140 31.6 

3 130 31.3 

4 155 33.3 

5 145 33.5 

6 163 33.2 

7 170 36.7 

8 182 38.6 

9 173 39.0 

10 192 40.8 

11 203 42.7 

12 178 41.9 

13 163 40.2 
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14 182 40.7 

15 175 40.4 

 .𝑋إيجاد السعر المتوقع للسلعة( وكيف يمكن 14): تقدير المعادلة المطلوب

 الحل:

𝑋𝑖( من البيانات في الجدول أعلاه، لأن قيمة14يمكن تقدير المعادلة ) -
ليست معلومة، لذلك لابد من  ∗

 إيجادها أولا ثم تقدير النموذج:

𝑋𝑖إيجاد السعر المتوقع -
 من خلال الخطوات الآتية: ∗

( 14المربعات الصغرى وتطبيقها على المعادلة )تقدير معادلة الانحدار الخطي باستخدام طريقة  -أ

 نحصل على:

𝑌̂𝑖 = 1.95825 + 0.0805855𝑋𝑖 + 0.598679𝑌𝑖−1 
(1 − 𝜇̂) = 0.598679 

𝜇̂ومنه  = 0.401321 

 𝑎̂𝜇̂ = 𝑎̂أي أن  1.95825 =
1.95825

𝜇̂
= 4.87951 

𝐵̂𝜇̂كذلك  = 𝐵̂وعليه 0.0805855 =
0.0805855

𝜇̂
=

0.0805855

0.401321
= 0.20080 

𝑋𝑖يمكن إيجاد قيمة (14وباستخدام المعادلة )
 كما يأتي: ∗

𝑌𝑖 = 𝑎 + 𝐵𝑋𝑖
∗ + 𝑈𝑖 

𝑌̂𝑖 = 𝑎̂ + 𝐵̂𝑋𝑖
∗ … … (20) 

𝐵̂𝑋𝑖كذلك 
∗ = 𝑌𝑖 − 𝑎̂ 

 :نحصل على  𝐵̂وبقسمة طرفي المعادلة على 

𝑋𝑖
∗ =

𝑌𝑖 − 𝑎̂

𝐵̂
 

 الواردة في الجدول نحصل على:𝑌𝑖وبتعويض نحصل على بقية قيم 

𝑋1
∗ =

30.6 − 4.87951

0.2008
= 128.1 

𝑋2
∗ =

31.6 − 4.87951

0.2008
= 133.1 

𝑋3
∗ =

31.3 − 4.87951

0.2008
= 131.6 

𝑋𝑖وهكذا نحصل على بقية قيم
 من الجدول السابق. ∗
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 :Nerlov’sنموذج التعديل الجزئي لــ نيرلوف -3-4

ويعتمد  𝑌والذي يرمز له بالرمز𝑡التابع في المدة  𝑌يفترض نيرلوف أن هناك مستوى مرغوب به من المتغير

𝑋𝑡على القيمة في نموذجه للاستثمار على وجود مستوى معين مرغوب من رأس المال الكافي ، وقد افترض  

 لإنجاز العملية الإنتاجية بكل إمكانياتها التصميمية وعليه فإن صيغته الرياضية أخذت الشكل التالي:

 

 

 حيث أن:

𝑌𝑡
 المال.: تمثل الرصيد الأمثل أو المخطط لرأس ∗

𝑋𝑡.يمثل الناتج : 

𝑈𝑡.يمثل المتغير العشوائي : 

𝑡.الفترة الزمنية : 

تعديل الرصيد فإن التغير في مخزون رأس  جبنموذوبموجب نموذج التعديل الجزئي لنيرلوف أو ما يسمى 

𝑌𝑡)المال، إلى المستوى الأمثل
يمثل في حقيقته التغير المتحقق في مخزون رأس المال في كل فترة، لذلك من  (∗

𝑌𝑡)و𝑌𝑡الطبيعي أن 
لا يحصل (𝑋)الحقيقية إلى التغير في (𝑌)ليست نفسها بمعنى آخر فإن تعديل  (∗

نشأة لمبشكل فوري بل ربما يكون حصيلة التقدم التكنولوجي والقرارات الإدارية والمالية التي تقدم عليها ا

 و الدولة في مجال الاستثمار، وعليه فإن معادلة التعديل تأخذ الصيغة الرياضية الآتية:أ

𝑌𝑡 − 𝑌𝑡−1 = 𝜆(𝑌𝑡
∗ − 𝑌𝑡−1) + 𝑉𝑡 … … (22) 

0 < λ < 1 

λ تمثل معامل التعديل وتقيس مدى اقتراب أو ابتعاد :𝑌𝑡الحالية عن السابقة𝑌𝑡−1 وتتراوح قيمتها بين ،

 حد الصحيح.االصفر والو 

𝑌𝑡 − 𝑌𝑡−1يمثل التغير الفعلي؛ : 

𝑌𝑡
∗ − 𝑌𝑡−1 :.يمثل التغير المرغوب فيه 

𝑉𝑡.يمثل حد الخطأ : 

 ( نحصل على:22( من المعادلة )21وبطرح المعادلة )

𝑌𝑡 − 𝑌𝑡−1 = 𝜆[(𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑡 + 𝑈𝑡) − 𝑌𝑡−1] + 𝑉𝑡 … … (23) 

 وبفك الأقواس والترتيب نحصل على:

𝑌𝑡 − 𝑌𝑡−1 = 𝜆𝐵0 + 𝜆𝐵1𝑋𝑡 − 𝜆𝑌𝑡−1 + 𝜆𝑈𝑡 + 𝑉𝑡  

𝑌𝑡 = 𝜆𝐵0 + 𝜆𝐵1𝑋𝑡 + 𝑌𝑡−1 − 𝜆𝑌𝑡−1 + 𝜆𝑈𝑡 + 𝑉𝑡  

𝑌𝑡 = 𝜆𝐵0 + 𝜆𝐵1𝑋𝑡 + (1 − 𝜆)𝑌𝑡−1 + (𝜆𝑈𝑡 + 𝑉𝑡) … … . (24) 

𝑌𝑡
∗ = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑡 + 𝑈𝑡 … … (21) 
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والجزء الىخر 𝑡يعتمد على جزأين أولهما الإنتاج في تلك المدة 𝑡وبالتالي فإن مخزون رأس المال في كل مدة 

 𝑌𝑡−1معامل التغير المستقل المتخلف زمنيا𝜆على التوسع في مخزون رأس المال في بداية تلك المدة وأن 

 𝑡يتراوح قيمتها بين الواحد الصحيح والصفر، فكلما اقتربت قيمتها من الصفر كلما كان التعديل في المدة

ل السابق، وكلما كانت قريبة من الواحد الصحيح كان صغيرا وبالتالي اقتراب رأس المال الحالي مع رأس الما

 ، أي ان رأس المال الحالي يتساوى مع رأس المال المرغوب فيه.𝑡 التعديل كبيرا في المدة

إن الصيغة السابقة لنيرلوف ما هي إلا نموذج استثمار إجمالي ونيرلوف يبحث عن الاستثمار النقي 

 )الصافي( والذي يمكن ان يصل إليه عن:

∆𝑌𝑡 = 𝑌𝑡 − 𝑌𝑡−1 

𝐼𝑡 = ∆𝑌𝑡 

𝐼𝑡 = 𝜆𝐵0 + 𝜆𝐵1𝑋𝑡 + (1 − 𝜆)𝑌
𝑡−1

+ (𝜆𝑈𝑡 + 𝑉𝑡) 

ويعتقد نيرلوف بعد أن تم تقديره بطريقة المربعات الصغرى بعد اعتراء النموذج بالمشاكل القياسية بسبب 

 طبيعة النموذج المقدر.

 لتكن البيانات التالية: (:05مثال رقم)

 𝑌𝑖الانفاق الاستثماري  𝑋𝑖المبيعات  iالفترة 

1 20 10 

2 19 9 

3 21 10 

4 23 11 

5 25 13 

6 27 20 

7 30 24 

8 32 19 

9 34 24 

10 40 26 

: تقدير معلمات نموذج التعديل الجزئي قصيرة وطويلة الأجل لدالة الطلب على الانفاق المطلوب

 الاستثماري.

 الحل:

قصيرة وطويلة الأجل لدالة الطلب على الانفاق الاستثماري، نتبع لتقدير معلمات نموذج التعديل الجزئي 

 الخطوات التالية:

 ( كما يلي:24صياغة نموذج التعديل الجزئي كما جاء في المعادلة )-

𝑌𝑡 = 𝜆𝐵0 + 𝜆𝐵1𝑋𝑡 + (1 − 𝜆)𝑌𝑡−1 + (𝜆𝑈𝑡 + 𝑉𝑡) 
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 الجدول أعلاه فنحصلتقدير معادلة الانحدار الخطي باستخدام طريقة المربعات الصغرى على بيانات -

 على ما يلي:

𝑌̂𝑡 = −7.33 + 0.095𝑋𝑡 + 0.83𝑋𝑡−1 
 حيث تمثل هذه المعادلة دالة الطلب قصيرة الأجل.

 :ينتبع ما يل𝐵0 ،𝐵1ولإيجاد قيم

 (1 − 𝜆̂) = 𝜆̂ ومنه 0.83 = 1 − 0.83 = 0.17 

 𝜆𝐵̂0 = 𝐵̂0أي أن  7.33− =
−7.33

0.17
= −43.12 

 𝜆𝐵̂1 = 𝐵̂1ومنه  0.095 =
0.095

0.17
= 0.5588 

 تقدير دالة الطلب في الأجل الطويل هي كما يلي:ومن ثم يمكن 

𝑌𝑡
∗ = −43.12 + 0.5588𝑋𝑡  

  Almon نموذج الارتداد الزمني متعدد الحدود لــ ألمون -3-5

تأخذ شكل التوزيع متعدد الحدود، فقد افترض ألمون أن 𝐵𝑖يفترض ألمون أن معلمات النموذج المقدرة 

 أي:(𝑚)أقص ى ارتداد زمني هو 

 

 

 

 

 تتوقف على درجة الحدود، فمثلا بافتراض أربع فترات ارتداد، فإن الصياغة تكون:𝐵𝑖وأن 

𝑌𝑡 = 𝑎 + 𝐵0𝑋𝑡 + 𝐵1𝑋𝑡−1 + 𝐵2𝑋𝑡−2 + 𝐵3𝑋𝑡−3 + 𝐵4𝑋𝑡−4 + 𝑈𝑡 … … (26) 

𝐵𝑖 = 𝐶0 + 𝐶1𝑖 + 𝐶2𝑖
2 + 𝐶3𝑖

3  

𝑖)حيث أن:  = 0, 1, 2, 3, 4) 

 نحصل على: (25)وبالتعويض في المعادلة  

𝑌𝑡 = 𝑎 + 𝐶0𝑋𝑡 + (𝐶0 + 𝐶1 + 𝐶2 + 𝐶3)𝑋𝑡−1 + (𝐶0 + 2𝐶1 + 4𝐶2 + 8𝐶3)𝑋𝑡−2

+ (𝐶0 + 3𝐶1 + 9𝐶2 + 27𝐶3)𝑋𝑡−3 + (𝐶0 + 4𝐶1 + 16𝐶2 + 64𝐶3)𝑋𝑡−4 + 𝑈𝑡 
على:وبإعادة ترتيب الحدود نحصل   

𝑌𝑡 = 𝑎 + 𝐶0 (∑ 𝑋𝑡−1

4

𝑖=0

) + 𝐶1 (∑ 𝑖𝑋𝑡−𝑖

4

𝑖=0

) + 𝐶2 (∑ 𝑖2𝑋𝑡−𝑖

4

𝑖=0

) + 𝐶3 (∑ 𝑖3𝑋𝑡−𝑖

4

𝑖=0

) + 𝑈𝑡 

 وإذا رمزنا للمتغيرات المستقلة الجديدة بالرموز الآتية:

𝑌𝑡 = 𝑎 + 𝐵0𝑋𝑡 + 𝐵1𝑋𝑡−1 + 𝐵2𝑋𝑡−2 + ⋯ + 𝐵𝑚𝑋𝑡−𝑚 + 𝑈𝑡 … … . (25) 

𝑌𝑡 = 𝑎 + ∑ 𝐵𝑖𝑋𝑡−𝑖 + 𝑈𝑡

𝑚

𝑖=0
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 𝑍1𝑡 ،𝑍2𝑡، 𝑍3𝑡، 𝑍4𝑡 :على الترتيب 

𝑌𝑡 = 𝑎 + 𝐶0𝑍1𝑡 + 𝐶1𝑍2𝑡 + 𝐶2𝑍3𝑡 + 𝐶3𝑍4𝑡 + 𝑈𝑡 … … … . (27)  
،  𝐶0،𝐶1 ،𝐶2 ،𝐶3متعدد منظم، وأن التقديرات التي نحصل عليها لقيم انحدار( 27وتعد المعادلة )

 تكتسب خصائص التقدير الجيد.

ويجب هنا ملاحظة تحديد كل من درجة الحدود وطول فترة الارتداد الزمني قبل البدء بتطبيق طريقة ألمون 

، أي (𝑚)من الصفر إلى (𝑖) لتحديد المعلمات للنموذج لقيم( تستخدم فقط 26ويلاحظ هنا أن المعادلة )

𝑖)أن  = 0, 1,2,3, … , 𝑚). 

إن معلمات نموذج الارتداد الزمني خارج هذا المجال يمكن تحديدها بأن تساوي الصفر، وعند مقارنة 

 للارتداد الزمني نحصل على ميزتان هامتان:نموذج ألمون للارتداد الزمني مع نموذج كويك للارتداد الزمني 

 ألمون هيكل ارتدادي زمني مرن على عكس هيكل الارتداد الزمني الجامد لنموذج كويك.: أن لنموذج الأولى

: أن نموذج ألمون لا يستبدل متغيرا مرتدا زمنيا بالمتغيرات المستقلة المرتدة زمنيا، فإنه لا يخرق أيا الثانية

 من فروض طريقة المربعات الصغرى كما يفعل نموذج كويك.

 هي:أما عيوب نموذج ألمون، ف

 أن عدد المعلمات الازم تقديرها لا ينخفض كثيرا كما يحدث في نموذج كويك.-

 أنه في الواقع العملي قد لا تستطيع تحديد فترة الارتداد الزمني عن طريق النظرية أو بمعلومات مسبقة.-

لإحدى الدول 𝑌𝑡والناتج المحلي الإجمالي الخام 𝑋𝑡البيانات التالية تمثل الانفاق الحكومي (: 06مثال رقم)

 .(2022- 2000خلال الفترة )

 𝑌𝑡الناتج المحلي الإجمالي الخام  𝑋𝑡الانفاق الحكومي  السنوات 

2000 650 1500 

2001 760 2060 

2002 870 2180 

2003 720 2004 

2004 1020 2260 

2005 1070 2380 

2006 1080 2490 

2007 1300 2820 

2008 1490 2000 

2009 1720 2330 

2010 2090 2820 

2011 2470 3790 

2012 2630 4460 

2013 3020 5080 

2014 3280 5700 

2015 3340 6160 
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2016 4190 6240 

2017 5130 6720 

2018 5460 8080 

2019 5700 8200 

2020 5960 8350 

2021 6120 8460 

2022 6200 8700 

 استخدام أسلوب ألمون في تقدير المعادلة.: المطلوب

 :الحل

 استخدام أسلوب ألمون في تقدير المعادلة:-

𝑌𝑡 = 𝑎 + 𝐵0𝑋𝑡 + 𝐵1𝑋𝑡−1 + 𝐵2𝑋𝑡−2 + 𝐵3𝑋𝑡−3 + 𝑈𝑡  
 𝐶0 ،𝐶1،𝐶2إيجاد قيم: -

 لدينا:

𝑌𝑡 = 𝑎 + 𝐶0𝑍0𝑡 + 𝐶1𝑍1𝑡 + 𝐶2𝑍2𝑡 + 𝐶3𝑍3𝑡 + 𝑈𝑡 
 علما أن:

𝑍0𝑡 = ∑ 𝑋𝑡−𝑖

3

𝑖=0

= 𝑋𝑡−1 + 𝑋𝑡−2 + 𝑋𝑡−3 + 𝑈𝑡  

𝑍1𝑡 = ∑ 𝑋𝑡−𝑖

3

𝑖=0

= 𝑋𝑡−1 + 2𝑋𝑡−2 + 3𝑋𝑡−3 + 𝑈𝑡 

𝑍2𝑡 = ∑ 𝑋𝑡−𝑖

3

𝑖=0

= 𝑋𝑡−1 + 4𝑋𝑡−2 + 9𝑋𝑡−3 + 𝑈𝑡  

 وبالتالي تصبح معطيات الجدول كالآتي:

𝑍0(2003) = 𝑋2003 + 𝑋2002 + 𝑋2001 + 𝑋2000 = 3000 

𝑍1(2003) = 𝑋2002 + 2𝑋2001 + 3𝑋2000 = 4340 

𝑍2(2003 = 𝑋2002 + 4𝑋2001 + 9𝑋2000 = 9760 
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 :كما يليوبالتالي تصبح معطيات الجدول 

الانفاق الحكومي  السنوات 

𝑋𝑡 

الناتج المحلي 

 𝑌𝑡الإجمالي الخام 

𝑍0 𝑍1 𝑍2 

2000 650 1500    

2001 760 2060    

2002 870 2180    

2003 720 2004 3000 4340 9760 

2004 1020 2260 3370 4740 11040 

2005 1070 2380 3680 5070 11730 

2006 1080 2490 3890 5270 11630 

2007 1300 2820 4470 6280 14540 

2008 1490 2000 4940 6670 15250 

2009 1720 2330 5590 7330 16410 

2010 2090 2820 6600 8600 19380 

2011 2470 3790 7770 10000 22380 

2012 2630 4460 8910 11810 26310 

2013 3020 5080 10210 13840 31320 

2014 3280 5700 11400 15690 35770 

2015 3340 6160 12270 17210 39030 

2016 4190 6240 13830 18960 43640 

2017 5130 6720 15940 20710 47070 

2018 5460 8080 18120 23530 51950 

2019 5700 8200 20480 28290 63690 

2020 5960 8350 22250 32010 73710 

2021 6120 8460 23240 33740 77900 

2022 6200 8700 23980 35140 81260 

 نجد: 𝑍0  ،𝑍1  ،𝑍2إجراء معادلة الانحدار الخطي على بيانات الجدول والخاصة بــ -

  

Sample: 2003 2022   

Included observations : 20   
     
     Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.   
     
     C 970.9400 210.5927 4.610511 0.0003 

Z0 0.549329 0.343172 1.600740 0.1290 

Z1 0.456607 0.906910 0.503475 0.6215 

Z2 -0.262284 0.305259 -0.859218 0.4029 
     
     R-squared 0.971740     Mean dependent var 4952.200 

Adjusted R-squared 0.966442     S.D. dependent var 2512.498 

S.E. of regression 460.2625     Akaike info criterion 15.27833 

Sum squared resid 3389466.     Schwarz criterion 15.47747 

Log likelihood -148.7833     Hannan-Quinn criter. 15.31720 

F-statistic 183.3931     Durbin-Watson stat 0.706821 

Prob (F-statistic) 0.000000    
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 كما يلي:𝐵𝑖فنجد قيم 

𝐵̂0 = 𝑓(0) = 0.549 
 

𝐵̂1 = 𝑓(1) = 𝐶̂0 + 𝐶̂1 + 𝐶̂2 = 0.745 

𝐵̂2 = 𝑓(2) = 𝐶̂0 + 2𝐶̂1 + 4𝐶̂2 = 0.413 

𝐵̂3 = 𝑓(3) = 𝐶̂0 + 3𝐶̂1 + 9𝐶̂2 = −0.441 

 ومنه تصبح المعادلة التقديرية كما يلي:

𝑌̂𝑡 = 970.94 + 0.549𝑋𝑡 + 0.745𝑋𝑡−1 + 0.413𝑋𝑡−2 − 0.441𝑋𝑡−3 
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Table de la Loi de Student  
Fractiles de la loi de Student à  degrés de 
liberté. Probabilité P de trouver une valeur 
inférieure ou égale à t  

         P = F(t) = P ( T  ≤ t )   
 

   P 0,9250 0,9300 0,9350 0,9400 0,9450 0,9500 0,9550 0,9600 0,9650 0,9700 0,9750 0,9900 0,9950 

1 4,1653 4,4737 4,8288 5,2422 5,7297 6,3138 7,0264 7,9158 9,0579 10,5789 12,7062 31,8205 63,6567 

2 2,2819 2,3834 2,4954 2,6202 2,7604 2,9200 3,1040 3,3198 3,5782 3,8964 4,3027 6,9646 9,9248 

3 1,9243 1,9950 2,0719 2,1562 2,2494 2,3534 2,4708 2,6054 2,7626 2,9505 3,1824 4,5407 5,8409 

4 1,7782 1,8375 1,9016 1,9712 2,0475 2,1318 2,2261 2,3329 2,4559 2,6008 2,7764 3,7469 4,6041 

5 1,6994 1,7529 1,8104 1,8727 1,9405 2,0150 2,0978 2,1910 2,2974 2,4216 2,5706 3,3649 4,0321 

6 1,6502 1,7002 1,7538 1,8117 1,8744 1,9432 2,0192 2,1043 2,2011 2,3133 2,4469 3,1427 3,7074 

7 1,6166 1,6643 1,7153 1,7702 1,8297 1,8946 1,9662 2,0460 2,1365 2,2409 2,3646 2,9980 3,4995 

8 1,5922 1,6383 1,6874 1,7402 1,7973 1,8595 1,9280 2,0042 2,0902 2,1892 2,3060 2,8965 3,3554 

9 1,5737 1,6185 1,6663 1,7176 1,7729 1,8331 1,8992 1,9727 2,0554 2,1504 2,2622 2,8214 3,2498 

10 1,5592 1,6031 1,6498 1,6998 1,7538 1,8125 1,8768 1,9481 2,0283 2,1202 2,2281 2,7638 3,1693 

11 1,5476 1,5906 1,6365 1,6856 1,7385 1,7959 1,8588 1,9284 2,0067 2,0961 2,2010 2,7181 3,1058 

12 1,5380 1,5804 1,6256 1,6739 1,7259 1,7823 1,8440 1,9123 1,9889 2,0764 2,1788 2,6810 3,0545 

13 1,5299 1,5718 1,6164 1,6641 1,7154 1,7709 1,8317 1,8989 1,9742 2,0600 2,1604 2,6503 3,0123 

14 1,5231 1,5646 1,6087 1,6558 1,7064 1,7613 1,8213 1,8875 1,9617 2,0462 2,1448 2,6245 2,9768 

15 1,5172 1,5583 1,6020 1,6487 1,6988 1,7531 1,8123 1,8777 1,9509 2,0343 2,1314 2,6025 2,9467 

16 1,5121 1,5529 1,5962 1,6425 1,6921 1,7459 1,8046 1,8693 1,9417 2,0240 2,1199 2,5835 2,9208 

17 1,5077 1,5482 1,5911 1,6370 1,6863 1,7396 1,7978 1,8619 1,9335 2,0150 2,1098 2,5669 2,8982 

18 1,5037 1,5439 1,5867 1,6322 1,6812 1,7341 1,7918 1,8553 1,9264 2,0071 2,1009 2,5524 2,8784 

19 1,5002 1,5402 1,5827 1,6280 1,6766 1,7291 1,7864 1,8495 1,9200 2,0000 2,0930 2,5395 2,8609 

20 1,4970 1,5369 1,5791 1,6242 1,6725 1,7247 1,7816 1,8443 1,9143 1,9937 2,0860 2,5280 2,8453 

21 1,4942 1,5338 1,5759 1,6207 1,6688 1,7207 1,7773 1,8397 1,9092 1,9880 2,0796 2,5176 2,8314 

22 1,4916 1,5311 1,5730 1,6176 1,6655 1,7171 1,7734 1,8354 1,9045 1,9829 2,0739 2,5083 2,8188 

23 1,4893 1,5286 1,5703 1,6148 1,6624 1,7139 1,7699 1,8316 1,9003 1,9782 2,0687 2,4999 2,8073 

24 1,4871 1,5263 1,5679 1,6122 1,6596 1,7109 1,7667 1,8281 1,8965 1,9740 2,0639 2,4922 2,7969 

25 1,4852 1,5242 1,5657 1,6098 1,6571 1,7081 1,7637 1,8248 1,8929 1,9701 2,0595 2,4851 2,7874 

26 1,4834 1,5223 1,5636 1,6076 1,6547 1,7056 1,7610 1,8219 1,8897 1,9665 2,0555 2,4786 2,7787 

27 1,4817 1,5205 1,5617 1,6056 1,6526 1,7033 1,7585 1,8191 1,8867 1,9632 2,0518 2,4727 2,7707 

28 1,4801 1,5189 1,5600 1,6037 1,6506 1,7011 1,7561 1,8166 1,8839 1,9601 2,0484 2,4671 2,7633 

29 1,4787 1,5174 1,5583 1,6020 1,6487 1,6991 1,7540 1,8142 1,8813 1,9573 2,0452 2,4620 2,7564 

30 1,4774 1,5159 1,5568 1,6004 1,6470 1,6973 1,7520 1,8120 1,8789 1,9546 2,0423 2,4573 2,7500 

50 1,4620 1,4996 1,5394 1,5818 1,6271 1,6759 1,7289 1,7870 1,8516 1,9244 2,0086 2,4033 2,6778 

60 1,4582 1,4956 1,5352 1,5772 1,6222 1,6706 1,7232 1,7808 1,8448 1,9170 2,0003 2,3901 2,6603 

70 1,4555 1,4927 1,5321 1,5740 1,6187 1,6669 1,7192 1,7765 1,8401 1,9118 1,9944 2,3808 2,6479 

100 1,4507 1,4876 1,5267 1,5682 1,6125 1,6602 1,7120 1,7687 1,8315 1,9024 1,9840 2,3642 2,6259 

5000 1,4398 1,4760 1,5144 1,5550 1,5985 1,6452 1,6957 1,7510 1,8123 1,8812 1,9604 2,3271 2,5768 

  Exemples :     =  10 d.d.l.    P ( T10  ≤ t )  = 0.975     t = + 2.2281   et    P ( T10  ≤ - t )  =  0.025     t = - 2.2281 

Approximation par une loi normale :   pour  n =   5000 d.l.l.  on  a   P ( T5000  ≤ t )  = 0.975     t = + 1.9604    

 

 

P 

 

 

t 

 

f(T) 
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                         Exemple :   =  10 d.d.l.    P = P( ²10  ≤  FP ) = 0.95     FP = 18.307 

       Approximation : Pour   >  100 d.l.l.      

   P 0.010 0.020 0.025 0.050 0.100 0.150 0.200 0.800 0.900 0.950 0.975 0.980 0.990 

1 0.000 0.001 0.001 0.004 0.016 0.036 0.064 1.642 2.706 3.841 5.024 5.412 6.64 

2 0.020 0.040 0.051 0.103 0.211 0.325 0.446 3.219 4.605 5.991 7.378 7.824 9.21 

3 0.115 0.185 0.216 0.352 0.584 0.798 1.005 4.642 6.251 7.815 9.348 9.837 11.35 

4 0.297 0.429 0.484 0.711 1.064 1.366 1.649 5.989 7.779 9.488 11.143 11.668 13.28 

5 0.554 0.752 0.831 1.145 1.610 1.994 2.343 7.289 9.236 11.070 12.833 13.388 15.09 

6 0.872 1.134 1.237 1.635 2.204 2.661 3.070 8.558 10.645 12.592 14.449 15.033 16.81 

7 1.239 1.564 1.690 2.167 2.833 3.358 3.822 9.803 12.017 14.067 16.013 16.622 18.48 

8 1.646 2.032 2.180 2.733 3.490 4.078 4.594 11.030 13.362 15.507 17.535 18.168 20.09 

9 2.088 2.532 2.700 3.325 4.168 4.817 5.380 12.242 14.684 16.919 19.023 19.679 21.67 

10 2.558 3.059 3.247 3.940 4.865 5.570 6.179 13.442 15.987 18.307 20.483 21.161 23.21 

11 3.053 3.609 3.816 4.575 5.578 6.336 6.989 14.631 17.275 19.675 21.920 22.618 24.73 

12 3.571 4.178 4.404 5.226 6.304 7.114 7.807 15.812 18.549 21.026 23.337 24.054 26.22 

13 4.107 4.765 5.009 5.892 7.042 7.901 8.634 16.985 19.812 22.362 24.736 25.472 27.69 

14 4.660 5.368 5.629 6.571 7.790 8.696 9.467 18.151 21.064 23.685 26.119 26.873 29.14 

15 5.229 5.985 6.262 7.261 8.547 9.499 10.307 19.311 22.307 24.996 27.488 28.259 30.58 

16 5.812 6.614 6.908 7.962 9.312 10.309 11.152 20.465 23.542 26.296 28.845 29.633 32.00 

17 6.408 7.255 7.564 8.672 10.085 11.125 12.002 21.615 24.769 27.587 30.191 30.995 33.41 

18 7.015 7.906 8.231 9.390 10.865 11.946 12.857 22.760 25.989 28.869 31.526 32.346 34.81 

19 7.633 8.567 8.907 10.117 11.651 12.773 13.716 23.900 27.204 30.144 32.852 33.687 36.19 

20 8.260 9.237 9.591 10.851 12.443 13.604 14.578 25.038 28.412 31.410 34.170 35.020 37.57 

21 8.897 9.915 10.283 11.591 13.240 14.439 15.445 26.171 29.615 32.671 35.479 36.343 38.93 

22 9.542 10.600 10.982 12.338 14.041 15.279 16.314 27.301 30.813 33.924 36.781 37.659 40.29 

23 10.196 11.293 11.689 13.091 14.848 16.122 17.187 28.429 32.007 35.172 38.076 38.968 41.64 

24 10.856 11.992 12.401 13.848 15.659 16.969 18.062 29.553 33.196 36.415 39.364 40.270 42.98 

25 11.524 12.697 13.120 14.611 16.473 17.818 18.940 30.675 34.382 37.652 40.646 41.566 44.31 

26 12.198 13.409 13.844 15.379 17.292 18.671 19.820 31.795 35.563 38.885 41.923 42.856 45.64 

27 12.879 14.125 14.573 16.151 18.114 19.527 20.703 32.912 36.741 40.113 43.195 44.140 46.96 

28 13.565 14.847 15.308 16.928 18.939 20.386 21.588 34.027 37.916 41.337 44.461 45.419 48.28 

29 14.256 15.574 16.047 17.708 19.768 21.247 22.475 35.139 39.087 42.557 45.722 46.693 49.59 

30 14.953 16.306 16.791 18.493 20.599 22.110 23.364 36.250 40.256 43.773 46.979 47.962 50.89 

40 22.164 23.838 24.433 26.509 29.051 30.856 32.345 47.269 51.805 55.758 59.342 60.436 63.69 

50 29.707 31.664 32.357 34.764 37.689 39.754 41.449 58.164 63.167 67.505 71.420 72.613 76.15 

60 37.485 39.699 40.482 43.188 46.459 48.759 50.641 68.972 74.397 79.082 83.298 84.580 88.38 

80 53.540 56.213 57.153 60.391 64.278 66.994 69.207 90.405 96.578 101.88 106.63 108.07 112.33 

Table de la loi du ² 

Fractiles FP de la loi de khi-deux à  degrés de liberté   

            P = F(k) = P( ² ≤ k ) 

k 

f(²) 
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Table : Loi de Fisher-Snedecor 

Valeur f de la variable de Fisher-Snedecor F(1 ; 2) 

ayant la probabilité 0.05 d'être dépassée. 

1 : degrés de liberté du numérateur 

2 : degrés de liberté du dénominateur  

        F(f) = P ( F(1 . 2)  ≤  f ) = 95%  
 

 2  1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

1 161.45 199.50 215.71 224.58 230.16 233.99 236.77 238.88 240.54 241.88 242.98  243.90 244.69 245.36 245.95 246.47 

2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 19.40 19.41 19.42  19.42 19.43 19.43 

3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 8.76 8.74 8.73 8.71 8.70  8.69 

4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 5.94 5.91 5.89 5.87 5.86  5.84 

5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 4.70 4.68 4.66 4.64 4.62  4.60 

6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06 4.03 4.00 3.98 3.96 3.94  3.92 

7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 3.60 3.57 3.55 3.53 3.51  3.49 

8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35 3.31 3.28 3.26 3.24 3.22  3.20 

9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14 3.10 3.07 3.05 3.03 3.01  2.99 

10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98 2.94 2.91 2.89 2.86 2.85  2.83 

11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85 2.82 2.79 2.76 2.74 2.72  2.70 

12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 2.75 2.72 2.69 2.66 2.64 2.62  2.60 

13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 2.67 2.63 2.60 2.58 2.55 2.53  2.51 

14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60 2.57 2.53 2.51 2.48 2.46  2.44 

15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 2.54 2.51 2.48 2.45 2.42 2.40  2.38 

16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 2.49 2.46 2.42 2.40 2.37 2.35  2.33 

17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49 2.45 2.41 2.38 2.35 2.33 2.31  2.29 

18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46 2.41 2.37 2.34 2.31 2.29 2.27  2.25 

19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2.42 2.38 2.34 2.31 2.28 2.26 2.23  2.21 

20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 2.35 2.31 2.28 2.25 2.22 2.20  2.18 

21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2.42 2.37 2.32 2.28 2.25 2.22 2.20 2.18  2.16 

22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34 2.30 2.26 2.23 2.20 2.17 2.15  2.13 

23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.32 2.27 2.24 2.20 2.18 2.15 2.13  2.11 

24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 2.25 2.22 2.18 2.15 2.13 2.11  2.09 

25 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 2.28 2.24 2.20 2.16 2.14 2.11 2.09  2.07 

26 4.23 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.39 2.32 2.27 2.22 2.18 2.15 2.12 2.09 2.07  2.05 

27 4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.37 2.31 2.25 2.20 2.17 2.13 2.10 2.08 2.06  2.04 

28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.45 2.36 2.29 2.24 2.19 2.15 2.12 2.09 2.06 2.04  2.02 

29 4.18 3.33 2.93 2.70 2.55 2.43 2.35 2.28 2.22 2.18 2.14 2.10 2.08 2.05 2.03  2.01 

30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21 2.16 2.13 2.09 2.06 2.04 2.01  1.99 

32 4.15 3.29 2.90 2.67 2.51 2.40 2.31 2.24 2.19 2.14 2.10 2.07 2.04 2.01 1.99  1.97 

34 4.13 3.28 2.88 2.65 2.49 2.38 2.29 2.23 2.17 2.12 2.08 2.05 2.02 1.99 1.97  1.95 

36 4.11 3.26 2.87 2.63 2.48 2.36 2.28 2.21 2.15 2.11 2.07 2.03 2.00 1.98 1.95  1.93 

38 4.10 3.24 2.85 2.62 2.46 2.35 2.26 2.19 2.14 2.09 2.05 2.02 1.99 1.96 1.94  1.92 

40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12 2.08 2.04 2.00 1.97 1.95 1.92  1.90 

                          Exemple :  1 =  5 d.d.l.  et   2 =  10 d.d.l.   P ( F5 . 10   ≤  f )  =  0.95     f = 3.33 

f(F(1 ; 2)) 
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SPS Home  > Stats Tables  > Durbin Watson 0.05 Table 
Critical Values for the Durbin-Watson Statistic (d) 

Level of Significance α = .05 

n 
k = l k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 

dL dU dL dU dL dU dL dU dL dU 

6 0.61 1.40 

1.90 

2.29 

2.13 0.30 2.59 

7 0.70 1.36 0.47 

8 0.76 1.33 0.56 1.78 0.37 

9 0.82 1.32 0.63 1.70 0.46 

10 0.88 1.32 0.70 1.64 0.53 2.02 0.38 2.41 0.24 2.82 

11 0.93 1.32 0.66 1.60 0.60 1.93 0.44 2.28 0.32 2.65 

12 0.97 1.33 0.81 1.58 0.66 1.86 0.51 2.18 0.38 2.51 

13 1.01 1.34 0.86 1.56 0.72 1.82 0.57 2.09 0.45 2.39 

14 1.05 1.35 0.91 1.55 0.77 1.78 0.63 2.03 0.51 2.30 

15 1.08 1.36 0.95 1.54 0.82 1.75 0.69 1.97 0.56 2.21 

16 1.10 1.37 0.98 1.54 0.86 1.73 0.74 1.93 0.62 2.15 

17 1.13 1.38 1.02 1.54 0.90 1.71 0.78 1.90 0.67 2.10 

18 1.16 1.39 1.05 1.53 0.93 1.69 0.92 1.87 0.71 2.06 

19 1.18 1.4 1.08 1.53 0.97 1.68 0.86 1.85 0.75 2.02 

20 1.20 1.41 1.10 1.54 1.00 1.68 0.90 1.83 0.79 1.99 

21 1.22 1.42 1.13 1.54 1.03 1.67 0.93 1.81 0.83 1.96 

22 1.24 1.43 1.15 1.54 1.05 1.66 0.96 1.80 0.96 1.94 

23 1.26 1.44 1.17 1.54 1.08 1.66 0.99 1.79 0.90 1.92 

24 1.27 1.45 1.19 1.55 1.10 1.66 1.01 1.78 0.93 1.90 

25 1.29 1.45 1.21 1.55 1.12 1.66 1.04 1.77 0.95 1.89 

26 1.30 1.46 1.22 1.55 1.14 1.65 1.06 1.76 0.98 1.88 

27 1.32 1.47 1.24 1.56 1.16 1.65 1.08 1.76 1.01 1.86 

28 1.33 1.48 1.26 1.56 1.18 1.65 1.10 1.75 1.03 1.85 

29 1.34 1.48 1.27 1.56 1.20 1.65 1.12 1.74 1.05 1.84 

30 
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1.35 1.49 1.28 1.57 1.21 1.65 1.14 1.74 1.07 1.83
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Where n = number of observations and k = number of independent variables 
 

31 1.36 1.50 1.30 1.57 1.23 1.65 1.16 1.74 1.09 1.83

32 1.37 1.50 1.31 1.57 1.24 1.65 1.18 1.73 1.11 1.82

33 1.38 1.51 1.32 1.58 1.26 1.65 1.19 1.73 1.13 1.81

34 1.39 1.51 1.33 1.58 1.27 1.65 1.21 1.73 1.15 1.81

35 1.40 1.52 1.34 1.58 1.28 1.65 1.22 1.73 1.16 1.80

36 1.41 1.52 1.35 1.59 1.29 1.65 1.24 1.73 1.18 1.80

37 1.42 1.53 1.36 1.59 1.31 1.66 1.25 1.72 1.19 1.80

38 1.43 1.54 1.37 1.59 1.32 1.66 1.26 1.72 1.21 1.79

39 1.43 1.54 1.38 1.60 1.33 1.66 1.27 1.72 1.22 1.79

40 1.44 1.54 1.39 1.60 1.34 1.66 1.29 1.72 1.23 1.79

45 1.48 1.57 1,43 1.62 1.38 1.67 1.34 1.72 1.29 1.78

50 1.50 1.59 1.46 1.63 1.42 1.67 1.38 1.72 1.34 1.77

55 1.53 1.60 1.49 1.64 1.45 1.68 1.41 1.72 1.38 1.77

60 1.55 1.62 1.51 1.65 1.48 1.69 1.44 1.73 1.41 1.77

65 1.57 1.63 1.54 1.66 1.50 1.70 1.47 1.73 1.44 1.77

70 1.58 1.64 1.55 1.67 1.52 1.70 1.49 1.74 1.46 1.77

75 1.60 1.65 1.57 1.68 1.54 1.71 1.51 1.74 1.49 1.77

80 1.61 1.66 1.59 1.69 1.56 1.72 1.53 1.74 1.51 1.77

85 1.62 1.67 1.60 1.70 1.57 1.72 1.55 1.75 1.52 1.77

90 1.63 1.68 1.61 1.70 1.59 1.73 1.57 1.75 1.54 1.78

95 1.64 1.69 1.62 1.71 1.60 1.73 1.58 1.75 1.56 1.78

100 1.65 1.69 1.63 1.72 1.61 1.74 1.59 1.76 1.57 1.78

150 1.72 1.75 1.71 1.76 1.69 1.77 1.68 1.79 1.66 1.80

200 1.76 1.78 1.75 1.79 1.74 1.80 1.73 1.81 1.72 1.82

Critical Values for the Durbin-Watson Statistic (d)  

Level of Significance α = .05 

n 
k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10 

dL dU dL dU dL dU dL dU dL dU
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11 0.20 3.01         

12 0.27 2.83 0.17 3.15       

13 0.33 2.70 0.23 2.99 0.15 3.27     

14 0.39 2.57 0.29 2.85 0.20 3.11 0.13 3.36   

15 0.45 2.47 0.34 2.73 0.25 2.98 0.18 3.22 0.11 3.44

16 0.50 2.39 0.40 2.62 0.30 2.86 0.22 3.09 0.16 3.30

17 0.55 2.32 0.45 2.54 0.36 2.76 0.27 2.98 0.20 3.18

18 0.60 2.26 0.50 2.47 0.41 2.67 0.32 2.87 0.24 3.07

19 0.65 2.21 0.55 2.40 0.46 2.59 0.37 2.78 0.29 2.97

20 0.69 2.16 0.60 2.34 0.50 2.52 0.42 2.70 0.34 2.89

21 0.73 2.12 0.64 2.30 0.55 2.46 0.46 2.63 0.38 2.81

22 0.77 2.09 0.68 2.25 0.59 2.41 0.51 2.57 0.42 2.73

23 0.80 2.06 0.72 2.21 0.63 2.36 0.55 2.51 0.47 2.67

24 0.84 2.04 0.75 2.17 0.67 2.32 0.58 2.46 0.51 2.61

25 0.87 2.01 0.78 2.14 0.70 2.28 0.62 2.42 0.54 2.56

26 0.90 1.99 0.82 2.12 0.74 2.24 0.66 2.38 0.58 2.51

27 0.93 1.97 0.85 2.09 0.77 2.22 0.69 2.34 0.62 2.47

28 0.95 1.96 0.87 2.07 0.80 2.19 0.72 2.31 0.65 2.43

29 0.98 1.94 0.90 2.05 0.83 2.16 0.75 2.28 0.68 2.40

30 1.00 1.93 0.93 2.03 0.85 2.14 0.78 2.25 0.71 2.36

31 1.02 1.92 0.95 2.02 0.88 2.12 0.81 2.23 074 2.33

32 1.04 1.91 0.97 2.00 0.90 2.10 0.84 2.20 0.77 2.31

33 1.06 1.90 0.99 1.99 0.93 2.09 0.86 2.18 0.80 2.28

34 1.08 1.89 1.02 1.98 0.95 2.07 0.89 2.16 0.82 2.26

35 1.10 1.88 1.03 1.97 0.97 2.05 0.91 2.14 0.85 2.24

36 1.11 1.88 1.05 1.96 0.99 2.04 0.93 2.13 0.87 2.22

37 1.13 1.87 1.07 1.95 1.01 2.03 0.95 2.11 0.89 2.20

38 1.50 1.86 1.09 1.94 1.03 2.02 0.97 2.10 0.91 2.18

39 1.16 1.86 1.10 1.93 1.05 2.01 0.99 2.09 0.93 2.16

40 1.18 1.85 1.12 1.92 1.06 2.00 1.01 2.07 0.95 2.15
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Where n = number of observations and k = number of independent variables 
 

45 1.24 1.84 1.19 1.90 1.14 1.96 1.09 2.02 1.04 2.09

50 1.29 1.82 1.25 1.88 1.20 1.93 1.16 1.99 1.11 2.04

55 1.33 1.81 1.29 1.86 1.25 1.91 1.21 1.96 1.17 2.01

60 1.37 1.81 1.34 1.85 1.30 1.89 1.26 1.94 1.22 1.98

65 1.40 1.81 1.37 1.84 1.34 1.88 1.30 1.92 1.27 1.96

70 1.43 1.80 1.40 1.84 1.37 1.87 1.34 1.91 1.31 1.95

75 1.46 1.80 1.43 1.83 1.40 1.87 1.37 1.90 1.34 1.94

80 1.48 1.80 1.45 1.83 1.43 1.86 1.40 1.89 1.37 1.93

85 1.50 1.80 1.47 1.83 1.49 1.86 1.42 1.89 1.40 1.92

90 1.52 1.80 1.49 1.83 1.47 1.85 1.45 1.88 1.42 1.91

95 1.54 1.80 1.51 1.83 1.49 1.85 1.46 1.88 1.44 1.90

100 1.55 1.80 1.53 1.83 1.50 1.85 1.48 1.87 1.46 1.90

150 1.65 1.82 1.64 1.83 1.62 1.85 1.60 1.86 1.59 1.88

200 1.71 1.83 1.70 1.84 1.69 1.85 1.68 1.86 1.67 1.87
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