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Mostafa, qui a dirigé ce travail, et je lui exprime ma profonde gratitude pour les conseils

et les encouragements qu’il m’a donnés.

Profonde gratitude et reconnaissance exprimées au président du jury, docteur Aggoun

Saad, et examinateurs : Docteur Tahri Kamel, et Docteur Rahmoune Abdelaziz pour
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�
	

jÊÓ

hñ
�
J
	
®Ó úÎ«

�
é
	
Q̄ªÖÏ @

�
éJ


	
P̄ñÓñËñêË@ ©K. @ñ

�
JË @ YK
YÖ

�
ß ¨ñ

	
�ñÓ ÈðA

	
J
�
�
	
K

	
¬ñ� ,

�
ékðQ£



B@ è

	
Yë ú




	
¯

.
�
èY

�
®ªÖÏ @

�
HA«ñ

	
J
�
JÖÏ @ ú




	
¯ Õæ




�
¯

�
H@

	
X �»ñ£PAë

úÍ@



AëYªK. É�
	
� 	áK




@ . �»ñ£PAë

�
éK
Q

	
¢

	
� úÍ@




�
é
	
¯A

	
�B



AK.

�
ékñ

�
J
	
®ÖÏ @ �»ñ£PAë

�
é«ñÒm.

× 	
­K
Qª

�
JK.



@YJ.

	
K

.(AÖ


ß @X AJ


	
P̄ñÓðQ�
Ó YK
YÒ

�
JÊË

�
éÊK. A

�
®Ë @) AÖ



ß @X AJ


	
P̄ñÓñËñë YK
YÒ

�
JÊË

�
éÊK. A

�
®Ë @

�
HA«ñ

	
J
�
JÒÊË

	
­K
Qª

�
K ©

	
�ð

.
�
AÖ



ß @X AJ


	
P̄ñÓñËñë YK
YÒ

�
JÊË

�
éÊK. A

�
®Ë @

�
HA«ñ

	
J
�
JÖÏ @ Èñk

�
éÊ

�
JÓ



B@ð l .

�


'A

�
J
	
JË @

	
�ªK. Õç'
Y

�
®
�
K úÍ@



É�ñ

�
J
	
K Õç

�
'

. AJ. K
Q
�
®
�
K

�
é�

	
�Aj.

�
JÖÏ @ i¢�



B@ @

	
Y» ð

	
­K. ñë

�
HA«ñ

	
J
�
JÓ ½Ë

	
X 	á« ÈA

�
JÒ» ð

�
H@

	
X �»ñ£PAë hñ

�
J
	
®Ó úÎ«

�
é
	
Q̄ªÖÏ @

�
éJ


	
P̄ñÓñËñêË@ ©K. @ñ

�
JË @ YK
YÖ

�
ß

�
éË



A�Ó

�
ém.
Ì'AªÖß.

�
ékðQ£



B@ Õ

�
æ
�
J
	
m�

	
'

.
�
é
	
JJ
ªÓ

�
HAJ


	
�Q

	
¯

�
�

�
®m�

�
' �

HA«ñ
	
J
�
JÓ úÎ«

�
éj. J


�
�
	
JË @ è

	
Yë Õæ



Òª

�
JK. Ðñ

�
®

	
K AëYªK. ,

�
éK
ñ

	
�J
J. Ë @ i¢�



B@ ú




	
¯ Õæ




�
¯

.
�
éK


	P@ñ
�
JÓ

	
¬AJ
Ë



@ ,

�
éK
Y

�
®ªË@

�
HA«ñ

	
J
�
JÖÏ @ , YK
YÖ

�
ß , �»ñ£PAë

�
èQëA

	
£ : �

éJ
kA
�
J
	
®Ó

�
HAÒÊ¿



Résumé

Dans cette thèse, nous aborderons le sujet de prolongement d’applications holomorphes

définies sur l’ouvert de Hartogs à valeurs dans des variétés complexes.

Nous commençons par la définition de l’ouvert de Hartogs, et le théorème de Har-

togs. Nous arrivons à une définition pour les variétés holomorphiquement extensifères

(méromorphiquement extensifères).

Ensuite nous donnons quelques résultats et exemples connus de sujet pour les variétés

holomorphiquement extensifères, comme les variétés de Hopf et les surfaces presque ho-

mogènes.

Nous concluons la thèse en abordant la question de l’extension des applications holo-

morphes à valeurs dans des surfaces elliptiques, après nous généralisons ce résultat à des

variétés vérifiant certaines hypothèses.

Mots clés : Le phénomène de Hartogs, prolongement, variétés complexes, fibres pa-

rallélisables.



Abstract

In this thesis, we will approach the subject of extension of holomorphic maps defined

on the Hartogs open set taking values in complex.

We start with the definition of the open set of Hartogs, and the theorem of Hartogs.

We arrive at a definition for holomorphically extensifer (meromorphically extensifer) ma-

nifolds.

Then we give some known results and examples of holomorphically extensifer mani-

folds, for example a Hopf manifolds and almost homogeneous surfaces.

We conclude the thesis by addressing the question of the extension of holomorphic

maps with values in elliptical surfaces, after we generalize this result to manifolds verifying

some assumptions.

Key words : Hartogs phenomenon, extension, complex manifolds, parallelizable fi-

bers.
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Notation

— C : Le plan complexe

— Cn : L’espace complexe de dimension n

— Ω : Un domaine de l’espace complexe (Un ouvert connexe)

— O(Ω) : L’ensemble des fonctions holomorphes sur Ω

— D(a,R) : Un polydisque de centre a et de rayon R

— D, ∂D : Le bord du disque D

— Tp,r : L’ouvert de Hartogs dans Cn

— Hp,r : L’ouvert de Hartogs dans C2

— T̃ : L’enveloppe d’holomorphie de l’ouvert de Hartogs dans Cn

— H̃ : L’enveloppe d’holomorphie de l’ouvert de Hartogs dans C2

— ∆n : Le polydisque dans Cn

— ∆2 : Le polydisque dans C2

— Gf ,Γf : Le graphe d’une fonction f

— Gf : La fermeture du graphe d’une fonction f

— f̃ : Le prolongement d’une fonction f

— Pn(C) : L’espace projectif complexe de dimension n

— Z : Un sous-ensemble analytique

— CodimZ : La codimension de Z

— ∆n \ Z : Le complémentaire de Z dans ∆n

iii



Notation

— Tn : Le tore complexe de dimension n

— τa : Une carte locale de centre a

— Cap : Une fibre singulière

— H0 : La section globale

— ∼= : Isomorphe
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Introduction générale

Le sujet de l’extension des applications holomorphes est un domaine vaste qui joue un

rôle central en analyse complexe, éclairant la manière dont les fonctions holomorphes se

comportent et se propagent sur différents ensembles dans l’espace complexe, a des impli-

cations profondes dans divers domaines des mathématiques, de la physique théorique, et

de l’ingénierie.

Par exemple, dans le cas de C (c’est-à-dire en dimension 1), il existe une théorie

complète des singularités pour les fonctions holomorphes définies dans un voisinage

V ∗ = V \ {0} épointé de l’origine (0 ∈ V un ouvert deC).

Friedrich Moritz Hartogs (1874-1943) était un mathématicien allemand dont les re-

cherches comprenait la théorie des ensembles et la théorie des fonctions à plusieurs va-

riables complexes (dans Cn avec n ≥ 2). Hartogs a découvert un phénomène d’extension

forcé des applications holomorphes de plusieurs variables. L’histoire de ce phénomène

commence lorsque Hurwitz a montré en 1897 que toutes les fonctions holomorphes définies

sur Cn \ {0}, ou même dans un voisinage V ∗ = V \ {0} (où 0 ∈ V est un ouvert deCn)

épointé de l’origine, se prolongent holomorphiquement à travers l’origine. Cependant

ce n’est qu’en 1906 que Hartogs a décrivit le phénomène général et en a fourni une

démonstration rigoureuse pour des ”marmites” [13]. La publication de sa thèse (sous la

direction de Hurwitz) a révélé ce qui est maintenant considéré comme l’un des résultats

les plus marquants de l’analyse complexe de plusieurs variables, il établit un théorème

fondamental pour cette théorie, connu aujourd’hui sous le nom de ”Théorème d’extension

de Hartogs”.
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Introduction générale

Ce théorm̀e représente la première propriété propre aux fonctions holomorphes à plu-

sieurs variables, mettant en lumière la différence entre la théorie des fonctions d’une

variable complexe et celle de plusieurs variables.

D’une part, le théorème de Hartogs assure que si f est une fonction complexe à plu-

sieurs variables qui est holomorphe par rapport à chaque variable séparément, alors f

est également holomorphe en tant que fonction de toutes ses variables. Notons qu’aucune

hypothèse n’est faite sur f , à part de son holomorphie par rapport a chaque variable.

Notamment, on ne suppose pas que la fonction f soit continue, ce qui simplifierait le

problème considérablement. Donc, le théorème dit que pour qu’une fonction complexe f

soit holomorphe, il faut et il suffit qu’elle soit holomorphe par rapport à chaque variable

séparément. Ceci est déjà un résultat fort, car dans le cas réel, cette propriété n’est pas

satisfaite ; c’est-à-dire, si f est une fonction réelle à plusieurs variables et différentiable

par rapport à chaque variable séparément alors f n’est pas nécessairement continue en

tant que fonction de toutes ses variables.

D’autre part le théorème d’extension de Hartogs dit peut être vu comme une description

des singularités d’une fonction holomorphe. De façon plus simple, une singularité d’une

fonction holomorphe est un point où la fonction n’est plus holomorphe. Ainsi, le théorème

assure que l’ensemble des singularités d’une fonction holomorphe ne peut pas être un

compact. Plus précisément, si f est une fonction complexe sur un ouvert V de Cn et

holomorphe sur le complémentaire d’un compact dans V , alors f peut être étendue de

manière unique comme fonction holomorphe à tout V . Notons que ce résultat est vrai

uniquement si n > 1, puisque pour le cas d’une variable complexe, cette affirmation n’est

pas aussi satisfaisante. En effet, considérons par exemple la fonction complexe définie sur

C \ {0} par f(z) = 1/z qui est holomorphe sur C \ {0} mais ne peut pas être prolongée

holomorphiquement à tout C.

Plusieurs études et recherches ont été menées sur le problème de l’existence d’ap-

plications holomorphes sur les ouverts de Cn. Poincaré a donné en 1907 une autre

démonstration pour les fonctions holomorphes au voisinage de la sphère unité dans C2.

Dans [23] Levi a produit en 1910 une version du théorème de Hartogs pour les fonctions

2



Introduction générale

méromorphes (invalidant ainsi l’affirmation faite par Weierstrass en 1879 selon laquelle

tout domaine de Cn, était un domaine de méromorphie). Levi a appliqué l’argument

basé sur Hurwitz-Hartogs de l’intégration de Cauchy sur des cercles se déplaçant dans

le domaine (découvert pour la première fois dans [16]), afin d’effectuer des extensions

holomorphes à travers des frontières strictement pseudo-concaves. Hirschowitz a prouvé

que toute application méromorphe d’un ouvert U de Cn dans une variété complexe X se

prolonge méromorphiquement à l’enveloppe d’holomorphie de U , comme le lieu singulier

d’une telle application méromorphe est de codimension au moins 2, (c’est-à-dire dans ce

cas un ensemble de points isolés), cela signifie que toute application analytique de U dans

une variété sous-algébrique compacte se prolonge au complémentaire dans l’enveloppe

d’holomorphie de U d’un ensemble de points isolés.

Plus tard dans [28], et exactement en 1924 Osgood a énoncé et démontré partiellement

le théorème sous sa forme classique (qui donne la référence à Hartogs). La démonstration

d’Osgood achoppait rencontrait en effet un problème de monodromie et ce n’est qu’en

1936 que le théorème fut entièrement justifié par Brown grâce à des considérations to-

pologiques. En 1936, bien avant que Milnor [27] ait popularisé la théorie de Morse, en

utilisant des concepts topologiques et un langage aujourd’hui difficile à appréhender,

Brown [4] a fixé en quelque sorte l’unicité de l’extension. En 1939 Fueter a donné une

autre démonstration lorsque n = 2 puis dans le cas général en 1942, ses arguments, très

différents de ceux de Brown, étaient fondés sur une formule de Cauchy pour les fonc-

tions holomorphes d’une variable hypercomplexe, formule obtenue en 1931 par Moisil

redécouverte en 1935. C’est à partir de celle-ci que Martinelli [25, 26] a écrit sa formule

et simplifia la démonstration de Fueter [12]. Dans la même période, Bochner a également

proposé dans [3] une autre démonstration du théorème de Hartogs, allant même jusqu’a

généraliser celui-ci aux fonctions continues sur lesquelles on pourait qualifier comme ”ho-

lomorphes par morceaux”. Ehrenpreis [10] a trouvé ce qui est comme étant la preuve la

plus concise, basée sur la disparition de la cohomologie à support compact. Cette preuve

a été transmise a des générations d’analystes complexes, grâce à la théorie d’Hormander

[15]. Depuis les années 1960, plusieurs techniques et méthodes ont été développées dans

un vaste domaine de recherche sur l’analyse de plusieurs variables complexes.

3



Introduction générale

L’objectif de cette thèse est d’apporter une contribution à l’étude du problème de l’ex-

tension des fonctions holomorphes sous certaines hypothèses, afin d’obtenir un nouveau

résultat.

Cette thèse se compose de deux parties :

La première partie comprend e les chapitres 1 et 2, sert d’introduction de notre sujet.

Le matériel présenté ici a été sélectionné en mettant l’accent sur les outils mathématiques

utiles nécessaires à l’étude du prolongement des applications holomorphes.

Dans le premier chapitre, nous commençons par un bref résumé de l’analyse complexe

de plusieurs variables, suivi d’un rappel sur la définition des variétés complexes, illustré

par quelques exemples.

Le second chapitre consacré au phénomène de Hartogs. Nous débutons par la définition

de l’ouvert de Hartogs, puis nous examinons certaines structures géométriques associés à

cet ouvert dans C2. Nous présentons également deux versions des théorèmes de Hartogs

[13]

La deuxième partie comprend les chapitres 3 ; 4 et 5, représente la partie principale de

cette thèse.

Le troisième consacré à des résultats connus sur le sujet, en plus certaines propriétés

concernant les variétés holomorphiquement extensifères, nous soutenons ces résultats par

quelques études et recherches menées sur le sujet de prolongement des applications holo-

morphes et méromorphes.

Le quatrième porte sur l’étude de prolongement des applications holomorphes définies

sur l’ouvert de Hartogs à valeurs dans des variétés complexes, comme les variétés de Hopf,

le tore complexe, ainsi le cas de prolongement des applications holomorphes à valeurs dans

des surfaces presque homogènes compactes, ce dernier a été prouvé par M. Krachni [21].

4



Introduction générale

Le cinquième chapitre présente la contribution essentielle de ce travail, où nous abor-

dons le cas du prolongement des applications holomorphes à valeurs dans des surfaces

elliptiques. Nous traiterons ensuite le problème suivant : soit X une variété complexe,

et ∆ une courbe algébrique non singulière. S’il existe ϕ : X → ∆ une application holo-

morphe, propre, et surjective, tel que pour tout z ∈ ∆ sauf un nombre fini, ϕ−1(z) est

une courbe parallélisable. Alors X est holomorphiquement extensifère en dehors de la

codimension au moins 2.

Ce problème peut être considéré comme une généralisation du cas des surfaces elliptiques.

5



Chapitre 1
Notions de base en analyse complexe de

plusieurs variables et en géométrie

Dans ce chapitre, nous rassemblons plusieurs résultats et notions fondamentales en

analyse complexe et en géométrie. Ce chapitre se compose de deux parties.

Dans la première partie, nous abordons de l’analyse complexe de plusieurs variables.

Nous introduisons la définition des fonctions holomorphes de plusieurs variables ainsi que

leurs propriétés essentielles.

Par ailleurs, nous présentons également la définition des fonctions analytiques complexes

de plusieurs variables.

Dans la deuxième partie, nous définissons les variétés complexes et illustrons cette

notion a travers divers exemples, comme les variétés de Stein et les surfaces de Hopf, etc.

6



Chapitre 1 Notions de base en analyse complexe de plusieurs variables et en géométrie

1.1 Définitions et préliminaires

L’espace de coordonnées complexes Cn est défini comme le produit de n copies de C,

lorsqu’il est considéré comme un domaine d’holomorphie, Cn peut être interprété comme

une variété de Stein et un espace de Stein généralisé. En tant qu’espace vectoriel de

dimension n sur les nombres complexes, sa dimension est de 2n sur R. Par conséquent,

en tant qu’ensemble et en tant qu’espace topologique, Cn peut être identifié à l’espace de

coordonnées réel R2n, ce qui lui confère une dimension topologique de 2n.

Définition 1.1.1. (Applications holomorphes) Une fonction f définie sur un

domaine Ω ⊂ Cn avec des valeurs dans C est dite holomorphe en un point z ∈ Ω si

elle est différentiable au sens complexe. Cela signifie qu’il existe une application linéaire

complexe L : Cn → C telle que :

f(z + h) = f(z) + L(h) + o(‖h‖)

La fonction f est considéré comme holomorphe si elle l’est en tout point de son domaine

de définition Ω.

Si f est holomorphe, toutes ses dérivées partielles sont également holomorphes par rapport

à chaque variable complexe.

En revanche si f est holomorphe pour chaque variable séparément, alors f est en fait

holomorphe dans son domaine, ce qui est énoncé dans le théorème de Hartogs (ou le

lemme d’Osgood), sous l’hypothèse supplémentaire que f est continue.

Définition 1.1.2. (Equations de Cauchy-Riemann)

Pour une fonction a une seule variable complexe f : C → C définie sur le plan, elle est

holomorphe en un point p ∈ C si et seulement si sa partie réelle u et sa partie imaginaire

v de f vérifient les équations de Cauchy-Riemann en ce point p :

∂u

∂x
(p) = ∂v

∂y
(p) et ∂u

∂y
(p) = −∂v

∂x
(p)

Pour une fonction a plusieurs variables complexes f : Cn → C, elle est holomorphe si et

seulement si elle l’est pour chaque variable séparément, ce qui implique que les parties

réelle u et imaginaire v de f vérifient également les équations de Cauchy-Riemann, c’est-

à-dire :

∀i ∈ {1, ..., n}; ∂u

∂xi
(p) = ∂v

∂yi
(p) et ∂u

∂yi
(p) = − ∂v

∂xi
(p)

7



Chapitre 1 Notions de base en analyse complexe de plusieurs variables et en géométrie

En utilisant le formalisme des dérivées de Wirtinger, cela peut être exprimé comme

suit :

∀i ∈ {1, ..., n}; ∂f

∂z̄i
= 0,

ou encore plus succinctement en utilisant le formalisme des formes différentielles com-

plexes :

∂̄f = 0

Notation : L’ensemble des applications holomorphes sur un domaine Ω est noté

O(Ω).

Théorème 1.1.1. (Formule intégrale de Cauchy)

Soit un polydisque D(a,R) tel que la fermeture du polydisque D(a, r) ⊂ Ω, avec

a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Cn et R = (R1, R2, . . . , Rn) ∈ Rn. Si f est une application continue

et séparément holomorphe sur le domaine Ω, alors en utilisant la formule intégrale de

Cauchy pour une seule variable à plusieurs reprises, on obtient :

f(z1, . . . , zn) = 1
2πi

∫
∂D1

f(ζ1, z2, . . . , zn)
ζ1 − z1

dζ1

= 1
(2πi)2

∫
∂D2

dζ2

∫
∂D1

f(ζ1, ζ2, z3, . . . , zn)
(ζ1 − z1)(ζ2 − z2) dζ1

= 1
(2πi)n

∫
∂Dn

dζn . . .
∫
∂D2

dζ2

∫
∂D1

f(ζ1, ζ2, . . . , ζn)
(ζ1 − z1)(ζ2 − z2) . . . (ζn − zn)dζ1

Et comme ∂D est une courbe fermée et que f est continue, l’ordre des produits et des

sommes peut donc être échangé afin que l’intégrale itérée puisse être calculée comme une

intégrale multiple. Donc :

f(z1, . . . , zn) = 1
(2πi)n

∫
∂Dn

. . .
∫
∂D1

f(ζ1, . . . , ζn)
(ζ1 − z1) . . . (ζn − zn)dζ1 . . . dζn

Définition 1.1.3. L’application complexe f : Ω → C est dite analytique sur Ω si f

cöıncide localement avec la somme d’une série entière convergente, c’est-à-dire pour tout

a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Ω, il existe R = (R1, R2, . . . , Rn) ∈ Rn
+ et des nombres complexes

aa1,...,an tels que pour tout z ∈ D(a,R) :

f(z) =
∑

α1,α2,...,αn∈N
aα1,...,αn(z1 − a1)α1 . . . (zn − an)αn

Nous appelons cette expression ci-dessus le développement en série entière de f au voisi-

nage de a.

8



Chapitre 1 Notions de base en analyse complexe de plusieurs variables et en géométrie

Proposition 1.1.1. Si f ∈ O(Ω), alors f est analytique sur Ω.

Proposition 1.1.2.

i) L’ensemble O(Ω) est un C-algèbre par l’addition, la multiplication des fonctions et

la multiplication par les constantes complexes.

ii) Si f ∈ O(Ω), et si pour tout z ∈ Ω, f(z) 6= 0, alors 1/f ∈ O(Ω).

iii) Si Ω est connexe et si f est à valeurs réelle ou si |f | est constante, alors f est

constante.

Théorème 1.1.2. (Théorème d’unicité)

Les fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes satisfont le théorème d’iden-

tité, comme dans le cas d’une seule variable complexe. Cela signifie que si deux fonctions

holomorphes définies sur le même ouvert connexe Ω cöıncident sur un ouvert D de Ω,

elles sont égales sur tout l’ouvert Ω, c’est-à-dire :

∀f, g ∈ O(Ω),∃D ⊂ Ω, f |D = g|D =⇒ f = g sur Ω

Ce résultat peut être prouvé en montrant que les fonctions holomorphes admettent

des extensions en séries entières, et il peut également être dérivé du cas à une variable.

Pour deux ouverts V ⊂ U ⊂ Cn avec n ≥ 2, on notera la propriété d’un prolongement

holomorphe unique de l’ouvert plus petit V vers l’ouvert plus grand U par :

∀g ∈ O(V ),∃!f ∈ O(U), tel que f |V = g

ou de manière équivalente par O(U)|V = O(V ).

Définition 1.1.4. Soit les ouverts U1 ⊂ Cn et U2 ⊂ Cn avec une intersection non vide

U1 ∩ U2 6= ∅. On dit que O(U1) se prolonge holomorphiquement sur l’union U1 ∪ U2 si :

1. L’intersection U1 ∩ U2 est connexe.

2. Il existe un ensemble ouvert non vide V ⊂ U1 ∩ U2 tel que :

∀f1 ∈ O(U1),∃f2 ∈ O(U2) tel que f1|V = f2|V .

Définition 1.1.5. (Domaine d’holomorphie)

Un domaine Ω ⊂ Cn (c’est-à-dire un ouvert connexe) est qualifié de domaine d’holomor-

phie, s’il existe une fonction analytique dans Ω qui ne peut pas être prolongée en dehors
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de cet ensemble.

Dans le cas particulier des domaines dans le plan, cette propriété est triviale. Cependant,

cela n’est pas nécessairement vrai en général, comme l’explique le théorème de Hartogs :

par exemple, pour un domaine comme Ω ⊂ Cn(n > 1), toute fonction analytique se pro-

longe nécessairement à tout l’espace Cn.

Un domaine Ω qui n’est pas un domaine d’holomorphie admet un prolongement holo-

morphe de Ω. Si de plus une fonction dans Ω admet un tel prolongement, alors son

prolongement n’est pas unique en général et peut prendre des valeurs différentes sur U .

Définition 1.1.6. Un ouvert connexe Ω ⊂ Cn est considéré comme un domaine d’holo-

morphie s’il n’existe aucun couple d’ouverts Ω1,Ω2 satisfont les conditions suivantes :

1. Il existe un ensemble non vide tel que :

∅ 6= Ω1 ⊂ Ω2 ∩ Ω

2. L’ensemble Ω2 est connexe et n’est pas contenu dans Ω.

3. Pour toute fonction holomorphe f dans Ω, il existe une fonction f2 holomorphe

dans Ω (pas nécessairement unique) telle que f = f2 sur Ω1.

Définition 1.1.7. L’enveloppe holomorphiquement convexe M̃ d’un ensemble M dans

un domaine Ω de Cn (c’est-à-dire un ouvert connexe), ou plus généralement d’une variété

complexe M , est définie par :

M̃ = {z ∈ Ω : |f(z)| ≤ supM |f |;∀f ∈ O(Ω)}

1.2 Définitions et exemples de variétés complexes

Grosso modo, une variété complexe est un espace topologique qui ressemble localement

à un sous-ensemble de Cn . Plus précisément, nous avons la définition suivante :

Définition 1.2.1. Soit M un espace topologique connexe, séparé, et possédant une base

dénombrable. On dit que M est une variété complexe de dimension n, s’il existe :

i) un recouvrement {Ua} indexé par un ensemble A.

10
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ii) pour chaque a ∈ A, un homéomorphisme fa de Ua sur un ouvert Da ⊂ Cn, tel

que pour tout couple (a, b) dans A avec Ua,b = Ua ∩ Ub 6= ∅, le changement de

carte fb ◦ fa soit biholomorphe (c’est-à-dire homéomorphisme dont l’inverse est

holomorphe) entre fa(Ua,b) et fb(Ua,b).

Définition 1.2.2. (Applications holomorphes entre deux variétés complexes)

Une application ϕ : Mn
1 → Mm

2 entre deux variétés complexes est holomorphe (ou ana-

lytique complexe) au point p ∈ M1, s’il existe un voisinage holomorphe (Ua, fa) de p

dans M1 et (Vb, gb) de ϕ(p) dans M2, telle que l’application gb ◦ ϕ ◦ f−1
a à partir d’un

sous-ensemble ouvert de Cn dans un sous-ensemble de Cm est holomorphe à fa(p). ϕ est

dite holomorphe sur M1 si elle l’est en tout point de M1.

Définition 1.2.3. [32] Soit X et Y deux variétés complexes. On définit une application

méromorphe f : X → Y comme une application holomorphe f : A → Y définie sur un

ouvert A de X tel que :

i) Le complémentaire de A dans X, noté X \ A, est mince.

ii) La fermeture Gf du graphe de f dans l’espace produit X×Y soit un sous-ensemble

analytique de X × Y et la projection canonique Π : Gf → X soit une application

propre.

Il découle immédiatement de cette définition que la projection π est surjective. Un point

x ∈ X est dit régulier, s’il existe un voisinage U de x dans X tel que l’intersection entre

la fermeture Gf et (U × Y ) soit le graphe d’une application holomorphe.

Exemples de variétés complexes

Dans cette section, nous présentons quelques exemples notables de variétés complexes.

Exemple 1.2.1. (Surface de Riemann)

Une surface de Riemann est une variété complexe de dimension 1, également appelée

courbe complexe. Une surface de Riemann est donc un espace topologique séparé M ,

admettant un atlas modelé sur le plan complexe C, dont les changements de cartes sont

des applications biholomorphes.

La plus simple des surfaces de Riemann compactes est la sphère de Riemann, conformément
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équivalente à la droite projective complexe P1(C), obtenue comme quotient C2 \ {(0, 0)}

par l’action du groupe multiplicatif C∗ par multiplication.

Exemple 1.2.2. (Domaine dans Cn)

L’espace euclidien complexe Cn est une variété complexe de dimension n. De même, tout

sous-ensemble ouvert connexe Ω ⊆ Cn est aussi une variété complexe non compacte de

dimension n.

Un exemple important est la boule unité :

Bn = {(z1, . . . , zn) / |z1|2 + · · ·+ |zn|2 < 1}

Exemple 1.2.3. (L’espace projectif complexe)

L’espace projectif complexe Pn(C) est l’ensemble des droites complexes passant par l’ori-

gine dans Cn+1. Ce qui est l’ensemble de tous les sous-ensembles de 1-dimensionnels

complexes linéaires de Cn+1.

Il est également l’espace quotient de Cn+1 \ {0} par la relation d’équivalence :

(z0, . . . , zn) ∼ (λz0, . . . , λzn) / λ ∈ C∗

La classe d’équivalence (z0, z1, . . . , zn) sera notée [z0; z1; . . . ; zn] ce qui est appelé coor-

données homogènes de Pn.

Afin de voir la structure complexe, définir les sous-ensembles U0, . . . , Un de Pn par :

Ui = {[z0; . . . ; zn] | zi 6= 0}

Géométriquement, Ui est l’ensemble des droites complexes dans Cn+1 qui passent par

l’origine et sauf {z ∈ Cn : zi = 0}.

On définit ϕi : Cn → Ui ⊂ Pn bijective par :

ϕi(U1, . . . , Un) = [U0 : . . . : Ui−1 : 1 : Ui+1 : . . . : Un]

alors il est facile de voir que cela donne une structure complexe sur Pn.

Exemple 1.2.4. (Le tore complexe)

On considère l’espace Euclidien complexe Cn. Si {v1, . . . , v2n} l’ensemble des vecteurs

dans Cn ∼= R2n linéairement indépendant sur R, et notons par Λ = Z{v1, . . . , v2n} le

réseaux.
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Les éléments de Λ agissent sur Cn par translation, biholomorphe sur Cn. Le quotient

T nΛ := Cn/Λ est une variété complexe compacte de dimension n, qui s’appelle le Tore

complexe.

Notons que pour un tel réseau Λ, la variété lisse sous-jacente de T nΛ est la même ; c’est le

tore réel T 2n
R , qui est le produit de 2n exemplaires de cercle S1. Cependant, les structures

complexes de T nΛ dépendent du choix de Λ, et pourraient être tout à fait différentes.

Exemple 1.2.5. (Variété de Stein)

Une variété de Stein est une sous-variété complexe fermée de Cn, ce qui est équivalent

à M , est une variété de Stein si M est une variété complexe analytique qui possède les

propriétés suivantes :

a) Si pour tout compact K ⊂ M , on désigne par K̂ l’ensemble des points z ∈ M tels

que :

|f(z)| ≤ sup
t∈K
|f(t)|.

Pour toute fonction f holomorphe sur M , alors K̂ est compact.

b) Si x et y sont deux points distincts de M . Il existe une fonction f holomorphe sur

M qui sépare x et y, c’est-à-dire : f(x) 6= f(y).

c) Pour tout point z0 ∈M , il existe des coordonnées locales données par des fonctions

holomorphes dans M , tout entier, c’est-à-dire qu’il existe un voisinage de z0 et des

fonctions f1, f2, . . . , fn holomorphes dans M tel que z 7→ (f1(z), f2(z), . . . , fn(z))

soit un isomorphisme analytique de ce voisinage sur un ouvert de l’espace Cn.

Exemple 1.2.6. (Variété de Hopf)

Soit W = Cn \ {0} (avec n ≥ 2). Pour des nombres complexes αi ou i = 1, . . . , n tels que

0 < |αi| < 1, nous définissons l’automorphisme de W noté gm (avec m ∈ Z) par :

gm : W → W

(W1,W2, . . . ,Wn) 7→ (αm1 W1, α
m
2 W2, . . . , α

m
nWn)

Le groupe G = {gm | m ∈ Z} agit proprement discontinument sur W sans point fixe.

Cela permet de considérer la variété quotient W/G, qui est compacte et de dimension n.

Une telle variété est appelée une variété de Hopf.
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Exemple 1.2.7. (Variété parallélisable)

Une variété complexe X est dite parallélisable si son fibré tangent holomorphe est trivial.

Cela signifie qu’il existe sur X, n champs de vecteurs holomorphes qui sont linéairement

indépendants en tout point de X, ou dimX = n.
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Chapitre 2
Le phénomène de Hartogs

Dans ce chapitre, nous abordons le phénomène de Hartogs, qui concerne l’extension

des applications holomorphes.

Au début nous commençons par la définition de l’ouvert de Hartogs dans Cn.

Ensuite nous examinons la structure géométrique de cet ouvert (Figures de l’ouvert de

Hartogs), à titre d’exemple la structure de l’ouvert de Hartogs dans C2.

Dans la section suivante, nous rappelons certains théorèmes fondamentaux qui ont

posé la base de cette étude, en mettant en lumière deux versions du théorème de Hartogs

[13].
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2.1 Figures de Hartogs

Nous appelons l’ouvert de Hartogs l’ensemble T de Cn défini par :

T = Tρ,r = {z ∈ Cn : |zi| < 1, i = 1, . . . , n− 1; |zn| < r}

∪ {z ∈ Cn : ρ < |zi| < 1; i = 1, . . . , n− 1; |zn| < 1}

avec 0 < ρ < 1 et 0 < r < 1.

Géométriquement, l’ouvert de Hartogs est difficile de représenter et encore plus difficile

de le dessiner, nous prenons à titre d’exemple l’ouvert de Hartogs dans C2 qui est défini

par :

Définition 2.1.1. Soit H1 et H2 deux ouverts de C2 définis par :

H1 = {z = (z1, z2) ∈ C2 : |z1| < 1, |z2| < r}

H2 = {z = (z1, z2) ∈ C2 : ρ < |z1| < 1, |z2| < 1}

avec 0 < ρ < 1 et 0 < r < 1.

L’ouvert de Hartogs dans C2 est le sous-ouvert du polydisque unité ∆2 défini par :

H = Hρ,r = H1 ∪H2

— Figure 2.1 : Dans la quatrième dimension C2 ∼= R4, ces deux parties H2 et H2

d’intersection non vide, peuvent être dessinées en coordonnées (|z1|, |z2|), c’est-à-

dire une représentation où l’axe des z1 et l’axe des z2 sont de dimension 1, comme

la figure suivante :
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Figure 2.1 –

— Figure 2.2 : Nous pouvons aussi présenter l’ouvert de Hartogs dans R3 par la

figure suivante, où l’axe des z1 = x1 + iy1 est de dimension réelle 2, tandis que l’axe

des z2 est de dimension 1.

Dans ce cas, nous appelons le domaine Hp,r de C2 une marmite de Hartogs, à cause

de sa forme dans l’espace R3 des points (z1, |z2|).

Figure 2.2 –

— Figure 2.3 : Une autre représentation de la figure de Hartogs encore plus par-

lante consiste à travailler en coordonnées z1, symbolisées comme coordonnées réelles

négatives et positives, et en coordonnées |z2|.
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Figure 2.3 –

— Figure 2.4 : Une autre représentation de la figure de Hartogs, dans cette l’axe des

z2 = x2 + iy2 est de dimension réelle 2, tandis que l’axe des z1 est de dimension 1.

Figure 2.4 –

2.2 Théorèmes d’extension de Hartogs

Dans cette section, nous revenons sur certains théorèmes fondamentaux qui ont posé

les bases de notre étude.

Théorème 2.2.1. (Extension de Hartogs)

Soit Ω un ouvert de Cn et K un compact contenu dans Ω tel que Ω \ K soit connexe.
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Toute fonction holomorphe définie sur Ω \K peut être prolongée holomorphiquement de

manière unique à Ω.

Démonstration.

Soit f une fonction holomorphe sur Ω \K. Étant donné K est un compact dans Ω, il

existe une fonction complexe h qui est différentiable dans Ω et qui satisfait les conditions

suivantes :

(i) Le support de h est contenu dans Ω.

(ii) Sur le compact K, on a h|K = 1.

Nous définissons alors la fonction g = (1− h)f , qui est initialement définie sur Ω \K,

mais nous pouvons l’étendre par zéro sur Ω grâce à la construction de h.

Ainsi, la fonction g est bien définie et différentiable sur tout Ω.

Nous considérons la (0, 1)-forme différentiable de ω obtenue après application de ∂̄ a

g, c’est-à-dire :

ω = ∂̄g = −∂̄(hf) = −f∂̄h

qui est définie sur Ω \K et prolongée par zéro sur K et en dehors de Ω.

La forme ω a un support compact dans Cn et est clairement ∂̄-fermée, alors il existe

donc une fonction différentielle ϕ telle que :

∂̄ϕ = ω

et ayant un support compact dans Cn.

Soit S le support de ω, alors la fonction ϕ est holomorphe dans Cn \ S.

Notons que la composante connexe non bornée de Cn \ S est désignée par C. Comme

la fonction ϕ a un support compact dans Cn, elle doit être nulle au voisinage de l’infini,

ce qui implique que : ϕ = 0 dans la composante connexe non bornée C.

En conclusion, la fonction f se prolonge en unique fonction f̃ qui définie par :

f̃ = g − ϕ

qui est définie sur tout l’ouvert Ω.

On a alors :

∂̄f̃ = ω − ∂̄ϕ = 0
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ce qui montre que la fonction f̃ est holomorphe dans tout l’ouvert Ω. De plus, comme

ϕ = 0 dans C et h = 0 dans Ω \K, donc on obtient :

f̃ = g − ϕ = (1− h)f − ϕ = f

dans C ∩ (Ω \K).

Ainsi, les fonctions f et f̃ cöıncident dans un ouvert non vide de Ω\K qui est connexe,

ce qui implique par le principe d’unicité que f̃ = f dans Ω \K.

Théorème 2.2.2. (Hartogs 1906)

Toute fonction holomorphe définie sur l’ouvert de Hartogs Hp,r se prolonge holomorphi-

quement et de manière unique au polydisque unité ∆n qui constitue l’enveloppe d’holo-

morphie de Hp,r. Cela signifie que :

∀f ∈ O(Hρ,r), ∃!F ∈ O(∆2) : F |Hρ,r = f

Ce théorème indique que le domaine de définition de f peut être étendu à la marmite

remplie.

Démonstration :

On considère des disques appropriés pour un choix quelconque d’un rayon intermédiaire

avec ρ < σ < 1 :

Az2(z) := (σz, z2), (z ∈ D)

Lorsque |z2| < r, le disque fermé entier est contenu dans le domaine de Hartogs Hρ,r, c’est-

à-dire Az2(D̄) ⊂ Hρ,r. Ainsi, la fonction f est complètement holomorphe au voisinage de

ce disque, et la formule intégrale de Cauchy pour une variable fournit la valeur de f en

un point quelconque (z1, z2) avec |z1| < σ :

f(z1, z2) = 1
2πi

∫
|ξ1|=σ

f(ξ1, z2)
ξ1 − z1

dξ1

De plus, lorsque le disque commence à s’élever, son bord reste toujours à l’intérieur

du domaine :

Az2(∂D) ⊂ Hρ,r, (∀|z2| < 1)

tandis que son intérieur s’en échappe. Cependant, comme la formule de Cauchy reste

valide en intégrant uniquement les valeurs de la fonction f sur la partie verticale de
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Hρ,r où f est définie, on peut prolonger les valeurs de f simplement à l’aide de cette

formule :

F (z1, z2) = 1
2πi

∫
|ξ1|=σ

f(ξ1, z2)
ξ1 − z1

dξ1, ∀|z1| < σ, ∀|z2| < 1

Les théorèmes standards concernant la différentiation sous le signe intégral garan-

tissent maintenant que la fonction F ainsi définie est holomorphe par rapport à toutes

ses variables (z1, z2) dans le polydisque Dσ × D.

En résumé, nous avons :

i) f ∈ O(Hρ,r).

ii) F ∈ O(Dσ × D).

iii) F = f dans {|z1| < ρ, |z2| < r} selon la formule de Cauchy.

Définition 2.2.1. Une variété complexe X est dite holomorphiquement (resp.méromor-

phiquement) extensifère, si toute application holomorphe (resp. méromorphe) f : T → X

se prolonge holomorphiquement (resp. méromorphiquement) à l’enveloppe d’holomorphie

∆n.

Définition 2.2.2. Une variété complexe X est dite holomorphiquement (resp. méromor-

phiquement) extensifère en dehors de la codimension au moins 2, si toute application

holomorphe (resp. méromorphe) de T dans X se prolonge holomorphiquement (resp.

méromorphiquement) au complémentaire dans ∆n d’un sous-ensemble analytique de ∆n

de codimension au moins 2.

Exemple 2.2.1.

1. Toute variété de Stein est holomorphiquement extensifère.

2. Si X est une variété algébrique, alors toute application méromorphe de T dans X

se prolonge holomorphiquement au complémentaire dans ∆n d’un sous-ensemble

analytique de codimension au moins 2.

3. Toute courbe (une variété de dimension pure égale à 1) est holomorphiquement

extensifère, en effet, une courbe algébrique soit compacte (projective), soit non

compacte (de Stein).

4. Pn(C) est méromorphiquement extensifère [11].
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Proposition 2.2.1. Soit X une variété complexe, si toute application holomorphe de T

dans X se prolonge holomorphiquement à ∆n, alors toute application méromorphe de T

dans X se prolonge holomorphiquement à ∆n.

Exemple 2.2.2. Une variété complexe X est dite localement biholomorphiquement ex-

tensifère, si toute application localement biholomorphe f : T → X se prolonge biholo-

morphiquement à l’enveloppe d’holomorphie ∆n dans X.

Les domaines d’existences localement biholomorphes d’applications localement biholo-

morphes sont définis de la même façon que les domaines d’existences holomorphes et

méromorphes.

Exemple 2.2.3.

1. Toute variété de Stein est localement biholomorphiquement extensifère.

2. Les variétés parallélisables compactes sont localement biholomorphiquement exten-

sifères.

3. Pn(C) est localement biholomorphiquement extensifère.
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Chapitre 3
Rappel de quelques résultats récents

Dans ce chapitre, nous passerons en revue des résultats connus concernant les variétés

holomorphiquement (méromorphiquement) extensifières.

Notre but est d’étudier le prolongement d’applications holomorphes définies sur l’ou-

vert de Hartogs à valeurs dans une variété complexe.

Il existe des résultats très importants mentionnés dans ce chapitre, et qui nous avons

largement utilisés dans ce travail.
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3.1 Définitions et préliminaires

Définition 3.1.1. Soit Ω et M deux variétés complexes, et soit π : Ω → M une appli-

cation holomorphe. On dit que le couple (Ω, π) constitue un domaine étalé au-dessus de

M , si Ω est connexe et π est une application localement biholomorphe de Ω dans M .

Définition 3.1.2. Considérons une variété complexe X et une variété de Stein M , pour

un domaine étalé (Ω, π) au-dessus de M et une application f : X → M , nous appelons

le triplet (Ω, π, f) un élément de carte à X au-dessus de M .

Définition 3.1.3. Soit (Ω, π) et (Ω′, π′) deux domaines étalés au-dessus d’une variété

M . Un morphisme de domaines étalés est défini comme une application holomorphe

λ : Ω→ Ω′ telle que

π′ ◦ λ = π

.

Définition 3.1.4. Soit les deux domaines étalés (Ω, π) et (Ω′, π′) au-dessus d’une variété

M , avec un morphisme de domaines étalés λ : Ω→ Ω′. Soit également f une application

holomorphe (resp. méromorphe) de Ω dans une variété complexe X, et soit f ′ une ap-

plication holomorphe (resp. méromorphe) de Ω′ dans X. On dit que (λ,Ω′, π′, f ′) est un

prolongement holomorphe (resp. méromorphe) de f si l’on a f ′ ◦ λ = f .

De plus, on appelle (λ,Ω′′, π′′, f ′′) un prolongement maximal holomorphe (resp. méromorphe)

de f si les conditions suivantes sont satisfaites :

i) (λ,Ω′, π′, f ′) est un prolongement holomorphe (resp. méromorphe) de f .

ii) Si (λ′,Ω′′, π′′, f ′′) est un autre prolongement holomorphe (resp. méromorphe) de

l’application f , il existe un unique morphisme de domaines étalés ϕ : Ω′′ → Ω′ tel

que :

f ′ ◦ ϕ = f ′′ et ϕ ◦ λ′′ = λ

Dans ce cas, on appelle (Ω′, π′) le domaine d’existence holomorphe (resp. méromorphe)

de f .

Notons que dans [24] Malgrange a démontré que pour deux variétés complexes X et M ,

et (Ω, π) un domaine étalé au-dessus de M , le domaine d’existence holomorphe (resp.

méromorphe) d’une application f holomorphe (resp. méromorphe) de Ω dans X est

unique.
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3.2 Variétés extensifères

Théorème 3.2.1. [22] Soit X une variété complexe et (Ω, π) un domaine étalé au-dessus

d’une variété de Stein M , alors les relations suivantes sont équivalentes :

i) Toute application holomorphe de T dans X se prolonge méromorphiquement a ∆n.

ii) X est méromorphiquement extensifère.

iii) Toute application holomorphe de Ω dans X se prolonge méromorphiquement a

l’enveloppe d’holomorphie
(
λ̄, Ω̄, π̄

)
de (Ω, π).

iv) Toute application méromorphe de Ω dans X se prolonge méromorphiquement a

l’enveloppe d’holomorphie
(
λ̄, Ω̄, π̄

)
de (Ω, π).

v) Le domaine d’existence méromorphe de toute application holomorphe de Ω dans X

est de Stein.

vi) Le domaine d’existence méromorphe de toute application méromorphe de Ω dans

X est de Stein.

Démonstration.

Les implications (ii)⇒ (i), (iv) ⇒ (iii) et (vi)⇒ (v) sont évidentes.

(iii) ⇒ (ii) Soit f : T → X une application méromorphe, et soit A := sing(f) un

sous-ensemble analytique avec codimA ≥ 2.

Comme l’application f : T\A→ X est holomorphe, alors elle se prolonge méromorphiquement

a T̃ \ A = ∆n.

v) ⇒ iv) Soitf : Ω → X une application méromorphe, f est holomorphe en dehors

d’un sous-ensemble analytique A avec codimA ≥ 2, et par hypothèse le domaine d’exis-

tence méromorphe que l’on note (λ,Ω′, π′, f ′) de f : Ω \ A→ X est de Stein.

L’application λ est a valeurs dans Ω′ elle se prolonge holomorphiquement en λ̃′ a

Ω̃ \ A = Ω̃ et f ′ ◦ λ̃′ est un prolongement méromorphe de f a (λ̃, Ω̃, π̃).

ii) ⇒ vi) Soit f : Ω → X une application méromorphe, on peut supposer que le

domaine d’existence méromorphe de f au dessus de M est (Ω, π).
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D’après le théorème de Docquier-Grauert [9], il suffit de montrer que (Ω, π) est locale-

ment pseudo-convexe au dessus de M.

Soit ϕ : T → Ω une T-application, notons k̃ le prolongement biholomorphe de π ◦ϕ a

∆n, par hypothèse f ◦ ϕ se prolonge a une application méromorphe qu’on la note F̃ .

Figure 3.1 –

On recolle Ω et ∆n de la façon suivant :

Soit U la composante connexe de π−1
(
k̃(∆n)

)
contenant ϕ(T ) et U ′ := k̃−1(π(U)),

l’application π|ϕ(T ) étant injective, π|U reste injective et k̃−1 ◦ π : U → U ′ est un isomor-

phisme, ce qui permet de recoller Ω et ∆n le long de U et U ′.

Soit V la variété obtenue munie de la topologie quotient, par construction V est munie

d’un homéomorphisme local :

π′ : V →M tel que π′|Ω = π et π′|∆n = k̃

De plus V est séparé.

En effet, soient x1, x2 ∈ V .

— Le seul cas non évident est celui ou x1 est dans l’adhérence de U dans Ω et x2 est

dans l’adhérence de U ′ = U dans ∆n.

— Si x1 et x2 ne peuvent être séparés, il existe une suite (Zn) dans U = U ′ tel que

(Zn) converge vers x1 dans Ω et vers x2 dans ∆n. Mais alors :

π(x1) = lim(π|U(Zn)) = lim
(
k̃|U ′

)
(Zn) = k̃(x2)
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donc x1 ∈ U ∩π−1
(
k̃(∆n)

)
, c’est-à-dire x1 ∈ U mais alors puisque x1 et x2 sont dans ∆n,

alors x1 = x2.

Soit g l’application méromorphe de V dans X définie par :

g(x) = f(x) pour x ∈ Ω

g(x) = F̃ (x) pour x ∈ ∆n

g est bien définie sur ϕ(T ) et puisque U est connexe alors g est bien définie sur V .

L’injection de Ω dans Ω ∪ ∆n induit une application i : Ω → V biholomorphe sur son

image.

On a g ◦ i = f et donc (i, V, π′, g) est un prolongement méromorphe de f et comme (Ω, π)

est le domaine d’existence méromorphe de f , il existe un morphisme de domaine étalé

j : V → Ω tel que :

j ◦ i = IdΩ, π ◦ j = π′, f ◦ j = g

Figure 3.2 –

D’autre part si x = i(y) ∈ i(Ω) ⊂ V alors :

i ◦ j(x) = i ◦ j(i(y)) = i(y) = x

on a : i ◦ j|i(Ω) = (IdV )|i(Ω) et d’après le théorème d’identité i ◦ j = IdV .

finalement V ∼= Ω et donc ϕ se prolonge biholomorphiquement a ∆n, d’où Ω est T -

convexe, donc p7-convexe, et d’après [9] (Ω, π) est localement pseudo-convexe au-dessus

de M .
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i) ⇒ v) Soit (Ω, π) un domaine étalé au-dessus d’une variété de Stein M et f : Ω → X

une application holomorphe.

On suppose que (Ω, π) est le domaine d’existence holomorphe de f .

Notons (λ,Ω′, π′, f ′) le domaine d’existence méromorphe de f , il s’agit de montrer que Ω′

est de Stein.

Posons A′ := singf ′, on a Ω′ \ A′ ∼= Ω. En effet : λ−1(A′) = ∅ (car si x ∈ λ−1(A′),

et λ(x) ∈ A′ et donc f ′(λ(x)) est de dimension positive, or f est holomorphe et donc

f ′(λ(x)) = f(x) est de dimension nulle).

f ′ : Ω′ \ A′ → X étant holomorphe et comme (Ω, π) le domaine d’existence holomorphe

de f , il existe un morphisme de domaine étalé λ′ : Ω′ \ A′ → Ω, tel que

λ′ ◦ λ = IdΩ

On a λ ◦ λ′|λ(Ω) = IdΩ′\A′ |λ(Ω) et donc λ ◦ λ′ = IdΩ′\A′ , d’où Ω ∼= Ω′ \ A′.

Figure 3.3 –

Supposons qu’il existe un point frontière z ∈ ∂Ω′ au dessus de M ou Ω′ ne soit pas

pseudoconvexe. Ce point est défini par une base de filtre µ d’ouverts connexes tel que

ν = {π(U)}U∈µ converge dans M vers un point π′(z).

Comme A′ ne disconnexe pas un ouvert connexe défini par restriction un point frontière

28



Chapitre 3 Rappel de quelques résultats récents

de Ω′ \ A′ encore noté z ∈ ∂(Ω′ \ A′).

Le domaine Ω′ \ A′ n’est pas pseudoconvexe au point z, en effet pour toute boule B :=

B(π′(z), r) centrée en π′(z), π′−1(B) n’est pas pseudo-convexe d’après l’hypothèse faite

sur z, donc V := (π′|Ω′\A′)−1(B) = π′−1(B) \ A′ n’est a fortiori pas pseudoconvexe.

Soit ϕ : T → V une T -application qui ne se prolonge pas a ∆n, par définition, ϕ′ := π′ ◦ϕ

se prolonge a ∆n.

Notons Ω′′ le domaine étalé au dessus de M obtenu en recollant Ω′ \ A′ avec ∆n le long

de la composante connexe de π′−1 (ϕ′(∆n)) qui rencontre ϕ(T ), et notons π′′ : Ω′′ → M

l’étalement correspondant, par lequel on a un diagramme commutatif :

Figure 3.4 –

D’après la condition i) f se prolonge méromorphiquement a Ω′′ en f ′′ : Ω′′ → X de

sorte que le diagramme suivant :

Figure 3.5 –

Soit commutatif.

(Ω′, π, λ) est le domaine d’existence méromorphe de f , il existe donc un morphisme de
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domaines étalés λ′′ : Ω′′ → Ω′ qui rend le diagramme suivant commutatif

Figure 3.6 –

L’application i′′ : Ω′ \ A′ → Ω′′ se prolonge continument a la frontière de Ω′ \ A′ en

i′′ : (Ω′ \ A′) ∪ ∂(Ω′ \ A′)→ Ω′′ ∪ ∂Ω′′

De plus par construction i′′(z) ∈ Ω′′ puisque π′(z) ∈ ϕ′(∆n), le diagramme commutatif

Figure 3.7 –

se prolonge continûment en un diagramme commutatif :
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Figure 3.8 –

mais alors z = ĩ(z) = λ̃′′ ◦ ĩ′′(z) ∈ Ω′, donc z ∈ A′ ce qui est impossible.

Proposition 3.2.1. Soit X une variété complexe et (Ω, π) un domaine étalé au-dessus

d’une variété de Stein M , alors les relations suivantes sont équivalentes :

i) X est holomorphiquement extensifère.

ii) Toute application holomorphe de Ω dans X se prolonge holomorphiquement à l’en-

veloppe d’holomorphie (λ̃, Ω̃, π̃) de (Ω, π).

iii) Le domaine d’existence holomorphe de toute application holomorphe de Ω dans X

est de Stein.

Lemme 3.2.1. [8] Soit X et Y deux variétés complexes et Φ une application holomorphe

de X dans Y . Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) Il existe un recouvrement U = (Ui)i∈I de Y tel que pour tout i ∈ I, Φ−1(Ui) est

holomorphiquement extensifère.

ii) Pour tout y ∈ Y , il existe un système fondamental de voisinage ϑ(y) de y tel que,

pour tout V ∈ ϑ(y), Φ−1(V ) est holomorphiquement extensifère.

Démonstration.

L’implication ii)⇒ i) est évidente.

Pour l’implication i) ⇒ ii), soit V ⊂ Ui un ouvert de Stein et soit f : T → Φ−1(V ) une

application holomorphe, l’application f se prolonge holomorphiquement en une applica-

tion f̃ dans le disque unité ∆n a valeurs dans Φ−1(Ui).

D’autre part, comme V est un ouvert de Stein, alors la composition Φ ◦ f : T → V se
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prolonge holomorphiquement en une application g̃ : ∆n → V .

On a alors :

Φ ◦ f̃ |T = g̃|T

et par le théorème d’identité, on en déduit que :

Φ ◦ f̃ = g̃

ce qui signifie que f̃ est à valeurs dans Φ−1(V ).

Lemme 3.2.2. [8] SoitX et Y deux variétés complexes et soit Φ : X → Y une application

holomorphe. On a l’équivalence des relations suivantes :

i) Il existe un recouvrement U = (Ui)i∈I de Y tel que pour tout i ∈ I, Φ−1(Ui) est

méromorphiquement extensifère.

ii) Pour tout y ∈ Y , il existe un système fondamental de voisinage ϑ(y) de y tel que,

pour tout V ∈ ϑ(y), Φ−1(V ) est méromorphiquement extensifère.

Démonstration.

L’implication (ii) ⇒ (i) est évidente.

Pour l’implication (i) ⇒ (ii), considérons un ouvert de Stein V ⊂ Ui et une application

méromorphe f : T → Φ−1(V ).

L’application f se prolonge méromorphiquement en une application f̃ dans le disque unité

∆n, et à valeurs dans Φ−1(Ui).

Etant donné que V est de Stein, la composition Φ ◦ f : T → V se prolonge holomorphi-

quement en g̃ : ∆n → V (D’après la proposition ??).

Notons Γg̃ ⊂ ∆n × V le graphe de g̃ et ΓΦ◦f ⊂ ∆n × Ui le graphe de Φ ◦ f̃ .

On a alors :

g̃|T = Φ ◦ f̃ |T ,

ce qui implique que

Γg̃|T = ΓΦ◦f̃ |T .

Ces graphes étant irréductibles, on obtient que Γg̃ = ΓΦ◦f̃ , d’où Φ ◦ f est à valeurs dans

V et donc f̃ est à valeurs dans Φ−1(V ).
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Théorème 3.2.2. [7] Soit H une hypersurface de T . S’il existe une application holo-

morphe ϕ de T \ H, tel que H soit singularité, alors il existe une hypersurface H̃ de T̃

pour laquelle H = H̃ ∩ T , et l’enveloppe holomorphe de T \H est isomorphe à T̃ \ H̃.

Notons que Grauert et Remmert ont prouvé que si (π,G) est un domaine étale sur Cn et

H̃ une hypersurface de G, alors l’enveloppe holomorphe de G \ λ−1(H̃) est isomorphe à

G̃ \ H̃.

Théorème 3.2.3. [22] Soient X et Y deux variétés complexes, et soit ϕ : X → Y une

application holomorphe, s’il existe un recouvrement U = (Ui)i∈I de Y tel que ϕ−1(Ui) est

holomorphiquement (resp. méromorphiquement) extensifère, et Y est holomorphiquement

extensifère, alors X est holomorphiquement (resp. méromorphiquement) extensifère.

Démonstration.

Considérons un domaine étalé (Ω, π) au-dessus d’une variété de Stein M , et soit

f : Ω→ X une application holomorphe (résp méromorphe).

Posons g := ϕ ◦ f . Étant donné que g est a valeurs dans Y , elle se prolonge holomorphi-

quement en une application g̃ à l’enveloppe d’holomorphie (λ̃, Ω̃, π̃) de (Ω, π).

Le morphisme de domaine étalé λ̃� permet de considérer Ω comme un domaine étalé

au-dessus de la variété de Stein Ω̃.

L’application f possède alors un domaine d’existence holomorphe (resp. méromorphe)

au-dessus de Ω̃.

Il suffit maintenant de prouver que ce domaine est de Stein et donc Ω̃ ∼= Ω.

En appliquant le théorème de Docquier-Grauert [9], il suffit de montrer que (Ω, λ̃�) est

localement pseudoconvexe au-dessus de Ω̃.

Soit z ∈ Ω̃ ; par hypothèse, il existe un voisinage U de g̃(z) tel que ϕ−1(U) soit holo-

morphiquement (resp. méromorphiquement) extensifère.

Considérons B(z) une boule centrée en z telle que g̃(B(z)) ⊆ U , il suffit alors de montrer

que λ̃−1(B(z)) est de Stein.

On a : f(λ̃−1(B(z))) ⊆ ϕ−1(U).

33



Chapitre 3 Rappel de quelques résultats récents

Figure 3.9 –

Si λ̃−1(B(z)) 6= ∅, on se restreint a λ̃−1(B(z)), on a le diagramme :

Figure 3.10 –

λ̃−1(B(z)) est étalé au-dessus de B(z), et comme ϕ−1(U) est holomorphiquement exten-

sifère (resp., méromorphiquement extensifère), donc d’après la proposition 3.2.1 (resp.,

th 3.2.1) le domaine d’existence holomorphe (resp, méromorphe) de f|λ̃−1(B(z)) au-dessus

de B(z) est de Stein, notons ce domaine (ψ,Ω′, π′, f ′).

On a Ω′ ∼= λ̃−1(B(z)), ce qui donne que Ω′ est étalé au-dessus de Ω̃� par π′ et comme le

domaine d’existence holomorphe (resp, méromorphe) au-dessus de Ω̃� de f|λ̃−1(B(z)) est

(i,Ω, λ̃, f) où i est l’injection i : λ̃−1(B(z))→ Ω.

Il existe un morphisme de domaine étalé τ : Ω′ → Ω tel que τ ◦ψ = i, et comme τ est un

morphisme de domaine étalé on a :

λ̃ ◦ τ = π′ et donc λ̃ ◦ τ(Ω′) = π′(Ω′) ⊆ B(z)

tel que τ est a valeurs dans λ̃−1(B(z)).

Si x ∈ ψ(λ̃−1(B(z))), on a :

(ψ ◦ τ)(x) = x car ψ ◦ τ ◦ ψ = ψ
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donc ψ ◦ τ : Ω′ → Ω est l’identité sur l’ouvert ψ(λ̃−1(B(z))), et par le théorème de

l’identité ψ ◦ τ = IdΩ′ et donc λ̃−1(B(z)) ∼= Ω′ d’où λ̃−1(B(z)) est de Stein.

Et finalement Ω est localement pseudoconvexe au-dessus de Ω̃.

Théorème 3.2.4. [22] Soit X et Y deux variétés complexes, et soit ϕ : X → Y une ap-

plication holomorphe, s’il existe un recouvrement U = (Ui)i∈I de Y tel que ϕ−1(Ui)

soit holomorphiquement (resp, méromorphiquement) extensifère, et Y est projective,

alors toute application holomorphe de T dans X se prolonge holomorphiquement (resp,

méromorphiquement) au complémentaire dans ∆n d’un sous-ensemble analytique Z de

∆n tel que codimZ ≥ 2.

Démonstration.

Soit n le plus petit entier m pour lequel il existe un plongement

Y → Pm

Considérons l’hyperplan :

Hi = {[Z0 : . . . : Zn], Zi = 0}

Le complémentaire dans Y de Hi est un ouvert de Stein.

On démontre le résultat par récurrence sur la dimension de Y .

Selon Bertini [1, pages 45], on peut choisir le système de coordonnées (Z0, . . . , Zn) tel que

Y ∩Hi soit lisse.

Si on remplace Y par Y ′ := Y ∩Hi, on peut supposer par l’hypothèse de récurrence que

ϕ(X) 6⊂ Y ∩Hi.

Soit f : T → X une application holomorphe. Par le même argument on peut supposer

que f(T ) 6⊂ ϕ−1(Hi ∩ y).

On peut supposer que la codimension de l’ensemble f−1(ϕ−1(Hi)) est supérieur ou égal

à 1.

D’après le théorème 3.2.2 et le lemme 3.2.1 (resp. lemme 3.2.2), on a :

f : T \ f−1(ϕ−1(Hi))→ X \ ϕ−1(Hi)

se prolonge holomorphiquement (resp, méromorphiquement) a l’enveloppe d’holomorphie

T̃ \ f−1(ϕ−1(Hi)) de T \ f−1(ϕ(Hi)).
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Soit maintenant les ensembles Ei et Fi définis comme les parties de f−1(ϕ−1(Hi)) ou Ei

est de codimension pure 1 et codimFi ≥ 2.

On a :

T̃ \ f−1(ϕ−1(Hi)) = ˜(T \ Ei) \ Fi = T̃ \ Ei

Comme Ei est une hypersurface de T , et d’après [7] ; T̃ \ Ei est isomorphe a ∆n \ Ẽi, ou

Ẽi est une hypersurface de ∆n telle que Ei = Ẽi ∩ T .

Posons Z = ∩Ẽi on a alors :

Z ∩ T =
n⋂
i=0

(
Ẽi ∩ T

)
=

n⋂
i=0

Ẽi ⊂
n⋂
i=0

f−1
(
ϕ−1(Hi)

)
⊂ f−1

(
ϕ−1

(
n⋂
i=0

Hi

))
= ∅

En conclusion l’application f se prolonge holomorphiquement (resp, mérmorphiquement)

a ∆n \ Z, ou Z est un sous-ensemble analytique de Codimension au moins 2.

Proposition 3.2.2. Soit X et Y deux variétés complexes, et soit ϕ : X → Y un

revêtement non ramifié, alors X est holomorphiquement (resp, méromorphiquement) ex-

tensifère si et seulement si Y est holomorphiquement (resp, méromorphiquement) exten-

sifère.

Démonstration.

a) Si ϕ est holomorphe :

⇒) Soit f : T → Y une application holomorphe, alors il existe une application holo-

morphe g : T → X tel que ϕ ◦ g = f (car T est simplement connexe).

Puisque X est holomorphiquement extensifère donc g se prolonge holomorphique-

ment a ∆n en g̃, ainsi f se prolonge holomorphiquement a ∆n en f̃ = ϕ ◦ g̃.

⇐) Soit f : T → X une application holomorphe, on a ϕ ◦ f se prolonge holomorphi-

quement en g̃ de ∆n dans Y et comme ∆n est simplement connexe, il s’ensuit que

f se prolonge holomorphiquement a ∆n en f̃ .

b) Si ϕ est méromorphe :
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⇒) Supposons que X est méromorphiquement extensifère. Soit f : T → Y une appli-

cation méromorphe et considérons Γf ⊂ T × Y le graphe de f .

La projection canonique p : Γf → T est propre, et on a :

Γf |p−1(sing(f))
∼= Tsing(f)

D’après Remmert [34], Γf est simplement connexe, on a :

p′ = f ◦ p : Γf → T

La seconde projection canonique étant holomorphe, elle peut être relevée par une ap-

plication holomorphe µ : Γf → X. Etant donné que p−1 : T → Γf est méromorphe,

il existe alors une application méromorphe : g = µ ◦ p−1 : T → X qui se prolonge

méromorphiquement en g̃ : ∆n → X, ce qui fait que ϕ◦g̃ constitue un prolongement

méromorphe pour f a ∆n.

⇐) Supposons maintenant que Y soit méromorphiquement extensifère, soit f : T → X

une application méromorphe, alors ϕ ◦ f : T → Y se prolonge méromorphiquement

en g : ∆n → Y .

Notons Γg ⊂ ∆n × Y le graphe de g et considérons la projection canonique

µ : Γg → ∆n et la projection inverse définie par :

p−1 = g ◦ p : Γg → Y

et également holomorphe, et puisque Γg est simplement connexe, il existe alors une

application holomorphe Θ : Γg → X ce qui conduit a l’existence d’une application

méromorphe f̃ : ∆n → X qui prolonge f .
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extensifères

Dans ce chapitre, nous nous pencherons sur le problème de prolongement d’applica-

tions holomorphes dans des cas particuliers. Dans [8], Dloussky a prouvé que toute variété

de Hopf est holomorphiquement extensifère.

De plus, dans [22], M. Krachni a utilisé la classification de Potters [28] pour les surfaces

presque homogènes, afin de démontrer que toute application holomorphe de T à valeurs

dans une surface presque homogène compacte se prolonge méromorphiquement a ∆n \Z

ou Z est un sous-ensemble analytique de ∆n de codimension 2.
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4.1 Variétés de Hopf et Tores

Proposition 4.1.1. [8] Soient X, X1 et X2 des Variétés complexes :

(i) X1 et X2 sont holomorphiquement extensifères si et seulement si X1×X2 est holo-

morphiquement extensifère.

(ii) Si Y est une sous-variété de X, et que X est holomorphiquement extensifère, alors

Y et son complémentaire X \ Y le sont aussi.

(iii) X est holomorphiquement extensifère si et seulement si chacune de ses composantes

irréductibles l’est également.

Corollaire 4.1.1. [8] Toute variété de Hopf est holomorphiquement extensifère.

Démonstration.

Il suffit de noter que l’application canonique :

π : W → W/G

définir un revêtement non ramifié de W/G, on peut alors appliquer les propositions 4.1.1

et 2.2.7.

Proposition 4.1.2. [8] Tous les tores complexes sont holomorphiquement extensifères.

Démonstration.

Le revêtement d’un tore de dimension n est Cn. Par conséquent, d’après la proposition

2.2.7, on conclut qu’un tore complexe est holomorphiquement extensifère.

4.2 Surfaces presque homogènes compactes

Nous commençons cette partie par un théorème de Potters [29], ou il à donné une

classification pour les surfaces presque homogénes :

Théorème 4.2.1. [28] (Classification de Potters)

Soit X une surface presque homogène compacte. Alors, X est isomorphe à l’un des

cas suivants :
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(i) X est une surface rationnelle.

(ii) X est isomorphe a P2(C) ou X est obtenu par une fibration à fibre P1(C) au-dessus

de P1(C).

(iii) X est topologiquement isomorphe au fibré trivial a fibre P1(C) au-dessus de T1.

(iv) X est isomorphe à une surface de Hopf.

(v) X est isomorphe à T2 .

Il rest a examiner chaque cas de la classification de Potters pour parvenir au résultat

concernant les surfaces presque homogènes compactes

Proposition 4.2.1. Soit X une fibration a fibre P1(C) au-dessus de P1(C). Alors, toute

application holomorphe définie sur T a valeurs dans X se prolonge méromorphiquement

a ∆n \ Z, ou Z est un sous-ensemble analytique de ∆n de codimension au moins 2.

Démonstration.

Posons :

H1 = {[z1 : z2] | z1 = 0} et H2 = {[z1 : z2] | z2 = 0}

Nous avons que P1(C) \H1 est isomorphe à C par :

[z1 : z2] 7−→ z2

z1

et que P1(C) \H2 est également isomorphe à C par :

[z1 : z2] 7−→ z1

z2

Notons par ϕ : X → P1(C) la projection canonique de P1(C).

Soit maintenant f : T → X une application holomorphe. Comme P1(C) \Hi (i = 1,

2) est holomorphiquement extensifère et la fibre de X est P1(C), alors :

f : T \ f−1(ϕ−1(Hi)) −→ X \ ϕ−1(Hi)

se prolonge méromorphiquement à T \ ˜f−1(ϕ−1(Hi)), l’enveloppe d’holomorphie de T \

f−1(ϕ−1(Hi)).

Soit Ei et Fi les parties de f−1(ϕ−1(Hi)), avec codimEi = 1 et codimF ≥ 2.
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On a :

T \ ˜f−1(ϕ−1(Hi)) ∼= T̃ \ Ei

Ei est une hypersurface de ∆n, et d’après [7] on a T̃ \ Ei = ∆n\Ẽi, tel que Ei = Ẽi∩T .

On pose Z = E1 ∩ E2. f se prolonge méromorphiquement à ∆n \ Z.

On a :

Z ∩ T = E1 ∩ E2 ⊂ f−1(ϕ−1(H1 ∩H2))

et comme H1 ∩ H2 = ∅, donc T ∩ Z = ∅, ce qui donne que Z est un sous-ensemble

analytique de codimension au moins 2.

Proposition 4.2.2. [21] Soit X une surface de Hopf, alors toute application holomorphe

de T dans X se prolonge holomorphiquement au complémentaire d’un sous-ensemble

analytique de ∆n de codimension au moins 2 à valeurs dans X.

Démonstration.

Soit f : T → X une application holomorphe, le revêtement universel de X est C2\{0}.

Notons π : C2 \ {0} → X la projection canonique. Comme T est simplement connexe,

donc il existe une application holomorphe :

g : T → C2 \ {0} telle que π ◦ g = f

L’application g se prolonge a une application holomorphe g̃ : ∆n → Cn.

On pose Z = g̃−1(0), Z est un sous-ensemble analytique de ∆n. Mais T ∩ g̃−1(0) = ∅,

donc codimZ ≥ 2 et l’application holomorphe π ◦ (g̃/∆n \ Z) est un prolongement de f

à ∆n \ Z.

Proposition 4.2.3. [21] Si X est une fibration a fibre P1(C) et a base T1, alors toute

application holomorphe de T dans X se prolonge holomorphiquement a ∆n à valeurs dans

X.

Démonstration.

La base T1 est holomorphiquement extensifère alors la fibre P1(C) est

méromorphiquement extensifère.
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Définition 4.2.1. Une application rationnelle d’une variété X complexe vers un espace

projectif complexe Pn(C), et l’application :

ϕ : Z −→ [1 : ϕ1(z) : . . . : ϕn(z)]

donnée par n fonctions méromorphes sur X, et on dit que l’application rationnelle

ϕ : X −→ Pn(C)

est birationnelle s’il existe une application rationnelle

ψ : Pn(C) −→ X

telle que ϕ ◦ ψ est l’identité.

Les surfaces rationnelles sont des surfaces algébriques birationnelles isomorphes à P2(C).

Proposition 4.2.4. [21] Si X est une surface rationnelle alors toute application holo-

morphe de T dans X se prolonge méromorphiquement a ∆n a valeurs dans X.

Démonstration.

Soit f : T → X une application holomorphe, il existe deux fonctions méromorphes ϕ1

et ϕ2 sur X telles que :

g : z → [1 : ϕ1 ◦ f(z) : ϕ2 ◦ f(z)]

Comme T → P2(C) est méromorphe, alors il existe un sous-ensemble analytique Z de T

de codimension 2 telle que g : T \ Z → P2(C) est holomorphe.

g se prolonge à une application méromorphe g̃ de ∆n a valeurs dans P2(C) (car P2(C)

est méromorphiquement extensifère et T̃ \ Z = ∆n).

De plus, il existe ψ : P2(C)→ X tel que ϕ ◦ ψ est l’identité.

Soit Γψ◦g̃ ⊂ ∆n ×X le graphe de ψ ◦ g̃ et soit Γ ⊂ T ×X le graphe de f , par définition

des applications rationnelles, il existe un sous-ensemble analytique S de P2(C) tel que :

ϕ : X \ ϕ−1(S)→ P2(C) \ S

est biholomorphe.

On suppose U = P2(C) \ S, on a :

Γψ◦g̃ |g−1(U) = Γf |g−1(U)
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mais ces graphes sont irréductibles, alors Γψ◦g̃ = Γf , enfin l’application ψ ◦ g̃ est le

prolongement méromorphe de f a partir ∆n en X.

Proposition 4.2.5. Un tore T2 est holomorphiquement extensifère.

Démonstration.

Le revêtement universel de T2 est C2.

Corollaire 4.2.1. Toute application holomorphe de T dans une surface presque ho-

mogène se prolonge méromorphiquement a ∆n \Z ou Z est un sous-ensemble analytique

de ∆n de codimension 2 à valeurs dans X.

4.3 Variétés parallélisables

Proposition 4.3.1. [40] Soit M une variété complexe parallélisable compacte. Alors,

M est isomorphe au quotient d’un groupe de Lie par un sous-groupe discret D.

Il est évident qu’un quotient d’un groupe de Lie complexe par un sous-groupe discret

est parallélisable.

Proposition 4.3.2. [8] Un groupe de Lie connexe et simplement connexe est une variété

de Stein.

Démonstration.

Soit G un groupe de Lie complexe connexe et simplement connexe, et soit g son algèbre

de Lie. Cette dernière se décompose en un produit semi-discret :

g = R× δ

où R est le radical de g et δ est un sous-algèbre de Lie semi-simple de g.

Soit R le sous-groupe associé a R et S le sous-groupe fermé associé a δ. Étant donné que

G est simplement connexe et que R est un sous-groupe distingué (puisque R est un idéal

de g), alors R est fermé et simplement connexe et est de même pour S. comme R est de
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Stein, c’est-à-dire R est un groupe résoluble simplement connexe, alors il existe une base

{X1, ..., Xm} (où m = dimR) de R telle que l’application :

ψ : Cm → R

(t1, . . . , tm) 7→ exp(t1X1) · · · exp(tmXm)

est un isomorphisme, ce qui implique que R est une variété de Stein.

Le groupe S est également de Stein. En effet, considérons Ad : S → Gl(δ), la

représentation adjointe de S, et comme S est semi-simple, alors Ad(S) = Aut(δ)◦, la

composante connexe de 1 dans Aut(δ).

L’application dérivée de Ad notée ad, est fidèle (car δ est semi-simple) et définit

un isomorphisme entre δ et L(Aut(δ)◦), l’algèbre de Lie associée à Aut(δ)◦. Ainsi, la

représentation adjointe fait de S le revêtement universel de Aut(δ)◦, et comme Aut(δ)

est un sous-groupe Fermé de G`(δ), qui est une variété de Stein, il s’ensuit que S est

également une variété de Stein. Par conséquent, le produit direct G = R × S est aussi

une variété de Stein.

Corollaire 4.3.1. Une variété parallélisable compacte est holomorphiquement exten-

sifère.

Démonstration.

Ce résultat découle des propositions 4.3.1, 4.3.2 et 3.2.2.

4.4 Variétés homogènes

Définition 4.4.1. Soit X une variété complexe et G un groupe de Lie complexe agissant

holomorphiquement sur X. On dit que X est presque homogène sous le groupe de Lie G,

si G possède une orbite ouverte.

Cette définition est équivalente à dire que :

— X est presque homogène sous le groupe de Lie complexe G, si G agit de manière

transitive sur X en dehors d’un sous-ensemble analytique S.
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— Si S est vide, on dit que X est homogène sous le groupe de Lie G.

Si X est une variété complexe compacte, alors selon le théorème de Bochner et Mont-

goméry [3], l’automorphisme de la variété, noté Aut(X), est un groupe de Lie complexe

agissant holomorphiquement sur X.

Considérons une variété complexe X et un groupe de Lie complexe G agissant holomor-

phiquement et de manière transitive sur X. Soit x ∈ X et notons Hx le sous-groupe

d’isotropie défini par :

Hx = {g ∈ G; g(x) = x}

qui est un sous-groupe fermé de G.

Proposition 4.4.1. [4] Toute variété homogène peut être considérée comme une fibration

localement triviale avec une base projective et des fibres parallélisables.

Théorème 4.4.1. [22] Soit X une variété homogène compacte. Alors, toute application

holomorphe de T a valeurs dans X se prolonge holomorphiquement au complémentaire

d’un sous-ensemble analytique Z de ∆n tel que codimZ ≥ 2.

Démonstration.

D’après la proposition 4.4.1, la variété X est un fibré localement trivial (X, π,B) avec

une base projective et des fibres connexes parallélisables, notées F .

La base B peut-être recouverte par des ouverts de Stein Ui tels que :

π−1(Ui) ∼= Ui × F

Ainsi, d’après le corollaire 4.3.1, chaque fibre π−1(Ui) est holomorphiquement extensifère,

ce qui nous permet d’en conclure par le Théorème 3.2.3.
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Chapitre 5
Résultats obtenus

Dans ce chapitre, nous examinerons la question du prolongement d’applications holo-

morphes dans des situations spécifiques. Initialement, nous présentons une démonstration

pour le cas d’une surface elliptique V au-dessus d’une courbe algébrique non singulière

∆, qui est méromorphiquement extensifère à ∆\Z, où Z est un sous-ensemble analytique

de codimension au moins 2.

Ensuite, dans la deuxième section, nous proposons une généralisation de cette étude.
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5.1 Surfaces elliptiques

Dans cette section, nous recourons à une définition ainsi qu’à un résultat fournis par

K. Kodaira [20], et à un lemme de G. Dloussky [8], afin de démontrer que toute surface

elliptique V au-dessus d’une courbe algébrique non singulière ∆ peut être prolongée

méromorphiquement à ∆ \ Z, où Z est un sous-ensemble analytique de codimension au

moins 2.

Définition 5.1.1. [20] Soit ϕ : V → ∆ une application holomorphe, propre, et surjec-

tive avec ∆ une courbe algébrique non singulière (une surface de Riemann compacte ou

ouverte), et V une surface analytique. On dit que (V, ϕ,∆) est une surface elliptique si

pour tout x ∈ ∆, sauf un nombre fini, ϕ−1(x) est une courbe elliptique non singulière (un

tore de dimension 1).

On appelle ϕ la projection canonique de V sur ∆.

Soit V une surface elliptique au-dessus d’une courbe algébrique non singulière ∆. De

plus, soit ϕ la projection canonique de V sur ∆. Pour un point quelconque a ∈ ∆, soit τa
une carte locale sur ∆ centrée en a, et τa(u) la valeur de τa en un point u d’un voisinage

de a.

Notons (z1, z2) les coordonnées locales d’un point z sur V . Si :∣∣∣∣∣∂τa∂z1
(ϕ(z))

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∂τa∂z2

(ϕ(z))
∣∣∣∣∣ > 0, ∀z ∈ ϕ−1(u)

en chaque point z sur ϕ−1(u), on appelle Cu := ϕ−1(u) une fibre régulière de V .

Il est clair que chaque fibre régulière Cu est une courbe non singulière elliptique. Il existe

un ensemble fini {ap} de points ap, p = 1, 2, 3, . . . , sur ∆ tel que Cu := ϕ−1(u) est une

fibre régulière pour tout point u ∈ ∆ \ {ap}.

Si Cu = ϕ−1(u) est une fibre régulière, pour tout point z ∈ ϕ−1(u), ϕ est une submersion

en z et donc ϕ−1(u) est une courbe elliptique non singulière.

On note aρ les points de ∆ tels que ϕ−1(aρ) n’est pas une fibre régulière.

On appelle fibre singulière Caρ de V au-dessus de aρ le diviseur de la fonction τaρ(ϕ) :

Caρ =
∑

nps~ps

ou ~ps sont des courbes irréductibles et nρs des entiers positifs.

Posons : mρ = pgcd(nρs)

47



Chapitre 5 Résultats obtenus

mρ est la multiplicité de Caρ .

Si mρ = 1, Caρ est dite fibre singulière simple.

Si mρ ≥ 2, Caρ est dite fibre singulière multiple.

Proposition 5.1.1. [20] Soit (V, ϕ,∆) une surface elliptique au-dessus d’une courbe

algébrique non singulière ∆, avec des fibres singulières multiples Caρ , ρ = 1, . . . , s et

a0 ∈ ∆ \ {a1, . . . , as}. Alors, il existe un revêtement ramifié (∆̃, ω,∆) de ∆ et il existe

une surface elliptique (Ṽ , ϕ̃, ∆̂) sans fibres singulières multiples, munie d’une application

π : Ṽ → V qui rend le diagramme :

Figure 5.1 –

commutatif et fasse de Ṽ \ϕ̃−1(a0) un revêtement non ramifié au-dessus de V \ϕ−1(a0).

Démonstration.

Notons mp la multiplicité de Cap et ϕ : V → ∆ la projection canonique.

Soit m0 = ppcm(m1, . . . ,ms) et d = m1.m2 . . .ms.

En fixant un point arbitraire a0 ∈ ∆ \ {ap}, nous allons construire un revêtement à d-

feuillets, noté ∆̃ au-dessus de ∆, qui est non ramifié au-dessus de ∆ \ {ab, a1, . . . , as} et

possède d/mp points de branchement bpk , (pour k = 1, . . . , d/mϕ), d’ordre

(mp − 1) au-dessus de ap.

Soit ω la projection canonique de ∆̃ dans ∆. Nous avons alors une surjection :

ρ : π1(∆ \ {a1, a2, . . . , as})→ H1(∆ \ {a1, a2, . . . , as})/[m1γ1, . . . ,msγs]

où chaque γi est un chemin centré en ai d’indice 1.

Posons γ0 = γ1 + · · ·+ γs. On a alors que m0γ0 ∈ [m1γ1, . . . ,msγs] et donc ρ(m0γ0) = 0.
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Notons H = ker ρ. Soit ∆̃H le revêtement associé à H sur ∆\{γ0, . . . , γs}. Ce revêtement

est un revêtement a d-feuillets non ramifié au-dessus de ∆ \ {a0, a1, . . . , as}.

Considérons maintenant le disque centré en ap, noté D̃p, et le revêtement donné par la

fonction z 7→ zmϕ .

La variété ∆̃ est obtenue en recollant ∆̃H avec d/mp exemplaires de D̃p.

Soit :

W := {(z, v) ∈ V × ∆̃ : ϕ(z) = ω(v)}

un sous ensemble analytique de V × ∆̃, qui ne présente pas de points singuliers en dehors

des courbes ϕ−1(ap) × bpk , pour lesquelles 1 ≤ k ≤ d/mp et 1 ≤ ρ ≤ s, au voisinage de

tout point de ϕ−1(ap) × bpk , W se compose de mρ feuillets non singuliers passant par

ϕ−1(aρ)× bpk .

En séparant ces feuillets, nous construisons une surface elliptique Ṽ au-dessus de ∆̃.

La projection canonique ϕ̃ : Ṽ → ∆̃ est induite par la projection V × ∆̃ → ∆̃, et la

projection V × ∆̃→ V induit une application holomorphe π : Ṽ → V telle que (Ṽ , π, V )

forme un revêtement ramifié à d-feuillets au-dessus de V , qui est non ramifié au-dessus

de V \ ϕ−1(a0), et nous avons ϕ ◦ π = ω ◦ ϕ̃.

Pour v 6= bpk , avec 1 ≤ k ≤ d/mp et 1 ≤ ρ ≤ s, la fonction π envoie biholomorphiquement

un voisinage de ϕ̃−1(v) dans Ṽ dans un voisinage de ϕ−1(ω(v)), ce qui implique que C̃v
est une fibre régulière.

La multiplicité de chaque composante de C̃bpk est égale à 1 et C̃bpk est régulière.

Pour ρ ≥ 1, on constate que ϕ̃−1(bρk) constitue un revêtement non ramifié à mρ feuillets

sur ϕ−1(aρ), ainsi il s’ensuit que C̃bρk n’est pas une fibre singulière simple.

Lemme 5.1.1. [8] Soit ϕ une submersion de V dans ∆ avec V une surface complexe,

et ∆ une courbe algébrique non singulière. Si ∀x ∈ ∆, ϕ−1(x) est une courbe elliptique,

alors :

i) V est holomorphiquement extensifère, si ∆ non compacte (de Stein).

ii) Toute application holomorphe de T dans V se prolonge holomorphiquement à ∆n\Z

ou Z est un sous-ensemble analytique de codimension au moins 2, si ∆ compacte

et projective (i.e : ∆ = P1(C)).

Proposition 5.1.2. Soit V une surface elliptique a fibres singulières simples au-dessus
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d’une courbe algébrique non singulière ∆, et ϕ : V → ∆ la projection canonique, alors tout

point z ∈ ∆ admet un voisinage U tel que ϕ−1(U) est méromorphiquement extensifère.

Démonstration.

Il existe un nombre fini de points {a1, . . . , as} de ∆ tel que : ∀u ∈ ∆ \ {a1, . . . , as},

ϕ−1(u) est une courbe elliptique non singulière et

ϕ : V \
s⋃
i=1

ϕ−1(ai)→ ∆ \
s⋃
i=1

ai

est une submersion. D’après le lemme 3.3.3, V \⋃ϕ−1(ai) est holomorphiquement exten-

sifère (car ∆ est compact et donc ∆ \⋃ ai 6= P1(C)) d’où pour tout z ∈ ∆ \⋃ ai, il existe

un voisinage U de z tel que ϕ−1(U) est holomorphiquement extensifère.

Soit Ei un disque centré en ai ∈ {a1, . . . , as}, d’après [20] th.10.1 il existe une sur-

face elliptique algébrique projective (B,ϕ,∆) tel que φ−1(Ei) ∼= ϕ−1(Ei), or ϕ−1(Ei)

est méromorphiquement extensifère en effet : Soit f : T → ϕ−1(Ei) une application

méromorphe, f se prolonge méromorphiquement en f̃ : ∆n → B ; d’autre part, ϕ ◦ f :

T → Ei se prolonge holomorphiquement en g̃ : ∆n → Ei d’après proposition 1.1.1.

Notons Γg̃ ⊂ ∆n ×∆ le graphe de g̃ et Γϕ◦f ⊂ ∆n ×∆ le graphe de ϕ ◦ f̃ .

On a g̃|T = ϕ ◦ f̃ |T et donc Γg̃|T = Γϕ◦f̃ |T ; or ces graphes sont irréductibles et donc

Γg̃ = Γϕ◦f̃ d’où ϕ ◦ f̃ est à valeurs dans Ei et donc f̃ est a valeurs dans ϕ−1(Ei).

En conclusion tout point z ∈ ∆ admet un voisinage U tel que φ−1(U) est méromorphique-

ment extensifère.

Théorème 5.1.1. Soit V une surface elliptique au-dessus d’une courbe algébrique non

singulière et ϕ : V → ∆ la projection canonique, alors toute application holomorphe de T

dans V se prolonge méromorphiquement a ∆n \ Z où Z est un sous-ensemble analytique

de codimension au moins 2.

Démonstration.

Si V est a fibres simples :

i) Si ∆ 6= P1(C) alors V est holomorphiquement extensifère d’après proposition 5.1.2,

et théorème 3.2.3,

ii) Si ∆ = P1(C) le résultat est obtenu par le théorème 3.2.4 et proposition 5.1.2.
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Si V est a fibres multiples :

Soit (V, ϕ,∆) une surface elliptique a fibres singulières multiples, notons Caρ , ρ = 1, . . . , s

tels que les fibres singulières multiples, d’après la proposition 5.1.1, il existe une surface

elliptique sans fibres singulières multiples (Ṽ , ϕ̃, ∆̌) tel que le diagramme suivant :

Figure 5.2 –

Soit commutatif. (Ṽ , π, V ) est un revêtement non ramifié au dessus de V \ϕ−1(a0) ou

a0 ∈ ∆ \ ∪(ai).

D’après le lemme 5.1.1, V \∪ϕ−1(ai) pour 1 ≤ i ≤ s, est holomorphiquement extensifère.

Pour i 6= 0, soit Ei un disque centré en ai ne contenant pas a0, et puisque (Ṽ , ϕ̃, ∆̃) n’est

pas a fibres singulières multiples, d’après la proposition 5.1.2, en restreignant au besoin

Ei, on a ϕ̃−1(ω−1(Ei)) est méromorphiquement extensifère.

Or ϕ̃−1(ω−1(Ei)), π, ϕ−1(Ei) est un revêtement non ramifié, et après la proposition 5.1.2,

ϕ−1(Ei) est méromorphiquement extensifère.

Finalement :

i) si ∆ 6= P1(C), alors V est méromorphiquement extensifère, d’après le théorème

2.2.6.

ii) si ∆ = P1(C), toute application holomorphe de T dans V se prolonge

méromorphiquement a ∆n \ V ou est un sous-ensemble analytique de codimension

au moins, d’après le théorème 3.2.4.

5.2 Généralisation

Soit X une variété complexe et ϕ : X → ∆ une application holomorphe, propre et

surjective tels que ∆ est une courbe algébrique non singulière.
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Pour un point quelconque a ∈ ∆, soit τa une carte locale sur ∆ de centre a, et τa(u) la

valeur de τa en un point u d’un voisinage de a. Notons z = (z1, z2, ..., zn) les coordonnées

locales d’un point z sur X. Si :
n∑
i=1

∣∣∣∣∣∂τa∂zi
(ϕ(z))

∣∣∣∣∣ > 0

en chaque point z sur ϕ−1(u), on dit que Cu := ϕ−1(u) est une fibre régulière de X.

Dans le cas ou Cu := ϕ−1(u) est une fibre régulière de X, on dit que ϕ est une submersion

en z.

Lemme 5.2.1. [6] Soit X une variété complexe, et ∆ une courbe algébrique non sin-

gulière. Soit π : X → ∆ une submersion, tels que pour tout z ∈ ∆, la fibre π−1(z) est

une courbe parallélisable, alors :

i) X est holomorphiquement extensifère, si ∆ non compacte (∆ 6= P1(C)).

ii) Toute application holomorphe de T dans X se prolonge holomorphiquement a ∆n\Z

ou Z est un sous-ensemble analytique de codimension au moins 2, si ∆ compacte

(∆ = P1(C)).

Démonstration.

Soit Θ le faisceau localement libre de rang 1 sur X des champs de vecteurs tangents

aux fibres de π.

Pour z ∈ ∆, notons Θz, la restriction de Θ a π−1(z).

π est une submersion, donc ∀z ∈ ∆, π−1(z) est une courbe parallélisable, ce qui nous

donnons que :

dimCH
◦(π−1(z), θz) = 1

Après [16], le faisceau image direct π∗θ est un faisceau localement libre de rang 1 sur ∆.

Soit z0 un point quelconque de ∆, il existe un disque ouvert D0 centré en z0 sur lequel

π∗θ|D0 est isomorphe a O|D0 , donc il existe un champ de vecteur θ ∈ π∗θ(D0) qui ne

s’annule en aucun point de π−1(D0).

Comme π est une submersion, en restreignant au besoin D0, nous pouvons supposer que

π admet une section σ au dessus de D0.
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Soit l’application holomorphe :

φ : D0 × C→ π−1(D0)

(z, ω) 7→ exp(ωθ)(σ(z))

Pour z ∈ D0 fixé, C est le revêtement universel de π−1(z) et (D0 ×C, φ, π−1(D0)) est

un revêtement de π−1(D0).

Comme D0×C est holomorphiquement extensifière, et d’après la proposition 3.2.2, alors

π−1(D0) est holomorphiquement extensifière.

En conclusion si :

i) ∆ 6= P1(C) alors X est holomorphiquement extensifière d’après le théorème 3.2.3.

ii) ∆ = P1(C) alors toute application holomorphe de T dans X se prolonge holomor-

phiquement (resp. méromorphiquement) au complémentaire dans ∆n d’un sous-

ensemble analytique Z ⊂ ∆n tel que codimZ ≥ 2, d’après le théorème 3.2.4.

Théorème 5.2.1. [6] Soit X une variété complexe, et ∆ une courbe algébrique non

singulière. Soit ϕ : X → ∆ une application holomorphe, propre et surjective, tels que

pour tout z ∈ ∆ sauf un nombre fini, ϕ−1(z) est une courbe parallélisable. Alors X est

holomorphiquement extensifière a ∆n \ Z ou Z est un sous-ensemble analytique de codi-

mension au moins 2.

Avant d’obtenir le résultat final, on a le lemme 5.2.2 suivant qui prouve qu’une hypersur-

face de ∆n rencontre l’ouvert T .

Lemme 5.2.2. [6] Soit H un sous-ensemble analytique de ∆n, si H est une hypersurface

de ∆n (c’est-à-dire un sous-ensemble analytique de codimension pure égale à 1), alors :

T ∩H 6= ∅.

Démonstration.

Soit H un sous-ensemble analytique de codimension pure égale à 1 de ∆n, donc par

définition

H = {z | fi(z) = 0}

tel que f est une application holomorphe de T (f |H = 0).

Nous supposons H ∩ T = ∅.
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Comme f est holomorphe sur ∆n, alors 1/f est holomorphe sur T . 1/f est une application

holomorphe sur T , donc elle se prolonge holomorphiquement a ∆n, ce qui est impossible.

Donc on conclut que H ∩ T 6= ∅.

Démonstration. (Théorème5.2.1)

Soit aρ l’ensemble des points de ∆ tels que ϕ−1(aρ) n’est pas régulière.

Notons Hi = ϕ−1(aρ) le fibre singulière au dessus de {aρ}.

D’après le lemme 5.2.2 pour tout z ∈ ∆ \ {aρ}, ϕ−1(z) est une fibre parallélisable donc

ϕ(z) est une submersion et alors V \Hi est holomorphiquement extensifère, c’est-à-dire

pour toute application holomorphe f : T → V , la restriction :

f : T \ f−1(Hi)→ V \Hi

se prolonge holomorphiquement a T \ ˜f−1(Hi) a l’enveloppe d’holomorphie de T \f−1(Hi).

Soient Ei et Fi des sous-ensembles analytiques de ∆n tels que :

f−1(Hi) = Ei ∪ Fi

avec codimEi = 1 et codimFi ≥ 2.

On a :

T̃ \ f−1(Hi) = ˜T \ (Ei ∪ Fi) = T̃ \ Ei ∪ T̃ \ Fi ∼= T̃ \ Ei

. Comme codimEi = 1 donc Ei est une hypersurface de ∆n.

D’après [théorème 3.2.2] on obtient T̃ \ Ẽi ∼= ∆n \ Ẽi tels que Ei est une hypersurface de

∆n avec Ei = Ẽi ∩ T .

On suppose Z = ∩Ẽi. On a :

Z ∩ T =
s⋂
i=1

(
Ẽi ∩ T

)
=

s⋂
i=1

Ei ⊆
s⋂
i=1

f−1(Hi)

= f−1
(

s⋂
i=1

Hi

)
= ∅

Donc Z ∩ T = ∅ alors Z est un sous-ensemble analytique de ∆n avec codimZ ≥ 2.
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Conclusion

L’étude du domaine d’existence des applications holomorphes dans un ouvert de Cn

a fait l’objet de nombreuses recherches en raison de son importance dans plusieurs do-

maines.

Dans cette thèse, nous proposons une contribution à l’étude du problème de prolonge-

ment des applications holomorphes sous certaines hypothèses, afin d’obtenir de nouveaux

résultats.

En utilisant des résultats connus sur les variétés extensifères, nous avons prouvé que

toute surface elliptique est méromorphiquement extensifère en dehors de la codimension

au moins 2. Ensuite, nous avons établi un théorème qui généralise ce résultat, en prenant

X comme une variété complexe à la place de V , une surface elliptique, et en considérant

les fibres comme des courbes parallélisables au lieu des courbes elliptiques.

Il serait intéressant d’obtenir des résultats pour des hypothèses plus faibles et plus

générales.
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