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Introduction

Ce polycopié couvre le programme d�analyse 3 généralement enseigné au troi-
sième semestre de la deuxième année universitaire. Son contenu est destiné plus
particulièrement aux étudiants de la deuxième année licence mathématique, ainsi
qu�aux étudiants de la deuxième année physique et technologie. Il a pour objec-
tif d�étudier les di¤érents types de convergence des séries : séries numériques,
séries de fonctions, di¤érents critères de convergence, développements en séries
entières et en séries de Fourier, la convergence sur di¤érents intervalles (ouvert,
semi-ouvert, fermé) pour les intégrales impropres.
Ce cours est assez détaillé et comporte cinq chapitres :
1) Séries numériques ;
2) Suites et séries de fonctions ;
3) Séries entières ;
4) Séries de Fourier ;
5) Intégrales impropres.
Chaque chapitre comprend un énoncé clair de dé�nitions, quelques démons-

trations de théorèmes, des exemples explicatifs et des exercices résolus.
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Chapitre 1

Séries numériques

1.1 Dé�nitions

Dé�nition 1.1
Soit (un) une suite de nombres réels (complexes).

L�expression u0 + u1 + u2 + : : : : : : : : :+ un + : : : : : : :

est appelée série numérique de terme général un et les nombres u0; u1; u2; : : : ; un; : : :

sont les termes de la série.

Dé�nition 1.2
La somme des n premiers termes de la série est appelée somme partielle :

sn =

nX
k=0

uk:

I On note par s la limite de (sn) lorsque n tend vers l�in�ni où sn = u0 +

u1 + u2 + : : : : : : : : :+ un.

Si (sn) est convergente, (sn) admet une limite �nie s, on dit que la série
X

un

est convergente et dans ce cas le nombre s s�appelle la somme de la série
X

un

et on écrit s = lim
n!1

nX
k=0

uk.

Si lim
n!1

sn n�existe pas ou (sn) tend vers une limite in�nie, on dit que la sérieX
un est divergente et qu�elle n�a pas de somme.

Pour tout n > 1; on a un = sn � sn�1 et u0 = s0.

1



1. Séries numériques 2

Exemple 1
1) Trouver le terme géneral de la série

X
un si la suite de la somme partielle

(sn) est dé�nie par

a) sn =
2n�1
2n

On a u0 = s0 = 0 et un = sn � sn�1 pour 8n > 1
donc un = 2n�1

2n
� 2n�1�1

2n�1 = 2n+1
2n

= 1 + 1
2n
:

b) sn =
(�1)n
n

On a u1 = s1 = �1 et un = sn � sn�1 = (�1)n
n
� (�1)n�1

n�1 = (�1)n 2n�1
n(n�1) :

Exemple 2
Calculer les sommes suivantes

a)
+1X
n=1

2n+1
n2(n+1)2

On décompose le terme général de la série, on trouve

un =
1

n2
� 1

(n+ 1)2

alors

sn =
nX
k=1

uk = u1 + u2 + : : : : : : : : :+ un

= (1� 1
4
) + (

1

4
� 1
9
) + :::::+ (

1

n2
� 1

(n+ 1)2
)

= 1� 1

(n+ 1)2

d�où

s = lim
n!1

sn =

+1X
n=1

2n+ 1

n2(n+ 1)
= 1

b)

+1X
n=1

1
4n2�1

On a

un =
1

4n2 � 1 =
1

2
(

1

2n� 1 �
1

2n+ 1
)

alors

sn =
nX
k=1

uk = u1 + u2 + : : : : : : : : :+ un

=
1

2
(1� 1

3
) +

1

2
(
1

3
� 1
5
) + :::+

1

2
(

1

2n� 1 �
1

2n+ 1
)

=
1

2
(1� 1

2n+ 1
)
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d�où

s = lim
n!1

sn =

+1X
n=1

1

4n2 � 1 =
1

2

I Si la série
1X
n=k

un converge alors la série
1X
n=0

un converge également.

Réciproquement, si la série
1X
n=0

un converge alors la série
1X
n=k

un converge

également.

Théorème 1.1
Si la série

X
un converge et

X
un = s alors la série

X
�un, où � est une

constante, converge. De plus,
X

�un = �
X

un = �s:

Si les séries
X

un et
X

vn convergent,
X

un = s et
X

vn = s0 alors les

séries
X
(un+vn) et

X
(un�vn) convergent et ont pour somme

X
(un+vn) =

s+ s0 et
X
(un � vn) = s� s0.

1.2 Condition nécessaire de convergence d�une

série

Théorème 1.2
Si la série

X
un converge alors lim

n!1
un = 0.

Démonstration

On considère la série
1X
n=0

un = u0 + u1 + u2 + : : : : : : : : :+ un + : : : : : :

Si
1X
n=0

un converge alors lim
n!1

sn =

1X
n=0

un = s, et on a lim
n!1

sn = lim
n!1

sn�1 = s

comme un = sn � sn�1, donc lim
n!1

un = lim
n!1

(sn � sn�1) = 0.
Corollaire 1.1
Si lim

n!1
un 6= 0, alors la série

X
un diverge.

Exemple 3

Soit la série
1X
n=0

2n+1
2n
, cette série diverge car

lim
n!1

un = lim
n!1

2n+1
2n

= lim
n!1

�
1 + 1

2n

�
= 1 6= 0:
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Exemple 4

Soit la série
1X
n=0

n
2n+1

On a lim
n!1

un = lim
n!1

n
2n+1

= 1
2
6= 0:

Donc
1X
n=0

n
2n+1

diverge.

I Soulignons que cette condition n�est pas su¢ sante, par exemple on consi-
dère la série harmonique

X
1
n
, cette série est divergente mais lim

n!1
un = lim

n!1
1
n
=

0.

En e¤et, on a s2n � sn =
2nX
k=1

1
k
�

nX
k=1

1
k
= 1

n+1
+ 1

n+2
+ : : : ::+ 1

2n
> 1

2
:

On utilise le critère de Cauchy concernant les suites, la suite sn =
nX
k=1

uk

converge si et seulement si

8" > 0;9n0 2 N tel que 8p > q > n0 ) jsp � sqj < ":

et on a s2n � sn > 1
2
.

Donc le critère de Cauchy n�est pas satisfait, d�où la série
X

1
n
diverge.

1.3 Série géométrique

On appelle série géométrique, la série de la forme
X

aqn, où a 6= 0.

Soit sn =
nX
k=0

aqk = a+ aq + aq2 + aq3 + : : : ::+ aqn:::::::::::::::::::::: (1)

d�où qsn = aq + aq2 + aq3 + : : : :+ aqn+1::::::::::::::::::::::::::::::::::: (2)

on soustrait (2) de (1) on obtient

sn(1� q) = a(1� qn+1):
Pour q 6= 1; on obtient sn = a (1�q

n+1)
1�q . De plus,

pour jqj < 1, lim
n!1

qn = 0, (sn) admet une limite s tel que

s = lim
n!1

sn =
a

1� q ;

d�où
X

aqn est convergente.

Pour jqj > 1, lim
n!1

jqjn+1 =1 et par conséquent

lim
n!1

sn = �1;
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d�où la série
X

aqn est divergente.

Si q = 1, la série
X

aqn =
X

a est une série de termes constants et est

divergente car le terme général ne tend pas vers zéro.

Si q = �1, la série
1X
n=0

aqn =
1X
n=0

(�1)n a = a
1X
n=0

(�1)n est divergente car la

suite ((�1)n)n n�a pas de limite.

1.4 Séries à termes positifs

Soient
1X
n=0

un et
1X
n=0

vn deux séries à termes positifs.

1.4.1 Critère de comparaison

Théorème 1.3
Soient

X
un et

X
vn deux séries qui véri�ent l�inégalité un 6 vn :

1) Si
X

vn converge alors
X

un converge.

2) Si
X

un diverge alors
X

vn diverge.

Démonstration
Supposons qu�il existe n0 tel que 8n > n0 on a un 6 vn avec
nX
k=0

uk = sn = u0 + u1 + u2 + : : : :+ un

nX
k=0

vk = s
0
n = v0 + v1 + v2 + : : : :+ vn

Nous avons sn 6 s0n.
1) Comme

X
vn converge, alors (s0n) coverge vers une limite s

0
�
lim
n!1

s0n = s
0
�
,

ce qui nous donne sn 6 s0.
La suite (sn) est croissante ( notons que, lorsque n croit, la somme partielle

(sn) croit), et bornée supérieurement par s0 donc elle est convergente, d�où
X

un

converge.

2) Supposons que
X

un diverge.

On a un > 0 et
X

un diverge, donc lim
n!1

sn =1.
Comme sn 6 s0n, lim

n!1
s0n =1,

d�où la série
X

vn diverge.
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Exemple 5

Soit la série
1X
n=0

un =
1X
n=0

1
2n+1

:

On a un = 1
2n+1

< 1
2n
:

1X
n=0

1
2n
est une série géométrique convergente car la raison q = 1

2
< 1; donc

d�après le critère de comparition, la série
1X
n=0

1
2n+1

converge.

Exemple 6

Soit la série
1X
n=1

un =

1X
n=1

1p
n
:

On a n > pn) 1
n
6 1p

n
:

Comme
1X
n=1

1
n
diverge (série harmonique), alors d�après le critère de compa-

rition, la série
1X
n=1

1p
n
diverge.

1.4.2 Critère d�équivalence

Théorème 1.4
Soient

X
un et

X
vn deux séries à termes positifs.

Si lim
n!1

un
vn
= 1 C�est-à-dire un �1 vn, alors les séries

X
un et

X
vn sont de

même nature.

Exemple 7

Soit la série
1X
n=0

2
2n+n

:

On a 2
2n+n

�
1

2
2n
= 2

�
1
2

�n
;

Comme
1X
n=0

�
1
2

�n
est une série géométrique convergente car la raison q = 1

2
<

1; alors d�après le critère d�équivalence, la série
1X
n=0

2
2n+n

est convergente.

Exemple 8

Soit la série
1X
n=1

sin �
n
:

On a sin �
n
�
1

�
n
, et comme

1X
n=1

�
n
diverge, alors d�après le critère d�équivalence,
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la série
1X
n=1

sin �
n
diverge.

1.4.3 Règle de Cauchy

Théorème 1.5
Soit

X
un une série à termes positifs. Si la limite l = lim

n!1
n
p
un ( �nie ou

non) existe, alors

1) La série
X

un converge si l < 1.

2) La série
X

un diverge si l > 1.

3) Si l = 1, on ne peut rien conclure.

Démonstration
Soit lim

n!1
n
p
un = l < 1 et soit k un nombre tel que l < k < 1; à partir d�un

certain rang n0, on a�� npun � l�� < k � l
d�où n

p
un < k ) un < k

n,

comme
X

kn est une série géométrique de raison k < 1, donc elle coverge et

d�après le critère de comparaison, la série
X

un converge.

Si l > 1, à partir d�un certain rang, on a
n
p
un > 1) un > 1;

d�où lim
n!1

un 6= 0, donc la série
X

un diverge.

Remarque 1.1
Le critère de Cauchy est souvent utilisé lorsque le terme général un contient

des puissances ni�emes.

Exemple 9
Etudier la nature des séries suivantes :

1)

1X
n=1

�
n+3
2n+1

�n lnn
On a lim

n!1
n
p
un = lim

n!1

�
n+3
2n+1

�lnn
= 0 < 1; donc d�après le critère de Cauchy,

la série
1X
n=1

�
n+3
2n+1

�n lnn
converge.

2)

1X
n=1

kn

nk
, k 2 R+:

Comme lim
n!1

n
p
un = lim

n!1

�
kn

nk

� 1
n = lim

n!1
k�

n
1
n

�k = k; alors d�après le critère de
Cauchy, on a
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Si k < 1;
1X
n=1

kn

nk
converge.

Si k > 1;
1X
n=1

kn

nk
diverge.

Mais pour k = 1; cas de doute, et on a un = 1
n
c�est le terme général de la

série harmonique, donc la série
1X
n=1

kn

nk
diverge.

1.4.4 Règle de D0Alembert

Théorème 1.6
Soit

X
un une série à termes positifs. Si la limite l = lim

n!1
un+1
un

(�nie ou non)

existe, alors

1) La série
X

un converge si l < 1.

2) La série
X

un diverge si l > 1.

3) Si l = 1, on ne peut rien conclure.

Démonstration
On considère le nombre r tel que l < r < 1, il existe une valeur n0 de n telle

que n > n0 )
���un+1un

� l
��� < r � l,

il en résulte que un+1
un

< r ) un+1 < run

Or un = un
un�1

:un�1
un�2

:un�2
un�3

: : : : : : u2
u1
:u1 < r:r : : : ru1:

d�où un < rn�1u1:

Comme r < 1; la série géométrique
X

rn�1u1 est convergente, d�après le

critère de comparaison, la série
X

un est convergente.

Si l > 1

Il résulte de lim
n!1

un+1
un

= l (l > 1), qu�à partir d�un certain rang un+1
un

> 1 ou

un+1 > un,

d�où lim
n!1

un 6= 0, alors la série
X

un diverge.

Si l = 1, on ne peut pas conclure la nature, la série peut alors converger ou

diverger et pour déterminer la nature on peut utiliser un autre critère.

Remarque 1.2
1) Le critère de D�Alembert est souvent utilisé lorsque le terme général un

contient des factorielles.

2) Si le critère de D�Alembert donne un cas de doute, il en est de même pour

le critère de Cauchy.
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3) Si lim
n!1

un+1
un

existe ) lim
n!1

n
p
un existe et de plus lim

n!1
un+1
un

= lim
n!1

n
p
un,

mais

lim
n!1

n
p
un existe ; lim

n!1
un+1
un

existe.

Exemple 10
Etudier la nature des séries suivantes :

1)

1X
n=0

(n!)2

(2n)!
:

On a

lim
n!1

un+1
un

= lim
n!1

((n+1)!)2

(2(n+1))!
: (2n)!
(n!)2

= lim
n!1

(n+1)2(n!)2

(2n+2)(2n+1)(2n)!
: (2n)!
(n!)2

= 1
4
< 1:

Donc la série
1X
n=0

(n!)2

(2n)!
converge

2)

1X
n=0

n!
3n
:

On a

lim
n!1

un+1
un

= lim
n!1

(n+1)!
3n+1

:3
n

n!
= lim

n!1
(n+1)n!
3n:3

:3
n

n!
= +1:

Donc la série
1X
n=0

n!
3n
diverge.

3)
1X
n=1

1
n(n+1)

:

On a

lim
n!1

un+1
un

= lim
n!1

n(n+1)
(n+1)(n+2)

= 1 ( cas de doute).

On a un = 1
n(n+1)

= 1
n
� 1

n+1
;

et sn = u1+u2+u3+ : : : : : : : : :+un =
�
1� 1

2

�
+
�
1
2
� 1

3

�
+ ::::::::::+

�
1
n
� 1

n+1

�
d�où sn = 1� 1

n+1
et lim

n!1
sn = 1; donc la série

1X
n=1

1
n(n+1)

converge.

1.4.5 Comparaison avec une intégrale

Théorème 1.7
Soit la série à termes positifs décroissants

u1 + u2 + u3 + : : : : : : : : :+ un + ::::::::::::::: (1)

c�est-à-dire

ui > ui+1 8i > 1

et soit f une fonction continue décroissante telle que

f(1) = u1; f(2) = u2; ::::::::::; f(n) = un
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Alors

la série (1) et l�intégrale

1Z
1

f(x)dx sont de même nature.

Exemple 11

1)

1X
n=1

un =
1X
n=1

1p
2n+1

:

On pose f(x) = 1p
2x+1

; on a f continue, positive et décroissante
�
f 0(x) = � 1

2(2x+1)
3
2
< 0

�
;

d�où

1Z
1

f(x)dx =

1Z
1

1p
2x+1

dx = lim
t!1

tZ
1

1p
2x+1

dx = lim
t!1

�p
2x+ 1

�t
1
= +1:

Comme

1Z
1

f(x)dx diverge, alors d�après le critère de comparaison avec une

intégrale, la série
1X
n=1

1p
2n+1

diverge.

Exemple 12
1X
n=2

un =
1X
n=1

1
n2
sin �

n
:

On pose f(x) = 1
x2
sin �

x
; on a f continue, positive (pour x > 2) et décrois-

sante.

d�où

1Z
2

f(x)dx =

1Z
2

1
x2
sin �

x
dx = lim

t!1

tZ
2

1
x2
sin �

x
dx = lim

t!1
1
�

�
cos �

x

�t
2
= 1

�
:

Comme

1Z
2

f(x)dx converge, alors d�après le critère de comparaison avec une

intégrale,
1X
n=1

1
n2
sin �

n
converge.

1.4.6 Critère de Riemann

Théorème 1.8
Soit

X
un une série à terme positifs.

Supposons qu�il existe � 2 R tel que

lim
n!1

n�un = l:

Alors

1) Si � > 1 et l �ni (éventuellement l = 0), la série
X

un converge,
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2) Si � 6 1 et l 6= 0 (éventuellement l = +1), la série
X

un diverge.

Exemple 13

Soit la série
1X
n=1

1
n npn :

On a un = 1
n npn

Comme il existe � = 1 tel que lim
n!1

n�un = lim
n!1

n
�

1
n npn

�
= 1; alors

1X
n=1

1
n npn

diverge.

Exemple 14

Soit la série
1X
n=1

�
1
2

�pn
:

On a un = 1
e
p
n ln 2

Comme il existe � = 2 tel que lim
n!1

n�un = lim
n!1

n2
�

1
e
p
n ln 2

�
= 0; alors

1X
n=1

�
1
2

�pn
converge.

1.4.7 Série de Riemann

Toute série de terme général un = 1
n�
tel que n 2 N� est appelée série de

Riemann.

Si � > 1 :
X

1
n�
converge.

Si � 6 1 :
X

1
n�
diverge.

En e¤et,

Pour � = 0; un = 1 donc lim
n!1

un 6= 0 alors la série
X

1
n�
diverge.

Pour � < 0; lim
n!1

un =1 6= 0 alors la série
X

1
n�
diverge.

Pour � > 0; on utilise le critère de comparaison avec une intégrale.

On pose f(x) = 1
x�
, f continue et décroissante.

On a

1Z
1

1

x�
dx =

1

1� �
�
x1��

�1
1
; � 6= 1:

= lim
t!1

1

1� �
�
x1��

�t
1

Donc

1) SI 1� � > 0, alors � < 1 et
lim
t!1

1
1�� [x

1��]
t
1 =1; d�où la série

X
1
n�
diverge.



1. Séries numériques 12

2) S 1� � < 0, alors � > 1 et
lim
t!1

1
1�� [x

1��]
t
1 = � 1

1�� d�où la série
X

1
n�
converge.

3) Si 1� � = 0, alors � = 1 et
1Z
1

1
x
dx = lim

t!1
[lnx]t1 =1 d�où la série

X
1
n�
diverge.

Alors

Si � > 1 :
X

1
n�
converge.

Si � 6 1 :
X

1
n�
diverge.

Exemple 15

Soit la série
1X
n=1

1
n2+n

:

Au voisinage de (+1) ; on a
1

n2 + n
� 1

n2

Comme
1X
n=1

1
n2
est une série de Riemann convergente car � = 2 > 1, alors

d�après le critère d�équivalence, la série
1X
n=1

1
n2+n

est convergente.

Exemple 16

Soit la série
1X
n=1

arctan 1
n+1

On a arctanx �
0
x d�où arctan 1

n+1
�
1

1
n
:

Puisque
1X
n=1

1
n
série harmonique diverge, donc

1X
n=1

arctan 1
n+1

diverge.

1.4.8 Série de Bertrand

Soit �; � 2 R, on appelle série de Bertrand toute série de terme général
un =

1

n�(lnn)�

Si � > 1 : la série
X

1

n�(lnn)�
coverge 8�.

Si � < 1 : la série
X

1

n�(lnn)�
diverge 8�.

Si � = 1 :

8<: la série
X

1

n�(lnn)�
converge pour � > 1

la série
X

1

n�(lnn)�
diverge pour � 6 1

En e¤et, On pose

un =
1

n� (lnn)�
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1) Pour � > 1;

Soit �
0
où 1 < �

0
< �; on a

�
0
un =

1

n���
0
(lnn)�

La limite de �
0
un tend vers 0 lorsque n tend vers +1 pour tout �, d�où

d�après le critère de Riemann
�
lim
n!1

�
0
un = 0 et �

0
> 1
�
; la série

X
1

n�(lnn)�
est

convergente.

2) Pour � < 1;

Soit �
0
où � < �

0
< 1; on a

�
0
un =

n�
0��

(lnn)�

La limite de �
0
un tend vers +1 lorsque n tend vers +1 pour tout �, d�où

d�après le critère de Riemann
�
lim
n!1

�
0
un = +1 et �

0
< 1
�
; la série

X
1

n�(lnn)�

est divergente.

3) Pour � = 1 et � > 0; on a

un =
1

n (lnn)�

la fonction

f (x) =
1

x (lnx)�

est positive, continue et décroissante, on compare la série numérique avec

l�integrale

1Z
2

dx

x(lnx)�
;

on fait le changement de variable lnx = t; on trouve

1Z
ln 2

dx

t�
=

�
1

(1� �) t��1

�1
ln 2

On sait alors que,

1) Si 0 < � 6 1; la série est divergente.
2) Si � > 1; la série est convergente.

4) Pour � = 1 et � 6 0; on a 1
n
< 1

n(lnn)�
et la série

X
1

n�(lnn)�
est divergente.
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En concluant

La série de Bertrand est convergente pour � > 1 ou � = 1 avec � > 1 et elle

est divergente pour � < 1 ou � = 1 avec � 6 1:
Exemple 17

1)
1X
n=1

ln(n)
n2
. On a un =

ln(n)
n2

= 1
n2(lnn)�1

: Cette série est une série de Bertrand

avec � = 2 > 1, donc
1X
n=1

ln(n)
n2

converge.

2)
1X
n=2

1
lnn

est une série de Bertrand avec � = 0 < 1; donc elle diverge:

3)
1X
n=2

1
n(lnn)2

est une série de Bertrand � = 1 et � = 2 > 1; donc elle converge.

1.5 Séries à termes de signes quelconques

Une série est dite à termes de signes quelconques si l�on trouve parmi ses

termes des termes positifs et négatifs.

1.5.1 Série alternée

Une série alternée est une série dans laquelle le terme général est alternati-

vement positif et négatif, c�est-à-dire, elle est de forme
X

(�1)n un,
où u0; u1; u2; : : : ::; un; : : : sont positifs.

Pour étudier la convergence d�une série alternée, on utilise le théorème sui-

vant :

Théorème 1.9 (de Leibniz)
Si dans une série alternéeX

(�1)n un = u1 � u2 + u3 � u4 : : : : : : : : : ::::::::::::::: (1)

1)un > 0;

2) (un) est décroissante

u1 > u2 > u3 > u4 > : : : : : : : : : :::::::::::::

3) lim
n!1

un = 0:

La série (1) converge, sa somme s est positive et n�est pas supérieure au

premier terme.
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Démonstration
On pose

X
vn =

X
(�1)n un

Nous avonsX
vn converge , (sn) converge.

On montre que les suites des sommes partielles (s2n) et (s2n+1) sont adja-

centes.

On a

s2n+1 � s2n =

2n+1X
k=0

vk �
2nX
k=0

vk

=

2nX
k=0

vk + v2n+1 �
2nX
k=0

vk

= (�1)2n+1 u2n+1
= �u2n+1

d�où lim
n!1

(s2n+1 � s2n) = lim
n!1

(�u2n+1) = 0; d�après la condition 3.
D�autre part ; on a

s2n+1 =
2n+1X
k=0

vk =
2n�1X
k=0

vk + v2n + v2n+1 ) s2n+1 = s2n�1 + v2n + v2n+1

) s2n+1 � s2n�1 = v2n + v2n+1
) s2n+1 � s2n�1 = u2n � u2n+1 > 0

car (un) est décroissante.

Donc (s2n+1) est croissante.

Et on a

s2n =

2nX
k=0

vk =

2n�2X
k=0

vk + v2n�1 + v2n ) s2n = s2n�2 + v2n�1 + v2n

) s2n � s2n�2 = v2n�1 + v2n
) s2n � s2n�2 = � u2n�1 + u2n < 0

car (un) est décroissante.

Donc (s2n) est décroissante.

Alors

8>><>>:
(s2n+1) est croissante.

(s2n) est décroissante.

lim
n!1

(s2n+1 � s2n) = 0
ce qui implique que (s2n+1) et (s2n) sont adjacentes,
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donc elles sont convergentes vers la même limite et

lim
n!1

s2n+1 = lim
n!1

s2n = lim
n!1

sn:

D�où (sn) converge et

(sn) converge ,
X

vn =
X

(�1)n un converge.
Exemple 18
Etudier la nature des séries suivantes :

1)
1X
n=1

(�1)n+1 1
n2
:

On pose un = 1
n2
: On a

a) un > 0;

b) lim
n!1

un = lim
n!1

1
n2
= 0;

c) La suite (un)n est décroissante car un+1 = 1
(n+1)2

6 1
n2
= un:

Alors, d�après le théorème de Leibniz, la série
1X
n=1

(�1)n+1 1
n2
converge.

2)
1X
n=1

(�1)n tan 1
n

On pose un = tan 1
n
: On a

a) un > 0;

b) lim
n!1

un = lim
n!1

tan 1
n
= 0;

c) La suite (un)n est décroissante car un+1 = tan 1
n+1

6 tan 1
n
:

Alors, d�après le théorème de Leibniz, la série
1X
n=1

(�1)n tan 1
n
converge.

1.6 Convergence absolue

Dé�nition 1.3
On dit que la série

X
un est absolument convergente, si la série

X
junj est

convergente.

Théorème 1.10X
un est absolument convergente )

X
un converge.

Démonstration
Soient sn et pn les sommes des n premiers termes des séries

X
un et

X
junj,

respectivement.
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Soit s0n la somme de tous les termes positifs et soit s
00
n la somme des valeurs

absolues de tous les termes négatifs de la somme des n premiers termes de la

série
X

un, donc sn = s0n � s00n et pn = s0n + s00n.
Soit lim

n!1
pn = p.

Si
X

junj converge, les suites (s0n) et (s00n) sont croissantes et sont bornées
par p, donc elles ont des limites

lim
n!1

s0n = s
0 et lim

n!1
s00n = s

00.

D�après la relation sn = s0n � s00n, (sn) admet une limite
lim
n!1

sn = lim
n!1

(s0n � s00n) = s0 � s00.

D�où
X

un converge.

Exemple 19
Etdier la convergence absolue des séries suivantes :

1)
1X
n=2

cosn�
n lnn

On a cosn� = (�1)n :

D�où
1X
n=2

cosn�
n lnn

=
1X
n=2

(�1)n
n lnn

et

1X
n=2

��� (�1)nn lnn

��� = 1X
n=2

1
n lnn

;

1X
n=2

1
n lnn

est une série de Bertrand avec � = 1 et � = 1; donc elle diverge,

d�où
1X
n=2

(�1)n
n lnn

ne converge pas absolument, alors
1X
n=2

cosn�
n lnn

ne converge pas ab-

solument.

2)
1X
n=1

sin an
n2
; a 2 R:

On a junj = jsin anj
n2

6 1
n2
:

Comme
1X
n=1

1
n2
est une série de Riemann convergente car � = 2 > 1; alors

d�après le critère de comparaison,
1X
n=1

junj est convergente, d�où
1X
n=1

sin an
n2

est

absolument convergente.
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1.7 Semi-convergence

Dé�nition 1.4
On dit que

X
un est semi-convergente si

X
un converge et

X
junj diverge.

Exemple 20

Soit la série
1X
n=1

(�1)n
p
n

n+1
:

La série
1X
n=1

(�1)n
p
n

n+1
est une série alternée telle que un =

p
n

n+1
:

Comme

1) un > 0;

2) lim
n!1

un = lim
n!1

p
n

n+1
= lim

n!1
1p
n
= 0;

3) la suite (un)n est décroissante car :

f(x) =
p
x

x+1
et on calcule f 0

f 0(x) = 1�x
2
p
x(x+1)2

;

Si 1� x < 0 alors x > 1 et
f 0(x) < 0 car 2

p
x (x+ 1)2 > 0 pour tout x > 1:

D�où f est décroissante pour x > 1, et par conséquent, la suite (un)n est

décroissante pour n > 1.

D�après le Théorème de Liebniz,
1X
n=1

(�1)n
p
n

n+1
est convergente:

Etudions maintenant la convergence absolue, on a
1X
n=1

���(�1)n p
n

n+1

��� = 1X
n=1

p
n

n+1

et
p
n

n+1
�
1

1p
n
= 1

n
1
2
:

1X
n=1

1

n
1
2
est une série de Riemann divergente car � = 1

2
< 1; alors

1X
n=1

p
n

n+1
est

divergente, d�où
1X
n=1

(�1)n
p
n

n+1
ne converge pas absolument.

Donc
1X
n=1

(�1)n
p
n

n+1
est semi-convergente.
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1.8 Exercices

Exercice 1
Calculer les sommes des séries convergentes suivantes :

1)

1X
n=0

1
n2+3n+2

; 2)
1X
n=1

n2

n!
; 3)

1X
n=1

n�
p
n2�1p

n(n+1)
; 4)

1X
n=1

1
(3n+1)(3n+4)

; 5)
1X
n=1

n2+n�1
n!

:

Exercice 2

Montrer que les séries
1X
n=1

1
n2�n et

1X
n=0

arctan 1
n2+n+1

sont conergentes et cal-

culer leurs sommes.

Exercice 3
Etudier la nature des séries de termes généraux :

1)un =
n
en
: 2)un =

(n!)�

nn
n 2 N�; � 2 R:

3) un =
lnnp
n

n 2 N� . 4) un =
2n

n(n+2)
n 2 N�:

5)un =
2+cosn
np

n > 1; p 2 R: 6) un =
2n

n2
sin2n � avec 0 6 � 6 �

2
:

Exercice 4
Etudier les séries alternées suivantes :

1)
1X
n=1

(�1)n ln
�
1 + 1

n

�
; 2)

1X
n=0

(�1)n 1
2n+1

; 3)
1X
n=1

(�1)n tan
�
1
n2

�
; 4)

1X
n=2

(�n)n
n3n

:

1.9 Solutions des exercices

Exercice 1

1)
+1X
n=0

1
n2+3n+2

On décompose le terme général de la série, on trouve

un = �
1

n+ 2
+
1

n

alors

sn =

nX
k=0

uk = u0 + u1 + : : : : : : : : :+ un

= (�1
2
+ 1) + (�1

3
+
1

2
) + :::::+ (� 1

n+ 1
+
1

n
)

= 1� 1

n+ 1

donc

s = lim
n!1

sn =

+1X
n=0

1

n2 + 3n+ 2
= 1
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2)
+1X
n=1

n2

n!

On a
n2

n!
=

n

(n� 1)! =
1

(n� 2)! +
1

(n� 1)!

et on a e =
+1X
n=0

1
n!

d�où
+1X
n=1

n2

n!
=

+1X
n=2

1

(n� 2)! +
+1X
n=1

1

(n� 1)! = 2e

3)

1X
n=1

n�
p
n2�1p

n(n+1)

On a
n�

p
n2 � 1p

n (n+ 1)
=

r
n

n+ 1
�
r
n� 1
n

donc

sn =
nX
k=1

uk = u0 + u1 + : : : : : : : : :+ un

=

r
n

n+ 1

d�où

s = lim
n!1

sn =
1X
n=1

n�
p
n2 � 1p

n (n+ 1)
= 1

4)
+1X
n=0

1
(3n+1)(3n+4)

;
�
sn =

1
12
� 1

3(3n+4)
; s = 1

12

�
5)

+1X
n=0

n2+n�1
n!

;
�
n2+n�1

n!
= 1

(n�2)! +
2

(n�1)! �
1
n!
; s = 4 (e� 1)

�
Exercice 2

1)

+1X
n=2

1
n2�n

Nous avons 1
n2�n �1

1
n2
;

1X
n=2

1
n2
est une série de Riemann convergente car � = 2 > 1, d�après le critère

d�équivalence, la série
1X
n=1

1
n2�n est convergente.
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On va calculer la somme

On a 1
n2�n =

1
n(n�1) =

�1
n
+ 1

n�1 donc

sn =

nX
k=2

uk = (�
1

2
+ 1) + (�1

3
+
1

2
) + :::::+ (� 1

n
+

1

n� 1)

= 1 +
1

n� 1
d�où

s = lim
n!1

sn =
+1X
n=2

1

n2 � n = 1

2)

1X
n=1

arctan
�

1
n2+n+1

�
On a arctanx �

0
x d�où arctan

�
1

n2+n+1

�
�
1

1
n2
:

1X
n=1

1
n2
est une série de Riemann convergente, donc

1X
n=1

arctan
�

1
n2+n+1

�
est

convergente.

On va calculer la somme

Nous avons

1

n2 + n+ 1
=

1

1 + n (n+ 1)
=

1
n
� 1

n+1

1 + 1
n

�
1
n+1

� :
Sachant que arctanx� arctan y = arctan

�
x�y
1+xy

�
(où xy 6= �1), on trouve

arctan

�
1

n2 + n+ 1

�
= arctan

�
1

n

�
� arctan

�
1

n+ 1

�

sn =
nX
k=1

uk

=

�
arctan 1� arctan

�
1

2

��
+

�
arctan

�
1

2

�
� arctan

�
1

3

��
+ :::::

::::+

�
arctan

�
1

n

�
� arctan

�
1

n+ 1

��
= arctan 1� arctan

�
1

n+ 1

�
donc

s = lim
n!1

sn =

1X
n=1

arctan

�
1

n2 + n+ 1

�
=
�

4
:
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Exercice 3
1) un =

n
en
:

On a

lim
n!1

n
p
un = lim

n!1

�
n
en

� 1
n = 1

e
< 1 � lim

n!1
n
1
n = 1

donc, d�après le critére de Cauchy, la série
1X
n=0

n
en
converge.

2) un =
(n!)�

nn
n 2 N�; � 2 R:

On a

lim
n!1

un+1
un

= lim
n!1

((n+1)!)�

(n+1)n+1
: n

n

(n!)�
= lim

n!1
(n+ 1)��1 :

�
n
n+1

�n
Pour � = 1; lim

n!1
un+1
un

= lim
n!1

(n+ 1)��1 :
�

n
n+1

�n
= 1

e
< 1:

donc, d�après le critére de d�Alembert, la série
1X
n=1

(n!)�

nn
converge.

Pour � > 1; lim
n!1

un+1
un

= lim
n!1

(n+ 1)��1 :
�

n
n+1

�n
= +1:

donc, d�après le critére de d�Alembert, la série
1X
n=1

(n!)�

nn
diverge.

Pour � < 1; lim
n!1

un+1
un

= lim
n!1

(n+ 1)��1 :
�

n
n+1

�n
= 0 < 1:

donc, d�après le critére de d�Alembert,
1X
n=1

(n!)�

nn
converge.

Alors

8>>><>>>:
� 6 1 :

1X
n=1

(n!)�

nn
converge:

� > 1 :
1X
n=1

(n!)�

nn
diverge:

3) un =
lnnp
n

n 2 N� .

On a
1X
n=1

un =

1X
n=1

lnnp
n
est une série de Bertrand de la forme

1X
n=1

1

n
1
2 (lnn)�1

,

elle diverge car � = 1
2
:

4) un =
2n

n(n+2)
n 2 N�:

Nous avons
2n

n (n+ 2)
�
1

2n

n2

D�après le critére de Cauchy,
1X
n=1

2n

n2
diverge et donc d�après le critère d�équi-

valence
1X
n=1

2n

n(n+2)
diverge .
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5) un =
2+cosn
np

n 2 N�; p 2 R:
On a �1 6 cosn 6 1 d�où �1

np
6 2+cosn

np
6 1

np

Pour p > 1;
1X
n=1

2+cosn
np

converge d�après le critère de comparaison

 
car

1X
n=1

1
np
converge

!
.

Pour p 6 1;
1X
n=1

2+cosn
np

diverge d�après le critère de comparaison

 
car

1X
n=1

1
np
diverge

!
.

6) un =
2n

n2
sin2n � avec 0 6 � 6 �

2
:

On utilise le critére de Cauchy

lim
n!1

n
p
un = lim

n!1

�
2n

n2
sin2n �

� 1
n = 2 sin2 �

Alors

Si 2 sin2 � < 1) � < �
4

�
0 6 � < �

4

�
1X
n=1

2n

n2
sin2n � est convergente.

Si 2 sin2 � > 1) � > �
4

�
�
4
< � 6 �

2

�
1X
n=1

2n

n2
sin2n � est divergente.

Si 2 sin2 � = 1) � = �
4

Cas de doute, et dans ce cas un = 1
n2
;

1X
n=1

1
n2
est une série de Riemann convergente.

Alors

8>>><>>>:
0 6 � 6 �

4
:

1X
n=1

2n

n2
sin2n � converge:

�
4
< � 6 �

2
:

1X
n=1

2n

n2
sin2n � diverge:

Exercice 4

1)
1X
n=1

(�1)n ln
�
1 + 1

n

�
;

1X
n=1

(�1)n ln
�
1 + 1

n

�
est une série alternée de forme

X
(�1)n un:

On a

a) un > 0:

b) lim
n!1

un = lim
n!1

ln
�
1 + 1

n

�
= 0

c) La suite (un)n est décroissante car un+1 = ln
�
1 + 1

n+1

�
6 ln

�
1 + 1

n

�
= un:

Alors, d�après le théorème de Leibniz
1X
n=1

(�1)n ln
�
1 + 1

n

�
converge.

Et on a
��(�1)n ln �1 + 1

n

��� = ln �1 + 1
n

�
�
1

1
n
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1X
n=1

1
n
est une série harmonique divergente, d�où

1X
n=1

(�1)n ln
�
1 + 1

n

�
est semi-

convergente.

2)
1X
n=0

(�1)n 1
2n+1

est une série semi-convergente ( converge d�après le théo-

rème de Leibniz et elle n�est pas convergente absolument).

3)

1X
n=1

(�1)n tan
�
1
n2

�
;

On a
��(�1)n tan � 1

n2

��� = tan � 1
n2

�
�
1

1
n2

1X
n=1

1
n2
est une série de Riemann conergente, donc

1X
n=1

(�1)n tan
�
1
n2

�
est

absolument convergente, d�où elle est convergente.

4)
1X
n=2

(�n)n
n3n

;

Nous avons
1X
n=2

(�n)n
n3n

=
1X
n=2

(�1)n
�
1
n2

�n
et
��(�1)n � 1

n2

�n�� = � 1
n2

�n
On a

lim
n!1

n
p
un = lim

n!1

��
1
n2

�n� 1n = 0 < 1,
donc, d�après le critére de Cauchy,

1X
n=0

�
1
n2

�n
converge.

Alors, la série
1X
n=2

(�n)n
n3n

est absolument convergente d�où elle est convergente.



Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

2.1 Suites des fonctions

Dé�nition 2.1
Soient K = R ou K = C et I 6= ; tel que I � K.
La suite de fonctions (fn)n de I dans K est une application de N dans l�en-

semble des fonctions de I dans K qui pour tout entier naturel n, lui associe la

fonction fn:

Exemple 21
Soit fn : [0; 1]! R

x 7!xn
fn(x) = x

n; f0(x) = 1; f1(x) = x; f2(x) = x
2:

2.1.1 Convergence simple

Soit (fn)n2N une suite de fonctions de I dans K. Pour tout x 2 I �xé, la suite
(fn(x)) est une suite numérique.

Dé�nition 2.2
La suite de fonctions (fn) est simplement convergente vers la fonction f si

pour tout x de I; la suite numérique (fn(x)) est convergente vers f(x) et on note

fn ! f .

Aussi, la convergence simple fn ! f est dé�nie par la relation

lim
n!1

fn(x) = f(x)() 8x 2 I; 8" > 0 9N 2 N; 8n 2 N : [n > N ) jfn(x)� f(x)j < "] :
On note que l�entier N dépend de " et aussi de x.

25
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Exemple 22
1) Soit la suite de fonctions fn(x) = nx

nx+1
où x 2 [0; 1].

Pour x = 0 : fn(0) = 0 d�où lim
n!1

fn(x) = 0:

Pour x > 0 : lim
n!1

fn(x) = lim
n!1

nx
nx+1

= 1:

Donc fn(x) converge simplement vers f(x) telle que f(x) =

(
0 si x = 0

1 si x 2 ]0; 1]
.

Exemple 23
Soit la suite de fonctions fn(x) = x

x+n
; x 2 [0; 1].

On a lim
n!1

fn(x) = lim
n!1

x
x+n

= 0, donc fn(x) converge simplement vers f(x) =

0 sur x 2 [0; 1] :

2.1.2 Convergence uniforme

Dé�nition 2.3
Soit la suite de fonctions fn : I ! R et fn converge simplement vers f .
La suite fn(x) est dite uniformément convergente sur I vers la fonction f(x)

si

8" > 0; 9N" 2 N ;8n 2 N : n > N" ) (8x 2 I; jfn(x)� f(x)j < ") :
L�entier N" est indépendant de x, ou encore, si lim

n!1
kfn � fk1 = 0 tel que

kfn � fk1 = sup
x2I

jfn(x)� f(x)j :
Exemple 24
1) La suite fn(x) = x

x+n
converge simplement vers f(x) = 0 où x 2 [0; 1] :

Pour la convergence uniforme,

on calcule lim
n!1

kfn � fk1 :
On a kfn � fk1 = sup

x2[0;1]
jfn(x)� f(x)j = sup

x2[0;1]

�� x
x+n

�� et �� x
x+n

�� = x
x+n

= fn(x):

Nous avons f 0n(x) =
n

(x+n)2
, donc fn est croissante et sup

x2[0;1]

�� x
x+n

�� = 1
n+1
:

Par conséquent lim
n!1

kfn � fk1 = lim
n!1

sup
x2[0;1]

�� x
x+n

�� = lim
n!1

1
n+1

= 0:

D�où la suite fn(x) converge uniformément vers f(x) = 0.

Exemple 25
Soit la suite fn(x) = nx

enx2
; x 2 [0; 1] :

Pour x = 0; on a fn(0) = 0 donc lim
n!1

fn(0) = 0 = f(0).

Pour x 2 ]0; 1] ; on a lim
n!1

fn(x) = lim
n!1

nx

enx2
= 0.

Donc fn(x) converge simplement vers f(x) = 0:
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Pour la convergence uniforme, on calcule lim
n!1

kfn � fk1 :

On a kfn � fk1 = sup
x2[0;1]

jfn(x)� f(x)j = sup
x2[0;1]

��� nx
enx2

���.
Comme x 2 [0; 1] et la fonction exponentielle positive, on a

��� nx
enx

2

��� = nx

enx
2 =

fn(x) et

f 0n(x) =
�n2x+n
enx

.

Nous avons f 0n(x) = 0) x = 1
n
et

d�où sup
x2[0;1]

�� nx
enx

�� = 1
e
et lim

n!1
kfn � fk1 6= 0:

Donc (fn(x)) ne converge pas uniformément vers f(x) = 0 sur [0; 1].

Critère de la convergence uniforme de Cauchy
Soit (fn)n une suite de fonctions sur I � R: La suite (fn)n converge unifor-

mément ( vers une fonction f) sur I, si est seulement si

8" > 0;9N" 2 N;8p 2 N; 8q 2 N : p; q > N" ) (8x 2 I; jfp(x)� fq(x)j < ")
(1)

En e¤et, supposons que (fn)n est uniformément convergente vers f ,

8" > 0;9N" tel que

n > N" ) jfn(x)� f(x)j <
"

2
8x 2 I:

Alors pour p et q > N" :

jfp(x)� fq(x)j = jfp(x)� f(x)j+ jfq(x)� f(x)j < "

D�où la condition nécessaire.

Pour la condition su¢ ssante, supposons que la suite (fn)n véri�e le critère

de Cauchy uniforme (1). La suite ffn (x)gn est une suite de Cauchy, pour tout
x 2 I; donc elle converge vers f(x).
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Alors lorsque q ! +1, on obtient

8" > 0;9N" 2 N;8p 2 N : p > N" ) (8x 2 I ; jfp(x)� f(x)j < ")

ce qui signi�e que la suite (fn)n converge uniformément vers f:

Proposition 2.1
La convergence uniforme implique la convergence simple.

Remarque 2.1
La réciproque est fausse.

Exemple 26
Soit la suite de fonctions fn(x) = sin

�
x
n

�
:

On a lim
n!1

fn(x) = lim
n!1

sin
�
x
n

�
= 0, pour tous x 2 R:

d�où (fn) converge simplement vers f(x) = 0 sur R:
Pour la convergence uniforme,

On calcule lim
n!1

kfn � fk1 = lim
n!1

sup

x2R

jfn(x)� f(x)j.

On a sup
x2R

jfn(x)� f(x)j = sup
x2R

��sin �x
n

��� = 1:
Donc lim

n!1
kfn � fk1 6= 0:

D�où la convergence n�est pas uniforme.

Théorème 2.1 (continuité)
Soit (fn) une suite convergeant uniformément vers f .

Si toutes les fonctions fn sont continues en x0 2 I, alors f est continue en x0.
Corollaire 2.1
Si les fonctions fn(x) sont continues sur I et si la suite des fonctions (fn(x))n

converge uniformément vers f(x) sur I, alors f(x) continue sur I.

Le théorème de Dini suivant permet d�établir une condition nécessaire de

convergence uniforme.

Théorème 2.2 (Dini)
Soit (fn)n une suite de fonctions réelles continues convergeant simplement

vers une fonction continue f sur [a; b]. Si la suite (fn)n2N est croissante, c�est-à-

dire si

8x 2 [a; b] 8n : fn(x) 6 fn+1(x):
Alors la suite (fn)n converge uniformément vers f(x).

Théorème 2.3 (intégration)
Soit (fn)n une suite de fonctions intégrables sur [a; b] convergeant uniformé-

ment vers f , alors
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1) f est intégrable sur [a; b] .

2) lim
n!1

bZ
a

fn(x)dx =

bZ
a

�
lim
n!1

fn(x)
�
dx =

bZ
a

f(x)dx:

Execice 2.1
Etudier la convergence de la suite de fonctions dé�nies sur [0; 1] par fn(x) =

ne�x+x2

n+x
:

1) La convergence est-elle simple ?

2) la convergence est-elle uniforme ?

3) Déduire la nature de la suite numérique (un)n telle que un =

1Z
0

ne�x+x2

n+x
dx:

Solution
1) On a lim

n!1
fn(x) = lim

n!1
ne�x+x2

n+x
= 1

ex
8x 2 [0; 1].

Donc fn converge simplement vers f(x) = 1
ex
:

2) Convergence uniforme

On a jfn(x)� f(x)j=
���ne�x+x2n+x

� 1
ex

��� = �� xex �xex�1n+x

��� = �� x
ex

�� : ��xex�1
n+x

�� 6 1: ��xex
n

�� 6
e
n
;

ce qui implique que

sup
x2[0;1]

jfn(x)� f(x)j 6
e

n

Alors

lim
n!1

sup
x2[0;1]

jfn(x)� f(x)j 6 lim
n!1

e

n
= 0;

on déduit que la suite fn converge uniformément vers f(x) = 1
ex
:

3) la nature de la suite (un)

lim
n!1

un = lim
n!1

1Z
0

ne�x + x2

n+ x
dx =

1Z
0

lim
n!1

ne�x + x2

n+ x
dx

=

1Z
0

1

ex
dx car f converge uniformément vers

1

ex
sur [0; 1] .

=

�
1

ex

�1
0

=
1

e
� 1:

d�où la convergence de (un).
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Théorème 2.4 (Dérivation)
Soit (fn)n2N une suite de fonctions continûment dérivables sur [a; b] véri�ant

les propriétés suivantes :

1) La suite (fn)n converge uniformément vers g sur [a; b].

2) Il existe un point x0 2 [a; b] tel que la suite (fn(x0)) soit convergente.
Alors (fn)n converge uniformément vers une fonction continûment dérivable

f et l�on a f 0 = g, autrement dit lim
n!1

f 0n = ( lim
n!1

fn)
0
.

2.2 Les séries de fonctions

On appelle série de fonctions toute série dans laquelle le terme général est

une fonction d�une variable x.

On note
1X
n=0

fn(x) = f0(x) + f1(x) + f2(x) + : : : : : :+ fn(x) + : : : :

fn (x) est le terme général.

Dé�nition 2.4

La suite de fonctions (sn)n dé�nie par sn(x) =
nX
k=0

fk(x)

est appelée la suite des sommes partielles de la série
1X
n=0

fn(x).

Dé�nition 2.5

La série
1X

k=n+1

fk(x) est appelée reste d�ordre n de la série
X

fn(x).

2.2.1 Convergence simple

Soit
X

fn(x) une série de fonctions et sn(x) la suite des sommes partielles

telle que : fn : I ! R.
Dé�nition 2.6
On dit que

X
fn(x) est convergente sur I si la série

X
fn(x) est conver-

gente en tout point x 2 I et on dit, dans ce cas, que
X

fn(x) est simplement

convergente sur I .

Dé�nition 2.7
On dit que la série de fonctions

X
fn(x) qui converge simplement sur I si et

seulement si la suite de ses sommes partielles sn(x) converge simplement sur I.
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On appelle la fonction s dé�nie par s(x) = lim
n!1

sn(x), la somme d�une série

de fonctions
1X
n=0

fn(x), et on note s(x) =
1X
n=0

fn(x).

Remarque 2.2
Pour étudier la convergence simple d�une série de fonctions, on utilise les

mêmes critères concernant les séries numériques.

Exemple 27

1) Soit la série de fonctions
1X
n=0

fn(x) =

1X
n=0

xn

2n
:

On a lim
n!1

n
p
fn(x) = lim

n!1

�
xn

2n

� 1
n = x

2

d�après le critère de Cauchy, nous avons

1) Si x
2
< 1) x < 2 : la série

1X
n=0

xn

2n
converge simplement.

2) Si x
2
> 1) x > 2 : la série

1X
n=0

xn

2n
diverge.

3) Si x
2
= 1) x = 2 : cas de doute, et on a fn(2) = 1:

lim
n!1

fn(2) = 1 6= 0; donc
1X
n=0

xn

2n
div.

Alors

8>>><>>>:
Si x < 2 :

1X
n=0

xn

2n
converge simplement:

Si x > 2 :
1X
n=0

xn

2n
diverge:

Exemple 28

Soit la série de fonctions
1X
n=0

fn(x) =

1X
n=0

x2

(1+x2)n

On a
1X
n=0

x2

(1+x2)n
= x2

1X
n=0

1
(1+x2)n

= x2
1X
n=0

�
1

1+x2

�n
est une série géométrique

de raison 1
1+x2

< 1; alors
1X
n=0

x2

(1+x2)n
converge simplement.

Exemple 29

Soit
1X
n=1

(�1)n
x2+n

une série alternée telle que un(x) = 1
x2+n

:

On a

(a) un(x) > 0:

(b) lim
n!1

un(x) = lim
n!1

1
x2+n

= 0:

(c) On a un+1(x)� un(x) = 1
x2+n+1

� 1
x2+n

= �1
(x2+n+1)(x2+n)

< 0;
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donc la suite (un (x))n est décroissante.

d�où, d�après le Théorème de Leibniz, la série
1X
n=1

(�1)n
x2+n

converge simplement.

2.2.2 Convergence absolue

Dé�nition 2.8
On dit que

X
n

fn(x) est absolument convergente sur I si la série
X
n

jfn(x)j

est convergente sur I.

Proposition 2.2
Toute série de fonctions absolument convergente est convergente et de plus�����X

n

fn(x)

����� 6X
n

jfn(x)j .

Remarque 2.3
La réciproque est fausse.

Exemple 30
Etudier la convergence absolue de la série suivante :
1X
n=0

fn(x) =
1X
n=0

xn

n
:

On a

lim
n!1

���fn+1(x)fn(x)

��� = lim
n!1

���xn+1n+1
: n
xn

��� = lim
n!1

�� xn
n+1

�� = jxj :
D�après le critère de D�Alembert :

(1) Si jxj < 1; la série
1X
n=0

xn

n
est absolument convergente.

(2) Si jxj > 1;la série
1X
n=0

��xn
n

�� diverge, d�où la série 1X
n=0

xn

n
n�est pas absolu-

ment convergente.

(3) Si jxj = 1;cas de doute et jfn(x)j = 1
n
:X

1
n
est une série harmonique divergente donc

1X
n=0

xn

n
n�est pas absolument

convergente .
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2.2.3 Convergence uniforme

Soit
X
n

fn(x) une série de fonctions et fn dé�nie de I dans K.

Dé�nitions 2.9
On dit que la série de fonctions

X
n

fn est uniformément convergente sur I

si la suite des sommes partielles (sn) est uniformément convergente sur I.

Dé�nition 2.10
La série de fonctions

X
n

fn converge uniformément sur I si :

8" > 0; 9N" 2 N ; 8n 2 N : n > N" ) (8x 2 I; jRn(x)j < ") :
On note que Rn(x) = sn(x)� s(x):
Théorème 2.5 (Critère de Cauchy pour la convergence uniforme)
La série de fonctions de terme general fn converge uniformément sur I si et

seulement si elle véri�e le critère de Cauchy suivant :

8" > 0;9N" (x) 2 N;8n 2 N;8p 2 N� :
"
n > N" (x))

�����
n+pX
k=n+1

fk (x)

����� < "; 8x 2 I
#
:

Démonstration
Elle est évidente si l�on applique le critère de la convergence uniforme de

Cauchy pour les suites de fonctions.

2.2.4 Convergence normale

Dé�nition 2.11
Soit

X
n

fn une série de fonctions fn dé�nies sur un intervalle I de R, on

dit que la série
X
n

fn est normalement convergente sur I si la série numériqueX
n

kfnk converge, où kfnk = sup
x2I

jfn(x)j :

Théorème 2.6
Si la série

X
n

fn est normalement convergente sur I, alors elle est uniformé-

ment convergente sur I.

Démonstration

On a 8n 8p > 1 :







n+pX
k=n+1

fk






 6
n+pX
k=n+1

kfkk ;
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puisque
X
n

kfnk converge, d�aprés le critère de Cauchy, la série
X
n

fn(x)

converge uniformément.

Corollaire 2.2
Soit

X
n

fn(x) une série de fonction où fn est dé�nie de I dans R, on dit queX
n

fn(x) est normalement convergente, s�il existe une série numérique à termes

positifs convergente
X
n

vn, telle que 8n 8x 2 I : jfn(x)j 6 vn.

Remarque 2.4
La convergence normale est plus forte que toutes les convergences.

Exemple 31

1) Soit la série de fonctions
1X
n=1

fn(x) =
1X
n=0

x2

1+x2n2
:

(a) Pour x = 0 : fn(0) = 0; d�où
1X
n=0

fn(0) converge.

Pour x 6= 0 : x2

1+x2n2
� 1

n2
:X

1
n2
est une série de Riemann convergente, donc d�après le critère d�équi-

valence, la série
1X
n=0

x2

1+x2n2
est convergente.

D�où
1X
n=0

x2

1+x2n2
est simplement convergente sur R:

(b) Pour la convergence normale

On a jfn(x)j =
��� x2

1+x2n2

��� = x2

1+x2n2
= fn(x) et f 0n(x) =

2x
(1+x2n2)2

:

f 0n(x) = 0) x = 0

Donc sup
x2R

jfn(x)j = 1
n2
;

et
1X
n=1

1
n2
est une série de Riemann convergente car � = 2 > 1, alors

1X
n=0

x2

1+x2n2

converge normalement sur R:
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Exemple 32

Soit
1X
n=1

fn(x) =
1X
n=1

(�1)n
n+x

une série alternée convergente.

Converge normale. On a jfn(x)j =
��� (�1)nn+x

��� = 1
n+x

s
1

1
n
:X

1
n
est une série harmonique divergente, donc

1X
n=1

(�1)n
n+x

n�est pas absolu-

ment convergente, alors elle n�est pas normalement convergente.

Exercice 2.2

1) Soit
1X
n=1

fn(x) =
1X
n=1

x
n
e�nx; x 2 R+.

(a) Montrer que la série de fonctions
1X
n=1

fn(x) converge simplement sur R+.

(b) Montrer que la série de fonctions
1X
n=1

fn(x) converge normalement sur R+.

Solution

(a) Pour x = 0; fn(0) = 0; d�où
1X
n=1

fn(0) converge.

Pour x > 0; On a

lim
n!1

fn+1(x)
fn(x)

= lim
n!1

xe�(n+1)x

n+1
: n
xe�nx = lim

n!1
ne�x

n+1
= 1

ex
< 1; donc

1X
n=1

x
n
e�nx

converge simplement pour x > 0.

Alors
1X
n=1

x
n
e�nx converge simplement sur R+.

(b) Convergence normale sur R+

On calcule kfnk = sup
x2R+

jfn(x)j :

On a jfn(x)j =
��x
n
e�nx

�� = x
n
e�nx = fn(x); car x 2 R+; et

f 0n(x) =
1�nx
nenx

:

Nous avons f 0n(x) = 0) x = 1
n
;

Donc sup
x2R+

jfn(x)j = 1
n2e
;
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et
1X
n=1

1
n2
est une série de Riemann convergente car � = 2 > 1, alors

1X
n=1

x
n
e�nx

converge normalement sur R+:

2.2.5 Propriété des sommes des séries de fonctions

Continuité

Théorème 2.7
Soit

X
n

fn; fn : [a; b] ! C une série de fonctions uniformément convergente

sur [a; b]. Si toutes les fonctions fn sont continues en x0 2 [a; b], la somme s de
la série est continue en x0.

Corollaire 2.3
Si toutes les fonctions fn sont continues sur [a; b] et si la série

X
n

fn(x) est

uniformément convergente sur [a; b], alors la somme s est continue sur [a; b].

Exemple 33

Soit la série de fonctions
1X
n=1

fn(x) =
1X
n=1

(�1)n e�x
p
n

n
.

On a
1X
n=1

(�1)n e�x
p
n

n
est une série alternée convergente (d�après le théorème

de Leibniz), on cherche la convergence uniforme.

On a

jRn(x)j = jsn(x)� s(x)j 6 jfn+1(x)j

6 e�x
p
n+1

n+ 1
= gn(x)

et g0n(x) = � e�x
p
n+1

p
n+1

, donc gn(x) est décroissante sur R+, d�où sup
x2R+

jRn(x)j =
1
n+1

et lim
n!1

sup
x2R+

jRn(x)j = 0:

Alors,
1X
n=1

(�1)n e�x
p
n

n
converge uniformément sur R+.

Comme fn est continue sur R+ et
1X
n=1

fn(x) converge uniformément sur R+

alors s(x) est continue sur R+.
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Remarque 2.5
Dans les conditions du théorème précédent, on a :

lim
x!x0

1X
n

fn(x) =

1X
n

lim
x!x0

fn(x) =
1X
n

fn(x0):

Généralisation
Si la série

X
n

fn(x) est uniformément convergente sur [a; b] et si la limite

�nie lim
x!x0

fn(x) = an (x0 2 [a; b]) existe quel que soit n, alors la série
X
n

an est

convergente et l�on a lim
x!x0

1X
n

fn(x) =
1X
n

lim
x!x0

fn(x) =
1X
n

an.

Intégration

Théorème 2.8
Soit (fn)n une suite de fonctions intégrable sur [a; b] ; si la série

X
n

fn (x) est

uniformément convergente sur [a; b] vers une fonction f . Alors la fonction f est

intégrable sur [a; b] et on a :
bZ
a

f(x)dx =

bZ
a

 1X
n

fn(x)

!
dx =

1X
n

bZ
a

fn(x)dx:

En outre, la série
1X
n

0@ xZ
a

fn(t)dt

1Aconverge uniformément sur [a; b] vers xZ
a

f(t)dt.

Exemple 34

1) Soit 1
1+x

=

1X
n=0

(�1)n xn; x 2 ]�1; 1[ :
1X
n=0

(�1)n xn est absolument convergente sur ]�1; 1[ ; donc elle est simplement

convergente sur ]�1; 1[ :
1X
n=0

(�1)n xn converge uniformément sur [a; b] � ]�1; 1[

Donc
xZ
0

1
1+t
dt =

1X
n=0

xZ
0

(�1)n tndt ) ln (1 + t)]x0 =

1X
n=0

(�1)n tn+1
n+1

#x
0

) ln (1 + x) =

1X
n=0

(�1)n xn+1
n+1
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2) On a 1
1+x2

=

1X
n=0

(�1)n x2n

donc

xZ
0

1
1+t2

dt =
1X
n=0

xZ
0

(�1)n t2ndt ) arctan t]x0 =

1X
n=0

(�1)n t2n+1
2n+1

#x
0

) arctanx =

1X
n=0

(�1)n x2n+1
2n+1

Dérivation

Théorème 2.9

Soit
1X
n

fn(x); fn : [a; b] ! C une série de fonctions dont les termes fn sont

continûment dérivables sur [a; b], c�est-à-dire fn 2 C1 ([a; b]). Si

1)
1X
n

fn(x) est convergente au moins en un point x0 2 [a; b].

2)
1X
n

f 0n(x) est uniformément convergente sur [a; b].

Alors, la série
1X
n

fn(x) est uniformément convergente sur [a; b], et sa somme

s(x) =
1X
n

fn(x) est continûment dérivable sur [a; b], et l�on a

s0(x) = (

1X
n

fn(x))
0 =

1X
n

f 0n(x):

Généralisation

Soit
1X
n

fn(x); fn : [a; b] ! C, une série de fonctions dont les termes sont

dérivables sur [a; b].

Si la série
1X
n

fn(x) converge au moins en un point x0 2 [a; b] et si la série
1X
n

f 0n(x) est uniformément convergente sur [a; b], alors

- La série
1X
n

fn(x) est uniformément convergente sur [a; b].

- Sa somme s est dérivable sur [a; b] et s0(x) = (
1X
n

fn(x))
0 =

1X
n

f 0n(x).
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Exercice 2.3

Soit x 2 R, on pose f(x) =
1X
n=1

1
nx
lorsque la série est convergente.

Montrer que la fonction f est dé�nie continue et dérivable dans l�intervalle

]1;+1[.
Solution

1) On a f(x) =
1X
n=1

1
nx
est une série de Riemann convergente si x > 1; donc

f est dé�nie sur ]1;+1[.
2) On pose fn(x) = 1

nx
.

Pour tout a > 1,
1X
n=1

fn(x) =
1X
n=1

1
nx
est normalement convergente sur [a;+1[

car :

jfn(x)j =
�� 1
nx

�� 6 1
na
et

1X
n=1

1
na
est une série de Riemann convergente a > 1,

donc
1X
n=1

1
nx
est uniformément convergente sur [a;+1[ et comme fn(x) = 1

nx
est

continue, donc f est continue sur [a;+1[.
3) On a, fn est dérivable : f 0n = (

1
nx
)0 = ( 1

ex lnn
)
0
= � lnn

ex lnn
= � lnn

nx

et on a pour tout a > 1; 1
nx
6 1

na
, d�où

�� lnn
nx

�� 6 lnn
na
= 1

na(lnn)�1X
1

na(lnn)�1
est une série de Bertrand convergente a > 1, donc f 0n est unifor-

mément convergente sur [a;+1[.

Alors f est dérivable sur [a;+1[ pour tout a > 1 et f 0(x) = �
1X
n=1

lnn
nx
.

2.3 Exercices

Exercice 1
Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions

1) fn(x) = e
n+1
n
x x 2 R; 2) fn(x) =

1
(1+x2)n

x 2 R:
Exercice2
Etudier la convergence simple, uniforme et normale des séries de fonctions

suivantes

1)

1X
n=1

n!xn

nn
; 2)

1X
n=0

e�nx; 3)
1X
n=1

(�1)n ln
�
1 + x

n(1+x)

�
;

4)

1X
n=0

xn

3n
; 5)

1X
n=0

(�1)n (1� x)xn:
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Exercice 3

1) Etudier la convergence simple de la série
1X
n=0

�
n2

enx

�
2) Montrer qu�elle converge uniformément sur [a;+1[ ; a > 0:
3) Calculer sa somme s(x).

Exercice 4

Soit la fonction f(x) : R�+ ! R dé�nie par f(x) =
1X
n=1

(�1)n
n+x

:

1) Trouver le domaine de dé�nition de f puis étudier la continuité et la

dérivabilité de f .

2.4 Solutions des exercices

Exercice 1
Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions

1) On a fn(x) = e
n+1
n
x x 2 R;

lim
n!1

fn(x) = lim
n!1

e
n+1
n
x = ex:

Donc fn(x) converge simplement vers f(x) = ex:

Pour la convergence uniforme

On calcule lim
n!1

kfn � fk1 = lim
n!1

sup
x2R

jfn(x)� f(x)j.

On a jfn(x)� f(x)j =
���en+1n x � ex

��� = ex ���e 1nx � 1��� = gn(x):
gn(x) =

8<: ex
�
e
1
n
x � 1

�
x > 0

ex
�
1� e 1nx

�
x 6 0

g0n(x) =

8<: ex
��
1 + 1

n

�
e
1
n
x � 1

�
x > 0

ex
�
1�

�
1 + 1

n

�
e
1
n
x
�

x < 0

g0n(x) = 0) x = n ln n
n+1

et

donc sup
x2R

���en+1n x � ex
��� = � n

n+1

�n � 1
n+1

�
et lim

n!1
kfn � fk1 = 0:

D�où la convergence est uniforme sur R.
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2) fn(x) =
1

(1+x2)n
x 2 R;

lim
n!1

fn(x) = lim
n!1

1
(1+x2)n

= lim
n!1

�
1

1+x2

�n
= 0:

Donc fn(x) converge simplement vers f(x) = 0:

Pour la convergence uniforme

On calcule lim
n!1

kfn � fk1 = lim
n!1

sup
x2[0;1]

x2R

jfn(x)� f(x)j.

On a jfn(x)� f(x)j =
��� 1
(1+x2)n

��� = 1
(1+x2)n

= fn(x) et

f 0n(x) =
�2nx

(1+x2)n+1

Nous avons f 0n(x) = 0) x = 0

d�où sup
x2R

��� 1
(1+x2)n

��� = 1 et lim
n!1

kfn � fk1 6= 0:
Donc la convergence n�est pas uniforme sur R.
Exercice2
Etudier la convergence simple, uniforme et normale, sur [0; 1] , des séries de

fonctions suivantes :

1)

1X
n=1

n!xn

nn

On calcule kfnk1 = sup
x2[0;1]

jfn(x)j :

On a jfn(x)j =
��n!xn
nn

�� = n!xn

nn
= fn(x); car x 2 [0; 1] et

f 0n(x) =
n!nxn�1

nn
= n!xn�1

nn�1 .

f 0n(x) = 0) x = 0
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donc sup
x2[0;1]

jfn(x)j = n!
nn

;

et
1X
n=1

n!
nn

est une série convergente ( d�après le critère de d�Alembert ), alors

1X
n=1

n!xn

nn
converge normalement sur [0; 1] ; d�où il y a toutes les convergences.

2)

1X
n=0

e�nx

Pour x = 0; fn(0) = 1

donc
1X
n=0

e�nx diverge pour x = 0; alors elle diverge sur [0; 1], d�où il n�y a

pas de convergence uniforme et de convergence normale.

3)
1X
n=1

(�1)n ln
�
1 + x

n(1+x)

�
est une série alternée tel que un(x) = ln

�
1 + x

n(1+x)

�
;

on a

(a) un(x) > 0:

(b) lim
n!1

un(x) = lim
n!1

ln
�
1 + x

n(1+x)

�
= 0:

(c) On a un+1(x)� un(x) = ln
�
1 + x

(n+1)(1+x)

�
� ln

�
1 + x

n(1+x)

�
= ln

�
1� x

(n+1)(n(1+x)+x)

�
< 0;

donc la suite (un (x))n est décroissante.

d�où, d�après le théorème de Leibniz, la série
1X
n=1

(�1)n ln
�
1 + x

n(1+x)

�
converge

simplement.

On étudie la convergence uniforme.

On a

jRn(x)j = jsn(x)� s(x)j 6 jfn+1(x)j

6 ln

�
1 +

x

(n+ 1) (1 + x)

�
= gn(x)

g0n(x) =
1

(1+x)[(n+1)(1+x)+x]
, donc gn(x) est croissante sur [0; 1], d�où sup

x2[0;1]
jRn(x)j =

ln
�
1 + 1

2(n+1)

�
et lim

n!1
sup
x2[0;1]

jRn(x)j = 0:

Alors,
1X
n=1

(�1)n ln
�
1 + x

n(1+x)

�
converge uniformément sur R+.

Comme fn(x) est continue sur R+ et
1X
n=1

fn(x) converge uniformément sur

R+ alors s(x) est continue sur R+.
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Pour la convergence normale

On a jfn(x)j =
���(�1)n ln�1 + x

n(1+x)

���� = ln�1 + x
n(1+x)

�
s
1

x
n(1+x)

:X
1
n
est une série harmonique divergente, donc

1X
n=1

(�1)n ln
�
1 + x

n(1+x)

�
n�est pas absolument convergente, alors elle n�est pas normalement convergente.

4)
1X
n=0

xn

3n

On a
1X
n=0

xn

3n
=

1X
n=0

�
x
3

�n
est une série géomètrique convergente

�
x
3
< 1
�

On calcule kfnk1 = sup
x2[0;1]

jfn(x)j :

On a jfn(x)j =
��xn
3n

�� = xn

3n
= fn(x); car x 2 [0; 1] et

f 0n(x) =
nxn�1

3n
et

Nous avons f 0n(x) = 0) x = 0;

donc sup
x2R+

jfn(x)j = 1
3n

;

et
1X
n=0

1
3n

est une série géomètrique convergente, alors
1X
n=0

xn

3n
converge nor-

malement sur [0; 1] ; d�où elle converge uniformément.

5)
1X
n=0

(�1)n (1� x)xn

La série converge simplement puisqu�elle converge absolument (série géomé-

trique).

La série converge uniformément car :

jRn(x)j = jsn(x)� s(x)j 6 jfn+1(x)j = (1� x)xn+1

et lim
n!1

sup
x2[0;1]

jRn(x)j = lim
n!1

�
1
n+2

�
1

(1+ 1
n+1)

n+1 = 0
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La série ne converge pas normalement : sup
x2[0;1]

jfn(x)j s1
1
ne
(
X

1
n
série har-

monique diverge).

Exercice 3

1) Etudier la convergence simple sur R+ de la série
1X
n=0

n2

enx

Soit
1X
n=0

fn(x) =
1X
n=0

n2

enx

(a) Pour x = 0; fn(0) = n2; d�où
1X
n=0

fn(0) diverge.

(b) Pour x > 0; On utilise le critère de D�Alembert

lim
n!1

fn+1(x)
fn(x)

= lim
n!1

(n+1)2

e(n+1)x
: e
nx

n2
= 1

ex
< 1; donc

1X
n=0

n2

enx
converge simplement.

Alors
1X
n=0

n2

enx
converge simplement sur R�+.

2) Montrer qu�elle converge uniformément sur [a;+1[ ; a > 0:
On a jfn(x)j =

��� n2enx ��� = n2e�nx
Pour x 2 [a;+1[ et a > 0; nous avons

n2e�nx 6 n2e�na

et
1X
n=0

n2e�na est une série numérique convergente (d�après le critère de Cau-

chy ou de d�Alembert), donc
1X
n=0

n2

enx
conerge normalement sur [a;+1[ d�où la

convergence uniforme sur [a;+1[ .
3) Calculer sa somme s(x).

Comme fn(x) est continue et
1X
n=0

fn(x) converge uniformément sur [a;+1[ ;

alors s(x) est continue et

s(x) =
d2

dx2

" 1X
n=0

e�nx

#
=
d2

dx2

�
1

1� e�x

�
=
e�x (1 + e�x)

(1� e�x)2

Exercice 4

Soit la fonction f(x) : R�+ ! R dé�nie par f(x) =
1X
n=1

(�1)n
n+x

:

1) Le domaine de dé�nition

On a
1X
n=1

(�1)n
n+x

est une série alternée convergente pour x > 0 car
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a) lim
n!1

1
n+x

= 0

b) la suite (fn)n est décroissante

fn+1 (x) =
1

n+1+x
6 1

n+x
= fn (x)

Donc f est dé�nie sur ]0;+1[ :
2) La continuité

Nous étudions la convergence uniforme pour tout a > 0;

On a

jRn(x)j = jsn(x)� s(x)j 6 jfn+1(x)j

6 1

n+ 1 + x

donc sup
x2R�+

jRn(x)j = 1
n+1+a

et lim
n!1

sup
x2R�+

jRn(x)j = 0:

Alors,
1X
n=1

(�1)n
n+x

converge uniformément sur [a;+1[.

Les fn sont continues et
1X
n=1

fn converge uniformément sur [a;+1[ où a > 0,

donc f est continue sur [a;+1[.
3) La dérivabilité

On a fn est dérivable : f 0n (x) =
(�1)n+1

(n+x)2

et on a pour tout a > 0;
��� (�1)n+1
(n+x)2

��� 6 1
n2

1X
n=1

1
n2
est une série de Riemann convergente, donc f 0n conerge normalement

sur [a;+1[ ; d�où f 0n est uniformément convergente sur [a;+1[.

Alors f est dérivable sur [a;+1[ et f 0 (x) =
1X
n=1

(�1)n+1

(n+x)2
:



Chapitre 3

Séries entières

Dé�nition 3.1
On appelle série entière toute série de fonctions de la forme

1X
n=0

an (x� x0)n = a0 + a1 (x� x0) + a2 (x� x0)2 + :::::+ an (x� x0)n + ::: (1) ;

où x 2 R, x0 est un nombre réel �xé et an sont des coe¢ cients réels.

La série (1) peut être ramenée à la forme
1X
n=0

anx
n par le changement de

variable y = x� x0 et puis changer y en x.
Exemple 35

1)

1X
n=0

n!xn = 1 + x+ 2!x2 + 3!x3 + ::::::::::+ n!xn + ::::

2)
1X
n=1

n2 (x� 3)n = (x� 3)+22 (x� 3)2+32 (x� 3)3+::::::+n2 (x� 3)n+::::::

Lemme 3.1 (d�Abel)

Si une série
1X
n=0

anx
n converge en un point x1 6= 0, alors elle est absolument

convergente en tout point x tel que jxj < jx1j, c�est �à-dire sur ]� jx1j ; jx1j[.
Preuve
1X
n=0

anx
n
1 conv ) lim

n!1
anx

n
1 = 0) 9M > 0 : janxn1 j 6M:

On a alors pour tout x 2 ]� jx1j ; jx1j[ :
janxnj =

���anxn1 :xnxn1 ��� 6M: ���xnxn1 ��� =M ��� xx1 ���n :
Donc

1X
n=0

janxnj 6 M

1X
n=0

��� xx1 ���n et comme 1X
n=0

��� xx1 ���n converge (série géomé-
46
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trique de raison
��� xx1 ��� < 1), d�où 1X

n=0

anx
n est absolument convergente.

Corollaire 3.1

Si la série
1X
n=0

anx
n diverge en x1 6= 0, alors elle est divergente pour tout x

tel que jxj > jx1j.
Corollaire 3.2

Si la série
1X
n=0

anx
n est convergente dans ]�a; a[, a > 0, alors elle est norma-

lement convergente dans chaque intervalle [�r; r], r < a:

3.1 Rayon de convergence

Le domaine de convergence D d�une série entière
1X
n=0

anx
n est l�ensemble de

tous les points où elle converge et il n�est jamais vide car il contient au moins le

point x = 0.

Dé�nition 3.2

Soit D le domaine de convergence de la série
1X
n=0

anx
n. Le nombre R =

sup fjxj ; x 2 Dg s�appelle rayon de convergence.
On note que 0 6 R 61.
Pour calculer le rayon de convergence, on a deux méthodes.

1) Méthode de d�Alembert.

Soit la série entière
1X
n=0

fn(x) =

1X
n=0

anx
n.

On a lim
n!1

���fn+1(x)fn(x)

��� = lim
n!1

���an+1xn+1anxn

��� = lim
n!1

���an+1an

��� jxj ; d�après le critère de
d�Alembert, la série

1X
n=0

anx
n est convergente si lim

n!1

���an+1an

��� jxj < 1:
d�où jxj < 1

lim
n!1j

an+1
an
j ) jxj < lim

n!1

��� an
an+1

���
et on pose R = lim

n!1

��� an
an+1

��� :
Exemple 36
Calculer le rayon de convercence des séries entières suivantes :

1)

1X
n=0

n2xn où an = n2:

On a R = lim
n!1

��� an
an+1

��� = lim
n!1

��� n2

(n+1)2

��� = 1:
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2)
1X
n=0

n!xn

Le rayon de convergence est R = lim
n!1

��� n!
(n+1)!

��� = 0
2) Méthode de Cauchy

Soit la série entière
1X
n=0

fn(x) =

1X
n=0

anx
n:

On a lim
n!1

n
p
jfn(x)j = lim

n!1
n
p
janxnj = lim

n!1
n
p
janj: n

p
jxnj = lim

n!1
n
p
janj: jxj ;

d�après le critère de Cauchy, la série
1X
n=0

anx
n converge si lim

n!1
n
p
janj: jxj < 1;

d�où jxj < 1

lim
n!1

n
p
janj

et on pose R = 1

lim
n!1

n
p
janj
:

Exemple 37
Calculer le rayon de convercence des séries entières suivantes :

1)
1X
n=1

�
n+1
n

�n
xn où an =

�
n+1
n

�n
:

On a R = lim
n!1

1
n
p
janj

= lim
n!1

1
n
q
j(n+1n )

nj
= lim

n!1
1

(n+1n )
= 1:

2)
1X
n=1

xn

n
où an = 1

n
:

On a R = lim
n!1

1
n
p
janj

= lim
n!1

1
n
q
j 1n j

= 1:

Théorème 3.1

Soit
1X
n=0

anx
n une série entière, R son rayon de convergence. Alors :

1) R = 0() D = f0g :
2) R = +1() D = R:

3) Si 0 < R < +1; on a :

8>>><>>>:
jxj < R)

1X
n=0

janxnj est convergente.

jxj > R)
1X
n=0

anx
n est divergente.

Démonstration
1) L�équivalence (1) est évidente.

2) R = +1) D = R

Si R = +1; pour tout x 2 R, la série
1X
n=0

anx
n est convergente, d�où D = R,

l�implication inverse

D = R) R = +1 est évidente.
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3) Si 0 < R < +1;

Pour jxj < R; il existe r 2 D tel que jxj < r < R et que la série
1X
n=0

anx
n

converge, il résulte d�après le lemme d�Abel que
1X
n=0

anx
n est absolument conver-

gente.

Pour jxj > R; on a x =2 D;donc la série
1X
n=0

anx
n diverge.

Remarque 3.1
Le domaine de convergence d�une série entière est donné par Dc = ]�R;R[ :
Théorème 3.2

Soit ]�R;R[ l�intervalle de convergence de la série
1X
n=0

anx
n. Alors la sé-

rie converge normalement (donc uniformément) dans chaque intervalle [a; b] �
]�R;R[.
Démonstration
Elle découle immédiatement du corollaire 2 du lemme d�Abel.

I Dans le cas des séries de forme
1X
n=0

an (x� x0)n, le domaine de convergence

est donné par ]x0 �R; x0 +R[ et nous avons :

1) jx� x0j < R)
1X
n=0

jan (x� x0)nj converge.

2) jx� x0j > R)
1X
n=0

an (x� x0)n diverge.

3) Sur tout intervalle [a; b] � ]x0 �R; x0 +R[, la série
1X
n=0

an (x� x0)n est

normalement convergente.

I Si la série
1X
n=0

anx
n

 1X
n=0

an (x� x0)n
!
admet un intervalle de conver-

gence ]�R;R[ (]x0 �R; x0 +R[), on étudie aussi la convergence aux bornes de
l�intervalle x = �R (x = x0 �R).
Exemple 38

1)
1X
n=1

n2 (x� 3)n où an = n2; x0 = 3:

On a R = lim
n!1

1
n
p
janj

= lim
n!1

1
n
p
jn2j

= lim
n!1

1

(n2)
1
n
= 1:

Pour x = 2;
1X
n=1

n2 (�1)n diverge:
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Pour x = 4;
1X
n=1

n2 diverge:

donc Dc = ]2; 4[ :

Exemple 39

Soit la série
1X
n=1

xn

n2
où an = 1

n2
:

On a R = lim
n!1

��� an
an+1

��� = lim
n!1

��� (n+1)2n2

��� = 1:
Pour x = 1; on obtient la série

1X
n=2

1
n2
qui est une série de Riemann conver-

gente.

Pour x = �1; on obtient la série
1X
n=1

(�1)n
n2

qui est une série alternée conver-

gente.

donc Dc = [�1; 1] :
Exemple 40

Soit la série
1X
n=2

n
n2�1x

n où an = n
n2�1 :

On a R = lim
n!1

��� an
an+1

��� = lim
n!1

��� n
n2�1 :

(n+1)2�1
n+1

��� = 1:
Pour x = 1; on obtient la série

1X
n=2

n
n2�1 qui est une série divergente (

n
n2�1 �1

1
n

et
X

1
n
série harmonique divergente).

Pour x = �1; on obtient la série
1X
n=1

n
n2�1 (�1)

n qui est une série alternée

convergente.

donc Dc = [�1; 1[ :

3.2 Opération linéaire

1) 8� 2 R; les séries
1X
n=0

anx
n et

1X
n=0

�anx
n ont le même domaine de conver-

gence D et on a
1X
n=0

�anx
n = �

1X
n=0

anx
n .

2) Soit f(x) =
1X
n=0

anx
n de rayon de convergence R et g(x) =

1X
n=0

bnx
n de

rayon de convergence R0.
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Il vient que pour jxj < inf (R;R0) : f(x) + g(x) =
1X
n=0

(an + bn)x
n:

3.3 Propriétés des séries entières

La somme s(x) =
1X
n=0

anx
n est continue dans ]�R;R[ (jxj < R) et on a

s0(x) =

 1X
n=0

anx
n

!0
=

1X
n=1

nanx
n�1; pour tout x 2 ]�R;R[ :

xZ
x0

s(t)dt =

xZ
x0

 1X
n=0

ant
n

!
dt =

1X
n=0

an

�
xn+1 � xn+10

n+ 1

�
pour tout [x0; x] � ]�R;R[ :

Exemple 41
Déterminer la somme des séries entières suivantes :

1)
1X
n=1

xn

n
, Dc = [�1; 1[ :

On pose s(x) =
1X
n=1

xn

n
:

alors s0(x) =
1X
n=1

xn�1 =
1X
p=0

xp / p = n� 1;

d�où, 8x 2 [�1; 1[ :

s0(x) = 1
1�x )

xZ
0

s0(t)dt =

xZ
0

1
1�tdt

) s(x) = � ln (1� x) =
1X
n=1

xn

n
:

2)

1X
n=2

(n+ 1) xn; Dc = ]�1; 1[ :

On pose s(x) =
1X
n=2

(n+ 1) xn:

donc

xZ
0

s(t)dt =
1X
n=2

xZ
0

(n+ 1) tndt

alors
xZ
0

s(t)dt =
1X
n=2

xn+1 )
xZ
0

s(t)dt =

1X
p=3

xp = x3

1�x ;
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d�où s(x) =
�
x3

1�x

�0
= 3x2�2x3

(1�x)2 :

3)

1X
n=0

xn

(n+1)!
, Dc = [�1; 1] :

On pose s(x) =
1X
n=0

xn

(n+1)!
:

s(x) =
1X
n=0

xn

(n+1)!
) xs(x) =

1X
n=0

xn+1

(n+1)!

) xs(x) =
1X
p=1

xp

p!

) xs(x) =
1X
p=0

xp

p!
� 1

) s(x) = ex�1
x

Remarque 3.2
La somme d�une série entière est indé�niment dérivable (c�est-à-dire de classe

C1) dans l�intervalle de convergence.

3.4 Séries de Taylor.

Dé�nition 3.2
Soit f une fonction de classe C1 dans un voisinage du point x0. La série

1X
n=0

f (n)(x0)

n!
(x� x0)n

s�appelle série de Taylor de f au voisinage de x0.

Lorsque x0 = 0; on obtient la série de Maclaurin.

Proposition 3.1

Toute série entière
1X
n=0

an (x� x0)n est la série de Taylor de sa somme au

voisinage de x0.

Dé�nition 3.3
On dit qu�une fonction f , dé�nie dans un voisinage de x0, admet un dévelop-

pement en série de Taylor au voisinage de x0, s�il existe R > 0 tel que

8x; jx� x0j < R; f(x) =
1X
n=0

f (n)(x0)
n!

(x� x0)n :
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Exercice 3.4
Développer en série entière les fonctions suivantes au voisinage du point in-

diqué.

1) f(x) = ax (a > 0) ; x0 = 0:

2) f(x) = lnx , x0 = 1:

Solution
1) On a f(x) = ax = ex ln a

et on a le développement de Maclaurin

f(x) = f(x0) +
f 0(x0)
1!
x+ f 00(x0)

2!
x2 + f 000(x0)

3!
x3 + :::::+ fn(x0)

n!
xn + ::::

donc

f(x) = ex ln a ) f(0) = 1:

f 0(x) = (ln a) ex ln a ) f 0(0) = ln a:

f 00(x) = (ln a)2 ex ln a ) f 0
0
(0) = (ln a)2 :

......

fn (x) = (ln a)n ex ln a ) fn(0) = (ln a)n :

Alors

f(x) = 1 + x ln a
1!
+ x2 (ln a)

2

2!
+ ::::::::+ xn (ln a)

n

n!
+ :::

=
1X
n=0

(ln a)n

n!
xn:

2) f(x) = lnx , x0 = 1:

On pose y = x� 1) x = y + 1

donc f(x) = ln (y + 1)

nous avons ln (x+ 1) =
1X
n=1

(�1)n�1 xn
n
:

d�où ln (y + 1) =
1X
n=1

(�1)n�1 yn
n
=

1X
n=1

(�1)n�1 (x�1)
n

n

Théorème 3.3
Soit f une fonction de classe C1 dans l�intervalle D = ]x0 � �; x0 + �[ :

Pour que l�on ait f(x) =
1X
n=0

f (n)(x0)
n!

(x� x0)n :

dans D il faut, et il su¢ t, que

8x 2 D : lim
n!1

Rn (x) = 0;

où Rn(x) est le reste dans la formule de Taylor

f(x) =

nX
k=0

f (k)(x0)
k!

(x� x0)k +Rn (x) :
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3.5 Développements en séries entières usuels en

x0 = 0

Rayon de convergence R = +1

ex =
1X
n=0

xn

n!
= 1 + x+ x2

2!
+ :::+ xn

n!
+ :::::

cosx =
1X
n=0

(�1)n x2n

(2n)!
= 1� x2

2!
+ x4

4!
+ :::::+ (�1)n x2n

(2n)!
+ :::

sin x =
1X
n=0

(�1)n x2n+1

(2n+1)!
= x� x3

3!
+ x5

5!
+ ::::+ (�1)n x2n+1

(2n+1)!
+ :::

coshx =

1X
n=0

x2n

(2n)!
= 1 + x2

2!
+ x4

4!
+ :::::+ x2n

(2n)!
+ :::

sinh x =
1X
n=0

x2n+1

(2n+1)!
= x+ x3

3!
+ x5

5!
+ ::::+ x2n+1

(2n+1)!
+ :::

Rayon de convergence R = 1

1
1�x =

1X
n=0

xn = 1 + x+ x2 + ::::+ xn + ::

1
1+x

=
1X
n=0

(�1)n xn = 1� x+ x2 + ::::+ (�1)n xn + ::

(1 + x)� = 1 + �:x+ �(��1)
2!

:x2 + :::+ �(��1)::::(��n+1)
n!

:xn + :::

= 1 +
1X
n=1

�(��1)::::(��n+1)
n!

:xn

ln (1 + x) =

1X
n=1

(�1)n�1 xn
n
= x� x2

2
+ x3

2
� ::::+ (�1)n�1 xn

n
+ ::::

ln (1� x) = �
1X
n=1

xn

n
= �x� x2

2
� x3

2
� ::::� xn

n
� ::::

3.6 Exercices

Exercice 1.
1) Calculer le rayon de convergence des séries entières suivantes :

1)

1X
n=1

3n

n!
xn ; 2)

1X
n=0

1
(n+1)22n�1

(x� 2)n , 3)
1X
n=0

1
chn
x2n ,

4)
1X
n=0

n!xn; 5)
1X
n=2

n
n2�1 (2x� 1)

n .

2) Faire l�étude aux bornes de l�intervalle de convergence pour chaque série.
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Exercice 2.
1) Calculer les sommes des séries entières suivantes :

1)
1X
n=0

n2+4n+1
n!

xn ; 2)
1X
n=1

1
2n�1x

2n�1 ,

3)
1X
n=0

1
(2n)!

xn; 4)
1X
n=2

shn
(2n)!

x2n .

Exercice 3.
Soit la série entière :

1X
n=0

xn

2n
= S(x)

1) Trouver son domaine de convergence.

2) Calculer S(x).

3) Calculer la somme de la série entière :
1X
n=1

n
2n
xn�1:

4) Déduire la somme de la série numérique :
1X
n=1

n
2n
:

3.7 Solutions des exercices

Exercice 1
1) Calculer le rayon de convergence des séries entières suivantes, puis faire

l�étude aux bornes de l�intervalle de convergence pour chaque série.

1)
1X
n=1

xn lnn

On a R = lim
n!1

��� an
an+1

��� = lim
n!1

��� lnn
ln(n+1)

���
= lim

n!1

���� lnn

lnn+ln(1+ 1
n)

����
= lim

n!1

����� 1

1+
ln(1+ 1

n)
lnn

����� = 1:
Pour x = 1; on obtient la série

1X
n=1

lnn qui est une série divergente car le

terme général ne tend pas vers zéro lorsque n tend vers 1:

Pour x = �1; on obtient la série
1X
n=1

(�1)n lnn qui est une série divergente.

donc Dc = ]�1; 1[ :
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2)

1X
n=0

�
n
n+1

�n
xn

On a R = lim
n!1

1
n
p
janj

= lim
n!1

1
n
q
j( n

n+1)
nj
= lim

n!1
n+1
n
= 1:

Pour x = 1;
1X
n=1

�
n
n+1

�n
diverge car lim

n!1

�
n
n+1

�n 6= 0:
Pour x = �1;

1X
n=1

�
n
n+1

�n
(�1)n diverge car lim

n!1

�
n+1
n

�n
(�1)n 6= 0:

donc Dc = ]�1; 1[ :

3)
1X
n=0

1
(n+1)22n�1

(x� 2)n , R = 2

Pour x = 0; on obtient
1X
n=0

(�1)n 2
(n+1)2

converge ( série alternée convergente)

Pour x = 4; on obtient
1X
n=0

2
(n+1)2

converge ( car 2
(n+1)2

v
1

2
n2
et

1X
n=0

2
n2
est une

série de Riemann convergente)

Donc Dc = [0; 4]

4)
1X
n=0

1
chn
x2n , R =

p
e

Pour x =
p
e;

1X
n=0

1
chn
(
p
e)
2n diverge ( lim

n!1
1
chn
(
p
e)
2n
= 2 6= 0)

Pour x = �
p
e;

1X
n=0

1
chn
(
p
e)
2n diverge ( lim

n!1
1
chn
(�
p
e)
2n
= 2 6= 0)

Donc Dc = ]�
p
e;
p
e[

5)

1X
n=1

3n

n!
xn , R =1; Dc = ]�1;1[ .

Exercice 2
1) Calculer les sommes des séries entières suivantes :

1)
1X
n=1

1
2n�1x

2n�1 , Dc = ]�1; 1[

On pose s(x) =

1X
n=1

1
2n�1x

2n�1 :

d�où s0(x) =
1X
n=2

x2n�2 =

1X
p=1

x2p / p = n� 1;

s0(x) =

1X
p=1

(x2)
p
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alors

s0(x) = 1
1�x2 � 1)

xZ
0

s0(t)dt =

xZ
0

�
1

1�t2 � 1
�
dt

) s(x) = �1
2
ln
�
1�x
1+x

�
� x =

1X
n=1

1
2n�1x

2n�1:

2)

1X
n=0

n2+4n+1
n!

xn ; Dc = ]�1;1+[

On a
1X
n=0

n2+4n+1
n!

xn = x2
1X
n=2

1
(n�2)!x

n�2+5x
1X
n=1

1
(n�1)!x

n�1+
1X
n=0

1
n!
xn = (x2 + 5x+ 1) ex:

3)

1X
n=0

1
(2n)!

xn; Dc = ]�1;1+[

On a
1X
n=2

1
(2n)!

xn =
1X
n=2

(
p
x)

2n

(2n)!
= ch (

p
x)� 1� x

2
.

4)
1X
n=2

shn
(2n)!

x2n , Dc = ]�1;1+[

On a
1X
n=2

shn
(2n)!

x2n =
1X
n=2

en�e�n
2

: x
2n

(2n)!

= 1
2

 1X
n=0

(x
p
e)
2n

(2n)!
� 1� ex2

2

!
� 1
2

 1X
n=0

1
(2n)!

�
xp
e

�2n
� 1� x2

2e

!

= 1
2

1X
n=2

(x
p
e)
2n

(2n)!
� 1

2

1X
n=2

1
(2n)!

�
xp
e

�2n
�
�
e2�1
4e

�
x2

= 1
2
ch (e

p
x)� 1

2
ch
�
xp
e

�
�
�
e2�1
4e

�
x2

Exercice 3
Soit la série entière :

1X
n=0

xn

2n
= S(x)

1) Trouver son domaine de convergence.
1X
n=0

xn

2n
est une série entière an = 1

2n

On a R = lim
n!1

1
n
p
janj

= lim
n!1

1
n
q
j 12n j

= 2:

Pour x = 2;
1X
n=0

1
2n
2n diverge:

Pour x = �2; on obtient la série
1X
n=0

1
2n
(�2)n qui est une série divergente.

donc le domaine de convergence est Dc = ]�2; 2[ :
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2) Calculer S(x).

On a s(x) =
1X
n=0

xn

2n
) s(x) =

1X
n=0

�
x
2

�n
) s(x) = 2

2�x

3) Calculer la somme de la série entière :
1X
n=1

n
2n
xn�1:

On a pose h(x) =
1X
n=1

n
2n
xn�1:

d�où

xZ
0

h(t)dt =

1X
n=1

xZ
0

n
2n
xn�1dt

alors
xZ
0

h(t)dt =

1X
n=0

1
2n
xn )

xZ
0

h(t)dt =

1X
n=0

�
x
2

�n
= 2

2�x

donc h(x) =
�

2
2�x
�0
= 2

(2�x)2 :

4) Déduire la somme de la série numérique :
1X
n=1

n
2n
:

Pour x = 1 :
1X
n=1

n
2n
= 2:



Chapitre 4

Séries de Fourier

Dé�nition 4.1
On appelle série de Fourier toute série trigonométrique de la forme

a0
2
+a1 cosx+b1 sin x+a2 cos 2x+b2 sin 2x+ ::::::::+an cosnx+bn sinnx+ :::::

=
a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) :

où a0; an et bn sont les coe¢ cients de la série.

Dans le cas de la convergence, la somme d�une série de Fourier est une fonction

périodique de période 2�, c�est-à-dire f(x) = f(x+ 2�) et

sn(x) =
a0
2
+

nX
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) où lim
n!1

sn(x) = f(x):

Remarque 4.1
On a �����a02 +

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

����� 6 ���a02 ���+
1X
n=1

(janj+ jbnj) :

Si la série numérique des valeurs absolues des coe¢ cients de Fourier
��a0
2

�� +
1X
n=1

(janj+ jbnj) est convergente, alors la série de Fourier est absolument conver-

gente et même uniformément convergente car majorée par une série numérique

convergente, elle est dans ce cas dérivable et intégrable terme à terme.

59
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4.1 Calcul des coe¢ cients

Soit une série de Fourier convergente dans l�intervalle [��; �], de somme f(x)
où

f(x) = a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

On suppose la série
1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) intégrable terme à terme sur

[��; �], on obtient
�Z

��

f(x) =

�Z
��

 
a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

!
dx

=

�Z
��

a0
2
dx+

1X
n=1

0@ �Z
��

(an cosnx+ bn sinnx) dx

1A
car

�Z
��

(an cosnx+ bn sinnx) dx =
�
an

sinnx
n
� bn cosnxn

��
�� = 0:

d�où la première formule de Fourier

a0 =
1

�

�Z
��

f(x)dx:

On calcule les coe¢ cients an et bn à partir des intégrales

�Z
��

f(x) cos pxdx et

�Z
��

f(x) sin pxdx:

�Z
��

f(x) cos pxdx =

�Z
��

 
a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

!
cos pxdx

=

�Z
��

a0
2
cos pxdx+

1X
n=1

0@ �Z
��

(an cosnx cos px+ bn sinnx cos px) dx

1A
Sachant que

cosnx cos px = 1
2
(cos (n+ p)x+ cos(n� p)x) :

sinnx cos px = 1
2
(sin (n+ p)x+ sin(n� p)x) :

on trouve.
�Z

��

a0
2
cos pxdx =

a0
2

�
� sin px
p

��
��
= 0:
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Si n 6= p
�Z

��

(an cosnx cos px) dx =
an
2

�Z
��

(cos (n+ p)x+ cos(n� p)x) dx

= an
2

h
sin(n+p)x
n+p

+ sin(n�p)x
n�p

i�
��
= 0:

et
�Z

��

(bn sinnx cos px) dx =
bn
2

�Z
��

(sin (n+ p)x+ sin(n� p)x) dx

= bn
2

h
� cos(n+p)x

n+p
� cos(n�p)x

n�p

i�
��

= bn
2

h
1
n+p

+ 1
n�p �

�
1
n+p

+ 1
n�p

�i
= 0:

Si n = p
�Z

��

(an cosnx cos px) dx =
an
2

�Z
��

(cos (n+ p)x+ 1) dx

= an
2

h
sin(2n)x
2n

+ x
i�
��
= 2an:

�Z
��

(bn sinnx cos px) dx =
bn
2

�Z
��

(sin (n+ p)x+ sin(n� p)x) dx

= bn
2

�Z
��

sin 2nxdx

= bn
2

�� cos 2nx
2n

��
��

= bn
2

��1
2n
+ 1

2n

�
= 0:

On déduit que (en choisissant p = n)
�Z

��

f(x) cos pxdx = �an ) an =
1
�

�Z
��

f(x) cosnxdx; n 2 N�

De la même façon
�Z

��

f(x) sin pxdx =

�Z
��

 
a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

!
sin pxdx

Un calcul analogue conduit, en choisissant n = p; à
�Z

��

f(x) sinnxdx = �bn

d�où bn = 1
�

�Z
��

f(x) sinnxdx:
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Exemple 42
Développer en série de Fourier dans l�intervalle [��; �] la fonction

f(x) =

(
x pour � � 6 x < 0
2x pour 0 6 x < �

On a f(x) = a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

On cherche les coe¢ cients a0; an et bn.

1) a0 =
1
�

�Z
��

f(x)dx = 1
�

0@ 0Z
��

xdx+

�Z
0

2xdx

1A = �
2
:

2) an =
1
�

�Z
��

f(x) cosnxdx = 1
�

0@ 0Z
��

x cosnxdx+

�Z
0

2x cosnxdx

1A
On utilise l�intégration par parties, on trouve

an =
1
�n2
((�1)n � 1) :

3) bn =
1
�

�Z
��

f(x) sinnxdx = 1
�

0@ 0Z
��

x sinnxdx+

�Z
0

2x sinnxdx

1A
On utilise l�intégration par parties, on trouve

bn =
3
n
(�1)n+1 :

d�où f(x) = �
4
+

1X
n=1

�
1
�n2
((�1)n � 1) cosnx+ 3

n
(�1)n+1 sinnx

�
= �

4
� 2
�

�
cosx+ cos 3x

32
+ cos 5x

52
+ :::::

�
+3
�
sin x� sin 2x

2
+ sin 3x

3
+ :::::

�
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4.2 Fonction monotone par morceaux

Dé�nition 4.2
Une fonction f est dite monotone par morceaux sur l�intervalle [a; b], si l�on

peut découper [a; b] par des points x1; x2; x3; : : : :; xn�1 en un nombre �ni d�inter-

valles [a; x1] ; [x1; x2] ; :::::::: [xn�1; b] de sorte que la fonction soit monotone dans

chaque intervalle.

Théorème 4.1
Si la fonction périodique f de période 2� est monotone par morceaux et

bornée sur l�intervalle [�a; a], sa série de Fourier converge en tous les points.
La somme de la série obtenue s(x) est égale à la valeur de la fonction f(x) aux

points de continuité.

Aux points de discontinuité de f , la somme de la série est égale à la moyenne

arithmétique des limites de la fonction à gauche et à droite, c�est-à-dire si x = x0

est un point de discontinuité de f , s(x0) =
lim
x
>!x0

f(x)+ lim
x
<!x0

f(x)

2
:

4.3 Série de Fourier des fonctions paires et im-

paires

Si f est une fonction paire, alors
�Z

��

f(x)dx =

0Z
��

f(x)dx+

�Z
0

f(x)dx

= �
��Z
0

f(x)dx+

�Z
0

f(x)dx

=

�Z
0

f(�x)dx+
�Z
0

f(x)dx

= 2

�Z
0

f(x)dx

Donc les coe¢ cients de Fourier d�une fonction paire sont

bn = 0; a0 =
2
�

�Z
0

f(x)dx; an =
2
�

�Z
0

f(x) cosnxdx:

et on a une série de cosinus.



4. Séries de Fourier 64

Si f est une fonction impaire alors
�Z

��

f(x)dx =

0Z
��

f(x)dx+

�Z
0

f(x)dx

= �
��Z
0

f(x)dx+

�Z
0

f(x)dx

=

�Z
0

f(�x)dt+
�Z
0

f(x)dx

= �
�Z
0

f(x)dt+

�Z
0

f(x)dx = 0:

Donc les coe¢ cients de Fourier d�une fonction impaire sont

a0 = 0; an = 0; bn =
2
�

�Z
0

f(x) sinnxdx

et on a une série de sinus.

Exercice 4.5
1) Développer la fonction f(x) = x2 dans l�intervalle [0; �] en série de Fourier

et calculer
1X
n=1

1
n2
.

Solution
f est une fonction paire donc bn = 0:

a0 =
2
�

�Z
0

f(x)dx = 2
�

�Z
0

x2dx = 2�2

3
:

an =
2
�

�Z
0

f(x) cosnxdx = 2
�

�Z
0

x2 cosxdx

On utilise l�intégration par parties, on trouve an = 4
n2
(�1)n :

La fonction f(x) = x2 est monotone par morceaux, bornée et continue, elle

admet donc un développement en série de Fourier

f(x) = x2 = �2

3
+

1X
n=1

4
n2
(�1)n cosnx:

Pour x = � : �2 = �2

3
+

1X
n=1

4
n2
(�1)n cosn� ) 2�2

3
= 4

1X
n=1

1
n2
:

)
1X
n=1

1
n2
= �2

6
:
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Exercice 4.6
Soit f la fonction impaire de période 2�, où f(x) = ��x

2
sur [0; �].

a) Tracer le graphe de f sur l�intervalle [�2�; 2�].
b) Développer la fonction f en série de Fourier.

c) Déduire la valeur de
1X
n=1

sinx
n

Solution
1) Le graphe y = ��x

2

2) La fonction f est impaire donc a0 = an = 0 c�est-à-dire la fonction est

développable en série de sinus.

Calcul bn.

bn =
2
�

�Z
0

f(x) sinnxdx = 2
�

�Z
0

�
��x
2

�
sin xdx

On utilise l�intégration par parties, on trouve bn = 1
n
:

f est monotone par morceaux, bornée et continue donc elle admet le déve-

loppement en série de Fourier

f(x) =
1X
n=1

1
n
sinnx; x 2 [0; �].

Pour x = 1 : ��1
2
=

1X
n=1

1
n
sinn:
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4.4 Forme complexe d�une série de Fourier.

Soit f une fonction périodique de période 2� dé�nie sur [��; �] ;sa série de
Fourier est donnée par

f(x) = a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

Nous avons cosnx = einx+e�inx

2
et sinnx = einx�e�inx

2
:

Alors f(x) = a0
2
+

1X
n=1

�
an

einx+e�inx

2
+ bn

einx�e�inx
2

�
= a0

2
+

1X
n=1

��
an�ibn
2

�
einx +

�
an+ibn
2

�
e�inx

�
On pose C0 = a0

2
; Cn =

an�ibn
2
; C�n =

an+ibn
2
:

On obtient f(x) = C0 +
1X
n=1

(Cne
inx + C�ne

�inx) =
1X

n=�1
Cne

inx:

Donc la forme complexe de la série de Fourier est donnés par f(x) =
1X

n=�1
Cne

inx

avec Cn = 1
2�

�Z
��

f(x)e�inxdx; n 2 Z:

Exemple 43
Soit f la fonction périodique de période 2� dé�nie par

f(x) = x; � � < x < �

Les coe¢ cients complexes de Fourier sont donnés par

Cn =
1
2�

�Z
��

f(x)e�inxdx = 1
2�

�Z
��

xe�inxdx

= 1
2�

0@��x
in
e�inx

��
�� +

1
in

�Z
��

e�inxdx

1A
= (�1)n+1

in
:

pour n = 0; C0 = 1
2�

�Z
��

f(x)dx = 1
2�

�Z
��

xdx = 1
2�

�
1
2
x2
��
�� = 0:

D�où f(x) =
1X

n=�1
n6=0

(�1)n+1 einx
in
:



4. Séries de Fourier 67

4.5 Approximation en moyenne des séries de

Fourier et égalité de Parseval.

Soit f une fonction dé�nie sur l�intervalle [a; b] : On essaie d�évaluer l�erreur

commise lorsqu�on remplace cette fonction par une autre fonction g en considé-

rant que l�erreur est donnée par l�expression max
x2[a;b]

jf(x)� g(x)j :
Cette expression est appelée l�écart maximum entre f et g. Mais on utilise

beaucoup plus l�écart quadratique moyen � dé�ni par

�2 =
1

a� b

bZ
a

(f(x)� g(x))2 dx:

Soit f une fonction périodique de période 2� et Tn les polynômes trigonomé-

triques d�ordre n

Tn(x) =
a0
2
+

nX
k=1

(�k cos kx+ �k sin kx)

Théorème 4.2
Parmi tous les polynômes trigonométriques d�ordre n, c�est le polynôme dont

les coe¢ cients sont les coe¢ cients de Fourier de la fonction f qui donne la

meilleure approximation quadratique moyenne de cette fonction.

L�écart quadratique moyen minimum est

�2n =
1

2�

�Z
��

f 2(x)dx� a
2
0

4
� 1
2

nX
k=1

�
�2k + �

2
k

�
:

Comme �2n > 0, on a

1

2�

�Z
��

f 2(x)dx > a20
4
+
1

2

nX
k=1

�
�2k + �

2
k

�
:

Il result que la série
1X
k=1

�
�2k + �

2
k

�
converge lorsque n ! 1 et on déduit

l�inégalité de Bessel

1

2�

�Z
��

f 2(x)dx > a20
4
+
1

2

1X
n=1

�
�2n + �

2
n

�
:
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Et si on fait tendre n vers l�in�ni, l�écart quadratique moyen �2n est nul et on

obtient l�égalité de Liapounov-Parseval

1

�

�Z
��

f 2(x)dx =
a20
2
+

1X
n=1

�
�2n + �

2
n

�
;

pour une fonction bornée, monotone par morceaux.

Exercice 4.7
Soit f la fonction périodique de période 2�, dé�nie par f(x) = �

2
� jxj ; x

2 [��; �] :
1) Développer en série de Fourier f .

2) Calculer, en utilisant la formule de Liapounov-Perseval, la somme de la

série numérique
1X
n=0

1
(2n+1)4

:

Solution
f est une fonction paire ) bn = 0.

a0 =
2
�

�Z
0

f(x)dx = 2
�

�Z
0

�
�
2
� x
�
dx = 2

�

�
�
2
x� 1

2
x2
��
0
= 0:

an =
2
�

�Z
0

f(x) cosnxdx = 2
�

�Z
0

�
�
2
� x
�
cosxdx

On utilise l�intégration par parties, on trouve an = 2
�n2
(1� (�1)n) =

(
0 si n = 2k
4
�n2

si n = 2k + 1:
:

k 2 N:
D�où

f(x) = �
2
� x = 2

1X
n=1

(1�(�1)n)
�n2

cosnx = 4
�

1X
n=0

cos(2n+1)x

(2n+1)2
:

On utilise la formule de Liapounov-Parseval

1
�

�Z
��

f 2(x)dx =
a20
2
+

1X
n=1

(a2n + b
2
n) ;

d�où 2
�

�Z
0

�
�
2
� x
�2
dx =

1X
n=0

16
�2(2n+1)4

) 2
�

h
�1
3

�
�
2
� x
�3i�

0
= 16

�2

1X
n=0

1
(2n+1)4

) �
8

�
�3

12

�
=

1X
n=0

1
(2n+1)4

)
1X
n=0

1
(2n+1)4

= �4

96
:
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4.6 Exercices

Exercice 1
Développer en série de Fourier dans l�intervalle [��; �] la fonction f(x) =

�2

12
� x2

4
:

Exercice 2
Soit f la fonction de période 2�, égale à :

f(x) =

(
�x si � � 6 x 6 0
0 si 0 < x 6 �

1) Tracer le graphe de f sur l�intervalle [�3�; 3�].
2) Calculer les coe¢ cients de Fourier et donner le dévelopement de f en série

de Fourier.

Exercice 3
Développer en série de Fourier, la fonction 2�-périodique dé�nie par f(x) =

x3��2x
12

, pour �� 6 x 6 �:
Etudier le cas où x = �

2
.

En utilisant l�égalité le Liapounov-Parseval, calculer la somme de la série

numérique
1X
n=1

1
n6
.

Exercice 4
Soit la fonction f périodique de période 2� dé�nie sur [��; �] par f(x) =

x2 � �2:
1) Calculer sa série de Fourier. Etudier sa convergence.

2) Déduire les valeurs des sommes des séries convergentes
1X
n=1

1
n2
;

1X
n=1

(�1)n
n2
:

4.7 Solutions des exercices

Exercice 1
Développer en série de Fourier dans l�intervalle [��; �] la fonction f(x) =

�2

12
� x2

4
:

On a f(x) = a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

f est une fonction paire donc bn = 0 et

a0 =
2
�

�Z
0

f(x)dx = 2
�

�Z
0

�
�2

12
� x2

4

�
dx = 2

�

h
�2

12
x� x3

12

i�
0
= 0:
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an =
2
�

�Z
0

f(x) cosnxdx = 1
�

0@ �Z
0

�2

12
cosnxdx�

�Z
0

x3

12
cosnxdx

1A
On utilise l�intégration par parties 2 fois, on trouve

an =
��
n
(�1)n :

d�où f(x) =
1X
n=1

���
n

�
(�1)n cosnx

= ��
�
� cosx+ cos 2x

2
� cos 3x

3
+ :::::::::::::

�
Exercice 2
Soit f la fonction de période 2�, égale à :

f(x) =

(
�x si � � 6 x 6 0
0 si 0 < x 6 �

1) Tracer le graphe de f sur l�intervalle [�3�; 3�].

2) Calculer les coe¢ cients de Fourier et donner le développement de f en

série de Fourier.

On cherche les coe¢ cients a0; an et bn.

1) a0 =
1
�

�Z
��

f(x)dx = 1
�

0@ 0Z
��

f(x)dx+

�Z
0

f(x)dx

1A = 1
�

h
�x2

2

i0
��
= �

2
:

2) an =
1
�

�Z
��

f(x) cosnxdx = �1
�

0Z
��

x cosnxdx

On utilise l�intégration par parties, on trouve

an =
1
�n2
((�1)n � 1)
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3) bn =
1
�

�Z
��

f(x) sinnxdx = �1
�

0Z
��

x sinnxdx

On utilise l�intégration par parties, on trouve

bn =
1
n
(�1)n :

d�où f(x) = �
4
+

1X
n=1

�
1
�n2
((�1)n � 1) cosnx+ 1

n
(�1)n sinnx

�
= �

4
� 2
�

�
cosx+ cos 3x

32
+ cos 5x

52
+ :::::

�
+
�
� sin x+ sin 2x

2
� sin 3x

3
+ :::::

�
Exercice 3
Développer en série de Fourier, la fonction 2�-périodique dé�nie par f(x) =

x3��2x
12

, pour �� 6 x 6 �:

On a f(x) = a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

f est une fonction impaire donc an = a0 = 0 et

bn =
2
�

�Z
0

f(x) sinnxdx = 2
�

0@ �Z
0

x3

12
sinnxdx�

�Z
0

�2

12
x sinnxdx

1A
On utilise l�intégration par parties 3 fois, on trouve
�Z
0

x3

12
sinnxdx = ��3

12n
(�1)n + �

2n3
(�1)n

et l�intégration par parties, nons donne aussi
�Z
0

�2

12
x sinnxdx = ��3

12n
(�1)n ;

d�où bn = 1
n3
(�1)n

et f(x) =
1X
n=1

1
n3
(�1)n sinnx

= � sin x+ sin 2x
23

� sin 3x
33

+ :::::::::::::

2) Pour x = �
2

f(�
2
) =

1X
n=1

1
n3
(�1)n sin

�
�
2
n
�

) 1� 1
33
+ 1

53
+ :::::: = �3

32

En utilisant l�égalité le Liapounov-Parseval, calculer la somme de la série

numérique
1X
n=1

1
n6
.

On a
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1
�

�Z
��

f(x)2dx =
a20
2
+

1X
n=1

�
�2n + �

2
n

�
) 1

�

�Z
��

�
x3��2x
12

�2
dx =

1X
n=1

1
n6

)
1X
n=1

1
n6
= 1

144�

�Z
��

(x6 � 2�2x4 + �4x2) dx

)
1X
n=1

1
n6
= 1

144�

h
1
7
x7 � 2�2

5
x5 + �4

3
x3
i�
��

)
1X
n=1

1
n6
= �6

945
:

Exercice 4
Soit la fonction f périodique deperiode 2� dé�nie sur [��; �] par f(x) =

x2 � �2:
1) Calculer sa série de Fourier. Etudier la convergence.

On a f(x) = a0
2
+

1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

f est une fonction paire donc bn = 0 et

a0 =
2
�

�Z
0

f(x)dx = 2
�

�Z
0

(x2 � �2)dx = 2
�

�
1
3
x3 � �2x

��
0
= �4

3
�2:

an =
2
�

�Z
0

f(x) cosnxdx = 2
�

0Z
��

(x2 � �2) cosnxdx

On utilise l�intégration par parties 2 fois, on trouve

an =
�
2
�

�
2�
n2
(�1)n = 4

n2
(�1)n

d�où f(x) = �2
3
�2 + 4

1X
n=1

(�1)n
n2

cosnx

La série de Fourier converge normalement (
��� (�1)nn2

cosnx
��� 6 1

n2
) donc elle

converge uniformément.

2) En déduire les valeurs des sommes des séries convergentes
1X
n=1

1
n2
;

1X
n=1

(�1)n
n2
:

Pour x = � : f(�) = �2
3
�2 + 4

1X
n=1

1
n2
= 0

d�où
1X
n=1

1
n2
= �2

6

Pour x = 0 : f(0) = �2
3
�2 + 4

1X
n=1

(�1)n
n2

= ��2; d�où
1X
n=1

(�1)n
n2

= ��2

12
:



Chapitre 5

Intégrales impropres

Localement intégrable :
Soit l�intervalle [a; b], on dit que la fonction f : [a; b] ! R est localement

intégrable sur [a; b] si elle est Riemann intégrable sur [�; �], 8�; � 2 [a; b] et on
écrit f 2 Rloc ([a; b]) :

5.1 Dé�nition

Soit f 2 Rloc ([a; b[). Si lim
t!b

tZ
a

f(x)dx existe, on dit que f est intégrable (au

sens généralisé) sur [a; b[ et l�on pose

bZ
a

f(x)dx = lim
t!b

tZ
a

f(x)dx

Dans ce cas, on dit aussi que l�intégrale généralisée ou intégrale impropre
bZ
a

f(x)dx existe ou est convergente.

Si lim
t!b

tZ
a

f(x)dx n�est pas �nie où n�existe pas on dit que l�intégrale impropre

bZ
a

f(x)dx est divergente.

73
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Exemple 44
Les intégrales suivantes sont convergentes,

1)

1Z
0

e�xdx = lim
t!1

tZ
0

e�xdx = lim
t!1

[�e�x]t0 = 1:

Donc

1Z
0

e�xdx converge.

2)

1Z
0

dxp
1�x2 = limt!1

tZ
0

dxp
1�x2 = limt!1

[arc sin x]t0 =
�
2
:

Donc

1Z
0

dxp
1�x2 converge.

Exemple 45
Nous avons

1)

1Z
0

dx
1�x = limt!1

tZ
0

dx
1�x = limt!1

[� ln (1� x)]t0 = +1; donc
1Z
0

dx
1�x diverge.

2)

1Z
0

cosx dx = lim
t!1

tZ
0

cosxdx = lim
t!1

[sin x]t0 = lim
t!1

sin t n�existe pas, donc

1Z
0

cosx dx diverge.

5.2 Critères gènéraux de convergence

Théorème 5.1

Soit f 2 RLoc ([a; b[) ; f > 0. Pour que l�intégrale
bZ
a

f(t)dt soit convergente,

il faut et il su¢ t, que la fonction

x! F (x) =

xZ
a

f(t)dt

soit majorée, autrement dit, si

9M > 0; 8x 2 [a; b[ :
xZ
a

f(t)dt 6M:
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5.2.1 Critère de comparaision

Thèoréme 5.2
Soit f; g 2 RLoc ([a; b[) ; véri�ant sur cet intervalle 0 6 f(x) 6 g(x).

-

bZ
a

g(x)dx converge =)
bZ
a

f(x)dx converge.

-

bZ
a

f(x)dx diverge =)
bZ
a

g(x)dx diverge.

Démonstration

Soit F (t) =

tZ
a

f(x)dx et G(t) =

tZ
a

g(x)dx.

Pour tout x 2 [a; b[ on a F (t) 6 G(t), F et G sont croissantes car F 0(x) =
f(x) > 0; G0(x) = g(x) > 0:

1)

bZ
a

g(x)dx converge, G(t)majorée=) F (t)majorée,
bZ
a

f(x)dx converge.

2)

bZ
a

f(x)dx diverge, lim
t!b

F (t) = +1 =) lim
t!b

G(t) = +1 ,
bZ
a

g(x)dx

diverge.

Exemple 46

Soit l�intégrale

1Z
1

e�x
2
dx:

On a e�x
2 6 e�x et

lim
t!1

tZ
1

e�xdx = lim
t!1

[�e�x]t1 = 1:

D�où

1Z
1

e�xdx converge =)
1Z
1

e�x
2
dx converge.

Exemple 47

Soit l�intégrale

1Z
0

dx
lnx

On a lnx 6 x =) 1
x
6 1

lnx
d�où

1Z
0

dx
x
6

1Z
0

dx
lnx

et on a



5. Intégrales impropres 76

1Z
0

dx
x
= lim

t!0

1Z
t

dx
x
= lim

t!0
[lnx]1t = +1:

Donc

1Z
0

dx
x
diverge =)

1Z
0

dx
lnx

diverge.

5.2.2 Critère d�équivalence

Théorème 5.3
Soit f; g 2 RLoc ([a; b[), f(x) > 0; g(x) > 0; véri�ant lim

t!b
f(x)
g(x)

= 1.

Alors les intégrales

bZ
a

f(x)dx et

bZ
a

g(x)dx sont de même nature ( toutes les

deux convergentes ou toutes les deux divergentes).

Exemple 48
�Z
0

1�cosx
x2

dx est convergente car :

On a 1� cosx s x2

2
et

�Z
0

x2

2x2
dx =

�Z
0

1
2
dx converge.

Donc, d�après le critère d�équivalence

�Z
0

1�cosx
x2

dx converge.

Exemple 49
�Z
0

sinx
x3
dx est divergente car :

On a sin x s
0
x, d�où sinx

x3
s x

x3
= 1

x2
:

�Z
0

1
x2
dx = lim

t!0

�Z
t

1
x2
dx = lim

t!0

��1
x

��
t
= lim

t!0

��1
�
+ 1

t

�
= +1:

Donc

�Z
0

1
x2
dx diverge, d�après le critère d�équivalence

�Z
0

sinx
x3
dx diverge.
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5.3 Etude de l�intégrale

bZ
a

dx
(b�x)� ; � réel donné

On pose F (t) =

tZ
a

dx
(b�x)� ; t 2 [a; b[ ;

d�où F (t) =

tZ
a

(b� x)�� dx =
� �1
��+1 (b� x)

��+1�t
a

=
� �1
��+1

� �
(b� t)��+1 � (b� a)��+1

�t
a
:

Alors :

Pour � 6= 1; on a deux cas :
Si � < 1 : lim

t!b
F (t) = lim

t!b

� �1
��+1

� �
(b� t)��+1 � (b� a)��+1

�t
a
= (b�a)��+1

��+1 ;

donc

bZ
a

dx
(b�x)� converge.

Si � > 1 : lim
t!b
F (t) = lim

t!b

� �1
��+1

� �
(b� t)��+1 � (b� a)��+1

�t
a
= �1:

donc

bZ
a

dx
(b�x)� diverge.

Pour � = 1; on a F (t) =

tZ
a

dx
(b�x) :

lim
t!b
F (t) = lim

t!b

tZ
a

dx
(b�x) = limt!b

[� ln (b� x)]ta

= lim
t!b
[� ln (b� t) + ln (b� a)]

= �1;

d�où

bZ
a

dx
(b�x) diverge.

Donc

bZ
a

dx
(b�x)�

(
converge pour � < 1.

diverge pour � > 1:

La règle reste la même pour

bZ
a

dx
(x�a)� .
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Exemple 50
2Z
1

dx
(x�2)3 converge car � = 3:

5.4 Etude de l�intégrale

+1Z
a

dx
x� ; a > 0; � réel

donné

On pose F (t) =

tZ
a

dx
x�

d�où F (t) =

tZ
a

x��dx =

8<: [ln t]ta si � = 1h
x��+1

��+1

it
a

si � 6= 1
Alors :

Pour � = 1; on a F (t) =

tZ
a

dx
x
:

lim
t!b
F (t) = lim

t!+1

+1Z
a

dx
x
= lim

t!+1
[lnx]ta = +1;

d�où

+1Z
a

dx
x
diverge.

Pour � 6= 1; on a deux cas :
Si � < 1 : lim

t!+1
F (t) = lim

t!+1

h
x��+1

��+1

it
a
= +1

d�où

+1Z
a

dx
x
diverge.

Si � > 1 : lim
t!+1

F (t) = lim
t!+1

h
x��+1

��+1

it
a
= lim

t!+1

� �1
��+1

�
[t��+1 � a��+1] = 0;

d�où

+1Z
a

dx
x�
converge.

Donc

+1Z
a

dx
x�

(
converge pour � > 1.

diverge pour � 6 1:
où a > 0:
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Exemple 51

1)

+1Z
1

dx
x2
converge car � = 2:

2)

+1Z
1

dx
x
diverge car � = 1:

5.5 Convergence absolue

Dé�nition 5.2

Soit f 2 RLoc ([a; b[) , on dit que l�intégrale
bZ
a

f(x)dx est absolument conver-

gente si l�intégrale

bZ
a

jf(x)j dx est convergente.

Théorème 5.4
bZ
a

jf(x)j dx converge =)
bZ
a

f(x)dx converge.

Autrement dit, une intégrale absolument convergente est convergente.

Exemple 52

Soit

+1Z
0

e��x sin xdx où � > 0:

On a 8x 2 R; je��x sin xj 6 e��x et
+1Z
0

e��xdx = lim
t!+1

��1
�
e��x

�t
0
= 1

�
;

donc

+1Z
0

e��xdx est convergente, d�après le critère de comparaison

+1Z
0

je��x sinxj dx

est convergente, d�où

+1Z
0

e��x sin xdx est absolument convergente.

Remarque 5.1

Si

bZ
a

jf(x)j dx est divvergente et

bZ
a

f(x)dx est convergente, alors

bZ
a

f(x)dx

est semi convergente.
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5.6 Règle d�Abel

Théorème 5.5
Soient deux fonctions f; g 2 RLoc ([a; b[) véri�ant les conditions :
1) f est monotone et lim

x!b
f(x) = 0.

2) Il existe k > 0 tel que 8x 2 [a; b[ :

������
xZ
a

g(t)dt

������ 6 k:
Alors l�intégrale

bZ
a

f (t) g (t) dt est convergente.

Exemple 53

Soit

+1Z
1

cosx
x�
dx; � > 0:

On pose f(x) = 1
x�
et g(t) = cos t.

On a :

1) f est monotone.

2) lim
x!+1

f(x) = lim
x!+1

1
x�
= 0 = � > 0:

3) 8x 2 [1;+1[ :

������
xZ
1

g(t)dt

������ =
������
xZ
1

cos tdt

������ = jsin 1 + sinxj 6 2;
dnc 8x 2 [1;+1[ :

������
xZ
1

g(t)dt

������ 6 2:
D�après le Théorème d�Abel

+1Z
1

cosx
x�
dx est convergente.

5.7 Intégrale sur les intervalles ]a; b] et ]a; b[

Dé�nitions 5.3

Si la limite lim
t!a

bZ
t

f(x)dx existe (�nie) , on dira que f est intégrable (au sens

généralisé) sur ]a; b] et l�on pose

bZ
a

f(x)dx = lim
t!a

bZ
t

f(x)dx
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Dans ce cas, on dit aussi que l�intégrale (impropre)

bZ
a

f(x)dx est convergente.

Les résultats précédents pour l�intervalle [a; b[ restent valables pour l�inter-

valle ]a; b].

Dé�nitions 5.4
On dit que f est intégrable sur ]a; b[ s�il existe un point c0 2 ]a; b[ tel que f

soit intégrable sur ]a; c0] et sur [c0; b[, c�est-à-dire si les deux intégrables

c0Z
a

f(x)dx

et

bZ
c0

f(x)dx sont convergentes.

Dans ce cas, on dit que l�intégrale (impropre)

bZ
a

f(x)dx est convergente et on

a
bZ
a

f(x)dx = lim
t!a

c0Z
t

f(x)dx+ lim
t!b

bZ
c0

f(x)dx:

5.8 Exercices

Exercice 1
Montrer que les intégrales suivantes sont convergentes

1)

3Z
0

1p
9�x2dx; 2)

+1Z
0

cosx2

x2+1
dx .

3)

�
2Z
0

cosxp
1�sinxdx; 4)

+1Z
1

x
x4+2x2+1

dx:

Exercice 2
Etudier la nature des intégrales suivantes

1)

0Z
�1

e
1
x

x2
dx; 2)

�Z
0

1�cosx
x2

dx .

3)

�
2Z
0

ln sinxdx; 4)

+1Z
1

p
x2�1
x4

dx:
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Exercice 3
Déterminer la nature des intégrales suivantes :

1)

+1Z
�1

1
1+x2

dx; 2)

+1Z
0

sinx
x3
dx ,

3)

1Z
0

x
(1�x)2dx; 4)

�
2Z
0

tan xdx:

5.9 Solutions des exercices

Exercice 1
Montrer que les intégrales suivantes sont convergentes

1)

3Z
0

1p
9�x2dx =

3Z
0

1

3
q
1�(x3 )

2dx = lim
t!3

tZ
0

1

3
q
1�(x3 )

2dx = lim
t!3

�
arcsin x

3

�t
0
= �

2
.

Donc

3Z
0

1p
9�x2dx converge.

2)

+1Z
0

cosx2

x2+1
dx .

On a
��� cosx2x2+1

��� 6 1
x2+1

et
+1Z
0

1
x2+1

dx = lim
t!+1

tZ
0

1
x2+1

dx = lim
t!+1

[arctanx]t0 =
�
2
converge.

Donc, d�après le critère de comparaison

+1Z
0

cosx2

x2+1
dx converge.

3)

�
2Z
0

cosxp
1�sinxdx = lim

t!�
2

tZ
0

cosxp
1�sinxdx = lim

t!�
2

�
�2
p
1� sin x

�t
0
= 2 converge.

4)

+1Z
1

x
x4+2x2+1

dx

On a x
x4+2x2+1

s
1

1
x3
et

+1Z
1

1
x3
dx converge � = 1 > 1, donc,d�après le critère
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d�équivalence

+1Z
1

x
x4+2x2+1

dx converge.

Exercice 2
Etudier la nature des intégrales suivantes :

1)

0Z
�1

e
1
x

x2
dx =

�1Z
�1

e
1
x

x2
dx+

0Z
�1

e
1
x

x2
dx

On a

�1Z
�1

e
1
x

x2
dx = lim

t!�1

�1Z
t

e
1
x

x2
dx = lim

t!�1

h
�e 1x

i�1
t
= �e�1 +1 d�où

�1Z
�1

e
1
x

x2
dx

converge.

et

0Z
�1

e
1
x

x2
dx = lim

t!0

tZ
�1

e
1
x

x2
dx = lim

t!0

h
�e 1x

it
�1
= e�1 d�où

0Z
�1

e
1
x

x2
dx converge.

Alors

0Z
�1

e
1
x

x2
dx converge et

0Z
�1

e
1
x

x2
dx = lim

t!�1

�1Z
t

e
1
x

x2
dx + lim

t!0

tZ
�1

e
1
x

x2
dx = �e�1

+1 + e�1 = 1:

2)

�Z
0

1�cosx
x2

dx converge ( car
��1�cosx

x2

�� 6 2
x2
et

�Z
0

1
x2
dx converge � = 2 > 1)

3)

�
2Z
0

ln sinxdx

On a sin x s
0
x d�où ln sinx s

0
lnx et

�
2Z
0

lnxdx = lim
t!0

[x lnx� x]
�
2
t =

�
2

�
ln �

2
� 1
�

Donc

�
2Z
0

ln sinxdx converge.

4)

+1Z
1

p
x2�1
x4

dx

Nons avons
p
x2�1
x4

s
1

1
x3
et

+1Z
1

1
x3
dx converge � = 3 > 1

donc

+1Z
1

p
x2�1
x4

dx converge.
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Exercice 3
Déterminer la nature des intégrales suivantes :

1)

+1Z
�1

1
1+x2

dx =

0Z
�1

1
1+x2

dx+

+1Z
0

1
1+x2

dx

On a

0Z
�1

1
1+x2

dx = lim
t!�1

0Z
t

1
x2+1

dx = lim
t!�1

[arctanx]0t =
�
2
, donc

0Z
�1

1
1+x2

dx

converge.
+1Z
0

1
1+x2

dx = lim
t!+1

tZ
0

1
x2+1

dx = lim
t!+1

[arctanx]t0 =
�
2
, donc

+1Z
0

1
1+x2

dx converge.

D�où

+1Z
�1

1
1+x2

dx converge et

+1Z
�1

1
1+x2

dx = lim
t!�1

0Z
t

1
x2+1

dx+ lim
t!+1

tZ
0

1
x2+1

dx = �

2)

+1Z
0

sinx
x3
dx =

1Z
0

sinx
x3
dx +

+1Z
1

sinx
x3
dx

1Z
0

sinx
x3
dx coverge car sinx

x3
s
0

1
x2
(

1Z
0

1
x2
dx converge � = 2 > 1)

+1Z
1

sinx
x3
dx; on pose f(x) = 1

x3
et g(x) = sinx , on a

� f est monotone ( décroissante) et lim
x!+1

f(x) = 0:

�� 8t :

������
tZ
1

sin xdx

������ = j� cos t+ cos 1j 6 2:
Alors, d�après la régle d�Abel

+1Z
1

sinx
x3
dx converge.

Donc

+1Z
0

sinx
x3
dx converge.

3)

1Z
0

1
(1�x)2dx diverge (de la forme

bZ
a

1
(b�x)�dx � = 2 > 1 )

ou bien

1Z
0

1
(1�x)2dx = limt!1

tZ
0

1
(1�x)2dx = limt!1

�
1
1�x
�t
0
= +1



5. Intégrales impropres 85

4)

�
2Z
0

tan xdx = lim
t!�

2

tZ
0

tan xdx = lim
t!�

2

[� ln (cos x)]t0 = +1

Donc

�
2Z
0

tan xdx diverge.
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