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Introduction

Ce polycopié couvre le programme d’analyse 3 généralement enseigné au troi-
siéme semestre de la deuxiéme année universitaire. Son contenu est destiné plus
particulierement aux étudiants de la deuxiéme année licence mathématique, ainsi
qu’aux étudiants de la deuxiéme année physique et technologie. Il a pour objec-
tif d’étudier les différents types de convergence des séries : séries numériques,
séries de fonctions, différents critéres de convergence, développements en séries
entiéres et en séries de Fourier, la convergence sur différents intervalles (ouvert,
semi-ouvert, fermé) pour les intégrales impropres.

Ce cours est assez détaillé et comporte cing chapitres :

1) Séries numériques;

2) Suites et séries de fonctions;

3) Séries entieres ;

4) Seéries de Fourier;

5) Intégrales impropres.

Chaque chapitre comprend un énoncé clair de définitions, quelques démons-
trations de théorémes, des exemples explicatifs et des exercices résolus.



Chapitre 1

Séries numériques

1.1 Définitions

Définition 1.1
Soit (u,) une suite de nombres réels (complexes).

L’expression ug 4+ w1 +us +......... Uy

est appelée série numérique de terme général u,, et les nombres ug, uy, g, . . ., Uy, - - .

sont les termes de la série.
Définition 1.2

La somme des n premiers termes de la série est appelée somme partielle :

n
Sp — E U .
k=0

» On note par s la limite de (s,) lorsque n tend vers 'infini ou s, = ug +
UL+ U+ ... + Uy,

Si (sy,) est convergente, (s,,) admet une limite finie s, on dit que la série Z Un,

est convergente et dans ce cas le nombre s s’appelle la somme de la série g Up

n—oo

n
et on écrit s = lim E U,
k=0

Si lim s, n’existe pas ou (s,) tend vers une limite infinie, on dit que la série

n—oo

Z u, est divergente et qu’elle n’a pas de somme.

Pour tout n > 1, on a u,, = s, — s,_1 et ug = So.
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Exemple 1

1) Trouver le terme géneral de la série Z U, si la suite de la somme partielle
(s,) est définie par

a) s, = &1

Onawuy=s9y=0et u, =35, — s,_1 pour Vn > 1

n__ n—1__ n
donc u, = 52 — 5t = 2 =14 4.
b) s, = (G
Onau=s,=—-letu,=5,— 1= (_i)n — —(_;)_Tl = (—1)”—n2(flj).
Exemple 2
CalJ(r:uler les sommes suivantes
2n+1
CL) Z ’712(71—"—1:1)2
n=1
On décompose le terme général de la série, on trouve
1 1
Uy = — — ————
n?  (n+1)2
alors
Sp = Zuk—u1+u2+ ......... -+ Uy,
k=1
1 1 1 1 1
= (1-- - — =)+ ... — —
( 4>+(4 9)+ <n2 (n+1)2)
B 1
o (n+1)2
d’on
X 41
s= o =D iy
n=1
+o00
1
b) Z 4n2—-1
n=1
On a
1 1 1 1
un = 2 = _( - )
4n? —1 2'2n—1 2n+1
alors
Sp = Zuk:ul—l—uz—i— ......... -+ U,
k=1
1 1 11 1 1 1 1
= —(1-= (= — = R - —
L1 Y16y ks g
1 1
= J1-—)
2 2n + 1



1. Séries numériques 3

d’ou .
21 1
5= 08 ; nZ_1 2

o0 o0
» Si la série E u, converge alors la série E u, converge également.

n=k n=0
(o ¢] (e.0)

Réciproquement, si la série E u, converge alors la série g U, converge

n=0 n=~k
également.

Théoréme 1.1

Si la série Z u, converge et Z u, = s alors la série Z A, ol A est une
constante, converge. De plus, Z A, = A Z Uy = AS.

Si les séries Zun et Zvn convergent, Zun = s et ZU" = s’ alors les
séries Z(un +v,) et Z(un —v,,) convergent et ont pour somme Z(un +v,) =
s+ et Z(un—vn) =s—4.

1.2 Condition nécessaire de convergence d’une

série

Théoréme 1.2

Si la série E u, converge alors lim u, = 0.

n—oo
Démonstration
[o.¢]
On considére la série E Up = U+ UL F U2+ oo + Uy + o
n=0
(0.) oo
Si g u, converge alors lim s, = g u, = s,etona lim s, = lim s,_1 = s
n—oo n—oo n—oo

n=0 n=0
comme u, = S, — S,_1, donc lim u, = lim (s, — s,_1) = 0.
n—oo

Corollaire 1.1 e

Si lim w, # 0, alors la série Z u, diverge.

n—oo

Exemple 3

o0

. s . n s . .

Soit la série E 2211, cette série diverge car
n=0

Jig v = i 55 = Jim (143) =170,
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Exemple 4
e .o]
Soit la série Z oTEu]
On a T}Lrgoun = nhm ST = T #£0.

no g
Donc 5 oo diverge.

n=0
» Soulignons que cette condition n’est pas suffisante, par exemple on consi-

dere la série harmonique E L cette série est divergente mais lim u, = lim * =

0.

n—oo n—oo

n

2n
En effet, on a s,, — E
k=1 k=1

1 1 1
—1+n—+2+.....+%>

E?I»—A
??‘I»—t
3
+
[N

On utilise le critere de Cauchy concernant les suites, la suite s, = Zuk

converge si et seulement si

Ve > 0,3ny € N tel que Vp > ¢ > ng = |s, — 54| < €.

et on a sy, — S, > %
Donc le critere de Cauchy n’est pas satisfait, d’ou la série E % diverge.

1.3 Série géométrique

On appelle série géométrique, la série de la forme Z aq™, ou a # 0.

Soitsn:Zaqk:a+aq+aq2+aq3+.....+aq” ...................... (1)
k=0
dotgs, =aqg+ag®>+aq®+....+aq" (2)

on soustrait (2) de (1) on obtient
Sn<1 - Q> = CL(l - qn—l—l).
Pour ¢ # 1, on obtient s, = a~——

(=¢""") "“)

. De plus,
pour |¢| < 1, lim ¢" =0, (s,) admet une limite s tel que

a

s= lim s, =

d’ou Z aq" est convergente.

Pour |g| > 1, lim |q|"Jrl = 00 et par conséquent
n—oo

lim s, = +o0,
n—oo
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d’ou la série Z aq" est divergente.
Si g =1, la série Zaq” = Za est une série de termes constants et est

divergente car le terme général ne tend pas vers zéro.

Si g = —1, la seérie Z aq" = Z (—1D)"a = az (—1)" est divergente car la

suite ((—1)"),, n’a pas de limite.

1.4 Séries a termes positifs

o0 o0
Soient g U, et E v, deux séries a termes positifs.
n=0 n=0

1.4.1 Critére de comparaison

Théoréme 1.3

Soient Z U, et Z v, deux séries qui vérifient l'inégalité u,, < v, :
1) Si Z v, converge alors Zun converge.

2) Si Z u, diverge alors Zvn diverge.
Démonstration

Supposons qu’il existe ng tel que Vn > ng on a u, < v, avec
n

Zuk:sn:uo+u1—l—uQ+....+un
k=0

n
kazsglzvo—i—vl—i—vg—l—....—i—vn
k=0
Nous avons s,, < s,.
1) Comme Z v, converge, alors (s!,) coverge vers une limite s’ (71113)10 =4 ) :

ce qui nous donne s,, < s.

La suite (s,,) est croissante ( notons que, lorsque n croit, la somme partielle
(s,) croit), et bornée supérieurement par s’ donc elle est convergente, d’ou Z Uy,
converge.

2) Supposons que Z u, diverge.

Onawu, >0et Zun diverge, donc lim s, = oco.

n—oo

Comme s, < s}, lim s/, = oo,

n—oo

d’ou la série E v, diverge.
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Exemple 5
e .o] e, °]
. s . . 1
Soit la série 5 Uy = g T
n=0 n=0
_ 1 1
Onau, =57 <3
[e.e]
E 2% est une série géométrique convergente car la raison ¢ = % < 1, donc
n=0
o0
d’apres le critére de comparition, la série E ﬁ converge.
n=0
Exemple 6

I
NE
Bl

o0
Soit la série E Uy,

3
Il
—

n=1
Onanz=+n= -

|=
/AN
s

Comme Z% diverge (s

n=1
9

oy

rie harmonique), alors d’apreés le critére de compa-

.. L, . 1 .
rition, la série g 7 diverge.

n=1

1.4.2 Critére d’équivalence

Théoréme 1.4

Soient g U, et E v, deux séries a termes positifs.
Si lim 2= =1 C’est-a-dire u,, ~ vy, alors les séries E Uy, €t E v, sont de
(o, ¢]

n—oo "

méme nature.

Exemple 7
oo
. L 2
Soit la série g ST
n=0
2 2 _ o (1\"
Ona2n+n;2_n_2(2) ’
[e.e]
1\ " , . , . : 1
Comme E (5) est une série géométrique convergente car la raison ¢ = 5 <
n=0
oo
1, alors d’apres le critere d’équivalence, la série E 2n2+n est convergente.
n=0
Exemple 8
o
Soit la série E sin 7.
n=1

o0
Onasin Z ~ % et comme E * diverge, alors d’apres le critére d’équivalence,
o
n=1
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o0
la série E sin 7 diverge.

n=1

1.4.3 Reégle de Cauchy

Théoréme 1.5

Soit Zun une série & termes positifs. Si la limite [ = lim {/u, ( finie ou
non) existe, alors o

1) La série Zun converge si | < 1.

2) La série Zun diverge si [ > 1.

3) Si l =1, on ne peut rien conclure.

Démonstration

Soit lim {/u, = [ < 1 et soit k un nombre tel que [ < k < 1, a partir d’'un

n—oo

certain rang ng, on a
| /un — 1| <k —1
d'out {/u, <k = u, <k",
comme Z k™ est une série géométrique de raison k£ < 1, donc elle coverge et

d’apres le critére de comparaison, la série Z U, converge.

Sil > 1, a partir d’un certain rang, on a

Vup > 1= u, > 1,

d’ou lim u,, # 0, donc la série Z u,, diverge.

Remzrraoue 1.1

Le critére de Cauchy est souvent utilisé lorsque le terme général u,, contient
des puissances nmes,
Exemple 9

Etudier la nature des séries suivantes :
oo

DY ()™

n=1
On a lim {/u, = lim (”—”’)lnn = 0 < 1, donc d’apres le critére de Cauchy,
N—00 n—oo \2ntl
[o.¢]
P n+3 \nlnn
la série E (2n +1) converge.
n=1
oo
k'll
2) E o keR,.
n=1
1
Comme lim {/u, = lim (%) = lim —%— = k, alors d’apres le critére de
1 )
n—oo n—oo n n— n

()

Cauchy, on a
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oo
Sik<1, Z % converge.
n=1

Sik>1, Z :—Z diverge.
n=1

Mais pour k£ = 1, cas de doute, et on a u, = % c’est le terme général de la

o0
P . s . n .
série harmonique, donc la série E Z—k diverge.

n=1

1.4.4 Reégle de D'Alembert

Théoréme 1.6

Soit Z u,, une série a termes positifs. Si la limite [ = lim “* (finie ou non)

n—o0 n

existe, alors

1) La série Zun converge si [ < 1.

2) La série Zun diverge si [ > 1.

3) Sil =1, on ne peut rien conclure.

Démonstration

On consideére le nombre 7 tel que | < r < 1, il existe une valeur ngy de n telle
<r—I,

quen>n0:>‘w—l

Un

il en résulte que ”u—:l < T = Upyr < TUy,
Or u, = Jtn- mo=l on=2 Y2 <L TUY.
n—1 Un—2 Unpn—-3 ul

JJREN n—1
d’ou u,, < r"* " uy.

Comme r < 1, la série géométrique E r"tu; est convergente, d’aprés le

critere de comparaison, la série g u, est convergente.

Sil>1
Il résulte de lim “=£L = (I > 1), qu’a partir d’un certain rang ““= > 1 ou
n—oo
Un+1 > Un,s

d’ou lim u,, # 0, alors la série Zun diverge.
n—oo

Si I = 1, on ne peut pas conclure la nature, la série peut alors converger ou
diverger et pour déterminer la nature on peut utiliser un autre critére.

Remarque 1.2

1) Le critere de D’Alembert est souvent utilisé lorsque le terme général w,
contient des factorielles.

2) Si le critére de D’Alembert donne un cas de doute, il en est de méme pour

le critere de Cauchy.
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. . Un+1 . . n . . Un+1 __ . n
3) Si lim =2 existe = lim {/u, existe et de plus 7}1_{20 -2 = lim Yu,,

n—oo n n—oo
mais
lim /u, existe & lim “2+! existe.
n—oo " n—oo un
Exemple 10

Etudier la nature des séries suivantes :
oo

(n))?
DY G

n=0
On a
. Up BT ((nJrl)!)2 2n)! . (n+1)2(n!)2 2n)! 1
nh_)n;o = ,}1_{20 D) ()2 7}520 @)@ (2 4 < L.
o 2
Donc la série Z E;‘B)! converge
n=0
2) y o
n=0
On a
i S5 = Ji, T = Ji S5 = oo
Donc la série Z 3% diverge.
n=0
1
3) Z n(n+1)°
n=1
On a
nllj{)l() il — nllj{)lo % =1 ( cas de doute).
1 1 1
Onau, = ooy = 4 — o>
et s, = U +ustuzg+......... Fu, = 1=+ (3 -5+ +(2 -1
dol s, =1— n%l et lim s, = 1, donc la série Z ﬁ converge.
n=1

1.4.5 Comparaison avec une intégrale

Théoréme 1.7

Soit la série a termes positifs décroissants

Uy +ug +us+ ... F Uy F e (1)

c’est-a-dire

et soit f une fonction continue décroissante telle que

f) =uy, f(2) = ug,eeenenn ,f(n) =u,

n—oo
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Alors

[e.9]

la série (1) et l'intégrale / f(z)dz sont de méme nature.

1
Exemple 11

DD un =D 7mr
n=1 n=1

On pose f(x) = \/ﬁ, ona [ continue, positive et décroissante <f’(x) = —2(2;1)% < 0) ,

o o0 t
JRN _ 1 T 1 T t
o s e it o T .
1 1 1

Comme / f(z)dz diverge, alors d’apres le critére de comparaison avec une
1

o0
. , L, . 1 .
intégrale, la série g 7T diverge.

n=1
Exemple 12
o0 o
— 1 gnx
E Uy = E ~5sin 7.
n=2 n=1

On pose f(z) = :%2 sin™, on a f continue, positive (pour x > 2) et décrois-

sante.
) ) t

d’ou /f(x)d:c = /x% sin
2

2

813

. . . t
dz = lim [ % sinZdz = lim & [cosZ], =1
t—o0 & & t—o00 zl12 ™
2

e.0)
Comme / f(z)dz converge, alors d’apres le critére de comparaison avec une
2

o0
intégrale, E # sin = converge.

n=1

1.4.6 Critére de Riemann

Théoréme 1.8
Soit Z u, une série & terme positifs.
Supposons qu’il existe o € R tel que

lim n%u,, = I.

n—oo

Alors

1) Sia>1et! fini (éventuellement [ = 0), la série Zun converge,
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2) Si o < 1etl#0 (éventuellement | = +00), la série Z u,, diverge.
Exemple 13

oo
Soit la série Z ~ }\L/ﬁ

n=1

1
Onaun——n%

Comme il existe @ = 1 tel que lim n*u,, = limn (

n—oo n—oo

)-1 a,lorsz if

diverge.
Exemple 14
Soit la série Z %

n=1
1
On a u, = s

: : _ @ — Tim 2 (1 _
Comme il existe @ = 2 tel que limn%u, = limn (W) = 0, alors
n—oo n—oo
[e.e]
1
E 5 converge.
n=1

1.4.7 Série de Riemann

Toute série de terme général u,, = # tel que n € N* est appelée série de
Riemann.

Sia>1: Z L converge.

Sia<1: Z diverge.

En effet,

Pour v = 0,u,, = 1 donc lim w,, # 0 alors la série Z diverge.

n—oo

Pour a < 0, lim u,, = 0o # 0 alors la série g n_a diverge.
n—oo
Pour a > 0, on utilise le critére de comparaison avec une intégrale.

On pose f(z) = x%, f continue et décroissante.

On a
T 1 100
Edm = 1—04[:61 ]1, a# 1.
1
) 1 o
= Jim—— [+1],
Donc

1)SI1—a>0,alorsa<1et

: Catt . o .
lim - [z'7°]; = oo, d’oul la série g L diverge.
t—oo 1T "
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2)S1—a<0,alors o >1et

tlg&ﬁ [z = — 1 d’ou la série Z - converge.
3)Sil—a=0,alorsa=1et

/ dx = tliglo [Inz]’ = oo d’ot la série Z diverge.

Alors

Sia>1: Z L converge.

Sia<1: Z diverge.
Exemple 15

. L . 1
Soit la série 5 T
n=1
Au voisinage de (+00), on a

1 1

Y
n2+n n?

Comme E n—12 est une série de Riemann convergente car « = 2 > 1, alors

o0

d’apres le critére d’équivalence, la série E

n=1

2 T est convergente.

Exemple 16
o)
Soit la série Z arctan n+r1

n=1

On a arctanz ~ x d’oll arctan —— ~ 1.
0 +1 oo M

Puisque E L série harmonique diverge, donc E arctan -7 diverge.

n=1 n=1

1.4.8 Série de Bertrand

Soit a, 5 € R, on appelle série de Bertrand toute série de terme général
1

Up =

ne(Inn)®
Sia>1:lasérie Z Ly coverge V.
Sia<1:lasérie Z 7 diverge V[3.
, . 1
Sl la serlez )P COTVerge pour B>1

la série Z — (11171) 7 diverge pour 5 < 1
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1) Pour o > 1,
Soit @' ol < a' <, on a
, 1
U, = -
" pe—a (Inn)’
La limite de a'u, tend vers 0 lorsque n tend vers +oco pour tout 3, d’ou

d’aprés le critére de Riemann (hm Qu, =0eta > 1) , la série Z (1 5 est

n— 00 n*(lnn)

convergente.
2) Pour a < 1,

Soit @' ot < & <1, 0na

La limite de a'u,, tend vers +oo lorsque n tend vers +o0o pour tout 3, d’ou
N N R . . ’ o / L, . 1
d’apres le critére de Riemann (7}1_)1210 au, =+ et a < 1) , la série Z wa )’

est divergente.
3) Poura=1et>0,ona

1
Up =
n (Inn)’
la fonction .
) = ——
/@) z (Inz)’

est positive, continue et décroissante, on compare la série numérique avec
[e.e]

9% dx
I'integrale / PRPSEE
2
on fait le changement de variable Inx = ¢, on trouve

[5 = [r=5ml..

In2

On sait alors que,
1) Si0 < B < 1, la série est divergente.
2) Si > 1, la série est convergente.

4) Poura = let < 0,0na % < m et la série Z m est divergente.
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En concluant
La série de Bertrand est convergente pour o > 1 ou a =1 avec 8 > 1 et elle
est divergente pour a < 1 ou a =1 avec [ < 1.

Exemple 17

1) Z lr;f—;l) On a u, = lnn(;‘) = n2(1n1n)*1' Cette série est une série de Bertrand
n=1

o0
1
avec a = 2 > 1, donc g r;gl ) converge.
n=1
(0.0

2) - est une série de Bertrand avec a = 0 < 1, donc elle diverge.

- (lnln)g est une série de Bertrand a = 1 et 5 = 2 > 1, donc elle converge.

3))

=2
n=2

1.5 Séries a termes de signes quelconques

Une série est dite a termes de signes quelconques si ’on trouve parmi ses

termes des termes positifs et négatifs.

1.5.1 Série alternée

Une série alternée est une série dans laquelle le terme général est alternati-
vement positif et négatif, c’est-a-dire, elle est de forme Z (—1)" uy,,
OU U, U, Uy « « + +vy Uy, - . . SONE poOSitifs.

Pour étudier la convergence d’une série alternée, on utilise le théoréme sui-

vant :
Théoréme 1.9 (de Leibniz)

Si dans une série alternée

Z (_1>n Up = UL — UST U3 — Ug e e eeveeeereaeanennnnen (1)

Du, >0,
2) (u,) est décroissante

UL > U2 > U > UL = oo e e e

3) lim u,, = 0.

La série (1) converge, sa somme s est positive et n’est pas supérieure au

premier terme.
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Démonstration

On pose Zvn = Z (—1)" uy,

Nous avons
g v, converge < (s,,) converge.

On montre que les suites des sommes partielles (sg,) et (s2,41) sont adja-
centes.

On a

2n+1 2

n
Son+1 — San = E Vg — E UV
k=0 k=0
2n 2n
= E Vg + Vopy1 — E Vg
k=0 k=0

= (—1)2n+1 U2n+1

= —U2n+1

d’ou lim (Sgn41 — S9,,) = lim (—ug,41) = 0, d’apres la condition 3.
n—o00 n—oo
D’autre part; on a

2n+1 2n—1
Sop4+1 = E Vg = E Vg + V2 + Vopt1 = Sopt1 = Sop—1 1 Vo + Vopt1
k=0 k=0

= Sont+1 — Son—1 = V2p + Van41
= Sop41 — Sop—1 = Uzp — Ugpy1 > 0

car (u,) est décroissante.

Donc (sg,,+1) est croissante.

Et on a
2n 2n—2
Sop = E Vg = E Vg + Vop—1 + V2, = Sop = Sop_2 + Uop—1 + Va2p
k=0 k=0

= Sop — Sop—2 = Vap_1 + V2p
= Sop — Sop—2 = — Ugp—1 + Ugp <0

car (u,) est décroissante.

Donc (s2,) est décroissante.
(S2n41) est croissante.

Alors { (s2n) est décroissante. ce qui implique que (s2,41) et (Sa,) sont adjacentes,
lim (82n+1 — 52n) =0

n—oo
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donc elles sont convergentes vers la méme limite et
lim s9,41 = lim s, = lim s,,.
n—oo n—oo n—oo

D’ou (s,) converge et

(s,) converge < Z Uy, = Z (—1)" u,, converge.
Exemple 18

Etudier la nature des séries suivantes :
oo

DY (=)™

n=1
— 1
On pose u, = 77. On a

a) u, >0,

b) lim u,, = lim % =0,

n—oo n—oo

¢) La suite (u,,), est décroissante car wu, 1 = 2 = Up.

i S
o¢]

Alors, d’apres le théoréme de Leibniz, la série Z (—1)" # converge.

n=1
2) ) (~1)"tan?
n=1
On pose u,, = tan % On a
a) u, >0,

b) lim u, = lim tan < =0,

1

1
el é tanﬁ.

c¢) La suite (u,), est décroissante car u,,; = tan

o
Alors, d’apres le théoréme de Leibniz, la série Z (—1)" tan% converge.

n=1

1.6 Convergence absolue

Définition 1.3

On dit que la série Z u, est absolument convergente, si la série Z |un| est
convergente.

Théoréme 1.10

Z u, est absolument convergente = Z U, converge.

Démonstration

Soient s,, et p,, les sommes des n premiers termes des séries Z U, et Z |[un,

respectivement.
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Soit s/, la somme de tous les termes positifs et soit s, la somme des valeurs
absolues de tous les termes négatifs de la somme des n premiers termes de la
série Zun, donc s, = s, — s et p, = s, + /.

Soit lim p,, = p.

n—oo

Si E |un| converge, les suites (s],) et (s) sont croissantes et sont bornées

par p, donc elles ont des limites

lim s, = ¢ et lims! = s".
n—oo n—oo

Y N : ! "
D’apres la relation s,, = s;, — s

n?

(sn) admet une limite

3 _ 3 / n _ o/ "
lim s, = lim (s), — s//) = s — §".
n—oo n—oo

D’ou E U, converge.
Exemple 19
Etdier la convergence absolue des séries suivantes :

oo

COS N

1) : : nlnn

n=2

n

On a cosnm = (—1)".

(o ¢] (0. ]
. —1)"
d’ou E D" e converge pas absolument, alors g CBIT pe converge pas ab-

nlnn

n=2 n=2
solument.
oo
sinan
2) E a,a € R,
n=1
__ |sinan| 1
Ona|un]—n—2<n—2

o
Comme E n—12 est une série de Riemann convergente car o = 2 > 1, alors
n=1

(o, ¢] o0
d’apreés le critére de comparaison, E |u,| est convergente, d’ou E o est
n=1 n=1

absolument convergente.
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1.7 Semi-convergence

Définition 1.4
On dit que Z u,, est semi-convergente si Z u,, converge et Z |un| diverge.
Exemple 20

Soit la série Z (—1)" L

n+1
n=1
La série Z est une série alternée telle que u,, = n—\fl
Comme
1) u, >0,
; — im Y™ — lijm L —
2 g e = s = o s =0

3) la suite (u,),, est décroissante car :

flz) = x\—i-fl et on calcule f’

! _
f (flj) - 2\/5(1‘4-1)2’
Sil—z<Oalorsz>1et

f'(x) < 0 car 2/ (x4 1)* > 0 pour tout z > 1.
D’ou f est décroissante pour x > 1, et par conséquent, la suite (u,), est

décroissante pour n > 1.

D’apreés le Théoreme de Liebniz, Z (—1)" 7251 est convergente.
n=1

Etudions maintenant la convergence absolue, on a Z ‘(—

o)

_Z Vn

- ntl
n=1

n=1
Vho 11
et +1 v it
o0
E L est une série de Riemann divergente car & = 1 < 1, alors g N est
n2
n=1 n=1

divergente, d’ou Z (—1)" 7251 ne converge pas absolument.

o0

Donc Z (—1)" n—\fl est semi-convergente.

n=1
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1.8 Exercices

Exercice 1

Calculer les sommes ¢ des séries Convergentes suivantes :
o0

n=0 n=1

Exercice 2
oo o0

Montrer que les séries E

n2—n
n=1 n=0
culer leurs sommes.
Exercice 3

Etudier la nature des séries de termes généraux :

[e.e]

DD i 2 Znn Z%(ZT Zm’5>2%~

n=1

1
et E arctan P sont conergentes et cal-

Du, = % 2)u, = (Z;,)La n € N*, aeR.
3)u, =22  neN*. ) up = oy nEN-
5)un:2+;# n>1peR. 6)un:%sin2"oz avec 0 < a < 7.

Exercice 4

Etudier les séries alternées suivantes :
o0 oo

DY (-1)"In(142),2)) (-1)"315,3) > (—1)" tan (

n=1 n=0
1.9 Solutions des exercices

Exercice 1
—+o00

D)) o

On décompose le terme général de la série, on trouve

1 +1
Uy = — —
n+2 n
alors
Sy = Zuk:u0+u1+ ......... + Up,
k=0
1 1 1 1
= (—=+1 —_ =)+ ... —
( 2+ )+ ( 3+2)+ + n+1
B 1
N n+1
donc
+o0 1

s=limosy =) o =
n=0

[eS)
1
_2 )

n:2
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—+o0
2
2) T
n=1
On a
n*  on 1 1
nl (n—1) (-2 (n—1)!
+oo
etonae= %
n=0
d’ou

Zm Z (n—2)] Zmzze

Zn— n2—1
v/ n(n+1)

On a
n—vn?—1 n n—1
Vit  Va+l n
donc
Sp = Zuk:uo—i—ul—i— ......... -+ Uy,
k=1
B n
N n+1
d’ou
. n—vn 1
s= lim s, = Z
n—00 — \/n(n—i—l)
+oo
1 1 1 _ 1
4) Z Bnt1)(Bntd)’ <3n =1 3@y 9T E)
n=0
+oo
n2 n— 7’L2 n—
DT (e b em i)
n=0
Exizrcice 2
U=
n=2
Nous avons n2—1_n #,
o0

o0

E # est une série de Riemann convergente car o« = 2 > 1, d’apres le critere
n=2

n= 1
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On va calculer la somme

Onaﬁzﬁz%—{—ﬁdone
- 1 1 1 1 1
n g = |\— ]_ —_— T T eeeen. -
s ;Uk ( 5+ )+ ( 3+2)+ + ( n+n_1)
S
a n—1
d’ou
+oo 1
= lim s, = —1

2) Z arctan (m)

n=1
[N 1 1

On a arctanz Ve d’ou arctan (m) ™

o0 o0

Z L est une série de Riemann convergente, donc Zarctan (2;) est

n n +n+1
n=1 n=1
convergente.

On va calculer la somme

Nous avons
1 1

1 _ 1 _ w4
n2+n+1 l1+nn+1) 14211

=Y
1+zy

1 1 1
arctan | — ) = arctan | — | — arctan
n24+n+1 n n+1
Sp = E U
k=1

1 1 1
= arctan1l — arctan [ — + (arctan | = | — arctan [ = + ...
2 2 3
( ( 1 ) ( : ) )
arctan | — | — arctan
n n+1

veee +
()
= arctanl — arctan
n+1

Sachant que arctan x — arctan y = arctan < ) (ou zy # —1), on trouve

donc

> 1 T
S nLI{.lOS arctan <n2+n+1> 4

n=1
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Exercice 3

1) u, = 2.
On a
1
. n . ﬂﬁ:l . %:
Jm, i = Jim ()" =<1/ i =1

o0

donc, d’apres le critére de Cauchy, la série E & converge.

n=0
2) u, = " neN aeR
On a
: Un n+1)! n" : -1 n \"
i it = iy Sl = i, (- D (i
Pour a = 1, lim 22 = lim (n + Dt (#)" =l<1
donc, d’apres le critére de d’Alembert, la série Z converge
n=1

Pour a > 1, lim 2 = lim (n + 1)0‘_1 ) (nLﬂ)n = +00.
donc, d’apres le critére de d’Alembert, la série Z dlverge

n=1

Pour a < 1, lim“"—;l:hm (n—l—l)a (n+1) =0<1.

n—oo n—oo

donc, d’apres le critére de d’Alembert, Z converge

n=1
oo
a<l: Z e converge.
Alors n=l
a>1: Z
n=1
3) u, = lnTZ n € N* .
o
— hl_ —_—
On a Z Uy = 1 G est une série de Bertrand de la forme Z ey hm) -
n=
elle dlverge car o = ;

Nous avons
mn m

n(n+2) o n2
o
D’apres le critére de Cauchy, Z i—z diverge et donc d’apres le critere d’équi-

n=1

on .
valence E o)) diverge .
n=1
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5) u, = osn nEN*pER

nbP
2+ 1
Ona—1<cosn <1dou— <$<n—p
o0 o0
Pourp > 1, Z 2*;# converge d’apreés le critére de comparaison | car Z # converge
n=1 n=1
(o] (e, ]
Pourp <1 Z Zteosn diverge d’aprés le critére de comparaison ( car Z nip diverge) .
n=1 n=1
6) u, = %Sin%a avec 0 < a < 7.
On utilise le critére de Cauchy
1
n 2" ia2n no__ 102
nh_)rgo YU, = nhrgo (n2 sin a) = 2sin“ «
Alors
Si281n204<1$oz<% (0<0¢<%)
o
2 sin?" o est convergente.
n
n=1
: 1a2 T (T ™
Si2sin“a>1=a>7% (Z<a<§)
o0
27 sin?" o est divergente.
n
n=1
Si2sin2oz:1:>oz:§
Cas de doute, et dans ce cas u,, = #,
(o]
Z # est une série de Riemann convergente.
n=1
[o¢]
0<a< % : Z 22 sin?" o converge.
Alors =
T<a<g: Z 2 sin®" o diverge.
=1
Exercice 4
(0.)
1
D> (-1)"In(1+2),
n=1
o0
Z + 1) est une série alternée de forme Z (—=1)" up.
n=1
na
a) u, > 0.
b) limu, = limIn(1+2) =0
n—oo n—oo
¢) La suite (u,,), est décroissante car u,+1 = In (1 + n+r1) <In(1+2) =u,.

Alors, d’apres le théoréme de Leibniz Z (=1)"In (1+ ) converge.

n=1

Et on a |(—1)nln(1+%)| =In(l1+3)~1
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o0 oo
Z % est une série harmonique divergente, d’ott Z (—1)"In (1 + %) est semi-
n=1 n=1
convergente.
o0
2) Z (—1)" 545 est une série semi-convergente ( converge d’apres le théo-
n=0
réme de Leibniz et elle n’est pas convergente absolument).
o0

3)> (—1)"tan (%),

n=1
Ona [(—1)"tan ()| =tan (%) ~ 5
o0 * o0
Z # est une série de Riemann conergente, donc Z (—1)" tan (n%) est
n=1 n=1

absolument convergente, d’ou elle est convergente.
o0

n=2
Nows avons 3 G32° = 3 (-1)" ()" et [(-1)" ()" = ()"
On N n=2 n1:2
lim {/u, = lim ((%)")" =0<1,
donc, d’apres le critére de Cauchy, Z (n%)n converge.
n=0

n

(e.0)
Alors, la série Z (;;2 est absolument convergente d’ou elle est convergente.

n=2



Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

2.1 Suites des fonctions

Définition 2.1

Soient K =Rou K =Cet I +#0tel quel C K.

La suite de fonctions (f,,), de I dans K est une application de N dans ’en-
semble des fonctions de I dans K qui pour tout entier naturel n, lui associe la

fonction f,.

Exemple 21
Soit f, :[0,1] = R

folx) = 2", fo(z) =1, fi(z) =z, fo(x) = 2%

2.1.1 Convergence simple

Soit (f,,)nen une suite de fonctions de I dans K. Pour tout = € I fixé, la suite
(fn(x)) est une suite numérique.

Définition 2.2

La suite de fonctions (f,,) est simplement convergente vers la fonction f si
pour tout = de I, la suite numérique (f,,(x)) est convergente vers f(z) et on note
fo— T

Aussi, la convergence simple f,, — f est définie par la relation

nll_{glofn(@ =fr) <=V el,Ve>0INeN,VneN:[n> N = |f.(z) — f(x)] <¢].

On note que l'entier N dépend de ¢ et aussi de .

25
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Exemple 22

1) Soit la suite de fonctions f,(z) = %5
Pour z =0: f,(0) = 0 d’ou lim fn( ) =0.
Pour z > 0: nh_)ngofn( T) = hm = 1.

ou z € [0, 1].

nm+1

Donc f,,(x) converge simplement vers f(z) telle que f(x) = { 0 Sl_x =0
1sizel0,1]
Exemple 23
Soit la suite de fonctions f,(z) = -, 2 € [0,1].
On a 7}1_{20 folz) = nh_)m —» =0, donc f,(x) converge simplement vers f(z) =
0 sur z € [0,1].

2.1.2 Convergence uniforme

Définition 2.3

Soit la suite de fonctions f,, : I — R et f,, converge simplement vers f.

La suite f,,(x) est dite uniformément convergente sur I vers la fonction f(x)
si

Ve>0,IN. e N,VneN:n>N.= Ve el, |f.(z)— f(z)|<e).

L’entier N. est indépendant de x, ou encore, si nll_{go | fn — fll.o = 0 tel que
I = Sl =01 £u(2) ~ @)

Exemple 24

1) La suite f,(r) = ;7. converge simplement vers f(z) =0 ou z € [0, 1]

Pour la convergence uniforme,

on calcule lim ||f, — fll,

Onallfo— fllo = sup [ful) = f(2)] = sup [ |et |75 ] = 755 = fal2).

z€[0,1 z€[0,1]
Nous avons f](x) = © - i donc f,, est croissante et sup }w +n| = n+r1
z€[0,1]
Par conséquent lim ||f, — f||,, = lim sup ‘ —| = lim — =0
n—oo

D’ou la suite f,(z) converge unlformeme[nt vers f(z) = 0.
Exemple 25

Soit la suite fn(2) = 2%,z € [0,1].

Pour x =0, on a f,(0) = 0 donc lim f,,(0) =0 = f(0).
Pour 2 €]0,1], on a Jingofn(x) —"lim 12, = 0.

Donc f,(x) converge simplement vers f(z) = 0.
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Pour la convergence uniforme, on calcule lim || f, — f|| -
n—oo

Ona|[fo = flle = sup () = f(2)] = sup

z€(0,1]

nx
PR

ent

nT nr

Comme x € [0,1] et la fonction exponentielle positive, on a

fa(z) et
filw) = =5ee,
Nous avons f;(z) =0=z = < et
-00 1/n +00
) + Q
fn(x) v lle
0 ; n/e"

nr
ent

d’ou sup =Let lim ||f, — f]l, #0.
z€[0,1] n—0o0

Donc (f,(x)) ne converge pas uniformément vers f(z) = 0 sur [0, 1].
Critére de la convergence uniforme de Cauchy
Soit (f,),, une suite de fonctions sur / C R. La suite (f,), converge unifor-

mément ( vers une fonction f) sur /, si est seulement si

Ve >0,AN. e NVpe N, VgeN :p,g> N. = Ve e I, |fo(z) — fi(z)] <e¢)
(1)

En effet, supposons que (f,), est uniformément convergente vers f,
Ve > 0,dN. tel que
n>N5:>|fn(x)—f(x)|<g Vo e .
Alors pour p et ¢ > N, :
[fo(@) = fo(@)]| = fp(x) = f(@)| + [fo(x) = f2)] <&

D’ou la condition nécessaire.
Pour la condition suffissante, supposons que la suite (f,), vérifie le critére
de Cauchy uniforme (1). La suite {f,, (z)}, est une suite de Cauchy, pour tout

x € I, donc elle converge vers f(x).
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Alors lorsque ¢ — 400, on obtient
Ve>0,AN. e NNVpeN :p> N, = Ve el, |f,(x)— f(x)] <e)

ce qui signifie que la suite (f,), converge uniformément vers f.

Proposition 2.1

La convergence uniforme implique la convergence simple.

Remarque 2.1

La réciproque est fausse.

Exemple 26

Soit la suite de fonctions f,(z) = sin (£).

On a lim f,(z) = lim sin (£) =0, pour tous z € R.

d’ou (T}Zs)oconvergens_i)gplement vers f(z) =0 sur R.

Pour la convergence uniforme,

On caleule lim £, = f1|.. = lim sup| (x) = (o).

z€R

On a sup | f,(z) — f(x)] = sup|sin (£)] = 1.

z€R z€R

Done i ||f, — f]l, 0.

D’ou la convergence n’est pas uniforme.

Théoréme 2.1 (continuité)

Soit (f,,) une suite convergeant uniformément vers f.

Si toutes les fonctions f,, sont continues en zy € I, alors f est continue en z.

Corollaire 2.1

Si les fonctions f,(x) sont continues sur [ et si la suite des fonctions (f,,(z)),
converge uniformément vers f(x) sur I, alors f(z) continue sur I.

Le théoréme de Dini suivant permet d’établir une condition nécessaire de
convergence uniforme.

Théoréme 2.2 (Dini)

Soit (f,). une suite de fonctions réelles continues convergeant simplement
vers une fonction continue f sur [a, b]. Si la suite (f,,)nen est croissante, c’est-a-
dire si

Vo € [a,b] Vn : fo(z) < for1(x).

Alors la suite (f,,), converge uniformément vers f(z).

Théoréme 2.3 (intégration)

Soit (f,). une suite de fonctions intégrables sur [a, b] convergeant uniformé-

ment vers f, alors



1) La convergence est-elle simple ?

2) la convergence est-elle uniforme ?
1

n—+x
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1) f est intégrable sur [a, b] .

b b b

2) lim [ fu(x)dx = / (lim fn(x)) da:—/f(x)dx.

Execice 2.1 ' "

Etudier la convergence de la suite de fonctions définies sur [0, 1] par f,(x) =
ne %4>

n+x

3) Déduire la nature de la suite numérique (u,,),, telle que u,, = / ne 422 o

0
Solution
1) On a lim f,(z) = lim 2e-=2 — L vy < [0,1].

€T
n—oo NtT €
1

Donc f,, converge simplement vers f(z) = =.

er

2) Convergence uniforme

Ona|fu(z) = f(a)] = |2 = 4

n+x er

T
e’ |

n

-1 (52 -
T ler \ niczx - n+x

ce qui implique que

e
sup |fu(z) — f(z)| < =
z€[0,1] n
Alors
lim sup |f,(2) — ()] < lim = =0,
n—00¢0,1] n—oo7

on déduit que la suite f,, converge uniformément vers f(z) = eiz

3) la nature de la suite (u,,)

1 1

. . ne~* + 2  one T4 2
lmu, = lim [—dr= [ lim —dx
n— oo n— oo n—+x n—oo N+ x

0 0
1

1 ) ) 1
= —dx car f converge uniformément vers — sur [0,1].
er e’
0

B
= —| =--=1.
69”0 e

d’ou la convergence de (u,).

| <1 |

N
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Théoréme 2.4 (Dérivation)

Soit (fy)nen une suite de fonctions continiiment dérivables sur [a, b] vérifiant
les propriétés suivantes :

1) La suite (f,,), converge uniformément vers g sur [a, b].

2) 11 existe un point zy € [a, b] tel que la suite (f,(xo)) soit convergente.

Alors (f,), converge uniformément vers une fonction continiment dérivable

fetlon a f' = g, autrement dit lim f° = (lim f,)".

2.2 Les séries de fonctions

On appelle série de fonctions toute série dans laquelle le terme général est
une fonction d’une variable x.
On note

D fal@) = fol@) + fil@) + fal@) + .. + fulz) + ...

n=0
fn () est le terme général.

Définition 2.4

La suite de fonctions (s,,), définie par s,(z) = Z fr(x)

k=0
00

est appelée la suite des sommes partielles de la série Z fu(z).

n=0
Définition 2.5
o0
La série Z fr(x) est appelée reste d’ordre n de la série Z fn(x).
k=n+1

2.2.1 Convergence simple

Soit Z fn(x) une série de fonctions et s,(x) la suite des sommes partielles
telle que : f, : I — R.

Définition 2.6

On dit que Z fn(z) est convergente sur [ si la série Z fn(z) est conver-

gente en tout point x € [ et on dit, dans ce cas, que Z fu(zx) est simplement
convergente sur [/ .

Définition 2.7

On dit que la série de fonctions Z fn(z) qui converge simplement sur [ si et

seulement si la suite de ses sommes partielles s,,(x) converge simplement sur I.
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On appelle la fonction s définie par s(z) = lim s,(z), la somme d’une série

n—oo

de fonctions Z fn(z), et on note s( Z fulz

n=0
Remarque 2.2

Pour étudier la convergence simple d’une série de fonctions, on utilise les
mémes critéres concernant les séries numériques.
Exemple 27
o0 o0
1) Soit la série de fonctions Z fulz) = Z z.
n=0

n=0
On a lim {/f.(x) = hm (g—:)*ll =Z

d’apres le critéere de Cauchy, nous avons
(e.)

1)Si§ <1=x<2:]lasérie g—: converge simplement.
n=0
2)Sig>1=2>2:lasérie Z 2~ diverge.
n=0
3) Si 5§ =1= 2 =2:cas dedoute, et on a f,(2) = 1.

lim f,,(2) =1 # 0, donc Z 2= div.

n=0

Six<2: Z “;—n converge simplement.

Alors n=0 o
Siz>2: Z ;—: diverge.
Exemple 28 ::0 N
Soit la série de fonctions Z folz Z a +x2
N
On a Z ﬁ = 22 Z (Hiz)n = 22 (Hlxz)n est une série géométrique
- =0 n=0
de raison + —— < 1, alors Z —n converge simplement.
Exerr;ople 29 h
Soit ;2:: une série alternée telle que u, () = -
On a,n 1
(a) un(z) >
(b) hm un( ) = hm 0 o = 0.
(c) On a Upyq (T ) - un(x) = 1 L - =1 5 <0,

224n+1  224n  (@24n+1)(@2+n
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donc la suite (uy, (z)), est décroissante.

d’ou, d’

n=1

2.2.2 Convergence absolue

Définition 2.8
On dit que Z fn(x) est absolument convergente sur [ si la série Z | fr ()]

n
est convergente sur I.

Proposition 2.2

Toute série de fonctions absolument convergente est convergente et de plus

Remarque 2.3

La réciproque est fausse.
Exemple 30
Etudler la convergence absolue de la série suivante :

> -3 %

On a

. +1

lim | i@ — L."—hm| |—x.
n—00 fa(2) n%oo n+l “zn n—oo | 71 | |

D’apres le critére de D’Alembert :
(o, ¢]

(1) Si |z| < 1, la série Z L~ est absolument convergente.
n=0
(2) Si |z| > 1,la série Z || diverge, d’ou la série Z £~ n’est pas absolu-

ment convergente.

(3) Si |x| = 1,cas de doute et |f,(z)| =

3=

o0
’ . . . n
E % est une série harmonique divergente donc E “- n’est pas absolument

n=0
convergente .
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2.2.3 Convergence uniforme
Soit Z fn(z) une série de fonctions et f,, définie de I dans K.

Déﬁnnitions 2.9

On dit que la série de fonctions Z fn est uniformément convergente sur [/

n
si la suite des sommes partielles (s,,) est uniformément convergente sur I.
Définition 2.10

La série de fonctions E fn converge uniformément sur [ si :

Ve>0,3N. €N, VneN:n>N. = (Vo eI, |Ro(z)] <e).

On note que R, (z) = s,(x) — s(x).

Théoréme 2.5 (Critére de Cauchy pour la convergence uniforme)
La série de fonctions de terme general f, converge uniformément sur [ si et

seulement si elle vérifie le critére de Cauchy suivant :

n-+p

> fl@)

k=n+1

Ve > 0,3IN. (z) e NNVn e NyVp e N* @ |n > N, (z) =

< g, Va:e[].

Démonstration
Elle est évidente si 'on applique le critére de la convergence uniforme de

Cauchy pour les suites de fonctions.

2.2.4 Convergence normale

Définition 2.11

Soit Z fn une série de fonctions f, définies sur un intervalle I de R, on
n

dit que la série E fn est normalement convergente sur [ si la série numérique

Z | full converge, ot || f, |l = SU]}) | fo()]-
T

Théoréme 2.6

Si la série E fn est normalement convergente sur I, alors elle est uniformé-

n
ment convergente sur /.

Démonstration
n+p n+p
OnaVn Vp>1: ka < Z 1 fell
k=n+1 k=n+1
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puisque Z || || converge, d’aprés le critére de Cauchy, la série Z fulz

converge umformement
Corollaire 2.2
Soit Z fn(z) une série de fonction ou f,, est définie de I dans R, on dit que

g fulz est normalement convergente, s’il existe une série numérique a termes

posmfs convergente Z Up, telle que Vn Vo € I :|fn(x)] < vy

n

Remarque 2.4

La convergence normale est plus forte que toutes les convergences.
Exemple 31
1) Soit la série de fonctions Z folz) = Z 1:;;—2%2

n=1

(a) Pour z =0: f,(0) =0, d’on Z fn(0) converge.

Pour x #£0:

E # est une série de Riemann convergente, donc d’apres le critére d’équi-

o0

1
1+x2n2 ~ nze

s 132
valence, la série E TT.7,2 est convergente.
n=0

N 2 .
D’ou E T7.72 est simplement convergente sur R.

n=0
(b) Pour la convergence normale
$2 T
On a |folw)] = |r2m| = T = fal@) et file) = 2
fiz)=0=2=0
-00 0 +00
. T
fn'(x) - Q +
fn(x) 1/n’ T n’
.

Donc sup |f,(z)| = #,
z€R

et E — est une série de Riemann convergente car &« = 2 > 1, alors E
n=0

1+x2n2

converge normalement sur R.
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Exemple 32
(0.9] o0
Soit Z folz) = Z % une série alternée convergente.
n=1 n=1
Converge normale. On a | f,,(z)| = (;Jlr)m == ~ i
o0

E % est une série harmonique divergente, donc E

n=1
ment convergente, alors elle n’est pas normalement convergente.

(=D"

)
. est pas absolu-

Exercic(()aO 2.2

1) Soit an(:v) = i Zemm* r € RT.
n=1

= n=1

(a) Montrer que la série de fonctions Z fn(x) converge simplement sur R*.

n=1

(b) Montrer que la série de fonctions Z fn(z) converge normalement sur R*.
n=1
Solution

(a) Pour z =0, f,(0) =0, d’ou an(()) converge.
n=1

Pour z > 0, On a

nooo Jn(x) nooo Nl Txemn® n—oo M1 ev

(e .e]
. . ~(n+1)a . 2 _
lim fott®) = i e DT _n o pre” — Lo 1 donc g e
n=1
converge simplement pour x > 0.
[e.9]

Alors g Ze™"* converge simplement sur R,
n=1
(b) Convergence normale sur R*

On calcule || f,,|| = sup |fn(z)].

TzeRT
On a |f.(x)| = }%e’m! = Ze7" = fu(x), car v € RT, et

fi(z) =,

Nous avons f/(z) =0=z =

1

no

-00 1/n +oo

fn(x) '1/ ne

Donc sup |f.(z)| = L

reRt ne
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e’ oo
et E n—12 est une série de Riemann convergente car a = 2 > 1, alors g %e*m
n=1 n=1

converge normalement sur R*.

2.2.5 Propriété des sommes des séries de fonctions

Continuité

Théoréme 2.7

Soit Z frs fu @ [a,b] — C une série de fonctions uniformément convergente

n
sur [a,b]. Si toutes les fonctions f,, sont continues en zy € [a,b], la somme s de
la série est continue en xg.
Corollaire 2.3

Si toutes les fonctions f,, sont continues sur [a,b] et si la série Z fn(x) est

n
uniformément convergente sur [a, b], alors la somme s est continue sur [a, b].

Exemple 33
Soit la série de fonctions Z folz) = Z (—1)" e—zﬁ .
n=1 n=1

oo
—evn - . \ s
On a g (—1)" &—— est une série alternée convergente (d’aprés le théoréme
—1

n
de Leibniz), on cherche la convergence uniforme.
On a

[Ba(@)] = Isa(®) = s(z)| < [fara(@)]
ooV

n+1 = n(7)

et g/ (z) = —%, donc g, (z) est décroissante sur R, d’ou sup |R,(x)| =

) z€RT
7 et 7111_)1{)1%861]11{1)+ |R,(x)] = 0.
o

—zn . ,
Alors, g (—=1)" === converge uniformément sur R™.

n=1

o
Comme f,, est continue sur RT et E fn(z) converge uniformément sur R*
n=1
alors s(x) est continue sur R*.
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Remarque 2.5

Dans les conditions du théoréme précédent, on a :

:}LIIwIOan Zg}lnxlofn an xO

Généralisation

Si la série Z fn(x) est uniformément convergente sur [a,b] et si la limite

finie lim f,(z) = a, (o € [a,b]) existe quel que soit n, alors la série Z a, est
r—T0

convergente et 'on a xh—gvlo Z folz Z mlgglof n Z Q-

Intégration

Théoréme 2.8
Soit (f,), une suite de fonctions intégrable sur [a, b], si la série Z fn (x) est

n
uniformément convergente sur [a, b] vers une fonction f. Alors la fonction f est

intégrable sur [a,b] et on a :

/bf(a:)dx :/b (i fn(x)> dr = i/bfn(:v)d:v

En outre, la série Z / fa(t)dt | converge uniformément sur [a, b] vers / f(t)dt

Exemple 34
1) Soit - Z (=1)"z", ze]-1,1].
n=0
Z (—1)" 2™ est absolument convergente sur |—1, 1], donc elle est simplement
n=0
convergente sur |—1,1[.

Z (—1)" 2™ converge uniformément sur [a,b] C |—1,1]|
n=0

Donc
nn n n+1
%Hdt:Z/(—l)tdt = In(1+8))g=> (-1)"E5
0 n=07 n=0 0

=In(l4+z)=) (-1)"=5
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2)Ona = = Z (—1)" z*"
n=0
donc
n z n 42n+1
/Hlﬁdt Z/ )'2rdt = arctant]y = Y (—1)" 55
0% n=0 0
= arctanz = Z (—1)" ”;2::
n=0
Dérivation

Théoréme 2.9
Soit Z fn(x), fn:la,b] — C une série de fonctions dont les termes f,, sont

Continﬁment dérivables sur [a, b], c’est-a-dire f,, € C* ([a,b]). Si

1) Z fn(z) est convergente au moins en un point zq € |a, b|.
2) Z fl(z) est uniformément convergente sur [a, b].
Alors, la série Z fn(x) est uniformément convergente sur [a, b], et sa somme

= Z fn(x) est continiment dérivable sur [a, b], et 'on a

= fal@)) =D fil=)
Généraligation !
Soit Z fo(x), fu i [a,b] — C, une série de fonctions dont les termes sont
dérivables sur la, b].

Si la série Z fn(x) converge au moins en un point xy € [a,b] et si la série
Z f1(z) est uniformément convergente sur [a, b], alors
- La série Z fn(z) est uniformément convergente sur [a, b].

- Sa somme s est dérivable sur [a, b] et §'( Z fu(2)) = Z fl(x)
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Exercice 2.3 .

Soit x € R, on pose f(x) = Z n—lL lorsque la série est convergente.

n=1
Montrer que la fonction f est définie continue et dérivable dans l'intervalle
]1,4o00.

Solution .

1) On a f(z Z L est une série de Riemann convergente si # > 1, donc

f est définie sur |1, jll— [
2) On pose f,(z) =

o
Pour tout a > 1, Z folz) = Z - est normalement convergente sur [a, +00|

n=1 n=1
car :
oo
fol@)] = | 5] < & et E L est une série de Riemann convergente a > 1,
n=1
oo
donc E L est uniformément convergente sur [a, +-00[ et comme f,,(z) = 4 est
n=1

continue, donc f est continue sur [a, 400].
3) On a, f, est dérivable : f’ = (l)’ = (oks) = — 82 = o

ne

‘lnn Inn __ 1
T

n® ~ na(lnn)”

Z prT— (1n1n)—1 est une série de Bertrand convergente a > 1, donc f! est unifor-

mément convergente sur [a, +00[.

et on a pour tout a > 1, = < =, d’ou

Alors f est dérivable sur [a,4oo[ pour tout a > 1 et f'(z Z .

2.3 Exercices

Exercice 1
Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions
n41
1) falz) =en *” z € R, 2) fn(x):m z eR.
Exercice2
Etudier la convergence simple, uniforme et normale des séries de fonctions

suivantes
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Exercice 3
oo

1) Etudier la convergence simple de la série Z ( n? )

ene

n=0
2) Montrer qu’elle converge uniformément sur [a, +00[, a > 0.

3) Calculer sa somme s(z).

Exercice 4

Soit la fonction f(z) : RY — R définie par f(z) = Z (="

n+x

n=1
1) Trouver le domaine de définition de f puis étudier la continuité et la
dérivabilité de f.

2.4 Solutions des exercices

Exercice 1

Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions

1) Ona f,(z) =e"n® z € R,
ntl,

lim f,(z) = lime « * = €”.

Donc f,(x) converge simplement vers f(z) = e”.

Pour la convergence uniforme

On calcule lim ||f, — f||., = lim sup|f.(z) — f(x)].

z€eR
On a [fule) — f(a)] = e — 7] = e |ed* — 1] = g (o).
() e’ <e%x —1 x>0
gn\T) =
e’ (1 — en® r <0
/ e (L4 ) err—1) r>0
ex(l—(l—i-;)en””) x <0
g (z) =0=z=nln 15 et
-0 nin(n/n+1) 0 +00
' A
a0 1
gn(x) P w(n/n+1)"(1/n+1) ] I
- ~—
donc sup e T — 7| = (nLH)n (#1) et lim [|f, — fll., =0.
z€R n—0o00

D’ou la convergence est uniforme sur R.
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) fn(): 1+$2) $ER,
Jim fo(@) = im gy = lim (75)" = 0.
Donc f,(x) converge simplement vers f(z) = 0.
Pour la convergence uniforme
On calcule lim ||f, — fl hm sup |fu(z) — f(2)].
n—oo zel0,1]
JJER
On a [fu(#) = ()] = | riaye | = ey = fula) et
1 _ —2nx
ful@) = Gy
Nous avons f/(z) =0=x =0
-00 0 +00
fo’(x) + Q
0 - - T '-77-7;0
dot sup amer| = Let I ||fy = fll, #0

Donc la convergence n’ est pas uniforme sur R.

Exercice2

Etudier la convergence simple, uniforme et normale, sur [0, 1]

fonctions suivantes :

Dy

n=1
On calcule || f,||,, = sup |fu(x)].

, des séries de

z€[0,1]
On a |f,(x |—}”"’”‘:"'”” = fu(x), car z € [0, 1] et
frle) = e — et
flz)=0=2=0
0 1
f'(x) +
f(x) —>nl!/n
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n!
nm

done sup |fu(a)] =
z€[0,1]

et Z :—T'L est une série convergente ( d’aprés le critére de d’Alembert ), alors

[0,1], d’ou il y a toutes les convergences.

%)Y e

n=0
Pour z =0, f,(0) =1

donc Z e ™ diverge pour x = 0, alors elle diverge sur [0, 1], d’ou il n’y a

n=0
pas de convergence uniforme et de convergence normale.

3) Z (—1)"In <1 + ﬁ) est une série alternée tel que u,(z) = In (1 + n(1+z)> :

onna:1
(a) un(z) > 0.
mhmmx)_ﬁgm(y+uﬂﬂzu

(€) On & iy (1) — (@) = In (14 s ) = In (14 25

=10 (1~ e <O
donc la suite (uy, (z)), est décroissante.

d’otu1, d’apres le théoréme de Leibniz, la série Z "In (1 + ﬁ) converge

. n=1
simplement.

On étudie la convergence uniforme.

On a
[Ra(2)] = [sn(z) = s(2)] < !fn+1 )|
< In (1 + n+ 1+x )
gr(z) = (Hz)[(nﬁ)(lﬂ)ﬂ},donc gn () est croissante sur [0, 1], d’out sup |R,(z)| =

z€[0,1]
In (1+ (n+1)> et lim sup |R,(z)| = 0.

n=02(0,1]
o

Alors, Z (—1)"In ( + o0 ﬂ)) converge uniformément sur R*.

n=1

Comme f,(z) est continue sur R* et Z fn(z) converge uniformément sur
n=1
R* alors s(x) est continue sur R¥.
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Pour la convergence normale

On a |fu(z)] = ) (=" (1 + niew )‘ =In (1 + (1+z)) ~ (ffm)'
Z% est une série harmonique divergente, donc Z "In (1 +oa H))
n=1

n’est pas absolument convergente, alors elle n’est pas normalement convergente.

D25

n=0 (e} (o)
On a "g— Z 2 " est une série géometrique convergente(§ < 1)
n=0
On calcule anH = sup |fn(2)].
x€[0,1]
On a|fu(2)] = |%&| = % = fu(z), car z € [0,1] et

filx) = " et

Nous avons f/(z) =0= 2z =0,

donc sup |f.(z)| = 3% ,

z€RT
o0 o0
s 2. N . n
et E 3% est une série géometrique convergente, alors E g—n converge nor-
n=0 n=0

malement sur [0,1], d’ou elle converge uniformément.

o

5) ) (=)' (1 —a)an
n=0
La série converge simplement puisqu’elle converge absolument (série géomé-
trique).

La série converge uniformément car :

| R (2)] = [su(2) = s(2)] < |farr(@)| = (1 — ) 2™

et lim sup [R,(z) = lim (-5) — =7 =0
n—%¢(0,1] n—00 (1+75)
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La série ne converge pas normalement : sup |f,(z)] ~ — (Z% série har-

z€[0,1]
monique diverge).
Exercice 3
o0
1) Etudier la convergence simple sur R, de la série Z e’fi
n=0
o0 o
Soit Y fal2) =) &n
n=0 n=0

(a) Pour z =0, f,(0)=n? dou Z fn(0) diverge.
n=0

(b) Pour z > 0, On utilise le critére de D’Alembert

o0
3 n : 1 2 ne 2 .
lim f22@) — Jyy (D e 1 donc L= converge simplement.
N0 fn(x) n_)ooe(n+1)z n eT ’ ene

n=0

o0

n2 : *
Alors g 2w converge simplement sur R*.

n=0
2) Montrer qu’elle converge uniformément sur [a, +o00[, a > 0.

On a |fu(x)] = | 2

Pour z € [a,+o0[ et a > 0, nous avons

— n2e—nw

n2€—na} g n2€—na

0.0)
et g n%e~"® est une série numérique convergente (d’apres le critere de Cau-

n=0

o0

chy ou de d’Alembert), donc Z E”Ti conerge normalement sur [a, +oo[ d’ou la
n=0

convergence uniforme sur [a, +00] .

3) Calculer sa somme s(z).
o0
Comme f,(z) est continue et Z fn(z) converge uniformément sur [a, +oof,

n=0
alors s(z) est continue et

-G [5] - [)-ses

n=0

Exercice 4

Soit la fonction f(x) : R — R définie par f(z) = Z (;}rl
n=1

1) Le domaine de définition

o0

-" £ .

On a g (n +)m est une série alternée convergente pour = > 0 car
n=1
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Y s =0

b) la suite (f,), est décroissante
fon1 () = i S i = fa ()
Donc f est définie sur ]0, +oo].
2) La continuité

Nous étudions la convergence uniforme pour tout a > 0,

On a
[Ru(2)] = [sn(z) = s(2)] < |fasa(2)]
<
n+l+ux
donc sup |R,(z)| = -+ et lim sup |R,(z)| = 0.
z€RY NOOzeRY

o0
—1)" . P
Alors, E EDL converge uniformément sur [a, 4+-00].
n—+x
n=1

o0
Les f,, sont continues et E fn converge uniformément sur [a, +oo[ ott a > 0,

n=1
donc f est continue sur [a, +00].

3) La dérivabilité

At . / G Vi
On a f,, est dérivable : fl(x) = i)
et on a pour tout a > 0 (G .

; ) | S w2
o
1 L) : !
g =7 est une série de Riemann convergente, donc f, conerge normalement
n=1
sur [a,+oo[, d’ou f est uniformément convergente sur [a, 400

o
71)n+1

Alors f est dérivable sur [a, +oo[ et f'(z) = Z ((n+x)2 :

n=1



Chapitre 3
Séries entiéres

Définition 3.1

On appelle série entiére toute série de fonctions de la forme
o0
Zan z—x0)" = ag+ ay (z — x0) + ag (. — 20)° + oo + ap (. — x0)" + ... (1),
n=0
ou x € R, zy est un nombre réel fixé et a, sont des coefficients réels.
o0

La série (1) peut étre ramenée a la forme Zanx" par le changement de

n=0
variable y = x — xz et puis changer y en x.
Exemple 35
Zn'm =1+a+22%+3%+ ... +nlz™ 4+ ...
Z n?(z—3)" = (z—3)+2%(z — 3)°+32 (z — 3)°+.....4n2 (2 — 3)"+......

Lemme 3.1 (d’Abel)

Si une série E a,x™ converge en un point x; # 0, alors elle est absolument
n=0
convergente en tout point z tel que |x| < |z1|, ¢’est —a-dire sur |— ||, |21]].

Preuve

Zan:rl conv = lima,xz} =0=3IM >0: |a,2}| < M

0 n—oo
n=

On a alors pour tout x € |— |zy|, |z1][ :
anx’f.%‘ < M. ‘%

o0
Donc Z|anx”| <M
n=0 =

|ana”| =

converge (série géomé-

46
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Z

trique de raison
z1

o0
< 1), d’oﬁz a,z" est absolument convergente.

n=0
Corollaire O‘Z’ 1

Si la série Z a,x" diverge en x; # 0, alors elle est divergente pour tout x
n=0
tel que |z| > |z4].

Corollaire O§.2

Si la série Z a,x"™ est convergente dans |—a,a[, a > 0, alors elle est norma-
n=0
lement convergente dans chaque intervalle [—r, 7], r < a.

3.1 Rayon de convergence

o0

Le domaine de convergence D d’une série entiere E a,x" est 'ensemble de
n=0
tous les points ou elle converge et il n’est jamais vide car il contient au moins le

point z = 0.
Définition 3.2

o0

Soit D le domaine de convergence de la série Zan:p". Le nombre R =
n=0
sup {|x|,xz € D} s’appelle rayon de convergence.

On note que 0 < R < o0.
Pour calculer le rayon de convergence, on a deux méthodes.
1) Méthode de d’Alembert.

o0 o0
Soit la série entiére Z fo(x) = Z anx™.
= n=0

n= =
: : n+1 : . s
On a lim (£ — Jiy (90271 iy (225 2] apres le critere de

n—oo | fn(@) n—00 An® n—oo | 94n

o0

d’Alembert, la série g anx™ est convergente si lim |=| |z| < 1.
n—o0 ™
n=0

. 1 :
d’ou |z| < T || = |z] < nh_{go o

n—00

an ‘

et on pose R = lim P

n—oo

Exemple 36

Calculer le rayon de convercence des séries entiéres suivantes :
o0

1) g n?z" ou a, = n?.
n=0

an

an+1

2
= lim ’—” =
n—00 (”+1)2

On a R = lim

n—oo
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2) i nlz™
n=0

Le rayon de convergence est R = lim
2) Méthode de Cauchy

n!
(n+1)!

=0

[e.9]

Soit la série entiere Z fo(z) = Z apx™.
n=0 n=0
On a lim {/|fu(x)] = lm {/|a,z”| = lm {/|a,|. /|27 = lim {/|a,]. |z,
n—oo n—oo n—oo n—oo
oo

d’apreés le critére de Cauchy, la série E a,x™ converge si lim {/|a,|. || < 1,
n—oo

n=0
_
lim R/|an]|
n— o0

d'ou |z] <
1

lim %/|an|
n—oo

et on pose R =

Exemple 37
Calculer le rayon de convercence des séries entiéres suivantes :
o
n+1\" n s _ (n+1\"
1)::(71) xr Oua”_(n)
n=1
ERT 1 T 1 I 1 _
Ona R= lim —— = lim — e = lim =~ =1
n—oo \/|an| n—o0 |( £ ) ‘ n%oo( P )
o0
E Z ot a, = <.
On a R— lim —— = lim
n—o0 Ian n—00

n

Théog‘oéme 3.1

Soit E a,x" une série entiére, R son rayon de convergence. Alors :
n=0

1) R=0<«= D = {0}.
2) R=+400<= D =R.

o
|z < R = Z |a,z™| est convergente.

3)Si0 < R < 400, 0na: 39
|z| > R = Z a,x™ est divergente.
n=0
Démonstration

1) L’équivalence (1) est évidente.
9) R=+c0o=D=R

Si R = 400, pour tout x € R, la série Z a,x™ est convergente, d’ot D = R,

n=0
I’implication inverse

D =R = R = +00 est évidente.
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3)Si0< R < 400,

[e.e]
Pour |z| < R, il existe r € D tel que |z| < r < R et que la série Zanx”

n=0
o0
converge, il résulte d’apres le lemme d’Abel que Z a,x" est absolument conver-
n=0
gente.
[e.9]
Pour |z| > R, on a x ¢ D,donc la série Z a,x™ diverge.
n=0
Remarque 3.1
Le domaine de convergence d’une série entiére est donné par D. = |—R, R]|.
Théoréme 3.2 .
Soit |—R, R l'intervalle de convergence de la série Zanm”. Alors la sé-
n=0

rie converge normalement (donc uniformément) dans chaque intervalle [a,b] C
|—R, R].

Démonstration

Elle découle immédiatement du coogollaire 2 du lemme d’Abel.

» Dans le cas des séries de forme Z an (xr — )", le domaine de convergence

n=0
est donné par |rg — R, ¢ + R] et nous avons :
o0

1) |z — 20| < R= Z |a, (x — x0)"| converge.
n=0

o0

2) |z —x9| > R = Zan (x — x)" diverge.
n=0

3) Sur tout intervalle [a,b] C |rg — R,zo + R|, la série Zan (x — x)" est

n=0
normalement convergente.
oo oo
» Si la série g anx" g a, (x — x9)" | admet un intervalle de conver-
n=0

n=0
gence |—R, R[ (Jzo — R, zo + R]), on étudie aussi la convergence aux bornes de
l'intervalle x = £ R (z = zo £ R).
Exemple 38

1) an(a:—B)n ou a, =n? xo = 3.
n=1

On; R = lim —— = lim —— = lim —+ = 1.

n—oo v/ |an| n—oo v/ |n?| n—oo (n2)n

Pour x = 2, Zn2 (—1)" diverge.
n=1
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Pour x =4, Z n? diverge.
n=1

donc D, =12,4].

Exemple 39

. L . n .
Soit la série g ol a, = 5.
n n

On a R = lim

n—oo

(n+1)?

n2

an

|l = lim =1.

n—o0

(o]
Pour x = 1, on obtient la série E # qui est une série de Riemann conver-

n=2
gente.
o0
. L. —1)™ . 4t /.
Pour x = —1, on obtient la série g ( ng) qui est une série alternée conver-
n=1
gente.
donc D, = [-1,1].
Exemple 40
o0
3 A1 n n hY — n
Soit la série E =T Ol 4y = 3.
n=2
— 3 an — 1 n (n+1)2_1 —
Onafo= i lais| = 2 o T | =1

oo
Pour z = 1, on obtient la série 5 — qui est une série divergente ( - ~ *
n—1 nc—1 o n

n=2

et E L série harmonique divergente).
n

= (—1)" qui est une série alternée

o0
Pour x = —1, on obtient la série Z

n=1
convergente.

donc D, = [-1,1].

3.2 Opération linéaire

(o] o0
1) VA € R, les séries E ap,x™ et E Aa,z"™ ont le méme domaine de conver-
n=0 n=0

gence D et on a Z Aa, " = A Z apx™ .
n=0

n=0

2) Soit f(z) = Zan:v” de rayon de convergence R et g(x) = ana:" de
n=0 n=0
rayon de convergence R'.



3. Séries entiéres 51

WE

Il vient que pour |z| < inf (R, R') : f(z) + g(z) = (an + by) 2™

Il
=)

n

3.3 Propriétés des séries entiéres

o0

La somme s(x) = Zanx” est continue dans |—R, R| (Jz| < R) et on a
n=0

o0 / e o]
s'(z) = (Z anx”> = Z na,z" pour tout = € |—R, R[.
n=0 n=1
r OO > pntl _ pntl
/s(t)dt = / Zant” dt = Zan (Tf) pour tout [zg,z] C |-R, R][.
n=0 =0

n
xo o

Exemple 41

Déterminer la somme des séries entiéres suivantes :
oo

)y =2, De=[-11[.

n=1
o
On pose s(x) = Z Z
n=1
oo oo
alors §'(z) = Zx”_l = pr /p=n-—1,
=1 p=0

d'on, Vo € [—1,1]:

donc / Z/ (n+1)t"dt
29

0 n=
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3) (na:l)' , De= [_17 1]
n=0
On pose  s(x) = Z (nﬂ)v
n=0
" xn+1
s@) =D G = ws(@) = 3t
n=0 n=0
= xs(x) = Z %
p=1
= ws(z) = ”;—’,’ -1
p=0
= s(z) = ezw—’l

Remarque 3.2
La somme d’une série entiére est indéfiniment dérivable (c’est-a-dire de classe

C) dans l'intervalle de convergence.

3.4  Séries de Taylor.

Définition 3.2
Soit f une fonction de classe C*° dans un voisinage du point zy. La série

0 £(n) (4
Z ! n(! o) ( — 2o)"

s’appelle série de Taylor de f au voisinage de x.
Lorsque zq = 0, on obtient la série de Maclaurin.

Proposition 3.1

o0
Toute série entiére E an (x — xo)" est la série de Taylor de sa somme au

n=0
voisinage de x.

Définition 3.3
On dit qu’une fonction f, définie dans un voisinage de xy, admet un dévelop-
pement en série de Taylor au voisinage de xg, s’il existe R > 0 tel que
[o¢]
(n)
Vo, |z —xo| < R, f(z) = an—(,xo) (x —xo)".

n=0
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Exercice 3.4

Développer en série entiere les fonctions suivantes au voisinage du point in-

diqué.
1) f(z) =a” (a>0), xo = 0.
2) f(z) =Inz, xo = 1.
Solution

1) On a f(x) = a® = e®ln@

et on a le développement de Maclaurin

f@) = flao) + LGl Lol y lao)ys oy ol
donc

fla) = e = £(0) = 1

f'(z) = (Ina) e*™¢ = f'(0) = Ina.

f(x) = (Ina)*e™* = f(0) = (Ina)*.

f(z) = (Ina)" e = f7(0) = (Ina)" .

Alors
2 n
fla)=1+abe 4200 4 +onlma g
= Z (1nnc§)" "
n=0
2) f(x) =lnz, xo = 1.

Onposey=x—1=rx=y+1
donc f(x)=In(y+1)

o0
nous avons In (z + 1) E

n=1
douln(y+1)= Z (_1)7171 % _ Z (_1)7171 (m_nl)n
n=1 n=1

Théoréme 3.3

Soit f une fonction de classe C® dans lintervalle D = |zq — 0,z + J].
Pour que l'on ait f(z Z f(n (20) (3 — z0)".

dans D il faut, et il Sufﬁt que

Vee D: limR, (z)=0,

n—oo

ot R, () est le reste dans la formule de Taylor

5 (20
f(z) = fk—(!)(:z:—xo)k—f—Rn ().
k=0
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3.5 Développements en séries entiéres usuels en
Ty = 0

Rayon de convergence R = +o0

efzzx—,_1+x+ e
n=0

. p2n+tl p2n+1
smhx:z:(2 =y =r+ %5 SR 33 s+ —I—(2n+1),+
n=0
Rayon de convergence R =1

ﬁ:anzl%—m#—ﬁ—i—....—i—x”—k..

n=0
T :Z(—l)"x”: l—z+22+ .. +(—1)"2z" +..

n=0
1+2)"=14+ax+ O‘( D2+ .+ O‘(o‘_l)"ﬁ‘!(a_”ﬂ).x” + ...

— 1+ Z a(a—l)..ﬁ.'(oc—n—&—l) "
n=1
m(l+2)=) ()" =r-T 4o (-]
n=1
IYCR P o R -
n=1

3.6 Exercices

Exercice 1.

1) Calculer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
o0 (e.0)

Zn.x L)Y e (=2 3) Y
n=0 n=0
4) Zn!x", 5)> A (20— 1)"

n= n=2
2) Faire I’étude aux bornes de l'intervalle de convergence pour chaque série.
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Exercice 2.

1) Calculer les sommes des séries entiéres suivantes :
o [e.0]

7L2 115 n n—
1)2 +:!+1$ : 2>22n1—1x2 L
n=0 n=1
1 n shn n
3) Z PR 4) Z (2n)!x2 :
n=0 n=2

Exercice 3.

Soit la série entiére :

n=0
1) Trouver son domaine de convergence.

2) Calculer S(x).

o

3) Calculer la somme de la série entiére : E Ll

n=1

e}
4) Déduire la somme de la série numérique : E on-
n=1

3.7 Solutions des exercices

Exercice 1
1) Calculer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes, puis faire

I’étude aux bornes de I'intervalle de convergence pour chaque série.

1) i 2" Inn
=1

On a R = lim

n—oo

Inn
In(n+1)

an

an+1

= lim

n—oo

Inn

= lim In n+ln(1+%)

n—oo

1
1+1n(1+%)

Inn

= lim = 1.

n—oo

Pour x = 1, on obtient la série E Inn qui est une série divergente car le

n=1
terme général ne tend pas vers zéro lorsque n tend vers oo.
o0
Pour x = —1, on obtient la série E (—1)"Inn qui est une série divergente.
n=1

donc D, =]—1,1].
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Z n+1
n=0
Ona R= lim—t— = lim ———— = lim 2 =1,

n
n—oo \/|an| n—o0 ”,/|(nL+1) | n—oo
0o

Pour x =1, Z (niﬂ)n diverge car lim (n+1) # 0.

Pour x = —1, Z (niﬂ)n (—1)" diverge car lim (ZE)" (—1)" # 0.

n—00
n=1

donc D, = ]-1,1].

1 n _

n=0
Pour z = 0, on obtient Z — 1)2 converge ( série alternée convergente)
n= 0
Pour x = 4, on obtient Z (nfl)g converge ( car —=— e ng et Z est une
série de Riemann convergente)
Donc DC = [0,4]
4) Z = R= /e
n=0
Pour = = /e, Z L (/o)™ diverge (lim - (/)™ =2 # 0)
n=0
- 1 2n . . 1 2n
Pour z = —/e, Z - (v/e)™ diverge (lim = (—+/e)™ =2 #0)
=0 n—oo
Donc D. = ]—+/e, e[

n=1
Exercice 2

1) Calculer les sommes des séries entiéres suivantes :
o0

I D, =]-1,1]

n=1

On pose s(x) = Z s
-1

(o]
d’ou §/( E 22 = E ™ /p=n-—1,
p=1
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alors
)= —-1= / / = — 1) dt
0
= S(.T) — —%ln (H_w) — T = Z 2n171$2n71.
n=1
2) Y wHEyn D, = |-o0,00]
n= 0
Ona2n+4n+1 n_ Z o 2),ZE” 2+5xz = 1 e 1+Zn';p ZE +5ZE+1)
n=0 n=
3) > @ De=]-00,004]
n=0
o0 . oo \/5 2n
Ona Y ghyat= 3 Lk = ey —1 -3
n=2 n=2
DY gEa D, =00, 004
n=2
shn n __ en—e " 227
On az (2n)!m2 - Z 2 (2n)!
n=2 n=2
_ = (m\/é)% ex? - x 2n z?
ST ) (e () E
n=0 n=0
1 s (I\/E)ml 1 - 1 x 2n 21
—EZ @n)! _EZW 7€> BRNED >x2

Exercice 3

Soit la série entiére :

n=0
1) Trouver son domaine de convergence.
[e.0]
xn t ;. t. N _ 1
7w est une série entiére a, = 5
n=0
Ona R= lim —F+— = lim —— = 2.

n—oo \/|an]| n—oo Y 2%|

Pour x = 2, Z Lon diverge.

Pour x = —2, on obtient la série Z 2% (—2)" qui est une série divergente.
n=0
donc le domaine de convergence est D, = |—2,2[.
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2) Calculer S(z).

Ona s(x)= Z - = s(z) = Z (£)"

=
n=0 n=0
= s(z) = 7%=
3) Calculer la somme de la série entiére : Z el
n=1
On a pose  h(x) = Z !
n=1
d’ou / h(t)dt =) / o ldt
0 n=17%

alors .
[t =3k = [rai=32 ()" = 5%
0 n=0 0 n=0

!
donc h(z) = (%) (Qfx)z

e.o]
4) Déduire la somme de la série numérique : g i

n=1

Pourlezi%:Z



Chapitre 4
Séries de Fourier

Définition 4.1
On appelle série de Fourier toute série trigonométrique de la forme

a
50-1-611 cosx+bysinx+agcos2x+bysin2r+........ +a, cosnx+b,sinnr+.....

= %—F; (a, cosnx + by, sinnx) .

ol ag, a, et b, sont les coefficients de la série.
Dans le cas de la convergence, la somme d’une série de Fourier est une fonction
périodique de période 27, c’est-a-dire f(z) = f(x + 27) et
n
sp(z) = 5 + Z (ay cos kx + by sinkz) ou lim s,(x) = f(z).
n—oo

k=1
Remarque 4.1

On a

% +;(ancosn$+bnsinnx) < )%‘ +;(lanl + [bnl) -

Si la série numérique des valeurs absolues des coefficients de Fourier {%} +
(e.0)

g (|an| 4 |bn]) est convergente, alors la série de Fourier est absolument conver-

n=1
gente et méme uniformément convergente car majorée par une série numérique

convergente, elle est dans ce cas dérivable et intégrable terme a terme.

59
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4.1 Calcul des coefficients

Soit une série de Fourier convergente dans U'intervalle [—7, 7], de somme f(z)

ou
flz) =%+ Z (an cosnz + b, sin nx)

n=1
oo
On suppose la série Z (a,, cosnz + b, sinnzx) intégrable terme a terme sur
n=1
[—7, 7], on obtient
™ ™ )
/f(a:) = / (%0 + Z (a, cosnz + b, sinnm)) dx
-7 -7 n=1
™ 00 ™
- /%%lx + Z / (a, cosnz + by, sinnzx) dx
-7 =1 \"x
K
car / (@ cosnx + b, sinnx) dr = [anm% — bn%tﬂ = 0.

—Tr

d’ou la premiére formule de Fourier

™

On calcule les coefficients a,, et b, a partir des intégrales / f(z) cos prdx et

—T

™

/ £(z) sin pada.

—T

/f($) cos prdr = / (%0 + Z (@, cosnx + by, sin nﬁ)) cos prdx
—r r n=1

™ ™
o0
= /%0 cos pmdm—kz / (ay, cos nx cos px + by, sin nx cos px) dx
n=1
—T ™

Sachant que
COS N COS Pr = % (cos (n + p) x + cos(n — p)z) .
sin nx cos pr = % (sin (n + p) x + sin(n — p)x) .

on trouve.

/@ cos prdr = o | ZSIPY =0.
2 2 D o
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Sin#p
/ (a, cosnx cos px) dr = “7/ (cos (n + p) x + cos(n — p)x) dz

—T —T

__ an |sin(ntp)z + sin(n—p)z T -0
2 n-+p n—p o -
et

T

/ (bn sinna cos pr) de = %

o

\:}

(sin (n + p) x + sin(n — p)x) dz

3

_ ba |:7c0s(n+p):v B 4:08(1171;):2]7r

2 n—+p n—p -
— bn —
x e ()] -o

Sin=p

/(ancosnxcospx)dx:%’/ cos(n+p)x+1)dz

—T

— an |:sm(2n):r + JJ] _ 2an‘

—T

bp sinna cos pr) dr = % [ (sin (n + p) x +sin(n — p)z) dx
2

—T

= %” / sin 2nzdx

-
_ bn [—cosan]’r
2 2n —

~ % [5+4] <o

On déduit que (en choisissant p = n)

/f( ) cos prdr = Twa, = a, = /f ) cos nzdz, n € N*

De la méme fagon

/f(x) sin pxdx = / <%° + Z (a,, cosnz + by, sin nx)) sin pxdx

n=1
-7 —7

Un calcul analogue conduit, en choisissant n = p, a

™

/f(a:) sin nxdx = wb,

—T
s

d’ou b, = %/f(x) sin nxdz.

—T
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Exemple 42

Développer en série de Fourier dans 'intervalle [—m, 7| la fonction

r pour —wm<xr<O0
f(z) =
2¢  pour O<z<m

9.42

-9.42 -6.28 6.28 9.42

-6:28

Ona f(r) =%+ Z (a, cosnx + by, sinnx)
n=1
On cherche les coefficients ag, a,, et b,.

0 g
1)a0:%/f(a:)da::% /:de—i-/Zxdx = Z.
— T 0
0

—Tr

™ s

2) a, = %/f(m) cosnzdr = 1 /x cosnxdx + /2x cosnxdx

-7 s 0
On utilise 'intégration par parties, on trouve

an = = ((=1)" = 1).

™2
™ 0 ™
3) b, = %/f(m) sinnzdr = 1 /x sin nxdx + /Qx sin nxdx
- — T 0
On utilise 'intégration par parties, on trouve

bn _ 3 (_1)n+1 )

d’ou f(z) =5 + i (== (-1)" —1)cosnz + 3 (—1)"* sinna)

n
_ T _ 2 cos 3z cos 5z : __ sin2z sin 3z
=5 7r(Cosac—l— 3 T T o )—I—3(smx =-S5t



4. Séries de Fourier 63

4.2 Fonction monotone par morceaux

Définition 4.2

Une fonction f est dite monotone par morceaux sur l'intervalle [a, b], si I'on
peut découper |a, b] par des points x1, T3, X3, . . .., T,_1 en un nombre fini d’inter-
valles [a, 1], [x1, Za] ; oveenn [£,_1,b] de sorte que la fonction soit monotone dans
chaque intervalle.

Théoréme 4.1

Si la fonction périodique f de période 27 est monotone par morceaux et
bornée sur lintervalle [—a,a], sa série de Fourier converge en tous les points.
La somme de la série obtenue s(x) est égale a la valeur de la fonction f(z) aux
points de continuité.

Aux points de discontinuité de f, la somme de la série est égale & la moyenne
arithmétique des limites de la fonction & gauche et a droite, ¢’est-a-dire si x = xg

lim f(x)+ lim f(z)

) T=z(

est un point de discontinuité de f, s(zqg) = 5

4.3 Série de Fourier des fonctions paires et im-

paires

Si f est une fonction paire, alors

]f(m)dm = /Of(x)dx+/7rf(x)dx
= —]rf(as)dm—l—/wf(m)da:

:/ﬂf(—:v)d:v%—/ﬂf(:x)d:v

=2 / f(2)dz

0
Donc les coefficients de Fourier d’une fonction paire sont

b, =0, ap= %/f(:z:)dac, a, = %/f(x) cos nxdz.
0 0

et on a une série de cosinus.
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Si f est une fonction impaire alors
0

] flayds = [ fla)dn + / f(@)da

F W/rf(:v)d:v + / ()i
/f r)dt + /f
/ o)t + /f

Donc les coefﬁments de Fourler d’une fonction impaire sont
™
ap=0, a,=0, b, = %/f(a:) sin nxdx

et on a une série de sinus.
Exercice 4.5

1) Développer la fonction f(z) = 22 dans l'intervalle [0, 71] en série de Fourier

1
7?.

n=1

Solution

et calculer

f est une fonction palre donc b,, = 0.

ag = /f /zdx:%.

™

a, = %/f(a:) cos nxdxr = %/wQ cos xdx

0
On utilise I'intégration par parties, on trouve a, = =5 (—1)".

La fonction f(x) = z? est monotone par morceaux, bornée et continue, elle

admet donc un développement en série de Fourier
[e.e]
flx) = 12 = 7;—2 + Z % (—1)" cosnx.

[o¢]
2
Pour z = 7 : :%—i-g %— Cosn7r:>27 %

n=1 n=1
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Exercice 4.6
Soit f la fonction impaire de période 27, ou f(x) = 5% sur [0, 7].
a) Tracer le graphe de f sur lintervalle [—2m, 27].

b) Développer la fonction f en série de Fourier.

o0
c¢) Déduire la valeur de E SaL
n=1
Solution
__ T
1) Le graphe y = 5%
4.71
3.14
.\. 3 \
-9.42 -6.28 -3.14 0 314 6.28 9.42
-1.57
=314
=471

2) La fonction f est impaire donc ay = a, = 0 c’est-a-dire la fonction est
développable en série de sinus.
Calcul b,,.

™

b, = %/f(x) sin nxdx = %/ (%52) sinzda
0

0
On utilise 'intégration par parties, on trouve b, = %

f est monotone par morceaux, bornée et continue donc elle admet le déve-

loppement en série de Fourier
oo

f(x):Z%sinm:, z € [0,

n=1

o0
Pour z =1 ”Tflz E %sinn.
n=1
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4.4 Forme complexe d’une série de Fourier.

Soit f une fonction périodique de période 27 définie sur [—m, 7] ,sa série de

Fourier est donnée par
oo

flz) =%+ Z (a, cosnx + by, sinnx)

n=1

Nous avons cosnz =

ei7wc+e—ina: . o eina:_e—inx
—5—— et sinnr = ——5—

inT

AIOI'S f(x) = a2_0 + Z (an einac+26—inx + bne _2e—in:c>
n=1

— 70 Z ((an zbn) eznm 4 (an+zbn) e—zn:c)

On pose Cy = 70 C, = e, C_, = i,
On obtient f(x) = Cy + Z (Cpe™ + C_,e"M%) = Z C, e
n=1 n=-—oo
Donc la forme complexe de la série de Fourier est donnés par f(z Z C,e'n®

n=—oo
s

avec C,, = %/f(x)emxdx, n € 7.

Exemple: 43
Soit f la fonction périodique de période 27 définie par

flz) ==, —r<r<m

Les coefficients complexes de Fourier sont donnés par
s s

C, = %/f(x)e‘mxdx = %/xe‘imdx

—T —T

_ ( 1)n+1
pourn = 0, Cy /f(l')dl'_%/xdx_%[éﬁrw_o
D’ou f(x) Z (— 1)n+1 z::z
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4.5 Approximation en moyenne des séries de

Fourier et égalité de Parseval.

Soit f une fonction définie sur I'intervalle [a,b]. On essaie d’évaluer I'erreur
commise lorsqu’on remplace cette fonction par une autre fonction g en considé-

rant que lerreur est donnée par I'expression max |f(z) — g(z)].

)

Cette expression est appelée ’écart maximum entre f et g. Mais on utilise

beaucoup plus I'écart quadratique moyen o défini par

[ U@ = g(a) e

a

5% =

Soit f une fonction périodique de période 27 et T;, les polyndmes trigonomé-

triques d’ordre n
T.(x) = % + ; (o cos kx + ) sin kx)

Théoréme 4.2

Parmi tous les polynémes trigonométriques d’ordre n, c’est le polynéme dont
les coefficients sont les coefficients de Fourier de la fonction f qui donne la
meilleure approximation quadratique moyenne de cette fonction.

L’écart quadratique moyen minimum est
CSQZL/]‘ﬁQ(m)alm—a—g—1 " (az—l—ﬁz)
"or 4 2 bR
O k=1
Comme 62 > 0, on a

1 7T2 ag 1 2 2
o [ P> 2+ 0> (af + 57).

k=1
Lo 2 2 s Joos
Il result que la série Z (ak + Bk) converge lorsque n — oo et on déduit
k=1

I'inégalité de Bessel
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Et si on fait tendre n vers I'infini, I'écart quadratique moyen 2 est nul et on
obtient ’égalité de Liapounov-Parseval

%/ﬂfQ(x)dx _ %

[e.9]

+)_ (en+5),

n=1

2

pour une fonction bornée, monotone par morceaux.

Exercice 4.7

Soit f la fonction périodique de période 27, définie par f(z) = § — |z|,
€ [—m, 7.

1) Développer en série de Fourier f.

2) Calculer, en utilisant la formule de Liapounov-Perseval, la somme de la

4. L. 1
serie numerique E (2n+1)4 .
n=0

Solution

f est une fonction paire = b, = 0.

oo =2 [ fa)in =2 [ (5~ x) do = 2 [go - 77 =0

0 0
an = %/f(x) cosnrdr = %/ (2 — ) coszdx
0 0
On utilise I'intégration par parties, on trouve a, = —25 (1 — (—1)") = {
mn?2
k e N.
D’ou - -
T 1—(=1)" cos(2n+1)x
f(m)—g—a::2z—( ,(mg))cosnm:% ﬁz(n;{)) .
n=1 n=0
On utilise la formule de Liapounov-Parseval
a2 =
e = g4 Y @),
n n=1
v~ 2 [ (= 2 16 2 [-1 (x 517 N~ 1
dou;/(a—x) dI—Zm:ﬁ[TGﬂf) ]O—FZW
0 n=0 n=0
w (w3 _ 1
=3 <E> =D @n+1)"

0 sin=2%k
A sin=2k+1.
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4.6 Exercices

Exercice 1

Développer en série de Fourier dans l'intervalle [—7, 7] la fonction f(z) =

w2 x2

12 Z -
Exercice 2

Soit f la fonction de période 27, égale a :

f(a:):{ —x si —nm<z<0

HARSS
0 siO<z<m

1) Tracer le graphe de f sur Uintervalle [—3m, 37].

2) Calculer les coefficients de Fourier et donner le dévelopement de f en série
de Fourier.

Exercice 3

Développer en série de Fourier, la fonction 2w-périodique définie par f(x) =
I377T2I

12

Etudier le cas ot x = %

En utilisant 1’égalité le Liapounov-Parseval, calculer la somme de la série

, pour —m < x < .

numérique Z 7%
n=1
Exercice 4
Soit la fonction f périodique de période 27 définie sur [—m, 7] par f(x) =
r? — 7,

1) Calculer sa série de Fourier. Etudier sa convergence.
o0 o0

2 . L, . _1)"
2) Déduire les valeurs des sommes des séries convergentes g 4 )t

n=1 n=1

4.7 Solutions des exercices

Exercice 1

Développer en série de Fourier dans l'intervalle [—7, 7] la fonction f(z) =

2 x?

12 4

o0

Ona f(r) =%+ Z (a,, cosnx + by, sinnx)
n=1

f est une fonction paire donc b, = 0 et

ao=%/f(ﬂf)d$=%/(7{—;—§>d$:%[%x—%}zzo-
0 0



4. Séries de Fourier 70

an /f( ) cos nzdr = /— cos nxdx — /— cosnxdx

On utlhse I'intégration par partles 2 fois, on trouve

an = 2 (=1)".
d’ou f(x) = Z (=%) (—1)" cos n
n=1
:—W(—cosx—l—c"szx—@+ ............. )

Exercice 2

Soit f la fonction de période 27, égale a :

1) Tracer le graphe de f sur Uintervalle [—3m, 37].

471

3.14

-9.42 -6.28 -3.14 0 3.14 6.28 9.42

-5+
-3:14

471

2) Calculer les coefficients de Fourier et donner le développement de f en
série de Fourier.

On cherche les coefficients ao, a, et b,

:%/ﬂf(x)d /f da:+/f :%[—xg]oﬂ:g.
/f ) cos nzdr = —/a:cosnxdx

On ut1hse 1 intégration par partles, on trouve
an = =5 ((-1)" = 1)
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™ 0
3) b, = %/f(a:) sinnxdr = ?1/56 sin nxdx

On utilise 'intégration par parties, on trouve

b, =1 (=1)".
JREN T - 1 n 1 n .
d’ou f(:z:)—Z—I—Z(m((—l) —1)cosnz + £ (—1)"sinnz)
n=1
zﬁ—%(cosa:—i-c";%—l—m;%%— ..... )+(—sinx+¥—%+ ..... )

Exercice 3
Développer en série de Fourier, la fonction 2m-périodique définie par f(z) =

z3—n3x
12

, pour —m < x < 7.

Ona f(x) =%+ Z (@, cosnx + b, sinnx)
n=1

f est une fonction impaire donc a,, = ag = 0 et

s

™ ™
by, = 2 [ f(x)sinnzdr = 2 2 sinnzdr — | T sinnzde
n ™ T 12 12
0 0 0

On utilise 'intégration par parties 3 fois, on trouve
/”1”—; sin nxdr = ITWS (1" + 55 (=1)"

et I'intégration par parties, nons donne aussi
™

22 . _ i\
Srsinnzdr = 35~ (—1)",

0
doit b, = & (—=1)"
et f(z) = Z -5 (—1)"sinnz

sin 2x sin 3x
3 — a3+

En utilisant I'égalité le Liapounov-Parseval, calculer la somme de la série
[e.e]
, . 1
numeérique E o

n=1
On a
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™

%/f(:c)Qda::C;—%—l—Z(ozi—i-ﬁi) i%/(%ﬁdaz:z:#

—T —T

n=1
-7
o0
1 1 (1.7 o2x2.5 , x4 3"
:>§:$:1447r 7z 54 T FT .
n=1
oo
1 _ xb
:>§:$_945

Exercice 4
Soit la fonction f périodique deperiode 27 définie sur [—m, 7] par f(z) =
2 _ 2
x? — 7

1) Calculer sa série de Fourier. Etudier la convergence.
Ona f(r) =%+ Z (@, cosnz + by, sin nx)

n=1
f est une fonction paire donc b, = 0 et

ag = %/f(:x)d:v = %/(332 — ) dr = 2 [32° — nlz] ) = Fnl.

0 0
0

ay = /f cosnzdr = /(332 — m2) cos nxdx

—T
On utlhse I'intégration par parties 2 fois, on trouve

= (B =4 "

d'ou f(x) —1—42(

2" 71 n
La série de Fourier converge normalement ( ‘% cos nx‘ < n—12 ) donc elle

converge uniformément.

[e.o]
P . , . —1)"
2) En déduire les valeurs des sommes des séries convergentes E n—lg, g S
n=1 n=1

POHI‘JJZ?Tif(?T):%ZﬂJ-FZIZ#:O
don Y k=%

Pour z =0: f(0) = F27* + 42 —(’7112)” = —72, d’ou Z —(’nlf = _’{—;.
n=1 n=1



Chapitre 5
Intégrales impropres

Localement intégrable :

Soit 'intervalle [a,b], on dit que la fonction f : [a,b] — R est localement
intégrable sur [a, b] si elle est Riemann intégrable sur [a, §], Va, § € [a,b] et on
écrit f € Ry ([a,b]).

5.1 Définition

t—b

t
Soit f € Ry ([a, b]). Si lim / f(z)dx existe, on dit que f est intégrable (au

sens généralisé) sur [a, b] et 'on pose

t—b

/b f(@)dz = lim /t f(a)dx

Dans ce cas, on dit aussi que l'intégrale généralisée ou intégrale impropre
b

/ f(x)dx existe ou est convergente.

a
t

Si ling / f(x)dx n’est pas finie ol n’existe pas on dit que I'intégrale impropre
t—
a
b

/ f(z)dx est divergente.

a

73
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Exemple 44

Les intégrales suivantes sont convergentes,
00 t

1) /emdx = tlim e rdr = tlim [—e*w]é =1.
0 0

oo

Donc / e *dx converge.

0
1

dzx 1 dzx . : t _
2) | itz =lim /\/m = lim [arcsinz], =
0 0

1

dx
Donc iz converge.

0
Exemple 45

Nous avons

1) p— 1:&11 /1d— = hm [—In (1 —2)]; = +oo, donc/ diverge.
0
t

t—o0 t—o0 t—o0

o0
. . t . . .
/ cosx dr = hm cos zdr = lim [sinz], = lim sin¢ n’existe pas, donc
0 0

o0

/ cosx dx diverge.

0

5.2 Critéres généraux de convergence

Théoréme 5.1 ,

Soit f € Rpoe([a,b]), f = 0. Pour que I'intégrale / f(t)dt soit convergente,

a
il faut et il suffit, que la fonction

r— F(x /f

soit majorée, autrement dit, si

IM >0,  Vrelab: /f(t)dt <M.

a
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5.2.1 Critére de comparaision

Théoréme 5.2

Soit f, g € Rpoee ([a,b]), vérifiant sur cet intervalle 0 < f(x) < g(x).
b b

- / g(x)dx converge —> / f(z)dz converge.

CL

/ f(z)dx diverge — / x)dx diverge.

Demonstratlon

Soit F'(t /f Ydz et G(t) = /()d

Pour tout x E l[a,b on a F(t) < G( ), F' et G sont croissantes car F'(z) =

f(2) >0, G'(x) = g(x) > 0.
b b

1) /g(a:)da: converge< G(t) majorée=—> F'(t) majorée < /f(x)d:c converge.

t—b

b
2) /f(:z:)da: diverges ilr% F(t) = 400 = lim G(t) = +0 & /g(z)dm

diverge.
Exemple 46
Soit 'intégrale /exzdm.
1

a2 _
Onae ™ <e®et

t
. _ . _ 1t
lim [e *de = lim [—e "], =1.
t—o0 t—o0

1
[e's) 00

D’ou / ~®dx converge —> / —* converge.
Exemple 47

Soit 'intégrale

hlJ‘

Onalnr<z=—

8 |
/AN
=)~
]
o
c
o\
ge
Y/
—
45
]
@]
B
Q
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76

1 1
/dx =lim [ & = Pr% [Inz]; = 4o0.

0 t
1

Donc / 4 diverge =—> / = diverge.

0

5.2.2 Critére d’équivalence

Théoréme 5.3

Soit f, g € Rroe ([a,b]), f(z) >0, g(x) >

b

0, vérifiant hm

Alors les intégrales / f(z)dz et / g(x)dx sont de méme nature ( toutes les

deux convergentes ou toutes les deux divergentes).

Exemple 48

/ ﬁ#dm est convergente car :

0

2
Onal—cosxw%et
iy i

/ T dr = / %dm converge.

0 0

Donc, d’aprés le critére d’équivalence / —

Exemple 49

/ 25 dx est divergente car :

0

On asinx ~ z, d’ou sinz

~ T — 1
x3 z2”

/—df”—hm/—dx—lg% 2 =i 2+

Donc / x—de diverge, d’apres le critere d’équivalence / s

0

dx converge.

dz diverge.
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b

5.3 Etude de l’intégrale / (bf—i)a, a réel donné

a

t

On pose F(t) :/(bd—i)a,te [a, b,

d’on F(t / (b—x)"de =[5 (b—x)_o‘ﬂ]i

— () [0 07 - -0,

a+1

Alors :
Pour a # 1, on a deux cas :

1 - 13 a+1 —a+17t . (b_a)fowrl
Sla<1.}:1_r)rgF()—£1ng( +1)[(b—t) —(b—a) ]a_T—I—l’

b

dx
donc / Gon® converge.

a

: : —a+1 —a+17t
Sla>1:£1_r)rgF()—£1_r>r;( i1)[<b_t) T _(b-a) +]a:ioo.

b
donc / = = diverge.

a
t

Pour a =1, on a F(t) —/ de

=k

a
t

HmF(t) =lim [ 72 =lim[—In (b — 2]

t—b t—b (b—x) t—b

:}fl_{n[ In(b—1t)+1In(b—a)l

= *+o0,

d’ou

dx
(b—=)

a

b
D / de { converge pour a < 1.
onc | 4=

(b=2)" diverge pour a > 1.
a
b

La régle reste la méme pour / (xf—fl)a.

a
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Exemple 50
2

/(xf”;)g converge car o« = 3.

1

+00
5.4 Etude de l’intégrale /i—i, a > 0, a réel
a
donné
t
On pose F(t) = [ %
t ¢ t .
nt], sia=1
d’ou F(t) = /x_o‘dx = —at1]? :
[x_aﬂ} si a#1
Alors : .
Pour av =1, onaF(t):/df.
+o0 ¢
limF(t) = lim & — Jim [Inz], = +oo,
t—b t—+o00 B t—+o00
+o00 ¢
d’ou /df diverge.
Pour a # 1, on a deux cas :
t
. . . patl o
Sia<1: tELnOOF(t) = tEeroo [—a+1L = 400

+oo
d’ou / %”” diverge.

a

t

. . . o . —a+l1 o . 1 —a+1 —at17

Sia>1: tEHlOOF(t) = tLleroo [w—a+1L = tEEloo <—a+1) [t=ott — gt =0,
+o0

d’ou / z—i converge.

a

+o00

converge pour « > 1.

d N

Donc /x—ﬁ di oua > 0.
iverge pour o < 1.

a
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Exemple 51
“+o0o

1) [ % converge car a = 2.

1
—+00

2) /d?m diverge car a = 1.

1

5.5 Convergence absolue
Définition 5.2 \
Soit f € Rrec ([a,b]) , on dit que I'intégrale / f(z)dz est absolument conver-

a
b

gente si l'intégrale / |f(x)| dz est convergente.
Theoreme 5. 4

/ |f(z)| dx converge = / f(x)dx converge.

Autrement dit, une mtégra,le absolument convergente est convergente.

Exemple 52
“+oo

Soit /ea”” sin xdx ol av > 0.

0
OnaVvVreR, |e*sinz|<e * et
+oo
_ . 1 ant
e dr = lim [Ze ] =1,
t—+4oo - & 0 o
0
+00 o0

donc / e~ **dx est convergente, d’apres le critére de comparaison / le=* sin x| dx

0
—+00

est convergente, d’ou / e~ sin xdx est absolument convergente.

0
Remarque 5.1
b b b

Si / |f(z)|dx est divvergente et / f(z)dz est convergente, alors / f(z)dz

a a a
est semi convergente.
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5.6 Reégle d’Abel

Théoréme 5.5
Soient deux fonctions f, g € Ry ([a, b[) vérifiant les conditions :

1) f est monotone et lin})f(x) = 0.

2) Il existe k > 0 tel que VY € [a,b] : /g(t)dt < k.

a

b
Alors 'intégrale / f(t) g (t)dt est convergente.

Exemple 53
+oo

Soit /%dz, a > 0.

On pcl)se f(x) = % et g(t) = cost.

On a:

1) f est monotone.

2) lim f(z)= lim £ =0 /a>0.

T——+00 x——+o00?T
T x

3) Vo € [1,400] : /g(t)dt = /costdt = |sin1 +sinz| < 2,

xT

dnc Vz € [1, 400 : /g(t)dt < 2.

1
+o0

D’apres le Théoreme d’Abel / 2*dr est convergente.

1

5.7 Intégrale sur les intervalles |a, 0| et |a, D]

Définitions 5.3b

Si la limite %im f(z)dx existe (finie) , on dira que f est intégrable (au sens
t
généralisé) sur |a, b] et 'on pose

b

/ f(@)dz = lim /b f(a)dx

t—a
a
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b

Dans ce cas, on dit aussi que 'intégrale (impropre) / f(z)dz est convergente.

Les résultats précédents pour Uintervalle [a, b] restaent valables pour l'inter-
valle |a, b].

Définitions 5.4

On dit que f est intégrable sur |a, b| §'il existe un point ¢y € |a, b| tel que f

co
soit intégrable sur |a, cg| et sur [co, b[, c’est-a-dire si les deux intégrables / f(z)dz

a

b
et / f(z)dz sont convergentes.

<o
b

Dans ce cas, on dit que I'intégrale (impropre) / f(z)dz est convergente et on

a

b co b
/f(:z:)d:z: = %gr;/f(x)d.r + }:E%/f(x)dx

5.8 Exercices

Exercice 1

Montrer que les intégrales suivantes sont convergentes

3 +o00
1)/\/91_7@:, 2) /ﬁdx
0 0
3 +00
3) /\/%dl’, 4) /mdl‘
0 1

Exercice 2

Etudier la nature des intégrales suivantes

0 ™
1) /Z—de, 2) /%dx
o 0
% +oo
3) /lnsin:pdx, 4) /—”ﬁ[ldx
0 1
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Exercice 3

Déterminer la nature des intégrales suivantes :
+00 +o00

1) / L, %) / sz gy

—00

1

0
3) /ﬁdx, 4) /tanxdx.
0

0

5.9 Solutions des exercices
Exercice 1
Montrer que les intégrales suivantes sont convergentes

t @

3 3 !
) [t = [t = iy [t = i e, = 5.
0 0 0

©

—x

3
Donc / L_dx converge.
0

“+oo
2
COS T
2) / 1T
0
cos 2 1
On a it | S gz et
+oo t

1 _ 1 o t _x
/ aadr = lim [ odr = tE+moo [arctan x|, = § converge.

—+00

cos 2
241

Donc, d’aprés le critére de comparaison / dx converge.

0

g
3) /—\/%dx = lim/\/%dx = th—>nﬂl [—2v/1 —sin x]é — 2 converge.
2
0
+o00

4) /mdﬂf

1
+oo

x 1 1 _ ) N LUIEN
On a e et / =5dx converge @ = 1 > 1, donc,d’apres le critére

1
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+o0

d’équivalence / T de converge.

1
Exercice 2

Etudier la nature des mtegrales suivantes :

0 -1
ex g [ ex ex
1) “rdr = zdr+ [ Spdx
—00 —00 —1
-1 -1 -1
1 1 ) 171 . 1
On a Sdr = lim [ Sdr = lim [—65] = —e ! 41 d'ou Sdx
I t——o0 z t——o0 t x
— 00 t —00
converge.

0
1 1 1t ) 1
x x : = — \ x
Sdr = 1111(1) “dr = lim [—em] =e  dou [ zdx converge.
-1
=1

t—0
21
0 -1 t
1 1 1 1 1
Alors %daz converge et Sdr = lim [ Sdr+ lim [ Sdxe = —e™
X xT xT xT
t——00 t—0
—00 —00 t —1

+l+et=1

s
2) /%dw converge ( car [:=52| < % et /m%dx converge o = 2 > 1)

In sin zdx

3)

o\ o
(SE]

On asinz ¥ z d’oll Insinx ¥ Inx et

ol

Inzdr =lim [zlnz — 2] =2 (InZ — 1)

t—0

=)
[ME]

Donc | Insinzdz converge.

+
3 O\M‘:‘

/—\/ffdx

+

o)

Nons avons

Vr2-1 1
! - et

~
OO'T

Ldx converge a =3 > 1
x

I—\\

o0
N r2
donc / 2—41dx converge.
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Exercice 3

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

+o0 0 +o00
1) /1+I2dx— /1+12d$+/1+12dx
—0o0 —0o0 0
0 0 0
On a /md:c = tEI_nOO mdr = tl}r_noo larctan x|, = 7, donc /_1+x2 dx
—00 t —0o0
converge.
+oo t +o00
T - t _ o«
/ zdr = tl}gloo = dr = tEeroo [arctan z], = 7, donc / 1zdx converge.
0 0 0
+o00 +o00 0 t
9 N : 1 _
D’ou / o ——dx converge et / e ——dx = tEI_noo tl}moo szdx =
—00 —00 t 0
+o0 1 +o0
2) /S;gﬂfdx :/Slnmdx —|—/Sl;3”dx
0 0 1
1 1
sinx sinx 1 1 _
/ Ldx coverge car ~ ([ Zdx converge o =2 > 1)
0 0
+oo

/Sglfdx, on pose f(z) = %5 et g(z) =sinz , on a

1

« f est monotone ( décroissante) et lim f(z) = 0.
xr——+00

t
*x Vi /sin:cdx = |—cost+cos1| <2

1
—+00

Alors, d’apres la régle d’Abel / Siw%da: converge.

1
—+00

Donc / ngq,””dx converge.

0
1 b

3) /(1 sdz diverge (de la forme /ﬁdm a=2>1)

0 a
1 t

ou bien /ﬁdw = lim %dw = lim [ﬁ]é = 400

t—1 (1-z) t—1
0 0
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jus

t

4) /tan zdr = lim [ tanxdz = lim [~ In (cosz)];, = +o0

us us
=3 t—35

Donc | tanxdx diverge.

o\
NE]
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