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Introduction

La compréhension de l�évolution des processus fondamentaux de l�univers se base en

grande partie sur les équations de la physique mathématique notamment les équations

aux dérivées partielles (EDPs) et les équations aux dérivées fractionnaires (EDFs). Les

exemples les plus connus sont les vibrations des solides (cordes, membranes, plaques),

l�écoulement des �uides (eau, pétrole), la di¤usion des produits chimiques, la propagation

de la chaleur, la structure des molécules, les interactions des photons et des électrons et

le rayonnement des ondes électromagnétiques.

Les EDPs et les EDFs jouent également un rôle important dans les mathématiques

modernes, notamment en géométrie et en analyse. Donc, beaucoup de travaux sont basés

sur la recherche d�outils et de techniques e¢ caces pour obtenir des résultats d�existence

(et souvent d�unicité) pour des équations aux dérivées partielles (EDPs) linéaires de na-

ture physique (elliptique, parabolique ou hyperbolique) et en générale pour les équations

de la physique mathématique. Cependant il n�est pas toujours possible d�obtenir des so-

lutions exactes à toutes les équations de la physique mathématique, c�est pour cela que

les chercheurs ont été obligés de concentrer leurs e¤orts sur la recherche de solutions ap-

proximatives à ces problèmes. Dans ce contexte, il est apparu la transformée de Jean

Baptiste Joseph Fourier au XIXe siècle comme le premier et seul outil puissant pour

analyser les composantes d�un signal stationnaire. Mais elle est insu¢ sante pour analyser

les signaux non stationnaires, En conséquence, les e¤orts se sont orientés vers la recherche

de nouveaux outils pour résoudre ce genre de problème. Par la suite en 1909 et ce pour

la première fois Haar s�est penché sur la dé�nition des ondelettes qui était la version

améliorée de la transformée de Fourier.
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Introduction

La théorie des ondelettes est un domaine relativement nouveau et émergent dans la

recherche mathématique. Elle a été appliqué à un large spectre de disciplines d�ingénierie,

en particulier, les ondelettes sont utilisées avec beaucoup de succès dans l�analyse du sig-

nal pour la représentation et la segmentation des formes d�onde, l�analyse temps-fréquence

et les algorithmes rapides pour une mise en �uvre facile. Les ondelettes permettent la

représentation précise d�une variété de fonctions et d�opérateurs. De plus, elles établissent

une connexion avec des algorithmes numériques rapides et pourrait être un outil possible

pour résoudre les di¢ cultés en physique, en communication et en traitement d�images

(Chen et Hsian 1997).Durant les 20 dernières années, une attention particulière a été ac-

cordée aux applications des fonctions d�impulsion de bloc, des polynômes de Legendre, des

polynômes de Tchebychev, des ondelettes de Haar(voir [12]), des ondelettes de Legendre

(Hamideh Ebrahimi 2017) et des ondelettes de Tchebychev (M.Tavassoli Kajani 2009).

Parallèlement au développement du concept des ondelettes notamment les ondelettes

orthogonales tels que les ondelettes orthogonaux de Legendre ou de Tchebychev etc..., sont

apparues les matrices d�intégration et de dérivation, qui sont respectivement l�intégration

et la dérivation des ondelettes. Ces matrices permettent l�approximation de fonctions

analytiques, C1 ([a; b]), où l�erreur de troncature se rapproche de zéro plus rapidement

que toute puissance du nombre de fonctions de base utilisées dans l�approximation, car

ce nombre (ordre de troncature N) tend vers l�in�ni. Ce phénomène est généralement

appelé « précision spectrale » M.M. Hosseini (2002), C. Canuto (1988). La principale

caractéristique de cette technique est qu�elle réduit ces problèmes à ceux de la résolution

d�un système d�équations algébriques, ainsi simpli�ant grandement le problème. Dans

cette méthode, une série orthogonale tronquée est utilisée pour l�intégration ou la dériva-

tion numérique d�équations di¤érentielles, dans le but d�obtenir des solutions numériques

e¢ caces. Pour cela, il existe deux approches.

La première approche est basée sur la conversion des équations di¤érentielles sous-

jacentes en équations intégrales par intégration, en approximant divers signaux impliqués

dans l�équation par des séries orthogonales tronquées et en utilisant la matrice opéra-

tionnelle d�intégration, pour éliminer les opérations intégrales. La deuxième approche est
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Introduction

basée sur l�utilisation d�une matrice opérationnelle de dérivation a�n de réduire le prob-

lème sous-jacent à la résolution d�un système d�équations algébriques. Dans ce travail et

contrairement à ce qui est habituel, les deux matrices opérationnelles d�intégration et de

dérivation sont introduites mutuellement pour obtenir une approximation de la solution

complexe de l�équation de Poisson bidimensionnelle.

Cette thèse est constituée d�une introduction générale présentant l�importance du

thème et les objectifs de la recherche ; quatre chapitres principaux, une conclusion, des

perspectives et en dernier lieu un algorithme. Dans le premier chapitre, nous présen-

tons brièvement les principes fondamentaux de la théorie des ondelettes et leurs outils

principaux tels que les ondelettes, les polynômes de Legendre, les ondelettes de Legen-

dre, le développement d�une fonction en une série in�nie d�ondelettes de Legendre ainsi

que l�approximation d�une fonction et sa convergence. Dans le deuxième chapitre, nous

présentons la matrice opérationnelle d�intégration, la matrice opérationnelle de dérivation

et leurs rôles dans la transformation des EDOs et les EDPs en un système d�équations

algébriques ainsi que l�approximation d�une fonction et sa convergence. Le troisième

chapitre est dédié à la méthode des ondelettes de Legendre (MOL) et son application

pour trouver des solutions des EDOs et des EDPs linéaires et non linéaires. Quelques

exemples sont donnés pour illustrer l�e¢ cacité de la méthode. En�n, dans le quatrième

chapitre, on applique la méthode à l�équation de Poisson bidimensionnelle pour obtenir

une solution approximative dans C moyennant les deux matrices opérationnelles ensem-

bles, appuyée avec un exemple.

3



CHAPITRE

1 Rappels sur les notions

de base

1.1 Ondelettes de Legendre

1.1.1 Introduction

Les ondelettes ont vu le jour lorsque certains sujets d�études ont nécessité une analyse

en fréquence et en temps. Au XIXe siècle, l�analyse de Fourier était la seule technique

permettant la décomposition d�un signal et sa reconstruction sans perte d�information ;

malheureusement elle fournit une analyse en fréquence mais ne permet pas la localisation

temporelle de changements abrupts. En 1909, Alfréd Haar dé�nit une fonction composée

d�une courte impulsion négative suivie d�une courte impulsion positive, connue pour être la

première ondelette (Ondelette de Haar). En 1946, Dennis Gabor, mathématicien hongrois,

inventa une transformation de fonction analogue à celle de Joseph Fourier, appliquée sur

une fenêtre temporelle exprimée par une fonction Gaussienne. Cependant, le concept

d�ondelette n�existait pas à cette époque. Jusqu�en 1981 où le concept a été proposé par

le géophysicien Jean Morlet. Par la suite, Morlet et le physicien Alex Grossman a inventé

le terme ondelette en 1984.

Beaucoup de chercheurs pensaient même qu�il n�y avait pas d�ondelettes orthogonales

à l�exception des ondelettes de Haar. Heureusement, le mathématicien Yves Meyer avait

4



1.1. Ondelettes de Legendre

construit la deuxième ondelette orthogonale appelée ondelette Meyer en 1985. Comme

plus en plus de chercheurs se sont joints à ce domaine, la 1ère conférence internationale a

eu lieu en France en 1987. En 1988, Stéphane Mallat et Meyer ont proposé le concept de

multi résolution. La même année, Ingrid Daubechies retrouve une méthode systématique

pour construire l�ondelette orthogonale à support compact. En 1989, Mallat proposa le

transformée en ondelettes. Avec l�apparition de cet algorithme rapide, la transformée en

ondelettes eut de nombreuses applications dans le domaine du traitement du signal.

Ces derniers temps,les ondelettes de Legendre ont été appliquées dans di¤érents prob-

lèmes comme les problèmes vibrationnels, le calcul de la di¤usion, la physique math-

ématique et intégrales. La caractéristique principale des ondelettes de Legendre dans

les problèmes variationnelles est qu�elles réduisent ces derniers à un système d�équation

algébrique.

1.1.2 Ondelettes

Dé�nition 1.1.1 Les ondelettes sont une famille de fonctions formées à partir de la di-

latation et de la translation d�une même fonction  (t) 2 L2(R); appelée ondelette mère.

Lorsque le paramètre de dilatation a et le paramètre de la translation b varient continû-

ment, on obtient la famille d�ondelettes continues suivante(voir [20] et [7])

 a;b(t) = jaj
� 1
2  

�
t� b

a

�
; a; b 2 R; a 6= 0

Pour une restriction des paramètres a et b à des valeurs discrètes comme a = a�k1 ,

b = nb1a
�k
1 , où a1 > 1 et b1 > 0, on obtient la famille d�ondelettes discrètes suivantes :

 k;n(t) = ja1j
k
2  
�
ak1t� nb1

�
;

Ces fonctions de base sont appelées ondelettes. Cette famille  k;n(t)
�
=  kn(t) constitue

une base d�ondelettes pour L2(R):

Remarque 1.1.1 Pour a1 = 2, b1 = 1, n; k des entiers positifs, la famille des ondelettes

devient orthonormée (c.a.d


 k;n(t);  l;m(t)

�
= �kl�nm).
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1.1. Ondelettes de Legendre

1.1.3 Polynômes de Legendre et leurs propriétés

Les polynômes de Legendre ont été utilisés pour avoir une solution approximative des

équations aux dérivées partielles linéaires du second ordre. Cette approche consiste à ré-

duire le problème à un ensemble d�équations linéaires en développant la solution approchée

en termes de polynômes de Legendre décalés à coe¢ cients inconnus. La performance de

cette méthode a été comparée à d�autres méthodes, à savoir Sinc-Galerkin [29], ondel-

letes de Haar [12; 13], la collocation de splines quadratiques [14], Legendre tau [26] ; et

la méthode de Liu Lin, et elle a montré une meilleure précision en utilisant des exem-

ples numériques que les autre méthodes proposées. De plus, le coût de calcul diminue

beaucoup.

Polynômes de Legendre

Dé�nition 1.1.2 Le polynôme de Legendre est un polynôme dé�ni sur l�intervalle[�1; 1];

noté Lm(t) qui est la dérivée mi�eme du polynôme (t2 � 1)m, m 2 N�.Le polynôme de

Legendre est un polynôme de degré m de coe¢ cient dominant (2m)!
m

qui peut être calculer

par l�expression générale de Rodriguès (1794 - 1851) suivante:8<: L0(t) = 1

Lm(t) =
1

m!2m
dm

dzm
(t2 � 1)m ; m 2 N�

Remarque 1.1.2 Nous retrouverons ces polynômes dans la résolution approximative des

équations aux dérivées partielles linéaires du second ordre et les équations di¤érentielles

en physique (propagation de la chaleur, physique quantique, chimie quantique, etc).

Propriétés 1.1.1 Le polynôme de Legendre véri�e les propriétés suivantes :

1-8m;n 2 N;8t 2 R on a :

Z 1

�1
Lm(t)Ln(t)dt = 0; pour m 6= n

2-8m 2 N;8t 2 R : Z 1

�1
L2m(t)dt =

2

2m+ 1

6



1.1. Ondelettes de Legendre

3- Les polynômes de Legendre véri�ent la formule de récurrence suivante [7] et [1]:

(m+ 1)Lm+1(t) = (2m+ 1) tLm(t)�mLm�1(t); m 2 N�

L0(t) = 1

L1(t) = t

4- Relations de récurrence en présence des dérivées de Lm :

L0m(t) = tL0m�1(t) +mLm�1(t)

mLm(t) = tL0m(t)� L0m�1(t); m 2 N�:

5- Les polynômes de Legendre sont les solutions de l�équation di¤érentielle :�
t2 � 1

�
y00 + 2ty0 �m (m+ 1) y = 0; m 2 N�

preuve: voir [12] :

Exemple 1 Les six premiers polynômes de Legendre décalés dé�nis sur l�intervalle [�1; 1]

et leurs racines

L0(t) = 1; S = �

L1(t) = t; S = f0g

L2(t) =
1
2
(3t2 � 1) ; S =

n
�
q

1
3
;
q

1
3

o
L3(t) =

1
2
(5t3 � 3t) ; S =

n
�
q

3
5
; 0;
q

3
5

o
L4(t) =

1
8
(35t4 � 30t2 + 3) ; S =

�
�
q

15�2
p
30

35
;�
q

15+2
p
30

35

�
L5(t) =

1
8
(63t5 � 70t3 + 15) ; en utilisant les méthodes numériques, on peut trouver

des racines approximatives f�1: 129 7; 0:777 44; 0:852 66g.

polynômes de Legendre décalés (ou modi�és)

Pour une utilisation pratique des polynômes de Legendre sur l�intervalle qui nous intéresse

[0; 1] , il est nécessaire de faire un changement de variable z du domaine de dé�nition :

t = 2x� 1, 0 � x � 1: Donc on obtient de nouveaux polynômes de Legendre.
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1.1. Ondelettes de Legendre

Dé�nition 1.1.3 Les polynômes de Legendre dits décalés (ou modi�és) notés Pm(x) sont

des polynômes dé�nis sur l�intervalle [0; 1] comme suit:

Pm(x) = Lm(2x� 1); m 2 N�

tel que 8>>><>>>:
P0(x) = 1

P1(x) = 2x� 1

Pm+1(x) =
(2m+1)
(m+1)

(2x� 1)Pm(x)� m
(m+1)

Pm�1(x); m 2 N�
(1.1)

Propriétés 1.1.2 1- Les polynômes de Legendre décalés sont des polynômes orthogonaux

et leurs condition d�orthogonalité est:

Z 1

0

Pm(x)Pn(x)dx =
1

2m+ 1
�mn (1.2)

où m;n 2 N� et �mn indique le symbole de Kronecker.

2- La forme analytique de polynôme Pm(x) de degré m est donnée par:

Pm(x) =
mX
i=0

bmix
i (1.3)

avec

bmi = (�1)m+i
(m+ i)!

(m� i)! (i!)2
; i = 1; 2; 3; ::::;m

Exemple 2 Les six premiers polynômes de Legendre décalés dé�nis sur l�intervalle [0; 1]

P0(x) = 1

P1(x) = 2x� 1

P2(x) = 6x
2 � 6x+ 1

P3(x) = 20x
3 � 30x2 + 12x� 1

P4(x) = 70x
4 � 140x3 + 90x2 � 20x� 1

P5(x) = 252x
5 � 360x4 + 560x3 � 210x2 + 30x� 1

8



1.1. Ondelettes de Legendre

1.1.4 Ondelettes de Legendre unidimensionnelle

Dé�nition 1.1.4 Les ondelettes de Legendre  (k; n;m; x) �
=  nm(x) sont des fonctions

construites à partir des polynômes de Legendre et forment une base pourL2([0; 1]); et elles

ont quatre arguments : n argument, k 2 N�, m est l�ordre des polynômes de Legendre et

x 2 [0; 1]. Elles sont dé�nies sur l�intervalle [0; 1]:

 nm(x) =

8>>><>>>:
q
m+ 1

2
2
k
2 Lm

�
2kx� 2n+ 1

�
; n�1

2k�1 6 x < n
2k�1

0; Sinon:

(1.4)

ou [7]

 nm(x) =

8>>><>>>:
q
m+ 1

2
2
k
2 Pm

�
2kx� n+ 1

�
; n�1

2k�1 6 x < n
2k�1

0; Sinon:

où m = 0; 1; :::;M � 1, M 2 N�, n = 1; 2; :::; 2k�1.

Remarques 1.1.1 1-Dans l�écriture de  nm(x), le terme (x) sera annulé pour commodité

.Donc on pose  nm(x) =  nm .

2-Le coe¢ cient
q
m+ 1

2
dans (1� 4) est pour assurer l�orthonormalité, a = 2 k2 est le

paramètre de dilatation et b = n2
k
2 est le paramètre de translation.

Dé�nition 1.1.5 On appelle vecteur des ondelettes de Legendre, le vecteur colonne 	(x)

de dimension 2k�1M donné par:

	(x) = [ 10; :::;  1(M�1);  20; :::;  2(M�1); :::;  2K�10; :::;  2K�1(M�1)]
T (1.5)

Remarque 1.1.3 Le vecteur des ondelettes de Legendre a le rôle le plus important dans

l�approximation des fonctions de L2([0; 1]); Comme on va le voir dans la section 1.2 .

Propriétés 1.1.3 Pour m = 0; 1; :::;M � 1, M 2 N�, n = 1; 2; :::; 2k�1et k 2 N� on a les

propriétés suivantes:
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1.1. Ondelettes de Legendre

1.  nm (x) n0m0 = 0 si n 6= n0:

2.  n0 (x) nm (x) =
p
2 nm (x) :

3.  n1 (x) n1 (x) =
4p
10
 n2 (x) +

p
2 n0 (x) :

Exemple 3 Expressions des ondelettes de Legendre de L2([0; 1]). D�après(1� 4) et en

prenant K = 2 et M = 3 on obtient

 10 (x) =
p
2

 11 (x) =
p
6 (4x� 1)

 12 (x) =
p
10
�
3
2
(4x� 1)2 � 1

2

�
9>>>=>>>; 0 � x <

1

2
;

 20 (x) =
p
2

 21 (x) =
p
6 (4x� 3)

 22 (x) =
p
10
�
3
2
(4x� 3)2 � 1

2

�
9>>>=>>>;

1

2
� x < 1;

où f 10;  11;  12;  20;  21;  22g est une base d�ondelettes pour L2([0; 1]); donc le vecteur

des ondelettes de Legendre s�écrit sous la forme suivante

	(x) = [ 10;  11;  12;  20;  21;  22]
T (1.6)

= [
p
2;
p
6 (4x� 1) ;

p
10

�
3

2
(4x� 1)2 � 1

2

�
;
p
2;
p
6 (4x� 3) ;

p
10

�
3

2
(4x� 3)2 � 1

2

�
]T

1.1.5 Le produit de deux vecteurs d�ondelettes de Legendre

La matrice du produit

D�après [22] ; le produit de deux vecteurs d�ondelettes de Legendre 	(x);	T (x) peut être

développé en une expression simple comme suit:

10



1.1. Ondelettes de Legendre

	(x)	T (x) =0BBBBBBBBBBBBBBB@

 10 10 ::  1(M�1) 10 ::  10 2K�10 ::  10 2K�1(M�1)

: :: : :: : :: :

 1(M�1) 10 ::  1(M�1) 1(M�1) ::  1(M�1) 2K�10 ::  1(M�1) 2K�1(M�1)

: :: : :: : :: :

 2K�10 10 ::  2K�10 1(M�1) ::  2K�10 2K�10 ::  2K�10 2K�1(M�1)

: :: : :: : :: :

 2K�1(M�1) 10 ::  2K�1(M�1) 1(M�1) ::  2K�1(M�1) 2K�10 ::  2K�1(M�1) 2K�1(M�1)

1CCCCCCCCCCCCCCCA
En utilisant la propriété d�orthonormalité suivante

 nm (x) n0m0 = 0 si n 6= n0

on obtient :

	(x)	T (x) = A (1.7)

où A est une matrice de dimension 2K�1M appelée la matrice du produit, dé�nie par

[22] :

A =

0BBBBBBBBBBBB@

A1 O O ::: O

O A2 O ::: O

O O :

: : : : :

:

O

:

O

:

:

:

O

O

A2K�1

1CCCCCCCCCCCCA
où Ai , i = 1; 2; :::; 2K�1sont des matrices de dimension M données par:

Ai =

0BBBBBB@
 i0 i0 ::  i(M�1) i0

:

:
::

:

:

 i0 i(M�1) ::  i(M�1) i(M�1)

1CCCCCCA
et O est la matrice nulle de dimension M:

Exemple 4 Pour M = 3 , k = 2 et en utilisant les propriétés suivantes8<:  n0 (x) nm (x) =
p
2 nm (x)

 n1 (x) n1 (x) =
4p
10
 n2 (x) +

p
2 n0 (x) :

11



1.1. Ondelettes de Legendre

on obtient

	(x)	T (x) = A =

0@ A1 O3�3

O3�3 A2

1A (1.8)

où A1; A2 et O3�3 sont des matrices 3� 3 données par:

A1 =

0BBB@
p
2 10

p
2 11

p
2 12

p
2 11

4p
10
 12 +

p
2 10

4p
10
 11

p
2 12

4p
10
 11

20
7
p
10
 12 +

p
2 10

1CCCA ;

A2 =

0BBB@
p
2 20

p
2 21

p
2 22

p
2 21

4p
10
 22 +

p
2 20

4p
10
 21

p
2 22

4p
10
 21

20
7
p
10
 22 +

p
2 20

1CCCA
et

O3�3 =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA :

La matrice opérationnelle du produit

Pour tout vecteur donné e de dimension 2k�1M , le produit de deux fonctions vectorielles

d�ondelettes de Legendre a la propriété suivante:

eT		T = 	T ~E; (1.9)

où ~E est une matrice
�
2k�1M

�
�
�
2k�1M

�
dépendant du vecteur e, qui est appelée la ma-

trice opérationnelle du produit des fonctions vectorielles d�ondelettes de Legendre.(voir [23])

Exemple 5 Pour M = 3 , k = 2; on peut écrire pour un vecteur e de dimension 6;

eT = (e1; e2; e3; e4; e5; e6)

on a

eT		T = 	T ~E;

12



1.1. Ondelettes de Legendre

où ~E la matrice d�opération produit des fonctions vectorielles d�ondelettes de Legendre est

de dimension 6 qui s�écrit sous la forme suivante :

~E =

0BBBBBBBBBBBB@

p
2e1

p
2e2

p
2e3 0 0 0

p
2e2

4p
10
e3 +

p
2e1

4p
10
e2 0 0 0

p
2e3

4p
10
e2

20
7
p
10
e3 +

p
2e1 0 0 0

0 0 0
p
2e4

p
2e5

p
2e6

0 0 0
p
2e5

4p
10
e6 +

p
2e4

4p
10
e5

0 0 0
p
2e6

4p
10
e5

20
7
p
10
e6 +

p
2e4

1CCCCCCCCCCCCA
(1.10)

1.1.6 Ondelettes de Legendre bidimensionnelles

Dé�nition et propriété

Dé�nition 1.1.6 Les ondelettes de Legendre bidimensionnelles dans L2([0; 1]�[0; 1]) sont

les ondelettes dé�nies sous la forme suivante :

 n;m;n0;m0(x; y) =

8>>><>>>:
Am;m0Lm

�
2kx� 2n+ 1

�
Lm0

�
2k

0
y � 2n0 + 1

�
; n�1

2k�1 6 x 6 n
2k�1 ;

n0�1
2k
0�1 6 y 6 n0

2k
0�1 ;

0; autrement:

où Am;m0 =
q�

m+ 1
2

� �
m0 + 1

2

�
2
k+k0
2 et n = 1; 2; 3; :::; 2k�1 ; n0 = 1; 2; 3; :::; 2k

0�1 ;

m = 0; 1; 2; :::;M � 1 et m0 = 0; 1; 2; :::;M 0 � 1:

Remarques 1.1.2 1-Les ondelettes de Legendre bidimensionnelles forment une base d�ondelettes

pour L2([0; 1]� [0; 1]). eIles sont des outils appropriés pour résoudre des problèmes bidi-

mensionnelles .

2-Par dé�nition, la région [0; 1]� [0; 1] est divisée en 2k�1� 2k
0�1sous-régions. Les

paramètres M et M 0 désignent le nombre de polynômes de Legendre Pm; Pm0 aux variables

x et y, respectivement. Donc, sur chacune des sous-régions, M � M 0 ondelettes sont

construits.

13



1.1. Ondelettes de Legendre

3-Par commodité, en considérant f nm (x)g et f n0m0 (y)g , comme deux ensembles

d�ondelettes de Legendre unidimensionnelles des variables x et y, respectivement, alors

f n;m;n0;m0(x; y)g est l�ensembles d�ondelettes de Legendre bidimensionnelles sur le do-

maine [0; 1]� [0; 1], et qui peuvent être écrites comme suit:

 n;m;n0;m0(x; y)
�
=  nmn0m0(x; y) =  nm (x) n0m0 (y) (1.11)

Propriété 1.1.1 Les OLs bidimensionnelles sont orthonormales sur [0; 1]� [0; 1] et leur

condition d�orthonormalité estZ 1

0

Z 1

0

 n;m;n0;m0(x; y) n1;m1;n01;m
0
1
(x; y)dxdy = �n;n1�m;m1�n0;n01�m0 ;m0

1

Dé�nition 1.1.7 On appelle vecteur des OLs bidimensionnelles, le vecteur colonne 	(x; y)

de dimension
�
2k�12k

0�1MM 0�� 1 donné par:
	(x; y) = [ 1010; :::;  101(M 0�1);  1020; :::;  102(M 0�1); :::;  2K�1(M�1)2K0�1(M 0�1)]

T

La matrice opérationnelle du produit (voir [10])

Pour tout vecteur donné e de dimension 2K�12K
0�1MM 0;la matrice opérationnelle du

produit ~E est une matrice de dimension
�
2K�12K

0�1MM 0� � �2K�12K0�1MM 0� dé�nie
sous la forme suivante :

	(x; y)	T (x; y)e = ~E	(x; y) (1.12)

où ~E donnée par:

~E =

0BBBBBBBBBBBB@

~E1 O O ::: O

O ~E2 O ::: O

O O ~E3 ::: O

:

:

:

:

:

:

:::

:::

:

:

O O O ::: ~E2K�1

1CCCCCCCCCCCCA
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1.1. Ondelettes de Legendre

où O est la matrice nulle de dimension
�
2K

0�1MM 0� et ~Ei; i = 1; 2; :::; 2K0�1 sont des

matrices symétriques de dimension
�
2K

0�1MM 0� donnée par:

~Ei =

0BBBBBBBBB@

S
(i)
11 S

(i)
12 ::: S

(i)
1M

S
(i)
21 S

(i)
22 ::: S

(i)
2M

:

:

:

:

:

:

:

:

S
(i)
M1 S

(i)
M2 ::: S

(i)
MM

1CCCCCCCCCA
et S(i)tj ; i = 1; 2; :::; 2K�1; t; j = 1; 2; :::;M sont des matrices diagonales de dimension

2K
0�1M 0 donnée par:

S
(i)
tj =

0BBBBBBBBB@

~S
(itj)
1 O0 ::: O0

O0 ~S
(itj)
2 ::: O0

:

:

:

:

:

:

:

:

O0 O0 ::: ~S
(itj)

2K
0�1

1CCCCCCCCCA
où O0 est la matrice nulle de dimension M 0 et ~S(itj)r ; r = 1; 2; :::; 2K

0�1; i = 1; 2; :::; 2K�1;

t; j = 1; 2; :::;M sont des matrices symétriques de dimension M 0 données par:�
~S(itj)r

�
s;w
=
��
		T e

�
n
;	m

�
où r = 1; 2; :::; 2K

0�1; i = 1; 2; :::; 2K�1; t; j = 1; 2; :::;M; s; w = 1; 2; :::;M 0; n = (i� 1) 2K0�1MM 0+

(t� 1) 2K0�1M 0 + (r � 1)M 0 + s

et m = (i� 1) 2K0�1MM 0 + (j � 1) 2K0�1M 0 + (r � 1)M 0 + w:

Exemple 6 Pour k = k0 = M = M 0 = 2 et pour tout vecteur donné e de dimension 16

c.a.d eT = (e1; e2; e3; :::; e16) ; la matrice opérationnelle du produit ~E16�16 est de la forme

suivante

~E16�16 =

0@ ~E1 O

O ~E2

1A ;

15



1.2. développment en serie d�ondelettes de Legendre et approximation

où

~E1 =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

2e1 2e2 0 0 2e5 2e6 0 0

2e2 2e1 0 0 2e6 2e5 0 0

0 0 2e3 2e4 0 0 2e7 2e8

0 0 2e4 2e3 0 0 2e8 2e7

2e5 2e6 0 0 2e1 2e2 0 0

2e6 2e5 0 0 2e2 2e1 0 0

0 0 2e7 2e8 0 0 2e3 2e4

0 0 2e8 2e7 0 0 2e4 2e3

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA
et

~E2 =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

2e9 2e10 0 0 2e13 2e14 0 0

2e10 2e9 0 0 2e14 2e13 0 0

0 0 2e11 2e12 0 0 2e15 2e16

0 0 2e12 2e11 0 0 2e16 2e15

2e13 2e14 0 0 2e9 2e10 0 0

2e14 2e13 0 0 2e10 2e9 0 0

0 0 2e15 2e16 0 0 2e11 2e12

0 0 2e16 2e15 0 0 2e12 2e11

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

1.2 développment en serie d�ondelettes de Legendre

et approximation

1.2.1 Fonction à une variable

Développment en serie d�ondelettes de Legendre

Proposition 1.2.1 Toute fonction f(x) dé�nie sur [0; 1) peut être exprimée par une serie

d�ondelettes de Legendre sous la forme:

f (x) =
1X
n=1

1X
m=0

cnm nm (x) , (1.13)

16



1.2. développment en serie d�ondelettes de Legendre et approximation

avec cnm = hf (x) ;  nm (x)i et h; i indique le produit scalaire dans L2 ([0; 1]) dé�ni par

cnm =

Z 1

0

f (x) nm (x) dx:

Approximation

En tronquant la série in�nie en (1:13), on peut obtenir une approximation de f(x) comme

suit :

f (x) '
2k�1X
n=1

M�1X
m=0

cnm nm (x) = CT	(x) , (1.14)

où CT indique la transposée de C tel que C est un m̂ = 2k�1M vecteur colonne donné

par:

C = [c10; :::; c1(M�1); c20; :::; c2(M�1); ::::; c2K0; ::::; c2K�1(M�1)]
T ; (1.15)

et 	(x) est le vecteur des ondelettes de Legendre dé�ni en (1� 5)

	(x) = [ 10; :::;  1(M�1);  20; :::;  2(M�1); :::::;  2K0; :::;  2K�1(M�1)]
T

Remarques 1.2.1 1-Pour simpli�er, l�équation (1:14) peut s�écrire :

f (x) '
2k�1X
n=1

M�1X
m=0

ci i (x) = CT	(x) , (1.16)

où ci = cnm et  i (x) =  nm (x) et l�idice i est dé�ni par la relation suivante: i =

M(n� 1) +m+ 1.Donc

C , [c1; c2; c3; :::; cm̂]T ;

et

	(x) , [ 1 (x) ;  2 (x) ;  3 (x) ; :::;  m̂ (x)]T : (1.17)

2-En insérant les points de collocation xi = 2i�1
2m̂

; (i = 1; 2; :::; m̂) et m̂ = 2k�1M dans

(1:17), nous dé�nissons la matrice

�bm�bm M
=

�
	

�
1

2bm
�
;	

�
3

2bm
�
; ::::;	

�
2bm� 1
2bm

��
= � (1.18)

dite matrice d�ondelettes de Legendre.
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1.2. développment en serie d�ondelettes de Legendre et approximation

Exemple 7 1-En prenant K = 2 et M = 3 ,on peut écrire la fonction f(x) = 1 dans la

base des ondelettes de Legendre de L2([0; 1]) .

En e¤et,

1 '
2X

n=1

2X
m=0

cnm nm (x) = CT	(x) ,

où,

cnm = h1;  nm (x)i

=

Z 1

0

1�  nm (x) dx: n = 1; 2 et m = 0; 1; 2

Pour les valeurs k = 2 et M = 3 et d�apès (1:6), on a:

 10 (x) =
p
2

 11 (x) =
p
6 (4x� 1)

 12 (x) =
p
10
�
3
2
(4x� 1)2 � 1

2

�
9>>>=>>>; 0 � x <

1

2
;

 20 (x) =
p
2

 21 (x) =
p
6 (4x� 3)

 22 (x) =
p
10
�
3
2
(4x� 3)2 � 1

2

�
9>>>=>>>;

1

2
� x < 1;

donc,on obtient

8>>><>>>:
c10 =

R 1
0
 10 (x) dx =

1p
2

c11 =
R 1
0
 11 (x) dx = 0

c12 =
R 1
0
 12 (x) dx = 0

et 8>>><>>>:
c20 =

R 1
0
 20 (x) dx =

1p
2

c21 =
R 1
0
 21 (x) dx = 0

c22 =
R 1
0
 22 (x) dx = 0

d�où

1 �
�
1p
2
; 0; 0;

1p
2
; 0; 0

�T
	(x) = dT	(x): (1.19)
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1.2. développment en serie d�ondelettes de Legendre et approximation

et d�après [5] et en suivant le même procédé, on obtient

x � XT
1 	(x) =

� p
2
8
;

p
6
24
; 0; 3

p
2
8
;

p
6
24
; 0

�
	(x)

et x2 � XT
2 	(x) =

�
1
48

p
2; 1

96

p
6; 1

480

p
10; 7

48

p
2; 1

32

p
6; 1

480

p
10
�
	(x)

2-De la même manière et pour les valeurs k = 3 et M = 3, on obtient le vecteur

	(x) :

	(x) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

2

2
p
3 (8x� 1)

p
5
�
3 (8x� 1)2 � 1

�
2

2
p
3 (8x� 3)

p
5
�
3 (8x� 3)2 � 1

�
2

2
p
3 (8x� 5)

p
5
�
3 (8x� 5)2 � 1

�
2

2
p
3 (8x� 7)

p
5
�
3 (8x� 7)2 � 1

�

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; (1.20)

l�écriture de sin x dans la base des ondelettes de Legendre est comme suit:
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1.2. développment en serie d�ondelettes de Legendre et approximation

sinx � V T	(x) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

3: 108 8� 10�2

1: 787 3� 10�2

�7: 251 8� 10�5

9: 133 0� 10�2

1: 676 2� 10�2

�2: 130 5� 10�4

0:145 89

1: 460 9� 10�2

�3: 403 3� 10�4

0:191 39

1: 154 7� 10�2

�4: 464 5� 10�4

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

T 0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

2

2
p
3 (8x� 1)

p
5
�
3 (8x� 1)2 � 1

�
2

2
p
3 (8x� 3)

p
5
�
3 (8x� 3)2 � 1

�
2

2
p
3 (8x� 5)

p
5
�
3 (8x� 5)2 � 1

�
2

2
p
3 (8x� 7)

p
5
�
3 (8x� 7)2 � 1

�

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
d�où

sin x � �0:230 19x2 + 1: 139 6x� 3: 226 2� 10�2 = k (x)

Représentation graphique :

1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.0

0.5

0.5

1.0

x

y

Figure 1: Représentation de sin x et k (x) :
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1.2. développment en serie d�ondelettes de Legendre et approximation

3-On obtient l�écriture de ex dans la base des ondelettes de Legendre comme suit

ex �

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0:568 05

4: 095 3� 10�2

1: 321 2� 10�3

0:729 39

5: 258 5� 10�2

1: 696 4� 10�3

0:936 56

6: 752 0� 10�2

2: 178 2� 10�3

1: 202 6

8: 669 7� 10�2

2: 796 9� 10�3

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

T 0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

2

2
p
3 (8x� 1)

p
5
�
3 (8x� 1)2 � 1

�
2

2
p
3 (8x� 3)

p
5
�
3 (8x� 3)2 � 1

�
2

2
p
3 (8x� 5)

p
5
�
3 (8x� 5)2 � 1

�
2

2
p
3 (8x� 7)

p
5
�
3 (8x� 7)2 � 1

�

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
d�où

ex � 0:857 88x2 + 0:726 9x+ 1: 072 8 = h(x)

Représentation graphique :

0.4 0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1

2

3

x

y

Figure 2: Représentation de ex et h (x) :
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1.2. développment en serie d�ondelettes de Legendre et approximation

1.2.2 Fonction à deux variables

Développement en serie d�ondelettes de Legendre

Proposition 1.2.2 Toute fonction f(x; y) 2 L2([0; 1]� [0; 1]) peut-être exprimée sous la

forme[18] :

f(x; y) '
1X
n=1

1X
m=0

1X
n0=1

1X
m0=0

cnmn0m0 nmn0m0(x; y) (1.21)

avec

cnmn0m0 = hf(x; y);  nmn0m0(x; y)i (1.22)

et h; i indique le produit intérieur dans L2([0; 1]� [0; 1]) dé�ni par

cnmn0m0 =

Z 1

0

Z 1

0

f(x; y) nmn0m0(x; y)dxdy (1.23)

Approximation

L�approximation de la fonction f(x; y) est obtenue en tronquant la série in�nie donnée en

(1:21), comme suit :

f(x; y) '
2k�1X
n=1

M�1X
m=0

2k
0�1X

n0=1

M 0�1X
m0=0

cnmn0m0 nmn0m0(x; y) (1.24)

d�où

f(x; y) ' CT	(x; y) (1.25)

où C et 	(x; y) sont respectivement la matrice des coe¢ cients et la matrice vectorielle

des ondelettes, qui sont de type 2k�12k
0�1MM 0 � 1 et données sous la forme:
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1.2. développment en serie d�ondelettes de Legendre et approximation

C = [c1010; :::; c101(M 0�1); c1020; :::; c102(M 0�1); c1030; :::; c103(M 0�1); :::; (1.26)

c102K0�10; ::; c102K0�1(M 0�1); :::; c1110; :::; c111(M 0�1); c1120; :::; c112(M 0�1);

c1130; :::; c113(M 0�1); :::; c112K0�10; :::; c112K0�1(M 0�1); :::; c1(M�1)2K0�10; :::;

c1(M�1)2K0�1(M 0�1); c2010; :::; c201(M 0�1); c2020; :::; c202(M 0�1); c2030; :::; c203(M 0�1)

; :::; c202K0�10; c202K0�11; :::; c202K0�1(M 0�1); :::; c2110; :::; c211(M 0�1);

c2120; :::; c212(M 0�1); c2130; :::; c213(M 0�1); :::; c212K0�10; c212K0�11; ::;

c212K0�1(M 0�1); :::; c2K�1010; :::; c2K�111(M 0�1); :::; c2K�1020; :::; c2K�102(M 0�1); :::;

c2K�102K0�10; c2K�102K0�1(M 0�1); :::; c2K�1(M�1)2K0�10; :::; c2K�1(M�1)2K0�1(M 0�1)]
T

de la même manière, on trouve	(x; y) :

	(x; y) = [ 1010; :::;  101(M 0�1);  1020; :::;  102(M 0�1);  1030; :::; (1.27)

 103(M 0�1); :::;  102K0�10; ::;  102K0�1(M 0�1); :::;  1110; :::;

 111(M 0�1);  1120; :::;  112(M 0�1);  1130; :::;  113(M 0�1);

:::;  112K0�10; :::;  112K0�1(M 0�1); :::;  1(M�1)2K0�10; :::;

 1(M�1)2K0�1(M 0�1);  2010; :::;  201(M 0�1);  2020; :::;

 202(M 0�1);  2030; :::;  203(M 0�1); :::;  202K0�10;  202K0�11; :::;

 202K0�1(M 0�1); :::;  2110; :::;  211(M 0�1);  2120; :::;

 212(M 0�1);  2130; :::;  213(M 0�1); :::;  212K0�10;  212K0�11; ::;

 212K0�1(M 0�1); :::;  2K�1010; :::;  2K�111(M 0�1); :: 2K�1020;

:::;  2K�102(M 0�1); :::;  2K�102K0�10;  2K�102K0�1(M 0�1); :::;

 2K�1(M�1)2K0�10; :::;  2K�1(M�1)2K0�1(M 0�1)]
T :

Remarques 1.2.2 1. En utilisant la relation (1:11),on peut transformer l�écriture

dans (1:25) a la forme suivante:

f(x; y) ' CT	(x; y) = 	T (x)C 0	(y) (1.28)
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1.2. développment en serie d�ondelettes de Legendre et approximation

où C 0 est la matrice des coe¢ cients de dimension 2k�1M � 2k0�1M 0 telle que:

C 0 =

0BBBBBBBBBBBB@

c1010 ..... c101(M 0�1) c1020:::c102(M 0�1):::c102K0�1(M 0�1)

c1110 ::: c111(M 0�1) c1120:::c112(M 0�1):::c112K0�1(M 0�1)

: : : : :

: : : : :

: : : : :

c2K�1(M�1)10:::c2K�1(M�1)1(M 0�1):::c2K�1(M�1)2K0�10:::c2K�1(M�1)2K0�1(M 0�1)

1CCCCCCCCCCCCA
2. Pour plus de simpli�cation de l�écriture de 	(x; y); on pose

	nn0(x; y) = [ n0n00;  n0n01; :::;  n0n0(M 0�1);  n1n00;  n1n01; :::;

 n1n0(M 0�1);:::;  n(M�1)n00;  n(M�1)n01; :::;  n(M�1)n0(M 0�1)]
T

qui est un vecteur de dimension MM 0, en substituant dans (1:27) on obtient:

	(x; y) = [	T11; 	T12; :::;	
T
12K

0�1 ;	
T
21; 	T22; :::;	

T
22K

0�1 ; (1.29)

:::	T2K�11; 	T2K�12; :::; 	
T
2K�12K0�1

]T

3. Dans l�écriture de 	Tij(x; y), le terme (x; y) est annulé pour commodité. La fonction

 nmn0m0(x; y) est attachée à la k�eme composante du vecteur 	(x; y) où

k =
hh
(n� 1) 2k0�1 + (n0 � 1)

i
M +m

i
M 0 + (m0 + 1) :

Produit de deux vecteurs

On peut clairement conclure de la propriété (1:7) et (1:29) que

	(x; y):	T (x; y) =

26666666666664

	11

	12

:

:

:

	2K�12K0�1

37777777777775
:[	T11; 	

T
12; :::; 	

T
2K�12K0�1

]
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1.2. développment en serie d�ondelettes de Legendre et approximation

Donc

	(x; y):	T (x; y) =

0BBBBBBBBBBBB@

	11:	
T
11 0 0::: 0

0 	22:	
T
22 0::: 0

:

:

0

:

:

:::

:::

:::

:

:

0

0 0::: 0 	2K�12K0�1 :	
T
2K�12K0�1

1CCCCCCCCCCCCA
; (1.30)

Donc, d�après (1:11) l�intégrale du produit de deux vecteurs des ondelettes de Legendre

est: Z 1

0

Z 1

0

	(x; y):	T (x; y)dxdy = I (1.31)

où I est la matrice d�identité de dimension 2k�12k
0�1MM 0.

Exemple 8 1. Dans cet exemple, on va approximer la fonction f(x; y) = 1 dans la

base d�ondelettes de Legendre pour k = k0 = 2 et M =M 0 = 2.On pose

1 '
2X

n=1

1X
m=0

2X
n0=1

1X
m0=0

cnmn0m0 nmn0m0(x; y) = CT	(x; y):

Calculons les 16 Composantes du vecteur 	(x; y):D0après (1:10) ;on obtient

 1010 = 2

 1011 = 2
p
3 (4y � 1)

 1110 = 2
p
3 (4x� 1)

 1111 = 6 (4x� 1) (4y � 1)

9>>>>>>=>>>>>>;
pour 0 � x <

1

2
; 0 � y <

1

2
(1.32)

 1020 = 2

 1021 = 2
p
3 (4y � 3)

 1120 = 2
p
3 (4x� 1)

 1121 = 6 (4x� 1) (4y � 3)

9>>>>>>=>>>>>>;
pour 0 � x <

1

2
;
1

2
� y � 1
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1.2. développment en serie d�ondelettes de Legendre et approximation

 2010 = 2

 2011 = 2
p
3 (4y � 1)

 2110 = 2
p
3 (4x� 3)

 2111 = 6 (4x� 3) (4y � 1)

9>>>>>>=>>>>>>;
pour

1

2
� x < 1; 0 � y <

1

2

 2020 = 2

 2021 = 2
p
3 (4y � 3)

 2120 = 2
p
3 (4x� 3)

 2121 = 6 (4x� 3) (4y � 3)

9>>>>>>=>>>>>>;
pour

1

2
� x � 1; 1

2
� y � 1

Donc

	(x; y) =

0BBBBBB@
	11(x; y)

	12(x; y)

	21(x; y)

	22(x; y)

1CCCCCCA
où 	11(x; y) =

�
2; 2

p
3 (4y � 1) ; 2

p
3 (4x� 1) ; 6 (4x� 1) (4y � 1)

�T
;

	12(x; y) =
�
2 ; 2

p
3 (4y � 3) ; 2

p
3 (4x� 1) ; 6 (4x� 1) (4y � 3)

�T
;

	21(x; y) =
�
2; 2

p
3 (4y � 1) ; 2

p
3 (4x� 3) ; 6 (4x� 3) (4y � 1)

�T
;

	22(x; y) =
�
2; 2

p
3 (4y � 3) ; 2

p
3 (4x� 3) ; 6 (4x� 3) (4y � 3)

�T
:

Maintenant on va calculer cnmn0m0 les 16 coe¢ cients du vecteur C. D0après (1:23)

on a:

cnmn0m0 = h1;  nmn0m0(x; y)iL2([0;1]�[0;1]) =
R 1
0

R 1
0
1�  nmn0m0(x; y)dxdy,donc

c1010 =

Z 1

0

Z 1

0

 1010(x; y)dxdy =
1

2

et

c1011 =

Z 1

0

Z 1

0

 1011(x; y)dxdy = 0
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1.2. développment en serie d�ondelettes de Legendre et approximation

de la même manière, on trouve les 16 Composantes du vecteur C

c1010 =
1
2
; c1011 = 0; c1020 =

1
2
; c1021 = 0

c1110 = 0; c1111 = 0; c1120 = 0; c1121 = 0

c2010 =
1
2
; c2011 = 0; c2020 =

1
2
; c2021 = 0

c2110 = 0; c2111 = 0; c2120 = 0; c2121 = 0

d�où

CT =

�
1

2
; 0;
1

2
; 0; 0; 0; 0; 0;

1

2
; 0;
1

2
; 0; 0; 0; 0; 0

�
; (1.33)

donc

1 �
�
1

2
; 0;
1

2
; 0; 0; 0; 0; 0;

1

2
; 0;
1

2
; 0; 0; 0; 0; 0

�
	(x; y): (1.34)

D�autre part et d�après (1:28) ; on peut écrire

1 � 	T (x)C 0	(y)

avec

	(x) = [ 10 (x) ;  11 (x) ;  20 (x) ;  21 (x)]
T

= [
p
2;
p
6 (4x� 1) ;

p
2;
p
6 (4x� 3)]T ;

	(y) = [ 10 (y) ;  11 (y) ;  20 (y) ;  21 (y)]
T

= [
p
2;
p
6 (4y � 1) ;

p
2;
p
6 (4y � 3)]T

et

C 0 =

0BBBBBB@
c1010 c1011 c1020 c1021

c1110 c1111 c1120 c1121

c2010 c2011 c2020 c2021

c2110 c2111 c2120 c2121

1CCCCCCA

=

0BBBBBB@
1
2
0 1

2
0

0 0 0 0

1
2
0 1

2
0

0 0 0 0

1CCCCCCA
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1.2. développment en serie d�ondelettes de Legendre et approximation

2. De la même manière, on trouve le développement des ondelettes de Legendre de la

fonction f(x; y) = x2 + y2 pour k = k0 = 2 et M =M 0 = 3.On pose:

f(x; y) � 	T (x)C 0	(y) où

	(x) =

0BBBBBBBBBBBB@

p
2

p
6 (4x� 1)

p
10
2

�
3 (4x� 1)2 � 1

�
p
2

p
6 (4x� 3)

p
10
2

�
3 (4x� 3)2 � 1

�

1CCCCCCCCCCCCA
; 	(y) =

0BBBBBBBBBBBB@

p
2

p
6 (4y � 1)

p
10
2

�
3 (4y � 1)2 � 1

�
p
2

p
6 (4y � 3)

p
10
2

�
3 (4y � 3)2 � 1

�

1CCCCCCCCCCCCA
(1.35)

et

C 0 =

0BBBBBBBBBBBB@

1
48

1
192

p
3 1

960

p
5 1

12
35
192

p
3 571

960

p
5

1
192

p
3 0 0 1

192

p
3 1

32
1
32

p
15

91
960

p
5 1

32

p
15 1

32
451
960

p
5 31

30

p
15 271

16

1
12

1
192

p
3 1

960

p
5 7

48
59
192

p
3 931

960

p
5

35
192

p
3 1

32
1
480

p
15 59

192

p
3 31

16
61
30

p
15

1
960

p
5 0 0 1

960

p
5 1

480

p
15 1

32

1CCCCCCCCCCCCA
(1.36)

Donc, on obtient:

f(x; y) � 24480:0x2y2�35907:x2y+12707:x2�10797:xy2+15837:xy�5604: 1x+31:

75y2 � 46: 625y + 0:000013 = k (x; y)

Représentation graphique:

04 22

yx

0
0

4

1e+7z

2e+7

Figure 3: Représentation de f(x; y) et k (x; y)
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1.3. Convergence du développement des OLs

3. Pour k = k0 = 2 et M = M 0 = 3 et par les calculs on obtient l�approximation de la

fonction g(x; y) = ex+y suivante:

g(x; y) � 89572:x2y2�1: 331 7�105x2y+47855:x2�39183:xy2+58366:xy�20845:x�

72: 281y2 + 31: 653y + 1:0012 = h (x; y)

Représentation graphique:

5 04 13

x
22 3

y

1 40 50

2e+7

4e+7

6e+7

z

8e+7

Figure 4 : Représentation de g(x; y) et h (x; y)

1.3 Convergence du développement des OLs

Dans cette section, la borne d�erreur de la solution approximative via la série d�ondelettes

de Legendre est illustrée par les théorèmes suivants.

1.3.1 Fonction à une variable

Théorème 1 [10] :

Toute fonction f(x) 2 L2 [0; 1], deux fois dérivable dont la dérivée seconde est bornée

jf 00(x)j �M , peut être développée comme une série in�nie des ondelettes de Legendre qui

converge uniformément vers la fonction f(x), c�est-à-dire

f (x) =
1X
n=1

1X
m=0

cnm nm (x) ;
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1.3. Convergence du développement des OLs

où les coe¢ cients cnm sont bornés par

jcnmj �
p
12cM

(2n)
5
2 (2m� 3)2

: (1.37)

Preuve: on peut voir [10] :

Théorème 2 Supposons que la fonction f(x) 2 L2[0; 1] possède une dérivée seconde

bornée jf 00(x)j � cM et CT	(x) est son approximation par les ondelettes de Legendre.

Alors pour la borne d�erreur nous avons :

�bm(f) �
0@ 1X

n=1

1X
m=M

c2nm +

1X
n=2k+1

M�1X
m=0

c2nm

1A 1
2

; (1.38)

où�bm(f) =
�R 1

0

�
f(t)� CT 	(t)

�2
dt
� 1
2

Preuve:

En considérant la dé�nition de �bm(f), on a :
(�bm (f))2 =

Z 1

0

�
f (t)� CT 	(t)

�2
dt

d�où

(�bm (f))2 ==
Z 1

0

0@ 1X
n=1

1X
m=0

cnm nm (t)�
2kX
n=1

M�1X
m=0

cnm nm (t)

1A2

dt

donc

(�bm (f))2 �
1X
n=1

1X
m=M

c2nm

Z 1

0

 2nm (t) dt+
1X

n=2k+1

M�1X
m=0

c2nm

Z 1

0

 2nm (t) dt

�
1X
n=1

1X
m=M

c2nm +
1X

n=2k+1

M�1X
m=0

c2nm

ce qui achève la preuve.
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1.3. Convergence du développement des OLs

1.3.2 Fonction à deux variables

Théorème 3 Si la somme de la valeur absolue des coe¢ cients des ondelettes de Legendre

d�une fonction f(x; y) forme une série convergente, alors le développement des ondelettes

de Legendre est absolument et uniformément convergent vers la fonction f(x; y): (voir [21])

Théorème 4 :Si la dérivée d�order quatre de la fonction continue f(x; y) 2 L2 ([0; 1]� [0; 1])

est bornée
���@4f(x;y)@x2@y2

��� � cM , alors le développement des ondelettes de Legendre converge uni-

formément vers la fonction f(x; y) et en plus

jcijj �
12cM

(2n1)
5
2 (2n2)

5
2 (2m1 � 3)2 (2m2 � 3)2

(1.39)

où i =M(n1 � 1) +m1 + 1 et j =M(n2 � 1) +m2 + 1:

Preuve: on peut voir [21] :

Théorème 5 Supposons que la fonction f(x; y) 2 L2 ([0; 1]� [0; 1]) : Si f possède une

dérivée seconde bornée, et 	T (x)C	(y) est son approximation des ondelettes de Legendre.

Alors pour la borne d�erreur nous avons :

�bm�bm(f) �
0@ 1X

i=1

1X
j=bm+1 c

2
ij +

1X
i=bm+1

M�1X
j=1

c2ij

1A 1
2

; (1.40)

où

�bm�bm(f) =
�Z 1

0

Z 1

0

�
f(x; y)�	T (x)C 	(y)

�2
dxdy

� 1
2

:

Preuve:

En considérant la dé�nition de �bm�bm(f), on a :
(�bm�bm(f))2 =

Z 1

0

Z 1

0

�
f(x; y)�	T (x)C 	(y)

�2
dxdy

=

Z 1

0

Z 1

0

 1X
i=1

1X
j=1

cij i(x) j(y)�
bmX
i=1

bmX
j=1

cij i(x) j(y)

!2
dxdy
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1.3. Convergence du développement des OLs

donc

(�bm�bm(f))2 �
1X
i=1

1X
j=bm+1 c

2
ij

Z 1

0

Z 1

0

 2i (x) 
2
j(y)dxdy +

1X
i=bm+1

bmX
j=1

c2ij

Z 1

0

 2i (x) 
2
j(y)dxdy

�
1X
i=1

1X
j=bm+1 c

2
ij +

1X
i=bm+1

M�1X
j=1

c2ij

ce qui achève la preuve.
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CHAPITRE

2 Matrices opérationnelles

des ondelettes de

Legendre

2.1 Introduction

Dans cette partie, on applique la méthode des ondelettes de Legendre pour la solution

numérique des équations di¤érentielles ordinaires avec des conditions aux limites dans la

dimension 1 et puis les équations di¤érentielles partielles avec les mêmes conditions dans la

dimension 2, en utilisant les ondelettes de Legendre bidimensionnelles. Dans cette direc-

tion, les matrices appelées matrice opérationnelle de dérivation et matrice opérationnelle

d�intégration sont utiles pour obtenir une solution numérique au problème mentionné

ci-dessus. Ces matrices nous permettre de réduire la solution numérique des équations

di¤érentielles à ceux de la résolution d�un système d�équations algébriques simple.
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2.2. Matrice opérationnelle d�intégration

2.2 Matrice opérationnelle d�intégration

2.2.1 Matrice opérationnelle d�intégration le cas d�une variable

La matrice opérationnelle d�intégration est une matrice de�nie par:

Z x

0

	(t)dt = P:	(x) (2.1)

où 	(x) est donnée par (1� 5); et P est une matrice de type 2k�1M dé�nie dans par:

P =
1

2k

0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

L F F F ::: F

O L F F ::: F

O O L F ::: F

O O O L ::: F

: : : : : :

: : : : : :

: : : : : :

O O O O ::: L

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA

(2.2)

O; F et L sont des matrices de dimension M avec O est la matrice nulle,

F =

0BBBBBBBBBBBB@

2 0 0 ::: 0

0 0 0 ::: 0

0 0 0 ::: 0

: : : : :

: : : : :

0 0 0 ::: 0

1CCCCCCCCCCCCA
(2.3)
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2.2. Matrice opérationnelle d�intégration

et

L =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1 1p
3

0 0 ::: 0 0

� 1p
3

0 1p
3
p
5

0 ::: 0 0

0 � 1p
3
p
5

0 1p
5
p
7

::: 0 0

0 0 � 1p
5
p
7

0 ::: 0 0

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:

0 0 0 0 ::: 0 1p
2M�1

p
2M�3

0 0 0 0 ::: � 1p
2M�1

p
2M�3 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA

(2.4)

Exemple 9 Trouvons la matrice P qu�on notera P6�6 pour M = 3 et k = 2; telle queZ x

0

	6�1(t)dt = P6�6	6�1(x): (2.5)

Alors les six fonctions de base de 	6�1(x)
�
= 	6(x)sont données par(1� 6):

 10 (x) =
p
2

 11 (x) =
p
6 (4x� 1)

 12 (x) =
p
10
�
3
2
(4x� 1)2 � 1

2

�
9>>>=>>>; 0 � x <

1

2
;

 20 (x) =
p
2

 21 (x) =
p
6 (4x� 3)

 22 (x) =
p
10
�
3
2
(4x� 3)2 � 1

2

�
9>>>=>>>;

1

2
� x < 1;

En intégrant (1� 6) de 0 à x et en utilisant cnm = hf (x) ;  nm (x)i, on obtientZ x

0

 10(t)dt =

8<:
p
2x; 0 � x < 1

2
p
2
2
; 1

2
� x < 1

d�où Z x

0

 10(t)dt =
1

4
 10(x) +

p
2

4�
p
6
 11(x) +

1

2
 20(x)

=

�
1

4
;
1

4
p
3
; 0;
1

2
; 0; 0

�T
	6(x):
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et Z x

0

 11(t)dt =

8<: 2
p
6x2 �

p
6x; 0 � x < 1

2

0; 1
2
� x < 1

= �
p
3

12
 10(x) +

p
3

12�
p
5
 12(x)

=

"
�
p
3

12
; 0;

p
3

12
p
5
; 0; 0; 0

#T
	6(x):

de la même manière, on obtient:Z x

0

 12(t)dt = �
p
5

20
p
3
 11(x)

=
1

4

�
0 � 1p

3
p
5
0 0 0 0

�
	6(x);

Z x

0

 20(t)dt =
1

4
 20(x) +

p
2

4
p
6
 21(x) (2.6)

=
1

4

�
0 0 0 1 1p

3
0
�
	6(x);

Z x

0

 21(t)dt = �
p
3

12
 20(x) +

p
3

12
p
5
 22(x)

=
1

4

�
0 0 0 � 1p

3
0 1p

3
p
5

�
	6(x);

Z x

0

 22(t)dt = �
p
5

20
p
3
 21(x)

=
1

4

�
0 0 0 0 � 1p

3
p
5
0
�
	6(x):

Donc

P6�6 =
1

4

0BBBBBBBBBBBB@

1 1p
3

0 2 0 0

� 1p
3

0 1p
3
p
5

0 0 0

0 � 1p
3
p
5

0 0 0 0

0 0 0 1 1p
3

0

0 0 0 � 1p
3

0 1p
3
p
5

0 0 0 0 � 1p
3
p
5

0

1CCCCCCCCCCCCA
(2.7)
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2.2. Matrice opérationnelle d�intégration

Dans (2:5) les indices de P6�6 et 	6(x) désignent les dimensions et P6�6 est dé�nie comme

suit:

P6�6 =

0@ L3�3 F3�3

03�3 L3�3

1A ;

où

L3�3 =

0BBB@
1 1p

3
0

� 1p
3

0 1p
3
p
5

0 � 1p
3
p
5

0

1CCCA
et

F3�3 =

0BBB@
2 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA

Remarque 2.2.1 D�une manière générale, l�intégration n-fois du vecteur 	(x) peut s�exprimer

par[11] comme suit: Z x

0

:::

Z x

0| {z }
n fois

	(t) dt:::dt ' P n	(x)

Il est également montré dans [25] que la matrice P n peut être approchée comme suit :

P n ' �m̂�m̂P̂
n�m̂�m̂;

où �m̂�m̂ est la matrice des OLs dé�nie en (1:18) et P̂ n est une matrice dite la matrice

opérationnelle d�intégration généralisée, qui a la forme suivante:

P̂ n =

�
1

m̂

�n
1

(n+ 1)!

0BBBBBBBBBBBBBBB@

1 �1 �2 ::: �m̂�1

0 1 �1 ::: �m̂�2

0 0 1 ::: �m̂�3

:

:

:

:

:

:

:::

:::

:

:

:

:

0 0 0 ::: 1 �1

0 0 0 ::: 0 1

1CCCCCCCCCCCCCCCA
où �i = (i+ 1)

n+1 � 2in+1 + (i� 1)n+1 :
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2.2. Matrice opérationnelle d�intégration

2.2.2 Matrice opérationnelle d�intégration le cas de deux vari-

ables

Matrice opérationnelle d�intégration pour la variable y

La matrice opérationnelle d�intégration pour la variable y est dé�nie par:

Z y

0

	(x; t)dt = Py:	(x; y) (2.8)

où Py est la matrice de dimension
�
2k�12k

0�1MM 0� donnée par

Py =
1

2k0

0BBBBBBBBB@

P 0 O O ::: O

O P 0 O ::: O

O O P 0 ::: O

: : : : :

O O O ::: P 0

1CCCCCCCCCA
(2.9)

O et P 0 sont des matrices de dimension
�
2k

0�1M 0� où O est la matrice nulle et P 0 est

dé�nie par (2:2) ; (2:3) ; (2:4) par

P 0 =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

L F F ::: F

O0 L F ::: F

O0 O0 L F ::: F

: : : : :

: : : : :

: : : L F

O0 O0 O0 ::: O0 L

1CCCCCCCCCCCCCCCA
F;L et O0 sont des matrices de dimension M 0où O0 est la matrice nulle et F;L sont

dé�nies par (2:3) ; (2:4) successivement.

Exemple 10 1- On prend M =M 0 = 3; k = k0 = 2 pour le calcul des coe¢ cients de la

matrice Py qu�on va noter Py36 telle queZ y

0

	36(t; y)dt = Py36:	36(x; y)

38



2.2. Matrice opérationnelle d�intégration

Pour m0 = 0, on a

Z y

0

 1110(x; t)dt =

8>>><>>>:
1
22

h
1p
3
 1111(x; y) +  1110(x; y)

i
; y 2

�
0; 1

2

�
0; ailleurs

1
2
 1120(x; y); y 2

�
0; 1

2

�
=

1

4

�
0; 0; 0; 0; 0; 0; 1;

1p
3
; 0; 2; 0; 0; 0; 0; :::; 0

�T
	(x; t)

Pour m0 6= 0, on aZ y

0

 1211(x; t)dt =

8<:
1

22
p
3

h
1p
5
 1212(x; y)�  1210(x; y)

i
; y 2

�
0; 1

2

�
0; ailleurs

=
1

22

�
0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0;� 1p

3
; 0;

1p
3
p
5
; 0; 0; :::; 0

�T
	(x; t)

d�où on obtient Py36

Py36 =
1

22

0BBBBBBBBBBBB@

P 0 O O O O O

O P 0 O O O O

O O P 0 O O O

O O O P 0 O O

O O O O P 0 O

O O O O O P 0

1CCCCCCCCCCCCA
(2.10)

où P 0 = P6�6 est la matrice de demension 6 dé�nie par (2� 7) :

2- Si on prend M =M 0 = k = k0 = 2 la matrice Py qu�on va noter Py16 telle queZ y

0

	16(t; y)dt = Py16:	16(x; y)

est donnée par

Py16 =
1
22

0BBBBBB@
P4�4 O O O

O P4�4 O O

O O P4�4 O

O O O P4�4

1CCCCCCA où P4�4 =

0@ L2�2 F2�2

O02�2 L2�2

1A ,

L2�2 =

0@ 1 1p
3

� 1p
3

0

1A,F2�2 =
0@ 2 0

0 0

1A et O02�2 =

0@ 0 0

0 0

1A .
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2.2. Matrice opérationnelle d�intégration

Matrice opérationnelle d�intégration pour la variable x

La matrice opérationnelle d�intégration pour la variable x est une matrice dé�nie par [4]:Z x

0

	(t; y)dt = Px:	(x; y) (2.11)

où Px est une matrice de dimension
�
2k�12k

0�1MM 0� ; sous la forme

Px =
1

2k

0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

L F F F ::: F

O L F F ::: F

O O L F ::: F

O O O L ::: F

: : : : : :

: : : : : :

: : : : : : F

O O O O ::: O L

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA

(2.12)

et L , F et O sont des matrices de dimension
�
2k�1MM 0� dé�nies par :

F =

0BBBBBBBBBBBB@

2D0 O0 O0 ::: O0

O0 O0 O0 ::: O0

O0 O0 O0 ::: O0

: : : : :

: : : : :

O0 O0 O0 ::: O0

1CCCCCCCCCCCCA
(2.13)

et
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2.2. Matrice opérationnelle d�intégration

L =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

D0 1p
3
D0 O0 ::: O0

� 1p
3
D0 O0 1p

3
p
5
D0 ::: O0

O0 � 1p
3
p
5
D0 O0 ::: O0

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:

: : : : 1p
2M�1

p
2M�3D

0

O0 O0 O0 ::: 1p
2M�1

p
2M�3D

0 O0

1CCCCCCCCCCCCCCCA
(2.14)

et

O =

0BBBBBBBBBBBB@

O0 O0 O0 ::: O0

O0 O0 O0 ::: O0

O0 O0 O0 ::: O0

: : : : :

: : : : :

O0 O0 O0 ::: O0

1CCCCCCCCCCCCA
(2.15)

D0 est la matrice d�identité de dimension
�
2k

0�1M 0� .

D0 =

0BBBBBBBBBBBB@

1 0 0 ::: 0

0 1 0 ::: 0

0 0 1 ::: 0

: : : : :

: : : : :

0 0 0 ::: 1

1CCCCCCCCCCCCA
(2.16)

et O0 est la matrice nulle de dimension
�
2k

0�1M 0� .
Preuve:

Dans l�écriture de  nmn0m0(x; y), le terme (x; y) sera annulé pour commodité.
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2.2. Matrice opérationnelle d�intégration

A partir de l�intégrale
R x
0
	(t; y)dt = Px:	; on a

Pour m = 0

Z x

0

 n0n0m0(t; y)dt =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

1
2K

h
1p
3
 n1n0m0 +  n0n0m0

i
; n�1

2k�1 6 x 6 n
2k�1 ;

0; n̂�1
2k�1 6 x 6 n̂

2k�1 ;

n̂ = 1; :::; n� 1
1

2K�1 n̂0n0m0 ; n̂�1
2k�1 6 x 6 n̂

2k�1 ;

n̂ = n+ 1; :::; 2K�1

(2.17)

Pour m 6= 0

Z x

0

 nmn0m0(t; y)dt =

8<:
1

2K
p
2m+1

h
1p
2m+3

 n(m+1)n0m0 � 1p
2m�1 n(m�1)n0m0

i
; n�1
2k�1 6 x 6 n

2k�1 ;

0; ailleurs

(2.18)

Exemple 11 Pour M = M 0 = k = k0 = 2 calculant les coe¢ cients de la matrice Px que

on notera (Px)16 telle que Z x

0

	16(t; y)dt = (Px)16 :	16(x; y)

où les composantes du vecteur 	16(x; y) sont dé�nis par (1� 32) ; donc La matrice (Px)16
peut être réécrite comme suit,

(Px)16 =
1

4

0@ L8 F8

O8 L8

1A ; (2.19)

où

L8 =

0@ D0
4

p
3
3
D0
4

�
p
3
3
D0
4 O04

1A
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2.2. Matrice opérationnelle d�intégration

donc

L8 =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1 0 0 0
p
3
3

0 0 0

0 1 0 0 0
p
3
3

0 0

0 0 1 0 0 0
p
3
3

0

0 0 0 1 0 0 0
p
3
3

�
p
3
3

0 0 0 0 0 0 0

0 �
p
3
3

0 0 0 0 0 0

0 0 �
p
3
3

0 0 0 0 0

0 0 0 �
p
3
3

0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA
et

F8 =

0@ 2D0
4 O04

O04 O04

1A ; D0
4 =

0BBBBBB@
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1CCCCCCA
I est la matrice identité, O8 et O04 sont les matrices nulles de dimensions 8; 4 successive-

ment.

Proposition 2.2.1 Les matrices opérationnelles d�intégration Px, Py dé�nies par

(2:12); (2:9) successivement sont des matrices inversibles.

Preuve:

Comme Px est une matrice triangulaire par blocs, son déterminant est le produit des

déterminants des blocs diagonaux, alors il su¢ t que le déterminant de la matrice L soit

non nul. En e¤et,

det (L) = (�1)2
k0�1

M 0
MY
m=1

�
1

2m� 1

�2k0�1
6= 0:

mais

det (Px) = 2
k�1 det (L)

d�où le déterminant de la matrice Px est non nul.
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2.2. Matrice opérationnelle d�intégration

La matrice Py est une matrice diagonale, Il su¢ t de vérifer que le déterminant de la

matrice P 0 est non nul. Or la matrice P 0 est triangulaire par blocs avec le bloc L sur sa

diagonale. Alors

det (L) =

M 0Y
m=1

�
1

2m� 1

�
6= 0:

cela implique que det (P 0) 6= 0 par conséquent det (Py) 6= 0:

Exemple 12 Calculons le déterminant de L18 pour M = M 0 = 3 et k = k0 = 2:Donc

(Px)36s�écrit

(Px)36 =
1

22

0@ L18 F18

O18 L18

1A

det (L18) = det

0BBB@
D0
6

1p
3
D0
6 O06

� 1p
3
D0
6 O06

1p
15
D0
6

O06 � 1p
15
D0
6 O06

1CCCA
= det

�
� 1p

15
D0
6

��
det (D0

6) det

�
1p
15
D0
6

��
= (�1)6

�
1

3

�6�
1

5

�6
=

�
1

15

�6
:

Remarque 2.2.2 On utilise les matrices opérationnelles Px; Py si l�écriture de la fonction

f(x; y) est sous la forme f(x; y) = CT	(x; y):Mais dans le cas où f(x; y) s�écrit sous

la forme f(x; y) = 	T (x)C	(y), les matrices Px; Py veri�ent Px = Py = P avec P

est la matrice opérationnelle dé�nie en (2� 2) (c.a.d
R y
0
f(x; t)dt = 	T (x)CP	(y) etR x

0
f(t; y)dt = 	T (x)P TC	(y)).
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2.3. Matrice opérationnelle de dérivation

2.3 Matrice opérationnelle de dérivation

2.3.1 Dérivé d�un polynôme de Legendre

Dans le théorème suivant [7], on donne une relation entre les ondelettes de Legendre et leur

dérivées, ce qui est très important pour dériver la matrice opérationnelle des ondelettes

de Legendre

Théorème 6 Soit Pm(x) les polynômes de Legendre dé�nis sur [0; 1], alors on a:

P 0m(x) = 2

m�1X
i=0

i+m impair

(2i+ 1)Pi (x) (2.20)

Preuve:

Soit u(x) une fonction. Supposons que le développement de Legendre de u(x) est

donné par:

u(x) =
m�1X
i=0

~uiLi (x) (2.21)

alors u(x) peut être écrite comme

u0(x) =
m�1X
i=0

~u
(1)
i Li (x) ; (2.22)

où

~u
(1)
i = (2i+ 1)

m�1X
j=i+1
j+i odd

~uj, i � 0: (2.23)

Maintenant en prenant u(x) = Lm(x) dans (2:21), on a ~um = 1 et ~uk = 0 pour k 6= m,

par conséquent

~u
(1)
i =

8<: 2i+ 1; m+ i est impair, i � m� 1

0 autrement
(2.24)

En conséquence l�éq. (2:22) devient

L0(x) =
m�1X
i=0

m+i impair

(2i+ 1)Li (x) ; (2.25)
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2.3. Matrice opérationnelle de dérivation

En remplaçant x = 2t� 1 dans (2:25); on obtient (2:20)

P 0m(t) = 2

m�1X
i=0

i+m impair

(2i+ 1)Pi (t)

2.3.2 Matrice opérationnelle de dérivation

Dans ce qui suit, nous introduirons la matrice opérationnelle des ondelettes de Legendre

de dérivation

Théorème 7 Soit 	(x) le vecteur d�ondelettes de Legendre dé�ni par (1:14). La dérivée

du vecteur 	(x) peut être exprimée par

d	(x)

dx
= D	(x) (2.26)

où D est une matrice de dimensions 2k (M + 1) appelée la matrice opérationnelle de déri-

vation et elle est dé�nie comme suit

D =

0BBBBBBBBB@

�D 0 0 ::: 0

0 �D 0 ::: 0

0 0 �D ::: :

: : : 0

0 0 0 ::: �D

1CCCCCCCCCA
; (2.27)

dans laquelle �D est la matrice de dimensions (M + 1)(M + 1) et son (r; s)ième élément

est dé�ni comme suit

�Dr;s =

8>>><>>>:
2k
p
(2r � 1) (2s� 1) , r = 2; 3; :::; (M + 1) ;

s = 1; :::; r � 1 et (r + s impair)

0; autrement

(2.28)

Preuve:(voir [7])
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2.3. Matrice opérationnelle de dérivation

En utilisant le polynôme de Legendre dé�ni sur [0; 1], le rième élément du vecteur

	(x) dans (1:14) peut s�écrire

 r (x) =  nm (x) = 2
k
2

r
m+

1

2
Pm
�
2k�1x� n

�
�[ n�1

2k�1
; n

2k�1 ]
; n = 1; 2; :::; 2k�1(M + 1);

où r = n (M + 1) + (m+ 1) ; m = 0; 1; 2; :::; 2k , k 2 N� et �[ n�1
2k�1

; n

2k�1 ]
est la fonction

caractéristique dé�nie par

�[ n�1
2k�1

; n

2k�1 ]
(x) =

8<: 1, si x 2
�
n�1
2k�1 ;

n
2k�1

�
0; autrement

;

Par di¤érentiation de  r (x) par rapport à x on a

d r(x)

dx
= 2

k
2

r
m+

1

2
2k�1P 0m

�
2k�1x� n

�
�[ n�1

2k�1
; n

2k�1 ]
: (2.29)

Cette fonction est nulle en dehors de l�intervalle
�
n�1
2k�1 ;

n
2k�1

�
, donc son développement

en ondelettes de Legendre n�a que les éléments d�ondelettes de Legendre de base de 	(x)

qui sont non nuls dans l�intervalle
�
n�1
2k�1 ;

n
2k�1

�
;c.a.d  i (x) ; i = n (M + 1)+1; n (M + 1)+

2; :::; n (M + 1)+(M + 1) :Alors son développement en ondelettes de Legendre a la forme

suivante :
d r(x)

dx
=

(n+1)(M+1)X
i=n(M+1)+1

ai i (x) (2.30)

De plus, nous avons dP0(x)
dx

= 0: Cela implique que d r(x)
dx

= 0 pour i = 1; (M + 1) +

1; 2 (M + 1) + 1; 3 (M + 1) + 1; :::;
�
2k�1 � 1

�
(M + 1) + 1:

Par conséquent, la première ligne de la matrice �D dé�nie en (2:27) est nulle. Main-

tenant en remplaçant P 0m
�
2k�1x� n

�
de l�éq. (2:20) dans (2:29) on obtient:

d r(x)

dx
= 2

k
2

r
m+

1

2
2k�1

m�1X
i=0

i+m odd

2 (2i+ 1)Pi
�
2k�1x� n

�
�[ n�1

2k�1
; n

2k�1 ]
(2.31)

En développant cette équation en base d�ondelettes de Legendre on obtient:

d r(x)

dx
= 2k

r�1X
s=1

s+r impair

p
(2r � 1) (2s� 1) n(M+1)+s (x) : (2.32)

47



2.3. Matrice opérationnelle de dérivation

Donc si on choisi �Dr;s comme:

�Dr;s =

8<: 2k
p
(2r � 1) (2s� 1) , r = 2; :::; (M + 1) ; s = 1; :::; r � 1 et (r + s impair)

0 autrement

alors d r(x)
dx

=
Pr�1

s=1
s+r impair

�Dr;s n(M+1)+s (x) :Cela conduit au résultat souhaité
d	(x)
dx

=

D	(x):

Exemple 13 Pour M = 2; K = 0 et on utilisant (2:27) et (2:28) ; on trouve

D3�3 =

0BBB@
0 0 0

2
p
3 0 0

0 2
p
15 0

1CCCA ; (2.33)

par concéquent

D2
3�3 =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

12
p
5 0 0

1CCCA (2.34)

Corollaire 2.3.1 En utilisant l�éq. (2:26), la nième dérivée de la matrice opérationnelle

peut être écrite par
dn	(x)

dxn
= Dn	(x); (2.35)

où Dn est la nième puissance de la matrice D.

Exemple 14 Pour M = 2; K = 1 et de l�équation (1:6)on a

	(x) = [
p
2;
p
6 (4x� 1) ;

p
10

�
3

2
(4x� 1)2 � 1

2

�
;
p
2;
p
6 (4x� 3) ;

p
10

�
3

2
(4x� 3)2 � 1

2

�
]T

donc d	(x)
dx

= D	(x) où

D6�6 =

0BBBBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0

2
p
3 0 0 0 0 0

0 2
p
15 0 0 0 0

2
p
7 0 2

p
35 0 0 0

0 2
p
27 0 2

p
63 0 0

2
p
11 0 2

p
55 0 2

p
99 0

1CCCCCCCCCCCCA
;
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2.3. Matrice opérationnelle de dérivation

par concéquent, on trouve

D2
6�6 =

0BBBBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

12
p
5 0 0 0 0 0

0 20
p
21 0 0 0 0

40
p
9 0 28

p
45 0 0 0

36
p
77 56

p
33 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCA
d�où

d2	(x)

dx2
= D2	(x)

=

0BBBBBBBBBBBB@

0

0

12
p
10

p
14 (240x� 60)

p
2 (10 080x2 � 5040x+ 540)

36
p
154� 168

p
22 + 672

p
22x

1CCCCCCCCCCCCA
Remarque 2.3.1 Dans le cas de dimension 2, la matrice opérationnelle des ondelettes

de Legendre de dérivation pour la variable x est la même pour celle de y (c.a.d Dx =

Dy = D).
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CHAPITRE

3 Méthode des ondelettes

de Legendre (MOL)

3.1 Introduction

La méthode des ondelettes de Legendre (MOL) est basée sur la substitution de la fonction

inconnue f de l�EDO, l�EDP ou l�EDF par son approximation CT	 ' f , ainsi que les

coe¢ cients de l�équation pour laquelle on veut trouver une solution. On substitue égale-

ment les dérivées partielles de cette équation par les matrices opérationnelles P et/ou D

et les vecteurs des ondelettes de Legendre 	, puis on transforme l�équation en un système

d�équations algébriques dont l�inconnue est la matrice C en utilisant les propriétés de 	;

P et D. Une fois qu�on a trouvé C, on dé�nit l�approximation de la fonction f:

Pour contrôler l�erreur, on choisit des valeurs appropriées pour les deux nombres na-

turels K et M qui conviennent à l�approximation qu�on veut obtenir.
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3.2. Description de la méthode en 1D

3.2 Description de la méthode en 1D

3.2.1 Application de la (MOL) par la matrice opérationnelle

d�itégration

Résolution d�une EDO linéaire d�ordre 1 à coe�cients constants

Discription: On considère l�équation suivante

af 0 (x) + bf (x) = g (x) ; x 2 [0; 1] ; (3.1)

avec la condition

f (0) = y0 (3.2)

où a; b 2 R�, g (x) une fonction connue et f (x) est la fonction inconnue.

En utilisant la décomposition en base d�ondelettes de Legendre (1:12); on pose:

8<: f 0 (x) = CT	(x)

g (x) = GT	(x):
(3.3)

En intégrant f 0 (x) de 0 à x on obtient:

f (x)� f (0) = CTP	(x)

f (x) = CTP	(x) + f (0)

avec

f (0) = y0d
T	(x)

d�où

f (x) =
�
CTP + y0d

T
�
	(x) (3.4)

alors, en utilisant (3:2) en substituant les équations (3:3) , (3:4) dans l�équation (3:1),

on obtient

aCT	(x) + b
�
CTP + y0d

T
�
	(x) = GT	(x): (3.5)
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3.2. Description de la méthode en 1D

d�où

CT (aI + bP ) = GT � by0d
T

et cette dernière équation peut être écrite sous la forme:

(aI + bP )T C = G� by0d (3.6)

Celle-ci est un système d�équations algébriques qui peut être résolu pour C .

Exemple 15 On considère l�équation

1

4
f 0(x) + f(x) = u(x); (3.7)

avec la condition

f(0) = 0

où u(x) est la fonction de l�unité (u(x) = 1). La solution analytique de cette équation

est f(x) = 1 � exp(�4x). Gu et Jiang (1996) ont traités ce problème et ont donné une

solution approchée en utilisant les ondelettes de Haar à six et dix fonctions de base. Ici, le

même problème est résolu en utilisant les ondelettes de Legendre, avec M = 3 et k = 2.on

suppose que la fonction inconnue f(x) est donnée par

f(x) = CT	(x);

où

C = [c10; c11; c12; c20; c21; c22]
T ;

	(t) = [ 10 (x) ;  11 (x) ;  12 (x) ;  20 (x) ;  21 (x) ;  22 (x)]
T ;

et les éléments de 	(x) sont donnés dans (1 � 19):On peut donné l�expression de u(x)

comme suit:

u(x) = 1 = dT	(x)

Alors l�équation (3:7) peut être écrite sous la forme:

1

4
CT	(x) + CTP	(x) = dTP	(x): (3.8)
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3.2. Description de la méthode en 1D

L�expression ci-dessus est satisfaite pour tout x dans [0; 1] :Donc

1

4
CT + CTP = dTP: (3.9)

et cette dernière peut être écrite comme suit:

AC = B;

où A = 1
4
I + P T , B = P Td avec I est la matrice d�identité. Cette dernière équation est

un ensemble d�équations algébriques qui peut être résolu pour C comme suivant:

on a

P =
1

4

0BBBBBBBBBBBB@

1 1p
3

0 2 0 0

� 1p
3

0 1p
3
p
5

0 0 0

0 � 1p
3
p
5

0 0 0 0

0 0 0 1 1p
3

0

0 0 0 � 1p
3

0 1p
3
p
5

0 0 0 0 � 1p
3
p
5

0

1CCCCCCCCCCCCA
donc

B = P Td =
1

4

0BBBBBBBBBBBB@

1
4

p
2

1
12

p
6

0

3
4

p
2

1
12

p
6

0

1CCCCCCCCCCCCA
(3.10)

d�autre part

A =
1

4
I + P T =

0BBBBBBBBBBBB@

1
2

� 1
12

p
3 0 0 0 0

1
12

p
3 1

4
� 1
60

p
3
p
5 0 0 0

0 1
60

p
3
p
5 1

4
0 0 0

1
2

0 0 1
2

� 1
12

p
3 0

0 0 0 1
12

p
3 1

4
� 1
60

p
3
p
5

0 0 0 0 1
60

p
3
p
5 1

4

1CCCCCCCCCCCCA
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3.2. Description de la méthode en 1D

d�où

C = A�1B (3.11)

=

0BBBBBBBBBBBB@

0:200 67

8: 275 3� 10�2

�2: 136 7� 10�2

0:332 89

1: 118 3� 10�2

�2: 887 4� 10�3

1CCCCCCCCCCCCA
�nalement, on obtient la solution approximative de f(x) (c.a.d)

f(x) ' CT	(x)

' �2520
1369

x2 +
2820

1369
x+

388

1369

Dans le tableau 1, une comparaison est faite entre les valeurs approximatives en utilisant

la présente approche avec les solutions exactes.

Tableau 1:Valeurs estimées et exactes de f(x)

x Ondelettes de Legendre Exacte

0 0.0002 0

0.1 0.3284 0.3286

0.2 0.5523 0.5521

0.3 0.6980 0.6984

0.4 0.7987 0.7986

0.5 0.8653 0.8650

0.6 0.9091 0.9091

0.7 0.9394 0.9393

0.8 0.9591 0.9591

0.9 0.9727 0.9726

1 0.9816 0.9817
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3.2. Description de la méthode en 1D

Résolution d�une EDO linéaire d�ordre 1 à coe�cients non constants

Discription: On considère l�équation suivante

8<: a (x) f 0 (x) + b (x) f (x) = g (x) , x 2 [0; 1] ;

f (0) = y0
(3.12)

où a (x) ; b (x) ; g (x) trois fonctions connues et f (x) est la fonction inconnue.

On peut résoudre le problème (3:12), en utilisant la décomposition en base d�ondelettes

de Legendre (1:12) et la supposition (3:3)

En e¤et, 8<: f 0 (x) = CT	(x):

g (x) = GT	(x):

Si on intègre les�expressions ci-dessus sur le domaine [0;x] et d�après (3:4) on trouve

f (x) =
�
CTP + y0d

T
�
	(x)

avec,

f (0) = y0d
T	(x)

si on considère 8>>><>>>:
a (x) = AT	(x):

b (x) = BT	(x):

g (x) = GT	(x):

(3.13)

alors, en substituant les équations (3:4) et (3:13) dans l�équation (3:12), on obtient

AT	(x)	T (x)C +BT	(x)	T (x)
�
CTP + y0d

T
�T
= GT	(x): (3.14)

En utilisant l�équation (1:9), on obtient

	T (x) ~AC +	T (x) ~B
�
P TC + dy0

�
= 	T (x)G:

Par conséquent, on obtient un système d�équations algèbriques linéaire

~AC + ~B
�
P TC + dy0

�
= G:
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3.2. Description de la méthode en 1D

d�où �
~A+ ~BP T

�
C = G� y0 ~Bd (3.15)

On obtient la solution f (x) du problème (3:12) par la substitution de C la solution

du système (3:15) dans l�équation (3:4).

Exemple 16 On considère l�équation suivante8>>><>>>:
xf 0 (x)� 2f (x) = �2x, x 2 [0; 1] ;

f (0) = 0

(3.16)

La solution exacte de (3:3) est f(x) = x2 + 2x:Pour M = 3 et k = 2, on suppose que

la fonction inconnue f 0(x) et les fonctions a (x) = x; b (x) = �2; g (x) = �2a (x) sont

données succéssivement par (3:3) et (1:19) :

f 0(x) = CT	(x);

x = XT	(x)

2 = 2dT	(x)

où XT et 	(x) sont dé�nies par (1:6) donc, on obtient :

XT	(x)	T (x)C � 2CTP	(x) = �2	T (x)X

d�où

	T (x) ~XC � 2	T (x)P TC = �2	T (x)X (3.17)

�nalement, on trouve le système d�équations algébriques�
~X � 2P T

�
C = �2X (3.18)

qui peut être résolu pour C = �2
�
~X � 2P T

��1
X, d�où

CT =
�
�3
8

p
2 1

24

p
6 0 �1

8

p
2 1

24

p
6 0

�
donc, f (x) = CTP	(x) = x2 + 2x
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3.2. Description de la méthode en 1D

avec

P =

0BBBBBBBBBBBB@

1
4

1
12

p
3 0 1

2
0 0

� 1
12

p
3 0 1

60

p
15 0 0 0

0 � 1
60

p
15 0 0 0 0

0 0 0 1
4

1
12

p
3 0

0 0 0 � 1
12

p
3 0 1

60

p
15

0 0 0 0 � 1
60

p
15 0

1CCCCCCCCCCCCA
et

	(x) =

0BBBBBBBBBBBB@

p
2

p
6 (4x� 1)

p
10
�
3
2
(4x� 1)2 � 1

2

�
p
2

p
6 (4x� 3)

p
10
�
3
2
(4x� 3)2 � 1

2

�

1CCCCCCCCCCCCA
Résolution d�une EDO linéaire d�ordre 2 à coe�cients non constants

Discription: On considère l�équation suivante

a (x) f 00 (x) + b (x) f 0 (x) + e (x) f (x) = g (x) , x 2 [0; 1] ; (3.19)

avec les conditions

f (0) = y0, f 0 (0) = y1 (3.20)

où a (x) ; b (x) ; c (x), et g (x) des fonctions connus et f (x) est la fonction inconnue.

Utilisons la décomposition en base d�ondelettes de Legendre (1:12) et supposons que

f 00 (x) = CT	(x): (3.21)

Si on intègre (3:21) sur le domaine [0;x]; on trouve

f 0 (x)� f 0 (0) = CTP	(x)

par conséquent, on obtient

f 0 (x) =
�
CTP + y1d

T
�
	(x) (3.22)
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3.2. Description de la méthode en 1D

où

f 0 (0) = y1 = y1d
T	(x) (3.23)

Si on intègre (3:22) sur le domaine [0;x], on trouve

f (x)� f (0) =
�
CTP + y1d

T
�
P	(x)

si on pose

f (0) = y0 = y0d
T	(x) (3.24)

on obtient

f (x) =
�
CTP + y1d

T
�
P	(x) + y0d

T	(x)

d�où

f (x) =
�
CTP 2 + y1d

TP + y0d
T
�
	(x) (3.25)

si on considère 8>>>>>><>>>>>>:

a (x) = AT	(x):

b (x) = BT	(x):

e (x) = ET	(x):

g (x) = GT	(x):

(3.26)

alors, en substituant les équations (3:21) ; (3:22) ; (3:25) et (3:26) dans (3:19), on obtient

GT	(x) = AT	(x)	(x)TC +BT	(x)	T (x)
�
P TC + y1d

�
(3.27)

+ET	(x)	T (x)
��
P 2
�T
C + y1P

Td+ y0d
�
:

En utilisant l�équation (1:9), on aura

	T (x)G = 	T (x) ~AC +	T (x) ~B
�
P TC + y1d

�
(3.28)

+	T (x) ~E
��
P 2
�T
C + y1P

Td+ y0d
�
:

L�expression (3:27) ci-dessus est satisfaite pour tout x dans [0; 1] : Donc

~AC + ~B
�
P TC + y1d

�
+ ~E

��
P 2
�T
C + y1P

Td+ y0d
�
= G: (3.29)
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3.2. Description de la méthode en 1D

Finalement, on obtient le système d�équations algèbriques linéaire suivant:h
~A+ ~BP T + ~E

�
P 2
�Ti

C = G�
�
y1 ~B + y1 ~EP

T + y0 ~E
�
d: (3.30)

La solution f (x) du problème (3:19) est donnée par la substitution de C la solution

du système (3:30) dans l�expression de f (x) donnée en (3:25).

Exemple 17 Considérons l�équation di¤érentielle de Bessel d�ordre zéro suivante (O�Neil

1987) :

xf 00(x) + f 0(x) + xf(x) = 0 (3.31)

avec les conditions

f(0) = 1; f 0(0) = 0 (3.32)

Une solution connue sous le nom de fonction de Bessel du premier type noté J0 (x) est

donnée par O�Neil en 1987 sous la forme

J0 (x) =
1X
i=0

(�1)i

(i!)2

�x
2

�2i
: (3.33)

Ici, nous résolvons le même problème en utilisant des ondelettes de Legendre, avec M = 3

et k = 2. Nous supposons d�abord que la fonction inconnue f" (x) est donnée par (3:21)

f 00 (x) = CT	(x):

En utilisant (3:22),(3:25) et les conditions aux limites dans (3:32), on obtient

f 0 (x) = CTP	(x); f(x) = CTP 2	(x) + dT	(x);

où d est donné par (1:19)

d =

�
1p
8
; 0; 0;

1p
8
; 0; 0

�T
:

et x est donné par

x =
� p

2
8
;

p
6
24
; 0; 3

p
2
8
;

p
6
24
; 0

�
	(x)

�
= XT	(x):

alors, en substituant les expressions de f" (x) ; f 0 (x) ; f(x) et x dans l�équation (3:31), on

obtient

XT	(x)	T (x)C + CTP	(x) +XT	(x)	T (x)
�
P 2
�T
C +XT	(x)	T (x)d = 0: (3.34)
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3.2. Description de la méthode en 1D

On utilise également La propriété (1:9) du produit de deux vecteurs fonctions ondelettes

de Legendre

eT	(x)	T (x) = 	T (x) ~E;

Donc

XT	(x)	T (x) = 	T (x) ~X; (3.35)

en substituant (3:35) dans (3:34) ; on aura

	T (x) ~XC +	T (x)P TC +	T (x) ~X
�
P 2
�T
C +	T (x) ~Xd = 0; (3.36)

et par conséquent, on obtient le système algébrique suivanth
~X + P T + ~X

�
P 2
�Ti

C + ~Xd = 0 (3.37)

où ~X peut être calculé de la même manière que (1:10). Le système (3:37) est un ensemble

d�équations algébriques qui peuvent être résolues pour C: Dans le tableau suivant, une

comparaison est e¤ectuée entre les valeurs approximatives en utilisant la présente approche

avec la solution de J0 (x) :

Tableau 2:
x Ondelettes de Legendre J0 (x)

0 1:000000 1:000000

0:1 0:997502 0:997501

0:2 0:990024 0:990024

0:3 0:977625 0:977626

0:4 0:960396 0:960398

0:5 0:938468 0:938469

0:6 0:912004 0:912004

0:7 0:881200 0:881200

0:8 0:846285 0:846287

0:9 0:807524 0:807523

1 0:765197 0:765197
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3.2. Description de la méthode en 1D

Remarque 3.2.1 On remarque que seul un petit nombre d�ondelettes de Legendre sont

nécessaires pour obtenir un résultat satisfaisant. L�exemple numérique donné com�rme

cette a¢ rmation.

3.2.2 Applications de la matrice opérationnelle de dérivation

Résolution d�une EDO linéaire du second ordre

Discription: Considérons l�équation di¤érentielle linéaire du second ordre suivante

f 00 (x) + k (x) f 0 (x) + h (x) f (x) = g (x) ; (3.38)

avec les conditions initiales

f (0) = �; (3.39)

f 0 (0) = �;

où les conditions aux limites

y (0) = �; (3.40)

y (1) = �;

Pour résoudre le problème (3:38) on approxime f(x); k(x); h(x) et g(x) par les on-

delettes de Legendre comme suivant:

y(x) = CT	(x); (3.41)

k (x) = KT	(x);

h (x) = HT	(x);

g(x) = GT	(x);

En utilisant l�Eqs (3:38) et (3:41) ; on obtient

f 0(x) = CTD	(x); (3.42)

f 00(x) = CTD2	(x);
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3.2. Description de la méthode en 1D

moyennant les équations (3:41) et (3:42) ; le résidu R(x) pour l�Eq. (3:38) peut s�écrire

sous la forme

R(x) =
�
CTD2	(x) +KT	(x)	T (x)DTC +HT	(x)	T (x)DTC �GT	(x)

�
:

En utilisant le produit de la matrice opérationnelle de dérivation des ondelettes de

Legendre, nous trouvons:

R(x) =

�
	T (x)

�
D2
�T
C +	T (x)

~

KDTC +	T (x)
~

HDTC �	T (x)G
�
: (3.43)

Comme dans la méthode typique de Tau [22], nous générons 2k(M + 1)� 2 équations

linéaires en appliquant

1Z
0

 i(x)R(x)dx = 0 i = 1; 2; :::; 2k(M + 1)� 2; (3.44)

De plus, en remplaçant les conditions initiales dans les équations (3:41) et (3:42) ; nous

avons

f (0) = CT	(0) = �; (3.45)

f 0 (0) = CTD	(0) = �:

et pour les conditions au limite

f (0) = CT	(0) = �;

f (1) = CT	(1) = �:

Les éqs. (3:44); (3:46) génèrent un ensemble de 2k (M + 1) équations linéaires. Ces

équations linéaires peuvent être résolus pour pour avoir les coe¢ cients inconnus du vecteur

C. Par conséquent, f(x) la fonction donnée dans l�Eq. (3:41) peut être calculée.

Exemple 18 Dans cet exemple, nous considérons un problème avec des conditions ini-

tiales dans lequel ses fonctions coe¢ cients sont : g (x) = h (x) = �x et k (x) = x� 1.
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3.2. Description de la méthode en 1D

Considérons le problème suivant

f 00 (x) + (x� 1) f 0 (x)� xf (x) = �x; x 2 [0; 1];

f (0) = 2; f 0 (0) = 1;

où La fonction g(x) = �x est compatible avec la solution exacte f(x) = ex + 1. Ici, nous

résolvons ce problème en utilisant les ondelettes de Legendre avec M = 3; k = 2 .

On pose f(x) = CT	(x) ; x� 1 = KT	(x) ; x = XT	(x) = HT	(x) = GT	(x)

où XT =
� p

2
8
;

p
6
24
; 0; 3

p
2
8
;

p
6
24
; 0

�
; KT =

�
0;

p
6
12
; 0; 1p

2
; 1

2
p
6
; 0

�
:

En substituant les expressions de f 00 (x) ; f 0 (x) ; f(x); x � 1 et x dans l�équation, on

obtient

CTD2	(x) +KT	(x)	T (x)DTC �XT	(x)	T (x)C = XT	(x)

Finalement, on obtient le système suivant:��
D2
�T
+

~

KDT �
~

X

�
C = X

Ce système est un ensemble d�équations algébriques qui peuvent être résolues pour C;

tel que

f(x) = ex + 1 � 0:860 90x2 + 0:7301x+ 2: 072 8 = A (x)

Représentation graphique des solutions:

1 0 1 2

2

4

x

y

Figure 5 : Représentation de f (x) et A (x)
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3.2. Description de la méthode en 1D

Résolution d�une EDO non linéaire du second ordre

Discription: Considérons léquation non linéaire suivante:

f 00 (x) = F (x; f 0 (x) ; f (x)); (3.46)

avec les conditions initiales

f (0) = �; (3.47)

f 0 (0) = �;

et les conditions aux limites

f (0) = �; 3.48

f 0 (1) = �:

A�n d�utiliser des polynômes Legendre pour ce problème, on supposera que

f(x) = CT	(x) : (3.49)

En utilisant l�Eqs. (3:42) et (3:46) ; on obtient:

CTD2	(x) = F (x;CTD	(x) ; CT	(x)): (3.50)

les conditions au limite et les conditions initiales deviennent:

f (0) = CT	(0) = �; (3.51)

f 0 (0) = CTD	(0) = �:

et

f (0) = CT	(0) = �; (3.52)

f (1) = CT	(1) = �:
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3.2. Description de la méthode en 1D

Pour trouver la solution f(x), nous calculons d�abord l�équation (3:50) à 2k(M+1)�2

points. Pour un meilleur résultat, on utilisera les 2k(M + 1) � 2 premières racines du

polynôme Legendre P2K(M+1)(x). Les équations proviennent de (3:51) ou (3:52) génèrent

2k(M +1) équations non linéaires qui peuvent être résolu à l�aide de la méthode itérative

de Newton. Par conséquent f(x) donnée par l�équation (3:49) peut être calculée. Les ap-

plications pour les équations di¤érentielles linéaires et non linéaires mentionnées ci-dessus

peuvent être appliquées facilement pour des équations di¤érentielles d�ordre supérieur.

Exemple 19 Dans cet exemple, on considère le problème non linéaire suivant

f 00(x) + 2 (f 0(x))
2
+ 8f(x) = 0, 0 < x < 1 (3.53)

avec des conditions aux limites

f(0) = f(1) = 0 (3.54)

la solution exacte de ce problème est f(x) = x � x2: On va résoudre le problème ci-

dessus en appliquant la technique décrite auparavant avec M = 3 et k = 1.On suppose

que f(x) = CT	(x) :Donc

f 0(x) = CTD	(x) , f 00(x) = CTD2	(x) . L�équation (3:53) devient

CTD2	(x) + 2
�
CTD	(x)

�2
+ 8CT	(x) = 0: (3.55)

où

	(x) = ( 10 (x) ;  11 (x) ;  12 (x))

=
�
1;
p
3P1 (x) ;

p
5P2 (x)

�
=

�
1; 2
p
3x�

p
3;
p
5
�
6x2 � 6x+ 1

��
et D = �D est une matrice 3� 3 dont les éléments sont donnés par:

�Dr;s =

8<: 2k+1
p
(2r � 1) (2s� 1) , r = 2; ::;M + 1: s = 1; :::; r � 1 et (r + s impair)

0 sinon

donc

D =

0BBB@
0 0 0

2
p
3 0 0

0 2
p
15 0

1CCCA ; D2 =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

12
p
5 0 0

1CCCA : (3.56)
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3.3. Description de la méthode en 2D

Pour avoir C , calculons l�éq.(3:55) pour la première racine de P3(x) = 20x3 � 30x2 +

12x�1( c.a.d x0 =
p
5�
p
3

2
p
5
) et en considérant les conditions aux limites (3:54) , on obtient

le système suivant 8<: c10 �
p
3c11 +

p
5c12 = 0

c10 +
p
3c11 +

p
5c12 = 0

(3.57)

d�où

C =

0BBB@
c10

c11

c12

1CCCA (3.58)

=

0BBB@
1
6

0

� 1
30

p
5

1CCCA
et par suite, on obtient la solution f(x) :

f(x) = CT	(x) (3.59)

=
�

1
6
0 � 1

30

p
5
�0BBB@

1

2
p
3x�

p
3

p
5 (6x2 � 6x+ 1)

1CCCA
= x� x2:

3.3 Description de la méthode en 2D

3.3.1 Application de la matrice opérationnelle d�intégration

Comme illustration de cette méthode, on va l�appliquer à une EDP d�ordre 2 à coe¢ cients

constants de la forme suivante [8] :

g(x; y) = F

�
@g

@x
;
@g

@y
;
@2g

@x2
;
@2g

@y2

�
(3.60)
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3.3. Description de la méthode en 2D

avec des conditions aux limites de Dirichlet ou des conditions mixtes.

Pour raison de commodité, on pose @g
@x
= _g et @g

@y
= g0:

En général, d�après la méthode des ondelettes le Legendre, on suppose que �g00 est

développé en termes d�ondelettes de Legendre comme suit

�g00 = CT	(x; y) (3.61)

En intégrant (3:61) deux fois par rapport à x de 0 à x et une fois par rapport à y de

0 à y on obtient :

_g00 (x; y) = CTPx	(x; y) + _g00 (0; y) ; (3.62)

g00 (x; y) = CTP 2x	(x; y) + x _g00 (0; y) + g00 (0; y) ; (3.63)

g0 (x; y) = CTP 2xPy	(x; y) + x [ _g0 (0; y)� _g0 (0; 0)] + g0 (0; y)� g0 (0; 0) + g0 (x; 0) ; (3.64)

en substituant x = 1dans les équations (3:63) et (3:64), on obtient:

_g00 (0; y) = �CTP 2x	(1; y) + g00 (1; y)� g00 (0; y) ; (3.65)

_g0 (0; y)� _g0 (0; 0) = �CTP 2xPy	(1; y) + h(x; y); (3.66)

où

h(x; y) = g0 (1; y)� g0 (0; y) + g0 (0; 0)� g0 (1; 0) :

Substituant l�équation (3:65) dans (3:63) et l�équation (3:66) dans (3:64) on aura:

g00 (x; y) = CTP 2x [	(x; y)� x	(1; y)] + x [g00 (1; y)� g00 (0; y)] + g00 (0; y) : (3.67)

En intégrant (3:67) une fois par rapport à y de 0 à y;on obtient:

g0 (x; y) = CTP 2xPy [	(x; y)� x	(1; y)] + k(x; y)� g0 (0; 0) + g0 (x; 0) ; (3.68)

où

k(x; y) = x [g0 (1; y)� g0 (0; y) + g0 (0; 0)� g0 (1; 0)] + g0 (0; y) :

En intégrant (3:68) une fois par rapport à x de 0 à x; on obtient:

g (x; y) = CTP 2xP
2
y [	(x; y)� x	(1; y)] + l(x; y) (3.69)

+y [g0 (x; 0)� g0 (0; 0)] + g (x; 0) ;
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3.3. Description de la méthode en 2D

où

l(x; y) = x [g (1; y)� g (0; 1)� g (0; y) + g (0; 0)]

+x [yg0 (0; 0)� yg0 (1; 0)] + g (0; y)� g (0; 0) :

Remplacant y par 1 dans l�équation (3:69)

g0 (x; 0)� g0 (0; 0) = �CTP 2xP
2
y [	(x; 1)� x	(1; 1)] (3.70)

�l(x; 1) + g(x; 1)� g (x; 0) ;

Substituant l�équation (3:70) dans les équations (3:68) et (3:69), on obtient:

g0 (x; y) = CTP 2xPy [	(x; y)� x	(1; y)] (3.71)

+CTP 2xP
2
y [�	(x; 1) + x	(1; 1)]

+k (x; y)� l (x; 1) + g(x; 1)� g (x; 0) ;

et

g (x; y) = CTP 2xP
2
y [	(x; y)� x	(1; y)] (3.72)

�CTP 2xP
2
y [y	(x; 1) + xy	(1; 1)]

+l (x; y)� yl (x; 1) + v (x; y)

où

v (x; y) = y [g(x; 1)� g (x; 0)] + g (x; 0) :

En intégrant (3:61) une fois par rapport à x de 0 à x et deux fois par rapport à y de

0 à y; on obtient :

�g0 (x; y) = CTPy	(x; y) + �g
0 (x; 0) ; (3.73)

�g (x; y) = CTP 2y	(x; y) + y�g0 (x; 0) + �g (x; 0) ; (3.74)

_g (x; y) = CTP 2yPx	(x; y) + y [ _g0 (x; 0)� _g0 (0; 0)] (3.75)

+_g (x; 0)� _g (0; 0) + g0 (0; y) ;
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3.3. Description de la méthode en 2D

Remplacant y par 1 dans les équations (3:74) et (3:75) ; on obtient :

�g0 (x; 0) = �CTP 2y	(x; 1) + �g (x; 1)� �g (x; 0) ; (3.76)

et

_g0 (x; 0)� _g0 (0; 0) = �CTP 2yPx	(x; 1) + u (x) ; (3.77)

où

u (x) = _g (x; 1)� _g (x; 0) + _g (0; 0)� _g (0; 1) :

D�autre part, si on remplace l�équation (3:76) dans (3:74) et l�équation (3:77) dans

(3:75), on obtient:

�g (x; y) = CTP 2y [	(x; y)� y	(x; 1)] + y [�g (x; 1)� �g (x; 0)] + �g (x; 0) ; (3.78)

et

_g (x; y) = CTP 2yPx [	(x; y)� y	(x; 1)] + yu(x; y) (3.79)

+_g (x; 0)� _g (0; 0) + _g (0; y)

En intégrant (3:79) une fois par rapport à x d e0 à x; on obtient

g (x; y) = CTP 2yP
2
x [	(x; y)� y	(x; 1)] + w(x; y) (3.80)

+x [ _g (0; y)� _g (0; 0)] + g (0; y) ;

où

w(x; y) = y [g (x; 1)� g (0; 1)� g (x; 0) + g (0; 0)]

+xy [g0 (0; 0)� g0 (1; 0)] + g (x; 0)� g (0; 0) :

Remplacant x par 1 dan l�équation (3:80) ;on obtient :

_g (x; 0)� _g (0; 0) = �CTP 2yP
2
x [	(1; y)� y	(1; 1)] (3.81)

�w(1; y) + g(1; y)� g (0; y) ;
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3.3. Description de la méthode en 2D

en substituant l�équation (3:81) dans l�équation (3:79), on obtient

_g (x; y) = CTP 2yPx [	(x; y)� y	(x; 1)] (3.82)

+CTP 2yP
2
x [�	(1; y) + y	(1; 1)] + _g (x; 0)

+yu (x; y)� w (x; 1) + g(1; y)� g (0; y) ;

en remplaçant les équations (3:67); (3:71); (3:72); (3:78) et (3:82) dans l�équation (3:60),

on obtient le système suivant:

CTA = G (x; y) (3.83)

où

A = P 2y [	(x; y)� y	(x; 1)] + P 2x [	(x; y)� x	(1; y)] (3.84)

+2P 2xP
2
y [	(x; y)� x	(1; y)� y	(x; 1)� xy	(1; 1)]

et

G (x; y) = �x [g00 (1; y)� g00 (0; y)]� g00 (0; y) (3.85)

�y [�g (x; 1)� �g (x; 0)]� �g (x; 0)

�2 [l (x; y)� yl (x; 1) + v (x; y)] ;

en colocalisant l�équation (3:60) en
�
2k�12k

0�1MM 0� points, nous pouvons obtenir un
ensemble d�équations algébriques qui peuvent être résolues pour C.

3.3.2 Tests numériques

Equation de Poisson avec conditions de Dirichlet

Soit l�équation de Poisson suivante(voir [8]):

@2g (x; y)

@x2
+
@2g (x; y)

@y2
= �2g (x; y) (3.86)

avec des conditions aux limites de type Dirichlet suivantes:

g (x; 0) = 0; g (1; y) = sin (1) sin (y) ; (3.87)

g (0; y) = 0; g (x; 1) = sin (x) sin (1) :
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3.3. Description de la méthode en 2D

Cette équation admet comme solution exacte :

g (x; y) = sin (x) sin (y) :

En utilisant les équations (3:67), (3:69) et (3:78) on obtient:

�g (x; y) = CTP 2y [	(x; y)� y	(x; 1)]� y sin (x) sin (1) ; (3.88)

g00 (x; y) = CTP 2x [	(x; y)� x	(1; y)]� x sin (y) sin (1) ;

et

g (x; y) = CTP 2xP
2
y [	(x; y)� x	(1; y)� y	(x; 1)]� xyCTP 2xP

2
y	(1; 1) + (3.89)

x sin (y) sin (1)� xy sin2 (1) + y sin (x) sin (1) :

En utilisant les équations (3:71); (3:72) et en remplaçant les équations (3:87); (3:88)

dans l�équation (3:86); on obtient:

CT
�
P 2y [	(x; y)� y	(x; 1)] + P 2x [	(x; y)� x	(1; y)] + (3.90)

2P 2xP
2
y

�
	(x; y)� x	(1; y)� y	(x; 1)� xyCT	(1; 1)

��
= �x sin (1) sin (y)� y sin (1) sin (x) + 2xy sin2 (1) :

où

G (x; y) = �x sin (1) sin (y)� y sin (1) sin (x) + 2xy sin2 (1) (3.91)

et

A = P 2y [	(x; y)� y	(x; 1)] + P 2x [	(x; y)� x	(1; y)] + (3.92)

2P 2xP
2
y [	(x; y)� x	(1; y)� y	(x; 1)� xy	(1; 1)] :

Tableau 3: éreurs Err = kgex � gappk2 où k:k2 est la norme euclidienne.

M =M 0 = 2 M =M 0 = 3 M =M 0 = 5 M =M 0 = 6 M =M 0 = 8

k = k0 = 1 3:3456e� 002 8:7652e� 003 1:0085e� 004 4:7398e� 006 1:4745e� 008

k = k0 = 2 2:1711e� 002 1:8977e� 003 5:3338e� 006 1:9506e� 007 1:5504e� 010

k = k0 = 3 1:1934e� 002 4:2563e� 004 2:9644e� 007 6:7233e� 009 3:1655e� 012
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3.3. Description de la méthode en 2D

Représentation graphique des solutions

1.00.0

x

1.0
0.0

0.5

y
0.5
0.0

1.0

z 0.5

Figure 6: Solution exacte

1.00.0
x

0.0
1.0

0.0

0.5

y
0.5

z 0.5

1.0

Figure 7:Solution approximative

Equation de Poisson avec des conditions mixtes

Soit l�équation de Poisson donnée par (3:86) suivante(voir [8]) :

@2g (x; y)

@x2
+
@2g (x; y)

@y2
= �2g (x; y) (3.93)

avec les conditions aux limites de type mixte suivantes:

g (x; 0) = 0;
@g (x; 0)

@x
= sin (x) ; (3.94)

g (0; y) = 0;
@g (0; y)

@x
= sin (y) :

Cette équation admet comme solution exacte :

g (x; y) = sin (x) sin (y) :

En utilisant les équations (3:67), (3:69) et (3:78)on obtient:

�g (x; y) = CTP 2y	(x; y)� y sin (x) ; (3.95)

g00 (x; y) = CTP 2x	(x; y)� x sin (y) ;

et

g (x; y) = CTP 2xP
2
y	(x; y)� xy + x sin (y) + y sin (x) : (3.96)
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3.3. Description de la méthode en 2D

Le système (3:83) devient

CT
�
P 2y + P 2x + 2P

2
xP

2
y

�
	(x; y) = 2xy � x sin (y)� y sin (x) : (3.97)

où

G (x; y) = 2xy � x sin (y)� y sin (x) : (3.98)

et

A =
�
P 2y + P 2x + 2P

2
xP

2
y

�
	(x; y) (3.99)

Tableau 4: éreurs Err = kgex � gappk2 où k:k2 est la norme euclidienne.

M =M 0 = 2 M =M 0 = 3 M =M 0 = 4 M =M 0 = 7 M =M 0 = 10

k = k0 = 1 1:1624e� 003 1:6192e� 003 6:4599e� 005 2:7542e� 007 1:3569e� 008

k = k0 = 2 6:0021e� 004 4:0452e �001 5:1789e� 004 6:2592e� 005 3:1469e� 005
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CHAPITRE

4 Résolution de l�équation

de Poisson

Bidimensionnelle dans C

4.1 Introduction

Dans cette partie, nous allons résoudre l�équation de Poisson avec une solution complexe

z0 en utilisant une méthode de calcul basée sur les ondelettes de Legendre (OLs) et les

matrices opérationnelles d�intégration et de dérivation des OLs.

Considérons l�équation suivante(voir [27]) :

�z0 (x; y) = � (x; y) ; (x; y) 2 [0; 1]� [0; 1] (4.1)

avec les conditions aux limites de type mixte suivantes :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

z0(0; 0) = 0

z0(x; 0) = h(x); x 2 [0; 1];

z0(0; y) = k(y); y 2 [0; 1];
@z0(x;1)

@x
= � x 2 [0; 1];

@z0(1;y)
@y

= � y 2 [0; 1];

(4.2)

� = @2

@x2
+ @2

@y2
désigne l�opérateur Laplacien. z0(x; y) est une fonction complexe inconnue

à déterminer, � (x; y) est une fonction complexe donnée, h(x) et k(y) sont des fonctions
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4.2. Description de la méthode

complexes données deux fois continûment di¤érentiables sur l�intervalle [0; 1] et � = �1+

i�2; � = �1 + i�2 sont deux constantes complexes connues.

4.2 Description de la méthode

Pour résoudre l�équation (4� 1), supposons :8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

z0(x; y) = f(x; y) + ig(x; y);

� (x; y) = 1 (x; y) + i 2 (x; y) ;

h(x) = h1(x) + ih2(x);

k(y) = k1(y) + ik2(y):

(4.3)

Par conséquent, on peut réécrire l�équation (4:1) comme suit :

8>>><>>>:
�f (x; y) = 1 (x; y) ; (x; y) 2 [0; 1]� [0; 1];

�g (x; y) = 2 (x; y) ; (x; y) 2 [0; 1]� [0; 1];

(4.4)

et réécrire les conditions (4:2) comme suit :

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

f(0; 0) = g(0; 0) = 0

f(x; 0) = h1(x); g(x; 0) = h2(x); x 2 [0; 1];

f(0; y) = k1(y); g(0; y) = k2(y); y 2 [0; 1];
@f(x;1)
@x

= �1; x 2 [0; 1];
@g(x;1)
@x

= �2; x 2 [0; 1];
@f(1;y)
@y

= �1; y 2 [0; 1];
@g(1;y)
@y

= �2; y 2 [0; 1];

(4.5)
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4.2. Description de la méthode

Maintenant on suppose :

8>>><>>>:
@4f

@x2@y2
= 	T (x)F 	(y)

@4g
@x2@y2

= 	T (x)G 	(y)

(4.6)

où F = [fij] bm� bm et G = [gij] bm� bm sont les matrices que nous recherchons, et 	(x) est le
vecteur d�ondelettes de Legendre dé�ni en (1:5):

Supposons:

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

f(x; 0) = h1(x)
�
= 	T (x)H1 ,

g(x; 0) = h2(x)
�
= 	T (x)H2;

f(0; y) = k1(y)
�
= KT

1 	(y);

g(0; y) = k2(y)
�
= KT

2 	(y) .

(4.7)

En intégrant (4:6) par rapport à y de 0 à y, on obtient :8>>>><>>>>:
@3f
@x2@y

� @
@y

�
@2f
@x2

�
y=0

= 	T (x)F Py 	(y);

@3g
@x2@y

� @
@y

�
@2g
@x2

�
y=0

= 	T (x)G Py 	(y):

(4.8)

En intégrant (4:8) par rapport à y de 0 à y, on obtient :

8>>>>><>>>>>:

�
@2f
@x2
� y @

@y

�
@2f
@x2

�
y=0

�y
0

= 	T (x)F P 2y 	(y);

�
@2g
@x2
� y @

@y

�
@2g
@x2

�
y=0

�y
0

= 	T (x)G P 2y	(y);

(4.9)

d�où
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4.2. Description de la méthode

8>>>>><>>>>>:

�
@2f
@x2
� y @

@y

�
@2f
@x2

�
y=0

�
�
��

@2f
@x2

�
y=0

� 0 @
@y

�
@2f
@x2

�
y=0

�
= 	T (x)F P 2y 	(y);

�
@2g
@x2
� y @

@y

�
@2g
@x2

�
y=0

�
�
��

@2g
@x2

�
y=0

� 0 @
@y

�
@2g
@x2

�
y=0

�
= 	T (x)G P 2y 	(y);

(4.10)

mais d�après (4:7) ; on a
�
@2f
@x2

�
y=0

= h001(x) = 	(x)
T (D2)

T
H1; donc:

8>>>><>>>>:
@2f
@x2
� y @

@y

�
@2f
@x2

�
y=0

�	(x)T (D2)
T
H1 = 	

T (x)F P 2y 	(y);

@2g
@x2
� y @

@y

�
@2g
@x2

�
y=0

�	(x)T (D2)
T
H2 = 	

T (x)G P 2y 	(y);

(4.11)

Si on remplace y = 1 dans (4:8), on aura :8>>>><>>>>:
@
@y

�
@2f
@x2

�
y=0

= @2f(x;1)
@x2

�	T (x)
h
(D2)

T
H1 + F P 2y 	(1)

i
;

@
@y

�
@2g
@x2

�
y=0

= @2g(x;1)
@x2

�	T (x)
h
(D2)

T
H2 +G P 2y 	(1)

i
;

(4.12)

où H1 et H2 sont les vecteurs des coe¢ cients d�ondelettes de Legendre pour h1(x) et

h2(x); respectivement.

De plus, on a @2f(x;1)
@x2

= 0 et @2g(x;1)
@x2

= 0; donc8>>>><>>>>:
@
@y

�
@2f
@x2

�
y=0

= 	T (x)
h
� (D2)

T
H1 � F P 2y 	(1)

i
�
= 	T (x)^1;

@
@y

�
@2g
@x2

�
y=0

= 	T (x)
h
� (D2)

T
H2 �G P 2y 	(1)

i
�
= 	T (x)^2;

(4.13)

et en substituant (4:13) dans (4:11), on obtient :8>>><>>>:
@2f
@x2

= 	T (x) (D2)
T
H1 + y	T (x) ^1 +	T (x)F P 2y 	(y);

@2g
@x2

= 	T (x) (D2)
T
H2 + y	T (x) ^2 +	T (x)G P 2y	(y):

(4.14)
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4.2. Description de la méthode

Supposons que les vecteurs de coe¢ cients (OLs) des fonctions unitaire et y soient d

et Y respectivement (c.a.d 1 = dT	(y) et y = Y T	(y)), alors (4:14) peut s�écrire comme

suit : 8>>><>>>:
@2f
@x2

= 	T (x)
h
(D2)

T
H1d

T + ^1Y T + F P 2y

i
	(y)

�
= 	T (x)A1	(y);

@2g
@x2

= 	T (x)
h
(D2)

T
H2d

T + ^2Y T +G P 2y

i
	(y)

�
= 	T (x)A2	(y):

(4.15)

De plus, en intégrant (4:6) par rapport à x de 0 à x et en considérant (4:7), on obtient

: 8>>><>>>:
@3f
@x@y2

� @
@x

�
@2f
@y2

�
x=0

= 	T (x)P T
x F	(y);

@3g
@x@y2

� @
@x

�
@2g
@y2

�
x=0

= 	T (x)P T
x G	(y);

(4.16)

en intégrant (4:16) encore par rapport à x, on obtient :8>>><>>>:
h
@2f
@y2
� x @

@x

�
@2f
@y2

�
x=0

ix
0
= 	T (x)

�
P T
x

�2
F 	(y);

h
@2g
@x2
� x @

@x

�
@2g
@y2

�
x=0

ix
0
= 	T (x)

�
P T
x

�2
G	(y);

(4.17)

d�où

8>>><>>>:
h
@2f
@y2
� x @

@x

�
@2f
@y2

�
x=0

i
�
h�

@2f
@y2

�
x=0

� 0 @
@x

�
@2f
@y2

�
x=0

i
= 	T (x)

�
P T
x

�2
F 	(y);

h
@2g
@x2
� x @

@x

�
@2g
@y2

�
x=0

i
�
h�

@2g
@x2

�
x=0

� 0 @
@x

�
@2g
@y2

�
x=0

i
= 	T (x)

�
P T
x

�2
G	(y);

(4.18)

mais d�apres (4:5) ; on a

8>>><>>>:
@2f
@y2

= k001(y) + x @
@x

�
@2f
@y2

�
x=0

+	T (x)
�
P T
x

�2
F 	(y);

@2g
@y2

= k002(y) + x @
@x

�
@2g
@y2

�
x=0

+	T (x)
�
P T
x

�2
G	(y);

(4.19)
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4.2. Description de la méthode

en considérant (4:7) (c.a.d k001(y) = KT
1 D

2	(y) et k002(y) = KT
2 D

2	(y) ) et en rem-

plaçant x par 1 dans (4:19), on obtient:8>>><>>>:
�
@2f
@y2

�
x=1

= KT
1 D

2	(y) + @
@x

�
@2f
@y2

�
x=0

+	T (1)
�
P T
x

�2
F 	(y);

�
@2g
@y2

�
x=1

= KT
2 D

2	(y) + @
@x

�
@2g
@y2

�
x=0

+	T (1)
�
P T
x

�2
G W (y);

(4.20)

en considérant (4:5) et sachant que @2f(1;y)
@y2

= 0 , @
2g(1;y)
@y2

= 0, on obtient :

8>>><>>>:
@
@x

�
@2f
@y2

�
x=0

=
h
�KT

1 D
2 �	T (1)

�
P T
x

�2
F
i
	(y)

�
=
PT

1 	(y);

@
@x

�
@2g
@y2

�
x=0

=
h
�KT

2 D
2 �	T (1)

�
P T
x

�2
G
i
	(y)

�
=
PT

2 	(y);

: (4.21)

Supposons que les vecteurs des coe¢ cients (OLs) des fonctions unitaires et x soient

respectivement d et X (c.a.d 1 = 	T (x)d et x = 	T (x)X ). En considérant (4:7) et en

substituant (4:21) dans (4:19), on peut écrire (4:19) comme suit :8>>><>>>:
@2f
@y2

= 	T (x)
h
dKT

1 D
2 +X

PT
1 +

�
P T
x

�2
F
i
	(y)

�
= 	T (x)B1	(y);

@2g
@y2

= 	T (x)
h
dKT

2 D
2 +X

PT
2 +

�
P T
x

�2
G
i
	(y)

�
= 	T (x)B2	(y);

; (4.22)

Alors, en substituant (4:15); (4:22)dans (4:4), on obtient :8>>><>>>:
A1 +B1 � �1 = 0

A2 +B2 � �2 = 0

; (4.23)

où �1 et �2 sont les matrices des coe¢ cients OLs pour les fonctions 1 (x; y) et 2

(x; y), respectivement.

En résolvant le système (4:23) nous obtenons les matrices inconnues F , G et par la

suite, nous obtenons les fonctions f(x; y); g(x; y) comme suit.
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4.2. Description de la méthode

En intégrant (4:15) par rapport à x on obtient :8>>><>>>:
@f
@x
=
�
@f
@x

�
x=0

+	T (x)P T
x A1	(y);

@g
@x
=
�
@g
@x

�
x=0

+	T (x)P T
x A2	(y);

(4.24)

en intégrant (4:24) par rapport à x, on obtient :

8>>><>>>:
f(x; y) = f(0; y) + x

�
@f
@x

�
x=0

+	T (x)
�
P T
x

�2
A1	(y);

g(x; y) = g(0; y) + x
�
@g
@x

�
x=0

+	T (x)
�
P T
x

�2
A2	(y);

(4.25)

en considérant (4:7) et en substituant dans(4:25), on a :8>>><>>>:
f(x; y) = KT

1 	(y) + x
�
@f
@x

�
x=0

+	T (x)
�
P T
x

�2
A1	(y);

g(x; y) = KT
2 	(y) + x

�
@g
@x

�
x=0

+	T (x)
�
P T
x

�2
A2	(y);

(4.26)

si on remplace x = 1 dans (4:26) on obtient :8>>><>>>:
�
@f
@x

�
x=0

= f(1; y)�KT
1 	(y)�	T (1)

�
P T
x

�2
A1	(y)

�
@g
@x

�
x=0

= g(1; y)�KT
2 	(y)�	T (1)

�
P T
x

�2
A2	(y)

: (4.27)

En considérant (4:5) et en intégrant par rapport à y de 0 à y, on obtient :8>>><>>>:
f(1; y) = f(1; 0) + �1y = h1(1) + �1y

�
= !T1	(y);

g(1; y) = g(1; 0) + �2y = h2(1) + �2y
�
= !T2	(y);

(4.28)

en substituant (4:28) dans (4:27), on aura:

8>>><>>>:
�
@f
@x

�
x=0

=
h
!T1 �KT

1 �	(1)T
�
P T
x

�2
A1

i
	(y)

�
= 
T1	(y);

�
@g
@x

�
x=0

=
h
!T2 �KT

2 �	(1)T
�
P T
x

�2
A2

i
	(y)

�
= 
T2	(y);

(4.29)
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4.3. Test numérique

en considérant (4:7) et en substituant (4:29) dans (4:26), on obtient:8>>><>>>:
f(x; y) = 	T (x)

h
EKT

1 +X
T1 +
�
P T
x

�2
A1

i
	(y);

g(x; y) = 	T (x)
h
EKT

2 +X
T2 +
�
P T
x

�2
A2

i
	(y):

(4.30)

En conséquence, nous trouvons la solution approximative du problème proposé en (4:1);

d�où z0(x; y) = f(x; y) + ig(x; y):

4.3 Test numérique

Considérons l�équation de Poisson sur le carré unitaire [0; 1]� [0; 1] qui se formule comme

suit(voir [27]) :

�z0 (x; y) = 2x� 2 + i (2y � 2) ; (x; y) 2 [0; 1]� [0; 1] ; (4.31)

sous les conditions aux limites de type mixte suivantes :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

z0(0; 0) = 0

z0(x; 0) = �x� ix2; x 2 [0; 1];

z0(0; y) = �y2 � iy; y 2 [0; 1];

@z0(x;1)
@x

= 0 x 2 [0; 1];

@z0(1;y)
@y

= 0 y 2 [0; 1];

; (4.32)

de sorte que la solution exacte soit donnée :

z0 (x; y) = xy2 � x� y2 + i
�
x2y � x2 � y

� �
= f(x; y) + ig(x; y): (4.33)

les conditions (4:32) peuvent s�écrire :
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4.3. Test numérique

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

f(0; 0) = g(0; 0) = 0

f(x; 0) = h1(x) = �x
�
= 	T (x)H1 ; x 2 [0; 1];

g(x; 0) = h2(x) = �x2
�
= 	T (x)H2; x 2 [0; 1];

f(0; y) = k1(y) = �y2
�
= KT

1 	(y); y 2 [0; 1];

g(0; y) = k2(y) = �y
�
= KT

2 	(y); y 2 [0; 1];
@f(x;1)
@x

= �1 = 0;
@g(x;1)
@x

= �2 = 0; x 2 [0; 1];
@f(1;y)
@y

= �1 = 0;
@g(1;y)
@y

= �2 = 0; y 2 [0; 1];

; (4.34)

pour k = 1; M = 3, on obtient:

D =

0BBB@
0 0 0

2
p
3 0 0

0 2
p
15 0

1CCCA ; (4.35)

P = Py = Px =

0BBB@
1 1p

3
0

� 1p
3

0 1p
3
p
5

0 � 1p
3
p
5

0

1CCCA :

et on remplaçant dans (4:7) ; on obtient:

H1 = K2 =

0BBB@
�1
2

� 1
2
p
3

0

1CCCA ; H2 = K1 =

0BBB@
�1
3

� 1
2
p
3

� 1
6
p
5

1CCCA ; (4.36)

d =

0BBB@
1

0

0

1CCCA ; X = Y =

0BBB@
1
2

1
2
p
3

0

1CCCA

�1 = �T2 =

0BBB@
�1 0 0

1p
3
0 0

0 0 0

1CCCA ;

de (4:13), (4:15) ; (2:22) ; on obtient:
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4.3. Test numérique

A1 = F

0BBB@
�1
3

0 1
15

p
5

1
30

p
3 � 1

30
0

1
15

p
5 0 � 1

15

1CCCA (4.37)

A2 =

0BBB@
�1 1p

3
0

0 0 0

0 0 0

1CCCA+G

0BBB@
�1
3

0 1
15

p
5

1
30

p
3 � 1

30
0

1
15

p
5 0 � 1

15

1CCCA

B1 =

0BBB@
�1 0 0

1
3

p
3 0 0

0 0 0

1CCCA+
0BBB@

�1
3

1
30

p
3 1

15

p
5

0 � 1
30

0

1
15

p
5 0 � 1

15

1CCCAF;

B2 =

0BBB@
�1
3

1
30

p
3 1

15

p
5

0 � 1
30

0

1
15

p
5 0 � 1

15

1CCCAG:

en substituant A1; A2; B1; B2;�1 et �2 dans le système (4:23), on obtient:8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

F

0BBB@
�1
3

0 1
15

p
5

1
30

p
3 � 1

30
0

1
15

p
5 0 � 1

15

1CCCA+
0BBB@

�1
3

1
30

p
3 1

15

p
5

0 � 1
30

0

1
15

p
5 0 � 1

15

1CCCAF = 03�3;

G

0BBB@
�1
3

0 1
15

p
5

1
30

p
3 � 1

30
0

1
15

p
5 0 � 1

15

1CCCA+
0BBB@

�1
3

1
30

p
3 1

15

p
5

0 � 1
30

0

1
15

p
5 0 � 1

15

1CCCAG = 03�3;

(4.38)

;

d�où

F = G = 03�3; (4.39)

par conséquent, on peut calculer les matrices suivantes :

A1 = B2 = 03�3; (4.40)

A2 = BT
1 =

0BBB@
�1 1p

3
0

0 0 0

0 0 0

1CCCA ;
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4.3. Test numérique

substituons (4:36) ; (4:39) et (4:40) dans le système (4:30):8>>>>><>>>>>:
f(x; y) ' 	T (x)

�
dKT

1 +X

�
!T1 �KT

1 �	T (1)
�
~IT
�2

A1

�
+
�
P T
x

�2
A1

�
	(y);

g(x; y) ' 	T (x)
�
dKT

2 +X

�
!T2 �KT

2 �	T (1)
�
~IT
�2

A2

�
+
�
P T
x

�2
A2

�
	(y);

(4.41)

on obtient les composantes de la solution approximative de la solution z0:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

f(x; y) ' 0:999 97xy2 + 4: 725 5� 10�5xy � 1:001x� 0:999 98y2

�2: 416 1� 10�5y + 2: 312 8� 10�5;

g(x; y) ' 0:999 97x2y � 0:999 98x2 + 4: 725 5� 10�5xy

� 2: 416 1� 10�5x� 1:001y + 2: 312 8� 10�5:

Représentation de fx; y) et la solution approximative:

4

y

2

x

024 402
42

100

z

100

0

Figure 8 : La solution approximative

4

y

2

x

024 402 42

100

z

100

0

Figure 9: La solution exacte f

Dans ce qui suit, nous ferons une comparaison entre la solution exacte et approchée

et déterminerons les erreurs pour quelques points.
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4.3. Test numérique

Représentation de g(x; y) et la solution approximative:

z
100

44

0

y

0 2

x
2 2

44 2

0

100

Figure10: La solution approximative

z
100

44

0

y

0

x
2 2

2
42

4

0

100

Figure11: La solution exacte g

Tableau 5:

Les erreurs absolues de la méthode proposée pour k = 1; M = 3 pour la solution

f(x; y) :

xi yi ei

0.1 0.1 2.13545E-05

0.2 0.2 2.0746E-05

0.3 0.3 2.11226E-05

0.4 0.4 2.23044E-05

0.5 0.5 2.41113E-05

0.6 0.6 2.63632E-05

0.7 0.7 2.88803E-05

0.8 0.8 3.14824E-05

0.9 0.9 3.39897E-05

Tableau 6:

Les erreurs absolues de la méthode proposée pour k = 1; M = 3 pour la solution

g(x; y):
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4.4. Algorithme

xi yi ei

0.1 0.1 2.13545E-05

0.2 0.2 2.0746E-05

0.3 0.3 2.11226E-05

0.4 0.4 2.23044E-05

0.5 0.5 2.41113E-05

0.6 0.6 2.63632E-05

0.7 0.7 2.88803E-05

0.8 0.8 3.14824E-05

0.9 0.9 3.39897E-05

4.4 Algorithme

L�algorithme de cette méthode peut être présenté dans les étapes suivantes :

Entrée :M 2 N; k 2 N� ; les constantes réelles �1; �2; �1et �2; les fonctions h1(x); h2(x); k1(y)

et k2(y) 2 L2[0; 1]; les fonctions 1(x; y); 2(x; y) 2 L2([0; 1]� [0; 1]).

Étape 1 : Dé�nir les ondelettes de Légendre  nm(x; y) par (1:4).

Étape 2 : Préparer le vecteur d�ondelettes de Légendre 	(x; y) à partir de (1:5).

Étape 3 : Calculer la matrice d�ondelettes de Légendre �bm�bm M
=
�
	
�
1
2bm� ;	 � 3

2bm� ; ::::;	 �2bm�12bm ��
de (1:18).

Étape 4 : Calculer les matrices opérationnelles d�ondelettes de Légendre P n et Dn à

l�aide de (2:2) et (2:27); (2:28).

Étape 5 : Calculer les vecteurs de coe¢ cients d;X; Y;H1; H2; K1 et K2 en utilisant

(1:13); (1:14) et (1:15).

Étape 6 : Dé�nir les matrices inconnues F = [fij]bm�bm et G = [gij] bm�bm .
Étape 7 : Calculer les vecteurs ^1; ^2 et par conséquent A1; A2 à l�aide de (4:13) et

(4:15).

Étape 8 : Calculer les vecteurs
P

1,
P

2 et par conséquent B1;B2 à l�aide de (4:21)

et (4:22).
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4.4. Algorithme

Étape 9 : mettre

8>>><>>>:
A1 +B1 � �1 = 0

A2 +B2 � �2 = 0

.

Étape 10 : Trouver les matrices inconnues F et G les solution du système d�équations

algébriques dé�ni à l�étape 9.

Étape 11 : Calculer les vecteurs !1, !2 et par conséquent 
1; 
2 à l�aide de (4:28) et

(4:29).

Sortie : Trouver f(x; y) et g(x; y) à partir de (4:30) et par conséquent trouver z(x; y).
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Conclusion générale

Dans ce travail, on a présenté une méthode numérique combinée aux ondelettes de Legen-

dre avec leur matrice opérationnelle d�intégration ou avec leur matrice opérationnelle de

dérivation dite «Méthode des Ondelettes» a�n d�approximer les solutions numériques

des équations di¤érentielles ordinaires et les équations aux dérivées partielles dans R et

on a pu l�appliqué à l�équation de Poisson bidimensionnelle dans C en utilisant les deux

matrices opérationnelles en même temps pour la première fois. Les performances de la

méthode appliquée pour l�équation donnée sont e¢ caces et ont un niveau remarquable

et impressionnant. La méthode détermine les solutions mentionnées de manière e¢ cace,

rapide et précise. Dans le futur, nous avons l�intention d�étudier un autre type d�équations

aux dérivées partielles non linéaires et les équations aux dérivées fractionnaires dans un

domaine plus complexe en utilisant la même méthode.
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