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Introduction

Les problémes de contact avec ou sans frottement impliquant des corps déformables ou non
interviennent de multiples fagons aussi bien dans le domaine industriel que dans la vie de
tous les jours. Compte tenu de 'importance et de la multitude de ces phénomenes, de vastes
études ont été entreprises, aussi la littérature concernant la mécanique du contact est vaste
et aborde autant de sujets différents que sont la modélisation, I’analyse mathématique ou
I’approximation numérique des problémes de contact, voir les ouvrages [5,6,8, 18,19, 31].
Il existe ainsi de multiples références, citons ici quelques classiques. Une des premiére
référence portant sur I’étude des problémes de contact avec frottement via les inéquations
variationnelles est surement [1]. En ce qui concerne I’analyse appliquée, le lecteur est invité
a se reporter aux ouvrages [32]. Pour de plus amples détails sur ’analyse mathématique des
équations aux dérivées partielles, il conviendra de consulter les ouvrages|30, 17].

Outre les problémes cités ci-dessus, il y a d’autres phénomeénes réels et qui sont trés im-
portants tels que ’'endommagement du matériau et ’adhésion des corps. L’endommagement
est un phénomeéne trés important en ingénierie, car il affecte directement la structure des ma-
chines. Il existe une littérature abondante sur ce sujet. Des modeéles introduisant 'influence
de 'endommagement interne du matériau ont été investi mathématiquement. Des modéles
de 'endommagement ont été développés dans [10, 13] & partir du principe de la puissance
virtuelle. I’analyse mathématique des problémes en dimension un peut étre trouvée dans
[14,15]. La fonction d’endommagement [ varie entre 0 etl. Quand § = 1 il n’y a pas
d’endommagement dans le matériau, quand g = 0 le matériau est complétement endom-
magé, quand 0 < 5 < 1 'endommagement est partiel[16, 32].

L’usure est un probléeme majeur pour les matériaux. Lorsque deux corps entrent en

contact avec frottement et glissement, les surfaces en contact s’en retrouvent usées, la plus
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rigide des surfaces usant de maniére plus significative I'autre surface. Les particules ainsi
perdues des surfaces en contact forment alors une fine couche entre les deux corps. Des
expériences ont montré qu’ une telle couche ainsi formée pouvait avoir une action bénéfique
sur les phénomenes de contact dans le sens ou elle pouvait améliorer le glissement. Il peut
méme y avoir enfoncement de I'un des corps dans l'autre et apparition d’aspérités. Evidem-
ment la modélisation de I'usure devrait faire intervenir de nombreux paramétres comme en
autre les propriétés et la rugosite des corps via les lois de constitution, la température, les
vitesses des corps ou encore de nombreux autres parameétres. Les premiéres modélisation
avec des lois de frottement et d’usure prenant en compte la thermodynamique peuvent étre
trouvés dans [20],[21], ainsi que dans [4].

Les matériaux piézoélectriques ont été découverts au début du siécle par les époux Curie.
Ce sont des diélectriques particuliers qui permettent de transformer 1’énergie de déformation
¢lastique en énergie électrique, et inversement. Plus précisément, la piézoélectricité est
la capacité de certains matériaux a se polariser lorsqu’ils sont contraints mécaniquement,
la charge apparaissant & leur surface étant proportionnelle a la déformation engendrée.
L’effet piézoélectrique inverse est ’obtention d’une déformation par application d’un champ
électrique.

Les matériaux piézoélectriques sont trés nombreux. Le plus connu est sans doute le
quartz, toujours utilisé dans les montres pour générer des impulsions d’horloge. Mais ce
sont des céramiques synthétiques, les PZT qui sont le plus largement utilisées aujourdhui
dans l'industrie.

De maniére plus générale, I'effet direct peut étre mis a profit dans la réalisation de cap-
teurs (capteur de pression etc.) tandis que l'effet inverse permet de réaliser des actionneurs
(injecteurs & commande piézoélectrique en automobile, nanomanipulateur).

L’utilisation de la piézoélectricité a explosé ces dernieéres années et est en pleine expan-
sion. La capacité de ces matériaux a convertir ’énergie mécanique en énergie électrique
et vice versa est une valeur inestimable pour les transducteurs acoustiques, 1’échographie
médicale, et pour, la haute précision des pompes et des moteurs. Des performances piézoélec-

triques élevées ont également ouvert de nouvelles possibilités de "récupération d’énergie”,
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en utilisant le mouvement ambiant et les vibrations pour produire de I’électricité ou les piles
ou autres sources d’énergie sont impraticables ou indisponibles[1, 23, 24].

Le manuscrit comporte trois chapitres :

Le premier chapitre comporte la formulation mathématique des problémes étudiés ainsi
que les outils Mathématiques que nous utilisons pour la réalisation de ce travail. Nous
présentons ici la loi de comportement des matériaux électro- viscoélastiques avec endom-
magement, le cadre physique des problémes de contact ainsi que les différents types de
conditions aux limites avec réponse normale instantanée associée & une loi locale de frot-
tement et un contact bilatéral avec frottement avec une base rigide et mobile ot 1'usure
des surfaces de contact est prise en considération. Nous passons en revue quelques rappels
d’analyse, notamment des résultats sur les espaces fonctionnels, les équations et les inéqua-
tions variationnelles, les lemmes de Gronwall et quelques théorémes qui seront d’une grande
utilité pour les démonstrations.

Le second chapitre est consacré a I’étude mathématique d’un probléme de contact avec
frottement pour des matériaux électro- viscoélastiques ou l’endommagement interne du
matériau est pris en considération, dans un processus quasi-statique. Le contact avec une
base rigide est modélisé par une réponse normale instantanée associée a une loi locale de
frottement. Le probléme se formule comme un systéme qui comporte une équation vari-
ationnelle par rapport au champ de déplacement, une inéquation variationnelle du type
parabolique par rapport au champ d’endommagement et une équation variationnelle par
rapport au champ électrique[l, 9, 19].

Pour ce probléme, des résultats d’existence et d’unicité de la solution ont été considérés
en considérant la théorie des équations variationnelles, des inéquations variationnelles du
type parabolique et des arguments de point fixe.

Le troisieme chapitre du mémoire est consacré a ’étude mathématique d’un probléme
de contact avec frottement pour des matériaux électro-viscoélastiques avec endommagement
dans un processus quasi-statique. Le contact bilatéral avec frottement avec une base rigide et
mobile se fait avec usure des surfaces de contact. Le probléme se formule comme un systéme
formé par une inéquation variationnelle elliptique par rapport au champ de déplacement,

une inéquation variationnelle du type parabolique par rapport au champ d’endommagement,
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une équation variationnelle par rapport au champ électrique. Des résultats d’existence et
d’unicité de la solution ont été considérés en utilisant la théorie des inéquations elliptiques,

des inéquations du type parabolique, et des arguments de point fixe.

Notations

Si Q est un domaine de IR%(d = 1,2, 3), on note par.

Q I’adhérence de €2

r la frontiére de 2 supposée réguliére.

I, (i=1.23) une partie mesurable de la frontiere I'

mes I'y la mesure de Lebesgue (d = 1) dimensionnelle de I'y

v la normale unitare sortante a I’

Uy, U les composantes normal et angentiel du champ vectoriel v defini sur
C (ﬁ) I’espace desfonctions réelles continument différenciables sur

D (ﬁ) I’espace des fonctions réelles indéfiniment différenciables et &

support compact contenu dans {2
H Pespace L2 (€2)*
H, Pespace Hy ()

Pespace L2 ()"

l'espace {1 € L?(Q)}

H: (T) Pespace de Sobolev d’ordre fsur T

Hr Pespace Hz (')

Hz (T) Pespace dual de Hz (I)

H{ I’espace dual de Hr

~v:Hy — Hp I’application trace pour les fonctions vectorielles

si H est un espace de Hilbert réel et d € N*, on utilise les notations suivantes
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Hd
ded
(‘7 )H

-
H/

(‘7 ')H’><H
Vi

2K

Ty, — X
Ty — T

£ (H)

Vespace {z — (z;) [z, € H}

Vespace {z; = (z4j) /zij = x; € H}

le produits calaire de H

la norme de H

I’espace dual de H

le produit dualité entre H' x H

la fonction indicatrice de k C H

I’ensemble de toutes les parties dek

la convergentefortedelasuite (z,,) versl/élémentxdansH

la convergente faible de la suite (z,) vers 'élément x dans H

I’espace des applications linéaires et continues de H dans H

Si de plus [0; 7] est un intervalle de temps k € N et 1 < p < +00 on note par:

cCoT], H)

[ry
(0,1, H)

[ Fw
L? (0,7, H)

H : HO, p, H

Wk (0,7, H)

A1y p,

I’espace des fonctions continues de [0;7] dans H

la norme de C'( [0;7] , H)

I'espace des fonctions continument dérivable de [0; 7] dans H.
la norme de C*([0; 7], H)

I'espace des fonctions mesurables de [0; 7] dans H

la norme de L? (0,7, H) , telles que fOT | f ()5 dt < +oo

avec les modifications usuelles si p = 400

I’espace de Sobolev de parameétres k et p.

la norme de W 57 (0, T, H)

Pour une fonctions f, on note

dom f

sup pf
fof
oif
Vf
e(f)
Divf
of

le domaine de f.

le support de f.

les dérivés premiére et seconde de f par rapport au temps.
la dérivée partielle de f par rapport a laitme composante x;.
le gradient de f.

la partie symétrique du gradient de f qui Vaut% (V f+VLf )
la divergence de f

le sousdifférentiel (classique)de f.
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Si H'et H? sont deux espaces de Hilbert réels, on note par

£ (H', H?) Tespace des applications linéaires et continues de H' dans H?.

|- ||£(H17H2) la norme de £ (H', H?).



Chapitre 1

Requis et préliminaires

Afin de faciliter la lecture de ce manuscrit, il nous est paru utile de présenter dans cette pre-
miére partie le cadre physique et fonctionnel dans lequel nous allons travailler. Nous allons
commencer par une description de la loi constitutive des matériaux électro- viscoélastiques
avec endommagement, ensuite nous présentons les différents types de conditions aux limites
avec réponse normale instantanée associée a une loi locale de frottement et un contact bi-
latéral avec frottement avec une base rigide et mobile ou 'usure des surfaces de contact est
prise en considération. Nous continuons avec la formulation mathématique des problémes
étudiés. A la fin de ce chapitre nous passons en revue quelques rappels d’analyse fonction-
nelle non linéaire dans les espaces de Hilbert ainsi que les outils mathématiques que nous
utilisons pour la réalisation de ce travail, notamment des résultats sur les espaces fonction-
nels, les équations et les inéquations variationnelles elliptiques et paraboliques, les lemmes
de Gronwall qui seront utiles dans les démonstrations et quelques théorémes classiques qui

seront d’une grande utilité pour les démonstrations.

1.1 FORMULATION DES PROBLEMES ELECTRO-
VISCOELASTIQUES

Dans cette partie on commence par décrire la loi de comportement électro-viscoélastique,

puis on s’intéresse aux différentes conditions aux limites de frottement ou usure. Au début,
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on considére la loi de contact avec réponse normale instantanée et frottement puis la condi-
tion de contact avec frottement et usure. Finalement, on donne la formulation mathématique

des problémes qui seront étudiés dans ce mémoire.

1.1.1 lois de comportement

L’objet de la mécanique des milieux continus est I’étude du mouvement des corps si les
distances relatives entre ses pionts sont variables.

Le principe fondamentale de la mécanique est
Divo + f = pu.

Cette équation s’appelle équation du mouvement, ou p représente la densité de masse et
u représente I'accélération. Si u varie lentement avec le temps alors pu sera négligeable ce
qui nous conduit a léquilibre

Diwvo + f =0,

ou f : Q — RY représente la densité des volumiques sur 2 et Div o est la divergence du
tenseur o. L’équation équivaut a d relation scalaires, et mathématique cette équation ne
suffit par & modéliser le probléme d’équilibre du corps car, par exemple les d composantes
u; du champ de déplacement ne figurent pas dans cette équation.

Du piont de vue physique par ailleurs, il faut remarquer que I’équation exprime une loi
universelle valable pour tous les matériaux. Si donc cette équation suffisait & déterminer tous
les parametres, cela signifierait que, soumis a des conditions identiques, les divers milieux
contiuns auraient des comportements identiques. Ceci est naturellement absurde.

L’équation est donc insuffisaite, & elle seule, & décrire ’équilibre des corps matériels, elle
doit étre complétée par d’autres relations qui caractérisent le comportement de chaque type
de matériau et que I'on désigne sous le vocable général la loi de comportement qui est une
relation reliant le tenseur de contrainte o, le tenseur de déformation € et leur dérivées.

On présente dans cette thése, les lios de comportement de deux categories de matériau

électro-viscoélastique.
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1.1.2 loi de comportement électro-viscoélastique avec endommage-

ment

La loi de comportement d’un matériau électro-viscoélastique avec endommagement est don-
née par
0= Ae(u)+G(e(u), ) - EE(p)
D = &e(u)+ BE (p)

ou A est la fonction de viscosité non linéaire, G représente le tenseur d’élasticité ou 3 est
une variable interne représentant ’endommagement du matériau causé par des déformations
élastiques. Comme le matériau comporte les propriétés électriques, la loi de comportement
consiste aussi en E (¢) = —V le champ électrique, D le champ de déplacement élec-
trique, £ = (e;j) représente le tenseur piézoélectrique d’ordre trois et £ son transposé. B
représente le tenseur de perméabilité électrique.

L’inclusion différentielle suivante sera utilisée pour décrire I’évolution du champ d’endommagement

B—kAB+ ¢k (B) 3 S (c(u),B)

[’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles K défini par
K={¢€H (Q) / 0<¢<1 dans Q},

k est un coefficient positif, 0y, représente le sous-différentiel de la fonction indicatrice ¢, .
S est une fonction constitutive donnée qui représente la source d’endommagement dans le

systeme.

1.1.3 Condition de contact avec réponse normale instantanée et
frottement
La condition dite de réponse normale instantanée sur la surface potentiel de contact I's x
(0,7T) s’écrit
—0y =Dv (uu) (Ill)

ou u, désigne la vitesse normal et p, est une fonction donnée telle que p, (r) = 0 pour

r < 0. Cette égalité traduit une dépendance générale de la contrainte normale par rapport



1.1. FORMULATION DES PROBLEMES ELECTRO-VISCOELASTIQUES

a la vitesse normale, elle peut representer le comportement d’une couche de lubrifiant sur
la surface de contact. De tels exemples de contact a réponse normale instantanée sous la

forme (/.1.1) peuvent étre trouvés dans [20] . Dans le cas ou
py (r) =kry VreR, (1.1.2)

avec k > 0 la résistance de la fondation a la pénétration est proportionnelle & la vitesse
normale. Ce type de comportement a été considéré dans [11] modélisant le mouvement d’un
corps déformable sur le sable ou sur un matériau granulaire. La loi de frottement associée

est donnée par:
-0, =pr (uy) (1.1.3)

ou u, répresente la vitesse tangentielle sur la surface de contact. Cette seconde égalite dans
(1.1.3) est sans seuil et dit que le cisaillement tangentiel sur la surface de contact est une

certaine fonction de la vitesse tangentielle. Dans le cas ot
pr (r) = pr VreR? (I.1.4)

montre que le cisaillement tangentiel est proportionnel & la vitesse tangentielle. Tel est le cas
quand la surface de contact est lubrifiée par une fine couche de fluide non newtonien, voir
par exemple [20]. Dans (1.1.3), u répresente le coefficient de frottement, supposé positif.

Nous pouvous également envisager d’autres exemples de fonctions de contact données par

po(r) = k(re)" +po (1.1.5)

pe(r) = ™ (1.1.6)

ol 0 < m <1 est un coefficient fixe et py peut jouer le role de la pression de I’huile qui est

donnée et positive.

1.1.4 Condition de contact avec frottement et usure

Le corps est supposé rentrer en contact avec une fondation rigide, se déplacant & la vitesse
v*. Ce contact sera supposé toujours maintenu au cours de I’étude du phénoméne. Décrivons
a présent la condition de contact entre la partie de la frontiére I'3 du corps et la fondation
rigide. Ici, la relation

Uy = —w (1.1.7)
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reste valide afin de représenter 1'effet de 'usure sur la surface de contact I'3. Cette derniére
égalite indique alors que la position de contact dépend de 'usure. Pour les fonctions assez
régulieres, on a

e (1.1.8)

L’usure étant toujours croissante, la fonction w est positive et ainsi:
u, <0 (1.1.9)

Supposons de plus que pendant 1’évolution du phénomeéne, la surface de contact I's
se réarrange de sorte que la vitesse tangentielle soit négligeable. La vitesse de glissement
ne sera ainsi plus que la vitesse v* =| v* |, qui sera bien entendu supposée positive. La

version simplifiée de la loi d’Archard peut ainsi étre utilisée. Les relation (1.1.8) et (/.1.9)

entrainent
: 1
o, =—alu,| ou a:m sur T3 x]0,T] (1.1.10)
w | U
Le frottement suit la loi donnée par:
or = —=\(u, —v) A>0 sur T'3 x]0, 7 (1.1.11)

Compte tenu de l'interprétation du probléme physique et ayant glissement et frottement,

on a la relation:

lo;| = —po, sur T's x |0, (1.1.12)

Des précédentes relations, la condition de contact est donnée par:

o, = —alul|, |o;] =—po,sur T's x 0,7 (1.1.13)
o, = —Au,—0v*), A>0sur 'y x]0,T] (1.1.14)

1.1.5 Formulation mathématique des problémes électro-viscoélastiques

Nous considérons un corps électro-viscoélastique qui occupe un domaine borné Q C IR? (d =
2,3) avec une surface frontiére réguliére et de Lipschitz I" partitionnée d’une part en trois

parties mesurables I'y, 'y et I's, telles que mes I'y > 0 et d’autre part en deux parties

11
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mesurables I', et I', correspondant aux conditions aux limites électriques, telles que mes
' >=0,mesT, = 0etI's CTIy On note par v la normale unitaire sortante a I'. Le corps
est encastré sur I'; dans une structure fixe. Sur I's agissent des tractions surfaciques de
densité f, et dans €2 agissent des forces volumiques de densité fy et des charges électriques
de densité volumique ¢g. On suppose que fo et fy varient trés lentement par rapport au
temps. Le corps est soumis a l’action de potentiel fixé ¢, sur la partie I', de la frontiere
ainsi qu’a 'action des charges électriques de densité surfacique s, agissant sur la partie I',.

Soit T' > 0 et [0,T] I'intervalle de temps en question. Nous étudions dans l'intervalle
de temps [0, 7] I’évolution du corps matériel diie a ’application de forces de volume et des
tractions de surface.

Nous notons par u :  x [0, 7] — I R% le champ de déplacements, o : Q x [0,T] — S, le
champ des contraintes et €(u) représente le tenseur des déformations et 5: Q x [0,7] — R
le champ d’endommagement. Le corps est fixé sur I'y x (0,7"), le champ des déplacements y
est par conséquent nul. Une traction surfacique de densité f, agit sur I'y x (0,7"). Le corps
est éventuellement en contact avec une fondation rigide sur I's x (0,7"). Les conditions sur
la surface potentielle de contact I's peuvent étre diverses et donner lieu & une variété de
modeles de contact avec frottement.

Notre objectif est I’étude de deux problémes quasistatiques pour les matériaux électro-
viscoélastiques. Le premier probléme est un probléme de contact avec réponse normale
instantanée et frottement, le second est un probléme de contact avec frottement et usure.

L’étude variationnelle de ces problémes se fera dans le cadre physique défini ci-dessus.
Sous ces hypotheéses, en notant par ug le déplacement initial et par 3, I’endommagement

initial nous arrivons & formuler les différents problémes de la maniére suivante:

Probléme P;: (matériau électro-viscoélastique, loi de frottement avec réponse normale
instantanée)
Trouver le champ de déplacement u : Q x [0,7] — R? | le champ du tenseur des

contraintes o : Q x [0,7] — S, et le champ d’endommagement 3 : 2[0,7] — R tels que.

12
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o=As (1) +G(e(u),B)+EVp dans Q x (0,7)

D =E&e(u)— BVyp dans Q x (0,7)
B —kAB+ 0o (8) 2 8 (e (u),B) dans Q x (0,7)
Divo + fo =0 dans € x (0,7)
divD = qq dans € x (0,7
u=0 sur I'y x (0,7)
ov = fo sur Ty x (0,7)
—0, =P, <u,,> , —0; =Py <iLT> sur I'3 x (0,7)
% = sur  T'x (0,7)
=0 sur T, x(0,7)
D v=qg sur  I'y x (0,7)
u(0) =ug, F(0)=0, dans Q

Probléme P,: (matériau électro-viscoélastique, condition de contact avec frottement et
usure)
Trouver le champ de déplacement v : 2x [0, 7] — R?, le champ du tenseur des contraintes

0:Qx[0,T] — Sy et le champ d’endommagement (5 : Q x [0,7] — R tels que.
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1.2. RAPPELS D’ANALYSE

o=Ae(u)+ G (e(u),B)+EVep dans Q x (0,7)

D =E&c(u) — BVyp dans Q x (0,7)
B—kAB+ 0o (8) 2 S (e (u),B) dans Q x (0,7)
Divo + fo =0 dans Q x (0,7)
divD = qq dans € x (0,7)
u=0 sur  I'y x (0,7)
ov=f, sur Ty x (0,7)
oy = —alwl, lor = —poy sur I'3 x (0,7)
or ==X u,—v*), A>0
¥ =0 sur  T'x (0,7)
=0 sur I’y x (0,7)
D .v=q¢ sur [, x (0,7)
u(0) =up, F(0)=0, dans Q

Les problémes que nous avons formulés ci-dessus seront étudiés aux deux chapitres de ce
mémoire. Nous utilisons des méthodes différentes. Pour le probléeme P; nous utilisons des
arguments de la théorie des opérateurs monotones et une version du théoreme de Cauchy-
Lipschitz. Pour le second probléme nous utilisons des résultats classiques d’inéquations

variationnelles elliptiques et des arguments de point fixe.

1.2 RAPPELS D’ ANALYSE

1.2.1 Espaces fonctionnels

On introduit dans cette section des espaces du type Sobolev utilisés en mécanique du con-
tact, & savoir les espaces de Hilbert associés aux opérateurs divergence et déformation, ainsi
que les espaces de fonctions a valeurs vectorielles. On présente en plus leurs principales
propriétés, notamment les théorémes de trace. On adopte ici la convention de I'indice muet
et on précise aussi que toutes les notations ainsi que les espaces fonctionnels utilisés dans

mémoire sont introduits dans cette section. En outre, dans la rédaction de cette section
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1.2. RAPPELS D’ANALYSE

nous avons utilisé [2,25]. Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev et les espaces de

distributions, on renvoit par exemple a [6], [9].

1.2.2 Espaces de Hilbert associés aux opérateurs divergence et

déformation

Nous désignons par Sy l’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur IR? (d = 2,3),

. et | . | représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur I R?
et S Ainsi,
3 d
wv = ww;, |Jul=(vw)?2 Yu,veR
3 d
o1 = 04Tij, |o|=(0.0)2 Vo,7€S

Dans toute la suite,  C IR? est un domaine borné avec une surface frontiére réguliére de
Lipschitz notée I'.
Nous utilisons les espaces suivants.
H={ u=(u) Jwue L*Q)/i=1,d}=1L*Q)
H={oc=(0y) /oy= 0u€l?Q)/i,j=1d }=L*Q)"
H={uecH [eweH }={u=(w) / we H(Q), /i=1,d}=H (Q)
Hi={oceH /o,;€H }

ouce: Hy — Het Div: H — H sont les opérateurs de déformation et de divergence, définis

par
1 . .
e(u) = (e (), ey (u) =5 (uiy +uys), Divo=(05;) 1<ij=<d
ou la virgule représente la dérivée par rapport a la variable spatiale, c’est adire que
0 U;
wp = —r
s J 8 x]

Ces espaces respectifs sont des espaces de Hilbert réels munis de leurs produits scalaires

suivants:
(u,v)y = Jquvide  Yu,v € H

(O’,T)HZIQO'Z‘]‘TZ‘de VO',’TG H
(u,v) g, = (W, 0) g + (e (u) € (V))y  Yu,v € Hy
(o, T)Hl = (0,7)y + (Div o,Div 1),y Yo, 7€ H;
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1.2. RAPPELS D’ANALYSE

Les normes sur les espaces H, H, H; et H; sont notées respectivement par | . |g, | . |2,
|'|Hlet"‘Hl'

Comme la frontiére I' est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur u a la frontiére est
défini p.p. Pour tout champ de vecteurs u € H; nous utilisons la notation u pour désigner
la trace 7y, de u sur I' et nous notons par u, et u, les composantes normale et tangentielle

de u sur la frontiére données par
Uy = UV, Up =U— UV (1.2.1)
Pour le champ des contraintes ¢ nous notons par o, et o, les composantes normale et

tangentielle & la frontiére, a savoir :

o, =(ov).v, o,=0v—0,V (1.2.2)

Nous rappelons que I'application de trace v : H; — L*(I')? est linéaire continue, mais
n’est pas surjective. L’image de H; par cette application est notée par Hr, ce sous-espace

s’injecte contintiment dans L?(I')?. Désignons par Hy le dual de Hr, et (.,.) HLx Hr

le produit
de dualité entre Hy et Hr.

Pour tout ¢ € H, il existe un élément noté ov € Hy tel que
(UV,VU)H,FxHF = (0,6 (v))y + (Div o,v), Yve H

En outre, si o est assez régulier (par exemple C!), nous avons la formule

(ov,yv) = /UV.Uda Vv € Hy
r

donc, si o est assez régulier nous avons la formule suivante:

(0,6 (v))y + (Div o,v)y = /Ju.vda Vv € Hy () (1.2.3)
r
(D, V) + (Div D, 6) 1oy = /F Duvwda Vo e Hy () (1.2.4)
Nous introduisons a présent un sous espace fermé de H;, dont la définition est donnée

ci-apres
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1.2. RAPPELS D’ANALYSE

V:{UGHl(Q)d/ v=0 sur Fl}

puisque mes I'; > 0, I'inégalité de Korn s’applique sur V' : il existe une constante C > 0

dépendant uniquement de 2 et I'y telle que
W2 Cilvlyey eV

une preuve de cette inégalité peut étre trouvée dans[12, p.79].

Sur V nous considérons le produit scalaire donné par
(u,v)y, = (e (u),e(v)y Yu,veV (1.2.5)
et soit |.|;, la norme associée, c’est a dire
vly =le @), VoeV

par I'inégalité de korn, il vient que |.|,; et |.|;, sont des normes équivalentes sur V' et ainsi
(V,|.|) est un espace de Hilbert.
En outre, par le théoéme de trace de Sobolev, il existe constante Cy > 0 dépendant

uniquement de 2 , I'yet ' telle que
[Vl pergye < Colvly, Vv eV (1.2.6)

On introduit également les espaces suivants:

W={¢pe H (Q) / ¢p=0 sur .}
W={D=(D;) /] D;e L*(Q) , divDeL*(Q)}

ou div D = (D; ;). W et W sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires

donnés par

(¢, Oy =(Vo, V¢>L2( Q)¢

On note par | . |, et | . |, les normes associées respectivement. Puisque la partie I'; a

été supposée de mesure non nulle, I'inégalité de Friedrichs-Poincaré est vérifiée ainsi il existe
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une constante C; strictement positive ne dépendant que du domaine €2 et de la partie de la

frontiére I', telle que:

(Vo g 2Crlolme VoEW (1.2.7)

Une démonstration de 'inégalité de Friedrichs-Poincaré peut étre trouvée dans [9].
Pour des détails sur les résultats de ce paragraphe nous renvoyons par exemple aux

références [24].

1.2.3 Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

Soit H un espace de Hilbert. Soient k£ € IN et 1< p < 400 et T' > 0. On rappelle que
WHkP(0,T; H) est I'espace des distributions vectorielles u € D'(0,T; H) telles que D;ju €
LP(0,T; H) pour j = 0,k, D; désignant la dérivée d’ordre j au sens des distributions.

Si1<p<+oo, WrP(0,T; H) est un espace de Banach réel pour la norme définie par
k T )
b= [ | Dyula) P do)?
j=0 "0

Yue W0, T; H).

En particulier, W*2(0, T’; H) est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire défini par

k T
ORI o / (Dyu(t), Dyul(t),, di
=0

Yu,v € WH(0,T; H)

D’autre part, W**°(0,T; H) est un espace de Banach pour la norme définie par

k

[ ks o= 3 supess | D) i

§=0
Yu e Wh=(0,T; H)
Pour le cas particulier £ = 0, on remarque que

WO?(0,T; H) = LP(0,T; H)

et on note alors la norme LP(0,7; H) par | . |tro,r,m) pour tout 1 < p < +00.0n définit
aussi, pour tout k € IN, I'espaceC*(0,T; H) des fonctions u : [0,7] — H telles que pour
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J

u
70 existent et sont continues sur [0,7]. On note, en particulier,

C°0,T; H) par C(0,T; H). L'espace C*(0,T; H) est un espace de Banach pour la norme

tout j = 0, k les dérivées

définie par
k

= —(t
| ulexorn=_ max | Z(0) |

Yue CH0,T, H).

En particulier, les normes sur les espaces C'(0,T; H) et C1(0,T; H) sont données par

e / YueCW.T, H
| w leorm tg%%IU()IH u e C(0,T,H)

| u |Cl(0,T;H):| U |C(0,T;H) + | u |C(0,T;H)
VueCY0,T; H)

On précise que le point au dessus d’une expression désigne la dérivée de cette expression

par rapport au temps, représentée par la variable ¢ € [0, T.

1.2.4 Fonctions convexes

On considére une fonction ¢ définie sur un espace vectoriel réel X et a valeurs dans
|—00, +00]. Une telle fonction est dite propre si elle n’est pas identiquement égale & +oo,

c’est a dire sl existe up € X tel que p(ug) < +00. La fonction ¢ est dite convexe si
o(tu + (1 —t)v) < tp(u) + (1 —t)p(v) Vu,ve X, te€]0,1]

.La fonction ¢ est dite strictement convexe si cette derniere inégalité est stricte pour tout
u,v € X tels que u # v. Pour toute fonction ¢ : X — |—00, +00], on définit le domaine et

I’épigraphe de ¢ respectivement par
dom(p) ={ue X / ¢o(u) < +oo}

epip = {(u,a) € X x IR | p(u) < a}.

Il est clair qu’on peut établir les résultats suivants

1) ¢ est propre si et seulement dom(p) # (.

19



1.2. RAPPELS D’ANALYSE

2) Le domaine de ¢ est un ensemble convexe de X si ¢ est convexe.

3) p est convexe si et seulement si epi ¢ est un ensemble convexe dans X x IR.

Soit maintenant H un espace de Hilbert. Une
fonction ¢ : H — |—00, +00] est dite semi-continue inférieurement (s.c.i.) en ug € H si

lim inf p(u) > p(uo)

U—uUQ

Une fonction est s.c.i. sur K C H si elle est s.c.i. en tout point de K et elle est dite s.c.i.
si elle est s.c.i. sur tout H.

La propriété de semi-continuité peut étre caractérisée de la facon suivante:

Lemme. Soit ¢ : H — |—00, +00]. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes
1) ¢ est semi-continue inférieurement.
2) L’épigraphe de ¢ est fermé dans H x IR.
Puisque dans un espace vectoriel normé tout ensemble convexe est simultanément fermé

pour la topologie forte et la topologie faible, le lemme précédent conduit au résultat suivant:

Théoréme. Soit ¢ : H — |—00, +00] une fonction convexe et propre. Alors ¢ est semi-
continue inférieurement si et seulement si elle est semi-continue inférieurement par rapport

a la topologie faible de H.

Soit maintenant K un sous-ensemble de H. On appelle fonction indicatrice de K, la

fonction Vg : H — ]—00, +00[ définie par

0 siue K
‘I’K(U) = )
400  sInon.

En utilisant cette définition, on peut facilement prouver le résultat suivant:
Lemme. K est un ensemble convexe, fermé et non vide de H si et seulement si la

fonction indicatrice Wy est convexe, semi-continue inférieurement et propre.

On note & présent par 27 I’ensemble de toutes les parties de H. Une fonction ¢ : H —
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|—00, +00] est dite Gateaux-différentiable au point v € H s'il existe un élément Vo(u) € H

tel que
gl 1) - p(w)
t—0 t

= (Ve(u),v)g
Vo e H. Iélément Vp(u) s’appelle la différentielle au sens de Gateaux de ¢ en wu.
La fonction ¢ est dite Gateaux-différentiable si elle est Gateaux-différentiable en tout

point de H. Dans ce cas opérateur u € H — Vp(u) € H s’appelle le gradient de .

La convexité des fonctions Gateaux-différentiables peut étre caractérisée de la fagon
suivante:
Lemme. Soit ¢ : H — IR une fonction Gateaux-différentiable. Alors ¢ est une fonction

convexe si et seulement si
o) —p(u) > (Vo(u),v —u)y  Yu,ve H.

L’inégalité précédente suggére une généralisation de la notion de gradient aux fonctions
convexes. On dit que la fonction ¢ : H — ]—00,+00] est sous-différentiable en un point

u € H sl existe f € H tel que

p) —p(u) 2 (ffv—u)y  VYveH

L’élément [ est alors appelé un sous-gradient de ¢ en u et ’ensemble des sous-gradients de

¢ en u est appelé le sous-différentel de ¢ en u et est noté dp(u) :

Op(u) ={f € H | p(v) —p(u) = (f,v —u)y VveH}

On note par dom(0y) 'ensemble défini par

dom(0p) ={u € H / dp(u) # 0}

En utilisant définis 'ensembles dp(u) et dom(0Jp) ainsi que la définition du domaine d’une
fonction, il résulte

dom(0y) C dom .

L’opérateur multivoque u —— Op(u) : H — 28 g’appelle le sous-différentiel de . La
fonction ¢ est dite sous-différentiable si elle est sous-différentiable en tout point de H, c’est

a dire si dom(0p) = H.
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En utilisant I'inégalité, on obtient:

Lemme. Soit ¢ : H — ]—00, +00] une fonction sous-différentiable. Alors ¢ est convexe,
propre et semi-continue inférieurement.
Lemme. Soit ¢ : H — |—00, 00| une fonction convexe, propre et semi-continue in-

férieurement. Alors ¢ est sous-différentiable en tout point intérieur de son domaine dom .

Dans le cas d’une fonction convexe, le lien entre 'opérateur gradient et le sous-différentiel

est donné par

Lemme. Soit ¢ : H — ]—00,+00] une fonction convexe et Gateaux-différentiable.

Alors ¢ est sous-différentiable et dp(u) = {Ve(u)} pour tout v € H.

1.2.5 Inéquations variationnelles

Soient A : H — H un opérateur non linéaire, ¢ : H — |—00,+00| une fonction propre
et f € H. Un bon nombre de problémes aux limites en équations aux dérivées partielles
ainsi qu’en mécanique des milieux continus ont un rapport avec des problémes mathéma-

tiques de la forme suivante:

Trouver u tel que u € H,
(Au,v —u)y + p(v) —o(u) > (f,v —u)y Vv e H. (1.2.8)

Le probléme (1.2.8) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espéce sur H.
On dit que 'opérateur A est:

a) fortement monotone s'il existe m > 0 tel que
(Au— Av,u —v)y >m|u—v|*Vu,v € H (1.2.9)
b) de Lipschitz s’il existe L > 0 tel que

| Au— Av |g< L|u—v| Yu,v € H. (1.2.10)
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On peut démontrer que si A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz alors A
est inversible et A~! est fortement monotone et de Lipschitz.

En ce qui concerne le probléme (1.2.8), on a le résultat d’existence et d’unicité suivant:

Théoréme. Si A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz et ¢ est une
fonction propre, convexe et semi-continue inférieurement alors 'inéquation variationnelle
elliptique (1.2.8) admet une solution unique.

Le théoréeme précédent représente un résultat d’existence et d’unicité pour les inéquations
variationnelles de seconde espéce. La démonstration de ce théoréme peut étre trouvée par

exemple dans [32].Ce théoréme sera utilisé au troisiéme chapitre.

1.2.6 Compléments divers

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom-
breux problémes de majoration, en particulier pour établir 'unicité de la solution. Nous
citons certains théorémes utilisés dans ce mémoire. Pour avoir plus de détails sur les rappels

figurant dans cette section, nous proposons par exemple [4].

Lemmes de Gronwall

Lemme. Soient m, n € C(0,7;IR) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout t € [0,7] et
soit a > 0. Si ¢ € C(0,T; IR) est une fonction telle que

o(t) <a+ /Otm(s)ds + /Otn(s)cp(s)ds Vte 0,7
alors
o(t) < (a—l—/o m(s)ds) exp(/0 n(s)ds) Vtel0,T]

Pour le cas particulier m = 0, ce lemme devient:

Corollaire. Soit n € C(0,T;IR) telle que n(t) > 0 pour tout t € [0,7] et soit a > 0.
Si ¢ € C(0,T;1R) est une fonction telle que

o(t) < a+/0 n(s)p(s)ds Yt e[0,T]
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alors
o(t) < aexp(/o n(s)ds) Vte|0,T]

Lemme. Soient m, n € C(0,T; IR) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout ¢ € [0, 7]
et soit a > 0. Si ¢ € C(0,7T; IR) est une fonction telle que

% )< a +/ m(s ds+/0t (s)¢*(s)ds  Vte[0,T]

alors

| o(t) |< (a+/0 m(s)ds) exp(/o n(s)ds) Vtel0,T]

1.2.7 Enoncés de certains théorémes

Nous considérons maintenant quelques théorémes importants qui sont utilisés le long de ce
mémoire.

Définition. On dit qui une forme bilinéaire a (u,v) : H x H — R est

1) Continue s’il existe une constante C' telle que
la(u,v)] < Clulylvly Yu,ve H (1.2.11)
2) Coercive s’il existe une constante oo > 0 telle que
alv,v)>alvly  Yu,veH (1.2.12)

Théoréme!.2.1. (Lax — Milgram). Soit V un espace de Hilbert, soit a (., .)
V x V — R une forme bilinéaire continue et coercive. Soit f : V — R une forme bilinéaire
continue.

Alors, il existe une solution unique u € V' qui satisfait
a(u,v) = f(v) YoeV

Théoréme/.2.2. (conséquence de Minty — Browder). Soit A : H — H une application

non linéaire, fortement monotone et de Lipschitz.
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Alors pour tout f € H il existe u € H unique solution de I'’équation Au = f .
Théoréme/.2.3.50it V C H C V ' un triplet de Gelfand. Soit K un fermé non vide,
et convexe de V.

Supposons que a (., .) : V XV — R une forme bilinéaire continue et symétrique

satisfaisant pour toutes constantes ( > 0 et ¢y, la condition de coercivite:
a(v, v)+ c vy >Chll YoeV

Pour chaqueug € K et f € L?(0,T ; H), il existe une fonction unique w« € H* (0,7 ; H)N
L?(0,T ;V) tels que u (0) = ug, u(t) € K pour tout t € [ 0,7 ],

(1) 0 w(®)y ey Falult) w—u@) = Ov-u@)y WK
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Chapitre 2

Probléme électro-viscoélastique avec
réponse normale instantanée et

frottement

Le second chapitre est consacré a I’étude mathématique d’un probléme de contact avec frot-
tement pour des matériaux électro- viscoélastiques ol 'endommagement interne du matériau
est pris en considération, dans un processus quasi-statique. Le contact avec une base rigide
est modélisé par une réponse normale instantanée associée a une loi locale de frottement.
Le probléme se formule comme un systéme qui comporte une équation variationnelle par
rapport au champ de déplacement, une inéquation variationnelle du type parabolique par
rapport au champ d’endommagement et une équation variationnelle par rapport au champ
électrique.

Pour ce probléme, des résultats d’existence et d’unicité de la solution ont été considérés
en utilisant la théorie des équations variationnelles, des inéquations variationnelles du type

parabolique et des arguments de point fixe.
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2.1. Probléme mécanique et formulation variationnelle

2.1 Probléme mécanique et formulation variationnelle

Trouver le champ de déplacement u : © x [0,T] — R<, le champ du tenseur des contraintes

0:Qx[0,T] — Sy et le champ d’endommagement 5 : Q[0,7] — R tels que.

o=As(u)+G(e(u),B) +EVyp dans Qx(0,7) (I1.1.1)
D =E&c(u)— BVyp dans Q x (0,7 (I1.1.2)
B—kAB+ 0o, (B)28S(e(u),8)  dans Qx(0,7)  (I1.1.3)
Divo + fo =0 dans 2 x (0,7 (11.1.4)
divD = qq dans Q x (0,7) (I1.1.5)
u=0 sur 'y x (0,7) (11.1.6)
ov = fy sur 'y x (0,7) (11.1.7)

-0, =p, (W), —o;=p;(u,) sur I's x (0,7) (11.1.8)
% =0 sur  I'x (0,7)  (I1.1.9)
=0 sur I'y x(0,7) (/I.1.10)
D.v=qg sur Iy x (0,7)  (II.1.11)
u(0) =up, B(0)=p, dans Q (11.1.12)

Ici, les relations (I7.1.1) et (I1.1.2) représentent la loi de comportement d’un matériau
électro-viscoélastique avec endommagement, (1/7.1.3) représente une inclusion differentalle
décrivant 1’évolution du champ d’endommagement ot S est la fonction source d’endommagement,
Oy est le sous-différentiel de la fonction indicatrice de I’ensemble des fonctions d’endommagement
admissibles K. Les relations (/7.1.4) et (I1.1.5) représentent les équations d’équilibres pour
le champ de déplacement et le champ éléctrique, respectivement. Les relations (/7.1.6)-
(11.1.7) sont les conditions de déplacement-traction. (/1.1.8) représente les conditions de
contact aux réponse normale instantanée et frottement. (77.1.9) représente la condition au
limite de Neumann ou g—f est la dérivée normale 3. La relation (/7.1.12) représente les
conditions initiales du champ de déplacement 1y et du champ d’endommagement j,,.

- Pour obtenir la formulation variationnelle du probléme (/7.1.1)-(11.1.12), nous avons

le sous-espace fermé de H* (Q)%

V:{UEHl(Q)d / v=0 sur Fl}
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Comme mes (I'y) = 0 , I'inégalité de Korn est verifiée, donc il existe une constante C'

k> 0, qui dépend uniquement de 2 et I'q, telle que:
e (V) = C kg YveV.

La démonstration de I'inégalité de Korn peut étre trouvée dans [4]. L’espace V' muni du

produit scalaire et de la norme associée donnée par:

(u,v)y, =€), )y » |vly=Ie@)y Yu,veV (11.1.13)
Il vient que | . [y et |.[, sont des normes équivalentes sur V' et par conséquent,
(V. , | .|y ) est un espace de Hilbert réel.

pour I’étude du probléme (77.2.1)-(11.2.12), on considére les hypothéses suivantes.
L’opérateur de viscosité A: Q x S¢ — S§? satisfait

( (a) 1l existe une constante L4 = 0 tel que

| A(z,61) = A(x,62) [ < La |er — &9 Ver,e0 € 59 pp el
(b) 1l existe une constante m4 > 0 tel que
(A(z,e1) — Az, 22)) . (1 —€2) 2 La |e1 — 52\2 Vey,e2€ 57 ppae

(¢) x — A(x,€) est Lebesgue mesurable sur (2.

| (d) L’application # — A (z,0) appartient a H.
(I7.1.14)

L’opérateur d’élasticite G : Q x S?x R — S satisfait (17.2.15)

( (a) Il existe une constante Lg > 0 tel que

| g (95,51,041) -G (5177527042) | < Lg (|51 - €2| + |Oé1 - 042|), Ver,e2 € Sd
Yai,as € R p.p x € €.
(b) Pour tout € € S*et « € R,

r — G (z,e,a) est Lebesgue mesurable sur €.

(¢) L’application z — G (x,0,0) appartient & H.

\

(I1.2.15)
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2.1. Probléme mécanique et formulation variationnelle

La fonction source d’endommagement S: Q x S? x R — R satisfait

( (a) Il existe une constante Ls > 0 tel que

| S (z,e1,01) — S (2,69,00) | < Ls (g1 — ea] + |1 — aal)

Ver,e9 € SYay ,a0 €R ppx e

(I1.2.16)
(b) Pour tout £ € S? et a € R,
x —> S (z,e,a) est Lebesgue mesurable sur ).
| (¢) L’application z — S (z,0,0) appartient a L? ().
L’opérateur électrique satisfait
( (a) B(z,E)= (b ,E;), VE=(E;) €R%, pp z€Q
b) by =by by € L™ (Q
(8) by =by by e L™ o
(c) 1l existe une constante mp > 0 tel que:
| BEE>mg| E[jnge VE=(E)€R?, ppref
L’opérateur piézoélectrique £ : Q x S¢ — R? satisfait
a) E(z;7) = (ei () Ti5) V7T = (14:) € S? p, x € Q.
(a) (5 7) = (€ijk () 1) (745) b,p (11.1.18)

(b) ek = €irs, eijr € L™ (Q) , 1 <id,5,k <d.

La fonction de contact normal P, : I's x R — R satisfait

( (a) 1l existe une constante CY,C% > 0 tel que

lpy (z,d)| <CY|d|+C) VYdeR ppxels.
(b) (pu (:L‘7d1) — Dv <x7d2)) (dl - dQ) >0 Vd17d2 €eR ppzxe 1_‘3-
(¢) L’application x — p, (x,d) est Lebesgue mesurable sur I's, Vd € R.

(d) L’application d — p,, (z,d) est continue sur R, p.p x € I's.

\

(I1.1.19)
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2.1. Probléme mécanique et formulation variationnelle

La fonction de contact tangentiel P, : I's x R — R? satisfait

(a) Il existe une constante C7,CJ > 0 tel que
lp- (z,7)| < CT | r|+C5 VreRY ppaxels.
(b)
(pr (z,71) = pr (2,72)) (1 —712) >0 Vry,ry € RY ppxeTs.
(¢) L’application © — p, (z,7) est Lebesgue mesurable surl's, Vr € R.
application r — p, (z,7) est continue sur R%, p.p z € T's.
d) L’applicati ti R4 r

(e)

pr(z,r) v (z)=0Vr eR telque rv(x)=0 ppxels.
(11.2.20)

Nous supposons aussi que les forces volumiques et surfaciques satisfont la régularité

fo € C(O0,T ;H), foeC (O,T L2 (Pg)d) (I1.1.21)
@0 € C(0,T;L*(Q)), g € C(0,T;L*(T)) (11.1.22)
() = O0swr '3 Vtel0,T]. (171.1.23)

On remarque que nous avons besoin d’imposer ’hypothése (77.1.21) pour des raisons
physiques (pour avoir une base isolatrice).

Le champ de déplacement initial satisfait

ug € V. (11.1.24)
Le champ d’endommagement initial satisfait

B € K. (11.1.25)

Nous définissons la forme bilinéaire a : H' () x H' () — R par

a(C, o) = k/QVC.Vgpdx. (11.1.26)

Ensuite, on note par f : [0,7] — V la fonction définie par

(F (1), 0), = /Qfg 0 det [ ) vde WoeViten.T]. (11.1.27)
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2.1. Probléme mécanique et formulation variationnelle

Et nous notons par ¢ : [0,7] — W la fonction définie par

(q(t),¢)W:/qu(t).¢ dx—/ ¢ (t).¢ da Vo e W,tel0,T]. (171.1.28)

Iy

Puis, la fonction de frottement j : V x V' — R est définie par

Jj (u, v)= /(py (w,) v, +pr (uy)) vrda , Yu,v €V . (11.1.29)

s
De (11.1.19) et (11.1.20), on remarque que les intégrales (17.1.29) sont bien définies et
nous notons que les conditions (/7.1.21) et (/7.1.22) indiquent

feC(0,T;V), qeC0,T;W). (11.1.30)

En utilisant des arguments standards nous obtenons la formulation variationnelle du
probléme mécanique (/71.2.1)-(11.2.12)

probléme PV: Trouver le champ de déplacement u : [ 0,7 | — V, le champ potentiel
@ :[0,T] — W et le champ d’endommagement 3 : [ 0,7 | — H'(Q) tels que:

(e (0(8) 1 (0D + (G W (0) B (1) (0 + (ETp )20y (I1131)
+j (u,v) =(f(t),v),, ,YveV Vte[0,T].

B (t) € K, pour tout ¢t € [0, 7]

+a(B@),§=B()=(S(Ee®),B(1),6—B(t))2q Y€K
(I11.1.32)

(B Ve (1), 98)y — (€ (u(t). Vo) = (4 (). 0y VoW, te[0T]. (IL13)
u(0) = ug, F(0)=p,. (11.1.34)

Nous notons que le probléme variationnel PV est formulé en termes de champ de déplace-

ment, champ potentiel électrique et champ d’endommagement.
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2.2. Existence et unicité de la solution

2.2 Existence et unicité de la solution

Théoréme [1.2.1. Nous supposons que les hypotheses (17.1.12) — (11.1.25) sont satisfaites

Alors, il existe une solution unique du probléme qui satisfait

u € C'(0,T;V), (I1.2.1)
o € C0,T;W), (I1.2.2)
B e WhH(0,T;L*(T2)) NL*(0,T;H' (). (I1.2.3)

Les fonctions wu, ¢, o, D et B qui satisfont (/1.1.1)-(/1.1.2) et ([1.1.31)-(/1.1.34)
s’appellent une solution faible du probléeme de contact. Nous concluons que sous les hy-
potheses (/1.1.12)-(11.1.25), le probléme mécanique (I1.1.1)-(/1.1.12) a une solution faible

unique de régularité donnée par (/1.2.1)-(11.2.3), et en terme de contrainte par

o € C0,THy), (I1.2.4)
D € C(0,T;W). (I1.2.5)

En effet, il vient de (17.1.31) et(11.1.33) que Div o (t)+ fo (t) =0 et div D = gy (t) pour
tout t € [ 0,7 ], et par conséquent les régularités (/7.2.1) et (/1.2.2) de u et ¢ combinées
avec ([1.1.14)-(11.1.22) impliquent (/1.2.4) et (11.2.5).

la démonstration du théoréme I7.2.1 se fait en plusieurs étapes. Nous supposons que les
hypothéses du théoreme I7.2.1 sont verifiées C' est une constante positive qui dépend de €2
,I'1 ,T's ,p, et p, dont le valeur varie d’une place a l'autre.

Soit n € C(0.7,V). Dans la premiére étape, on considére le probléme variationnel
suivant.

Probléme PV,. Trouver le champ de déplacement u, : [0,7 | — V' tel que :

(Ae (ty (1)), € (V)3 + 5 (i (1) ,0)  + (1 (1), 0)y = (F (1), 0)y (I1.2.6)
YoeV,tel0,T].

uy, (0) = uo. (11.2.7)
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2.2. Existence et unicité de la solution

Nous avons le résultat suivant.

Lemme /7.2.1. Il existe une solution unique du probleme PV}, qui satisfait la régularité
(I1.2.1).

Démonstration. En utilisant le théoréeme de représentation de Riez, nous définissons

I'opérateur A : V — Vet I'élément f, (t) € V par

(Au,v), = (Ae(u),e(v))y +J(u,v), (11.2.8)
(fn (t) 7U)V - (f (t) 7U)V - (77 (t) ,U)V,

Pour tous u,v € V , t € [ 0,7 |. Soient uy,us € V. En utilisant (/1.2.8) et la définition

de j donnée par (/71.1.29), nous trouvons:

(Auy — Aug, uy — uz)y, = (Ae (u1) — Ae (u1) ,€ (w1 — uz))yy

+ /F (v (u1v) = Py (u2y)) (w1y — u2,) da
3
+f () = pr () - (11, = )
3
D’apres ([1.1.13),(11.1.14) ,(11.1.19) et (I1.1.20), nous obtenons
(Auy — Aug,ug — ug)y, > ma|us — uzﬁ, (11.2.9)
En utilisant (17.2.8) et (/1.1.29), il vient que

(Auy — Aug,v),, = (Ae (u1) — Ae (uz) ,€ (v))4
+ /F (P (u1) — pu (u2y)) vida

[ e n) = pr ) v

Pour tout v € V' | par (/1.1.14) et (1.2.6), nous déduisons que

|Auy — Augly, < Lalug —usly,  +Co |py (u1) — po (u2y)|L2(F3) (11.2.10)
+Co |pr (u1-) — pr (U2r)|L2(r3)d
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2.2. Existence et unicité de la solution

L’inégalité (11.2.9) indique que 'opérateur A est fortement monotone sur V. De plus,
I'inégalité (17.2.10) et les hypothéses (11.1.19), (11.1.20) impliquent que A : V. — V est
continu. Par conséquent, en utilisant un résultat standard pour les équations non linéaire,

il existe un élément v, (t) € V' unique tel que

Avy (t) = f, (t) Ve [0,T] (I1.2.11)

Soit u, : [0,7 ] — V' la fonction définie par
t
un(t):/vn(s)ds +uy Vte[0,T]. (11.2.12)
0

Il vient de (I1.2.8) — (11.2.12) que u, est une solution du probléme variationnel PV,
et elle satisfait la régularité exprimée dans (I7.2.1). ce qui conclut la partie existence du
lemme /7.2.1. L’unicité de la solution vient de 'unicité de la solution du probléme (/7.2.13).

Deuxiéme étape, soit n € C (0,7 ; V'), nous utilisons le champ de déplacement obtenu
dans Lemme /7.2.1 et nous considérons le probléme variationnel suivant.

probléme QV;. Trouver le champ de potentiel électrique ¢, : [0, 7] — W tel que

(B Vi, (t),V¢),, —(Ec(uy (1), Vo), = (q(t),d)w (11.2.13)
VoeW , te(0,T),

Nous avons le résultat suivant.
Lemme [7.2.2. QV; admet une solution unique ¢, qui satisfait la régularité (11.2.2).
Démonstration. Il vient de 'hypothese (17.1.17) du tenseur de perméabilité constante

électrique que la forme bilinéaire b : W xW —— R définie par
b(p, ) =(BVe(t), Vo), Vo,oeW, (11.2.14)

est continue, symétrique et coercive sur W. L’hypothése (/7.1.18) du tenseur piézoélectrique
&, la régularité u, € C 1 (0,7 ;V) et g€ C(0,T ;W) dans (11.1.30), nous obtenons que la

fonction ¢, : [ 0,7 | — W donnée par:

(an (1), @)y = (¢ (1), @)y + (€ (uy (1)), VO)y VoeW , t€[0,T],
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2.2. Existence et unicité de la solution

satisfait ¢, € C (0,7 ;W) . On applique le théoréme de Lax - Milgram pour déduire qu’il

existe un élément unique ¢, (t) € W tel que

b (gon (1) ,<;5) = (g (1), 0)y, VYoeW. (11.2.15)

Nous concluons que ¢, (t) est une solution du QV},, soient t1,t, € [ 0,7 ], il vient de

(I1.1.17),(11.1.18) et (I1.2.13) que

o, (t1) — @, (t2)],, < C (luy (t1) —uy (t1) [, +1g () —q(tr) |y )

L’inégalité précédente et la régularité de u, et ¢ impliquent que ¢, € C 0,7 ;W).
Dans la troisiéme étape, soit 0 € C (0,7 ; L?(f2)) donne, on considére le probléme

variationnel pour le champ d’endommagement suivant.

probléme PVj. Trouver le champ d’endommagement 3, : [ 0,7 | — H' (Q) tel que

L2

> (0(t), &= Bg ()2 VE €K pp t€[0,T],

Bo(t) € K, (B0 (1.6~ 50() , o +a(Balt), €= By (1) (11.2.16)

B (0) = Bo. (I1.4.17)

Pour résoudre le probleme PVy, on utilise un résultat standard sur les inégalités varia-
tionnelles paraboliques [1, p.47] .

Lemme [/7.2.3. Le probléme PV} a une solution unique tel que

By € WY (0,7 ; L*(Q)) NL* (0, T ; H' (2)) . (I1.2.18)

Démonstration. L’inclusion de <H1 (), | .]H1(9)> dans <L2 (), | "LZ(Q)) est continue
et H' (Q) est dense dans L?(Q). Nous notons par (H'(Q))" 'espace de duel de H' (Q).

H' (Q) est identifié avec L? () et avec son propre dual, nous pouvons écrire le triple de

Gelfand
H'(Q) C L*(Q) ¢ (H' ().
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2.2. Existence et unicité de la solution

Nous utilisons la notation (., .)( H1(Q)) x () POUT représenter le crochet de dualité entre

(H'(Q))" et H'(Q). Nous avons :

(575)(H1(Q))’XH1(Q) = (@f)p(g) VBe L*(Q) , € H' ().

Nous notons que K est un ensemble fermé, convexe dans H' (2). Puis, en utilisant la
définition (/7.1.26) de la forme bilinéaire et [, € K dans (11.1.25), il est facile de voir que
le lemme I7.2.3 est une conséquence du théoreme /7.2.1.

En considérant les propriétés de I'opérateur G, 'opérateur £ et la fonction S, ¢ € [0,7],

nous considérons 1’élément
A (1,0) (£) = (AL (1,0) (£) , A2 (n, 0) (1)) € V x L2(). (112.19)
Défini par les égalités

(A (7,0) (1), v)y = (G (e (uy (1), B8 (1) € (V) + (EVp, 2 (v))y (11.2.20)
YoeV,tel0,T],

A (n,0) (t) = S (= (uy (1), By (t)), t € [0,T]. (11.2.21)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme [7.2.4.Pour (n,0) € C (0,7 ;V x L*(Q2)), la fonction A (n,0) : [0,T] —
V x L? () est continue et le esciste un élément unique (n*,0*) € C (0,7 ;V x L?(Q)) tels
que A (1", 6%) = (n",6")

Démonstration. Soit (n,0) € C (0,7 ;V x L?(Q)), et t1,t2 € [0,T ] en utilisant
(1.2.6),([1.2.15) et (I1.1.18), nous avons

[AY (1, 0) (1) = AT (,0) (L2)y, < |G (e (un (12)), By (1)) = G (& (un (2)) , By (t2)) ]y,

< € (Jun (t2) = g ()l + 189 (1) = By ()l oy + 0y (1) = 0, (8] ) - (11:222)

Apres, en raison de la régularité de u, et ¢, exprimée dedans (I7.2.1),(/1.2.2) et (I1.2.3)
respectivement, nous déduisons (77.2.22) d’ou A (n,0) € C (0,T ;V).
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2.2. Existence et unicité de la solution

De la méme maniére, de (11.2.21) et (11.2.16) il vient que

A% (0, 0) (t1) = A2 (1,0) (£2) 120 (11.2.23)
< C (Jug (t2) = uy ()l + 185 (1) = By ()] o))

Par conséquent A% (n,0) € C (0,7 ; L2 (Q)) et A (n,0) € C (0,T ;V x L*(9)) nous laissons
(7]1= ‘91) ) (7727 92) eC (07 T av X L2 <Q>>
Maintenant on utilise la notation u,, = u;, u,, = v, ¢, =@, et [y =p0; =12

En procédant de la méme fagon que pour établir (17.2.22) et (11.2.23) on obtient

A (01, 00) (8) = A (22,02) (D)3 120 (11.2.24)
< C (Jur (t) = s OF + 18, (1) = Bo ()220 + |2 (6) — 22 (D3

Depuis

ui(t):/otvi(s)ds—l— ug, Vt€[0,T].

Nous avons
t
lup (£) —ug (B[} < C/ vy (s) —wve (s)[5ds Yt €[0,T]. (11.2.25)
0
D’aprés (I1.2.6) nous obtenons

(Ae (v1) — Ae (v2) e (V1 —v2))y +J (V1 , V1 — V2) — j (V2 , V1 — V2)
= (ny — My, v1 — UQ)V .

De (/1.1.14) et (/1.1.13) nous trouvons
(Ae (v1) — Ae (v2) 6 (v1 —va))y, > ma |1 — el VEE[0,T].

Et de (11.1.29),(11.1.19) et (11.1.20) nous obtenons

j(Ul,Ul—Ug)—j(Ug,Ul—Ug)Zo VtG[O,T]

Nous utilisous les trois inégalités précédentes pour trouver

o1 (t) = w2 (B3 < C iy (8) = ()] (11.2.26)
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2.2. Existence et unicité de la solution

Nous utilisons maintenant (/7.2.13), (I1.1.17) et (/1.1.18) pour obtenir:

o1 (1) = 2 (Dl < C'lun (1) —u2 (D)7 (11.2.27)

D’autre part, de (I1.2.16) nous déduisons:

(1= BarB1 = 2) o + 0 (81— BasBy = )
< (0 — 02,8, — Bz)LQ(Q) ppte[0,T]

En intégrant 'inégalité précédente par rapport au temps, en utilisant les conditions

B1(0) = 5 (0) = 3, initiales et I'inégalité a (8, — By, f1 — B3) = 0 pour trouver:

% 81 (t) — By (t)ﬁ?(g) < /0 (01(s) = 02(s),B1(s) — By (3))L2(Q) ds .

Ce qui implique que

mmw—m@mm)sl/wuﬁ—%@mmms

/ux s ()

cette inégalité combinée avec 'inégalité de Gronwall nous donne

181 (8) = B ()72 / 161 (s) = 02 ()| 72y ds  VE€[0,T] (I1.2.28)

nous substituons (17.2.27) dans (11.2.24) et nous utilisons (/7.2.25) pour obtenir:

A (1. 60) (£) = A (2, 02) (DI 1200y
< O (Ju () = us (O} + 18, () = B, (D2
<C(fylon(s) = va ()3 ds + 18, () = Ba (B)aqey ) -

Il vient donc de I'inégalité précédente, des évaluations (17.2.26) et (11.2.28):

[A (m1,601) () = A (12, 02) (D)5 120 SC/O [(71,601) (5) = (112, 02) (8) [y 2y b
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2.2. Existence et unicité de la solution

En réitérant cette inégalité m fois on obtient:

m m 2
[A™ (01, 61) — A™ (102, 02) [0 v xr2)

m m 2
< CmT; (71, 01) — (772702)|C(0,T VXL2(Q)) ds

pour m suffisant grand A™ est une contraction sur 'espace de Banach C' (0,7 ; V x L? (2)),
et donc A a un point fixe unique.

Maintenant on peut démontrer le Théoréme [7.2.1.

Démonstration. De 'existence. Soit (n*,60*) € C (0,T ;V x L*(Q)) est un point fixe
de A défini par (11.2.19)—(11.2.21) et u, ¢ et 3 sont des solutions du problemes PV,, QV, et
PVy pour ) = n*et § = 0" i.e u = ups, ¢ = @,. et 3 = Byles équations A' (n*,07) (t) = n*et
A? (n*,0%) (t) = 6" se combinent avec (I1.2.20) — (I11.2.21) voir (I1.1.38) — (I1.1.40) qui sont
satisfait. Aprés (/1.1.41) et les régularités (/7.2.1) — (/1.2.3) suivent les lemmes et

Unicité. la solution unique est la conséquence de I'unicité du point fixe de 'opérateur A

défini par (/1.2.19) — (/1.2.21) et 'unicité de la solution des probleme PV, QV, et PVj.
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Chapitre 3

Probléme électro-viscoélastique avec

frottement et usure

Le troisiéeme chapitre du mémoire est consacré a I’étude mathématique d’un probléme de
contact avec frottement pour des matériaux électro-viscoélastiques avec endommagement
dans un processus quasi-statique. Le contact bilatéral avec frottement avec une base rigide et
mobile se fait avec usure des surfaces de contact. Le probléme se formule comme un systéme
formé par une inéquation variationnelle elliptique par rapport au champ de déplacement,
une inéquation variationnelle du type parabolique par rapport au champ d’endommagement,
une équation variationnelle par rapport au champ électrique. Des résultats d’existence et
d’unicité de la solution ont été considérés en utilisant la théorie des inéquations elliptiques,

des inéquations du type parabolique, et des arguments de point fixe.
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3.1. Probléme mécanique et formulation variationnelle

3.1 Probléme mécanique et formulation variationnelle

Trouver le champ de déplacement u : € x [0,7] — RY, le champ des contraintes o :

Q x [0,T] — Sy et le champ d’endommagement /3 : 2[0,7] — R tels que.

o=Ac(u)+G(e(u),B)+EVy dans Qx(0,7) (I11.1.1)
D = E&e(u) — BVyp dans Q x (0,7 (I11.1.2)
B—kAB+ 0o, (B)28S(e(w),8) dans Qx(0,7)  (I11.1.3)
Divo + fo =0 dans 2 x (0,7 (I111.1.4)
divD = qq dans Q x (0,7) (I11.1.5)
u=>0 sur 'y x (0,7) (I11.1.6)
ov = fy sur T’y x (0,7) (111.1.7)
oy = —alil, lor = —por sur Tyx (0,7)  (II1.1.8)
or=—-Au,—v*), A>0
¥ =0 sur  I'x (0,7)  (I11.1.9)
=0 sur T, x (0,T)  (II1.1.10)
D v=q sur Iy x (0,7)  (II1.1.11)
u(0) =uy, F(0) =7, dans Q (I11.1.12)

Ici, les relations (/11.1.1) et (111.1.2) représentent la loi de comportement d’un matériau
électro-viscoélastique avec endommagement, (/71.1.3) représente I’équation d’évolution du
champ d’endommagement qui est gouvernée par la fonction source d’endommagement S,

Oy est le sous-différentiel de la fonction indicatrice de ’ensemble des fonctions d’endommagement
admissibles K, les relations (/11.1.4) et (111.1.5) représentent les équations d’équilibres pour

le champ de déplacement et le champ électrique, respectivement. Les relations (I77.1.6)-
(I11.1.7) sont les conditions de déplacement-traction. (I71.1.8) représente les conditions de
contact avec frottement et usure. (I71.1.9) représente la condition aux limites de Neumann

ot 2 est la dérivée normale de 3. La relation (171.1.12) représente les conditions initiales

du champ de déplacement ug et du champ d’endommagement f3,,.

Pour obtenir la formulation variationnelle du probléeme (/71.1.1)-(111.1.12), nous avons

le sous-espace fermé défini par:

V:{UEHl(Q)d / v=0 sur Fl},
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3.1. Probléme mécanique et formulation variationnelle

Comme mes (I';) > 0, l'inégalité de Korn est verifiée, donc il existe une constante C'

k> 0, qui dépend uniquement de 2 et I'q, telle que:
e ()l = Cklvlgrge  VveV.

La démonstration de 'inégalité de Korn peut étre trouvée dans[4]. L’espace V' muni

du produit scalaire et de la norme associée donnée par:

(u,v)y, =€), @)y , |vly=leW)|y Yu,veV (I11.1.13)
Il vient que | . [y et |. [, sont des normes équivalentes sur V' et par conséquent,
(V. , | .| ) est un espace de Hilbert réel.

Dans ’étude du probléme (I77.1.1)-(I11.1.12), on considére les hypothéses suivantes.

L’opérateur de viscosité A: Q x S¢ — S§? satisfait

(a) 1l existe une constante L4 = 0 tel que
| A(x,61) — A(x,62) | < Lg |61 —ea]  Ver,ea €8 ppazef
(b) 1l existe une constante m4 > 0 tel que
(A(z,e1) = A(z,2)) - (61 —€2) = ma [e1 - 52\2 Vey,e2€ 57 ppae

(¢) x — A(z,€) est Lebesgue mesurable sur (.

(d) L’application x — A (z,0) appartient a H.

\

(I11.1.14)

L’opérateur d’élasticité G : Q x S? x R —  S? satisfait

(a) Il existe une constante Lg > 0 tel que
| G (z,61,00) — G (2,69, 0) | < Lg(|le1 — &2 + |y — aa]), Veq,60 € S¢
Yai,as € R p.p x € €.
(b) Pour tout e € S’ et « € R,

r — G (x,e,a) est Lebesgue mesurable sur ().

| (¢) Lapplication z — G (2,0,0) appartienta H.
(I11.1.15)
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3.1. Probléme mécanique et formulation variationnelle

La fonction source d’endommagement S: Q x S x R — R satisfait

( (a) Il existe une constante Ls > 0 tel que

| S (w,61,01) = S (7,62,02) | < Ls(ler — &2f + a1 — azl)

Ver,eo € S%aq ,a €R ppx €.
! b Loz =R PP (I11.1.16)
(b) Pour tout € € S% et a € R,

x —> S (z,e,a) est Lebesgue mesurable sur 2.

| (¢) Lapplication z — S (z,0,0) appartient a L*(Q).

L’opérateur électrique satisfait

(

((I) B(l’,E) = (sz ,Ej), VE = (E]) € Rd, p.p xE Q
(b) by =bji by € L>(Q)
(¢) Il existeune constante mp > 0 tel que:

BE-E>mp| E[jnge YE=(E)€eR!, ppreQ

(I11.1.17)

\

L’opérateur piézoélectrique £ : Q x S¢ — R? satisfait

(a) E(zy7) = (eyk (x) Tj1) V7= (1) €5 p,p z€Q.

h (I11.1.18)
(b) ek = €k eijr € L™ (Q) , 1 <id,5,k <d.

Nous supposons aussi que les forces volumiques et surfaciques satisfont la régularité

fo € C0,T ;H), freC (o,T L2 (rg)d> . (I11.1.19)
0 € C(0,T;L*(Q)), g€ C(0,T;L*(Ty)). (I11.1.20)
() = 0surT's Vtel0,T]. (I11.1.21)

Les fonctions « et p vérifient les propriétes suivantes

a € L*([I3),a(x)>a" >0 p.p.sur s (111.1.22)
p € L>*(Ts),u>0 p.psurls. (111.1.23)

On remarque que nous avons besoin d’imposer 'hypothése (/71.1.21) pour des raisons

physiques.
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3.1. Probléme mécanique et formulation variationnelle

Le champ de déplacement initial satisfait

ug € V. (111.1.24)
Le champ d’endommagement initial satisfait

By € K. (111.1.25)

Nous définissons la forme bilinéaire a : H! () x H! () — R par

a(¢, @) = k:/QV(.VgodzL‘. (111.1.26)

Ensuite, on note par f: [0,7] — V la fonction définie par

(F (1), 0), = / fowdrt [ fr(t)vda YoeViieoT]. (I17.1.27)
Q Iy
Et nous notons par ¢ : [0,7] — W la fonction définie par
(@(t), )y = / @ (1) 6 da — / o (6) dda YoeWtel0,T]. (I17.1.28)

Puis, la fonction de frottement j : V' x V' — R est définie par

Jj (u, v)= /a luy | (1 |v, — 0| +v,)da , Yu,v €V . (111.1.29)
I's
De (11.1.19) et (11.1.20), on remarque que les intégrales (17.1.29) sont bien définies et

nous notons que les conditions (/7.1.21) et (/7.1.22) inpliquent
FeC0,T;V), g C0,T;W). (I11.1.30)

En utilisant des arguments standards, nous obtenons la formulation variationnelle du
probléme mécanique (171.2.1)-(111.2.12)

Probléme PV: Trouvrer le champ de déplacement u : [ 0,7 ] — V, le champ de
contrainte o : [ 0,7 | — Hj, le champ potentiel de électrique ¢ : [0,7] — W | le
champ de déplacement électrique D : [ 0,7 ] — H et le champ d’endommagement 3 :

[0, T] — H'(Q) tels que:

o(t)=As(u(t)+G((u(t),8@)+EVe(t) ,te(0,T). (I11.1.31)
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3.2. L’existence et 'unicité de la solution

(0 (t),e(w—u(t)y+j@@),v)—jud),ad) (111.1.32)
> (f(t),v—u(t),YeVite(0,T).

g (t) € K, pour tout ¢t € [0,7T],

(6 (£),6 5 (t)>L2(Q) +a(B(t),£=5(1) (I11.1.33)

> (S(e(u(t),5(t),§ =B (1)) V&€ K,ppte(0,T).

D(t)=Es(u(t))—BVe(t),t€(0,T). (111.1.34)
(D(t),Vo)y=(q(t),0)y YoeW,te (0,T). (I11.1.35)
u(0) =ug, B(0)=0,. (I11.1.36)

Nous notons que le probléme variationnel PV est formulé en termes de champ de déplace-
ment, champ de contrainte, champ potentiel électrique, champ déplacement électrique et

champ d’endommagement.

3.2 L’existence et ’unicité de la solution

Théoréme [711.2.1. Nous supposons que les hypothéses (/11.1.14)-(111.1.25) sont satis-
faites. Alors, il existe une constante ag qui est dépend uniquement sur €2, I';,I's et A tels

que, si

|a|L°°(I‘3) <|N|Loo(r3) + 1> < Qp, (I11.2.1)
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3.2. L’existence et 'unicité de la solution

Alors, il existe une solution unique {u, o, ¢, D , 5} du probléeme PV. De plus, la solution

satisfait

u € CH0,T;V). (I11.2.2)
o € C(0,T;H). (111.2.3)
o € C0,T;W). (I11.2.4)

€ C0,T;W). (IT1.2.5)
B e WhH(0,T;L*(I2)) NL*(0,T;H' (). (I11.2.6)

Les fonctions u, o, ¢, D et 3 qui satisfont (I11.1.31)-(111.1.36) s’appellent une solution
faible du probléme de contact. Nous concluons que sous les hypotheses (1771.1.14)-(111.1.25),
le probléeme mécanique (/11.1.1)-(/11.1.12) a une solution faible unique de la régularité
donnée par (/11.2.2)-(111.2.6). La démonstration du théoréme se fait en plusieurs étapes.
Dans tout ce qui suit, nous supposons que les hypothéses du théoréme I717.2.1 sont satisfaites
et nous considérons que C est une constante positive qui dépend de Q ,I"; et I's dont la
valeur neut changer d’une place a l'autre.

Remarque 2.1. On remarque que si v* est assez grand, alors a = k’l% est suffisamment
petit et, par conséquent, la condition (//7.2.1) pour la solution unique du probléme PV
est satisfaite. Nous concluons que le probléeme mécanique (//71.1.1) — (/11.1.12) a une
faible solution unique si la vitesse tangentielle de la fondation est assez grande. De plus, la
résolution du probléme (I11.1.1) — (I11.1.12), nous permet de trouver la fonction de 1'usure
par intégration de (/.1.10) et on utilise la condition initiale w (0) = 0 qui indique que le
corps & l'instant initial n’est pas soumis & une usure.

Soient n € C' (0, T ;H) et g€ C (0,7 ;V).

Dans la premieére étape, nous considérons le probleme variationnel suivant.

Probléme PV,,. Trouver le champ de déplacement u,, : [0,7] — V et le champ de

contrainte o, : [0,7] — H tels que

g (1) = A (vyy (1)) + 1 (£), Yt €[0,T]. (I11.2.7)
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3.2. L’existence et 'unicité de la solution

(omg (£) € (v = vyg ()3, + 7 (g (1) ,0) = (g (1), vyg (1)) (I11.2.8)
2(f<t>7 U779<t>)v7vv€v7t€[0=T]‘

Dans I’é¢tude du probleme PV, nous avons le résultat suivant.

Lemme //1.2.1. Le probleme PV,  a une solution faible unique, telle que

Upg € C(0,T3V), 0y0€C(0,T ;Hy). (111.2.9)

Démonstration. Nous définissons 'opérateur A : V' — V' tel que

(Au,v), = (A(e(u)),e(v))y, Yu,veV . (111.2.10)

Il résulte de (/11.2.10) et (111.1.14) que

|Au — Av|y, < Lalu—vl,, YuveV, (111.2.11)

Ce qui indique que A : V. — V est de Lipschitz. maintenant, par (/17.2.10) et
(111.1.14) (b), nous trouvons

(Au— Av,u —v)y, > malu—vl} , Yu,veV, (111.2.12)

ie., que A:V — V est un opérateur fortement monotone dans V. De plus, 'utilisation
du théoréme de représentation de Riesz, nous pouvons définir un élément F' € C (0,7 ; V)

par

(F (@), v)y = (f(t),0)y = (n(t) (V) -
Comme A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz sur V' et comme j une

fonction convexe, proper et semi-continue, il vient du résultat classique sur les inégalites

elliptiques qu’il existe une fonction unique v, (t) € V' qui satisfait

(Avgg (), 0 = Ung (£))g, + 7 (9 (£) ,0) = J (g (£) , vng (£)) (111.2.13)
> (F(t),v—vy,(t))y . YveV.
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3.2. L’existence et 'unicité de la solution

on utilise la relation (/11.2.7), 'hypothése (111.1.14) et les propriétés du tenseur de
déformation pour obtenir o,,(t) € H. Prenant v = v,, (t) £ ¢ et satisfait (/11.2.8), ol
W e D(Q)? est arbitraire, et en utilisant la définition (117.1.27) pour f (t), nous trouvons

Div oy (t) + fo (t) =0, t € (0,T). (I11.2.14)

avec la régularité (/77.1.19) sur fp, nous remarquons que Div o,,(t) € H. Par con-
séquent, o, (t) € H. Soient t1,t, € [ 0,7 | et on note n(t;) =n, , f(t:) = fi, 9(t:) = g,

Ung (t;) = v; et o, (t;) = 0; pour i = 1,2. En utilisant la relation (//7.2.8) , nous trouvons

(A€ (Ul) — ./45 (UQ) ,E (Ul — UQ))H (111215)
< (fi = fo,v1 —v2)y + (0 — Ny € (V1 —v2))yy
+j (g1 ,v2) —Jj (g1 ,v1) +j (g2 ,v1) —j (g2 ,v2).

de la définition de la fonctionnelle j donnée par (/71.1.29) Nous avons

J (g1 ,v2) = j(g1,v1) +37 (g2 ,v1) —j(g2 ,v2)
= Jp, (@lgn] = algal) (1ver — v*] = plviy — V| + vy, — v1,) da.

La relation (/.2.6), 'hypothese (/11.1.22) et (111.1.23) implique

7 (91 ,v2) = J (g1 v1) +5 (g2 ,01) — j (92, 02)]| (111.2.16)
< CE lalmqry (Ml imry) +1) 91 = galy for = valy,
La relation (/71.1.13), I'’hypotheése (I17.1.14) et l'inégalité (/11.2.16) combinées avec
(111.2.15) nous donne

malvr = valy < G|l e (|M|LW(F3) + 1) 91 — g2l (I11.2.17)
+1f1 = foly + 1m0 — naly -

I'inégalité (I11.2.17) et la régularité des fonctions f , g et 7 montrent que

vy € C(0,T;V).

I'hypothese (111.1.14) et la relation (/11.2.7) on obtient
o1 — 02l < Lalvy —valy + 0y — M2y - (111.2.18)
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3.2. L’existence et 'unicité de la solution

et d’aprés (/11.2.14) on a

Divoyg (t:) + fo(t:) =0, i =1,2. (111.2.19)

la régularité des fonctions 7, v, fo et des relations (/11.2.18) — (I11.2.19) montrent que

O'ngEC(O,T;Hl).

Soient g € C' (0,7 ;V) et n € C(0,T ;H). Nous considérons I'opérateur suivant

A,:C(0,T;V)—=C(0,T;V)

définie par

Nyg =,y Vge C(0,T;V). (I11.2.20)

Lemme [/7.2.2. Supposons que les hypothéses (I11.1.14) — (111.1.25) est satisfaites.
Alors il existe un réel g > 0, qui ne dépend que de Q , I';,T'3 et A telle que si (I71.2.1) est
vérifice, opérateur A, a un point fixe unique gy € C' (0,7 ;V).

Démonstration. Soient g1,92 € C (0,7 ;V) et n € C (0,7 ;H). Nous utilisons la
notation v; = vy, et o; = o,y pour i = 1, 2.

Nous utilisons les mémes arguments que ceux utilisés dans (/77.2.17) on trouve

ma v (t) —vs (1)] (I11.2.21)
< G lalpeqryy (Il + 1) lor () — 92 (B, VEE[0,T].

de (111.2.20) et (I11.2.21) nous obtenons

[Angr () — Aygz ()], (111.2.22)
CQ
< m_i | oo g (|N|Loo(r3) + 1) 91 (t) —g2 ()|, VEE€[0,T].
Soit
ma
) = —5
0 Cg

ap est une constante positive qui dépend de 2 . I'1.I'3 et de 'opérateur A. Si (I11.2.1)

est satisfait, nous déduissons de (/11.2.22) que l'opérateur A, est une contraction. Du
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3.2. L’existence et 'unicité de la solution

théoréme du point fixe de Banach, nous concluons que 'opérateur A, a un point fixe unique
g, € C(0,T;V).
On désigne par

Up = Uﬁgi‘,ﬂ On = Ong, ([11.2.23)

et soit u, : [ 0,7 ] — V la fonction définie par

uy (1) = /Ot vy (s)ds + ug, Vt € [0,T] (I11.2.24)

En utilisant (/11.2.9), nous trouvons que u,, satisfait la régularité exprimée dans (111.2.2).
Dans la deuxiéme étape, soit n € C (0,7 ;H), nous utilisons le champ de déplacement
u, obtenu dans (//1.2.24) et on considére le probléme variationnel suivant.

probléme QV . Trouver le champ de potentiel électrique o, : [ 0,7 | — W tel que

(B Ve, (1).V6), — (Ee(uy(t), Vo), (111.2.25)
=(q(t),d)y . YVoeEW , te[0,T].

Nous avons le résultat suivant.
Lemme /11.2.3. QV, admet une solution unique ¢, qui satisfait la régularité (111.2.4).

Démonstration. Nous définissons la forme bilinéaire b : W xW — R tel que
b(e,¢)=(BVe(t), Vo), , Yo,ocW. (I11.2.26)

Nous utilisons (/71.1.17) pour indiquer que la forme b est continue, symétrique et coercive
sur W, de plus, en utilisant le théoreme de représentation de Riesz, nous pouvons definir

un élément ¢, : [ 0,7 | — W tel que

(an (1), @)y = (¢ (1), @)y + (€€ (uy (1)), V), Vo e Wt €0, T].

On applique le théoréme de Lax - Milgram pour déduire qu’il existe un élément unique ¢, (t)
e W tel que
b (0, (),0) = (g, (t),8)y , Yo EW. (I11.2.27)
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3.2. L’existence et 'unicité de la solution

Nous concluons que ¢, (t) est une solution de QV',, . Soient #;,t5 € [ 0,7 |, il vient de

(I11.1.17),(111.1.18) et (I11.2.13) que

[0 (t1) = oy (t2) |y, < C (lug (t2) =y (82) |y + g (B1) — q (t2) |yy)

I'inégalité précédente et la régularité de u, et ¢ impliquent que o, (t) € C' (0,7 ;W) .
Dans la troisieme étape, nous avons 6§ € C (0,7 ; L?(Q)) donnée et on considere le
probléme variationnel suivant.

probléme PVj. Trouver le champ d’endommagement 3, : [ 0,7 | — H' (Q) tels que

(Bo0).6= 5o (1)), ) +a (B (0). €= B 0) (I11.2.28)
> (0(t), &= By ()2 YEEK pp t€[0,T].

B(0) = Bo. (I11.2.29)

Pour résoudre PVjy , on utilise le résultat standard sur les inégalités variationnelles
paraboliques.

Lemme [71.2.4. le probleme PV 4 a une solution unique tel que

By € WH2(0,T ; L*(Q)) NL* (0, T ; H' (2)) . (I11.2.30)

Démonstration. L’ingéction de (Hl Q)| .\HI(Q)> dans (L2 (), .]LQ(Q)> est continue
et H' (Q) est dense dans L? (). Nous dénotons par (H'(Q)) l'espace duel de H' (Q).

L? () est identifi¢ a son propre duel, nous pouvons écrire le triple de L? (Q) Gelfand

H'(Q) C L*(Q) C (H' ().

Nous utilisons la notation (., .)( HL(Q)) x i1 () Pour représenter le couchet de dualité entre

(H' (Q))" et H* (Q), nous avons
(675)(H1(Q))'><H1(Q) - (67€)L2(Q) Vﬁ € L2 (Q) s f S I{1 (Q)
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3.2. L’existence et 'unicité de la solution

et nous notons que K est un ensemble convexe fermé dans H' (), en utilisant la définition
(111.1.26) de la forme bilinéaire et du fait S, € K dedans (I11.1.25), il est facile de voir
que le lemme I11.2.4 est une conséquence du théoreme I111.2.2.

Enfin par suite de ces résultats, on utilise les propriétés de I'opérateur G, 'opérateur &

et la fonction S, pour tout ¢ € [ 0,7 |, nous considérons 1’élément
A,0) (1) = (Y (,0) (1) A% (1,0) (1) € M x 12 (). (111.231)

défini par les égalités

AN (,0) (1) = G (e (uy (1)), By (1)) + €V, (t),t €[0,T], (I11.2.32)

A2 (0, 60) () = S (= (uy (1)) . By (1)), £ € [0,T]. (I71.2.:33)
Nous avons le résultat suivant.

Lemme [11.2.5. Pour (n,0) € C (0,T ;H x L?(R)), la fonction A (n,0) : [0,T ] —
H x L?(Q) est continue et un élément unique (7*,60%) € C (0,7 ;H x L?(9)) tel que

A(™,07) = (0", 607).
Démonstration. Soient (n,0) € C' (0,7 ;H x L?()). et t1,t2 € [ 0,T ], en utilisant

(1.2.6), (I11.1.15) et (/11.1.18), nous avons

[A1 (0, 0) (t1) — A, (0, 0) (t2)]5, (111.2.34)
<G (e (uy (1)), Bp (t1)) — G (€ (uy (t2)) , By (t2))l5
+ &7V, (1) — £V, (t2)],,
<C <|Un (1) = uy (t2)]y, + |0, (1) = @, (t2)],, + 19 (12) = By (t2>|L2(Q)> :

Apres, en raison de la régularité de u, et ¢, exprimée dedans ([11.2.1), (I11.2.2) et
(111.2.3) respectivement, nous déduisons de (111.2.22) que Ay (n,0) € C (0,7 ; V) du méme
argument, de (117.2.21) et (I11.1.15) vient que

[A2 (n,0) (t1) — A2 (n,0) (t2)[ 2 (111.2.35)
< O (luy (1) = iy (8] + 184 (01) = By (£2) ) -
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3.2. L’existence et 'unicité de la solution

Par conséquent Ay (n,0) € C (0,7 ;L? () et A (n,0) € C (0,T ;H x L?(2)). Soient
(11,601) , (115, 02) € C (0, T s H x L* ().

On utilise la notation g, = g;, 0y, = 04, Uy, = W, Wy, = vy, =V, @, = @; et Py, =0,
i=1,2

De la méme manié que pour établir (177.2.20) et (/11.2.23) on trouve

A (1,02) (8) = A 012, 02) (D) gy (111.2.36)
< O (Jua (1) = us (O + Iy (1) = 22 (O + 18, (5) = B ()30

soit
t
m@:/w@@+%.
0
Nous avons
t
|y () — ug (£)]3 < C’/ 1 (5) — va (8)]3 ds, Vt € [0,T7. (111.2.37)
0

il vient de PV,, pour n =n;, 1 = 1,2 que

o (t) = A(e (v; (£) +m, () Vtel[o0,T], (I11.2.38)

<Ui (t) ,E (U —; (t)))H +J (gi (t) ,U) -7 (gi (t) L U; (t)) (111‘2‘3%
> (f),v—vi(t), , Vtel0,T].

En utilisant (177.2.39) nous trouvons que

(01 (t) =02 (t) ;e (Vi (1) =v2(0))y <7 (01 (1), 02 (1) =5 (91 ()00 (1)) (111.2.39)
+5 (g2 (t) ,v1 (1) —J (g2 (¢) ,v2(t)) VEe[0,T].

On utilise (1/1.2.16) et fonction j, on obtient
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3.2. L’existence et 'unicité de la solution

(01 (t) — o2 (t),e (v (t) —v2(t)))y
< G 0l gmqryy (Ilimqey +1) 192 (1) = 92 Oy o2 (1) = va (1)

On utilise la notation v; = g; pour i = 1, 2, on trouve

(01 (t) =02 (1), (V1 (t) — 2 (1)))y
< G310 ey (1Ml goeqryy + 1) o1 () = 02 (O, L€ 0,77
on utilise dans (117.2.38),(111.1.13) et (/11.1.14), on obtient

(ma = C3lal oy (Il iy + 1)) lo1 (8) = 02 (1)l
<Im () —my (t)l,, YVt €0, T].

Nous utilisons les trois inégalités précédentes pour trouver

o1 (8) = o2 (O, < C |ny (8) = 12 (DI - (I11.2.40)

Nous utilisons maintenant (/77.2.25),(1.2.7),(111.1.17) et(Z11.1.18) pour obtenir:

|01 (t) — @5 () < C'lua (£) —uz (B)]3; - (IT1.2.41)

D’autre part, de (/11.2.16) nous déduisons que

(B = Ba. 1= 2) o + 0By = BBy = )

< (01— 05,8, — B) )p.p.tE[O,T}.

L2(Q
En intégrant I'inégalité précédente par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales

B1(0) = B4 (0) = B, et 'inégalité a (8, — By, f1 — P5) = 0 on obtient

% |81 (1) — B (t)|i2(g) < /0 (01 (s) = 02(s), By (s) — B, (8>>L2(Q) ds .

Ce qui implique que

1B, (t) — By (t)]iz(m < fot |01 (s) — 02 (S)IZLQ(Q) ds
+ Jo 181 (5) = Ba (5) [0 ds.
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Cette inégalité combinée avec I'inégalité de Gronwall nous donne

181 (£) = B ()] 20 < C/O 101 (5) = 03 ()| 120y ds V€ [0,T]. (111.2.42)

nous substituons (//7.2.27) dans (/11.2.24) et nous utilisons (/71.2.25) pour obtenir:

[A(n1,01) (t) — A (n,,02) (t>|3-{><L2(Q)
<C(fylor () = v ()l ds + 18, (1) = By (Daqey ) -

Il vient de I'inégalité précédente, des estimations (/717.2.40) et (I11.2.42) que

A (12,61) () = A (92,0) () 200
< C [ 1(10,61) (5) = (12, 62) () P 20

En réitérant cette inégalité m fois on obtient:

[A™ (0, 61) — A™ (0, ‘92)|20(0,T HXL2(Q)) = % (111, 01) — (1 92)‘20(0,T THXL2()) ds,

ainsi, pour m suffisant grand A™ est une contraction sur 'espace de Banach C' (0, T ; H x L? ()),
donc A a un point fixe unique.

Maintenant on peut démontrer le Théoréeme 11.2.1.

Démonstration. de lexistence. Soit (n*,0%) € C' (0,7 ;H x L*(Q)) est un point fixe
de A défini par (111.2.31) — (I11.2.32) et (v, o) sont des solutions du problemes PV, , pour
n=mn"et g =gy i.e(2.24) u = u,.Soit ¢ = @,. et = By-des solutions du problemes QV;,
et PVy pour n = n*et = 0*. Les équations A (n*,0%) (t) = n*et A% (n*,0")(t) = 0" se
combinent avec ([11.2.32) — (111.2.33) voir (111.1.38) — (111.1.42) qui sont satisfait. Aprés
(111.1.43) et les régularités (/11.2.2) — (I11.2.6) suivent les lemmes et (111.1.42).

Unicité. la solution unique est la conséquence de I'unicité du point fixe de 'opérateur
A défini par (111.2.31) — (111.2.32) et I'unicité de la solution des probleme PV, ,, QV, et
PVy., QV, et PVyl = 6",
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