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Introduction

Introduction

L’esprit de ce cours peut s’inscrit devant la nécessité de fournir, dans un langage
simple, les Outils Mathématiques exigés par les différentes disciplines (Technologie, Chi-
mie, Biologie, Econométrie, ...) pour décrire et contrdler les phénomeénes réels, que nous
avons décidé de présenter ces notes de cours. Ils résultent d’un enseignement de dix années
a 'université Farhat Abass, Sétif 1-Algérie.

Ce polycopie est concu pour étre un support utile pour les étudiants de la deuxiéme
années physique et chimie, troncs communs d’ingéniorat et licence Mathématiques. Ce
polycopie est composé de cing chapitres.

Chaque chapitre commence par un exposé des définitions, principes et théorémes est
illustré par de nombreux exemples et des applications.

Le premier chapitre est consacré aux intégrales, le second aux équations différentielles,
le troisiéme aux séries numériques, de fonctions et séries entiéres. Le quatriéme chapitre
aux séries de Fourier. Enfin, le dernier chapitre est consacré a la transformation de Laplace

et ces applications. On espére que nos chers étudiants sauront en tirer un meilleur profit.
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Chapitre I Les Intégrales

1.1 Les intégrales définies

1.1.1 Quelques définitions

1. Somme intégrale :

Soit f(x) une fonction définie et bornée sur [a, b] avec :
=290 <21 < ... <Tp<Tpy1=02>0

une partition arbitraire en n parties (Figl). On appelle somme intégrale de la fonction

f(z) du [a, b] toute somme de la forme :

Sp=>_ f&)Ax; (1)

ol z; <& < xip, et Axy=x41 — 23, 0 < <n.
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Chapitre 1 Les Intégrales

Géomeétriquement, S,, représente 'aire de toute les réctangles de la figure ci- dessues (S,

est la sommes des surfaces de n réctangle).

2. Intégrale définie (Intégrale au sens de Riemann) :

La limite de la somme S,, quand le nombre de partitions n — +oo et Azx; — 0

s’appele intégral définie de f(x) entre a et b, nous noterons cette limite

b
lim 5, = 1() = [ f(a)to

La limite (2) existe quand f(z) est continue sur [a, b], on dit que f(x) est intégrable au
sens de Riemann. Géométriquement la valeur de cette intégrale représente ’aire limitée
par la courbe y = f(z), 'axe des z et les droites verticales z = a et x = b.

3. Propriétés :

Soient f(z) et g(x) deux fonctions intégrables sur [a, b], alors :

. /aaf(x)dm:O.

2. /bfxdx:/acf(x)der/cbf(x)dx,ce[a, .
3/f —/afa:da:.

4/a(f()ig dx_/f da:i/b()d.
5/)\f o = /f dz, ) € R.

6.Sia<z<betm< f(xr) <M, ou m, M sont deux constantes, on a

m(b—a) < / F@)dz < M(b—a).

b b
7.5ia <z <bet f(xr) < g(z), on a / flz)dz < / g(x)dx.On dit que 'application

f — I(f) est croissante.



Chapitre 1 Les Intégrales

[ s < [@ia

1.2 Les intégrales indéfinies

8.

1.2.1  Primitive d’une fonction
Théoréme 1 : Soit f(x) une fonction continue de [a, b]. On dit quune fonction dérivable
F(z) est une primitive de f(x) si
Vz € la, b], F'(z) = f(2).
Théoréme 2 : F(z) étant une primitive de la fonction continue f(z) sur [a, b], on a :

/ F@)dz = F(b) — F(a)

1.2.2 Intégrale indéfinie

Définition : on appelle intégrale indéfinie de la fonction f(z) et on note / f(x)dx,
toute expression de la forme F(z) + ¢ ou F(x) est une primitive de f(z) et ¢ est une

constante arbitraire.
Ainsi, par définition /f(x)dx = F(x)+e,si F'(z) = f(z).

plus, l'intégrale indéfinie représente une famille de fonctions y = F(z) + c.

Remarque

Toutes les proprietés de 'intégrale définie restent vraies pour les intégrales indéfinie.

1.2.3 Meéthodes d’intégrations

1. Changement de variable : Soit a calculer l'intégrale [ f(z)dx.



Chapitre I Les Intégrales

En posant x = ¢(t), oil p(t) est une fonction continue dérivable inversible, on a :

1@z = [ i) wa

Exemple : Calculer [ z+v/1 — zdz.
sonst=+1—z;onat’?=x—1letax=1t>+1= dx =2t dt.
Alors

/x\/l—xdx — /(t2+1)t22dt:2/(t4+t2)dt:2/5t5+2/3t3+c
= 2/5(x —1)*24+2/3(x —1)** +c.

Remarque 2 : Dans certains cas il n’est méme pas necessaire d’expliquer le changement

de variable. Par exemple

i d
ftandx:fsmxdx:—f ((?osx) = —In|cosz| + c.
cos T d(s?%lnx
[cotadr = [ BT = [————= =Inlsinz| +c.
sin z Cos T

2. Intégrales de quelques fonctions élémentaires
anrl

o dx:n+1

dx
f—=1
fx nlz|+c

—_

+c.

. [coszdr = sinz + c.
. [sinazdr = —cosz + c.

dx
( ) =tanz + c.
cosx

SINENUIN

G.IWZ—COtx‘i‘C.

. [tandz = —In|cos x| + c.

oo

. [ cotdz =1Inlsinz| + c.



Chapitre I Les Intégrales

9. [e"dx =e" + c.

a

10. Tdr = 1.
fa o In |a| tea#
d
11. [ 1 foQ = arctanz + c.

dx
12. | ——= = arcsinx + c.
I =
13. [ sh(x)dx = ch(z) +c.
14. [ch(z)dx = sh(x) + c.
3. Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions dérivables, on a :

/udv:uv—/vdu.

Exemples
1- [ = [zsinadx

On pose u = x et dv =sinz, on a du = dr et v = — cosz. Alors,

I = /xsinxdx:—xcosx+/cosxdx.

= —xcosx —sinx + c.

2- J = [arctandz

On pose u = arctanx et dv = dzx, on a du = dx, et v = z. Alors,

1+ 22

2
J = /arctandx—xarctanx—1/2/ Tz
1+ 22

= zarctanx — 1/2In(1 + 2?) + ¢

4. Fractions rationnelles :

P)
S0

de P(x) est plus petit que celui de Q(x). En décomposant les fractions élémentaires

est une fraction rationnelle, ot P(z) et Q(x) sont deux polynomes, dont le degré

10



Chapitre I Les Intégrales

nous devons avoir :

A Ax + B

ar=1,2,..
(a:v—l—b)"’(ax2+b:c+c)r’our U

qui peuvent toujours étre intégrées au moyen des fonction élémentaires :

Exemple

]:/<x—1)<x+1>2dx'

x A n B n C
(z—1)(+1)2 -1 2z+1 (z+1)%

A= (e = 1)y = U/
¢= zli>H—11<x +1)7 (x —1)(z+1)2 =1/2
z _ 14, B 1/2

(z—D(x+1)2 2-1 z+1 (z+1)2

Pourz =0,ona0=—-1/44 B+1/2, donc B = —1/4. Enfin

R K vresv Rty B Sy e Ra ey R

1
= 1/41 -1 —-1/41 1| — —=
JAln|z — 1| —1/4In |z + 1| 2<m+1)+c
x—1 1
= 1/41 — .
/nx—{—l‘ 2w+1) ¢

11
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Les Intégrales

5. Les fonctions rationnelles en sinx et cosz

x
Posons th =t, ona

(. 2t
SIn xr s
1+ t2
1—¢2
COST = m,
J 2dt
€Tr =
L 1+¢t2

Exemple :

I—/ dx
N 1+cosx+sinx

x
Posons th =t, alors

dt

I= —:1n|1+t|+c:1n‘1+tg%‘—l—c.

141

6. Les fonctions rationnelles en e*
Posons

t=e" = dt = e"dx.

Exemple :

Pour t = €%, on a dt = e*dx, et par conséquent

I:/)dx.
1+ e®




Chapitre 1 Les Intégrales

7. Les intégrales de la forme [ cos®"Y xdz, [sin®™ zdz, n € Z7.
- 11 est commode d’introduire la fonction auxiliaire de sin z dans le premier cas et cosx
dans le second.

Exemples :

1. /cos3 xdr = /(1 — sin® z)d(sin )

— / d(sinx) — / sin® zd(sin x)

= sinz —1/3sin’z +c.

2. / sin® xdr = / sin® sin xdx
= —/(1 — cos® z)?d(cos x)

= — /(1 — 2cos? x + cos® x)d(cos 1)

= —cosx+2/3cos’x —1/5cos’x + c.

8. Les intégrales de la forme [ cos®” zdz, [sin®' zdx, n € Z7.

- Il est commode d’utiliser les formules :

9 1+4+cos2z ., 1 —cos2x
cos T =——"—") sinz=—"—,

2

et introduire la fonction auxiliaire de cos 2z.

1— 2 1 1
1./sin2xdx:/¥dm:§x—zlsin2x+c.

Exemple

13



Chapitre 1 Les Intégrales

1 22\ 2
2. /cos4xdx = /(W) dx

1 1
dx + 3 /COS 2xdx + 1 /COS2 2xdx
. 1
sin 2z + 3 /(1 + cosdx)dx

1
sin 2x + 3—2 sin4x + c.

1.2.4  Applications des intégrales définies
Calcul d’Aire

Exemple 1 :
Calculer Paire délimitée par les courbes (Fig 2), y=+/7 et y = 2.

Ay
y=x*

Figure 2

14



Chapitre I Les Intégrales

Solution :
Trouvons les points d’intersection des courbes : /z = 2%, z = 2%, d'ott 2y = 0, 75 = 1.

Par conséquent ’aire cherchée est la partie hachée de Fig 2, donner par l'integrale définie :

1 1 1
A:/ Vawdr — / ridr = / (VT —2%)dr = %xz -
0 0 0

1 1
—x°| = — unité de surface.
3 1, 3

Exemple 2 :

Trouver la plus petite surface comprise entre le cercle 22 + 3% = 25 et la droite z = 3.

‘\‘Hk 2 e 25

Figure 3

La surface cherchée est la partie hachée de Fig 3, donner par 'intégrale définie :
5 5
822/ ydsz/ V25 — x2dz.
3 3
Cas général :

2
a r x
/\/@2 — x2dx = 5arcsin— —1—5\/(12 — 2+ c.
a

15



Chapitre I
Alors :

Les Intégrales

25 b
S = 2 {? arcsin% + g\/% — xZ}
3

25 12 25
= 2 [Zw — ?] = ?ﬂ' — 12 unité de surface.

Calcul de longueur d’un arc de courbe

Exemple :

Trouver la longueur de I'arc de la parabole y =22 dex =0 a z = 1.

a‘

Figure 4

La longueur cherchée est donnée par I'intégrale définie :

S:/ ds.
AB

Soient les points : M(z, f(z)), M'(x + dz, f(x + dx)); d’aprés Fig 4,

16



Chapitre I Les Intégrales

ds = MM’ (dz)? + (dy)? =

on a MM = [MM'], alors :
[ (dy)”
(dz)?

ds = dx 1+( > V1+ f2dx.

La longueur demandée est donc :

A A 1
s = /ds:/ \/1—|—f’2dx:/\/1+4:c2dx
B B 0
1
= /\/1+(2£L‘)2d$.
0

) r=0=1=0,
Pour calculer I'intégrale, on pose t = 2z, donc dt = 2dx, alors

r=1=t=2
par suite, en utilisant

2
/\/x2 + a2dx = gvx? +a?+ %ln)xjt Va2 :i:aQ‘ +c,
on en déduit

5 = /mdt %E (WH%ln(Hm)]

= 5\/3 + Zl n(2 4+ v/5) Unité de longueur.

Calcul de Volume

Exemple :
Soit la surface limitée par la parabole y? = 8z, par la droite + = 2 et par 'axe des =.

Calculer le volume engendré par la rotation de cette surface autoure de I'axe des x.

17



Les Intégrales

Chapitre I
Solution :
2,4)
Y
P(w.y)‘
s ol Pl )
\‘ : 2
l'r *‘f?) |
of 1 |1 ]! 2 z
|l :’A:U jl ‘\
P R
L
LA,
Neaet
(2, —4)
Figure 5

On utilise un découpage en bandes verticales, comme dans la figure 5. Quand le
rectangle d’approxiation de la figure 5 tourne autour de I'axe de z, il engendre un disque,
dont le rayon est y, la hauteur Az, et le volume 7y2Ax, la somme des volume des n disque,

correspondant aux n réctangles d’approximation, est Y my?Ax et le volume cherché est

donné par :

2 2
V= /dV = / mytde = 77/ 8rdr = 4ma? z = 167 unité de volume.
0 0

18



Chapitre I Les Intégrales

1.3 Intégrale Multiple

1.3.1 Intégrale double :

Soit f(x,y) une fonction de deux variables x et y supposée continue sur D sous ensemble

de R? (Figure 6). On distingue trois cas :

0;'3

==
(=T
=
M

J[ tazay = | b < / (()) f(x,y>dy> dr. 3)

b)Si D={(z, y) eR¥/c<y<d, :(y) <z <x5(y)}.On a

/[ tazay = | d ( / (()) f(as,y)dx) dy. (1)

Si D =la, b] X [c, d (Pavé réctangle). On a

19



Chapitre I Les Intégrales

//Df(x,y)dxdy — /b“ (/Cdf(x,y)y) dr = /Cd (/ab f(x,y)dx) dy (5)

Remarque :

1- Si f(z) = F(x) x G(y) et D =a, b] X [c, d], on a

J[ sz - ( I F(w)daz) ( / dG(y)dy) .

2-Si f(x,y)=1sur D,ona

[(f)://Ddxdy:/DdA:AiredeD.

3- Si f(x,y) # 1, alors l'intégrale double de f est la mesure de volume limité par la
surface (S) representant de f(z,y) dans R?, le plan zoy et le cylindre de section droite

D.(voir figure 7).

L= fidM) =z ) |

v

Figure 7

Exemple :

Calculer

[ / /D (z + y)dady,

20



Chapitre 1 Les Intégrales

ou

D:{(x,y)ERQ/OSxSL x2§y§x}.

On a

[ = //D<x+y)dmy:/01/;<x+y)dxdy
_ /01[/;<x+y>dy]dx

[ (G2 a

= /01 (3/22% — 2 — 2*/2) du
= 2%/2 - 2/4 — 2%/10], = 3/20.

1.3.2 Passage en coordonées polaires

En posant
x =rcosf
y=rsing .r>0,0<60<2r,
dxdy = rdrdf
on a

//Df(xv?/)dﬁdy = //Af(r cos 0, rsin 0)rdrdd,

21



Chapitre I Les Intégrales

dS=rdrd
r+dr / rd8 r

A+dd '

]
==}
=

Figure 8 : Elément de surface ds en coordonnées polaires

Exemple :
Calculer [ = // (22 + y?)dxdy, avec D = {(x,y) € R?/, 22 + 4> <1, y > 0}.
D
Pour cela, on considére le demi-disque D de centre (0,0) et de rayon r = 1,et on passe

en coordonnées polaires (6,r) en posant

x =rcosft
y =rsinf
dxdy = rdrdf

2+ y* <1= (rcos)®*+ (rsinf)?<1=0<r<1.

y>0=rsinf >0=sinf >0= 60 € [0. 7].

On obtient, par conséquent

I = //D(yc2 +y?)drdy = /01 /Oﬂ((r cos 0)? + (rsin 0)*)rdrde.

1 s 4
= / / r3dfdr = T
o Jo 4

! T
o =T
0 0 4

22



Chapitre I

Les Intégrales
1.3.3 Application des intégrales doubles au calcul d’aires et de
volumes

Exemple 1

Calculer l'aire de la région du plan xOy délimitée par les courbes
2y =16 — 22 et x + 2y = 4.

par les courbes :

Figure 9
Solution

Lorsque z varie entre —4 et 4, y varie entre yu,i, =

1 1
n = 5(4 — ) et Ypax = 5(16 — 2?).
Alors I'aire cherchée est la partie hachée de la figure 3 donnée par l'intégrale double
suivant :

w\

(16 x? 4 1 1
/ dy dx:/ (——x2+—x+6> dx
4 2 2

] 4
[ et x + 63:] = @Unité de surface
6" 4 3

23



Chapitre I Les Intégrales

Exemple 2 : Calculer I'aire du domaine limité par les courbes

y=2—2ay=ux.

Solution :

Figure 10

Déterminons les points d’intersection des courbe données (Fig 10). Les ordonnées des

deux courbes sont égales en un point d’intersection :

x = 2—2a°

— 2’ +2-2=0

T = —2,
=
T = 1.

Nous avons obtenu deux points d’intersection : M;(—2,—2), M;(1,1). L’aire cherchée est

()

_ /_1(2—x2—x)da:

2

donc
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Exemple 3 :

Calculer le volume du corps limité par les surfaces x =0, y =0, z+y+2=1, 2 = 0.

Solution :

Figure 11

ol D est le domaine triangulaire du plan Oxy limité par les droites + = 0, y = 0,

x+ 1y =1; c’est le domaine hachuré de la figure 11. On a :

Vo= /Ol/ol_w(l—x—y)dydx
iy

1
1 1
= / —(1-— x)zda: = — unité de volume.

1.3.4 Intégrale Triple

Soit f(z,y,z) une fonction de trois variables x, y et z supposée continue sur D sous
ensemble de R3.

On distingue trois cas :

25



Chapitre 1 Les Intégrales

a)Si D= {(z,y,2) eR3/(z, y) € D, z1(z,y) <2 < 29(x,y)}, on a

J[[ 1w 2yazapaz = [ | ( / (()) e z)dz) dody o)

b)Si D={(z, y, 2) eER¥/e <2< f, (x, y) €.}, ona

///Df(w, z)dardydz=/ef (/ Azf(szmy, z)dxdy) dz. (6)

c)Si D =la, b X [c, d] x [e, f] (Parallélépipede), on a

///Df(:c,y,z)d:cdydz = f: (fcd (fef flx,y, z)dz) dy> dx
— f;’ <fef <fcdf(a:, Y, z)dy) dz) dx (7
- fef (fcd (f;f(aj, Y, z)da:) dy) dz.

~—

Remarques

1-Si f(z,y,2)=F(z) xG(y) x H(z) et D =|a, b] X [¢c, d| X [e, f],ona

///Df(x,y, z)dxdydz = (/ba F(:v)d:v) (/Cd G(y)dy) (/ef H(z)dz) '

2-8i f(z,y,2) =1,0n a
/// drdydz :/ dV = volume de D.
D D
3-8i f(z,y,2) #1,0on a

/// f(x,y, z)dxdydz = Le quadri-volume sous le graphe de f(z,y, z).
D

Comme l'intégrale triple d’une fonction continue est la mesure en 4 dimension d’un objet

dans R*, on ne peut pas donner une illustration.

26



Chapitre 1 Les Intégrales

Cependant, de nombreuses interprétations physiques sont possibles, le tout dépendant
des interprétations de la fonction f(x,y, z), Par exemple, si f(x,y, z) est la densité du

corps au points (z,y, z), 'intégrale triple sur D donne sa masse totale
m = /// p(x,y, z)dxdydz.
D
Exemple

Calculer I = ///xyzda:dydz,avecD: {(z,y,2) eR}/0<2<1,0<y<1 0<x<1}.
D
Solution

la fonction f(x,y,z) = zyz est a variables séparables, alors

1 1 1
I = /// ryzdrdydz = / xdxr X / ydy X / zdz
D 0 0 0

(RN RS N S U
27 1,27 [,27 ], 8

Passage en coordonnées cylindriques

En posant
.
x =rcosft
y =rsinf
r=0,0<6<2m,
z2=2z
\ dxdydz = rdrdfdz
on a,

///Df(:c,y,z)dxdydz = ///Af(r cos@,rsind, z)rdrdfdz

27



Chapitre I Les Intégrales

AV = drdyds = rdrdfds

_F rtdr

Figure 12 : Elément de volume dV en coordonnées cylindriques

Exemple Calculer le volume

V = /// l{]:dde; avec D = {(x, Y, z) c R?’/ Ay = g2 + y2, z = }
D 4
Solution

Le domaine D représenté par la figure 13.

Figure 13

On utilise les coordonnées cylindriques.

28
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Les Intégrales

En posant
( x =rcost
y =rsinf
2=z
\ dxdydz = rdrdfdz,
on a

PR S (rcosf)? + (rsinf)? :ﬁ:>r_2
4 4 4
0<O<2m et 0<r<4

27 4 4 27 4
V = /// dxdydz = / / (/2 rdz) drdf = / (rz]iz) drdf
D 0 0 - 0 0 4
2 4 r3 or ) P41t
= /0 dﬁ/o (4T—Z) dr=(0]") | 2r —E]O = 32r.

1.3.5 Passage en coordonnées sphériques

En posant
(
x =rsinfcosp
y =rsinfsinp
{ r=>0 0<p<2m 0<6<m,
z = zcosf
| dwdydz = r? sin Odrdfdy
on aura

<z<A4

/// f(z,y, 2)dxdydz = /// f(rsinf cos @, rsin 0 sin @, z cos §)r? sin Odrdfdy
D A

29
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i
, 4+ dr AV = dadyds = #* sin(#) dr dyz 46
NN
N y\\i\)
W ain(e) d
i AT
e
|I H
II e
P . : |
| -~ L |
- e T
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Figure 14 : Elément de volume dV en coordonnées sphériques

Exemple :

Calculer I'intégrale triple

]—///zda:dydz,
v

V={(z,y,2) eR*/ 2> + " + 2> < R*, 2> 0}.

avec

En coordonnées sphériques, l'intégrale I devient :

I = /// 73 sin 0 cos Odrdfdep.
A

A(r,0,0) = [0, R] x [0, g] % [0,27],

ou
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on a donc

I = 1/// 73 sin 20drdfdy
2 A
1 R g 2w
I = —/ r3dr/ sin29d9/ dy
2 Jo 0 0
1 R 2

1 -1 2 o TR
I = § <|:ZT4:|O X |:7C0829:|0 X [90]0 ) = T

Exemple : Application

Chercher le volume et la masse totale du domaine limité par le cylindre parabolique
z=4—2%ctlesplans 2 =0,y =0, y = 6 et z = 0, en supposant la densité constante
et égale a o.

Solution : Le domaine D est représenté par la fugure 15.

Figure 15
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1) Le volume cherché est

2 6 4—a?
V = /// dmdydz:/ / / dzdydx
D =0 Jy=0 J z=0

2 6 2
- / / (4 — 2*)dydx = / (4 — :p2)y|670 dx
=0 Jy=0 =0 b=

2
= / (24 — 62?)dr = 32 unité de volume.
=0

2) La masse totale est

m = / / / odxdydz
D
2 6 41—z
= / / / odzdydz
=0 Jy=0 J 2z=0

= 320 unité de masse.
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1.4 Intégrales Impropres

Définition : L’intégrale définie ff f(z)dz est dite Intégrale Impropre si :
a) La fonction f(z) posséde un ou plusieurs points de discontinuité sur [a, b].

b) L’une au moins des bornes d’intégration est infinie (+00) .

1.4.1 Intégrale d’une fonction discontinue

a) Si f(x) est continue sur [a, b[, mais discontinue en = = b.

On définit :
/ flaydo =1ty [ty
b) Si f(x) est continue sur ]a, b] , mais discontinue en z = a.

On définit :
b

b
f(z)dz = lim f()

r—a

c) Si f(x) est continue sur [a, b], sauf au point ¢ € Ja, b].

On définit
/:f@)dx _ /f da:+/f

= hm f( )dt + lim f(t)dt.

$—>C a r—cC T

1.4.2 Intégrale d’une fonction a bornes infinie

a) Si f(x) est une fonction continue sur [a, + oo,

+o0o
o= [ ro
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b) Si f(z) est une fonction continue sur |—oo, b|,

on définit :
b b
/ f(z)dz = lim ft)dt

c) Si f(x) est continue sur |—oo, + oo[,

on définit :

/+Oof(x)dx _ / @)z + +oof(x)dx

[e.9]

= lim f t)dt + hm/f

Tz——00 [ T——+00

Remarque Dans le cas ou la limite existe (i.e. cette limite vaut un nombre réel
unique), l'intégrale est dite convergente. Dans le cas contraire, I'intégrale est dite di-

vergente.

Exemple 1 : Calculer [; = / —dx

1
fonction f(x) = —= étant discontinue en x = 0, alors

Jz

11 |
' /0 NZa= Y
1
= Tim (2] )
z—0 0
= lim 2(1 — ) = 2.

z—0

Donc I; converge vers 2.

3
1
Exemple 2 : Calculer I, = —dx.
P 2 /0 V9 — 22
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1
La fonction f(z) = ——= est discontinue en = = 3, alors

V9 — 22

I r = lim

Lo

xT
= lim |arcsin—| = arcsinl =
r—3 0

Donc I, converge vers g
+o0 1
Exemple 3 : Calculer I3 = / dx.
0 1 + .732

La fonction f(z) = n’est pas bornée, alors :

1+ 22
+o0 1
Iy = d
K /o 1+a2 "
: “1
- xin—l}oo/ 1—|—t2dt
= lim arctant];
r—>+00
: T
= lim [arctanz — arctan0] = —.
r— 400 2
T
Donc I3 converge vers 5
+1 1
Exemple 4 : Calculer I, = / —dz.
1 X

La fonction f(x) est discontinue en z = 0 € [—1, + 1], alors on peut écrire I, sous la

-1 xXr 137

forme :
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On obtient, par conséquent

T 1

} 1 . 1
I4 = xlg{lﬁ _lt—2dt+$E%_ i t_th

. [-17° o [-17
= lim |— + lim |—
z—0t | T _y =07 t

T

= lim [_—1—1-1]—1— lim {1+l}
T

z—07F r—0~ xT

= —00+ 0

Donc nous avons deux intégrales divergentes, par conséquent l'intégrale I diverge.
Remarque : Ils existent des critéres similaires quand une borne d’intégration est (—oo),

(un changement de variable 2 = —y change la borne d’intégration en +00).

1.4.3 Critéres de convergence dans le cas des fonctions posi-

tives

1. La convergence des intégrales des fonctions particuliéres

tody
1. T'intégrale / — converge si & > 1 et diverge si a < 1.
x

a

b
d
2. l’intégrale/ (_x

converge si a < 1 et diverge si a > 1.
T —a)®

b
d.
3. lintégrale / ﬁ converge si a < 1 et diverge si a > 1.
a —x)°

“+oo
4. l'intégrale / e~ *dx converge si a > 0 et diverge si o < 0.
a

2. Critéres de comparaison

Theoréme :

Soit f(x) et g(x) deux fonctions continues positives sur [a, +oo[ verifiant :

0< f(z) < g(x).
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Alors :

+00 +0oo
- Si / g(x)dz converge = f(z)dx converge.

+oo —(lz—oo
- Si f(z)dz diverge — / g(x)dx diverge.
Exemple 1 : Etudier la convergence de I'intégrale

o0 )
I :/ e dx.
a
2
Pourz >1,onae™ <e™,

+oo +0o0 )
I'intégrale [ = / e *dx converge donc [ = / e~ dx converge.
a a

Exemple 2 : Etudier la convergence de I'intégrale

/+oo dx
1 2?(l+em)

1
Soit f(z) = 2T e pourz >1l,onal+e” >1= z*(1+¢€") > 2’ =
1 1
@)= e <@ =9
alors
/+oo dx /+oo dx
— < —.
1 22 (1+e) . a2
. T e +oo dz
Comme l'intégrale — converge car a = 2 > 1, alors — . converge éga-
1 x 1 s (]_ =+ Gx)

lement.

Théoréme : Soit f(z) et g(z) deux fonctions continues positives sur [a, b[,verifiant :

0< f(z) <g(x)

Alors :
b b
- Si / g(x)dx converge = / f(z)dx converge.
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“+oo +o0
- Si f(z)dx diverge = / g(x)dz diverge.
Exemple 3 : Etudier la convergence de I'intégrale

/1 dx

Ona:l1—-2'=(1-2)1+2*)=1-2)(1+2z)(1+2?).

Pour0 <z <1l,onal<1l+az<2etl<1+22<2 on fait le produit des deux
inégalités, on a

1< (1+z)(1+2%) <4,dou

1-2) < QA-2)1+2)(1+2%) <41 —12) =
1 1

@) = 1o 2 ey = )

alors

/1 dx /1 dx
— < .
U dx

1 [t d
Comme l'intégrale — / —xdiverge car « = 1, on en déduit que /
4 Jo (1—12x) 0o 1—x4

diverge.

Remarque : Les résultats obtenus précedemment pour [a, b[ restent vrais pour ]a,

b, avec des modifications évidentes.

3. Critére d’équivalence

Théoréme :

Soit f(x) et g(x) deux fonctions positives continues sur [a, +oo[ verifiant :

2 g(2), (i-e  lim M:
f(@) ¥ gla), (e Jim TS =),
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+oo +oo
alors, les intégrale f(z)dz et / g(x)dx sont de méme nature.
a a
Remarque : Méme résultat pour l'intervalle | — oo, b[.

Exemple 1 : Etudier la convergence de

+oo

= ——dn
1 Vat+a?41
On a:
r=——n~ — = €T).
fa) = oot ¥ = g()

+oo +oo 1
L’intégrale / g(x)dr = / —dx diverge car a = 1, donc l'intégrale I diverge aussi.
1 1z

Théoréme :

Soit f(z) et g(x) deux fonctions positives continues sur [a, b[, verifiant :

L g(z), (i-e lim J@) 1),

b b
alors les intégrales / f(x)dx et / g(z)dz sont de méme nature.
Remarque : Méme résultat pour |a, b].

Exemple 2 : Etudier la convergence de

= / N z)@ 5"

Pour x — b, on a
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b
1
Comme l'intégrale / dx converge car o = 3 < 1, alors I converge également.
a

k
V(@ = b)

Remarque : Les critéres de comparaison étudiés pour les fonctions positives s’appliquent
b

également pour les fonctions négatives, il suffit de considérer I'intégrale / (—f(x))dx =

—/abf(x)dx. a

1.4.4 Intégrales absolument convergentes et semi convergentes

Soit f(x) une fonction & signe variable continue sur [a, +00[. On dit que
+

[ee) —+o00
1- f(z)dz est absolument convergente si / |f(x)| dz est convergente et on a :
a

a

+00 +0oo
/ |f(z)| dx converge — f(z)dz converge.

a

+o0 +oo +oo
2- Si (x)dx converge mais / |f(z)| dzx diverge, alors (x)dz est dite

a a

semi-convergente.

Remarques :

1. Méme résultat pour les autres cas d’intervalle [a, b], |a, b] et | — 0o, b].

2. Tous les critéres utilisés pour les intégrales avec des intégrandes non négatifs (fonc-
tions positives) peuvent étre utilisés comme critéres de convergence absolue.

Exemple 1 : Etudier la convergence de I'intégrale

Tginx
3 dx.
1 T

i sinx . .
La fonction f(z) = —— est a signe variable, on a
x
sin 1
3 | T
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sin x

dx

+o0 +0o0
mais / —dx converge car « = 3 > 1, par conséquent l'intégrale / 3
1 T 1 T

Tginx

3

converge, donc l'intégrale / dx converge absolument par suite converge.

1

Exemple 2 :

Etudier la convergence de I'intégrale
T sinax

—dx.

sinx

Jr—m

La fonction f(z) = n’est pas continue en x = T,

on a
sinx 1
Na r— 1
Ol"’14ﬂ1d—4ﬂ1d _ 1 1. D’aprés 1
r mtegrae/ﬂ \?’/ﬁ r = : m X converge car o = 3 < 1. D’apres le
T ging

théoréme de comparaison, on conclue que dx converge.

- Vr—mT
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1.5 Exercices
Exercice 1

1. Calculer au moyen d'un changement de variable les intégrales suivantes :

d
I = /—‘” Iy = /x\/l—l—ﬁdx, I = /ﬂdx.

2 + a? 1-+sinz

2. Calculer au moyen d’une intégration par parties les intégrales suivantes :
e 1
L= / 2" Inzdr, n > 1 I, = / 2% arctan xdz,
1 0
I3 = / (arccos x)” du, I, = /em cos xdzx.
-1
Exercice 2
1. Intégrer les fractions rationnelles suivantes :
x dx
I = | —dx, J= | ——.
/a:2—x—2 /a:4—x2
2. Calculer les intégrales suivantes :

1—
]:/ﬂdx, J:/ d:v : K:/(cosx)4dx.
1+tanz sin x

3. Calculer les intégrales abéliennes suivantes :

I:/\/de, J:/ﬁdaa

Exercice 3 :

Calculer I'intégrale double :

1= //:Uyda:dy,

D
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dans les deux cas

a/ D={(r,y) eR*:0< <1, z—y>0}.

x2 y2
b/D:{(xy)ER2 x>0, y>0, b2§1}.

Exercice 4 :

Calculer I'intégrale double suivante :

I:/ / x sin ydydzx.
0o Jo

Exercice 5 :

Calculer au moyen d’un passage aux coordonnées polaires les intégrales :

dxdy
= D= R2: 22 4y2 <1
//Hmy?, {(my) eR? a2+ <1},

J://(x2+y2)da:dy, D ={(z,y) e R?: 2% + y* — 2y < 0}.

D
Exercice 6 : Calculer l'intégrale triple suivante :

1= //zdxdydz,
D

avec D= {(z,y,2) eR3:2>0,y>0,2>0,z+y+2z<1}.

Exercice 7. Applications

2
x
1. Calculer I’aire limitée par la parabole y = = les droites x = 1 et x = 3 et 'axe des

abscisses.
2. Trouver la plus petite surface comprise entre le cercle 22 + 3% = 25 et la droite z = 3.
3. Calculer le volume d’un tétraédre plein d’une base triangulaire limité par xt+y+2z = 1,

r=0,y=0,2z=0.
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4. Trouver le volume délimité par le cylindre 22 + y?> = 4 et les plans z = 4 — y et
z = 4.(En utilisant les coordonnées cylindriques).
5. Déterminer la masse d'un parallélépipéde réctangle avec : 0 < x < a, 0 < y < b,

0 < z < ¢, si la densité au point (z,y,2) est 0 (x,y,2) =z +y+ 2.
Exercice 8 :

Déterminer la nature des intégrales Impropres suivantes :

1 —+o00
L= [ 4 L= / e
0 x

oo too dx
I; = “dg, I = —
3 /_ooe ! ! / (z+ )z

Exercice 9 :

Etudier la nature des intégrale suivantes :
] /1 dx 5 /” 1 —cosz
“Jo \/I(I—I)7 “Jo x?
1 1.

3 / dz , n / smx,

L (z+2)Yx 0 a3
[ o [0

o T2(4 — 2?) 0 X

400 +oo sinz
COS T €
7. S—dz, 8. dx.
0 T 1 T

Exercice 10 : Etudier suivant les valeurs des parameétres réels a et 8 (a, 8 € R), la

nature de l'intégrale de Bertrand :

/+oo dx
o 2%(lnx)8
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2.1 Les équations différentielles ordinaires

2.1.1 Notions fondamentales

1- On appelle équation différentielle une équation établissente une relation entre
la variable indépendante x, la fonction y = f(x) et ses dérivées ¢/, v, ...y".

On note :

F(z,y,y,y",..y") =0,

ou
dy d*y d
F(r,y, = <5, 7)) =
dx’ dx dx™
2- Si I’équation est d’une seule variable, elle est dite ordinaire, at dans le cas de
deux ou plusieurs variables, I’équation est appelée équation différentielle aux dérivées
partielles.
3- On appelle ordre d’une équation différentielle, I’'ordre de la dérivée la plus élevée
contenue dans cette équation. Par exemple
- 2%y + 5zy = y%. Une équation diff ordinaire du premier ordre.
d? d
S8y 4xy—y = x. Une équation diff du seconde ordre.
dz? dx
4- On appelle solution ou intégrale d’une équation différentielle, toute fonction

y = f(x) vérifiant identiquement cette équation.

2.2 Equations différentielles du premier ordre

2.2.1 Deéfinitions

1. Une équation différentielle du premier ordre toute équation de la forme F(x, v,
dy
"Y=0;o0u F(x ,y,—,)=0.
y') (@9, =)
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2. On appelle solution générale d'une équation diff du premier ordre, toute fonction

©(x, ¢) dérivable dépendant d’une constante arbitraire ¢ et qui vérifie I’équation diff.
F(z,0,¢)=0.
3. Toute solution y = ¢(x, cg) tirée de la solution générale p(z, c) est appelée solution

particuliére.

2.2.2 Intégration des équations différentielles du premier ordre
Equations différentielles a variables séparable

Toute équation différentielle de la forme :

_ fl@)
T
Or :
dy  f(x)
ix oy (y)dy = f(x)dz,
d’ou

[owis= [ sz

G(y) = F(x) + ¢,c = cte € R.

ce qui implique que

Exemple 1 : Trouver l'intégrale générale de
y+y=1L

d d
En posant y' = —y, on obtient <2 +y=1
dx dx
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Séparons les variables :

On trouve par intégration

dy

:/dm:>—1n|1—y|:a:+c,
L—y

donc

In

1
':x—l—c:>—:ez+c.

1—y 1—y

On en déduit la solution générale
y=ke " +1, keR.
Exemple 2 : Trouver la solution particuliére de ’équation
(14 23 dy + ydx = 0,

verifiant la condition initiale y(0) = 1.

Séparons les variables

on trouve par intégration

dy / LB tgr +
—_— = — n = —arctgxr
Y 1+ 22 Y grTe

d’ou I’en déduit la solution générale

y — l{:efarctan:p7 ]{7 c R
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On a y(0) = 1, donc 1 = ke~ @90 d’on k = 1, substituant la valeur de k£ dans y, on

obtient la solution cherchée

—arctanz

y=e

Equations différentielles Homogénes

Une équation différentielle de la forme :

xT
F(xvyay/):()’ yl:f(;

)

dans laquelle le changement de = en Az et y en Ay, laisse ¢’ invariante.

Par exemple : Les équations différentielles suivantes sont de type homogene :

- =Xy Ao — -
1.y = u, (Eqg-Diff- Homogene, car y' = T (x—y) . y)
r+y A+ y  Mz4y x+y

2 .2 )\2 2 )\2 2 2 .2
2.y = y_r , (Eq-Diff- Homogene, car y' = i 5 S ).
2xy 2 "y 2xy

Pour intégrer un telle équation, on fait le changement de variable t = Y. Soit y = tx,
x
on obtient dy = tdx + xdt et
dy dt

o =t+a— = f(t).

La nouvelle équations différentielle obtennue est a variable séparables par rapport & la
nouvelle fonction t.

Exemple : Trouver la solution particuliere de I’équation

y/:x_y
T4y
dt  x—uxt
On pose y =tx, douy/ =t +x— = , on obtient :
dv x4+ at
dx 1+1¢

A AL
x 1—2t—¢27
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par conséquent,

d 1
v f 14+t
T 1—2t—1¢2
Inz+c¢ = _—11n|1—2t—t2|:ln;.
2 V1—2t—t2

On trouve la solution
k

V1—2t—¢2

. Y
en passant au variable t = =, on aura donc
x

k= +\/x%?—2yx — 9>,

Equations différentielles linéaires

Toute équation différentielle de la forme :
a(z)y’ +b(z)y = f(z), (E)

avec {a(x), b(z), f(x)} des fonctions continues sur I C R, appellées les coéfficients de
I'équation différentielle (E).

Lorsque f(x) = 0, I’équation est dite linéaire homogeéne (EH) :
a(z)y’ +b(z)y =0 (EH)

Exemple : les équations diff suivantes sont de type linéaire :
- xy —2y=0.
x

-y + 3y =e ",

v
- m% + cv = Fysinwt, équation de mouvement vibrant.
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i
N + Ri = Eysinwt, les circuits éléctriques [Lois de Kirchhoff au circuits : la

dt

somme algébrique de toutes les tensions a travers un circuit fermé quelconque est nulle].

Théoréme fondamental
La solution générale de (E) est la somme d’une solution générale yy de I’équation

homogene (EH) et d’une solution particuliére yp de I’équation non homogene (E) :

Ye=YutYp-

Méthode d’intégration :

1¢  Etape : Intégration de I’équation homogéne (EH)

a(z)y’ + b(z)y = 0.

Nous avons une équation différentielle & variables séparables, alors :

a(x)y +b(z)y = @)x () =0
dy _ b(z) b(x)
- P x)y:> —mdx
— / b
= Inly| = ¢(z) + c:>y—kes")k€R.

Posons e#®) = y,(x), on a

ya = ki (95)

2m¢Etape : Intégration de ’équation non homogeéne (E)

a(x)y +b(x)y = f(z)
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La méthode de variation de la constante. Posons

y = k(x)yi(x), ot y1(z) est la solution de I’équation (EH).
Alors : ¢ = K'(2)y1(z) + k(x)y; (x).

Substituons y et ¥ dans 'équation (E), soit :

a()y +bx)y = f(z)
= a(z)[K (2)y: () + k(2)y; (2)] + b(@)k(2)y: (2) = f(x)
= a(z)k'yi(z) + k(z)[a(x)y + b(x)y] = f(z)
@)

On obtient :

"(z) = & x x) = p(x) +c
k(x)_/a<x)y1(x)d — k(x) = pla) + .
Finalement :

y =i (@) +p(x)y: (v).
——

Exemple 1 : Intégrer ’équation différentielle suivante :
y cosw +ysinx = . (E)
Equation différentielle linéaire du premier ordre, la solution générale de (E) est :

Yo =Yg + yp.

1) On cherche yp :
y' cosx +ysinz =0, (EH)
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Equation différentielle & variable séparable. Séparons les variables

dy . B Y
—cosx +ysinx = (0= ——=cosz = —ysinzw
dx dx

dy _ sin T / dy / sin T
e —_—
Y cos :c Ccos x

= In|y| =In|cosz| + ¢ = yg=k cosz.

On cherche yp
y cosx +ysinz = . (E)

On utilise la méthode de variation de la constante. Posons :

y = k(z)cosx = y' = K'(x) cosz — k(z)sinz,

substituant y et y/ dans I’équation (E) :

ycosz+ysineg = x= [k(z)cosz — k(z)sinx]cosz + k(z)cosxsinx =z
T
— ]f/ 2 = — k/ =
(x)cos®z =x (x) Y

— k(x):/ * i

cos? x

Intégrant par parties :

u=x— du=dx

1
dv = 5
cos? x

dr — v = tgz,

on obtient

k(x) = ztgr — / ST e — k(x) = xtgx + In |cos x| + c.
COST
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Donc :

=ccosx+rsinx cos x In |cos z|.
YGa= 1 + |cos |

-~

YH yp

Exemple 2 : Intégrer I’équation différentielle suivante :
2y —y=Inx (E)

Equation différentielle de premier ordre linéaire non homogeéne.
La solution générale est donnée par : yg = yp + Yp.

a) On cherche y;, (Intégration de I’équation homogene (EH))

d
vy —y = 0:>x£—y20

d
:>/_y: az
Yy xXr

= Inly|=In|z|+c¢,

d’ou

yh=Fkzx, k € R.

b) On cherche y, (Intégration de I’équation non homogene (E) )

On utilise la méthode de variation de la constante. Posons :

y=k(z)x = vy =K (x)r + k(x).

54



Chapitre 1T Les Equations différentielles

En substituant y, " dans ’équation (E)

z(K(z)x + k(x)) — k(z)r =Inz =
o2y [y,

A Taide d’une intégration par parties :

u:lnxﬁdu:d—x
d 1
dv:—f—w}———,
T T
d’ou
k(z) Yot [Ld
T = ——Inz —dx
T 2
1 1
= k(z)=——lnzx——+c
z T
Donc

yo =, —(Inz+1)
YH yp

Exemple 3 : Application en éléctricité
circuit en série comportant un resistance R et une inductance L est régi par I’équation
différentielle :
di

La + Ri = Eysinwt.

95



Chapitre 1T Les Equations différentielles

et le schéma suivant (fig 16) :

A L 0—
Eg sin wi

Figure 16

La variable est le temps t et i est l'intensité observée en fonction du t (R, L, Ey, w,
fixées).
Solution :
Soit I’équation différentielle linéaire non homogene
di

L% + Ri = Eysinwt. (E)

solution générale est donnée par : yg = yp + Yp.
a) On cherche y; (Intégration de I’équation homogene (EH) ) :
di

L— ) = EH
dt—i—Rz 0, (EH)

Equation différentielle a variable séparable, alors en séparant les variable on obtient :

dt.

di R
L

1

En intégrant
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d’oll

b) On cherche y, (Intégration de I’équation non homogene (E)) :

On utilise la méthode de variation de constante Posons :

En substituant 4, ¢/ dans I’équation (1), on trouve :

E
K'(t) = TO sin wteL’,

d’ou

E
k(t) = /—O sinwtel tdt.
L
Aprés une intégration par parties, on obtient I’expression cherchée

1
T+ (37

+ B0 s nwt — YL coswt| +
—€ SN Wi — —— CoOS W C.
R R

On déduit 'intensité observée

1 7%t i EO . " wL " 1 7%t
— | e — |sinwt — — cosw ce L,
1+ (&) R R

Exemple 3 : La cinétique chimique

La cinétique chimique procure de nombreuses équations & variables séparables.
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On considére la réaction chimique (fig 17)

2A — C +D
temps 0 [A] =a [C]=0 [D] =0
=a—z [Cl==x (D] =z

A

[

Figure 17

/

La vitesse de réaction est (d’aprés la loi de Gulberg et Waage (1867)) :

ldx
— - K(a—2)?
V=5 (a —x)
ou [A], [C] et [D] sont ici les concentrations, la constante K dépend de la réaction consi-

dérée et de la température. Calculer x & chaque instant ¢, chercher I'instant pour laquel

Solution
1dx
L,, t. = —_—— = —_ 2
équation v = 5 — K(a — x)?
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est une équation différentielle de premier ordre a variables séparables, en intégrant :

= = K(a—2x)?
! yar ~ Kla—o)
d
[
(a — )
— = 2Kt +c,
a—x
e 1
a—1x=
2Kt +c’
— (1) 1
€T — —
2Kt +c
Pour z(0) = 0, on obtient ¢ = —, d’ou
a
1
H=a———.
z(?) 2Kt+c
On cherche I'instant ¢ pour lequel x = —
1
t = —
z(t) 2Kt +c
. a 1
— = q —
2 2Kt +c
1
== = .
2Ka

2.3 Equations différentielles du seconde ordre

2.3.1 Définitions :

1. Une équation différentielle de second ordre, toute équation de la forme :

F(z,y,y,y") =0.
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2. La foction ¢(z) deux fois dérivable est dite solution de ’équation si

F(z,0,¢,¢") =0.

Par exemple :
-y 4y’ —y =0,
2

-F = mw, équation de mouvement d’un systéme dynamique vibrant.

d*0
i —% sin ¢, équation de mouvement d’un pendule.
3. On admetra que sous certaines hypothéses, une équation différentielle de second

ordre admet une infinité de solutions dépendant de deux constantes arbitraires ¢, ¢s :

Y= 90(1137 C1, 02)-

4. ’ensemble de ces solutions constitue I'intégrale générale de I’équation différentielle.

2.3.2 Solutions d’équations différentielles du seconde ordre se
ramenant au premier ordre
Equation ne contenant pas y

Soit une équation différentielle de second ordre F'(z, v/,y”) = 0. Pour intégrer cette

équation, on fait le changement de fonction suivant, en posant : z = 3/, ’équation devient :
F(x,z,2')=0.

C’est une équation différentielle du premier ordre qui se résout aisément.

Exemple : Résoudre 'équation

2

yl/+y
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En posant z = 3/, ’équation devient :

Z+2 =0
Séparons les variables :

dz

? = —dx.

On obtient en intégrant :

puis

y(x) =In|z — 1| + co.

Equation ne contenant pas x

Soit une équation différentielle de second ordre

F(y,y',y") = 0. (1)

Si I'on considére y' comme fonction de y, alors en posant z(y) = ¢/, on a

y_ Ay dz_dzdy  dz

4 _dm_%_d_ydx_dyy’

yl/ — Z/Z,

y est la variable de I’équation différentiable de premier ordre suivante :

F(y,z,2'z) =0. (2)
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d
Soit z = ¢(y, ¢1) solution générale de ’équation (2), on a z = Y _ o(y,c1), don

dx

dy
o(y, 1)

= dx.

L’intégration de cette équation permet de trouver la solution générale de ’équation (1).

Exemple : Résoudre ’équation

y2y1/ + y/ — 0

En posant z(y) = ' et y" = 2z, 'équation devient :
2./ o
yzz+z=0.
En prenant z comme un facteur commun, on a

2(y*2'2+1) = 0.

d’ou
z =0,
y?Z 2 +1=0,
on obtient en intégrant :
Yy = kﬂf,
1
z=—-+4 C1

. . . 1 q
On intégre encore une fois I’équation z = — + ¢, il vient
Y

1
x—i—cg:g—gln\ljtcly].
1 1
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Donc les solutions sont :

1
v=2_ In|l+cy| — e

2
€1
Y

=kx
2.3.3 Equations différentielles linéaires du seconde ordre

2.3.4 Equations différentielles linéaires du second ordre a coéf-

ficients variables

Toute équation de la forme :

a(x)y” +b(x)y + c(x)y = f(x) (E)

avec {a(x), b(x), c(z), f(x)} des fonctions continues sur I C R, appellées les coeffi-
cients de I'équation différentielle (E).

Lorsque f(x) = 0 l’équation est dite linéaire homogéne :
a(z)y” +b(x)y’ +c(r)y =0 (EH)

Théoréme fondamental :
La solution générale de (E) est la somme d’une solution générale yy de I’équation

homogene (EH) et d’une solution particuliére yp de I’équation non homogene (E) :

Yo =Yg +yp.

Méthode d’intégration

1°¢  Etape : Intégration de 'équation (EH)
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Nous avons deux cas :

1) Cas ou ’on connait deux solutions particuliéres y;(z), y2(z)

- Si yi(z), y2(x) deux solutions de (EH), alors yi(x) + y2(z) et cyi(z), cyz(z) sont aussi
des solutions de cette équation (EH).

Définition :

y1(x), yo(z) étant deux fonctions, le déterminant :

)
W = ) = 1Y — Y2U1-

est appelé le déterminant de Wronskien des fonctions données.

-Si W # 0 = yi(x), y2(x) sont linéairements indépendantes.

-Si W =0= y1(x), y2(x) sont linéairements dépendantes.

Théoréme :

Si y1(x), y2(x) deux solutions linéairements indépendantes de 1'équation (EH), alors la

solution générale de (EH) s’écrit :
yg = a1t + 2y, (c1,¢2) € R.
Exemple : Soit I’équation diff :
Y +w?y =0, w#D0. (EH)
Equation différentielle linéaire d’ordre 2 homogene, et soit :

y1(x) = coswzx, ys(x) = sinwz,
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solutions de I’équation (EH), cherchons une solution homogene de (EH).

Soit :

T T coswx sinwx
W — yi(r)  ya(w) _ — w40,

5(x) —wsinwxr  wcoswr

it
Q)
<

y1(x) et ya(x) sont linéairements indépendantes, donc : yy = c1y1 + cays

Yy = €1 COSWT + cosinwx, c1, co = ctes € R

2) Cas ou ’on ne connait qu’une solution particuliére de 1’équation (EH)
Soit y; solution particuliere de (EH).

En posant :

y = pr=y =nz+tuns
= ' =Wz +u)
= Y =iz +yd i

= ' =yl + 2y + 2.
Portant y, 3’ et ¢’ dans 'équation (EH) :
a(x)(yiz +2y12" + 112") + b(x)(yi2 + y12") + c(z)y12 = 0.
Comme

a(x)y” 4+ b(x)y" + c(x)y = 0,

on obtient :

a(z)y12" + (2a(2)y) + b(z)y1)2" = 0.
C’est une équation incompléte facile a intégrer.
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Exemple : Intégrer ’équation différentielle :

2.1

2y +ay —y=0, (EH)

y1 = x, est une solution particuliére de (EH).

On pose :
y=xz=19y =z+x =y =2+ 2"
Alors :
(
2222 +22") +w(z +22) —22 =0
= 2% + 23 o+ 2 —xr=0= 232"+ 3222 =0
7 —3 " -3
i 2 — Y| = 3|+
z x z x
/ Ky ¢
— =5 k=" =cte e R
x
k1 k1
\ :z:fﬁdxﬁz(m):—z—xz—i—c}
On obtient donc
k1
r) = ——+cox
y() o0 2
&1

= — +cox, ¢, o = ctes € R.
x

2°mEtape : Intégration de ’équation (E) :
Nous avons deux cas :
a) Dans le cas ou 'on connait une solution particuliére de I’équation (E), il suffit d’ap-

pliquer le théoréme :

Ye=YutYp
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Exemple : Intégrer ’équation différentielle :

2y +ay —y =2, (E)

1) Intégration de 1’équation homogene :

2y +xy —y =0, (EH)

D’aprés le paragraphe précédent :

c
yu(z) = b Col.
x

On cherche une solution particuliére sous la forme d’un plynéme d’ordre 3 :

yp = ax® +bx* +cx+d
= yp = 3az® + 2bx + d et y}, = 6ax + 20.

En substituant yp, y}; et yp dans léquation (E) et en comparant les coefficients de
I’équation, on trouve :
1

1
(a:§,b:c:d:O):yp:§x3.Donc

C1 1 3
Yo=— “+ Cox + gl’ .
xr
— =
YH Yp

b) Le cas ou 'on ne connait pas une solution particuliere :
On applique la théorie de la variation des constantes :
Soit :

yu(r) = ciyi(z) + caya(m),
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solution homogene (générale) de 1’équation homogene (EH) :
Posons :

y(z) = c1(z)y1 () + ca()ya(z).

Substituant yp, y}g, et y} dans I’équation complete (E), on obtient le systéme d’équations :

chy1(r) + chya(r) =0

iy () + eays (z) = @)

Ce systeéme d’équations avec pour inconnues ¢} (), c,(z) a une solution bien déterminée.

Intégrons les une fois trouvées :

er(z) = /1 c(x)dz + kr, co(x) = /2,C(x)dx + b,

avec kq, ko = cte € R.

Exemple : Intégrer ’équation différentielle suivante :
y' +y =tga, (E)

Equation différentielle linéaire de second ordre.
On cherche la solution générale sous la forme : ys=yu +yp.

1) On cherche yy (Intégration de I’équation homogene (EH),

y'+y=0, (EH)

vu = c1y1(x) + coyo(r) = ¢y cosx + cosin .
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2) On cherche yp (Intégration de ’équation complet (E)) :
Par la méthode de la variation des constantes
Posons :

y = ci(x) cosz + co(x) sin z.

Formons le systéeme d’équations :

clyi(x) + chya(x) =0,
(x)

a(z)’

~~

chyy(z) +chys (v) =

cjcosz + chsinx = 0,

c)(—sinx) + chcosz = tgx,

Multuplions la premiére équation de (S) par sinz et la seconde par cosz, puis on fait la

somme des deux équations,

2

¢/ cosxsinz + chsin®x — ¢} sinx cosz + ¢, cos? v = tgx cos x

= ¢) =sinz = co(x) = [sinzdr = cy(x) = — cosz + ko.

Portant ¢, = sinz dans la premiére équation de (S), on a

2

, . 9 , sin“ x
cicosT = —sin“z = ¢y} = —
Ly ( 2cosxl)
sin“ x cos“ T —
C = | - dr = [ —=d
1(:(:) f cos T v f COS X v

inz—1 )tx+7r‘+k
= Ssinxr — In — — .
92 1 1
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On déduit, alors la solution générale de (E) :

' yo= c1(x)cosx + co(x) sinx
T
4
. T w
— Z{l cos x + ko sinz — coszIn ‘tgg + Z‘

yH VvV
yp

) x
= (smx —1In ‘th +

+ k1> cos + (—cosx + ko) sinw

2.3.5 Equations différentielles linéaires du second ordre a coef-

ficients constants

On appelle ainsi toute équation de la forme suivante :

ay” + by +cy = f(x). (E)

avec a, b, et ¢ des constantes réelles.

Si f(z) = 0, I'équation est dite Homogene :

ay” + by’ + cy = 0. (EH)

Théoréme fondamental :
La solution générale y de (E) est la somme d’une solution générale y de I’équation

homogene (EH) et d’une solution particliére yp de ’équation non homogene (E) :

Ye=Yutyp

Méthode d’intégration :

1°7¢ Etape : Intégration de I’équation (EH)
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La solution générale de ’équation diff (EH) est donnée en fonction des racines 71 et 75

de I’équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0. Par le tableau suivant

r1, T La solution yg
r1 et ro réelles distinctes Y = 1€ + €™ ¢y, co = ctes € R.
r=o+ Zﬁ

yu = e [c1 cos B + cosin fz], ¢1, co = ctes € R
ro=a—1f3

r=ry =« yu = e* 1z + ), 1, co = ctes € R

2°meEtape : Intégration de 1’équation (E)
La détermination de la solution particuliere yp.
On cherche la solution particuliere y p par la méthode de la variations des constantes
ou par la méthode de coéfficients indéterminés :
-Lorsque f(z) appartient a certaines classe des fonctions on a :
1) Si
f(x) = e Py(x),

ou P,(x) est un polynéme d’ordre n. Nous avons deux cas :

a) Si a n’est pas racine de I’équation caractéristique, alors on pose :

yp = € Qu(),

ol () est un polynome d’ordre n des coefficients indéterminés.

b) Si « est racine de I’équation caractéristique, alors on pose :

yp = 2%**Q,(x), [k est Iordre de o, k =1,2].
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2) Si
f(z) = e* [P,(z) cos fx + Qp(x) sin fz] ,

ou P,(x), Qn(x) deux polynomes d’ordre n, m. Nous avons deux cas

a) Si a + if n’est pas racine de I’équation caractéristique, alors on pose :

yp = e [Sn(x) cos fx 4+ T(x) sin fx]

ou S,(x) et T,,(z) sont des polynomes de degré N = max {n, m}.

b) Si @+ if est racine de I’équation caractéristique, alors on pose :

yp = xze®® [Sy(x) cos fx + Ty (x) sin Sz,

ou S, (z) et T),(x) sont des polyndmes de degré N = max {n, m}.

Exemple : Intégrer I’équation différentielle

y" +y=uxsinz. (E)

La solution générale (E) est : yo = yug + yp

1) Intégration de I’équation homogene (EH), on cherche yy :

y' +y=0. (EH)

Equation différentielle linéaire de second ordre & coéfficients constants.
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L’équation caractéristique :

P+l=0=r==i(a=0,5=1),

donc

yu = e [cicosfr+ cosin Gz

= (1coST + cysinx, cq,co = ctes € R.

2) Intégration de 1’équation complet (E), on cherche yp :

Le second membre de I’équation (E) est de la forme :

f(z) = e* [P,(z) cos Br + Qp(z) sin fz] = xsinz,

avec: =0, =1, P,(z) =0, Qu(x) = z.

On a: a £ 18 = +i est racine de I’équation caractéristique, alors on pose :

yp = xze®® [Sy(x) cos fx + Ty (x) sin Sz,

ou S,(x) et Tp,(z) sont des polynomes d’ordre N = max{n, m} = 1.
Alors :
yp =z [(ax 4+ b) cosz + (cx + d) sinx]

les coefficients indéterminés étant {a, b, c,d}. En dérivant yp deux fois puis, en substi-

tuant dans 1’équation (E) et en identifiant les coefficients de cos x, x cosx, sinx et xsin x,
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dans les deux membres de 1’égalité, on trouve quatre équations :

r ( -1
20 +2d =0 G:I
:>< ,

—2b+2¢c=0 c=10

1

4a =0 d= -

\ . 4

donc
2 T
yp:Tcosx—l—Zsinx.

Finallement la solution générale de I’equation (E) est :

x? T
Yo = €1 COST + Ccysinx——cosx + —sin .
~ -4 4
A g
YH v

yp
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2.4 Exercices

Exercice 1 : Intégrer les équations différentielles suivantes ;

1.y V1—22+9% =0, 2. y’cosx:li,avecy(())zl.
ny

3.y =tanztany, 4. (22 4 2zy) dv + zydy = 0.
5.y = Y —l—sing, avec y (1) = T
T T 2

Exercice 2 : Trouver les solutions générales des équations différentielles suivantes :

1.y +y =22 2.2y —y=lInz,
3.y + Y _ arcsinz +z, 4.y — 3y = e,

1 — a2
5.9y cosx +ysinz =1+, 6.y +ay = 233

Exercice 3 : Résoudre les équations différentielles suivantes :

1.2y =1 . 2.y +yy =0.

3.y" — 4y =0. 4.y +y —2y=0.
Exercice 4 :
Trouver les solutions générales des équations différentielles suivantes :
1. y" — 2y + 2y = 22
2. y" — 2y +y = xe®.
Exercice 5 : Résoudre les équations différentielles suivantes :
1.xy’" —y =0,
2.y" +yy =0,
3. (1—2%)y" — 2xy + 2y = 0, I'équation admet y(z) = = solution particuliere.
4. y"+y —2y=0.
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Exercice 6 : Intégrer par la méthode de variations des constantes les équations

différentielles suivantes :

1
1.y — —y ==,
T

2 " 1 / i _ 2 l?r . h N .2 N 2 . d 1
<Y+ xy + ny = z°, I’équation homogene associée a cette équation admet les

1
solutions particuliéres y;(x) = —, yo(z) = .
x
1 1
3.y +y = .
cos T

Exercice 3 : Intégrer par la méthode de coefficients indéterminés, les équations
différentielles suivantes :

1.y + 4y = cos 2z,

2. 3" + 9y = sin 3z,

3.y" —y=3e*cosz,

4. y" + 2y + by = 2cos x.
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3.1 Les Séries Numérique

3.1.1 Définitions

Soit (uy,)nen une suite de nombres réels, la somme :

+o00o
E Up = Ug + UL+ oo Uy + Upg1 + ..
n=0
+0o0
est appelée Série numérique, notée Y u,, > Up, Y Up.
n=0 n>0

- Le nombre u,, est appelé terme général de la série
- Soit :

n
Sn = E Up = Uy + U + ... Up.
k=0

La somme partielle d’ordre n de la série ) w,.
n>0
- Considérons les sommes partielles :

S() = U(),Sl = U0+U,1,SQ = Ug + Uy +U3,...Sn = Uy + ... T Up.

- On définit une nouvelle suite (S, ),en dite la suite des sommes partielles, ou leur

terme général est définit par :
n
k=0

- Si la suite (S, )nen converge, c’est a dire s’il existe un nombre S tel que lim S, = S,

n—-+00
+o0o
la série est dite convergente vers sa somme S = Y u,.
n=0
- Lorsque lim S, n’existe pas, la série est dite divergente.

n—-4oo

78



Chapitre 111

Les Séries

Exemple

Soient les séries des termes générale suivantes :

1
1 n = 1\ GN*7
) u n(n+1) "
2) v, = n.
Solution :
1)
! =
Uy = ———
n(n+1)
n n 1
Sn = U = .
— — k(k+1)
Ecrivons :
1 1 1
un: = — — s
nn+1) n n+1
d’ou
- - 1 "1 1
S0 = Yw-Y - i
p p k(k+1) ~k k+1
B 1 1 1 1 P 1 1
B 2 2 3 n n+1
B 1
B n+1
Alors
1
S= lim S, = lim (1— ):1
n—-o0o n—-—4o0o fn,—|—1
Done 1 gy 1! |
onc la série u, est convergente vers S = — = 1.
2 & 2+ 1)
Du,=n=8,=> =2 k=1+2+...+n
k=0 k=0
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On peut écrire
Sp=14+2+.+(Mn—-1)+n,
Sp=n+Mn—-1)+..+2+1

On fait la somme des deux équations de (S), on obtient :

25, = (14+n)+(1+n)+..(1+n)

= n(l+n) =
n(l+n)
S = S
2
par suite on a,
1
S= lim S, = lim M:—i—oo
n——4oo n—-+o0o 2

Donc la série Y u, est divergente.

3.1.2 Propriétés fondamentales des séries

1. Condition nécessaire de convergence

Si la série E u, converge =—> lim wu, = 0.

n—-+o0o

Toute fois, I'inverse n’est pas nécessairement vrai, c’est & dire si lim u, = 0, la série
n—-+0o0o

>, peut étre aussi bien  convergente que divergente. Il s’ensuit que si nl_lg_looun £ 0,
la série est divergente.
2. La multiplication de la série ) u,, par une constante non nulle n’affecte ni la conver-
gence ni la divergence.

3. La supression (ou 'addition) d’un nombre finie de termes dans une série ne change

pas la nature de cette série.
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3.1.3 Série Géométrique

La série

Zr”:1+r+r2+...+r”+..,
n>0

avec r € R, est dite géométrique de raison r est :

I
- Convergente vers sa somme S = . si|r| < 1.
—r
- Divergente si |r| > 1.
Exemples :

].) Soit la série
n>0

PSSP, . 1 1
Série géométrique de raison r = 5 et |r| = 5 < 1, convergente vers la somme S =
1
—1 = 2.
1- =
2
NN . 1 1
2) > —3 | , série géométrique de raison r = ~3 et |r| = 3 < 1, convergente vers la
n>0
1 3
somme S = — 1=
14—
+ 3

3.1.4 Série de Riemann

1
Soit la série ), —, a € R. Série de Riemann
n>11
- Convergente si a > 1.
- Divergente si a < 1.

1
- Pour @ = 1, on a la série harmonique > —, divergente.
n>1
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3.1.5 Série de Bertrand

Soit la série de Bertrand

Z; a>0, 8>0;
n®(lnn)?’ ’ ’

n>2

alors :
1) Si a > 1 = La série convergente,
2) Si o« < 1 = La série divergente,
a) Si )1 = La série convergente,

3)Sia=1=
b) Si B(1 = La série divergente.

Exemple : La série

1
2 =)

n>2 n>2

1
est de Bertrand avec a« =1 et = 3 < 1. Cette série est divergente.

3.1.6 Critére de convergence des Séries a termes positifs

La série Y u,, est dite & termes positifs si Vn € N : w,, > 0.

1) Critére de comparaison

Soient > u, et > v, deux séries & termes positifs, telles que : Vn € N, u,, < v,. Alors :
a) Si > v, converge = »  u, converge.
b) Si Y u, diverge = > v,, diverge.

Exemples

1
1) Soit la série Y u, = >,

n>0 nson?+1
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On a:

La série Y v,

gente.

2) Soit la série Y u, = Y.

La série Y v,

I
n2+1_n2_vn'

Up =

1 :
= ). —, est de Riemann convergente, car o = 2 > 1, donc ) _ u, conver-
n>1"7

—;ona:
n>2 n>2 Inn

1 1
Inn<n=—=u,=—>—=u,.
Inn n

1
= > —, est Harmonique divergente, donc ) u,, divergente.
n>1 M

2) Critére d’équivalence

Soient Y u, et Y v, deux séries a termes positifs, telles que :

+o00 N . . un
Up ~ Uy, (Cestadire lim — =1#0,+00).
n—+oo0 Uy

Alors les deux séries sont de méme nature.

Exemples :

+o0
1) Soit la série > u, =Y
n=0

On a:

car

1
2" —n’
’un —= ~n — = ’Un7
2" —n 2n
1
n n— 2"
lim Un _ lim 2 = lim 7 =L
n—-+4o00 Un n—-4o00o i n—-+4o00o 2n(1 _ _)
2n 2"

“+00 “+o00

Comme la série > v, = > — est géométrique de raison r = 3 < 1 convergente, donc

n=0 n=0 2n

> u, convergente.
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2) Soit la série > u,

Les Séries
1
= > sin—.
n>1 n>1 n
On a:
. 1 —+o0 1
Uy =sin— ~ — =1,
n n
.1
sin — 1
car lim = 1. Comme la série Y v, = > —, est harmonique divergente alors
oo 1 n>1 1
n
+o0
u, divergente.
n=0
3) Critére de Cauchy
+o00
Soit la série ) wu, a termes positifs, on considére
n=0
1
lim Yu, = lim (u,)n =1,
n—-+00 n—-+00
alors :
1) Si l < 1 = la série convergente.
2) Sil > 1 = la série divergente.
3) Sil =1 = on ne peut pas conclure.
Exemple : Soit la série
+00 +00 2n
Sw=> (51
" n+1
n=0

En utilisant le critére de Cauchy, on a

on —1\°
li v nzl n—+oo | —_ 1 :417
n_lgloo\/u im, . (n+1> )
donc > u, divergente.
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4) Critére de d’Alembert

+o00
Soit > u, série a termes positifs telle que :
n=0
. Untl
lim — =1
n—-+oo Up,
Alors :

1) Sil < 1 = la série convergente.
2) Sil > 1= la série divergente.
3) Sil =1 = On ne peut pas conclure.

Exemple : Soit la série
3

—+00 —+00
n
n=0 n=0

En utilisant le critére de d’Alembert, on a

(n+1)°
lim 21— lim 371—?,
n—-4o0o Unp, n—-4oo n
3n
 ((n+1P® 3\ 1
= 1 T T ) =2 <1
niinoo ( 3n+l % n3 3

Donc la série Y u,, est convergente.

4) Critére d’Intégrale

Soit f(x) une fonction positive, continue et décroissante sur |0, + oo| telle que :
up, = f(n),Vn € N*,
alors 'intégrale f1+°° f(z)dz et la série > u, sont de méme nature.
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Exemple : Soit la série
+oo +oo
E Uy = E e ",
n=0 n=0

1
n x:e*:—x, nction itive, décroissan ntinue vu qu
Posons z cette fonction est positive, décroissante et continue e
e

f'(x) =—€" <0, Vx €]0, 4+ oo[. Alors, on a I'intégrale impropre suivante :

+o0 " .
1 1

n—+00 n—+oo J{
) _ ) B - 1
= i [=eTf] = dim [-em e = o <o

L’intégrale est convergente, donc la série > u, est donc convergente.

3.1.7 Séries a termes quelconques ( La convergence absolue)

Soit > wu, une série numérique qui peut prendre des valeurs positives et des valeurs
négatives.

Si la série ) |u,| est convergente, alors la série ) u, est convergente, et on dit dans ce
cas qu’elle est absolument convergente.

Exemples :

1) Soit la série

+o0 +oo .
sinn
D =)
n=1 n=1
On a
) sinn 1
Vn € N* [sinn| <1 = < —.
n? n?
+o0 +oo
La série ) 3 est de Riemann convergente ( car « = 2 > 1). par suite la série ) u,u,
n=1 n=1

absolument convergente donc elle est convergente.
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2) Soit la série

(D
2T e

on a

Z U, Z (_7112)71 < Z %, série convergente

n>1 n>1 n>1
== g u, absolument convergente,
n>1
= E u, convergente.
n>1
3) Soit la série
(=1)"
D un =)
n
n>1 n>1
r . . . .
On a, |u,| = —, série harmonique divergente donc »_ |u,| divergente. On ne peut pas
n n>1

conclure pour la série > u,. On doit utiliser une autre critére.

3.1.8 Séries Alternées

Soit la série

+oo +oo
3= Y1,
n=0 n=0
avec v, > 0. Série Alternée convergente si est seulement si :
1) lim v, = 0.
n—-+00
2) La suite (v,) est décroissante Vn € N.
ot (-1
Exemple : Soit Y u, = Y, ;
n=2 n=2 Inn
Cette série est alternée avec v,, = o’ alors
nn
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1

1) lim v, = lim — =0.
n—-+400 n—+oolnn
2) La suite (v,) est décroissante Vn € N* — {1}, car en posant f(z) = -, on a bien
vy = f(n) et
1
P = () =m0, Ve 1
Inx (Inx)? z(In z)? ’ ’

donc (v,,) est décroissante pour n > 2
+oo

Les deux conditions sont verifiées, on en déduit que la série > u, est convergente.
n=2

3.2 Suites et Séries de Fonctions

Dans les applications, on recontre souvent des fonctions définies ainsi comme sommes
de séries a termes variable. Il est donc important d’étudier les propriétés de ces séries, par
exemple savoir si elle sont convergentes ou non pour toutes les valeures de x, ou selement

pour certaines valeurs (domaine de convergence).

3.2.1 Suites de fonctions

Soit une suite de fonctions u, : [a, b] — R telle que z — u,(z), eventuellement a = —o0,
ou b = +oo.
Définition 1 : La convergence simple
Soit {u, ()}, .y une suite de fonctions réelles définie sur I = [a, b] C R.
- On dit que la suite {u,(x)}, . converge simplement vers la fonction u(z) sur [a, 0]

et on écrit :

un(x)cvﬂmp u(r) & lim wu,(r) =u(z), Vx € la, b].

[a, b] n—-+00

- Ce qui équivaut a :
Vace€la, b, Ve)0, I N(z, e) €N :n >N = |u,(z) —u(z)| <e.

88



Chapitre III Les Séries

Définition 2 : La convergence uniforme
- On dit que la suite {u, ()}, converge uniformément vers la fonction u(x) sur

la, b] et on écrit :

un( )CV. Unif

fa, 4]

u(z) < liIJ]ra sup |uy,(z) —u(x)| =0, ¥V z € [a, b].
n— O()[a/7 b]
Ce qui équivaut a :

Ve>0, AN(z, ) €N, Vz € [a, b] : n > N(e) = |un(x) —u(z)] < e.

Cette fois-ci N(¢) ne dépend que de € et ne dépend pas de x.

- Il est clair que
{u,(z)} CV-uniformément sur [a, b] = {u,(z)} CV-simplement sur [a, 0]

Exemple : Soit la suite de fonctions définie par :

n’z
Ve e R, Vn e N:u,(z) = Tt
Etudier la convergence simple et uniforme.
1) La convergence simple :
-Siz=0,u,(0) =0= nETooun(O) = 0.
-SizeRY, ) )
i @) = o = =0
n <E + 22)

On déduit alors que {u,(z)} converge simplement vers u(z) = 0 sur [0, + oof.
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2) la convergence uniforme : liIJqu sup |uy, (z) — u(x)| = 0.
n— OO[a7 b}

n’x

1+n3a2 ‘

_ n’x

B ‘ 1+ n3x?
n’x

o)~ )] = |

alors
oo nP(14+nPa?) —n®x(2zn®)  n?(1—nia?)

u, () = (1 + n322)? - (14 n3a2)2 "

Le signe de u,, () est dépend du signe de (1 — n®2?)

!

u, (1) =0=1-n’?=0= 0=

n3/2
Tableau de variations :
1
ul, (x) + 0 -
u"(n31/2)
un(z) 0/ N\ 0
Du tableau de variations, on a : Vz € R, ,Vn > 1:
1 1 4
SUp |t () — u(x)| = tn(—) = =n'/2
S ) ()] = w5 = 5

Donc :

lim sup |u,(z) —u(z)] = lim ? = 400 # 0.

n~>+00[07 +oo[ n—-+o0o

On déduit alors que {u,(z)} ne converge pas uniformément vers 0 sur [0, + ool.
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3.3 Séries de fonctions

3.3.1 Définition

Considérons une suite de fonctions réelles {u,(z)} _ définie sur [a, 0] CR.
- La série

Zun = up(x) + ur(x) + ..ty () + Upgr (x) + ...

est appelée série de fonctions.
- up(z) est le terme général de la série.

- Soit S, (z) la somme partielle de la série définie par :

Sp(z) = Zuk(x)
k=0

- L’ensemble des valeurs de = pour lesquelle la série de fonctions converge appelé le
domaine de convergence de la série.

+00
- La somme de la série est la fonction S(z) telle que > wu,(z) = S(z), et
n=0

lilil Sn(z) = S(x).
Exemples :

1) La série

+oo
Zx”, VreRetnelN.

n=0

Série géométrique de raison r = .

1 :
-converge vers sa somme S(z) = . ,sijz| < 1.
-

-et diverge si |z| > 1.
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Donc la série
+00 1

Z z" converge vers S(z) =

n=0

-1, 1f.
s )L 1

2) Soit la série de fonctions

100 n $n+1

+o00

X *
Zun(x)zzg—n_i_l,VxeRetneN.
n=1 1

On calcule la somme partielle : Vo € R,

n n $k mk-i—l
S0 = D) =5 -
k=1 k=1
132 5(12 1.3 " :I/,nJrl
- @—§)+<5—§>+ W ontl
:L,nJrl
n o +1

Alors, on a lim S,(z) = S(z) =

n—-+o0o

$n+l
lim S,(z) = lim {75 - } .
n—+o0o n—-—4oo n -+ 1

Pour calculer cette limite, on doit faire une discussion selon les valeurs de = € R :

)size]-1,+1[= lim 2" =0= lim S,(z) = .

—— n—-+o0
Dsizr=1= nEIEOOSn(x) = 1.

) sizr=-1= ngrfooSn(x) =—1.

Hhsiz<(—1= nl_i)glrloox”“ n’a pas de limite = nETOOSn(x)E.
S)siz>1= nl_igloox”“ = +o00 = nEIEmSn(x) = +00.

On peut conclure que Ji)un(x) converge vers S(x) = z sur [—1,+1].
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3.3.2 Propriétés de convergence d’une série de fonctions

a) La convergence simple :

La série de fonctions Z un($)c‘f('l—sljjm5(x) <= La suite {5,(x)} C‘L'L—S;ij(x).
n>0

b) La convergence uniforme :

La série Zun(x)cvﬁifb”(x) =

n>0
La suite {Sn(x)}cv%ﬁfS(:v) <= lim sup|S,(z) — S(x)| =0.

[ ’ b} n~>+00[a’ b]

Il est clair que

Zun(a:) cv-uniformément sur [a, b] = Zun(a:) cv-uimplement sur [a, b]
n>0 n>0

- La réciproque est fausse.

Exemple : Etudier la convergence simple et uniforme de la série de fonctions
+o0o
Z up(z) = Z ",
n>0 n=0

1) La convergence simple :

+00
> up(x) = Y a™. Série géométrique de raison r = z.

n>0 n=0
1
- Converge vers sa somme S(z) = ] , st |z (1.
—x
- Et diverge si |z| > 1.
“+oo
Donc la série > 2™ converge simplement vers S(x) = ,sur |—1, 1].
n=0 -
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En effet :

1_37n+1 cv. Sim 1
Sn(z) = T L S(z) = -

car pour :
Ve e]-1, I[= lim 2" =0.

n—-+0o

2) La convergence uniforme : lirf sup |Sp(x) — S(z)| =0

" 1 —gntt
Sn(z) = Zuk(x) =1
k=0
1 — l,n-i—l 1 $n+1 |$n+1’ 1
S,(z) — S = — = -
[Snle) = 5()] ’ -z  1-a2| |1—2|=1+|-a 2
D’ou,
1
sup |[Sp(z) —S(@)| <5 —=» 0,
]_1’ 1[ 2 n—-+00
donc

lim sup |, (x) — S(x)| # 0,

e B W |

en déduit que Y wu,(r) ne converge pas uniforme sur |—1, 1].
n>0

c) La convergence normale (critére de Weirstrass) :
Soit > wu,(z) une série de fonctions définie sur [a, b], s’il existe une série numérique
n>0

> a, convergente, telle que :
n>0

Vo € [a, b],Vn € N: |u,(2)| < a,.

Alors on dit que la série ) u,(x) converge normalement sur [a, b].
n>0
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Théoréme :

Z un(x) converge normalement sur [a, b = Z un(x) converge uniformément sur [a, 0.
n>0 n>0

Exemples :
I.n
1) Soit la série ) —, x € |-1, 1[. Etudier la convergence uniforme.
n>0 T
On utilise la convergence normale

On a:
1

Ve e -1, 1], =

=a,.
n2

:c”‘

1
Comme la série numérique ) | a, = ) —, est de Riemann convergente car a = 2 > 1.

n>1 n>1 "N
n

. x ,
Donc la série ) | — converge normalement sur |1, 1], par conséquent elle converge
n>1 "7

uniformément sur |—1, 1].

2) Soit la série

Etudier sa convergence uniforme.

On a:

COS NT 1
Vo € [0, +oof,Vn e N*: ’ . ’
n
La série numérique > a, = Y et est de Riemann convergente car & = 3 > 1. Donc la
n>1 n>1

. cos N )
série Y, ———, converge normalement sur [0, -+ oco[, par conséquent elle converge

n>1 n3
uniformément sur [0, + oof.

3.3.3 Théoréme fondamentaux sur les séries de fonctions

Théoréme 1 : La continuité de la somme d’une Série de fonctions

Si la série de foctions > w,(z) converge uniformément vers la somme S(x) sur [a, b], et
n>0
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si de plus toutes les fonctions u,(z), Vn € N, sont continues, alors S(x) est une fonction
continue sur [a, b].

Théoréme 2. Intégration :
Soit la série de fonctions > wu,(x) qui converge uniformément sur [a, b] vers sa somme
S(zx), si pour tout n € N, ﬁs fonctions w,(z) sont intégrables sur [a, b], alors :

i) La fonction S(x) est intégrable sur [a, b].

ii) La série numérique de terme général v,, = fa un(z)dz est convergente, de plus on a :

Vo€, b, /ab <:§§un(m)> ::i.;/abun(a:)d:z:.

Théoréme 3. Dérivation :
Soit Y wu,(z) une série de fonctions telle que :
n>0
a) Vn € N | les fonctions u,(z) sont de classe C* sur [a, b] (des fonctions continues et

leurs premieres dérivées sont continues).

b) La série dérivée Y u () converge uniformément sur [a, b] vers une fonction g(x) =

n>0
+oo ,
zjoun(x)
n—=
c) 3 xg € [a, b], tel que la série numérique Y u,(xg) est convergente.
n>0
Alors on a :

i) > u,(x) converge uniforme sur [a, b] vers sa somme S(x).
n>0
ii) La fonction S(x) est dérivable sur [a, b] et on a :

400 ! 400
510 =00 o= (0] = 3o
n=0 n=0
Exemple : On considére la série de fonctions définie par son terme géneral :

" x
fn(l‘):m, SUI'I:[O, 1] et n € N,
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—+o00

1- Montrer que la série de fonctions Y f,(z) converge uniformément sur /.

n=1
+oo
2- Montrer que la fonction S(z) = > f,.(z) est dérivable sur I.
n=1

Solution :

1- Pour étudier la convergence uniforme, on utilise la convergence normale :

On a : Ainsi, Vz € [0, 1], Vn € N* :

" " 1

<
nd(1+2m) = n3(1+4an)’

x
n3(1 + zn)

()| =

avec 0 < z" < 1.

De plus,
Ve e [0, 1],¥n e N : 2"+ 1> 1= n*(1+2") > n’.
D’ou :
1
+o00 1 “+o0o

Y. —, série de Riemann convergente car a = 3 > 1. Donc la série ) f,(z) converge

n=1T n=1
normalement par suite elle converge uniformément sur 1.

2- On utilise le théoréme de dérivation terme a terme des séries de fonctions :

i) Vn € N*, fu(z) € CY([0, 1], R), et

/ —
fnlz) = n3(1+a:” )
1 (nx” 114 a2 )—nm"lx”)
z"

(14 2m)?

n2(1+ an)?

ii) La série > f,(z) converge au moins en un point zo € [0, 1|, puisque cette série

converge uniforme sur /.
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+o0o
iii) > f!(z) converge uniforme sur I = [0, 1]
n=1

On utilise la cv normale, alors : Va € [0, 1], Vn € N*

, an_l
@) = | mary
xn—l
- n?(1+ am)?
1

— n2(l4an)?’
avec : 0 < "1 < 1.
De plus, Vx € [0, 1], Vn € N* :

n n 2 n\2 2 1 1
0<a"<1l=1+42">1 = n2(1+2")2>n* = — < —.
TL2(1 + xn)? n2

D’ou,

!/ < 1

) <
+o00 +o0
Comme la série ) — série de Riemann cv car a = 2 > 1. Donc la série ) f) ()
n=1T n=1
converge uniforme sur /.
+o00
On conclut que la série Y f,.(z) = S(x) est dérivable sur [0, 1], et Vo € [0, 1] on a:
n=1

§'(z) = (Z fn(:lf))

+oo

= ) @)
n=1
+0o :L,nfl

2 iy

n=1
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3.4 Seéries Entiéres

3.4.1 Deéfinitions

1) On appele série Entiére ou série de puissance, toute série de fonctions de la forme :

+oo +00
> un(@) = 3 anx’,
n=0 n=0

ou les a,, sont appellés les coefficients de la série.
+o0o
2) Il existe R € [0, + oo tel que la série entiere ) a,x™ converge et méme absolument
n=0
si |z] < R et diverge si || > R. L’intervalle |-R, +R[, s’appelle le domaine de
convergence.

3) R s’appelle le rayon de convergence de la série. Il est donné par I'une des deux

formules :
R = lim , ou bien R = lim
S P w40 ]
Théoréme :
400

Soit > a,x" série entiere. Il lui est associé un rayon de convergence R tel que :

a) Sin|:xo| <R = 2z € |-R, +R[ = la série converge.

b) Si x| > R =z € |—00, —R[U]+R, + oo[ = la série diverge.

Remarque :

1) Aux extrémités de l'intervalle, cad pour x = +R, la question de convergence ou de
divergence de la série proposée doit faire 'objet d’une étude spéciale.

2) Si R = 400, la série est converge partout Vo € |—oo, + oof.

3) Si R = 0, ce cas ne présente aucun intérét pratique.
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Exemple : Déterminer l'intervalle de convergence des séries entiéres suivantes :

oo M b +o0o x" +oo
a — _— C ex™.
)nzon!’ )nzzjol‘i‘ny )nZ::O
Solution :
P AL N 1
a) Y —, série entiére avec a,, = —, on a
n=0 n! n!
1
a, ) n!
R = Im = lim n!
n—-+o0o anJrl n—-+o0o ]_
(n+1)!
n+ 1)! n+ 1)n!
= llm(+)zlim + = 400
n——+00 n! n—-+00 n
“+o0o xn
R = 400, donc la série ) — converge partout, Vo € |—00, + o0
n=0 T:
b) 55 1 séric enti :
——— série entiére avec a,, = ——, on a
n=0 1 -+ n2 1 + TLQ
an
R = Ilim
n—+00 | Ap41
1
2 14 (1 2
—  lim | —1Ent oy M —
n—+00 1 n—-+00 (1 + n)2
1+ (1+4+n)?
+o0 n
R=1— converge sur |—1 ===
7;) 1 + n2 g ] ) + [
( 1) Si 1 > ! 1
ilr=1— série numérique) : —
) nzzjol‘i‘RQ( que) 1+n2 — n?
—+oc0o
> — Série de Riemann cv car a« = 2 > 1, d’aprés le critere
n=1
d ison, la série S —
e comparaison, la série Cv.
P 712::0 1+ n?
: e (- . )
2) Six=—1 = ) —, série alternée cv
\ n=0 1 +n
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+o00o :Un
On déduire donc que la série > 5 converge sur [—1, +1].
n=0 1 +n
+oo
c) > e'z" a, =" =
n=0

1 1 1

R= nEToo Va,| - nEIEOO(l/e_” e

1 .t 1 1
R = - = la série ) e"a™ converge sur 1 - 4+ - [, alors on a
e e

n=0 e
( 1 +o0o
1) Siz =+- = >_ 1 (série numeérique div car la condition
n=0
nécessaire de convergence n’est pas verifiée liI_P 1#£0.)
n—-+0oo
1 oo
2)Siz=——= > (—1)", divergente (méme argument) .
\ € n=0

oo 1 1
En conclusion, la série > e™z" converge sur } ——, +- [
n=0 € e
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3.5 Exercices

Exercice 1 : On considére la série numérique définie par son terme général :

/ 1
u, = In nt , n>1.
n

n
1. Calculer la somme partielle S,, = Z U
k=1
2. Calculer S, on déduire la nature de la série > u,,.
n>1
Exercice 2 : Etudier la convergence des séries de terme général :

2 _
L0, = B oy, onEs g nEVn
2n3 +1 n3 +2n 2n3 + 1
n " 3\" n3
(2n+ 1) " (4) n!
12 )
7. U, = (n!) 8. U,=ne™" 9. U, = sin g
(2n)! n
1 1
10. U, = 11. U, = sin(v/7dn? + 1) 12. U, =1 — cos —
n+lnn n
an nlnn a2n
13.U, = 2 4>0 14. U, = + 15.U, = — a4>0
ne (Inn) 1+ an
1 —1)" 1"
16. U, = 7.0, = =Y 18. 0, = U

nvinn

Exercice 3 : Etudier la convergence simple et uniforme des séries de fonctions sui-

(2n —1)* EET

vantes :
o0
D) > up(z) = > a™
n>0 n=0
2) 5 ST er N
GSz)= > = — : , et n e N*.
)n;1u($) ngln n+1 v E et

102



Chapitre III Les Séries

Exercice 4 : On considére la série numérique définie par son terme général :

7’L2$

Etudier la convergence simple et uniforme.
Exercice 5 :

1) Etudier la convergence uniforme des séries de fonctions suivantes :
n

i T
a) Lasérie ) —, r€]-1, 1[.
n>1 "N
. COS NI
b) La série )
n3
n>1
2) On consideére la série de fonctions définie par son terme général :

,x €10, +oof.

—nx

e

Vo el =[1,4o00[, fulz)= ST

Montrer qu’elle converge uniformément sur I.
Exercice 6 :

On considére la série de fonctions définie par son terme géneral :

J/.’I"L

fn(l‘) = m, sur [ = [0, ]_] et n € N*.,
+o00
1- Montrer que la série de fonctions Y f,(x) converge uniformément sur I.
n=1

+oo
2- Montrer que la fonction S(z) = > f,.(z) est dérivable sur I.
n=1

Exercice 7 : Soit

folz) =", Vn e N;Vr € R;

1. Soit a > 0. Montrer la convergence normale de la série de fonctions de terme général

fn(x) sur [a, +oo[. Cette série est-elle normalement convergente sur R™ = [0, +-00| ?

2. Soit f sa somme. Montrer que la fonction f est continue sur R¥ = ]0, +o0of.
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3. Montrer que la fonction f est dérivable sur R et que sa dérivée est donnée par :
+oo
VeeR; VneN; fl(x)=- Zne_m‘
n=0

4. Que se passe-t-il si z < 0.
Exercice 8 : Calculer le rayon de convergence et domaine de convergence des deux séries

entiéres suivantes :
n xn n

1- ° 2- > B-Zx—pour)\E]R*.

) M n’
nso 1 +n? n>0 9" +n "0 A

Exercice 9 : Déterminer le rayon et le domaine ouvert de convergence des séries entiéres

suivantes :
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La physique et la mécanique (vibrations) font souvent apparaitre des fonction pério-

diques. Rappelons qu’une fonction f périodique et de période T si

fa+T) = f(a).

Il est bien connu que les fonctions trigonométriques sin x et cos x sont périodiques et de
période 27. Les phénomeénes périodiques se rencontrent notamment en Acoustique, en

Mécanique, en Optique et en Electrotechnique. La variable est souvent le temps t.

4.1 Définitions

1) On appele série de Fourier une série de la forme :

400
ag + a1 cosx + by sinx + ag cos2x + by sin 2x + ... = ag +Zancosna:~l—bnsinnx, (1)

n=1
ou les constantes a,, b,, (n =1, 2, ...) sont appelés les coefficients de la série.
2) Si la série de Fourier converge pour toute x € R, sa somme S(x) est alors une

fonction périodique de période 27.

+o00o
S(z) =ag+ Z ay, cos(nx) + by, sin(nx).
n=1
Exemples :
1) 3+ Z( 1)" cos(nz) + 18sin(nz), ag = 3, a, = (—1)", b, = 18.
1 1
2) g—l— P = n) sin(nz), ag = g, a, =0, b, = ( n)
oo 5" 5"+ 3
3) 2 —tG cos(nz), ag = 0, ay, —_:6 , by, = 0.
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Remarque

On a la majoration

|a,, cosnx + by, sinnx| < |a,| + |by] .

+o0o +o0o

Si > a, et > b, sont absolument convergentes, alors la serie de Fourier est absolument
n=0 n=0

convergente et unifomément sur R, elle est donc continue et dérivable et intégrable terme

a terme.
Exemple :
+o0
Zcosn:c ‘COSTLSL“ < 1
< — = ap.
n? n? n?
n=0
+oo +0o0
La série numérique ) a, = Y —; étant absolument convergente, alors la série de
n=0 n=0

cosnx
n2

+o00
Fourier ) est absolument et uniformément convergente sur R, donc elle est conti-
n=0

nue et dérivable et intégrable terme a terme.

4.2 Determination des coefficients de Fourier

Supposons que la fonction f(z) définie sur R périodique de période 27 et intégrable
sur tout intervalle de longeur 27 soit représentée par une série de Fourier convergente

dans [—m, 7).

f(x) =ag+ajcosz + bysinz + ....a, cosnx + b, sinnzx + ... (2)

Alors on a :

1 s
a = o /_7r f(z)dz. (3)

1 ™
Vn >0, a,= —/ f(z) cosnzdex, (4)
™ —T
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Vn >0, b, = l/ f(z) sinnzdz. (5)
™ —Tr

A toute fonction f intégrable de période 27, en peut associer une série de fonction

dont les coefficients sont donnés par les formules d’intégrales (3), (4) et (5).

4.3 Séries de Fourier des fonctions paires et impaires

1- Si la fonction f(z) est paire, on trouve :
1 s
ap=— [ f(z)cosnzdz,
T Jo

2 ™
Yn >0, a, = —/ f(z) cosnzde,
T Jo
VYn >0, b,=0.

2- Si f(x) est impaire on obtient :
Vn >0, a, =0,

2 ™
Vn >0, b, = —/ f(z)sinnzdz.
T Jo

4.4 Les conditions de Dirichlet

Le probléme posé est : quelles sont les propriétés que doit posséder la fonction f(x)
pour que sa série de Fourier converge et que sa somme soit égale aux valeurs de f(x).
Nous allons énoncer un théoréme donnant les conditions suffisantes pour que la fonc-

tion f(z) soit représentable par une série de Fourier.
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4.4.1 Théoréme de Dirichlet

Si la fonction périodique f(x), de période 27, monotone par morceaux et bornée sur
[—m, m], alors :
sa série de Fourier converge partout et la somme S(x) est égale a la valeur de f(z) aux

points de discontinuité. La somme de la série de Fourier est égale : (moyenne arithmétique)

:L9+Ld:f(1’0+0)+f($0—0)

S(@) 2 2

Exemple 1 :
Donner un dévelopement des fonctions suivantes en série de Fourier :

1) Soit f(x) une fonction périodique de période 27 définit par f(z) =z, —7 <z < 7.

An/n ﬂﬁn/t
V-Im /“2]{ U/Zﬂ /lm !

Cette fonction est monotone par tranches et bornée. Elle admet donc un développement

en série de Fourier

- Calcul des coefficients de Fourier

1" 1 1,
ao—%/_ﬂf(x)daj—% xdx—4—[m]_7r—0.
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1 [7 1 [7
a, = —/ f(z) cosnzdr = —/ x cos nxdz
T ) . m

—T

1 [[xsinnz]”™ 1 /™ . cosnxi™
= = - — sinnzdx| = [ 5 ] =0.
T n .n n —

—T

1 [ I 1 17
b, = —/ f(z)sinnzdr = —/ rsinnxdr = — H_zcos nm} + —/ coS na:da:}
T ) . T . T —

n nJ_.
QCOSRW} 2(—1)" !

1 [=1 - 1 . T
= — |—|[mcosnm +mcosnw|" + — [sinnz|” | = |-

T | n T p2 n n

D’aprés le théoreme de Dirichlet, vu que f(x) est continue et monotone par morceaux,

on obtient la série :

+00 +oo
-1 n+1
flz) =ao+ Z(an cosnx + by, sinnx) = 22 Lsinn:v, Vo € |—m, 7.
n
n=1 n=1
(_1 n+1

+oo
Ona f(x)=2)>, sinnr = =
n=1

n
oo (—1)"H T

ZT)sinnw = 5

n=1

Cette egalité a lieu partout sauf aux points de discontinuités :

S(r) = f(—7r—0)2+ f(m+0) _ —7T2+7r _o.

S(—r) = f(—?T—O)—;f(—Tf—FO) _ —7r2~|—7r _o.
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Exemple 2 :
Soit f(x) = z?, une fonction périodique de période 2.

e clven 001 I it

La fonction f(z) est monotone par tranches, bornée et continue. Elle admet donc un

développement en série de Fourier :

Calcul des coefficients de Fourier :

( 1 1 [22]" 2
= — & 2d = — _— = —
o 27rf*”x v 27r[3]_7r 37
4 k oa
1 . 4 4(—1)" — R palr
ap = — ffﬂ 22 cosnxdr = 7rcoszmr = ( 2) = _22 ,
T n n — k impair
1 n
b, = — fj 2% sinnxdx = 0.
\ T ™

Comme f(z) est continue dans [—m, 7] et monotone par morceau, donc f(z) est égale a

sa série de Fourier

2 +00
a1 COSNT

+oo
, T
f(a:):ao—i-zl(ancosnx—l—bnsmnx):3—4;(—1) — Vo € ]—m, 7.
f(2) = 22 72 45( 1)"* cosnx
T)=1"= — —
3 — n?
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f (-1)""cosnz @  a?
— n2 1 4
L’égalité a lieu partout :
Siz=m:
9 2 4+§ (=1)""tcosnw w2 4+i (=1)+(=1)"
e g _— _ - —
3 — n? 3 — n?
2 +oo 2n+1
T (—1)
= ——4
3 ; n?
2 +oo
T 1
= 14N =
5 e
on en déduit la somme
+OO 1 B 7T2
— nZ2 6
Siz=0: .
7T2 o ( 1)n+1
0=——-4
3 ; n2
on en déduit la somme
+oo ( 1)n+1 B 7.‘_2
— n? 12

4.5 Série de Fourier des fonctions de période quel-

conque

Soit f une fonction périodique de périodew avec le changement de variable x = %, la

nouvelle fonction f (%) est alors de periode 27. En série Fourier, elle se developpe ainsi :
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we

(e

i

Qo . .
)= > + ajcost+ bysint + ... + a, cosnt + b, sinnt + ...,

avec a, = L [ f(t)cosntdt et b, =L [ f(t)sinntdt.

:‘:%ﬂ

En retournant a la variable x, on a :

t =3 = dt = {;dx, alors

W W
ap = i / f(z)cos <nljr/x) dx et b, = % / f(z)sin (nfz) dz,

et donc

ag > nWex . nWx
f(z) = 5+ ; <an cos + b, sin ) : (6)

™ ™

4.6 Série de Fourier sous forme complexe

Soit f périodique de période 27 representée par sa serie de Fourier :

flz) = % —l—Zancosn:U—i-bnsinm:.

n=1
) einac + e—inx ] eina} _ e—inx
Puisque cosnx = —— et sinnz = ————, alors
2 21
ao fo%e) einx + e—in:c ez‘nm _ e—z’nm
r) = — a, | ———— b, | ———
f(@) 2 +,;1 ( 2 + 2
ag = a, —1ib, . an, +1b, .
= — 4+ einT e~ inT.
2 nZ::l 2 2
a a, — by, a, + b, . . .
En posant ¢y = 50, Cp = — et c_, = —5 la série de Fourier de f s’écrit :
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f(l’) = ¢y + Z cneinm + C_nefznx’
n=1
ou sous forme plus compacte :
0 .
fle) = 22 ce™, (7)
n=—oo

c’est la forme complexe de la série de Fourier avec

17 |
- —i1nx Z.
Cn 27T/f(37)€ dr, n € (8)
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4.7 Exercices
Excercice 1
Développer en série de Fourier (en série de cosinus et sinus) des fonctions suivantes :
1) La fonction périodique de période (27), définie comme suit :
f(z) =z, pour —7 <z <.
2) La fonction de période 2, définie :

—1, pour — 7 <z <0
f(z) =

1, pour 0<z <7

3) La fonction périodique de période L > 0 définie comme suit :

F@) =], size [—g g}

Excercice 2

Soit la fonction périodique de période 27, définie par :
Vo € [0, 2n], f(z) = 2%

1) Développer cette fonction en série de Fourier.
+oo ] +oo 1
2) Calculer les sommes ) — et )|

e
n=1T n=1T
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Excercice 3

Dévelooper en série de Fourier la fonction périodique de période 27, définie par :

Vo € |-, ©|, f(z) =|z|.

Déduire la somme des séries suivantes :

“+o00

n=0 n=0

Excercice 4

Soit la fonction périodique de période 2,

Ve € [—m, 7|, f(x)=¢€"

1) Développer en série de Fourier la fonction f.

2) En déduire la valeur des sommes suivantes :

—+o00 —+o00

1 1)
z: 2 et::(z )
—n +1 —n +1
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5.1 Introduction

En mathématiques, la transformation de Laplace est une transformation intégrale,
c’est-a-dire une opération associant a une fonction f(¢) (a valeur dans R ou dans C ) une
nouvelle fonction dite transformée de Laplace de f(t), notée traditionnellement F'(p), via
une intégrale.

La transformation de Laplace est injective et par usage de tables, il est possible
d’inverser la transformation. Le grand avantage de la transformation de Laplace est que
la plupart des opérations courantes sur la fonction originale f(t), telle que la dérivation,
ou un décalage sur la variable ¢, ont une traduction (plus) simple sur la transformée F'(p).

Cette transformation fut introduite pour la premiére fois sous une forme proche de
celle utilisée par Laplace en 1774, dans le cadre de la théorie des probabilités.

La transformation de Laplace généralise la transformation de Fourier qui est
également utilisée pour résoudre les équations différentielles : contrairement a cette der-
niére, elle tient compte des conditions initiales et peut ainsi étre utilisée en théorie des
vibrations mécaniques ou en électricité dans I’étude des régimes forcés sans négliger le
régime transitoire. Elle converge pour toutes les fonctions qui, pondérées par une expo-
nentielle, admettent une transformée de Fourier ; par conséquent les fonctions admettant
une transformée de Fourier admettent toutes une transformée de Laplace, mais la
réciproque n’est pas vraie. De maniére générale, ses propriétés vis-a-vis de la dérivée per-
mettent un traitement plus simple de certaines équations différentielles, et est de ce fait

trés utilisée en automatique.
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5.2 Définition

Soit donnée une fonction de la variable réelle ¢ définie pour ¢ > 0 (parfois nous
estimerons que la fonction f(t) est définie dans l'intervalle infini —oco < t < oo, mais
f(t) =0 quand ¢t < 0). Nous supposons que la fonction f(¢) continue par morceaux, c’est
-a-dire telle que, dans chaque intervalle fini, elle posséde un nombre fini de discontinuités

de 1¢¢ espéce.

5.3 Existence et unicité

Pour assurer I'existence de certaines intégrales dans 'intervalle infini 0 < ¢ < 0o, nous
imposerons a la fontion f(¢) des restrictions complémentaires. Nous supposons précisé-

ment qu’il existe des nombres positifs constants M et sq tels que
[f(t)] < Me™* (1)

pour tout valeur de ¢ prise dans l'intervalle 0 < ¢ < oo.
Considérons le produit de la fonction f(t) par la fonction complexe de la variable réelle

t,ou p=a+ib(a > 0) est un nombre complexe :

e f (1) 2)
la fonction (2) est aussi une fonction complexe de la variable réelle ¢ :

e~ f(t) = e @V F() = e7o f(t)e ™ = e f(t) cos bt — ie~ f(t)sin bt.
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Considérons ensuite l'intégrale impropre

/OO e PHf(t) dt = /OO e " f(t)cosbt dt — i/oo e " f(t)sinbt dt. (3)

0 0 0

Montrons que si la fonction f (t) vérifie la condition (1) et a > sq, alors les intégrales du
second membre de 'égalité (3) existent et la convergence des ces intégrales est absolue.

Estimons d’abord la premiere de ces intégrales :

/ e ™ f (t)cos bt dt‘ < / e~ f(t) cos bt| dt
0

0
< M / e~ esotdt — M / e—(a=s0)t gy —
0 0

a— sy

On estime de méme la seconde intégrale. Ainsi, L'intégrale [~ e 7 f (t)dt existe. Elle

définit une certaine fonction de p, que nous désignerons par F(p) :

F(p) = / T p(0) dt. (4)

La fonction F' (p) est appelée transformée de Laplace ou image L ou simplement image
de f(t). La fonction f(t) est appelée original ou fonction objet. Le fait que F' (p) est

I'image de la fonction f (t) est noté de maniére suivante :

F(p) — f(1), (5)
f(t) «— Flp), (6)

soit encore
LA{f@®} = F(p). (7)
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Comme nous le verrons par la suite, Le sens de I'introduction des images réside dans le
fait qu’elles permettent de simplifier la résolution de nombreux problémes, en particulier,
de ramener la résolution des équations différentielles ordinaires & certaines opérations
algébriques simples permettant de trouver la fonction image. Connaissant 'image on
peut trouver l'original soit au moyen des tables préalablement composées < original-
image > (dictionnaire d’images), soit par les méthodes que nous exposerons plus bas.
Des questions se posent alors naturellement.

Soit donnée une certaine fonction F (p). Existe-t-il une fonction f (¢) dont F(p) est
I'image 7 Si elle existe, est-elle unique 7 Les deux questions recoivent une réponse positive
si F' (p) et f (t) satisfont & certaines conditions. En particulier I'unicité de I'image est
établie par le théoréme suivant que nous énoncerons sans démonstration :

Théoréme d’unicité. Si deux fonctions continues () et 1 (t) possédent une méme
image L F' (p), ces fonctions sont identiquement égales. Ce théoréme sera d’une grande

utilité pour tout ce qui suivra.

5.4 La transformtion des fonctions o((t),sint ,cost
I. La fonction f (t) ainsi définie

f() = 1lpourt>0,

f() = 0pourt<D0,
est appelée fonction unité de Heaviside et notée o (%) .
Trouvons I'image L de la fonction de Heaviside :

o0 e Pt 1
T A -t
0 p

p
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Ainsi,

: (8)

S

ou, plus exactement

1
og (t) — —.
o (t) p

Dans certains traités de calcul opérationnel, on appelle image de la fonction f ()

I’expression

F*(p) —p/ooo e P f(t) dt.

Dans ce cason a : 0q (t) «— 1 et, par conséquent, C' «— C', plus exactement C o (t) «—

II. Soit f (t) =sin t; alors

o0 Pt (—psint — cost 1
L{sint} = ePsint dt = ( psm cost) 0= 5
Ainsi,
. 1
smt%ijLl. (9)

III. Soit f (t) = cost; alors

> exp Pt (sint — pcost
L{COSt}Z/ e Pt cost dt = *P (2 p ) |oo= 2p ‘
0 p*+1 p?+1
Ainsi,
cost «— p . (10)
p*+1
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5.5 La transformtion des fonctions a échelle modifiée
de la variable indépendante sinat , cosat

Considérons I'image de la fonction f (at),ou a > 0:

L{f(at)} = /0 T e flat) dt.

Effectuons un changement de variable dans la seconde intégrale, posant z = at ; par

conséquent, dz = a dt ; nous obtenons alors :

Laﬂmnzész#fu>w

L{f(at)y ==F (%)
Ainsi, si
F(p) — (1),
alors
() — s g

Exemple 1. Nous obtenons immeédiatement de la formule (9) en vertu de (11) :

sinat «— —

ou

sinat «— ——— (12)
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Exemple 2. Nous obtenons de la formule (10) en vertu de (11) :

IR

cosat «— — ————
“ (81

c’est a dire

(13)

5.6 Linéarité

Théoréme. L’image de la somme de plusieurs fonctions, multipliées par des constantes,
est égale a la somme des images de ces fonctions multipliées par les constantes corres-

pondantes, autrement dit si

ft) = Z Ci fi(t) (14)

i=1

(C; sont des constantes) et

alors

F(p)=>_CiFi(p). (14)

i =1

Exemple 1. Trouver 'image de la fonction
f(t) = 3sin4dt — 2 cos 5t.

Solution. En vertu des formules (12), (13) et (14’) nous obtenons

4 5 P 12 2p
pPP+16 Tp2+25  pP+16 p?+25

L{f)}t=3
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Exemple 2. Trouver 'original dont I'image est donnée par 1’expression

_ 5, 2

F(p)

Solution. Représentons F' (p) de la maniére suivante :

) 2 P
=2 S +20 -
2p*+(2) P+ (3)

F(p)

Par conséquent, en vertu des formules (12), (13) et (14’) nous obtenons :
5 .
ft) = 5 sin 2t + 20 cos 3t.

Il découle du théoréeme d’unicité du 1 que c’est 'unique original qui correspond a la

fonction donnée F (p) .

5.7 Théoréme de déplacement

Théoréme. Si F' (p) est 'image de la fonction f (¢), alors F' (p 4+ «) est 'image de la

fonction exp™ f (t), autrement dit
si F(p) — f (1),

alors

F(p+a)—e f(t). (15)

(Nous supposons ici que Re (p + a) > so).
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Chapitre V Transformation de Laplace

5.8 La transformtion des fonctions exp (—at), sinh at,
cosh at, exp (—at)sinat, exp (—at) cosat

11 découle immeédiatement de la formule (8), en vertu de la formule (15), que

i et (16)
P+«
D’une maniére analogue
1
p—— — e, (16”)

Retranchant des termes de la relation (16°) les termes correspondants de la relation (16)

et divisant les différences obtenues par 2, nous obtenons :

1( 1 . 1 ) N l (e—at_e()ét>
2\p—a p+a 2

c’est a dire
«

m — Sil’lh at. (17)

De méme, en faisant la somme de (16) et de (16’), on a :

p
p? — a2

— cosh at. (18)

I1 découle de la formule (12) en vertu des formules (15) :

a

———— — ¢ “sinat. (19)
(p+a) +a?
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Chapitre V Transformation de Laplace

De la formule (13), en vertu des formules (15), il découle :

P+

—_— e % cosat (20)
(p+ ) + a?

Exemple 1. Trouver 'original si I'image est donnée par la formule

7

Fp)= ———
W)= g

Solution. Transformons F'(p) de facon a lui donner la forme de l'expression du

premier membre de la relation (19) :

7 7
PP+10p+41  (p+5)2+16

4
(p+5)° +42

7
4
Ainsi,

7 4
4(p+5)7 442

F(p) =

Par conséquent, en vertu de la formule (19), nous aurons :
T st
F(p) — 1€ sin 4t.

Exemple 2. Trouver 'original si I'image est donnée par la formule

p+3
F ==
)= i ap 0
Solution. Transformons la fonction F (p) :
p+3 e+ +2  p+1 N 2
p*+2p+10 (p+1°+9 (p+1)°+32 (p+1)°>+32
p+1 2 3

(p+1)°+32 3(p+1)°+32
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Chapitre V Transformation de Laplace

en vertu des formules (19) et (20) nous trouvons 'original

2
F (p) — e" cos3t + ge_t sin 3t.

5.9 Dérivation

5.9.1 La dérivation de la transformée

Théoréme. Si F' (p) — f (t), alors

(=1) F(p)—t"f (t). (21)

dpr
Exemple 1. Nous tirons de la formule (cf. (12))

a
p2_|_a2

o)
= / exp P sin atdt.
0

En dérivant les premier et second membres par rapport au parameétra p :

2
LZ — tsinat. (22)
(p? + a?)

Exemple 2. Nous obtenons de la formule (13) en vertu de la formule (21) :

2 _ 2
—ﬁ — tcosat (23)
P’ +a

Exemple 3. Nous obtenons de la formule (16) on vertu de la formule (21) :
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Chapitre V Transformation de Laplace

La transformation des dérivées

Théoréme. Si

L4/} = F(p),

alors

£{f(t)} = pF(p) — £(0). (24)

Considérons ensuite la transformée des dérivées d’ordre quelconque .
Portant dans la formule (24) l'expression pF(p) — f(0) au lieu de F(p) et remplacant
f(t) par f'(t). Nous obtenons

£41"(1)} = plpF (p) — f(0)] = £(0),

ou en ouvrant les parenthéses :

L{f"(®)} = p*F(p) — pf(0) = f'(0). (25)

L’image de la dérivée d’ordre n sera :

LL ) =p"F(p) = " (0) +p" 2 (0) + o+ pf2(0) + F0(0)] (26)

Les formules (24), (25) et (26) se simplifient si f(0) = f'(0) = ... = f®~Y(0) = 0 et dans
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Chapitre V Transformation de Laplace

| LU0} = F(o).
L{f'(t)} =p'F(p),

| £{/"(0)} =p"F(p).

Proposition. (le produit de convolution)

Soient f; et fodeux fonctions définies, continues et intégrables surt > 0;si £ {f1(t)} =

Fi(p) et £{fa(t)} = Fy(p) alors
L{(f1* f2)(t)} = F1(p) Fa(p), Re(p) > max {so, do}
ou sg et dy sont deux nombres positifs vérifiant :

If1(8)] < Me=0t et |fo(t)] < Me,

5.10 Tableau résumé de quelques transformées usuelles

Pour faciliter 'utilisation des transformée de Laplace des fonctions obtenues, nous les

groupons dans un tableau ci-dessous.
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Transformation de Laplace

N FG) = e | 1)
1L 1

2 | e sin at

3 | e cos at

4 zﬁ et

5 | ooz sh at

6 pz_pa2 chat

T | Grayrra e~ sin at
8 ﬁ% e % cos at
9 | tn

10 (pi% tsin at

11 0 pfjj;)z tcos at

12 0 :Q)Q te—at

13 m 53 (sinat — at cos at)
14 | (=1)"F™(p) t" f(¢)

15 | Fi(p)F2(p)

Jy () falt — )dr

5.11 Inversion de la transformée de Laplace

Pour inverser la transformée de Laplace, on utilise en général les tables et les régles

précédentes, Soit F'(p) une transformée de Laplace, dont I'original est donné par :

f&)y=£7{F(p)} =

1
2
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Chapitre V Transformation de Laplace

Cette derniére intégrale se calcule souvent en utilisant le théoréme des résidus.

5.11.1 Exemples

Exemple 1 Trouvons l'original dont I'image est donnée par I’expression

_ 5, 20

F(p)

Représentons F' (p) de la maniére suivante :

5 2
4202

2242 T3

F(p)
Par conséquent, en vertu des formules (12), (13) et (14’), nous obtenons :
5 .
f )= 5 sin 2t + 20 cos 3t.

Exemple 2 Trouvons l'original si transformée de Laplace est donnée par la formule

p+3
Fp)=—L"2
W)= oy 10

Transformons la fonction F' (p) :

p+3 _ p+D+2 p+1 N 2
p*+2p+10 (p+1)°+9 (p+1)°+32 (p+1)>+32
p+1 2 3

+2 .
(p+1)°+32 3(p+1)°>+32

En vertu des formules (19) et (20), nous trouvons 'original

2
F (p) — e 'cos 3t + ge_t sin 3t.
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Chapitre V Transformation de Laplace

5.12 Applications de la transformation de Laplace

La transformation de Laplace constitue une méthode puissante pour résoudre cer-
taines équations différentielles, certains systémes différentiels, et équations aux dérivées
partielles. Elle réduit le probléeme de résoudre une équation différentielle linéaire & coef-
ficients constants a un probléme algébrique. Dans ce chapitre, nous allons voir comment

on utilise la transformation de Laplace pour résoudre certaines équations différentielles.

5.12.1 Applications de la transformée sur les équations diffé-

rentielles

La résolution des équations différentielles linéaires par la méthode de Laplace se fait
en quatre étapes comme suit :

1) on établit I'équation différentielle a résoudre,

2) on applique les propriétés de dérivation et autres de la transformation de Laplace
a I’équation considérée,

3) on détermine la solution Z(p) de I’équation auxiliaire que l'on développe en
termes simples,

4) il reste & déterminer la solution x(t).

Soit donnée une équation différentielle linéaire du n-iéme ordre a coefficients constants
ag, 1, .., Gp_1, Gy

d"x A1z

d
o O e G aga(t) = (D) (27)

dgn—1 dt

Qo

on demande de trouver la solution x = z(t) de cette équation pour ¢ > 0, vérifiant
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Chapitre V Transformation de Laplace

les conditions initiales :
2(0) = 2o, 2'(0) = i), ..., 2D =27V, (28)

On rappelle que probleme & déja été résolu de la maniére suivante :

Nous cherchons d’abord la solution générale de ’equation (27) contenant n constantes
arbitraires ; ensuite nous déterminons les constantes de maniére que les conditions initiales
(28) soient vérifiées.

Nous exposerons maintenant une méthode plus simple de résolution de ce probléme, la
méthode du calcul opérationnel. Nous cherchons la transformée de Laplace de la solution
x(t) de I'équation (27) vérifiant les conditions (28). Désignons cette transformée L par
x(p) ainsi z(p) — x(t).

Supposons que la transformée de la solution de I’équation (27), ainsi que de ses déri-
vées jusqu’a lordre n existe (une fois la solution trouvée, nous pouvons vérifier la validité
de cette supposition).

Multiplions les deux membres de P'égalité (27) par exp ', od p = a + ib et intégrons

en t entre les limites 0 et oo :

R * _pd R —
ag e P'—dt + a4 e? dt+ ... +a, e Pa(t)dt = e P f(t)dt. (29)
0 dtr 0 dn=1 0 0

Dans le premier membre de 1’égalité nous avons la transformée L de la fonction x(t)
et de ses dérivées, dans le second membre la transformée de la fonction f(t) que nous

désignerons par F'(p). Par conséquent I’égalité (29) peut étre mise sous la forme

aOL{%} + alL{%} + .. ta, L{x(t)} = L{f(t)}.

Remplagant dans cette égalité les transformées de la fonction et de ses dérivées par les
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Chapitre V Transformation de Laplace

expressions (23), (25), (26), nous obtenons

ao{p"T(p) — [p" ‘xo + P22l + P 3xy + ..+ xénfl)]}
+a1{p"'T(p) — [p" wo + P 3xp+ ... + xén_2)]} (30)
+..+ a1 {pT(p) — 0} + anT(p) = F(p).

L’équation (30) est appelée équation auxiliaire ou équation image. Dans cette équation
I'inconnue est la transformée de Laplace Z(p) , que nous déterminons & partir de cette
équation. Transformons cette équation en laissant dans le premier membre les termes

contenant Z(p) :

Z(p)aop™ + arp" 4 o apap +an) = (30")

aolp" 'zo + PPy + o+ 3V + aa[p" 2w + PP+ + 2]

+..+ an_alpro + 0] + an_120 + F(p).

Le coefficient de Z(p) dans le premier membre de 1’égalité (30’) est un polynome en p
d’ordre n que 'on peut obtenir si dans le premier membre de I’équation (27), on remplace

les dérivées par les puissances correspondantes de p. Désignons-le par ®,,(p) :
D,(p) = aop” + a1p" ' + ... 4 A 1D + an. (31)

Le second membre de I’équation (30) est ainsi composé :
le coefficient a,,_; est multiplié par zg,

le coeflicient a,,_» est multiplié par pzo + ),

le coefficient a; est multiplié¢ par p"2x¢ + p" 3z + ... + xéﬂ*?)7

le coefficient agest multiplié par p"~ 'z + p"~ 2z} + p"3zy + ... + x(()"_l).
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On fait la somme de tous ces produits. Ajoutons encore la transformée du second membre
de I’équation différentielle F'(p). Tous les termes du second membre de I'égalité (30), F'(p)
excepté, constituent apres groupement des termes semblables, un polynoéme en p de degré
n — 1 dont les coefficients sont connus. Désignons-le par ®,,_1(p).

L’équation (30’) peut étre s’écrite ainsi :

Nous déterminons Z(p) a partir de cette équation

P, 1(p) F(p)
P, p) ®,(p)

z(p) = (32)
11 s’ensuit que Z(p) ainsi déterminé est la transformée de la solution z(¢) de I’équation (27),
vérifiant les conditions initiales (28). Si maintenant nous trouvons la fonction z*(¢) dont
la transformée de Laplace est la fonction Z(p), définie par I'égalité (32), il découlera alors
du théoréme d’unicité que x*(t) est la solution de ’équation (27) vérifiant les conditions

(28), autrement dit

Remrque. Si nous voulons trouver la solution de 1’équation (27) pour les conditions
initiales nulles : zy = 2 = 7, = ... = 13 > = 0, alors dans 1’égalité (32), nous aurons

®,,_1(p) = 0 et elle sera de la forme

ou
_ F(p)
app” + arp™ 4 o+ ap1p + an

(321)

£
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5.12.2 Exemples de résolution des équations différentielles par

la transformée de Laplace

ExempleTrouver la solution de 1’équation

dx n ]
_ xr =
dt

vérifiant les conditions initiales : x = 0 pour ¢t = 0.
Solution

Formant I’équation auxiliaire

1

1
Z(p)(p+1)=04+- ou ZT(p)=———.
p (p+1)p
Décomposons la fraction du second membre en éléments simples, nous obtenons :

_() 1 1
T = - - —.
b p p+1

Grace aux formules 1 et 4 du tableau, nous trouvons la solution
r(t)=1—e".

Exemple : Trouver la solution de I’équation

2

i
W—Fgl':l,

vérifiant les conditions initiales : 2o = z{; = 0 pour t = 0.
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Solution

Ecrivons ’équation auxiliaire (30”)

T 2 —1 ou T = —1

Décomposonn cette fraction en éléments simples, nous obtenons :

=1, 1
— _ 9 g
() (P2 +9) " p

En vertu des formules (1) et (3) du tableau nous trouvons la solution :

—1 1
x(t) = — cos 3t + —.

9 9
Exemple : Soit a résoudre
d*r  _dw
3 L9 =¢f
@ Ca T

avec les conditions initiales z(0) =1, 2/(0) = 0 pour ¢t = 0.
Solution

Le passage a la transformée de Laplace donne :

0P =3+ DL (a0} —p+3 = .

soit :
p? —4p+4 p—2 -1 1

£{x(t)} = =

G-+ 2p-10 -1 (17 p-1

La transformée de Laplace inverse d’une fraction rationnelle décomposée en éléments

simples s’obtient facilement :

z(t) = —te' +e' = (1 —t)e".
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Exemple : On cherche a résoudre

Az N de L5 -
—— 4+ 92— 4 5x =sin
dt? dt ’

avec les conditions initiales z(0) = 1, 2/(0) = 2 pour ¢t = 0.
Solution

Ecrivons ’équation auxiliaire (30”)
Z(p) (P +2p+5) =pl+2+21+ £{sint}

ou

1
— 2
2 5) = 44+ —-
Z(p)(p" +2p+5)=p+ o

d’ou nous trouvons Z(p) :

p+4 1
(P +2p+5) @P*+1)(@P*+2p+5)

T(p) =

En décomposant la derniére fraction du second membre en éléments simples, nous pou-

vons écrire :

Fp) = OLTL TPty
(P*+2p+5)  (P*+1)
donc
11 p+1 29 2 1 p 1 1

x(p)ZE(p+1>2+22+10_2-(p+ 12+22 10p2+1 5 p2+1

En vertu des formules (8), (7), (3) et (2) du tableau précédent, nous trouvons la solution
(t) 1o 2t+29 ~l gin 2t — — t+1 int
z(t) = —e ' cos —e 'sin2t — — cost + - sin
10 20 10 )

ou

11 29 1 1
x(t) = eft(l_o cos 2t + 20 sin 2t) — 1 cost + R sint.
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