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Introduction

Introduction
L�esprit de ce cours peut s�inscrit devant la nécessité de fournir, dans un langage

simple, les Outils Mathématiques exigés par les di¤érentes disciplines (Technologie, Chi-

mie, Biologie, Econométrie, ...) pour décrire et contrôler les phénomènes réels, que nous

avons décidé de présenter ces notes de cours. Ils résultent d�un enseignement de dix années

à l�université Farhat Abass, Sétif 1-Algérie.

Ce polycopie est conçu pour être un support utile pour les étudiants de la deuxième

années physique et chimie, troncs communs d�ingéniorat et licence Mathématiques. Ce

polycopie est composé de cinq chapitres.

Chaque chapitre commence par un exposé des dé�nitions, principes et théorèmes est

illustré par de nombreux exemples et des applications.

Le premier chapitre est consacré aux intégrales, le second aux équations di¤érentielles,

le troisième aux séries numériques, de fonctions et séries entières. Le quatrième chapitre

aux séries de Fourier. En�n, le dernier chapitre est consacré à la transformation de Laplace

et ces applications. On espère que nos chers étudiants sauront en tirer un meilleur pro�t.
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Chapitre I Les Intégrales

1.1 Les intégrales dé�nies

1.1.1 Quelques dé�nitions

1. Somme intégrale :

Soit f(x) une fonction dé�nie et bornée sur [a; b] avec :

a = x0 < x1 < ::: < xn < xn+1 = b

une partition arbitraire en n parties (Fig1). On appelle somme intégrale de la fonction

f(x) du [a; b] toute somme de la forme :

Sn =
+1X
n=0

f(�i)�xi (1)

o�u xi � �i � xi+1; et �xi = xi+1 � xi; 0 � i � n:

Figure 1
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Chapitre I Les Intégrales

Géométriquement, Sn représente l�aire de toute les réctangles de la �gure ci- dessues (Sn

est la sommes des surfaces de n réctangle).

2. Intégrale dé�nie (Intégrale au sens de Riemann) :

La limite de la somme Sn quand le nombre de partitions n ! +1 et �xi ! 0

s�appele intégral dé�nie de f(x) entre a et b, nous noterons cette limite

lim
n!1

Sn = I(f) =

Z b

a

f(x)dx:

La limite (2) existe quand f(x) est continue sur [a; b] ; on dit que f(x) est intégrable au

sens de Riemann. Géométriquement la valeur de cette intégrale représente l�aire limitée

par la courbe y = f(x), l�axe des x et les droites verticales x = a et x = b.

3. Propriétés :

Soient f(x) et g(x) deux fonctions intégrables sur [a; b], alors :

1.
Z a

a

f(x)dx = 0:

2.
Z b

a

f(x)dx =

Z c

a

f(x)dx+

Z b

c

f(x)dx; c 2 [a; b] :

3.
Z b

a

f(x)dx = �
Z a

b

f(x)dx:

4.
Z b

a

(f(x)� g(x))dx =
Z b

a

f(x)dx�
Z b

a

g(x)dx:

5.
Z b

a

�f(x)dx = �

Z b

a

f(x)dx; � 2 R:

6. Si a � x � b et m � f(x) �M; où m; M sont deux constantes, on a

m(b� a) �
Z b

a

f(x)dx �M(b� a):

7. Si a � x � b et f(x) � g(x); on a
Z b

a

f(x)dx �
Z b

a

g(x)dx:On dit que l�application

f ! I(f) est croissante.
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Chapitre I Les Intégrales

8.

����Z b

a

f(x)dx

���� � Z b

a

jf(x)j dx:

1.2 Les intégrales indé�nies

1.2.1 Primitive d�une fonction

Théorème 1 : Soit f(x) une fonction continue de [a; b] : On dit qu�une fonction dérivable

F (x) est une primitive de f(x) si

8x 2 [a; b] ; F 0(x) = f(x):

Théorème 2 : F (x) étant une primitive de la fonction continue f(x) sur [a; b] ; on a :

Z b

a

f(x)dx = F (b)� F (a)

1.2.2 Intégrale indé�nie

Dé�nition : on appelle intégrale indé�nie de la fonction f(x) et on note
Z
f(x)dx;

toute expression de la forme F (x) + c où F (x) est une primitive de f(x) et c est une

constante arbitraire.

Ainsi, par dé�nition
Z
f(x)dx = F (x)+c; si F 0(x) = f(x): De

plus, l�intégrale indé�nie représente une famille de fonctions y = F (x) + c:

Remarque

Toutes les propriètés de l�intégrale dé�nie restent vraies pour les intégrales indé�nie.

1.2.3 Méthodes d�intégrations

1. Changement de variable : Soit à calculer l�intégrale
R
f(x)dx.
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Chapitre I Les Intégrales

En posant x = '(t), où '(t) est une fonction continue dérivable inversible, on a :

Z
f(x)dx =

Z
f ['(t)] :'0(t)dt

Exemple : Calculer
R
x
p
1� xdx: Po-

sons t =
p
1� x; on a t2 = x� 1 et x = t2 + 1 =) dx = 2t dt:

Alors

Z
x
p
1� xdx =

Z
(t2 + 1)t22dt = 2

Z
(t4 + t2)dt = 2=5t5 + 2=3t3 + c

= 2=5(x� 1)5=2 + 2=3(x� 1)3=2 + c:

Remarque 2 : Dans certains cas il n�est même pas necessaire d�expliquer le changement

de variable. Par exemple

8><>:
R
tan dx =

R sin x
cosx

dx = �
R d(cosx)

sin x
= � ln jcosxj+ c:R

cotxdx =
R cosx
sin x

dx =
R d(sinx)

cosx
= ln jsin xj+ c:

2. Intégrales de quelques fonctions élémentaires

1.
R
xndx =

xn+1

n+ 1
+ c:

2.
R dx
x
= ln jxj+ c

3.
R
cosxdx = sinx+ c:

4.
R
sin xdx = � cosx+ c:

5.
R dx

(cosx)2
= tanx+ c:

6.
R dx

(sinx)2
= � cotx+ c:

7.
R
tan dx = � ln jcosxj+ c:

8.
R
cot dx = ln jsin xj+ c:
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Chapitre I Les Intégrales

9.
R
exdx = ex + c:

10.
R
axdx =

ax

ln jaj + c; a 6= 1:

11.
R dx

1 + x2
= arctan x+ c:

12.
R dxp

1� x2
= arcsinx+ c:

13.
R
sh (x) dx = ch (x) + c:

14.
R
ch (x) dx = sh (x) + c:

3. Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions dérivables, on a :

Z
udv = uv �

Z
vdu:

Exemples

1- I =
R
x sinxdx

On pose u = x et dv = sinx; on a du = dx et v = � cosx: Alors,

I =

Z
x sin xdx = �x cosx+

Z
cosxdx:

= �x cosx� sin x+ c:

2- J =
R
arctan dx

On pose u = arctan x et dv = dx; on a du =
1

1 + x2
dx; et v = x: Alors,

J =

Z
arctan dx = x arctanx� 1=2

Z
2x

1 + x2
dx

= x arctanx� 1=2 ln(1 + x2) + c

4. Fractions rationnelles :

-Si
P (x)

Q(x)
est une fraction rationnelle, o�u P (x) et Q(x) sont deux polynômes, dont le degré

de P (x) est plus petit que celui de Q(x): En décomposant les fractions élémentaires
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Chapitre I Les Intégrales

nous devons avoir :

A

(ax+ b)r
;

Ax+B

(ax2 + bx+ c)r
; où r = 1; 2; :::;

qui peuvent toujours être intégrées au moyen des fonction élémentaires :

Exemple

I =

Z
x

(x� 1)(x+ 1)2dx:

x

(x� 1)(x+ 1)2 =
A

x� 1 +
B

x+ 1
+

C

(x+ 1)2
:

A = lim
x!1
(x� 1) x

(x� 1)(x+ 1)2 = 1=4:

C = lim
x!�1

(x+ 1)2
x

(x� 1)(x+ 1)2 = 1=2:

x

(x� 1)(x+ 1)2 =
1=4

x� 1 +
B

x+ 1
+

1=2

(x+ 1)2

Pour x = 0 ; on a 0 = �1=4 +B + 1=2, donc B = �1=4: En�n

I =

Z
x

(x� 1)(x+ 1)2dx = 1=4
Z

dx

x� 1 � 1=4
Z

dx

x+ 1
+ 1=2

Z
dx

(x+ 1)2

= 1=4 ln jx� 1j � 1=4 ln jx+ 1j � 1

2(x+ 1)
+ c

= 1=4 ln

����x� 1x+ 1

����� 1

2(x+ 1)
+ c:
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Chapitre I Les Intégrales

5. Les fonctions rationnelles en sin x et cosx

Posons tg
x

2
= t; ona 8>>>>><>>>>>:

sin x =
2t

1 + t2
;

cosx =
1� t2
1 + t2

;

dx =
2dt

1 + t2
:

Exemple :

I =

Z
dx

1 + cos x+ sinx

Posons tg
x

2
= t; alors

I =

Z
dt

1 + t
= ln j1 + tj+ c = ln

���1 + tgx
2

���+ c:

6. Les fonctions rationnelles en ex

Posons

t = ex =) dt = exdx:

Exemple :

Pour t = ex; on a dt = exdx; et par conséquent

I =

Z
dx

1 + ex
:

I =

Z
dt

t(1 + t)

=

Z
dt

t
�
Z

dt

(1 + t)

= ln

���� t

1 + t

����+ c

= ln

���� ex

1 + ex

����+ c:
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Chapitre I Les Intégrales

7. Les intégrales de la forme
R
cos(2n+1) xdx;

R
sin(2n+1) xdx; n 2 Z+:

- Il est commode d�introduire la fonction auxiliaire de sin x dans le premier cas et cosx

dans le second.

Exemples :

1:

Z
cos3 xdx =

Z
(1� sin2 x)d(sinx)

=

Z
d(sinx)�

Z
sin2 xd(sinx)

= sinx� 1=3 sin3 x+ c:

2:

Z
sin5 xdx =

Z
sin4 sin xdx

= �
Z
(1� cos2 x)2d(cosx)

= �
Z
(1� 2 cos2 x+ cos4 x)d(cosx)

= � cosx+ 2=3 cos3 x� 1=5 cos5 x+ c:

8. Les intégrales de la forme
R
cos2n xdx;

R
sin2n xdx; n 2 Z+:

- Il est commode d�utiliser les formules :

cos2 x =
1 + cos 2x

2
; sin2 x =

1� cos 2x
2

;

et introduire la fonction auxiliaire de cos 2x:

Exemple

1:

Z
sin2 xdx =

Z
1� cos 2x

2
dx =

1

2
x� 1

4
sin 2x+ c:
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Chapitre I Les Intégrales

2:

Z
cos4 xdx =

Z �
1 + cos 2x

2

�2
dx

=

Z
1

4
dx+

1

2

Z
cos 2xdx+

1

4

Z
cos2 2xdx

=
1

4
x+

1

4
sin 2x+

1

8

Z
(1 + cos 4x)dx

=
3

8
x+

1

4
sin 2x+

1

32
sin 4x+ c:

1.2.4 Applications des intégrales dé�nies

Calcul d�Aire

Exemple 1 :

Calculer l�aire délimitée par les courbes (Fig 2), y=
p
x et y = x2:

Figure 2

14



Chapitre I Les Intégrales

Solution :

Trouvons les points d�intersection des courbes :
p
x = x2; x = x4; d�où x1 = 0; x2 = 1:

Par conséquent l�aire cherchée est la partie hachée de Fig 2, donner par l�integrale dé�nie :

A=
Z 1

0

p
xdx�

Z 1

0

x2dx =

Z 1

0

(
p
x� x2)dx = 2

3
x
3
2 � 1

3
x3
����1
0

=
1

3
unité de surface:

Exemple 2 :

Trouver la plus petite surface comprise entre le cercle x2+ y2 = 25 et la droite x = 3:

Figure 3

La surface cherchée est la partie hachée de Fig 3, donner par l�intégrale dé�nie :

S = 2

Z 5

3

ydx = 2

Z 5

3

p
25� x2dx:

Cas général :

Z p
a2 � x2dx = a2

2
arcsin

x

a
+
x

2

p
a2 � x2 + c:
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Chapitre I Les Intégrales

Alors :

S = 2

�
25

2
arcsin

x

5
+
x

2

p
25� x2

�5
3

= 2

�
25

4
� � 12

2

�
=
25

2
� � 12 unité de surface:

Calcul de longueur d�un arc de courbe

Exemple :

Trouver la longueur de l�arc de la parabole y = x2 de x = 0 à x = 1.

Figure 4

La longueur cherchée est donnée par l�intégrale dé�nie :

s =

Z
dABds:

Soient les points : M(x; f(x)); M 0(x+ dx; f(x+ dx)); d�aprés Fig 4,
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Chapitre I Les Intégrales

on a\MM 0 = [MM 0] ; alors :

ds = l(\MM 0) =
p
(dx)2 + (dy)2 = dx

s
1 +

(dy)2

(dx)2

ds = dx

s
1 +

�
dy

dx

�2
=
p
1 + f 02dx:

La longueur demandée est donc :

s =

Z A

B

ds =

Z A

B

p
1 + f 02dx =

Z 1

0

p
1 + 4x2dx

=

Z 1

0

p
1 + (2x)2dx:

Pour calculer l�intégrale, on pose t = 2x; donc dt = 2dx; alors

8<: x = 0 =) t = 0;

x = 1 =) t = 2;

par suite, en utilisant

Z p
x2 � a2dx = x

2

p
x2 � a2 � a2

2
ln
���x+px2 � a2���+ c;

on en déduit

s =
1

2

Z 2

0

p
1 + t2dt =

1

2

�
1

2
t(
p
1 + t2) +

1

2
ln(t+

p
1 + t2)

�2
0

=
1

2

p
5 +

1

4
ln(2 +

p
5) Unité de longueur.

Calcul de Volume

Exemple :

Soit la surface limitée par la parabole y2 = 8x; par la droite x = 2 et par l�axe des x.

Calculer le volume engendré par la rotation de cette surface autoure de l�axe des x:
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Chapitre I Les Intégrales

Solution :

Figure 5

On utilise un découpage en bandes verticales, comme dans la �gure 5. Quand le

rectangle d�approxiation de la �gure 5 tourne autour de l�axe de x, il engendre un disque,

dont le rayon est y, la hauteur�x, et le volume �y2�x; la somme des volume des n disque,

correspondant aux n réctangles d�approximation, est
P
�y2�x et le volume cherché est

donné par :

V =

Z
dV =

Z 2

0

�y2dx = �

Z 2

0

8xdx = 4�x2
��2
0
= 16� unité de volume:
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Chapitre I Les Intégrales

1.3 Intégrale Multiple

1.3.1 Intégrale double :

Soit f(x; y) une fonction de deux variables x et y supposée continue sur D sous ensemble

de R2 (Figure 6). On distingue trois cas :

Figure 6

a) Si D = f(x; y) 2 R2=a � x � b; y1(x) � y � y2(x)g :On a

ZZ
D

f(x; y)dxdy =

Z b

a

 Z y2(x)

y1(x)

f(x; y)dy

!
dx: (3)

b) Si D = f(x; y) 2 R2=c � y � d; x1(y) � x � x2(y)g :On a

ZZ
D

f(x; y)dxdy =

Z d

c

 Z x2(y)

x1(y)

f(x; y)dx

!
dy: (4)

c)

Si D = [a; b]� [c; d] (Pavé réctangle). On a

19



Chapitre I Les Intégrales

ZZ
D

f(x; y)dxdy =

Z a

b

�Z d

c

f(x; y)y

�
dx =

Z d

c

�Z b

a

f(x; y)dx

�
dy (5)

Remarque :

1- Si f(x) = F (x)�G(y) et D = [a; b]� [c; d] ; on a

ZZ
D

f(x; y)dxdy =

�Z a

b

F (x)dx

��Z d

c

G(y)dy

�
:

2- Si f(x; y) = 1 sur D; on a

I(f) =

Z Z
D

dxdy =

Z
D

dA = Aire de D:

3- Si f(x; y) 6= 1, alors l�intégrale double de f est la mesure de volume limité par la

surface (S) representant de f(x; y) dans R2; le plan xoy et le cylindre de section droite

D:(voir �gure 7).

Figure 7

Exemple :

Calculer

I =

ZZ
D

(x+ y)dxdy;

20



Chapitre I Les Intégrales

où

D =
�
(x; y) 2 R2= 0 � x � 1; x2 � y � x

	
:

On a

I =

ZZ
D

(x+ y)dxdy =

Z 1

0

Z x

x2
(x+ y)dxdy

=

Z 1

0

�Z x

x2
(x+ y)dy

�
dx

=

Z 1

0

��
xy + 1=2y2

��x
x2

�
dx

=

Z 1

0

�
3=2x2 � x3 � x4=2

�
dx

= x3=2� x4=4� x5=10
�1
0
= 3=20:

1.3.2 Passage en coordonées polaires

En posant 8>>><>>>:
x = r cos �

y = r sin �

dxdy = rdrd�

: r � 0; 0 � � � 2�;

on a ZZ
D

f(x; y)dxdy =

ZZ
4
f(r cos �; r sin �)rdrd�;
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Chapitre I Les Intégrales

Figure 8 : Elément de surface ds en coordonnées polaires

Exemple :

Calculer I =
ZZ

D

(x2 + y2)dxdy, avec D = f(x; y) 2 R2=; x2 + y2 � 1; y � 0g :

Pour cela, on considère le demi-disque D de centre (0; 0) et de rayon r = 1;et on passe

en coordonnées polaires (�; r) en posant8>>><>>>:
x = r cos �

y = r sin �

dxdy = rdrd�

:

On a 8<: x2 + y2 � 1 =) (r cos �)2 + (r sin �)2 � 1 =) 0 � r � 1:

y � 0 =) r sin � � 0 =) sin � � 0 =) � 2 [0: �] :

On obtient, par conséquent

I =

ZZ
D

(x2 + y2)dxdy =

Z 1

0

Z �

0

((r cos �)2 + (r sin �)2)rdrd�:

=

Z 1

0

Z �

0

r3d�dr =
r4

4

����1
0

�j�0 =
�

4
:
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Chapitre I Les Intégrales

1.3.3 Application des intégrales doubles au calcul d�aires et de

volumes

Exemple 1 : Calculer l�aire de la région du plan xOy délimitée par les courbes :

2y = 16� x2 et x+ 2y = 4:

Figure 9

Solution :

Lorsque x varie entre �4 et 4, y varie entre ymin =
1

2
(4� x) et ymax =

1

2
(16� x2):

Alors l�aire cherchée est la partie hachée de la �gure 3 donnée par l�intégrale double

suivant :

A =

Z 4

�4

"Z 1
2
(16�x2)

1
2
(4�x)

dy

#
dx =

Z 4

�4

�
�1
2
x2 +

1

2
x+ 6

�
dx

=

�
�1
6
x3 +

1

4
x2 + 6x

�4
�4
=
80

3
Unité de surface:
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Chapitre I Les Intégrales

Exemple 2 : Calculer l�aire du domaine limité par les courbes

y = 2� x2; y = x:

Solution :

Figure 10

Déterminons les points d�intersection des courbe données (Fig 10). Les ordonnées des

deux courbes sont égales en un point d�intersection :

x = 2� x2

=) x2 + x� 2 = 0

=)

8<: x1 = �2;

x2 = 1:

Nous avons obtenu deux points d�intersection :M1(�2;�2); M1(1; 1): L�aire cherchée est

donc

S =

Z 1

�2

 Z 2�x2

x

dy

!
dx

=

Z 1

�2
(2� x2 � x)dx

= [2x� x3

3
� x2

2
]1�2 =

9

2
:
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Chapitre I Les Intégrales

Exemple 3 :

Calculer le volume du corps limité par les surfaces x = 0; y = 0; x+ y+ z = 1; z = 0:

Solution :

V =

ZZ
D

(1� x� y)dydx;

Figure 11

où D est le domaine triangulaire du plan Oxy limité par les droites x = 0; y = 0;

x+ y = 1 ; c�est le domaine hachuré de la �gure 11. On a :

V =

Z 1

0

Z 1�x

0

(1� x� y)dydx

=

Z 1

0

�
(1� x)y � y2

2

�1�x
0

dx

=

Z 1

0

1

2
(1� x)2dx = 1

6
unité de volume:

1.3.4 Intégrale Triple

Soit f(x; y; z) une fonction de trois variables x; y et z supposée continue sur D sous

ensemble de R3:

On distingue trois cas :
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a) Si D = f(x; y; z) 2 R3= (x; y) 2 4; z1(x; y) � z � z2(x; y)g ; on a

ZZZ
D

f(x; y; z)dxdydz =

ZZ
4

 Z z2(x;y)

z1(x;y)

f(x; y; z)dz

!
dxdy: (5)

b) Si D = f(x; y; z) 2 R3=e � z � f; (x; y) 2 4zg ; on aZZZ
D

f(x; y; z)dxdydz =

Z f

e

�ZZ
4z

f(x; y; z)dxdy

�
dz: (6)

c) Si D = [a; b]� [c; d]� [e; f ] (Parallélépipède), on a

8>>>><>>>>:

ZZZ
D

f(x; y; z)dxdydz =
R b
a

�R d
c

�R f
e
f(x; y; z)dz

�
dy
�
dx

=
R b
a

�R f
e

�R d
c
f(x; y; z)dy

�
dz
�
dx

=
R f
e

�R d
c

�R b
a
f(x; y; z)dx

�
dy
�
dz:

(7)

Remarques

1- Si f(x; y; z) = F (x)�G(y)�H(z) et D = [a; b]� [c; d]� [e; f ] ; on a

ZZZ
D

f(x; y; z)dxdydz =

�Z a

b

F (x)dx

��Z d

c

G(y)dy

��Z f

e

H(z)dz

�
:

2 - Si f(x; y; z) = 1; on a

ZZZ
D

dxdydz =

Z
D

dV = volume de D:

3 - Si f(x; y; z) 6= 1; on a

ZZZ
D

f(x; y; z)dxdydz = Le quadri-volume sous le graphe de f(x; y; z):

Comme l�intégrale triple d�une fonction continue est la mesure en 4 dimension d�un objet

dans R4; on ne peut pas donner une illustration.
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Cependant, de nombreuses interprétations physiques sont possibles, le tout dépendant

des interprétations de la fonction f(x; y; z); Par exemple, si f(x; y; z) est la densité du

corps au points (x; y; z), l�intégrale triple sur D donne sa masse totale

m =

ZZZ
D

�(x; y; z)dxdydz:

Exemple

Calculer I =
ZZZ

D

xyzdxdydz; avecD = f(x; y; z) 2 R3= 0 � x � 1; 0 � y � 1; 0 � x � 1g :

Solution Comme

la fonction f(x; y; z) = xyz est à variables séparables, alors

I =

ZZZ
D

xyzdxdydz =

Z 1

0

xdx�
Z 1

0

ydy �
Z 1

0

zdz

=
1

2
x2
�1
0

1

2
y2
�1
0

1

2
z2
�1
0

=
1

8
:

Passage en coordonnées cylindriques

En posant 8>>>>>><>>>>>>:

x = r cos �

y = r sin �

z = z

dxdydz = rdrd�dz

r > 0; 0 � � � 2�;

on a, ZZZ
D

f(x; y; z)dxdydz =

ZZZ
4
f(r cos �; r sin �; z)rdrd�dz
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Figure 12 : Elément de volume dV en coordonnées cylindriques

Exemple Calculer le volume

V =

ZZZ
D

dxdydz; avec D = f(x; y; z) 2 R3= 4z = x2 + y2; z = 4g :

Solution

Le domaine D représenté par la �gure 13.

Figure 13

On utilise les coordonnées cylindriques.
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En posant 8>>>>>><>>>>>>:

x = r cos �

y = r sin �

z = z

dxdydz = rdrd�dz;

on a 8<: 4z = x2 + y2 =) z =
(r cos �)2 + (r sin �)2

4
=
r2

4
=) r2

4
� z � 4

0 � � � 2�; et 0 � r � 4

V =

ZZZ
D

dxdydz =

Z 2�

0

Z 4

0

 Z 4

r2

4

rdz

!
drd� =

Z 2�

0

Z 4

0

�
rz]4r2

4

�
drd�

=

Z 2�

0

d�

Z 4

0

�
4r � r3

4

�
dr = (�]2�0 )

 
2r2 � r4

16

�4
0

!
= 32�:

1.3.5 Passage en coordonnées sphériques

En posant 8>>>>>><>>>>>>:

x = r sin � cos'

y = r sin � sin'

z = z cos �

dxdydz = r2 sin �drd�d'

r > 0; 0 � ' � 2�; 0 � � � �;

on aura

ZZZ
D

f(x; y; z)dxdydz =

ZZZ
4
f(r sin � cos'; r sin � sin'; z cos �)r2 sin �drd�d'
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Figure 14 : Elément de volume dV en coordonnées sphériques

Exemple :

Calculer l�intégrale triple

I =

Z Z Z
V

zdxdydz;

avec

V =
�
(x; y; z) 2 R3= x2 + y2 + z2 � R2; z � 0

	
:

En coordonnées sphériques, l�intégrale I devient :

I =

Z Z Z
4
r3 sin � cos �drd�d':

où

4(r; �; ') = [0; R]�
h
0;
�

2

i
� [0; 2�] ;
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on a donc

I =
1

2

Z Z Z
4
r3 sin 2�drd�d'

I =
1

2

Z R

0

r3dr

Z �
2

0

sin 2�d�

Z 2�

0

d'

I =
1

2

 �
1

4
r4
�R
0

�
�
�1
2
cos 2�

��
2

0

� [']2�0

!
=
�R4

4
:

Exemple : Application

Chercher le volume et la masse totale du domaine limité par le cylindre parabolique

z = 4 � x2 et les plans x = 0; y = 0; y = 6 et z = 0; en supposant la densité constante

et égale à �:

Solution : Le domaine D est représenté par la fugure 15.

Figure 15
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1) Le volume cherché est

V =

Z Z Z
D

dxdydz =

Z 2

x=0

Z 6

y=0

Z 4�x2

z=0

dzdydx

=

Z 2

x=0

Z 6

y=0

(4� x2)dydx =
Z 2

x=0

(4� x2)y
��6
y=0

dx

=

Z 2

x=0

(24� 6x2)dx = 32 unité de volume:

2) La masse totale est

m =

Z Z Z
D

�dxdydz

=

Z 2

x=0

Z 6

y=0

Z 4�x2

z=0

�dzdydx

= 32� unité de masse.
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1.4 Intégrales Impropres

Dé�nition : L�intégrale dé�nie
R b
a
f(x)dx est dite Intégrale Impropre si :

a) La fonction f(x) possède un où plusieurs points de discontinuité sur [a; b] :

b) L�une au moins des bornes d�intégration est in�nie (�1) :

1.4.1 Intégrale d�une fonction discontinue

a) Si f(x) est continue sur [a; b[ ; mais discontinue en x = b:

On dé�nit : Z b

a

f(x)dx = lim
x!b

Z x

a

f(t)dt:

b) Si f(x) est continue sur ]a; b] , mais discontinue en x = a:

On dé�nit : Z b

a

f(x)dx = lim
x!a

Z b

x

f(t)dt:

c) Si f(x) est continue sur [a; b] ; sauf au point c 2 ]a; b[ :

On dé�nit

Z b

a

f(x)dx =

Z c

a

f(x)dx+

Z b

c

f(x)dx

= lim
x!c+

Z x

a

f(t)dt+ lim
x!c�

Z b

x

f(t)dt:

1.4.2 Intégrale d�une fonction à bornes in�nie

a) Si f(x) est une fonction continue sur [a; +1[ ;

on dé�nit : Z +1

a

f(x)dx = lim
x!+1

Z x

a

f(t)dt:
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b) Si f(x) est une fonction continue sur ]�1; b] ;

on dé�nit : Z b

�1
f(x)dx = lim

x!�1

Z b

x

f(t)dt:

c) Si f(x) est continue sur ]�1; +1[ ;

on dé�nit :

Z +1

�1
f(x)dx =

Z a

�1
f(x)dx+

Z +1

a

f(x)dx

= lim
x!�1

Z a

x

f(t)dt+ lim
x!+1

Z x

a

f(t)dt:

Remarque Dans le cas où la limite existe (i.e. cette limite vaut un nombre réel

unique), l�intégrale est dite convergente. Dans le cas contraire, l�intégrale est dite di-

vergente.

Exemple 1 :Calculer I1 =
Z 1

0

1p
x
dx: La

fonction f(x) =
1p
x
étant discontinue en x = 0; alors

I1 =

Z 1

0

1p
x
dx = lim

x!0

Z 1

x

1p
t
dt

= lim
x�!0

(2
p
t
i1
0
)

= lim
x�!0

2(1�
p
x) = 2:

Donc I1 converge vers 2.

Exemple 2 : Calculer I2 =
Z 3

0

1p
9� x2

dx:
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La fonction f(x) =
1p
9� x2

est discontinue en x = 3, alors

I2 =

Z 3

0

1p
9� x2

dx = lim
x!3

1

3

Z x

0

1q
1� ( t

3
)2
dt

= lim
x!3

�
arcsin

t

3

�x
0

= arcsin 1 =
�

2
:

Donc I2 converge vers
�

2
:

Exemple 3 : Calculer I3 =
Z +1

0

1

1 + x2
dx:

La fonction f(x) =
1

1 + x2
n�est pas bornée, alors :

I3 =

Z +1

0

1

1 + x2
dx

= lim
x�!+1

Z x

0

1

1 + t2
dt

= lim
x�!+1

arctan t]x0

= lim
x�!+1

[arctanx� arctan 0] = �

2
:

Donc I3 converge vers
�

2
:

Exemple 4 : Calculer I4 =
Z +1

�1

1

x2
dx:

La fonction f(x) est discontinue en x = 0 2 [�1; + 1] ; alors on peut écrire I4 sous la

forme :

I4 =

Z +1

�1

1

x2
dx =

Z 0

�1

1

x2
dx+

Z +1

0

1

x2
dx:
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On obtient, par conséquent

I4 = lim
x�!0+

Z x

�1

1

t2
dt+ lim

x�!0�

Z 1

x

1

t2
dt

= lim
x�!0+

�
�1
t

�x
�1
+ lim
x�!0�

�
�1
t

�1
x

= lim
x�!0+

�
�1
x
+ 1

�
+ lim
x�!0�

�
1 +

1

x

�
= �1+1

Donc nous avons deux intégrales divergentes, par conséquent l�intégrale I4 diverge.

Remarque : Ils existent des critères similaires quand une borne d�intégration est (�1),

(un changement de variable x = �y change la borne d�intégration en +1).

1.4.3 Critères de convergence dans le cas des fonctions posi-

tives

1. La convergence des intégrales des fonctions particulières

1. l�intégrale
Z +1

a

dx

x�
converge si � > 1 et diverge si � � 1:

2. l�intégrale
Z b

a

dx

(x� a)� converge si � < 1 et diverge si � � 1:

3. l�intégrale
Z b

a

dx

(b� x)� converge si � < 1 et diverge si � � 1:

4. l�intégrale
Z +1

a

e��xdx converge si � > 0 et diverge si � � 0:

2. Critères de comparaison

Theorème :

Soit f(x) et g(x) deux fonctions continues positives sur [a; +1[ veri�ant :

0 < f(x) � g(x):
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Alors :

- Si
Z +1

a

g(x)dx converge =)
Z +1

a

f(x)dx converge.

- Si
Z +1

a

f(x)dx diverge =)
Z +1

a

g(x)dx diverge.

Exemple 1 : Etudier la convergence de l�intégrale

I =

Z +1

a

e�x
2

dx:

Pour x > 1 , on a e�x
2
< e�x;

l�intégrale I =
Z +1

a

e�xdx converge donc I =
Z +1

a

e�x
2
dx converge.

Exemple 2 : Etudier la convergence de l�intégrale

Z +1

1

dx

x2(1 + ex)
:

Soit f(x) =
1

x2(1 + ex)
; pour x � 1; on a 1 + ex > 1 =) x2(1 + ex) > x2 =)

f(x) =
1

x2(1 + ex)
<
1

x2
= g(x);

alors Z +1

1

dx

x2(1 + ex)
<

Z +1

1

dx

x2
:

Comme l�intégrale
Z +1

1

dx

x2
converge car � = 2 > 1; alors

Z +1

1

dx

x2(1 + ex)
converge éga-

lement.

Théorème : Soit f(x) et g(x) deux fonctions continues positives sur [a; b[;veri�ant :

0 < f(x) � g(x)

Alors :

- Si
Z b

a

g(x)dx converge =)
Z b

a

f(x)dx converge.
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- Si
Z +1

a

f(x)dx diverge =)
Z +1

a

g(x)dx diverge.

Exemple 3 : Etudier la convergence de l�intégrale

Z 1

0

dx

1� x4 :

On a : 1� x4 = (1� x2)(1 + x2) = (1� x)(1 + x)(1 + x2):

Pour 0 � x � 1; on a 1 � 1 + x < 2 et 1 � 1 + x2 < 2; on fait le produit des deux

inégalités, on a

1 � (1 + x)(1 + x2) < 4; d�ou

(1� x) � (1� x)(1 + x)(1 + x2) < 4(1� x) =)

f(x) =
1

1� x4 �
1

4(1� x) = g(x);

alors Z 1

0

dx

4(1� x) �
Z 1

0

dx

1� x4 :

Comme l�intégrale
1

4

Z 1

0

dx

(1� x)diverge car � = 1; on en déduit que
Z 1

0

dx

1� x4 diverge.

Remarque : Les résultats obtenus précedemment pour [a; b[ restent vrais pour ]a;

b]; avec des modi�cations évidentes.

3. Critère d�équivalence

Théorème :

Soit f(x) et g(x) deux fonctions positives continues sur [a; +1[ veri�ant :

f(x)
+1� g(x); (i-e lim

x�!+1

f(x)

g(x)
= 1);
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alors, les intégrale
Z +1

a

f(x)dx et
Z +1

a

g(x)dx sont de même nature.

Remarque : Même résultat pour l�intervalle ]�1; b[:

Exemple 1 : Etudier la convergence de

I =

Z +1

1

xp
x4 + x2 + 1

dx:

On a :

f(x) =
xp

x4 + x2 + 1

+1� 1

x
= g(x):

L�intégrale
Z +1

1

g(x)dx =

Z +1

1

1

x
dx diverge car � = 1; donc l�intégrale I diverge aussi.

Théorème :

Soit f(x) et g(x) deux fonctions positives continues sur [a; b[; veri�ant :

f(x)
b� g(x); (i-e lim

x�!b

f(x)

g(x)
= 1);

alors les intégrales
Z b

a

f(x)dx et
Z b

a

g(x)dx sont de même nature.

Remarque : Même résultat pour ]a; b]:

Exemple 2 : Etudier la convergence de

I =

Z b

a

xp
(x� a)(x� b)

dx:

Pour x �! b; on a

f(x) =
xp

(x� a)(x� b)
b�

bp
(b� a)p
(x� b)

=
kp
(x� b)

;

où k =
bp
(b� a)

:
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Comme l�intégrale
Z b

a

kp
(x� b)

dx converge car � =
1

2
< 1; alors I converge également.

Remarque : Les critères de comparaison étudiés pour les fonctions positives s�appliquent

également pour les fonctions négatives, il su¢ t de considérer l�intégrale
Z b

a

(�f(x))dx =

�
Z b

a

f(x)dx:

1.4.4 Intégrales absolument convergentes et semi convergentes

Soit f(x) une fonction à signe variable continue sur [a; +1[. On dit que

1-
Z +1

a

f(x)dx est absolument convergente si
Z +1

a

jf(x)j dx est convergente et on a :

Z +1

a

jf(x)j dx converge =)
Z +1

a

f(x)dx converge.

2- Si
Z +1

a

f(x)dx converge mais
Z +1

a

jf(x)j dx diverge, alors
Z +1

a

f(x)dx est dite

semi-convergente.

Remarques :

1. Même résultat pour les autres cas d�intervalle [a; b[; ]a; b] et ]�1; b]:

2. Tous les critères utilisés pour les intégrales avec des intégrandes non négatifs (fonc-

tions positives) peuvent être utilisés comme critères de convergence absolue.

Exemple 1 : Etudier la convergence de l�intégrale

Z +1

1

sin x

x3
dx:

La fonction f(x) =
sinx

x3
est à signe variable, on a

����sin xx3
���� � 1

x3
;
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mais
Z +1

1

1

x3
dx converge car � = 3 > 1; par conséquent l�intégrale

Z +1

1

����sin xx3
���� dx

converge, donc l�intégrale
Z +1

1

sinx

x3
dx converge absolument par suite converge.

Exemple 2 :

Etudier la convergence de l�intégrale

Z 4�

�

sin x
3
p
x� �

dx:

La fonction f(x) =
sin x

3
p
x� �

n�est pas continue en x = �;

on a ���� sin x3
p
x� �

���� � 1
3
p
x� �

:

Or l�intégrale
Z 4�

�

1
3
p
x� �

dx =

Z 4�

�

1

(x� �) 13
dx converge car � =

1

3
< 1: D�après le

théorème de comparaison, on conclue que
Z 4�

�

sin x
3
p
x� �

dx converge.
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1.5 Exercices

Exercice 1

1. Calculer au moyen d�un changement de variable les intégrales suivantes :

I1 =

Z
dx

x2 + a2
I2 =

Z
x
p
1 + x2dx; I3 =

Z
cosx

1 + sinx
dx:

2. Calculer au moyen d�une intégration par parties les intégrales suivantes :

I1=
Z e

1

xn lnxdx; n � 1 I2 =

Z 1

0

x2 arctanxdx;

I3 =

Z 1

�1
(arccos x)2 dx; I4 =

Z
ex cosxdx:

Exercice 2

1. Intégrer les fractions rationnelles suivantes :

I =

Z
x

x2 � x� 2dx; J =

Z
dx

x4 � x2 .

2. Calculer les intégrales suivantes :

I =

Z
1� tan x
1 + tanx

dx, J =

Z
dx

sin x
; K =

Z
(cosx)4 dx:

3. Calculer les intégrales abéliennes suivantes :

I =

Z r
1 + x

1� xdx; J =

Z p
x

(x+ 1)2
dx:

Exercice 3 :

Calculer l�intégrale double :

I =

ZZ
D

xydxdy;
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dans les deux cas

a/ D = f(x; y) 2 R2 : 0 � x � 1; x� y � 0g :

b/ D =

�
(x; y) 2 R2 : x � 0; y � 0; x

2

a2
+
y2

b2
� 1
�
:

Exercice 4 :

Calculer l�intégrale double suivante :

I =

Z �

0

Z x

0

x sin ydydx:

Exercice 5 :

Calculer au moyen d�un passage aux coordonnées polaires les intégrales :

I =

ZZ
D

dxdy

1 + x2 + y2
; D = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 � 1g ;

J =

ZZ
D

(x2 + y2) dxdy; D = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 � 2y � 0g :

Exercice 6 : Calculer l�intégrale triple suivante :

I =

ZZ
D

zdxdydz;

avec D = f(x; y; z) 2 R3 : x � 0; y � 0; z � 0; x+ y + z � 1g :

Exercice 7. Applications

1. Calculer l�aire limitée par la parabole y =
x2

2
; les droites x = 1 et x = 3 et l�axe des

abscisses.

2. Trouver la plus petite surface comprise entre le cercle x2 + y2 = 25 et la droite x = 3:

3. Calculer le volume d�un tétraèdre plein d�une base triangulaire limité par x+y+z = 1;

x = 0; y = 0; z = 0:
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4. Trouver le volume délimité par le cylindre x2 + y2 = 4 et les plans z = 4 � y et

z = 4:(En utilisant les coordonnées cylindriques).

5. Déterminer la masse d�un parallélépipède réctangle avec : 0 � x � a; 0 � y � b;

0 � z � c; si la densité au point (x; y; z) est � (x; y; z) = x+ y + z:

Exercice 8 :

Déterminer la nature des intégrales Impropres suivantes :

I1 =

Z 1

0

dxp
1� x2

; I2 =

Z +1

0

lnx

x
dx;

I3 =

Z +1

�1
exdx; I4 =

Z +1

0

dx

(x+ 1)
p
x
:

Exercice 9 :

Etudier la nature des intégrale suivantes :

1.
Z 1

0

dxp
x(1� x)

; 2.
Z �

0

1� cosx
x2

dx;

3.
Z 1

�1

dx

(x+ 2) 3
p
x
; 4.

Z 1

0

sin x

x3
;

5.
Z 2

0

dx

x2(4� x2) ; 6.
Z 1

0

dx

xx
;

7.
Z +1

0

cosx

x2
dx; 8.

Z +1

1

esinx

x
dx:

Exercice 10 : Etudier suivant les valeurs des paramètres réels � et � (�; � 2 R); la

nature de l�intégrale de Bertrand :

Z +1

2

dx

x�(lnx)�
:
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Les Equations Di¤érentielles
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Chapitre II Les Equations di¤érentielles

2.1 Les équations di¤érentielles ordinaires

2.1.1 Notions fondamentales

1- On appelle équation di¤érentielle une équation établissente une relation entre

la variable indépendante x; la fonction y = f(x) et ses dérivées y0; y00; :::yn:

On note :

F (x; y; y0; y00; :::yn) = 0;

où

F (x; y;
dy

dx
;
d2y

dx2
; :::

dny

dxn
) = 0:

2- Si l�équation est d�une seule variable, elle est dite ordinaire, at dans le cas de

deux où plusieurs variables, l�équation est appelée équation di¤érentielle aux dérivées

partielles.

3- On appelle ordre d�une équation di¤érentielle, l�ordre de la dérivée la plus élevée

contenue dans cette équation. Par exemple

- x2y0 + 5xy = y2: Une équation di¤ ordinaire du premier ordre.

-
d2y

dx2
� 4xy dy

dx
= x: Une équation di¤ du seconde ordre.

4- On appelle solution ou intégrale d�une équation di¤érentielle, toute fonction

y = f(x) véri�ant identiquement cette équation.

2.2 Equations di¤érentielles du premier ordre

2.2.1 Dé�nitions

1. Une équation di¤érentielle du premier ordre toute équation de la forme F (x; y;

y0) = 0; ou F (x ; y ;
dy

dx
; ) = 0:

46
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2. On appelle solution générale d�une équation di¤ du premier ordre, toute fonction

'(x; c) dérivable dépendant d�une constante arbitraire c et qui véri�e l�équation di¤.

F (x; '; '0) = 0:

3. Toute solution y = '(x; c0) tirée de la solution générale '(x; c) est appelée solution

particulière.

2.2.2 Intégration des équations di¤érentielles du premier ordre

Equations di¤érentielles à variables séparable

Toute équation di¤érentielle de la forme :

y0 =
f(x)

g(y)
:

Or :
dy

dx
=
f(x)

g(y)
=) g(y)dy = f(x)dx;

d�où Z
g(y)dy =

Z
f(x)dx

ce qui implique que

G(y) = F (x) + c; c = cte 2 R:

Exemple 1 : Trouver l�intégrale générale de

y0 + y = 1:

En posant y0 =
dy

dx
; on obtient

dy

dx
+ y = 1:
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Chapitre II Les Equations di¤érentielles

Séparons les variables :
dy

1� y = dx:

On trouve par intégration

Z
dy

1� y =
Z
dx =) � ln j1� yj = x+ c;

donc

ln

���� 1

1� y

���� = x+ c =) 1

1� y = ex+c:

On en déduit la solution générale

y = ke�x + 1; k 2 R:

Exemple 2 : Trouver la solution particulière de l�équation

(1 + x2)dy + ydx = 0;

veri�ant la condition initiale y(0) = 1:

Séparons les variables
dy

y
= � dx

1 + x2
;

on trouve par intégration

Z
dy

y
= �

Z
dx

1 + x2
=) ln jyj = �arctgx+ c;

d�où l�en déduit la solution générale

y = ke� arctanx; k 2 R:
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On a y(0) = 1; donc 1 = ke�arctg0; d�où k = 1; substituant la valeur de k dans y, on

obtient la solution cherchée

y = e� arctanx:

Equations di¤érentielles Homogènes

Une équation di¤érentielle de la forme :

F (x; y; y0) = 0; y0 = f(
x

y
)

dans laquelle le changement de x en �x et y en �y, laisse y0 invariante.

Par exemple : Les équations di¤érentielles suivantes sont de type homogène :

1. y0 =
x� y
x+ y

; (Eq-Di¤- Homogène, car y0 =
�x� �y
�x+ �y

=
�(x� y)
�(x+ y)

=
x� y
x+ y

):

2. y0 =
y2 � x2
2xy

; (Eq-Di¤- Homogène, car y0 =
�2y2 � �2x2

2�2xy
=
y2 � x2
2xy

):

Pour intégrer un telle équation, on fait le changement de variable t =
y

x
: Soit y = tx;

on obtient dy = tdx+ xdt et
dy

dx
= t+ x

dt

dx
= f(t):

La nouvelle équations di¤érentielle obtennue est à variable séparables par rapport à la

nouvelle fonction t:

Exemple : Trouver la solution particulière de l�équation

y0 =
x� y
x+ y

:

On pose y = tx; d�où y0 = t+ x
dt

dx
=
x� xt
x+ xt

; on obtient :

dx

x
=

1 + t

1� 2t� t2dt;
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par conséquent,

Z
dx

x
=

Z
1 + t

1� 2t� t2dt

lnx+ c =
�1
2
ln
��1� 2t� t2�� = ln 1p

1� 2t� t2
:

On trouve la solution

x =
kp

1� 2t� t2
;

en passant au variable t =
y

x
; on aura donc

k =
p
x2 � 2yx� y2:

Equations di¤érentielles linéaires

Toute équation di¤érentielle de la forme :

a(x)y0 + b(x)y = f(x); (E)

avec fa(x); b(x); f(x)g des fonctions continues sur I � R; appellées les coé¢ cients de

l�équation di¤érentielle (E).

Lorsque f(x) = 0; l�équation est dite linéaire homogène (EH) :

a(x)y0 + b(x)y = 0 (EH)

Exemple : les équations di¤ suivantes sont de type linéaire :

- xy0 � 2y = 0:

- y0 + 3xy = e�x:

- m
dv

dt
+ cv = F0 sinwt; équation de mouvement vibrant.
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- L
di

dt
+ Ri = E0 sinwt; les circuits éléctriques [Lois de Kirchho¤ au circuits : la

somme algébrique de toutes les tensions à travers un circuit fermé quelconque est nulle].

Théorème fondamental

La solution générale de (E) est la somme d�une solution générale yH de l�équation

homogène (EH) et d�une solution particulière yP de l�équation non homogène (E) :

yG= yH+yP :

Méthode d�intégration :

1ere Etape : Intégration de l�équation homogène (EH)

a(x)y0 + b(x)y = 0:

Nous avons une équation di¤érentielle à variables séparables, alors :

a(x)y0 + b(x)y = 0 =) a(x)
dy

dx
+ b(x)y = 0

=) dy

dx
=
b(x)

a(x)
y =) dy

y
= � b(x)

a(x)
dx

=)
Z
dy

y
=

Z
� b(x)
a(x)

dx

=) ln jyj = '(x) + c =) y = ke'(x); k 2 R:

Posons e'(x) = y1(x); on a

yH = ky1(x):

2émeEtape : Intégration de l�équation non homogène (E)

a(x)y0 + b(x)y = f(x)
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La méthode de variation de la constante. Posons

y = k(x)y1(x); où y1(x) est la solution de l�équation (EH).

Alors : y0 = k0(x)y1(x) + k(x)y01(x):

Substituons y et y0 dans l�équation (E), soit :

a(x)y0 + b(x)y = f(x)

=) a(x)[k0(x)y1(x) + k(x)y01(x)] + b(x)k(x)y1(x) = f(x)

=) a(x)k0y1(x) + k(x)[a(x)y01 + b(x)y1| {z }]
0

= f(x)

=) a(x)k0y1(x) = f(x) =) k0 =
f(x)

a(x)y1(x)
:

On obtient :

k0(x) =

Z
f(x)

a(x)y1(x)
dx =) k(x) = '(x) + c:

Finalement :

y =cy1(x)| {z }
yH

+'(x)y1(x)| {z }
yP

:

Exemple 1 : Intégrer l�équation di¤érentielle suivante :

y0 cosx+ y sin x = x: (E)

Equation di¤érentielle linéaire du premier ordre, la solution générale de (E) est :

yG = yH + yP :

1) On cherche yH :

y0 cosx+ y sin x = 0; (EH)
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Equation di¤érentielle à variable séparable. Séparons les variables

dy

dx
cosx+ y sin x = 0 =) dy

dx
cosx = �y sin x

=) dy

y
= � sin x

cosx
dx =)

Z
dy

y
=

Z
� sin x
cosx

dx

=) ln jyj = ln jcosxj+ c =) yH=k cosx:

2)

On cherche yP

y0 cosx+ y sin x = x: (E)

On utilise la méthode de variation de la constante. Posons :

y = k(x) cos x =) y0 = k0(x) cos x� k(x) sinx;

substituant y et y0 dans l�équation (E) :

y0 cosx+ y sin x = x =) [k0(x) cos x� k(x) sinx] cos x+ k(x) cos x sin x = x

=) k0(x) cos2 x = x =) k0(x) =
x

cos2 x

=) k(x) =

Z
x

cos2 x
dx:

Intégrant par parties : 8<: u = x! du = dx

dv =
1

cos2 x
dx! v = tgx;

on obtient

k(x) = xtgx�
Z
sin x

cosx
dx =) k(x) = xtgx+ ln jcosxj+ c:
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Donc :

yG=c cosx| {z }
yH

+x sin x+ cosx ln jcosxj| {z }
yP

:

Exemple 2 : Intégrer l�équation di¤érentielle suivante :

xy0 � y = ln x (E)

Equation di¤érentielle de premier ordre linéaire non homogène.

La solution générale est donnée par : yG = yh + yp:

a) On cherche yh (Intégration de l�équation homogène (EH))

xy0 � y = 0; (EH)

xy0 � y = 0 =) x
dy

dx
� y = 0

=)
Z
dy

y
=

Z
dx

x

=) ln jyj = ln jxj+ c;

d�où

yh=kx; k 2 R:

b) On cherche yp (Intégration de l�équation non homogène (E) )

On utilise la méthode de variation de la constante. Posons :

y = k(x)x =) y0 = k0(x)x+ k(x):
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En substituant y; y0 dans l�équation (E)

8>><>>:
x(k0(x)x+ k(x))� k(x)x = ln x =)

k0(x) =
lnx

x2
=) k(x) =

Z
lnx

x2
dx:

A l�aide d�une intégration par parties :8><>:
u = ln x! du =

dx

x

dv =
dx

x2
! v = �1

x
;

d�où

k(x) = �1
x
lnx+

Z
1

x2
dx

=) k(x) = �1
x
lnx� 1

x
+ c:

Donc

yG = cx|{z}
yH

� (lnx+ 1)| {z }
yP

Exemple 3 : Application en éléctricité Un

circuit en série comportant un resistance R et une inductance L est régi par l�équation

di¤érentielle :

L
di

dt
+Ri = E0 sinwt:
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et le schéma suivant (�g 16) :

Figure 16

La variable est le temps t et i est l�intensité observée en fonction du t (R; L; E0; w;

�xées).

Solution :

Soit l�équation di¤érentielle linéaire non homogène

L
di

dt
+Ri = E0 sinwt: (E)

La

solution générale est donnée par : yG = yh + yp:

a) On cherche yh (Intégration de l�équation homogène (EH) ) :

L
di

dt
+Ri = 0; (EH)

Equation di¤érentielle à variable séparable, alors en séparant les variable on obtient :

di

i
= �R

L
dt:

En intégrant

ln jij = �R
L
t+ c;
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d�où

i = ke�
R
L
t

b) On cherche yp (Intégration de l�équation non homogène (E)) :

On utilise la méthode de variation de constante Posons :

i = k(t)e�
R
L
t:

On dérive i par rapport à t; on obtient

i0 = k0(t)e�
R
L
t � k(t)R

L
e�

R
L
t:

En substituant i; i0 dans l�équation (1), on trouve :

k0(t) =
E0
L
sinwte

R
L
t;

d�où

k(t) =

Z
E0
L
sinwte

R
L
tdt:

Aprés une intégration par parties, on obtient l�expression cherchée

k(t) =
E0
L

"
1

1 + (Lw
R
)2

#
+
E0
R
e
R
L
t

�
sinwt� wL

R
coswt

�
+ c:

On déduit l�intensité observée

i =
E0
L

"
1

1 + (Lw
R
)2

#
e�

R
L
t +

E0
R

�
sinwt� wL

R
coswt

�
+ ce�

R
L
t:

Exemple 3 : La cinétique chimique

La cinétique chimique procure de nombreuses équations à variables séparables.
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On considère la réaction chimique (�g 17)

2A �! C +D

temps 0 [A] = a [C] = 0 [D] = 0

temps t [A] = a� x [C] = x [D] = x

Figure 17

La vitesse de réaction est (d�aprés la loi de Gulberg et Waage (1867)) :

v =
1

2

dx

dt
= K(a� x)2:

où [A] ; [C] et [D] sont ici les concentrations, la constante K dépend de la réaction consi-

dérée et de la température. Calculer x à chaque instant t, chercher l�instant pour laquel

x =
a

2
:

Solution

L�équation v =
1

2

dx

dt
= K(a� x)2,

58



Chapitre II Les Equations di¤érentielles

est une équation di¤érentielle de premier ordre à variables séparables, en intégrant :

v =
1

2

dx

dt
= K(a� x)2;

=) �
Z

dx

(a� x)2 = 2K
Z
dt;

=) 1

a� x = 2Kt+ c;

=) a� x = 1

2Kt+ c
;

=) x(t) = a� 1

2Kt+ c
:

Pour x(0) = 0; on obtient c =
1

a
; d�où

x(t) = a� 1

2Kt+ c
:

On cherche l�instant t pour lequel x =
a

2
:

x(t) = a� 1

2Kt+ c

=) a

2
= a� 1

2Kt+ c

=) t =
1

2Ka
:

2.3 Equations di¤érentielles du seconde ordre

2.3.1 Dé�nitions :

1. Une équation di¤érentielle de second ordre, toute équation de la forme :

F (x; y; y0; y00) = 0:
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2. La foction '(x) deux fois dérivable est dite solution de l�équation si

F (x; '; '0; '00) = 0:

Par exemple :

- y00 + 4y2 � y = 0;

- F = m
d2x

dt2
; équation de mouvement d�un système dynamique vibrant.

-
d2�

dt2
= �g

l
sin �, équation de mouvement d�un pendule.

3. On admetra que sous certaines hypothèses, une équation di¤érentielle de second

ordre admet une in�nité de solutions dépendant de deux constantes arbitraires c1; c2 :

y = '(x; c1; c2):

4. L�ensemble de ces solutions constitue l�intégrale générale de l�équation di¤érentielle.

2.3.2 Solutions d�équations di¤érentielles du seconde ordre se

ramenant au premier ordre

Equation ne contenant pas y

Soit une équation di¤érentielle de second ordre F (x; y0; y00) = 0: Pour intégrer cette

équation, on fait le changement de fonction suivant, en posant : z = y0; l�équation devient :

F (x; z; z0) = 0:

C�est une équation di¤érentielle du premier ordre qui se résout aisément.

Exemple : Résoudre l�équation

y00 + y0
2

= 0:
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En posant z = y0; l�équation devient :

z0 + z
2

= 0:

Séparons les variables :
dz

z2
= �dx:

On obtient en intégrant :

z(x) =
1

x� c1
;

puis

y(x) = ln jx� c1j+ c2:

Equation ne contenant pas x

Soit une équation di¤érentielle de second ordre

F (y; y0; y00) = 0: (1)

Si l�on considère y0 comme fonction de y; alors en posant z(y) = y0; on a

y00 =
dy0

dx
=
dz

dx
=
dz

dy

dy

dx
=
dz

dy
y0:

Or
dz

dy
= z0; d�où

y00 = z0z;

y est la variable de l�équation di¤érentiable de premier ordre suivante :

F (y; z; z0z) = 0: (2)
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Soit z = '(y; c1) solution générale de l�équation (2), on a z =
dy

dx
= '(y; c1); d�où

dy

'(y; c1)
= dx:

L�intégration de cette équation permet de trouver la solution générale de l�équation (1).

Exemple : Résoudre l�équation

y2y00 + y0 = 0:

En posant z(y) = y0 et y00 = z0z; l�équation devient :

y2z0z + z = 0:

En prenant z comme un facteur commun, on a

z(y2z0z + 1) = 0:

d�où 8<: z = 0;

y2z0z + 1 = 0;

on obtient en intégrant : 8><>:
y = kx;

z =
1

y
+ c1:

On intégre encore une fois l�équation z =
1

y
+ c1; il vient

x+ c2 =
y

c1
� 1

c21
ln j1 + c1yj :
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Donc les solutions sont : 8><>:
x =

y

c1
� 1

c21
ln j1 + c1yj � c2

y = kx
:

2.3.3 Equations di¤érentielles linéaires du seconde ordre

2.3.4 Equations di¤érentielles linéaires du second ordre à coéf-

�cients variables

Toute équation de la forme :

a(x)y00 + b(x)y0 + c(x)y = f(x) (E)

avec fa(x); b(x); c(x); f(x)g des fonctions continues sur I � R; appellées les coe¢ -

cients de l�équation di¤érentielle (E).

Lorsque f(x) = 0 l�équation est dite linéaire homogène :

a(x)y00 + b(x)y0 + c(x)y = 0 (EH)

Théorème fondamental :

La solution générale de (E) est la somme d�une solution générale yH de l�équation

homogène (EH) et d�une solution particulière yP de l�équation non homogène (E) :

yG = yH + yP :

Méthode d�intégration

1ere Etape : Intégration de l�équation (EH)
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Nous avons deux cas :

1) Cas où l�on connait deux solutions particulières y1(x); y2(x)

- Si y1(x); y2(x) deux solutions de (EH), alors y1(x) + y2(x) et cy1(x); cy2(x) sont aussi

des solutions de cette équation (EH).

Dé�nition :

y1(x); y2(x) étant deux fonctions, le déterminant :

W =

������ y1(x) y2(x)

y01(x) y02(x)

������ = y1y
0
2 � y2y01:

est appelé le déterminant deWronskien des fonctions données.

- Si W 6= 0 =) y1(x); y2(x) sont linéairements indépendantes.

- Si W = 0 =) y1(x); y2(x) sont linéairements dépendantes.

Théorème :

Si y1(x); y2(x) deux solutions linéairements indépendantes de l�équation (EH), alors la

solution générale de (EH) s�écrit :

yH = c1y1 + c2y2; (c1; c2) 2 R:

Exemple : Soit l�équation di¤ :

y00 + w2y = 0; w 6= 0: (EH)

Equation di¤érentielle linéaire d�ordre 2 homogène, et soit :

y1(x) = coswx; y2(x) = sinwx;
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solutions de l�équation (EH), cherchons une solution homogène de (EH).

Soit :

W =

������ y1(x) y2(x)

y01(x) y02(x)

������ =
������ coswx sinwx

�w sinwx w coswx

������ = w 6= 0:

y1(x) et y2(x) sont linéairements indépendantes, donc : yH = c1y1 + c2y2

yH = c1 coswx+ c2 sinwx; c1; c2 = ctes 2 R

2) Cas où l�on ne connait qu�une solution particulière de l�équation (EH)

Soit y1 solution particulière de (EH):

En posant :

y = y1z =) y0 = y01z + y1z
0

=) y00 = (y01z + y1z
0)0

=) y00 = y001z + y01z
0 + y01z

0 + y1z
00

=) y00 = y001z + 2y
0
1z
0 + y1z

00:

Portant y; y0 et y00 dans l�équation (EH) :

a(x)(y001z + 2y
0
1z
0 + y1z

00) + b(x)(y01z + y1z
0) + c(x)y1z = 0:

Comme

a(x)y00 + b(x)y0 + c(x)y = 0;

on obtient :

a(x)y1z
00 + (2a(x)y01 + b(x)y1)z

0 = 0:

C�est une équation incomplète facile à intégrer.
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Exemple : Intégrer l�équation di¤érentielle :

x2y00 + xy0 � y = 0; (EH)

y1 = x; est une solution particulière de (EH).

On pose :

y = xz =) y0 = z + xz0 =) y00 = 2z0 + xz00:

Alors : 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

x2(2z0 + xz00) + x(z + xz0)� xz = 0

=) 2x2z0 + x3z00 + xz + x2z0 � xz = 0 =) x3z00 + 3x2z0 = 0

=) z00

z0
=
�3
x
=)

R z00
z0
=
R �3

x
=) ln jz0j = �3 ln jxj+ c1

=) z0 =
k1
x3
; k1 = ec1 = cte 2 R:

=) z =
R k1
x3
dx =) z(x) = � k1

2x2
+ c2:

On obtient donc

y(x) = � k1
2x
+ c2x

=
c1
x
+ c2x; c1; c2 = ctes 2 R:

2�emeEtape : Intégration de l�équation (E) :

Nous avons deux cas :

a) Dans le cas où l�on connait une solution particulière de l�équation (E), il su¢ t d�ap-

pliquer le théorème :

yG= yH+yP
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Exemple : Intégrer l�équation di¤érentielle :

x2y00 + xy0 � y = x3; (E)

1) Intégration de l�équation homogène :

x2y00 + xy0 � y = 0; (EH)

D�aprés le paragraphe précédent :

yH(x) =
c1
x
+ c2x:

On cherche une solution particulière sous la forme d�un plynôme d�ordre 3 :

yP = ax3 + bx2 + cx+ d

=) y0P = 3ax
2 + 2bx+ d et y00P = 6ax+ 2b:

En substituant yP ; y
0
P et y00P dans l�équation (E) et en comparant les coe¢ cients de

l�équation, on trouve :

(a =
1

8
; b = c = d = 0) =) yP =

1

8
x3: Donc

yG=
c1
x
+ c2x| {z }
yH

+
1

8
x3|{z}
yP

:

b) Le cas où l�on ne connait pas une solution particulière :

On applique la théorie de la variation des constantes :

Soit :

yH(x) = c1y1(x) + c2y2(x);
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solution homogène (générale) de l�équation homogène (EH) :

Posons :

y(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x):

Substituant yP ; y
0
P ; et y

00
P dans l�équation complete (E), on obtient le système d�équations :8><>:

c01y1(x) + c
0
2y2(x) = 0

c01y
0
1(x) + c

0
2y
0
2 (x) =

f(x)

a(x)
:

Ce système d�équations avec pour inconnues c01(x); c
0
2(x) a une solution bien déterminée.

Intégrons les une fois trouvées :

c1(x) =

Z 0

1

c(x)dx+ k1; c2(x) =

Z 0

2

c(x)dx+ k2;

avec k1; k2 = cte 2 R:

Exemple : Intégrer l�équation di¤érentielle suivante :

y00 + y = tgx; (E)

Equation di¤érentielle linéaire de second ordre.

On cherche la solution générale sous la forme : yG= yH+yP :

1) On cherche yH (Intégration de l�équation homogène (EH),

y00 + y = 0; (EH)

On a :

yH = c1y1(x) + c2y2(x) = c1 cosx+ c2 sin x:
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2) On cherche yP (Intégration de l�équation complet (E)) :

Par la méthode de la variation des constantes

Posons :

y = c1(x) cos x+ c2(x) sinx:

Formons le système d�équations :8><>:
c01y1(x) + c

0
2y2(x) = 0;

c01y
0
1(x) + c

0
2y
0
2 (x) =

f(x)

a(x)
;

d�où 8<: c01 cosx+ c
0
2 sin x = 0;

c01(� sin x) + c02 cosx = tgx;
(S)

Multuplions la première équation de (S) par sin x et la seconde par cosx; puis on fait la

somme des deux équations,8<: c01 cosx sin x+ c
0
2 sin

2 x� c01 sin x cosx+ c02 cos2 x = tgx cosx

=) c02 = sinx =) c2(x) =
R
sin xdx =) c2(x) = � cosx+ k2:

Portant c02 = sinx dans la première équation de (S), on a8>>>><>>>>:
c01 cosx = � sin2 x =) c01 = �

sin2 x

cosx
=)

c1(x) =
R
�sin

2 x

cosx
dx =

R (cos2 x� 1)
cosx

dx

= sinx� ln
���tgx
2
+
�

4

���+ k1:
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On déduit, alors la solution générale de (E) :

8>>>>>>><>>>>>>>:

yG= c1(x) cos x+ c2(x) sinx

=
�
sin x� ln

���tgx
2
+
�

4

���+ k1

�
cosx+ (� cosx+ k2) sinx

= k1 cosx+ k2 sin x| {z }
yH

� cosx ln
���tgx
2
+
�

4

���| {z }
yP

2.3.5 Equations di¤érentielles linéaires du second ordre à coef-

�cients constants

On appelle ainsi toute équation de la forme suivante :

ay00 + by0 + cy = f(x): (E)

avec a; b; et c des constantes réelles.

Si f(x) = 0, l�équation est dite Homogène :

ay00 + by0 + cy = 0: (EH)

Théorème fondamental :

La solution générale yG de (E) est la somme d�une solution générale yH de l�équation

homogène (EH) et d�une solution particlière yP de l�équation non homogène (E) :

yG= yH+yP

Méthode d�intégration :

1ere Etape : Intégration de l�équation (EH)
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La solution générale de l�équation di¤ (EH) est donnée en fonction des racines r1 et r2

de l�équation caractéristique ar2 + br + c = 0: Par le tableau suivant

r1, r2 La solution yH

r1 et r2 réelles distinctes yH = c1e
r1x + c2e

r2x; c1; c2 = ctes 2 R:

r1 = �+ i�

r2 = �� i�
yH = e�x [c1 cos �x+ c2 sin �x] ; c1; c2 = ctes 2 R

r1 = r2 = � yH = e�x [c1x+ c2] ; c1; c2 = ctes 2 R

2émeEtape : Intégration de l�équation (E)

La détermination de la solution particulière yP .

On cherche la solution particulière yP par laméthode de la variations des constantes

où par la méthode de coé¢ cients indéterminés :

-Lorsque f(x) appartient à certaines classe des fonctions on a :

1) Si

f(x) = e�xPn(x);

où Pn(x) est un polynôme d�ordre n. Nous avons deux cas :

a) Si � n�est pas racine de l�équation caractéristique, alors on pose :

yP = e�xQn(x);

où Qn(x) est un polynôme d�ordre n des coe¢ cients indéterminés.

b) Si � est racine de l�équation caractéristique, alors on pose :

yP = xke�xQn(x); [k est l�ordre de �; k = 1; 2] :
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2) Si

f(x) = e�x [Pn(x) cos �x+Qm(x) sin �x] ;

où Pn(x); Qm(x) deux polynômes d�ordre n; m. Nous avons deux cas

a) Si �+ i� n�est pas racine de l�équation caractéristique, alors on pose :

yP = e�x [SN(x) cos �x+ TN(x) sin �x] ;

où Sn(x) et Tm(x) sont des polynômes de degré N = max fn; mg :

b) Si �+ i� est racine de l�équation caractéristique, alors on pose :

yP = xe�x [SN(x) cos �x+ TN(x) sin �x] ;

où Sn(x) et Tm(x) sont des polynômes de degré N = max fn; mg :

Exemple : Intégrer l�équation di¤érentielle

y00 + y = x sin x: (E)

La solution générale (E) est : yG = yH + yP

1) Intégration de l�équation homogène (EH), on cherche yH :

y00 + y = 0: (EH)

Equation di¤érentielle linéaire de second ordre à coé¢ cients constants.
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L�équation caractéristique :

r2 + 1 = 0 =) r = �i; (� = 0; � = 1);

donc

yH = e�x [c1 cos �x+ c2 sin �x]

= c1 cosx+ c2 sin x; c1; c2 = ctes 2 R:

2) Intégration de l�équation complet (E), on cherche yP :

Le second membre de l�équation (E) est de la forme :

f(x) = e�x [Pn(x) cos �x+Qm(x) sin �x] = x sin x;

avec : � = 0; � = 1; Pn(x) = 0; Qm(x) = x:

On a : �� i� = �i est racine de l�équation caractéristique, alors on pose :

yP = xe�x [SN(x) cos �x+ TN(x) sin �x] ;

où Sn(x) et Tm(x) sont des polynômes d�ordre N = max fn; mg = 1:

Alors :

yP = x [(ax+ b) cos x+ (cx+ d) sinx] ;

les coe¢ cients indéterminés étant fa; b; c; dg : En dérivant yP deux fois puis, en substi-

tuant dans l�équation (E) et en identi�ant les coe¢ cients de cosx; x cosx; sin x et x sin x;
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dans les deux membres de l�égalité, on trouve quatre équations :

8>>>>>><>>>>>>:

2a+ 2d = 0

2c = 0

�2b+ 2c = 0

4a = 0

=)

8>>>>>>><>>>>>>>:

a =
�1
4

b = 0

c = 0

d =
1

4

;

donc

yP =
�x2
4
cosx+

x

4
sin x:

Finallement la solution générale de l�equation (E) est :

yG = c1 cosx+ c2 sin x| {z }
yH

�x
2

4
cosx+

x

4
sin x| {z }

yP

:
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2.4 Exercices

Exercice 1 : Intégrer les équations di¤érentielles suivantes ;

1. y0
p
1� x2 + y2 = 0, 2. y0 cosx =

y

ln y
; avec y (0) = 1:

3. y0 = tanx tan y, 4. (x2 + 2xy) dx+ xydy = 0:

5. y0 =
y

x
+ sin

y

x
; avec y (1) =

�

2
:

Exercice 2 : Trouver les solutions générales des équations di¤érentielles suivantes :

1. y0 + y = x2, 2. xy0 � y = ln x;

3. y0 +
xy

1� x2 = arcsinx+ x, 4. y0 � 3y = e2x;

5. y0 cosx+ y sin x = 1 + x; 6. y0 + xy = x3y3:

Exercice 3 : Résoudre les équations di¤érentielles suivantes :

1. xy00 = y0: 2. y00 + yy0 = 0:

3. y00 � 4y = 0. 4. y00 + y0 � 2y = 0:

Exercice 4 :

Trouver les solutions générales des équations di¤érentielles suivantes :

1. y00 � 2y0 + 2y = x2:

2. y00 � 2y0 + y = xex:

Exercice 5 : Résoudre les équations di¤érentielles suivantes :

1. xy00 � y0 = 0;

2. y00 + yy0 = 0;

3. (1� x2) y00 � 2xy0 + 2y = 0; l�équation admet y(x) = x solution particulière.

4. y00 + y0 � 2y = 0:
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Exercice 6 : Intégrer par la méthode de variations des constantes les équations

di¤érentielles suivantes :

1. y00 � 1
x
y0 = x;

2. y00 +
1

x
y0 +

1

x2
y = x2, l�équation homogène associée à cette équation admet les

solutions particulières y1(x) =
1

x
; y2(x) = x:

3. y00 + y =
1

cosx
.

Exercice 3 : Intégrer par la méthode de coe¢ cients indéterminés, les équations

di¤érentielles suivantes :

1. y00 + 4y = cos 2x;

2. y00 + 9y = sin 3x;

3. y00 � y = 3e2x cosx;

4. y00 + 2y0 + 5y = 2 cos x:
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Les Séries
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3.1 Les Séries Numérique

3.1.1 Dé�nitions

Soit (un)n2N une suite de nombres réels, la somme :

+1X
n=0

un = u0 + u1 + ::::un + un+1 + ::::

est appelée Série numérique, notée
+1P
n=0

un;
P
n�0

un;
P
un:

- Le nombre un est appelé terme général de la série

- Soit :

Sn =
nX
k=0

uk = u0 + u1 + :::un:

La somme partielle d�ordre n de la série
P
n�0

un:

- Considérons les sommes partielles :

S0 = u0; S1 = u0 + u1; S2 = u0 + u1 + u3; :::Sn = u0 + :::+ un:

- On dé�nit une nouvelle suite (Sn)n2N dite la suite des sommes partielles, où leur

terme général est dé�nit par :

Sn =
nX
k=0

uk:

- Si la suite (Sn)n2N converge, c�est à dire s�il existe un nombre S tel que lim
n!+1

Sn = S;

la série est dite convergente vers sa somme S =
+1P
n=0

un:

- Lorsque lim
n!+1

Sn n�existe pas, la série est dite divergente.
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Exemple

Soient les séries des termes générale suivantes :

1) un =
1

n(n+ 1)
; n 2 N�;

2) vn = n:

Solution :

1)

un =
1

n(n+ 1)
)

Sn =
nX
k=1

uk =
nX
k=1

1

k(k + 1)
:

Ecrivons :

un =
1

n(n+ 1)
=
1

n
� 1

n+ 1
;

d�où

Sn =
nX
k=1

uk =
nX
k=1

1

k(k + 1)
=

nX
k=1

1

k
� 1

k + 1

=

�
1� 1

2

�
+

�
1

2
� 1
3

�
+ :::+

�
1

n
� 1

n+ 1

�
= 1� 1

n+ 1
:

Alors

S = lim
n!+1

Sn = lim
n!+1

�
1� 1

n+ 1

�
= 1:

Donc la série
P
un est convergente vers S =

+1P
n=0

1

n(n+ 1)
= 1:

2) vn = n) Sn =
nP
k=0

vk =
nP
k=0

k = 1 + 2 + :::+ n:
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On peut écrire 8<: Sn = 1 + 2 + :::+ (n� 1) + n;

Sn = n+ (n� 1) + :::+ 2 + 1:
: (S)

On fait la somme des deux équations de (S), on obtient :

2Sn = (1 + n) + (1 + n) + :::(1 + n)

= n(1 + n) =)

Sn =
n(1 + n)

2
;

par suite on a,

S = lim
n!+1

Sn = lim
n!+1

n(1 + n)

2
= +1:

Donc la série
P
un est divergente.

3.1.2 Propriétés fondamentales des séries

1. Condition nécessaire de convergence

Si la série
X

un converge =) lim
n!+1

un = 0:

Toute fois, l�inverse n�est pas nécessairement vrai, c�est à dire si lim
n!+1

un = 0; la sérieP
un peut être aussi bien convergente que divergente. Il s�ensuit que si lim

n!+1
un 6= 0;

la série est divergente.

2. La multiplication de la série
P
un par une constante non nulle n�a¤ecte ni la conver-

gence ni la divergence.

3. La supression (où l�addition) d�un nombre �nie de termes dans une série ne change

pas la nature de cette série.
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3.1.3 Série Géométrique

La série X
n�0

rn = 1 + r + r2 + :::+ rn + ::;

avec r 2 R; est dite géométrique de raison r est :

- Convergente vers sa somme S =
1

1� r si jrj < 1:

- Divergente si jrj � 1:

Exemples :

1) Soit la série X
n�0

�
1

2

�n
= 1 +

1

2
+ :::+

1

2n
+ :::

Série géométrique de raison r =
1

2
et jrj = 1

2
< 1; convergente vers la somme S =

1

1� 1
2

= 2:

2)
P
n�0

�
�1
3

�n
; série géométrique de raison r = �1

3
et jrj = 1

3
< 1; convergente vers la

somme S =
1

1 +
1

3

=
3

4
:

3.1.4 Série de Riemann

Soit la série
P
n�1

1

n�
; � 2 R: Série de Riemann

- Convergente si � > 1:

- Divergente si � � 1:

- Pour � = 1; on a la série harmonique
P
n�1

1

n
; divergente.
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3.1.5 Série de Bertrand

Soit la série de Bertrand

X
n�2

1

n�(lnn)�
; � > 0; � > 0;

alors : 8>>>>>>><>>>>>>>:

1) Si � > 1 =) La série convergente,

2) Si � < 1 =) La série divergente,

3) Si � = 1 =)

8<: a) Si �i1 =) La série convergente,

b) Si �h1 =) La série divergente.

Exemple : La série X
n�2

un =
X
n�2

1

n
p
lnn

;

est de Bertrand avec � = 1 et � =
1

2
< 1: Cette série est divergente.

3.1.6 Critère de convergence des Séries à termes positifs

La série
P
un est dite à termes positifs si 8n 2 N : un � 0:

1) Critère de comparaison

Soient
P
un et

P
vn deux séries à termes positifs, telles que : 8n 2 N, un � vn: Alors :

a) Si
P
vn converge =)

P
un converge.

b) Si
P
un diverge =)

P
vn diverge.

Exemples

1) Soit la série
P
n�0

un =
P
n�0

1

n2 + 1
:
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On a :

un =
1

n2 + 1
� 1

n2
= vn:

La série
P
vn =

P
n�1

1

n2
; est de Riemann convergente, car � = 2 > 1; donc

P
un conver-

gente.

2) Soit la série
P
n�2

un =
P
n�2

1

lnn
; on a :

lnn < n =) un =
1

lnn
>
1

n
= vn:

La série
P
vn =

P
n�1

1

n
; est Harmonique divergente, donc

P
un divergente.

2) Critère d�équivalence

Soient
P
un et

P
vn deux séries à termes positifs, telles que :

un
+1� vn; (c�est à dire lim

n!+1

un
vn
= l 6= 0;+1):

Alors les deux séries sont de même nature.

Exemples :

1) Soit la série
+1P
n=0

un =
P 1

2n � n:

On a :

un =
1

2n � n
+1� 1

2n
= vn;

car

lim
n!+1

un
vn
= lim

n!+1

1

2n � n
1

2n

= lim
n!+1

2n

2n(1� n

2n
)
= 1:

Comme la série
+1P
n=0

vn =
+1P
n=0

1

2n
est géométrique de raison r =

1

2
< 1 convergente, doncP

un convergente.
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2) Soit la série
P
n�1

un =
P
n�1

sin
1

n
:

On a :

un = sin
1

n

+1� 1

n
= vn;

car lim
n!+1

sin
1

n
1

n

= 1: Comme la série
P
vn =

P
n�1

1

n
; est harmonique divergente alors

+1P
n=0

un divergente.

3) Critère de Cauchy

Soit la série
+1P
n=0

un à termes positifs, on considère

lim
n!+1

n
p
un = lim

n!+1
(un)

1

n = l;

alors :

1) Si l < 1 =) la série convergente.

2) Si l > 1 =) la série divergente.

3) Si l = 1 =) on ne peut pas conclure.

Exemple : Soit la série
+1X
n=0

un =

+1X
n=0

�
2n� 1
n+ 1

�2n
:

En utilisant le critère de Cauchy, on a

lim
n!+1

n
p
un = lim n�!+1

�
2n� 1
n+ 1

�2
= 4i1;

donc
P
un divergente.
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4) Critère de d�Alembert

Soit
+1P
n=0

un série à termes positifs telle que :

lim
n!+1

un+1
un

= l:

Alors :

1) Si l < 1 =) la série convergente.

2) Si l > 1 =) la série divergente.

3) Si l = 1 =) On ne peut pas conclure.

Exemple : Soit la série
+1X
n=0

un =
+1X
n=0

n3

3n
:

En utilisant le critère de d�Alembert, on a

lim
n!+1

un+1
un

= lim
n!+1

(n+ 1)3

3n+1

n3

3n

;

= lim
n!+1

�
(n+ 1)3

3n+1
� 3

n

n3

�
=
1

3
< 1:

Donc la série
P
un est convergente.

4) Critère d�Intégrale

Soit f(x) une fonction positive, continue et décroissante sur ]0; +1[ telle que :

un = f (n) ;8n 2 N�;

alors l�intégrale
R +1
1

f(x)dx et la série
P
un sont de même nature.
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Exemple : Soit la série
+1X
n=0

un =

+1X
n=0

e�n:

Posons f(x) = e�x =
1

ex
; cette fonction est positive, décroissante et continue vu que

f 0(x) = �ex < 0; 8x 2 ]0; +1[ : Alors, on a l�intégrale impropre suivante :

Z +1

1

f(x)dx = lim
n!+1

Z x

1

f(t)dt = lim
n!+1

Z x

1

e�tdt

= lim
n!+1

�
�e�t

��x
1

�
= lim

n!+1

�
�e�x + e�1

�
=
1

e
<1:

L�intégrale est convergente, donc la série
P
un est donc convergente.

3.1.7 Séries à termes quelconques ( La convergence absolue)

Soit
P
un une série numérique qui peut prendre des valeurs positives et des valeurs

négatives.

Si la série
P
junj est convergente, alors la série

P
un est convergente, et on dit dans ce

cas qu�elle est absolument convergente.

Exemples :

1) Soit la série
+1X
n=1

un =
+1X
n=1

sinn

n2
:

On a :

8n 2 N�; jsinnj � 1 =)
����sinnn2

���� � 1

n2
:

La série
+1P
n=1

1

n2
, est de Riemann convergente ( car � = 2 > 1): par suite la série

+1P
n=1

unun

absolument convergente donc elle est convergente.
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2) Soit la série X
n�1

un =
X
n�1

(�1)n
n2

;

on a �����X
n�1

un

����� =

�����X
n�1

(�1)n
n2

����� �X
n�1

1

n2
; série convergente

=)
X
n�1

un absolument convergente,

=)
X
n�1

un convergente:

3) Soit la série X
n�1

un =
X
n�1

(�1)n
n

:

On a, junj =
1

n
; série harmonique divergente donc

P
n�1
junj divergente. On ne peut pas

conclure pour la série
P
un: On doit utiliser une autre critère.

3.1.8 Séries Alternées

Soit la série
+1X
n=0

un =
+1X
n=0

(�1)nvn;

avec vn � 0: Série Alternée convergente si est seulement si :

1) lim
n!+1

vn = 0:

2) La suite (vn) est décroissante 8n 2 N:

Exemple : Soit
+1P
n=2

un =
+1P
n=2

(�1)n
lnn

;

Cette série est alternée avec vn =
1

lnn
; alors
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1) lim
n!+1

vn = lim
n!+1

1

lnn
= 0:

2) La suite (vn) est décroissante 8n 2 N� � f1g ; car en posant f (x) = 1
lnx
; on a bien

vn = f (n) et

f 0 (x) = (
1

lnx
)0 =

1

x
(lnx)2

= � 1

x(lnx)2
< 0; 8x > 1;

donc (vn) est décroissante pour n � 2

Les deux conditions sont veri�ées, on en déduit que la série
+1P
n=2

un est convergente.

3.2 Suites et Séries de Fonctions

Dans les applications, on recontre souvent des fonctions dé�nies ainsi comme sommes

de séries à termes variable. Il est donc important d�étudier les propriétés de ces séries, par

exemple savoir si elle sont convergentes ou non pour toutes les valeures de x, ou selement

pour certaines valeurs (domaine de convergence).

3.2.1 Suites de fonctions

Soit une suite de fonctions un : [a; b]! R telle que x 7�! un(x); eventuellement a = �1;

ou b = +1:

Dé�nition 1 : La convergence simple

Soit fun(x)gn2N une suite de fonctions réelles dé�nie sur I = [a; b] � R:

- On dit que la suite fun(x)gn2N converge simplement vers la fonction u(x) sur [a; b]

et on écrit :

un(x)
cv: Simp
���!
[a; b]

u(x), lim
n!+1

un(x) = u(x); 8 x 2 [a; b] :

- Ce qui équivaut à :

8 x 2 [a; b] ; 8"i0; 9 N(x; ") 2 N : n � N =) jun(x)� u(x)j < ":
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Dé�nition 2 : La convergence uniforme

- On dit que la suite fun(x)gn2N converge uniformément vers la fonction u(x) sur

[a; b] et on écrit :

un(x)
cv: Unif���!
[a; b]

u(x), lim
n!+1

sup
[a; b]

jun(x)� u(x)j = 0; 8 x 2 [a; b] :

Ce qui équivaut à :

8" > 0; 9 N(x; ") 2 N; 8x 2 [a; b] : n � N(") =) jun(x)� u(x)j < ":

Cette fois-ci N(") ne dépend que de " et ne dépend pas de x.

- Il est clair que

fun(x)g CV-uniformément sur [a; b] =) fun(x)g CV-simplement sur [a; b]

Exemple : Soit la suite de fonctions dé�nie par :

8x 2 R+;8n 2 N : un(x) =
n2x

1 + n3x2
:

Etudier la convergence simple et uniforme.

1) La convergence simple :

- Si x = 0, un(0) = 0 =) lim
n!+1

un(0) = 0:

- Si x 2 R�+;

lim
n!+1

un(x) = lim
n!+1

n2x

1 + n3x2
= lim

n!+1

n2x

n3(
1

n3
+ x2)

= 0:

On déduit alors que fun(x)g converge simplement vers u(x) = 0 sur [0; +1[ :
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2) la convergence uniforme : lim
n!+1

sup
[a; b]

jun(x)� u(x)j = 0.

jun(x)� u(x)j =
���� n2x

1 + n3x2
� 0
����

=

���� n2x

1 + n3x2

����
=

n2x

1 + n3x2
= un(x) 8x 2 [0; +1[ :

alors

u
0

n(x) =
n2(1 + n3x2)� n2x(2xn3)

(1 + n3x2)2
=
n2(1� n3x2)
(1 + n3x2)2

:

Le signe de u
0
n(x) est dépend du signe de (1� n3x2)

u
0

n(x) = 0 =) 1� n3x2 = 0 =) x =
1

n3=2
:

Tableau de variations :

x 0
1

n3=2
+1

u0n(x) + j0 �

un(x)
un(

1

n3=2
)

0 % & 0

Du tableau de variations, on a : 8x 2 R+;8n � 1 :

sup
[0; +1[

jun(x)� u(x)j = un(
1

n3=2
) =

1

2
n1=2:

Donc :

lim
n!+1

sup
[0; +1[

jun(x)� u(x)j = lim
n!+1

p
n

2
= +1 6= 0:

On déduit alors que fun(x)g ne converge pas uniformément vers 0 sur [0; +1[.
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3.3 Séries de fonctions

3.3.1 Dé�nition

Considérons une suite de fonctions réelles fun(x)g
n2N

dé�nie sur [a; b] � R:

- La série
+1X
n=0

un = u0(x) + u1(x) + :::un(x) + un+1(x) + :::

est appelée série de fonctions.

- un(x) est le terme général de la série.

- Soit Sn(x) la somme partielle de la série dé�nie par :

Sn(x) =
nX
k=0

uk(x):

- L�ensemble des valeurs de x pour lesquelle la série de fonctions converge appelé le

domaine de convergence de la série.

- La somme de la série est la fonction S(x) telle que
+1P
n=0

un(x) = S(x); et

lim
n!+1

Sn(x) = S(x):

Exemples :

1) La série
+1X
n=0

xn; 8x 2 R et n 2 N:

Série géométrique de raison r = x:

-converge vers sa somme S(x) =
1

1� x , si jxj < 1:

-et diverge si jxj � 1:
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Donc la série
+1X
n=0

xn converge vers S(x) =
1

1� x; sur ]�1; 1[ :

2) Soit la série de fonctions

+1X
n=1

un(x) =

+1X
n=1

xn

n
� xn+1

n+ 1
;8x 2 R et n 2 N�:

On calcule la somme partielle : 8x 2 R;

Sn(x) =
nX
k=1

uk(x) =
nX
k=1

xk

k
� xk+1

k + 1

=

�
x� x2

2

�
+

�
x2

2
� x3

3

�
+ :::

xn

n
� xn+1

n+ 1

= x� xn+1

n+ 1
:

Alors, on a lim
n!+1

Sn(x) = S(x) =)

lim
n!+1

Sn(x) = lim
n!+1

�
x� xn+1

n+ 1

�
:

Pour calculer cette limite, on doit faire une discussion selon les valeurs de x 2 R :

1) si x 2 ]�1;+1[ =) lim
n!+1

xn+1 = 0 =) lim
n!+1

Sn(x) = x:

2) si x = 1 =) lim
n!+1

Sn(x) = 1:

3) si x = �1 =) lim
n!+1

Sn(x) = �1:

4) si x < h�1 =) lim
n!+1

xn+1 n�a pas de limite =) lim
n!+1

Sn(x)@:

5) si x > 1 =) lim
n!+1

xn+1 = +1 =) lim
n!+1

Sn(x) = +1:

On peut conclure que
+1P
n=0

un(x) converge vers S(x) = x sur [�1;+1] :
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3.3.2 Propriétés de convergence d�une série de fonctions

a) La convergence simple :

La série de fonctions
X
n�0

un(x)
cv: Sim���!
[a; b]

S(x)() La suite fSn(x)g cv: Sim���!
[a; b]

S(x):

b) La convergence uniforme :

La série
X
n�0

un(x)
cv:Unif���!
[a; b]

S(x) ()

La suite fSn(x)g cv:Unif���!
[a; b]

S(x) () lim
n!+1

sup
[a; b]

jSn(x)� S(x)j = 0:

Il est clair que

X
n�0

un(x) cv-uniformément sur [a; b] =)
X
n�0

un(x) cv-uimplement sur [a; b]

- La réciproque est fausse.

Exemple : Etudier la convergence simple et uniforme de la série de fonctions

X
n�0

un(x) =
+1X
n=0

xn:

1) La convergence simple :P
n�0

un(x) =
+1P
n=0

xn: Série géométrique de raison r = x:

- Converge vers sa somme S(x) =
1

1� x , si jxj h1:

- Et diverge si jxj � 1:

Donc la série
+1P
n=0

xn converge simplement vers S(x) =
1

1� x; sur ]�1; 1[ :
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En e¤et :

Sn(x) =
1� xn+1
1� x

cv: Sim����!
]�1; 1[ S(x) =

1

1� x:

car pour :

8x 2 ]�1; 1[ =) lim
n!+1

xn+1 = 0:

2) La convergence uniforme : lim
n!+1

sup
]�1; 1[

jSn(x)� S(x)j = 0

Sn(x) =
nX
k=0

uk(x) =
1� xn+1
1� x :

jSn(x)� S(x)j =
����1� xn+11� x � 1

1� x

���� = ���� xn+11� x

���� � jxn+1j
1 + j�xj �

1

2
:

D�où,

sup
]�1; 1[

jSn(x)� S(x)j �
1

2
9

n!+1
0;

donc

lim
n!+1

sup
]�1; 1[

jSn(x)� S(x)j 6= 0;

en déduit que
P
n�0

un(x) ne converge pas uniforme sur ]�1; 1[.

c) La convergence normale (critère de Weirstrass) :

Soit
P
n�0

un(x) une série de fonctions dé�nie sur [a; b] ; s�il existe une série numériqueP
n�0

an convergente, telle que :

8x 2 [a; b] ;8n 2 N : jun(x)j � an:

Alors on dit que la série
P
n�0

un(x) converge normalement sur [a; b] :
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Théorème :

X
n�0

un(x) converge normalement sur [a; b] =)
X
n�0

un(x) converge uniformément sur [a; b] :

Exemples :

1) Soit la série
P
n�0

xn

n2
; x 2 ]�1; 1[ : Etudier la convergence uniforme.

On utilise la convergence normale

On a :

8x 2 ]�1; 1[ ;
����xnn2
���� � 1

n2
= an:

Comme la série numérique
P
n�1

an =
P
n�1

1

n2
; est de Riemann convergente car � = 2 > 1:

Donc la série
P
n�1

xn

n2
converge normalement sur ]�1; 1[ ; par conséquent elle converge

uniformément sur ]�1; 1[ :

2) Soit la série X
n�1

cosnx

n3
; x 2 [0; +1[ :

Etudier sa convergence uniforme.

On a :

8x 2 [0; +1[ ;8n 2 N� :
���cosnx
n3

��� � 1

n3
= an:

La série numérique
P
n�1

an =
P
n�1

1

n3
; est de Riemann convergente car � = 3 > 1: Donc la

série
P
n�1

cosnx

n3
; converge normalement sur [0; +1[ ; par conséquent elle converge

uniformément sur [0; +1[ :

3.3.3 Théorème fondamentaux sur les séries de fonctions

Théorème 1 : La continuité de la somme d�une Série de fonctions

Si la série de foctions
P
n�0

un(x) converge uniformément vers la somme S(x) sur [a; b] ; et
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si de plus toutes les fonctions un(x); 8n 2 N; sont continues, alors S(x) est une fonction

continue sur [a; b] :

Théorème 2. Intégration :

Soit la série de fonctions
P
n�0

un(x) qui converge uniformément sur [a; b] vers sa somme

S(x), si pour tout n 2 N, les fonctions un(x) sont intégrables sur [a; b] ; alors :

i) La fonction S(x) est intégrable sur [a; b] :

ii) La série numérique de terme général vn =
R b
a
un(x)dx est convergente, de plus on a :

8x 2 [a; b] ;
Z b

a

 
+1X
n=0

un(x)

!
=

+1X
n=0

Z b

a

un(x)dx:

Théorème 3. Dérivation :

Soit
P
n�0

un(x) une série de fonctions telle que :

a) 8n 2 N , les fonctions un(x) sont de classe C1 sur [a; b] (des fonctions continues et

leurs premières dérivées sont continues).

b) La série dérivée
P
n�0

u0n(x) converge uniformément sur [a; b] vers une fonction g(x) =

+1P
n=0

u0n(x).

c) 9 x0 2 [a; b] ; tel que la série numérique
P
n�0

un(x0) est convergente.

Alors on a :

i)
P
n�0

un(x) converge uniforme sur [a; b] vers sa somme S(x).

ii) La fonction S(x) est dérivable sur [a; b] et on a :

S 0(x) = g(x)()
 
+1X
n=0

un(x)

!0
=

+1X
n=0

u0n(x):

Exemple : On considère la série de fonctions dé�nie par son terme géneral :

fn(x) =
xn

n3(1 + xn)
; sur I = [0; 1] et n 2 N�:
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1- Montrer que la série de fonctions
+1P
n=1

fn(x) converge uniformément sur I:

2- Montrer que la fonction S(x) =
+1P
n=1

fn(x) est dérivable sur I:

Solution :

1- Pour étudier la convergence uniforme, on utilise la convergence normale :

On a : Ainsi, 8x 2 [0; 1] ; 8n 2 N� :

jfn(x)j =
���� xn

n3(1 + xn)

���� = xn

n3(1 + xn)
� 1

n3(1 + xn)
;

avec 0 � xn � 1:

De plus,

8x 2 [0; 1] ;8n 2 N� : xn + 1 � 1 =) n3(1 + xn) � n3:

D�où :

jfn(x)j �
1

n3
:

+1P
n=1

1

n3
; série de Riemann convergente car � = 3 > 1: Donc la série

+1P
n=1

fn(x) converge

normalement par suite elle converge uniformément sur I:

2- On utilise le théorème de dérivation terme à terme des séries de fonctions :

i) 8n 2 N�; fn(x) 2 C1([0; 1] ; R); et

f 0n(x) =

�
xn

n3(1 + xn)

�0
=

1

n3

�
nxn�1(1 + xn)� nxn�1xn

(1 + xn)2

�
=

xn�1

n2(1 + xn)2
:

ii) La série
+1P
n=1

fn(x) converge au moins en un point x0 2 [0; 1] ; puisque cette série

converge uniforme sur I.
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iii)
+1P
n=1

f 0n(x) converge uniforme sur I = [0; 1]

On utilise la cv normale, alors : 8x 2 [0; 1] ; 8n 2 N�

jf 0n(x)j =
���� xn�1

n2(1 + xn)2

����
=

xn�1

n2(1 + xn)2

� 1

n2(1 + xn)2
;

avec : 0 � xn�1 � 1:

De plus, 8x 2 [0; 1] ; 8n 2 N� :

0 � xn � 1 =) 1 + xn � 1 =) n2(1 + xn)2 � n2 =) 1

n2(1 + xn)2
� 1

n2
:

D�où,

jf 0n(x)j �
1

n2
:

Comme la série
+1P
n=1

1

n2
série de Riemann cv car � = 2 > 1: Donc la série

+1P
n=1

f 0n(x)

converge uniforme sur I:

On conclut que la série
+1P
n=1

fn(x) = S(x) est dérivable sur [0; 1], et 8x 2 [0; 1] on a :

S 0(x) =

 
+1X
n=1

fn(x)

!0

=

+1X
n=1

f 0n(x)

=

+1X
n=1

xn�1

n2(1 + xn)2
:
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3.4 Séries Entières

3.4.1 Dé�nitions

1) On appele série Entière où série de puissance, toute série de fonctions de la forme :

+1X
n=0

un(x) =
+1X
n=0

anx
n;

où les an sont appellés les coe¢ cients de la série.

2) Il existe R 2 [0; +1[ tel que la série entière
+1P
n=0

anx
n converge et même absolument

si jxj < R et diverge si jxj > R: L�intervalle ]�R; +R[ ; s�appelle le domaine de

convergence.

3) R s�appelle le rayon de convergence de la série. Il est donné par l�une des deux

formules :

R = lim
n!+1

���� anan+1
���� ; ou bien R = lim

n!+1

1
n
p
janj

:

Théorème :

Soit
+1P
n=0

anx
n série entière. Il lui est associé un rayon de convergence R tel que :

a) Si jxj < R =) x 2 ]�R; +R[ =) la série converge.

b) Si jxj > R =) x 2 ]�1; �R[ [ ]+R; +1[ ) la série diverge.

Remarque :

1) Aux extrémités de l�intervalle, càd pour x = �R; la question de convergence où de

divergence de la série proposée doit faire l�objet d�une étude spéciale.

2) Si R = +1; la série est converge partout 8x 2 ]�1; +1[ :

3) Si R = 0; ce cas ne présente aucun intérêt pratique.
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Exemple : Déterminer l�intervalle de convergence des séries entières suivantes :

a)
+1P
n=0

xn

n!
; b)

+1P
n=0

xn

1 + n2
; c)

+1P
n=0

enxn:

Solution :

a)
+1P
n=0

xn

n!
; série entière avec an =

1

n!
; on a

R = lim
n!+1

���� anan+1
���� = lim

n!+1

��������
1

n!
1

(n+ 1)!

��������
= lim

n!+1

(n+ 1)!

n!
= lim

n!+1

(n+ 1)n!

n!
= +1

R = +1; donc la série
+1P
n=0

xn

n!
converge partout, 8x 2 ]�1; +1[ :

b)
+1P
n=0

xn

1 + n2
; série entière avec an =

1

1 + n2
; on a

R = lim
n!+1

���� anan+1
����

= lim
n!+1

��������
1

1 + n2

1

1 + (1 + n)2

�������� = lim
n!+1

1 + (1 + n)2

(1 + n)2
= 1:

R = 1 =)
+1P
n=0

xn

1 + n2
converge sur ]�1; + 1[ =)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

1) Si x = 1 =)
+1P
n=0

1

1 + n2
(série numérique) :

1

1 + n2
� 1

n22664
+1P
n=1

1

n2
Série de Riemann cv car � = 2 > 1; d�aprés le critère

de comparaison, la série
+1P
n=0

1

1 + n2
cv.

3775
2) Si x = �1 =)

+1P
n=0

(�1)n
1 + n2

; série alternée cv
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On déduire donc que la série
+1P
n=0

xn

1 + n2
converge sur [�1; + 1] :

c)
+1P
n=0

enxn; an = en =)

R = lim
n!+1

1
n
p
janj

= lim
n!+1

1
n
p
en
=
1

e
:

R =
1

e
=) la série

+1P
n=0

enxn converge sur
�
�1
e
; +

1

e

�
; alors on a

8>>>>><>>>>>:
1) Si x = +

1

e
=)

+1P
n=0

1 (série numérique div car la condition

nécessaire de convergence n�est pas veri�ée lim
n!+1

1 6= 0:)

2) Si x = �1
e
=)

+1P
n=0

(�1)n; divergente (même argument) .

En conclusion, la série
+1P
n=0

enxn converge sur
�
�1
e
; +

1

e

�
:
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3.5 Exercices

Exercice 1 : On considère la série numérique dé�nie par son terme général :

un = ln

r
n+ 1

n
; n � 1:

1. Calculer la somme partielle Sn =
nX
k=1

uk:

2. Calculer S; on déduire la nature de la série
P
n�1

un.

Exercice 2 : Etudier la convergence des séries de terme général :

1.Un =
lnn

2n3 + 1
; 2. Un =

4n2 � n+ 3
n3 + 2n

; 3. Un =
n+
p
n

2n3 + 1

4. Un =
�

n

2n+ 1

�n
5. Un = n

�
3

4

�n
6. Un =

n3

n!

7. Un =
(n!)2

(2n)!
8. Un = ne�n

2 9. Un = sin
a

n

10. Un =
1

n+ lnn
11. Un = sin(

p
�4n2 + 1) 12. Un = 1� cos

1

n

13. Un =
an

n�
; a > 0 14. Un =

nlnn

(lnn)n
15. Un =

a2n

1 + a4n
; a > 0:

16. Un =
1

n
p
lnn

17. Un =
(�1)n

(2n� 1)2
18. Un =

(�1)n

3n
:

Exercice 3 : Etudier la convergence simple et uniforme des séries de fonctions sui-

vantes :

1)
P
n�0

un(x) =
+1P
n=0

xn:

2)
+1P
n=1

un(x) =
+1P
n=1

xn

n
� xn+1

n+ 1
; 8x 2 R; et n 2 N�:
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Exercice 4 : On considère la série numérique dé�nie par son terme général :

8x 2 R+;8n 2 N : un(x) =
n2x

1 + n3x2
:

Etudier la convergence simple et uniforme.

Exercice 5 :

1) Etudier la convergence uniforme des séries de fonctions suivantes :

a) La série
P
n�1

xn

n2
; x 2 ]�1; 1[ :

b) La série
P
n�1

cosnx

n3
; x 2 [0; +1[ :

2) On considère la série de fonctions dé�nie par son terme général :

8x 2 I = [1;+1[ ; fn(x) =
e�nx

n+ 1
:

Montrer qu�elle converge uniformément sur I:

Exercice 6 :

On considère la série de fonctions dé�nie par son terme géneral :

fn(x) =
xn

n3(1 + xn)
; sur I = [0; 1] et n 2 N�:

1- Montrer que la série de fonctions
+1P
n=1

fn(x) converge uniformément sur I:

2- Montrer que la fonction S(x) =
+1P
n=1

fn(x) est dérivable sur I:

Exercice 7 : Soit

fn(x) = e�xn; 8n 2 N;8x 2 R;

1. Soit a > 0. Montrer la convergence normale de la série de fonctions de terme général

fn(x) sur [a;+1[. Cette série est-elle normalement convergente sur R+ = [0;+1[ ?

2. Soit f sa somme. Montrer que la fonction f est continue sur R�+ = ]0;+1[ :
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3. Montrer que la fonction f est dérivable sur R�+ et que sa dérivée est donnée par :

8x 2 R; 8n 2 N; f 0(x) = �
+1X
n=0

ne�xn:

4. Que se passe-t-il si x < 0.

Exercice 8 : Calculer le rayon de convergence et domaine de convergence des deux séries

entières suivantes :

1-
P
n�0

xn

1 + n2
; 2-

P
n�0

xn

5n + n
: 3-

P
n�0

xn

�n
; pour � 2 R�:

Exercice 9 : Déterminer le rayon et le domaine ouvert de convergence des séries entières

suivantes :

1-
P
n�0

xn

n(lnn)2
: 2-

P
n�0

(x+ 3)n

n3n
: 3-

P
n�0

x2n

2n + 1
: 4-

P
n�0

(x� 2)n
n5n

:
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Chapitre IV Séries de Fourier

La physique et la mécanique (vibrations) font souvent apparaître des fonction pério-

diques. Rappelons qu�une fonction f périodique et de période T si

f(x+ T ) = f(x):

Il est bien connu que les fonctions trigonométriques sin x et cosx sont périodiques et de

période 2�: Les phénomènes périodiques se rencontrent notamment en Acoustique, en

Mécanique, en Optique et en Electrotechnique. La variable est souvent le temps t.

4.1 Dé�nitions

1) On appele série de Fourier une série de la forme :

a0 + a1 cosx+ b1 sin x+ a2 cos 2x+ b2 sin 2x+ ::: = a0 +
+1X
n=1

an cosnx+ bn sinnx; (1)

où les constantes an; bn; (n = 1; 2; :::) sont appelés les coe¢ cients de la série.

2) Si la série de Fourier converge pour toute x 2 R; sa somme S(x) est alors une

fonction périodique de période 2�:

S(x) = a0 +
+1X
n=1

an cos(nx) + bn sin(nx):

Exemples :

1) 3 +
+1P
n=1

(�1)n cos(nx) + 18 sin(nx); a0 = 3; an = (�1)n; bn = 18:

2)
�

2
+

+1P
n=1

(�1)n
n

sin(nx); a0 =
�

2
; an = 0; bn =

(�1)n
n

:

3)
+1P
n=1

5n + 3

n+ 6
cos(nx); a0 = 0; an =

5n + 3

n+ 6
; bn = 0:
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Remarque

On a la majoration

jan cosnx+ bn sinnxj � janj+ jbnj :

Si
+1P
n=0

an et
+1P
n=0

bn sont absolument convergentes, alors la serie de Fourier est absolument

convergente et unifomément sur R; elle est donc continue et dérivable et intégrable terme

à terme.

Exemple :
+1X
n=0

cosnx

n2
=)

���cosnx
n2

��� � 1

n2
= an:

La série numérique
+1P
n=0

an =
+1P
n=0

1

n2
étant absolument convergente, alors la série de

Fourier
+1P
n=0

cosnx

n2
est absolument et uniformément convergente sur R; donc elle est conti-

nue et dérivable et intégrable terme à terme.

4.2 Determination des coe¢ cients de Fourier

Supposons que la fonction f(x) dé�nie sur R périodique de période 2� et intégrable

sur tout intervalle de longeur 2� soit représentée par une série de Fourier convergente

dans [��; �] :

f(x) = a0 + a1 cosx+ b1 sin x+ ::::an cosnx+ bn sinnx+ ::: (2)

Alors on a :

a0 =
1

2�

Z �

��
f(x)dx: (3)

8n > 0; an =
1

�

Z �

��
f(x) cosnxdx; (4)
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8n > 0; bn =
1

�

Z �

��
f(x) sinnxdx: (5)

A toute fonction f intégrable de période 2�; en peut associer une série de fonction

dont les coe¢ cients sont donnés par les formules d�intégrales (3), (4) et (5).

4.3 Séries de Fourier des fonctions paires et impaires

1- Si la fonction f(x) est paire, on trouve :

a0 =
1

�

Z �

0

f(x) cosnxdx;

8n > 0; an =
2

�

Z �

0

f(x) cosnxdx;

8n > 0; bn = 0:

2- Si f(x) est impaire on obtient :

8n > 0; an = 0;

8n > 0; bn =
2

�

Z �

0

f(x) sinnxdx:

4.4 Les conditions de Dirichlet

Le problème posé est : quelles sont les propriétés que doit posséder la fonction f(x)

pour que sa série de Fourier converge et que sa somme soit égale aux valeurs de f(x).

Nous allons énoncer un théorème donnant les conditions su¢ santes pour que la fonc-

tion f(x) soit représentable par une série de Fourier.
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4.4.1 Théorème de Dirichlet

Si la fonction périodique f(x), de période 2�, monotone par morceaux et bornée sur

[��; �] ; alors :

sa série de Fourier converge partout et la somme S(x) est égale à la valeur de f(x) aux

points de discontinuité. La somme de la série de Fourier est égale : (moyenne arithmétique)

S(x) =
Lg + Ld
2

=
f(x0 + 0) + f(x0 � 0)

2
:

Exemple 1 :

Donner un dévelopement des fonctions suivantes en série de Fourier :

1) Soit f(x) une fonction périodique de période 2� dé�nit par f(x) = x ;�� � x � �:

Cette fonction est monotone par tranches et bornée. Elle admet donc un développement

en série de Fourier

- Calcul des coe¢ cients de Fourier

a0 =
1

2�

Z �

��
f(x)dx =

1

2�

Z �

��
xdx =

1

4�

�
x2
��
�� = 0:
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an =
1

�

Z �

��
f(x) cosnxdx =

1

�

Z �

��
x cosnxdx

=
1

�

��
x sinnx

n

��
��
� 1
n

Z �

��
sinnxdx

�
=
hcosnx

n2

i�
��
= 0:

bn =
1

�

Z �

��
f(x) sinnxdx =

1

�

Z �

��
x sinnxdx =

1

�

�h
�x cosnx

n

i�
��
+
1

n

Z �

��
cosnxdx

�
=

1

�

�
�1
n
[� cosn� + � cosn�]��� +

1

n2
[sinnx]���

�
=

�
�2 cosn�

n

�
=
2(�1)n+1

n
:

D�aprés le théorème de Dirichlet, vu que f(x) est continue et monotone par morceaux,

on obtient la série :

f(x) = a0 +
+1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) = 2
+1X
n=1

(�1)n+1
n

sinnx; 8x 2 ]��; �[ :

On a f(x) = 2
+1P
n=1

(�1)n+1
n

sinnx = x =)

+1X
n=1

(�1)n+1
n

sinnx =
x

2
:

Cette egalité a lieu partout sauf aux points de discontinuités :

S(�) =
f(�� � 0) + f(� + 0)

2
=
�� + �

2
= 0:

S(��) = f(�� � 0) + f(�� + 0)
2

=
�� + �

2
= 0:
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Exemple 2 :

Soit f(x) = x2; une fonction périodique de période 2�.

La fonction f(x) est monotone par tranches, bornée et continue. Elle admet donc un

développement en série de Fourier :

Calcul des coe¢ cients de Fourier :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

a0 =
1

2�

R �
�� x

2dx =
1

2�

�
x3

3

��
��
=
�2

3
;

an =
1

�

R �
�� x

2 cosnxdx =
4� cosn�

�n2
=
4(�1)n
n2

=

8><>:
4

n2
; k pair

�4
n2
; k impair

;

bn =
1

�

R �
�� x

2 sinnxdx = 0:

Comme f(x) est continue dans [��; �] et monotone par morceau, donc f(x) est égale à

sa série de Fourier

f(x) = a0 +

+1X
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) =
�2

3
� 4

+1X
n=1

(�1)n+1 cosnx
n2

;8x 2 ]��; �[ :

f(x) = x2 =
�2

3
� 4

+1X
n=1

(�1)n+1 cosnx
n2

:
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+1X
n=1

(�1)n+1 cosnx
n2

=
�2

12
� x2

4
:

L�égalité à lieu partout :

Si x = � :

�2 =
�2

3
� 4

+1X
n=1

(�1)n+1 cosn�
n2

=
�2

3
� 4

+1X
n=1

(�1)n+1(�1)n
n2

=
�2

3
� 4

+1X
n=1

(�1)2n+1
n2

=
�2

3
+ 4

+1X
n=1

1

n2
;

on en déduit la somme
+1X
n=1

1

n2
=
�2

6
:

Si x = 0 :

0 =
�2

3
� 4

+1X
n=1

(�1)n+1
n2

;

on en déduit la somme
+1X
n=1

(�1)n+1
n2

=
�2

12
:

4.5 Série de Fourier des fonctions de période quel-

conque

Soit f une fonction périodique de périodew avec le changement de variable x = Wt
�
, la

nouvelle fonction f(Wt
�
) est alors de periode 2�: En série Fourier, elle se developpe ainsi :
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f(
Wt

�
) =

a0
2
+ a1 cos t+ b1 sin t+ ::::+ an cosnt+ bn sinnt+ :::;

avec an = 1
�

�R
��
f(t) cosntdt et bn = 1

�

�R
��
f(t) sinntdt:

En retournant à la variable x, on a :

t = �x
W
=) dt = �

W
dx; alors

an =
1

w

WZ
�W

f(x) cos

�
nWx

�

�
dx et bn =

1

W

WZ
�W

f(x) sin

�
nWx

�

�
dx;

et donc

f(x) =
a0
2
+

1X
n=1

�
an cos

nWx

�
+ bn sin

nWx

�

�
: (6)

4.6 Série de Fourier sous forme complexe

Soit f périodique de période 2� representée par sa serie de Fourier :

f(x) =
a0
2
+

1X
n=1

an cosnx+ bn sinnx:

Puisque cosnx =
einx + e�inx

2
et sinnx =

einx � e�inx
2i

; alors

f(x) =
a0
2
+

1P
n=1

an

�
einx + e�inx

2

�
+ bn

�
einx � e�inx

2i

�
=
a0
2
+

1P
n=1

an � ibn
2

einx +
an + ibn
2

e�inx:

En posant c0 =
a0
2
; cn =

an � ibn
2

et c�n =
an + ibn
2

; la série de Fourier de f s�écrit :
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f(x) = c0 +
1P
n=1

cne
inx + c�ne

�inx;

ou sous forme plus compacte :

f(x) =
1P

n=�1
cne

inx; (7)

c�est la forme complexe de la série de Fourier avec

cn =
1

2�

�Z
��

f(x)e�inxdx; n 2 Z: (8)
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4.7 Exercices

Excercice 1

Développer en série de Fourier (en série de cosinus et sinus) des fonctions suivantes :

1) La fonction périodique de période (2�); dé�nie comme suit :

f(x) = x; pour � � � x � �:

2) La fonction de période 2�; dé�nie :

f(x) =

8<: �1; pour � � � x � 0

1; pour 0 � x � �
:

3) La fonction périodique de période L > 0 dé�nie comme suit :

f(x) = jxj ; si x 2
�
�L
2
;
L

2

�
:

Excercice 2

Soit la fonction périodique de période 2�; dé�nie par :

8x 2 [0; 2�] ; f(x) = x2:

1) Développer cette fonction en série de Fourier.

2) Calculer les sommes
+1P
n=1

1

n2
et

+1P
n=1

1

n4
:
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Excercice 3

Dévelooper en série de Fourier la fonction périodique de période 2�; dé�nie par :

8x 2 [��; �] ; f(x) = jxj :

Déduire la somme des séries suivantes :

+1X
n=0

1

(2n+ 1)2
et

+1X
n=0

1

(2n+ 1)4
:

Excercice 4

Soit la fonction périodique de période 2�;

8x 2 [��; �] ; f(x) = ex:

1) Développer en série de Fourier la fonction f:

2) En déduire la valeur des sommes suivantes :

+1X
n=0

1

n2 + 1
et

+1X
n=0

(�1)n
n2 + 1

:
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5.1 Introduction

En mathématiques, la transformation de Laplace est une transformation intégrale,

c�est-à-dire une opération associant à une fonction f(t) (à valeur dans R ou dans C ) une

nouvelle fonction dite transformée de Laplace de f(t), notée traditionnellement F (p), via

une intégrale.

La transformation de Laplace est injective et par usage de tables, il est possible

d�inverser la transformation. Le grand avantage de la transformation de Laplace est que

la plupart des opérations courantes sur la fonction originale f(t), telle que la dérivation,

ou un décalage sur la variable t, ont une traduction (plus) simple sur la transformée F (p).

Cette transformation fut introduite pour la première fois sous une forme proche de

celle utilisée par Laplace en 1774, dans le cadre de la théorie des probabilités.

La transformation de Laplace généralise la transformation de Fourier qui est

également utilisée pour résoudre les équations di¤érentielles : contrairement à cette der-

nière, elle tient compte des conditions initiales et peut ainsi être utilisée en théorie des

vibrations mécaniques ou en électricité dans l�étude des régimes forcés sans négliger le

régime transitoire. Elle converge pour toutes les fonctions qui, pondérées par une expo-

nentielle, admettent une transformée de Fourier ; par conséquent les fonctions admettant

une transformée de Fourier admettent toutes une transformée de Laplace, mais la

réciproque n�est pas vraie. De manière générale, ses propriétés vis-à-vis de la dérivée per-

mettent un traitement plus simple de certaines équations di¤érentielles, et est de ce fait

très utilisée en automatique.
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5.2 Dé�nition

Soit donnée une fonction de la variable réelle t dé�nie pour t � 0 (parfois nous

estimerons que la fonction f(t) est dé�nie dans l�intervalle in�ni �1 < t < 1, mais

f(t) = 0 quand t < 0). Nous supposons que la fonction f(t) continue par morceaux, c�est

-à-dire telle que, dans chaque intervalle �ni, elle possède un nombre �ni de discontinuités

de 1ère espèce.

5.3 Existence et unicité

Pour assurer l�existence de certaines intégrales dans l�intervalle in�ni 0 � t <1; nous

imposerons à la fontion f(t) des restrictions complémentaires. Nous supposons précisé-

ment qu�il existe des nombres positifs constants M et s0 tels que

jf(t)j �Me�s0t (1)

pour tout valeur de t prise dans l�intervalle 0 � t < 1.

Considérons le produit de la fonction f(t) par la fonction complexe de la variable réelle

t, où p = a + ib (a > 0 ) est un nombre complexe :

e�ptf(t) (2)

la fonction (2) est aussi une fonction complexe de la variable réelle t :

e�at f(t) = e�(a+ib)tf(t) = e�atf(t)e�ibt = e�atf(t) cos bt� ie�at f(t) sin bt:
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Considérons ensuite l�intégrale impropre

Z 1

0

e�ptf(t) dt =

Z 1

0

e�atf(t) cos bt dt� i
Z 1

0

e�atf(t) sin bt dt: (3)

Montrons que si la fonction f (t) véri�e la condition (1) et a > s0, alors les intégrales du

second membre de l�égalité (3) existent et la convergence des ces intégrales est absolue.

Estimons d�abord la première de ces intégrales :����Z 1

0

e�atf (t) cos bt dt

���� � Z 1

0

��e�atf(t) cos bt�� dt
< M

Z 1

0

e�ates0tdt =M

Z 1

0

e�(a�s0)t dt =
M

a� s0
:

On estime de même la seconde intégrale. Ainsi, L�intégrale
R1
0
e�ptf (t)dt existe. Elle

dé�nit une certaine fonction de p, que nous désignerons par F (p) :

F (p) =

Z 1

0

e�pt f(t) dt. (4)

La fonction F (p) est appelée transformée de Laplace ou image L ou simplement image

de f(t). La fonction f(t) est appelée original ou fonction objet. Le fait que F (p) est

l�image de la fonction f (t) est noté de manière suivante :

F (p) �! f(t); (5)

ou

f(t)  � F (p); (6)

soit encore

L ff (t)g = F (p): (7)
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Comme nous le verrons par la suite, Le sens de l�introduction des images réside dans le

fait qu�elles permettent de simpli�er la résolution de nombreux problèmes, en particulier,

de ramener la résolution des équations di¤érentielles ordinaires à certaines opérations

algébriques simples permettant de trouver la fonction image. Connaissant l�image on

peut trouver l�original soit au moyen des tables préalablement composées � original-

image � (dictionnaire d�images), soit par les méthodes que nous exposerons plus bas.

Des questions se posent alors naturellement.

Soit donnée une certaine fonction F (p): Existe-t-il une fonction f (t) dont F (p) est

l�image ? Si elle existe, est-elle unique ? Les deux questions reçoivent une réponse positive

si F (p) et f (t) satisfont à certaines conditions. En particulier l�unicité de l�image est

établie par le théorème suivant que nous énoncerons sans démonstration :

Théorème d�unicité. Si deux fonctions continues '(t) et  (t) possèdent une même

image L F (p), ces fonctions sont identiquement égales. Ce théorème sera d�une grande

utilité pour tout ce qui suivra.

5.4 La transformtion des fonctions �0(t); sin t ; cos t

I. La fonction f (t) ainsi dé�nie

f (t) = 1 pour t � 0;

f (t) = 0 pour t < 0;

est appelée fonction unité de Heaviside et notée �0 (t) :

Trouvons l�image L de la fonction de Heaviside :

L f�0 (t)g =
Z 1

0

e�ptdt = �e
�pt

p
j10 =

1

p
:
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Ainsi,

1 � 1
p
; (8)

ou, plus exactement

�0 (t) �
1

p
:

Dans certains traités de calcul opérationnel, on appelle image de la fonction f (t)

l�expression

F � (p) = p

Z 1

0

e�ptf (t) dt:

Dans ce cas on a : �0 (t) � 1 et, par conséquent, C  � C , plus exactement C �0 (t) �

C.

II. Soit f (t) = sin t ; alors

L fsin tg =
Z 1

0

e�pt sin t dt =
e�pt (�p sin t� cos t)

p2 + 1
j10 =

1

p2 + 1
:

Ainsi,

sin t � 1

p2 + 1
: (9)

III. Soit f (t) = cos t ; alors

L fcos tg =
Z 1

0

e�pt cos t dt =
exp�pt (sin t� p cos t)

p2 + 1
j10 =

p

p2 + 1
:

Ainsi,

cos t � p

p2 + 1
: (10)
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5.5 La transformtion des fonctions à échelle modi�ée

de la variable indépendante sin at ; cos at

Considérons l�image de la fonction f (at) ;où a > 0 :

L ff (at)g =
Z 1

0

e�pt f (at) dt:

E¤ectuons un changement de variable dans la seconde intégrale, posant z = at ; par

conséquent, dz = a dt ; nous obtenons alors :

L ff (at)g = 1

a

Z 1

0

e�
p
a
z f (z) dz

ou

L ff (at)g = 1

a
F
�p
a

�
:

Ainsi, si

F (p) �! f (t) ;

alors
1

a
F
�p
a

�
�! f (at) : (11)

Exemple 1. Nous obtenons immédiatement de la formule (9) en vertu de (11) :

sin at � 1
a

1�
p
a

�2
+ 1

ou

sin at � a

p2 + a2
(12)
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Exemple 2. Nous obtenons de la formule (10) en vertu de (11) :

cos at � 1
a

p
a�

p
a

�2
+ 1

c�est à dire

cos at � p

p2 + a2
: (13)

5.6 Linéarité

Théorème. L�image de la somme de plusieurs fonctions, multipliées par des constantes,

est égale à la somme des images de ces fonctions multipliées par les constantes corres-

pondantes, autrement dit si

f (t) =
nX

i = 1

Ci f i (t) (14)

(Ci sont des constantes) et

F (p) �! f (t) ; Fi (p) �! f i (t) ;

alors

F (p) =
nX

i = 1

Ci Fi (p) : (14�)

Exemple 1. Trouver l�image de la fonction

f (t) = 3 sin 4t� 2 cos 5t:

Solution. En vertu des formules (12), (13) et (14�) nous obtenons

L ff (t)g = 3 4

p2 + 16
� 2 p

p2 + 25
=

12

p2 + 16
� 2p

p2 + 25
:
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Exemple 2. Trouver l�original dont l�image est donnée par l�expression

F (p) =
5

p2 + 4
+

20p

p2 + 9
:

Solution. Représentons F (p) de la manière suivante :

F (p) =
5

2

2

p2 + (2)2
+ 20

p

p2 + (3)2
:

Par conséquent, en vertu des formules (12), (13) et (14�) nous obtenons :

f (t) =
5

2
sin 2t+ 20 cos 3t:

Il découle du théorème d�unicité du 1 que c�est l�unique original qui correspond à la

fonction donnée F (p) :

5.7 Théorème de déplacement

Théorème. Si F (p) est l�image de la fonction f (t) ; alors F (p+ �) est l�image de la

fonction exp��t f (t) ; autrement dit

si F (p) �! f (t) ;

alors

F (p+ �) �! e�t f (t) : (15)

(Nous supposons ici que Re (p+ �) > s0):
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5.8 La transformtion des fonctions exp (��t), sinh�t,

cosh�t, exp (��t) sin at, exp (��t) cos at

Il découle immédiatement de la formule (8), en vertu de la formule (15), que

1

p+ �
�! e�t. (16)

D�une manière analogue
1

p� � �! e��t. (16�)

Retranchant des termes de la relation (16�) les termes correspondants de la relation (16)

et divisant les di¤érences obtenues par 2, nous obtenons :

1

2

�
1

p� � �
1

p+ �

�
�! 1

2

�
e��t � e�t

�
c�est à dire

�

p2 � �2 �! sinh�t. (17)

De même, en faisant la somme de (16) et de (16�), on a :

p

p2 � �2 �! cosh�t. (18)

Il découle de la formule (12) en vertu des formules (15) :

a

(p+ �)2 + a2
�! e��t sin at: (19)
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De la formule (13), en vertu des formules (15), il découle :

p+ �

(p+ �)2 + a2
�! e�at cos at (20)

Exemple 1. Trouver l�original si l�image est donnée par la formule

F (p) =
7

p2 + 10p+ 41
:

Solution. Transformons F (p) de façon à lui donner la forme de l�expression du

premier membre de la relation (19) :

7

p2 + 10p+ 41
=

7

(p+ 5)2 + 16
=
7

4

4

(p+ 5)2 + 42
:

Ainsi,

F (p) =
7

4

4

(p+ 5)2 + 42
:

Par conséquent, en vertu de la formule (19), nous aurons :

F (p) �! 7

4
e�5t sin 4t:

Exemple 2. Trouver l�original si l�image est donnée par la formule

F (p) =
p+ 3

p2 + 2p+ 10
:

Solution. Transformons la fonction F (p) :

p+ 3

p2 + 2p+ 10
=

(p+ 1) + 2

(p+ 1)2 + 9
=

p+ 1

(p+ 1)2 + 32
+

2

(p+ 1)2 + 32

=
p+ 1

(p+ 1)2 + 32
+
2

3

3

(p+ 1)2 + 32
:
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en vertu des formules (19) et (20) nous trouvons l�original

F (p) �! e�t cos 3t+
2

3
e�t sin 3t.

5.9 Dérivation

5.9.1 La dérivation de la transformée

Théorème. Si F (p) �! f (t) ; alors

(�1)n d n

d pn
F (p) �! t nf (t) : (21)

Exemple 1. Nous tirons de la formule (cf. (12))

a

p2 + a2
=

Z 1

0

exp�pt sin atdt:

En dérivant les premier et second membres par rapport au paramètra p :

2pa

(p2 + a2)2
�! t sin at: (22)

Exemple 2. Nous obtenons de la formule (13) en vertu de la formule (21) :

� a2 � p2

(p2 + a2)2
�! t cos at (23)

Exemple 3. Nous obtenons de la formule (16) on vertu de la formule (21) :

1

(p+ �)2
�! t e�at:
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La transformation des dérivées

Théorème. Si

$ ff(t)g = F (p);

alors

$ ff 0(t)g = pF (p)� f(0): (24)

Considérons ensuite la transformée des dérivées d�ordre quelconque .

Portant dans la formule (24) l�expression pF (p) � f(0) au lieu de F (p) et remplaçant

f(t) par f 0(t): Nous obtenons

$ ff 00(t)g = p[pF (p)� f(0)]� f 0(0);

ou en ouvrant les parenthèses :

$ ff 00(t)g = p2F (p)� pf(0)� f 0(0): (25)

L�image de la dérivée d�ordre n sera :

$ ffn(t)g = pnF (p)� [pn�1f(0) + pn�2f 0(0) + :::+ pf (n�2)(0) + f (n�1)(0)] (26)

Les formules (24); (25) et (26) se simpli�ent si f(0) = f 0(o) = ::: = f (n�1)(0) = 0 et dans
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ce cas on aura : 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

$ ff(t)g = F (p);

$ ff 0(t)g = p1F (p);

:::

:::

:::

$ ffn(t)g = pnF (p):

Proposition. (le produit de convolution)

Soient f1 et f2deux fonctions dé�nies, continues et intégrables sur t > 0; si $ ff1(t)g =
F1(p) et $ ff2(t)g = F2(p) alors

$ f(f1 � f2)(t)g = F1(p)F2(p);Re(p) > max fs0; d0g

oú s0 et d0 sont deux nombres positifs véri�ant :

jf1(t)j < Me�s0t et jf2(t)j < Me�d0t:

5.10 Tableau résumé de quelques transformées usuelles

Pour faciliter l�utilisation des transformée de Laplace des fonctions obtenues, nous les

groupons dans un tableau ci-dessous.
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N� F (p) =
R +1
0� e�ptf(t)dt: f(t)

1 1
P

1

2 a
p2+a2

sin at

3 p
p2+a2

cos at

4 1
p+�

e�at

5 �
p2��2 sh�t

6 p
p2��2 ch�t

7 a
(p+�)2+a2

e�at sin at

8 p+�
(p+�)2+a2

e�at cos at

9 n!
pn+1

tn

10 2pa
(p2+a2)2

t sin at

11 p2+a2

(p2+a2)2
t cos at

12 1
(p+�)2

te�at

13 1
(p2+a2)2

1
2a3
(sin at� at cos at)

14 (�1)n F (n)(p) tnf(t)

15 F1(p)F2(p)
R t
0
f1(�)f2(t� �)d�

5.11 Inversion de la transformée de Laplace

Pour inverser la transformée de Laplace, on utilise en général les tables et les règles

précédentes, Soit F (p) une transformée de Laplace, dont l�original est donné par :

f(t) = $�1 fF (p)g = 1

2�i

Z +1

�1
exppt F (p)dp a > s0 . (1)
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Cette dernière intégrale se calcule souvent en utilisant le théorème des résidus.

5.11.1 Exemples

Exemple 1 Trouvons l�original dont l�image est donnée par l�expression

F (p) =
5

p2 + 4
+

20p

p2 + 9
:

Représentons F (p) de la manière suivante :

F (p) =
5

2

2

p2 + (2)2
+ 20

p

p2 + (3)2
:

Par conséquent, en vertu des formules (12), (13) et (14�), nous obtenons :

f (t) =
5

2
sin 2t+ 20 cos 3t:

Exemple 2 Trouvons l�original si transformée de Laplace est donnée par la formule

F (p) =
p+ 3

p2 + 2p+ 10
:

Transformons la fonction F (p) :

p+ 3

p2 + 2p+ 10
=

(p+ 1) + 2

(p+ 1)2 + 9
=

p+ 1

(p+ 1)2 + 32
+

2

(p+ 1)2 + 32

=
p+ 1

(p+ 1)2 + 32
+
2

3

3

(p+ 1)2 + 32
:

En vertu des formules (19) et (20), nous trouvons l�original

F (p) �! e�t cos 3t+
2

3
e�t sin 3t:
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5.12 Applications de la transformation de Laplace

La transformation de Laplace constitue une méthode puissante pour résoudre cer-

taines équations di¤érentielles, certains systèmes di¤érentiels, et équations aux dérivées

partielles. Elle réduit le problème de résoudre une équation di¤érentielle linéaire à coef-

�cients constants à un problème algébrique. Dans ce chapitre, nous allons voir comment

on utilise la transformation de Laplace pour résoudre certaines équations di¤érentielles.

5.12.1 Applications de la transformée sur les équations di¤é-

rentielles

La résolution des équations di¤érentielles linéaires par la méthode de Laplace se fait

en quatre étapes comme suit :

1) on établit l�équation di¤érentielle à résoudre,

2) on applique les propriétés de dérivation et autres de la transformation de Laplace

à l�équation considérée,

3) on détermine la solution x(p) de l�équation auxiliaire que l�on développe en

termes simples,

4) il reste à déterminer la solution x(t):

Soit donnée une équation di¤érentielle linéaire du n-ième ordre à coe¢ cients constants

a0; a1; ::; an�1; an

a0
dnx

dtn
+ a1

dn�1x

dtn�1
+ :::+ an�1

dx

dt
+ anx(t) = f(t); (27)

on demande de trouver la solution x = x(t) de cette équation pour t � 0, véri�ant
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les conditions initiales :

x(0) = x0; x
0(0) = x00; :::; x

(n�1) = x
(n�1)
0 : (28)

On rappelle que problème à déjà été résolu de la manière suivante :

Nous cherchons d�abord la solution générale de l�equation (27) contenant n constantes

arbitraires ; ensuite nous déterminons les constantes de manière que les conditions initiales

(28) soient véri�ées.

Nous exposerons maintenant une méthode plus simple de résolution de ce problème, la

méthode du calcul opérationnel. Nous cherchons la transformée de Laplace de la solution

x(t) de l�équation (27) véri�ant les conditions (28). Désignons cette transformée L par

x(p) ainsi x(p)! x(t).

Supposons que la transformée de la solution de l�équation (27), ainsi que de ses déri-

vées jusqu�à l�ordre n existe (une fois la solution trouvée, nous pouvons véri�er la validité

de cette supposition).

Multiplions les deux membres de l�égalité (27) par exp�pt; oú p = a+ ib et intégrons

en t entre les limites 0 et 1 :

a0

Z 1

0

e�pt
dnx

dtn
dt+ a1

Z 1

0

e�pt
dn�1x

dtn�1
dt+ :::+ an

Z 1

0

e�ptx(t)dt =

Z 1

0

e�ptf(t)dt: (29)

Dans le premier membre de l�égalité nous avons la transformée L de la fonction x(t)

et de ses dérivées, dans le second membre la transformée de la fonction f(t) que nous

désignerons par F (p). Par conséquent l�égalité (29) peut être mise sous la forme

a0Lf
dnx

dtn
g+ a1Lf

dn�1x

dtn�1
g+ :::+ anLfx(t)g = Lff(t)g:

Remplaçant dans cette égalité les transformées de la fonction et de ses dérivées par les
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expressions (23), (25), (26), nous obtenons8>>><>>>:
a0fpnx(p)� [pn�1x0 + P n�2x00 + P n�3x

00
0 + :::+ x

(n�1)
0 ]g

+a1fpn�1x(p)� [pn�2x0 + P n�3x00 + :::+ x
(n�2)
0 ]g

+:::+ an�1fpx(p)� x0g+ anx(p) = F (p):

(30)

L�équation (30) est appelée équation auxiliaire ou équation image. Dans cette équation

l�inconnue est la transformée de Laplace x(p) , que nous déterminons à partir de cette

équation. Transformons cette équation en laissant dans le premier membre les termes

contenant x(p) :

x(p)[a0p
n + a1p

n�1 + :::+ an�1p+ an] = (30�)

a0[p
n�1x0 + P n�2x00 + :::+ x

(n�1)
0 ] + a1[p

n�2x0 + P n�3x00 + :::+ x
(n�2)
0 ]

+:::+ an�2[px0 + x00] + an�1x0 + F (p):

Le coe¢ cient de x(p) dans le premier membre de l�égalité (30�) est un polynôme en p

d�ordre n que l�on peut obtenir si dans le premier membre de l�équation (27), on remplace

les dérivées par les puissances correspondantes de p. Désignons-le par �n(p) :

�n(p) = a0p
n + a1p

n�1 + :::+ an�1p+ an: (31)

Le second membre de l�équation (30�) est ainsi composé :

le coe¢ cient an�1 est multiplié par x0,

le coe¢ cient an�2 est multiplié par px0 + x00,

..................................................................

le coe¢ cient a1 est multiplié par pn�2x0 + pn�3x00 + :::+ x
(n�2)
0 ;

le coe¢ cient a0est multiplié par pn�1x0 + pn�2x00 + pn�3x
00
0 + :::+ x

(n�1)
0 :
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On fait la somme de tous ces produits. Ajoutons encore la transformée du second membre

de l�équation di¤érentielle F (p): Tous les termes du second membre de l�égalité (30�), F (p)

excepté, constituent après groupement des termes semblables, un polynôme en p de degré

n� 1 dont les coe¢ cients sont connus. Désignons-le par �n�1(p):

L�équation (30�) peut être s�écrite ainsi :

x(p)�n(p) = �n�1(p) + F (p):

Nous déterminons x(p) à partir de cette équation

x(p) =
�n�1(p)

�n(p)
+

F (p)

�n(p)
: (32)

Il s�ensuit que x(p) ainsi déterminé est la transformée de la solution x(t) de l�équation (27),

véri�ant les conditions initiales (28). Si maintenant nous trouvons la fonction x�(t) dont

la transformée de Laplace est la fonction x(p), dé�nie par l�égalité (32), il découlera alors

du théorème d�unicité que x�(t) est la solution de l�équation (27) véri�ant les conditions

(28), autrement dit

x�(t) = x(t):

Remrque. Si nous voulons trouver la solution de l�équation (27) pour les conditions

initiales nulles : x0 = x00 = x
00
0 = ::: = xn�10 = 0; alors dans l�égalité (32), nous aurons

�n�1(p) = 0 et elle sera de la forme

x(p) =
F (p)

�n(p)

ou

x(p) =
F (p)

a0pn + a1pn�1 + :::+ an�1p+ an
: (320)
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5.12.2 Exemples de résolution des équations di¤érentielles par

la transformée de Laplace

ExempleTrouver la solution de l�équation

dx

dt
+ x = 1

véri�ant les conditions initiales : x = 0 pour t = 0.

Solution

Formant l�équation auxiliaire

x(p)(p+ 1) = 0 +
1

p
ou x(p) =

1

(p+ 1)p
:

Décomposons la fraction du second membre en éléments simples, nous obtenons :

x(p) =
1

p
� 1

p+ 1
:

Grâce aux formules 1 et 4 du tableau, nous trouvons la solution

x(t) = 1� e�t:

Exemple : Trouver la solution de l�équation

d2x

dt2
+ 9x = 1;

véri�ant les conditions initiales : x0 = x00 = 0 pour t = 0:
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Solution

Ecrivons l�équation auxiliaire (30�)

x(p)(p2 + 9) =
1

p
ou x(p) =

1

p(p2 + 9)
:

Décomposonn cette fraction en éléments simples, nous obtenons :

x(p) =
�1
9
p

(p2 + 9)
+

1
9

p
:

En vertu des formules (1) et (3) du tableau nous trouvons la solution :

x(t) =
�1
9
cos 3t+

1

9
:

Exemple : Soit à résoudre
d2x

dt2
� 3dx

dt
+ 2x = et;

avec les conditions initiales x(0) = 1; x0(0) = 0 pour t = 0:

Solution

Le passage à la transformée de Laplace donne :

(p2 � 3p+ 2)$ fx(t)g � p+ 3 = 1

p� 1 ;

soit :

$ fx(t)g = p2 � 4p+ 4
(p2 � 3p+ 2)(p� 1) =

p� 2
(p� 1)2 =

�1
(p� 1)2 +

1

p� 1 :

La transformée de Laplace inverse d�une fraction rationnelle décomposée en éléments

simples s�obtient facilement :

x(t) = �tet + et = (1� t)et:
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Exemple : On cherche à résoudre

d2x

dt2
+ 2

dx

dt
+ 5x = sin t;

avec les conditions initiales x(0) = 1; x0(0) = 2 pour t = 0:

Solution

Ecrivons l�équation auxiliaire (30�)

x(p)(p2 + 2p+ 5) = p:1 + 2 + 2:1 + $ fsin tg

ou

x(p)(p2 + 2p+ 5) = p+ 4 +
1

p2 + 1
;

d�où nous trouvons x(p) :

x(p) =
p+ 4

(p2 + 2p+ 5)
+

1

(p2 + 1)(p2 + 2p+ 5)
:

En décomposant la dernière fraction du second membre en éléments simples, nous pou-

vons écrire :

x(p) =
11
10
p+ 4

(p2 + 2p+ 5)
+
� 1
10
p+ 1

5

(p2 + 1)
:

donc

x(p) =
11

10

p+ 1

(p+ 1)2 + 22
+
29

10:2
:

2

(p+ 1)2 + 22
� 1

10
:

p

p2 + 1
+
1

5
:
1

p2 + 1
:

En vertu des formules (8), (7), (3) et (2) du tableau précédent, nous trouvons la solution

x(t) =
11

10
e�t cos 2t+

29

20
e�t sin 2t� 1

10
cos t+

1

5
sin t

ou

x(t) = e�t(
11

10
cos 2t+

29

20
sin 2t)� 1

10
cos t+

1

5
sin t:
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