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Avant propos

Ce cours concerne les étudiants de L2 et de M1 de la filière Physique . Il comporte
les séries de Fourier, la transformée de Fourier, la transformée de Laplace.
Les séries de Fourier constituent un outil fondamental pour étudier les phénomènes
, fonctions périodiques. En ingénierie elles sont utiles dans la décomposition de si-
gnaux périodiques tels que des courants électriques, des ondes cérébrales, des ondes
sonores, des images etc. L’analyse de Fourier peut être considérée comme une façon
de décrire les fonctions périodiques. Des opérations telles que la dérivation s’écrivent
simplement à partir des coefficients de Fourier. Les séries de Fourier ont été intro-
duites par Joseph Fourier en 1982. Ces séries ont ensuite constitué une des bases de
plusieurs branches fondamentales des mathématiques.
La transformée de Fourier est une extension pour les fonctions non périodiques du
développement en série de Fourier des fonctions périodiques. La transformée (conti-
nue) de Fourier (également appelée intégrale de Fourier) associe à une fonction F (x)
(à valeurs dans R ou C) est une fonction notée F(F (x))(ξ) ξ est une variable indé-
pendante de x , appelée variable duale.
Les transformées -intégrales de Fourier- constituent un pilier de l’analyse de Fourier
qui ont par la suite constitué une base majeure de diverses branches mathématiques
et de l’analyse du signal. Cette transformation mathématique peut être très utile pour
résoudre certaines équations différentielles car bien plus simple à résoudre dans l’es-
pace de Fourier (l’espace fréquentiel).
La transformée de Laplace d"une fonction f(x) de R dans C est un opérateur inté-
grale conduisant à une nouvelle fonction de p, p la variable duale (indépendante de
x). Cette transformation mathématique fut introduite par P-S. Laplace dans un cadre
théorique de probabilités. La transformée de Laplace a la propriété de transformer
très simplement la dérivée de la fonction originale f . Cette propriété permet un
traitement simple des équations différentielles ordinaires linéaires d’ordre n ≥ 2 . Il
suffit de transposer l’équation différentielle dans le domaine de Laplace pur obtenir
une équation algébrique relativement simple à manipuler et résoudre. Du fait de ces
propriétés, la transformée de Laplace est utilisée en automatique et pour détermi-
ner la fonction de transfert d’un système linéaire. Contrairement à la transformée de
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Fourier qui est utilisée pour la détermination du spectre d’un signal donné.
Parmi les pré-requis à ce cours figurent les intégrales généralisées et la décomposi-
tion en éléments simples de fractions rationnelles.
Chaque chapitre est suivi d’une liste d’exercices ; avec des indications, qui sont géné-
ralement une illustration d’un point abordé antérieurement. Il est inutile d’insister
sur le fait que ces exercices constituent le complément du cours.
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Chapitre 1
Séries de Fourier

1.1 Définition

On appelle série de Fourier une série dont le terme général est de la forme :

un(x) = an cos(nx) + bn sin(nx), (an ∈ R, bn ∈ R).

On a donc :
∞∑
n=0

un(x) = a0 + a1 cos(x) + b1 sin(x) + · · ·+ an cos(nx) + bn sin(nx) + · · ·

Le terme général un(x) est une fonction continue et dérivable sur R et de période

Tn = 2π
n
· Il en résulte qu’en cas de convergence la somme d’une série de Fourier est

une fonction périodique, de période T = 2π.

Remarque 1.1.1. On a la majoration |un(x)| < |an|+ |bn|.

Si donc les séries numériques
∞∑
n=0

an et
∞∑
n=0

bn sont absolument convergentes,

la série de Fourier est également absolument convergente et même uniformément
convergente car majorée par une série numérique convergente. Elle est dans ce cas
dérivable et intégrable terme à terme.

1.2 Calcul des coefficients

Soit une série de Fourier convergente de somme f(x) :

f(x) = a0 + (a1 cos(x) + b1 sin(x)) + · · ·+ (an cos(nx) + bn sin(nx)) + · · ·
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1.2. CALCUL DES COEFFICIENTS

En supposant la série intégrable terme à terme sur [0, 2π] on obtient :
∫ 2π

0
f(x)dx =

∫ 2π

0
a0dx+

∞∑
n=1

∫ 2π

0
[an cos(nx) + bn sin(nx)]dx.

Or

∫ 2π

0
[an cos(nx) + bn sin(nx)]dx =

[
an

sin(nx)
n

− bn
cos(nx)

n

]2π

0
= 0,

d’où :
a0 = 1

2π

∫ 2π

0
f(x)dx

Le calcul de an et bn peut s’effectuer de la même façon à partir des intégrales∫ 2π

0
f(x) cos(px)dx et

∫ 2π

0
f(x) sin(px)dx, (p ∈ N).

En effet :∫ 2π

0
f(x) cos(px)dx =

∞∑
n=0

∫ 2π

0
[an cos(nx) + bn sin(nx)] cos(px)dx.

Si p 6= n,
∫ 2π

0
cos(nx) cos(px)dx = 1

2

∫ 2π

0
[cos((n+ p)x) + cos((n− p)x)]dx

= 1
2

[
sin((n+ p)x)

n+ p
+ sin((n− p)x)

n− p

]2π

0
= 0.

Si p = n,
∫ 2π

0
cos2(nx)dx = 1

2

∫ 2π

0
[cos(2nx) + 1]dx

= 1
2

[
sin(2nx)

2n + x

]2π

0
= π.

Si p 6= n,
∫ 2π

0
sin(nx) cos(px)dx = 1

2

∫ 2π

0
[sin((n+ p)x) + sin((n− p)x)]dx

= 1
2

[
−cos((n+ p)x)

n+ p
− cos((n− p)x)

n− p

]2π

0
= 0.

Si p = n,
∫ 2π

0
sin(nx) cos(nx)dx =

[
sin(2nx)

2n

]2π

0
= 0.

On obtient donc, en choisissant p = n :∫ 2π

0
f(x) cos(nx)dx = πan,
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1.2. CALCUL DES COEFFICIENTS

d’où :
an = 1

π

∫ 2π

0
f(x) cos(nx)dx

De la même façon :∫ 2π

0
f(x) sin(px)dx =

∞∑
n=0

∫ 2π

0
[an cos(nx) + bn sin(nx)] sin(px)dx.

Un calcul analogue conduit, en choisissant p = n, à :∫ 2π

0
f(x) sin(nx)dx = πbn,

d’où :
bn = 1

π

∫ 2π

0
f(x) sin(nx)dx

Remarque 1.2.1. (importante) Les intégrales intervenant dans le calcul des coeffi-
cients de Fourier peuvent être calculées sur un intervalle quelconque d’amplitude
2π, [x0, x0 + 2π]. En effet :

πan =
∫ 2π

0
f(x) cos(nx)dx =

∫ x0

0
f(x) cos(nx)dx

+
∫ x0+2π

x0
f(x) cos(nx)dx+

∫ 2π

x0+2π
f(x) cos(nx)dx,

en posant x = 2π + t la troisième intégrale devient :∫ 2π

x0+2π
f(x) cos(nx)dx =

∫ 0

x0
f(2π + t) cos(n(2π + t))dx =

∫ 0

x0
f(t) cos(nt)dx,

car la fonction f a pour période 2π.
D’où :

πan =
∫ x0+2π

x0
f(x) cos(nx)dx.

En désignant par T un intervalle quelconque d’amplitude 2π on a donc :

a0 = 1
2π

∫
T
f(x)dx, an = 1

π

∫
T
f(x) cos(nx)dx, bn = 1

π

∫
T
f(x) sin(nx)dx

Cas des fonctions paires.– En choisissant T = [−π,+π] On obtient :

a0 = 1
2π

∫ +π

−π
f(x)dx = a0 = 1

π

∫ π

0
f(x)dx,

an = 1
π

∫ +π

−π
f(x) cos(nx)dx = 2

π

∫ π

0
f(x) cos(nx)dx,
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1.3. DÉVELOPPEMENT D’UNE FONCTION EN SÉRIE DE FOURIER

( car f(x) et f(x) cos(nx) sont paires).

bn = 1
π

∫ +π

−π
f(x) sin(nx)dx = 0, car f(x) sin(nx) est impaire.

La série de Fourier est dans ce cas une série de cosinus :

f(x) = a0 +
∞∑
n=1

an cos(nx).

Cas des fonctions impaires.– En choisissant encore T = [−π,+π] On obtient de
la même façon :

a0 = 0, an = 0,

bn = 1
π

∫ +π

−π
f(x) sin(nx)dx = 2

π

∫ π

0
f(x) sin(nx)dx,

car f(x) sin(nx) est impaire.
La série de Fourier est une série de sinus :

f(x) =
∞∑
n=1

bn sin(nx).

1.3 Développement d’une fonction en série de Fourier

1.3.1 Cas d’une fonction périodique

A toute fonction f intégrable, de période T = 2π on peut associer une série
∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx)), appelée série de Fourier de f , dont les coefficients ont

été calculés au paragraphe précédent.
La question se pose de savoir si cette série est convergente et dans ce cas si sa

somme est f(x).
La réponse est donnée par le théorème suivant dont on admettra la démonstra-

tion.

Théorème 1.3.1. Si f est une fonction périodique, de période 2π, continue et conti-
nûment dérivable sauf en un nombre fini de points par période,points en lesquels f
ou f

′
admettent une limite à gauche, la série de Fourier associée à f est convergente

sur R et a pour somme

1
2[f(x+ 0) + f(x− 0)] (Figure 1.1)

En tout point où f est continue on a donc :

f(x) =
∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx))
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1.3. DÉVELOPPEMENT D’UNE FONCTION EN SÉRIE DE FOURIER

FIGURE 1.1 –

Exemple 1.3.2. Développer en série de Fourier la fonction f de période 2π définie
par f(x) = x si x ∈]− π,+π[ (Figure 1.2).

La fonction est impaire et se développe donc en série de sinus

bn = 2
π

∫ π

0
x sin(nx)dx

bn = 2
π

[
−xcos(nx)

n

]
+ 2
πn

∫ π

0
cos(nx)dx = − 2

n
cos(nπ) = 2

n
(−1)n+1.

D’où f(x) = 2[sin(x)− 1
2 sin(2x) + · · ·+ (−1)n+1 1

n
sin(nx) + . . . ].

pour x = π on vérifie que la série a pour somme
1
2[f(x+ 0) + f(x− 0)] = 0

pour x = π

2 on obtient :

f
(
π

2

)
= 2

[
1− 1

3 + 1
5 −

1
7 − . . .

]
,

d’où :
π

4 = 1− 1
3 + 1

5 −
1
7 − . . .
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1.3. DÉVELOPPEMENT D’UNE FONCTION EN SÉRIE DE FOURIER

FIGURE 1.2 – FIGURE 1.3 –

Exemple 1.3.3. Développer en série de Fourier la fonction f de période 2π définie
par f(x) = |x| si x ∈ [−π,+π] (Figure 1.3).

La fonction est paire et admet un développement en série de cosinus

a0 = 1
π

∫ π

0
xdx = 1

π

[
x2

2

]π
0

= π

2 ·

an = 2
π

∫ π

0
x cos(nx)dx.

an = 2
π

[
x

sin(nx)
n

]π
0
− 2
πn

∫ π

0
sin(nx)dx = − 2

πn

[
−cos(nx)

n

]π
0

= 2
πn2 (cos(nπ)− 1).

Si n = 2p, a2p = 0.

Si n = 2p+ 1, a2p+1 = 2
π(2p+ 1)2 · (−2) = − 4

π(2p+ 1)2 ·

D’où :
f(x) = π

2 −
4
π

+∞∑
p=0

cos((2p+ 1)x)
(2p+ 1)2 ·

Remarque 1.3.4. On constate que sur [0, π] les deux séries précédentes, bien que
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1.3. DÉVELOPPEMENT D’UNE FONCTION EN SÉRIE DE FOURIER

différentes, représentent la même fonction f(x) = x. Sur un intervalle donné le
développement d’une fonction en série de Fourier n’est pas unique.

1.3.2 Cas d’une fonction quelconque

Soit f une fonction définie et bornée sur un certain intervalle [a, b]. Pour dévelop-
per f en série de Fourier il est nécessaire de la prolonger en une fonction périodique.

Soit donc g la fonction de période T = b− a qui coïncide avec f sur [a, b] :g(x) = f(x) si x ∈]a, b[,
g(x+ T ) = g(x)

(Figure 1.4)

g vérifie les hypothèses du théorème fondamentale et possède un développement en

série de Fourier dont le terme générale a pour période
T

n
:

un = an cos
(
n

2π
T
x
)

+ bn sin
(
n

2π
T
x
)
.

En posant ω = 2π
T

, on a donc pour x ∈]a, b[ :

g(x) = f(x) = a0 + a1 cos(ωx) + b1 sin(ωx) + · · ·+ an cos(nωx) + bn sin(nωx) + . . .

avec si T représente un intervalle quelconque d’amplitude T

a0 = 1
T

∫
T
f(x)dx; an = 2

T

∫
T
f(x) cos(nωx)dx; bn = 2

T

∫
T
f(x) sin(nωx)dx

(même calcul qu’au paragr. 2).

Dans certains cas il est parfois utile en physique de développer f en série de
cosinus ou en série de sinus.

Il suffit alors de la prolonger en une fonction périodique de période T > b − a,
paire ou impaire suivant les cas (Figure 1.5).

Pour x ∈]a, b[ on a alors :

f(x) = a0 +
∞∑
n=1

an cos(nωx)

ou encore

f(x) =
∞∑
n=1

bn sin(nωx).

On voit qu’il existe une infinité de séries de Fourier représentant une fonction
donnée sur un intervalle donné.
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1.3. DÉVELOPPEMENT D’UNE FONCTION EN SÉRIE DE FOURIER

FIGURE 1.4 –
FIGURE 1.5 –

Exemple 1.3.5. Développer en série de sinus la fonction f définie par :

FIGURE 1.6 –

f(x) = 1 si x ∈ [0, 1] (Figure 1.6)

soit g la fonction de période T = 2l
définie par :g(x) = 1 si 0 < x < l

g(x) = −1 si − l < x < 0

g est développable en série de sinus :
g(x) =

∞∑
n=1

bn sin(nωx),

avec ω = 2π
T

= π

l
·

bn = 2
T

∫ +l

−l
g(x) sin(nωx)dx = 2

l

∫ l

0
sin(nπ

l
x)dx = 2

nπ

[
− cos(nπ

l
x)
]l

0
.

Si n = 2p, b2p = 0.

Si n = 2p+ 1, b2p+1 = 4
π(2p+ 1) ·

Pour 0 < x < l on a donc :

f(x) = 4
π

∞∑
p=0

1
2p+ 1 sin((2p+ 1)π

l
x).
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1.4. FORME COMPLEXE D’UNE SÉRIE DE FOURIER

1.4 Forme complexe d’une série de Fourier

Soit f une fonction de période T = 2π
ω

développable en série de Fourier

f(x) = a0 +
∞∑
n=1

(an cos(nωx) + bn sin(nωx)).

En appliquant les formules d’Euler le terme général un(x) peut s’écrire

un(x) = an
ejnωx + e−jnωx

2 + bn
ejnωx − e−jnωx

2j ·

un(x) = an − jbn
2 ejnωx + an + jbn

2 e−jnωx·

Il est utile de poser :
cn = 1

2(an − jbn),

soit
cn = 1

2

[ 2
T

∫
T
f(x) cos(nωx)dx− j 2

T

∫
T
f(x) sin(nωx)dx

]
c’est-à-dire

cn = 1
T

∫
T
f(x)e−jnωxdx

On a alors

un(x) = cne
jnωx + cne

−jnωx

un(x) = cne
jnωx + c−ne

−jnωx

car cn = c−n, d’où :

f(x) = a0 +
+∞∑
n=1

(cnejnωx + c−ne
−jnωx).

Soit en posant c0 = a0 = 1
T

∫
T
f(x)dx

f(x) =
n=+∞∑
n=−∞

cne
jnωx

Ainsi développer une fonction périodique de période T en série de Fourier, c’est
l’exprimer comme une combinaison linéaire infinie de fonctions périodiques, linéai-
rement indépendantes

ϕn(x) = ejnωx (n ∈ Z),
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1.4. FORME COMPLEXE D’UNE SÉRIE DE FOURIER

de périodes Tn = 2π
nω

= T

n
·

Le coefficient complexe de Fourier cn représente la composante de f relativement
à ϕn. Il peut s’écrire

cn = 1
T

∫
F
f(x)ϕn(x)dx.

Si l’on pose cn = (f |ϕn), On remarque que :

pour n 6= p, (ϕn|ϕp) = 1
T

∫ T

0
ejnωx · e−jpωxdx = 1

T

[
ej(n−p)ωx

j(n− p)ω

]T
0

= 0,

pour n = p, (ϕn|ϕn) = 1
T

∫ T

0
ejnωx · e−jnωxdx = 1.

On convient de dire que les fonctions ϕn(x) = ejnωx forment une suite orthonor-

mée sur T relativement à la forme bilinéaire (f |g) −→ 1
T

∫
T
f(x)g(x)dx.

En formant (f |f) on démontre l’égalité de Bessel-Parseval :

1
T

∫
T
f 2(x)dx =

+∞∑
−∞
|cn|2

Or

|cn|2 = |c−n|2 = a2
n + b2

n

4 ,

d’où
1
T

∫
T
f 2(x)dx = a2

0 +
∞∑
n=1

a2
n + b2

n

2

Interprétation. Soit la norme de f définie par :

‖f‖2 = (f |f) = 1
T

∫
T
f 2(x)dx,

‖un‖2 = 1
T

∫ T

0
(an cos(nωx) + bn sin(nωx))2dx,

‖un‖2 = 1
T

∫ T

0

[
a2
n cos2(nωx) + b2

n sin2(nωx) + 2anbn cos(nωx) sin(nωx)
]
dx.

Or ∫ T

0
cos2(nωx)dx =

∫ T

0
sin2(nωx)dx = T

2 ,

et ∫ T

0
cos(nωx) sin(nωx)dx = 0

d’où :
‖un‖2 = 1

T

[
a2
n

T

2 + b2
n

T

2

]
= a2

n + b2
n

2 ·

12



EXERCICES

De même
‖u0‖2 = 1

T

∫ T

0
a2

0 dx = a2
0.

L’égalité de Bessel-Parseval peut donc s’écrire

‖f‖2 =
∞∑
n=0
‖un‖2

Elle traduit que le carré de la valeur efficace de f est égale à la somme des carré
des valeurs efficaces des termes du développement en série de Fourier.

Exemple 1.4.1. Soit la fonction f , de période 2π, définie par f(x) = x si x ∈]−π,+π[.
On a obtenu au paragraphe 3

f(x) = 2
[
sin(x)− 1

2 sin(2x) + · · ·+ (−1)n+1

n
sin(nx) + · · ·

]

‖f‖2 = 1
2π

∫ +π

−π
x2dx = 1

2π

[
x3

3

]+π

−π
= π2

3

‖un‖2 = b2
n

2 = 2
n2 ·

D’où
∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 ·

EXERCICES

Exercise 1. Montrer que le développement en série de Fourier de f1(x) = sin2(x),
f2(x) = cos2(x), f3(x) = sin3(x) et f4(x) = cos3(x) ne comporte qu’un nombre fini de
termes.

Vérifier que plus généralement cosp(x) et sinp(x) (p ∈ N) peuvent s’exprimer à
l’aide d’une somme trigonométrique de la forme :

p∑
n=0

(an cos(nx) + bn sin(nx))

Exercise 2. Soit f une fonction continûment dérivable sur [0; 2π] de coefficient de
Fourier an(f) et bn(f).

Montrer qu’il existe K tel que :

|an(f)| < K

n
et |bn(f)| < K

n
·

13



EXERCICES

Si de plus f ′′ et continue sur [0, 2π], montrer que

|an(f)| < K ′

n2 et |bn(f)| < K ′

n2 ·

En déduire que dans ce cas la série de Fourier est uniformément convergente.

Exercise 3. Développer en série de Fourier la fonction de période T = 2π définie parf(x) = π − x si 0 6 x 6 π

f(x) = π + x si − π 6 x 6 0.

Déduire développement obtenu
∞∑
p=0

1
(2p+ 1)2 ·

Montrer que la série de Fourier est absolument et uniformément convergente.

Exercise 4. Développer en série de Fourier la fonction de période T = 2π définie parf(x) = π − x si 0 6 x 6 π

f(x) = −π + x si − π 6 x 6 0.

En déduire
∞∑
p=0

(−1)n
(2p+ 1) ·

Exercise 5. Montrer que pour 0 6 x 6 π on a à la fois :

x(π − x) = π2

6 −
∞∑
n=1

cos(2nx)
n2

x(π − x) = 8
π

∞∑
n=0

sin((2n+ 1)x)
(2n+ 1)3 ·

Exercise 6. Développer en série de Fourier la fonction de période T = 2π définie par

f(x) = cos(px) pour x ∈ [−π,+π] (p /∈ N).

Du développement obtenu déduire que :
π

sin(pπ) = 1
p

+ 2p
1− p2 + · · ·+ (−1)n−1 2p

n2 − p2 + · · ·

π cot(pπ) = 1
p

+ 2p
p2 − 1 + · · ·+ 2p

p2 − n2 + · · ·

Exercise 7. Développer en série de Fourier la fonction définie sur [0, 2] par f(x) = x2

(on prolongera f en une fonction périodique).
Montrer que le terme général peut s’écrire

un(x) = An cos(nωx− ϕn).

Étudier les variations de An.
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EXERCICES

Exercise 8. Même exercice pour la fonction définie sur [0, 1] par f(x) = e−x ( il sera
commode d’utiliser les coefficient de Fourier complexe).

Exercise 9. Soit la fonction de période T définie par
f(x) = 1 si x0 < x < x0 + T

2
f(x) = −1 si x0 + T

2 < x < x0 + T.

Calculer l’amplitude et la phase du terme général du développement en série de
Fourier.

Vérifier que seule la phase dépend de x0. Choisir x0 pour obtenir un développe-
ment en série de sinus, en série de cosinus.

Exercise 10. Soit f une fonction de période T développable en série de Fourier.
Calculer les coefficients de Fourier complexe de la fonction g définie par

g(x) = f(x− x0) ("fonction translatée")

en fonction des coefficients de Fourier de f .
Vérifier que l’amplitude du terme général ne dépend pas de x0.

Exercise 11. (Dérivation d’une série de Fourier) Montrer que si f ′ est dévelop-
pable en série de Fourieran(f ′) = nωbn(f)

bn(f ′) = −nωan(f)

et que, par conséquent, un(f ′) = [un(f)]′.
Application :
Du développement de la fonction f(x) = |x| si −π 6 x 6 π, déduire le dévelop-

pement de la fonctiong(x) = 1 si 0 < x < π

g(x) = −1 si − π < x < 0 (T = 2π).

Exercise 12. (Intégration d’une série de Fourier) Soit f une fonction développable
en série de Fourier.

A quelle condition une primitive F de f est-elle developpable en série de Fourier ?
Calculer dans ce cas an(F ) et bn(F ) en fonction de an(f) et bn(f).

Application
Du développement de f(x) = x si −π < x < π, déduire le développement de

F (x) = x2(−π < x < π) (T = 2π).
Exercise 13. Développement en série de Fourier des fonctions périodiques du temps
(ou signaux périodiques) représentées sur la figure 1.7.

Comparer les deux développement.
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EXERCICES

FIGURE 1.7 – FIGURE 1.8 –

Exercise 14. Développement en série de Fourier du signal rectangulaire représenté
sur la figure 1.8.

Calculer l’amplitude An et le déphasage ϕn de l’harmonique de rang n. Représen-
ter en fonction de n les variations de An (spectre de fréquence).

Montrer qu’on peut choisir τ de façon à supprimer un certain nombre d’harmo-
niques.

Cas où τ = T

2 ; τ = T

3 ·

Exercise 15. Même exercice pour le signal triangulaire représenté sur la figure 1.8.

Cas où τ → 0 ; τ = T

2 ; τ = T .

Exercise 16. Calculer les coefficients de Fourier complexe de la fonction de période
T = π

ω
définie par

i(t) = I| sin(ωt)|

( Courant alternatif redressé à deux alternances).
Appliquer en développement obtenu la formule de Parseval. Combien de termes

sont nécessaires pour obtenir
90
100 de l’intensité efficace ?

Exercise 17. Même exercice pour
i(t) = I sin(ωt) pour 0 < t <

T

2
i(t) = 0 pour

T

2 < t < T (Figure 1.9)

( courant alternatif redressé à une alternance).
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EXERCICES

FIGURE 1.9 – FIGURE 1.10 –

Exercise 18. Soit le signal de période T défini par
f(t) = A(cos(ωt)− cos(θ)) si − θ < ωt < θ

f(t) = 0 si − T

2 < ωt < −θ et θ < ωt <
T

2 (Figure 1.10)

Étudier en fonction de θ les variations de l’amplitude des premières harmoniques.

Cas où θ = T

4 ·

Exercise 19. Soit f et g deux fonctions de période T .

On pose (f |g) = 1
T

∫
T
f(x)g(x)dx (T = [x0, x0 + T ]).

Vérifier que (f, g)→ (f |g) est une forme bilinéaire telle que (g|f) = (f |g) (produit
hermitien).

Soit ‖f‖ =
√

(f |f). Montrer en formant ‖f+λg‖2 que (f |g) 6 ‖f‖·‖g‖ ( inégalité
de schwarz).

En déduire que ‖f‖ a les propriété d’une norme.
Application :
Soit les fonctions ep(x) = ejpx (p ∈ Z).
Vérifier que ces fonctions forment une famille orthonormée pour le produit her-

mitien précédent.

Exercise 20. Soit f une fonction développable sous la forme

f(x) =
p=+n∑
p=−n

cpe
jpx.

En utilisant les résultats de l’exercice précédent calculer ‖f‖2.
En déduire la formule de Perceval dans ce cas particulier.

Exercise 21. Appliquer la formule de Parseval aux développements obtenus aux
exercices 13 et 14.

17
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Exercise 22. On pose d(f, g) = ‖f − g‖.
Montrer que d(f, g) a les propriétés d’une distance (cf. Analyse 1, chap. 13).

Soit fn(x) =
p=+n∑
p=−n

αpe
jpx, vérifier que d(f, fn) est minimum si αp = cp (coefficient de

Fourier de f).

Indications sur les exercices

Exercice 1


sin2(x) = 1

2 −
1
2 cos(2x)

cos2(x) = 1
2 + 1

2 cos(2x).


sin3(x) = 3

4 sin(x)− 1
4 sin(3x)

cos3(x) = 3
4 cos(x) + 1

4 cos(3x).

Plus généralement cosp(x) =
(
ejx + e−jx

2

)p
= · · ·

Exercice 2

an(f) = 1
π

∫ 2π

0
f(x) cos(nx)dx = 1

π

[
f(x)sin(nx)

n

]2π

0
− 1
πn

∫ 2π

0
f ′(x) sin(nx)dx

bn(f) = 1
π

∫ 2π

0
f(x) sin(nx)dx = − 1

π

[
f(x)cos(nx)

n

]2π

0
+ 1
πn

∫ 2π

0
f ′(x) cos(nx)dx

|an(f)| < 1
πn

∣∣∣∣∫ 2π

0
f ′(x) sin(nx)dx

∣∣∣∣ < 1
πn

∫ 2π

0
|f ′(x)|dx < K

n

|bn(f)| < 1
πn
|f(0)− f(2π)|+ 1

πn

∣∣∣∣∫ 2π

0
f ′(x) cos(nx)dx

∣∣∣∣ < K

n
·

Si f ′′ est continue sur [0, 2π] :

an(f) = 1
πn

[
f ′(x)cos(nx)

n

]2π

0
− 1
πn2

∫ 2π

0
f ′′(x) cos(nx)dx.

D’où |an(f)| < K ′

n2 · De même |bn(f)| < K ′

n2 ·
Dans ce cas :

|un(x)| < |an|+ |bn| <
C

n2 ·

La série de Fourier, majorée par une série numérique convergente, est uniformé-
ment convergente.
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Exercice 3 Fonction paire : développement en série de cosinus

f(x) = π

2 + 4
π

∞∑
p=0

cos((2p+ 1)x)
(2p+ 1)2 ·

Pour x = 0: π = π

2 + 4
π

∞∑
p=0

1
(2p+ 1)2 , d’où

∞∑
p=0

1
(2p+ 1)2 = π2

8

|un(x)| = 4
π

| cos((2p+ 1)x)|
(2p+ 1)2 <

4
π

1
(2p+ 1)2 : convergence uniforme.

Exercice 4 Fonction impaire : développement en série de sinus

f(x) = 2
∞∑
n=1

sin(nx)
n
·

Pour x = π

2 : π

2 = 2
∞∑
n=0

sin
(
n
π

2

)
n

, d’où
∞∑
p=0

(−1)p
2p+ 1 = π

4 ·

Exercice 5 Soit la fonction f définie sur [0, π] par f(x) = x(π− x). Elle peut être
prolongée ;

• Soit en une fonction paire, de période T = π (ω = 2), développable en série de
cosinus

g(x) = a0 +
∞∑
n=1

an cos(2nx).

• Soit en une fonction impaire, de période T = 2π, développable en série de
sinus

h(x) =
∞∑
n=1

bn sin(nx)

sur [0, π] on a f(x) = g(x) = h(x).
( Remarque : la série de h est plus rapidement convergente que la série de g).

Exercice 6

a0 = 1
π

∫ π

0
f(x)dx = 1

π

[
sin(px)
p

]π
0

= sin(pπ)
pπ

,

an = 2
π

∫ π

0
f(x) cos(nx)dx = (−1)n sin(pπ)

π

[
1

p+ n
+ 1
p− n

]
,

bn = 0,
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d’où

f(x) = sin(pπ)
π

[
1
p
− 2p
p2 − 1 cos(x) + · · ·+ (−1)n 2p

p2 − n2 cos(nx) + · · ·
]
·

Pour x = 0,
1
p

+ 2p
1− p2 + · · ·+ (−1)n−1 2p

n2 − p2 + · · · = π

sin(pπ) ·

Pour x = π,
1
p

+ 2p
p2 − 1 + · · ·+ 2p

p2 − n2 + · · · = π cot(pπ).

Exercice 7 T = 2, ω = π

a0 = 1
2

∫ 2

0
x2dx = 4

3 ·

an =
∫ 2

0
x2 cos(nπx)dx = 4

n2π2 ·

bn =
∫ 2

0
x2 sin(nπx)dx = − 4

nπ
·

un(x) = 4
nπ

(
cos(nπx)

nπ
− sin(nπx)

)
= An cos(nπx− ϕn),

avec An = 4
nπ

√
1 + 1

n2π2 ·

Exercice 8 T = 1, ω = 2π

cn =
∫ 1

0
e−xe−j2πnxdx =

[
e−(1+j2πn)x

−(1 + j2πn)

]1

0
= 1− e−1

1 + j2πn,

d’où an = 2 1− e−1

1 + 4n2π2 et bn = 22πn(1− e−1)
1 + 4n2π2

f(x) = (1− e−1)
[
1 + 2

∞∑
n=1

1
1 + 4n2π2 (cos(2πnx) + 2πn sin(2πnx))

]

un(x) = An cos(2πnx− ϕn) avec An = 2(1− e−1)√
1 + 4n2π2

·

Exercice 9

an = 2
T

(∫ x0+T
2

x0
cos(nωx)dx−

∫ x0+T

x0+T
2

cos(nωx)dx
)

= 4
πn

sin
(
n
π

2

)
cos

(
nω

(
x0 + T

4

))
,

bn = 2
T

(∫ x0+T
2

x0
sin(nωx)dx−

∫ x0+T

x0+T
2

sin(nωx)dx
)

= 4
πn

sin
(
n
π

2

)
sin

(
nω

(
x0 + T

4

))
,
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d’où

u2p+1 = (−1)p 4
π(2p+ 1) cos

(
(2p+ 1)ω

(
x− x0 −

T

4

))
,

donc

A2p+1 = 4
π(2p+ 1) , ω2p+1 = (2p+ 1)ω, ϕ2p+1 = x0 + T

4 ·

Si x0 = −T4 , bn = 0, f(x) = 4
π

∞∑
p=0

(−1)p
2p+ 1 cos((2p+ 1)ωx).

Si x0 = 0, an = 0, f(x) = 4
π

∞∑
p=0

1
2p+ 1 sin((2p+ 1)ωx).

Exercice 10

cn(g) = 1
T

∫ x0+T

x0
f(x− x0)e−jnωxdx = 1

T

∫ T

0
f(t)e−jnω(x0+t)dt,

donc cn(g) = e−jnωx0 · cn(f), et par conséquent |cn(g)| = |cn(f)|.
La translation ne modifie pas l’amplitude du terme général, mais sa phase.

Exercice 11

cn(f ′) = 1
T

∫ x0+T

x0
f ′(x)e−jnωxdx = 1

T

[
f(x)e−jnωx

]x0+T

x0
+ jnω

T

∫ x0+T

x0
f(x)e−jnωxdx,

d’où

cn(f ′) = jnωcn(f) et

an(f ′) = nωbn(f)
bn(f ′) = −nωan(f)

un(f ′) = cn(f ′)ejnωx = jnωcn(f)ejnωx = d

dx
[cn(f)ejnωx],

c’est-à-dire
un(f ′) = [un(f)]′.

Application :

f(x) = π

2 −
4
π

∞∑
p=1

cos((2p+ 1)x)
(2p+ 1)2 ( cf.paragr. 3, exemple 2)

par dérivation

g(x) = 4
π

∞∑
p=1

sin((2p+ 1)x)
2p+ 1 ·
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Exercice 12 Une condition nécessaire pour que F soit développable en série de
Fourier est que

a0 = 1
T

∫ x0+T

x0
f(x)dx = 0,

c’est-à-dire que f soit à valeur moyenne nulle.

Dans ce cas :


an(F ) = − 1

nω
bn(F )

bn(F ) = 1
nω

an(F ).

Application :

f(x) = 2
∞∑
n=1

(−1)n+1 sin(nx)
n

,

d’où

F (x) = π2

3 + 4
∞∑
n=1

(−1)n cos(nx)
n2 ·

Exercice 13

f1(t) = 4
π

∞∑
p=0

sin((2p+ 1)ωt)
2p+ 1

f2(t) = T

4 −
4
πω

∞∑
p=0

cos((2p+ 1)ωt)
(2p+ 1)2 (f1(t) = f ′2(t)).

Exercice 14 un(x) = 2
nπ

sin
(
nω

τ

2

)
cos

(
nω

(
x− τ

T

))
avec a0 = τ

T
, donc


An = 2

nπ

∣∣∣∣sin(nωτ2
)∣∣∣∣ = 2

nπ

∣∣∣∣sin(nπ τT
)∣∣∣∣

ϕn = nω
τ

2 = nπ
τ

T
·

Le spectre de fréquence a pour enveloppe la courbe d’équation y = 2τ
T
· | sin(x)|

x
(Fi-

gure 1.11).

Par exemple :
• Si τ = T

2 , An = 2
nπ

∣∣∣∣sin(nπ2
)∣∣∣∣ = 0 pour n = 2, 4, 6, . . . : ne subsistent que les

harmoniques impairs.
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FIGURE 1.11 –

• Si τ = T

3 , An = 2
nπ

∣∣∣∣sin(nπ3
)∣∣∣∣ = 0 pour n = 3, 6, 9, . . .

Exercice 15


f(x) = x

τ
si 0 < x < τ

f(x) = T − x
T − τ

si τ < x < T,

d’où

un(x) = 4
τ(T − τ) ·

sin
(
nω

τ

2

)
n2ω2 sin

(
nω

(
x− τ

2

))
avec a0 = 1

2 ·

An = 4
τ(T − τ) ·

∣∣∣∣sin(nωτ2
)∣∣∣∣

n2ω2

le spectre de fréquence a pour enveloppe la courbe d’équation y = τ

T − τ
| sin(x)|
x2 ;

• Si τ → 0, un(x) = 2
T − τ

·
sin

(
nω

τ

2

)
nω

τ

2
·

sin
(
nω

(
x− τ

2

))
nω

→ 2
T

sin(nωx)
nω

, dans

ce cas

f(x) = 1
2 + 1

π

∞∑
n=1

sin(nωx)
n

·

• Si τ = T

2 , f(x) = 1
2 −

4
π2

∞∑
p=0

cos((2p+ 1)ωx)
(2p+ 1)2 ·
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• Si τ → T , f(x) = 1
2 −

1
π

∞∑
n=1

sin(nωx)
n

·

Exercice 16 Fonction paire, de période T = π

ω
, cn = 2I

π

1
1− 4n2 = an

2 , d’où

i(t) = 2I
π

[
1− 2

∞∑
n=1

cos(2nωt)
4n2 − 1

]
1
T

∫ T

0
i2(t)dt = I2

2 = 4I2

π2

(
1 + 2

∞∑
n=1

1
(4n2 − 1)2

)
·

Exercice 17

cn = Iω
2π

∫ π
ω

0
sin(ωx) · e−jnωxdx = − I

4π

[
ejω(1−n)x

1− n + e−jω(1+n)x

1 + n

] π
ω

0
(n 6= 1)

c2p+1 = 0, c2p = − 1
π

I
4p2 − 1 , d’où a2p = − 2

π

I
4p2 − 1 et b2p = 0

c1 = Iω
2π

∫ π
ω

0
sin(ωx) · e−jωxdx = −jIω4π , d’où a1 = 0 et b1 = I

2

i(t) = I

 1
π

+ 1
2 sin(ωt)− 2

π

∞∑
p=1

cos(2pωt)
4p2 − 1

 ·
Exercice 18 Développement en série de cosinus

a0 = A

π
(sin(θ)− θ cos(θ)), a1 = A

π
(θ − sin(θ) cos(θ)).

Exercice 19

(f1 + f2|g) = (f1|g) + (f2|g)
(λf |g) = λ(f |g)

et (g, f) = (f, g) (symétrie hermitienne)

d’où

(f |g1 + g2) = (f |g1) + (f |g2)
(f |λg) = λ(f |g)

Pour l’inégalité de Schwarz, cf. Analyse 2. exercice 1.07.
Application :

(ep|eq) = 1
2π

∫ 2π

0
ejpx · ejqxdx = 1

2π

∫ 2π

0
ej(p−q)xdx =

0 si p 6= q

1 si p = q
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Exercice 20

‖f‖2 = (f |f) =
 +n∑

p=−n
cpe

jpx

∣∣∣∣∣∣
+n∑
q=−n

cqe
jqx


=

+n∑
p=−n

+n∑
q=−n

cpcq(ejpx|ejqx)

=
+n∑
p=−n

cpcq‖ep‖2 =
+n∑
p=−n

|cp|2.

On démontre que la formule de Parseval s’étend au cas d’une sommation infi-

nie, c’est-à-dire à la série de Fourier,
+∞∑
−∞

cpe
jpx.

Exercice 21 Dans le cas du signal carré, par exemple :

f1(t) = 4
π

∞∑
p=0

sin((2p+ 1)ωt)
2p+ 1

‖f1‖2 = 1, ‖u2p+1‖2 =
a2

2p+1

2 = 8
π2

1
(2p+ 1)2 ,

d’où

1 = 8
π2

∞∑
p=0

1
(2p+ 1)2 ·

Exercice 22 d(f, g) = ‖f − g‖ =
(

1
T

∫ T

0
[f(x)− g(x)]2dx

) 1
2

.

On vérifie que :
1) d(f, g) > 0 et d(f, g) = 0⇐⇒ f = g

2) d(f, g) = d(g, f)
3) d(f, g) 6 d(f, h) + d(h, g)

d2(f, fn) = ‖f − fn‖2 =
f − +n∑

−n
αpe

jpx

∣∣∣∣∣∣f −
n∑
−n
αpe

jpx


= ‖f‖2 −

+n∑
−n
αp(f |ejpx)−

+n∑
−n
αp(f, ejpx) +

+n∑
−n
|αp|2

= ‖f‖2 −
+n∑
−n
αpcp −

+n∑
−n
αpcp +

+n∑
−n
|αp|2

= ‖f‖2 −
+n∑
−n
|cp|2 +

+n∑
−n

(cp − αp)(cp − αp).
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Or (cp − αp)(cp − αp) > 0, d(f, fn) est donc minimum si αp = cp : la somme

partielle
+n∑
−n
cpe

jpx réalise la meilleure approche de la fonction f au sens de la distance

précédente (distance de la convergence en moyenne quadratique). De plus :

d2
min(f, fn) = ‖f‖2 =

+n∑
−n
|cp|2 > 0,

d’où

+n∑
−n
|cp| 6 ‖f‖2 (inégalité de Bessel).
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APPLICATIONS A LA PHYSIQUE

Application à la physique

On a vu qu’une fonction périodique, de période T = 2π
ω

, continue et continûment

dérivable sauf en un nombre fini de points par période, est développable en série de
Fourier sous la forme

f(x) = a0 +
∞∑
n=1

(an cos(nωx) + sin(nωx))

avec

a0 = 1
T

∫ T

0
f(x)dx, an = 2

T

∫ T

0
f(x) cos(nωx)dx, bn = 2

T

∫ T

0
f(x) sin(nωx)dx.

On peut donc considérer f comme la somme
• d’un terme constant a0, égal à la valeur moyenne de f sur une période,

• d’un nombre infini de termes sinusoïdaux de périodes T,
T

2 , . . . ,
T

n
·

Le terme de période T et appelé le fondamental, les termes suivants harmo-
niques.

L’harmonique de rang n

un = an cos(nωx) + bn sin(nωx)

peut encore écrire sous la forme
un = An cos(nωx− ϕn),

avec 
An =

√
a2
n + b2

n

tan(ϕn) = bn
an
·

An Représente l’amplitude,
2π
nω

la période, nω la pulsation et ϕn la phase.

La série étant convergente, lim
n→∞

An = 0: dans la pratique la somme des pre-
mières harmoniques suffit donc à représenter la fonction de façon satisfaisante.
Quant à la formule de Bessel-Parseval

1
T

∫ T

0
f 2(x)dx = a2

0 +
∞∑
n=1

a2
n + b2

n

2 ,

elle peut encore s’écrire :

f 2
eff = a2

0 + 1
2(A2

1 + A2
2 + · · ·+ A2

n + · · · )
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Elle traduit que l’énergie de la fonction est égale à la somme des énergies des
harmoniques.

Application des séries de Fourier à l’analyse harmonique d’un signal.
Soit f une fonction périodique du temps, ou signal, supposée développable en

série de Fourier :

f(t) = a0 +
∞∑
n=1

An cos(nωt− ϕn).

Si l’on représente l’amplitude An des différents harmoniques en fonction de leur
pulsation nω on obtient un diagramme en bâtons appelé spectre de fréquence du
signal.

On dit qu’on a procédé à l’analyse harmonique du signal.

Exemple 1.4.2. 1) Soit le signal " dent de scie" représenté sur la figure 1.12.
Son développement en série de Fourier s’écrit :

f(t) = 2V
π

[
sin(t)− 1

2 sin(2t) + 1
3 sin(3t)− · · ·+ (−1)n+1

n
sin(nt) + · · ·

]
.

Les pulsations prennent les valeurs entières ω = 1, 2, . . . , n.

D’autre part A1 = 2V
π
, . . . , An = 2V

πn
, c’est-à-dire

An
A1

= 1
n
·

On obtient donc le spectre de fréquence ci-contre (Figure 1.13). On remarque

que les amplitudes décroissantes comme
1
n
·

FIGURE 1.12 – FIGURE 1.13 –

2) Soit le signal représenté sur la figure 1.14.
On obtient (cf. exercice 17)
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FIGURE 1.14 – FIGURE 1.15 –

f(t) = V

π

[
1 + π

2 sin(ωt)− 2
3 cos(2ωt)− 2

15 cos(4ωt)− · · · − 2
2p2 − 1 cos(2pωt)− · · ·

]

La valeur moyenne est
V

π
·

Le fondamentale est
V

2 sin(ωt) et l’amplitude de l’harmonique de rang 2p est

A2p = 2V
π(2p2 − 1)

(
décroissance en

1
n2

)
. D’où le spectre de fréquence (Figure 1.15).

Les exemples précédents montrent l’intérêt du spectre de fréquence :
• Il caractérise le signal car un changement d’origine (ou de valeur moyenne)

modifie la série de Fourier mais non les amplitudes des harmoniques.
• Il met en évidence l’importance du fondamental ainsi que la décroissance plus

ou moins rapide des amplitudes des harmoniques d’ordre élevé.
• Il peut encore servir, à l’aide de la formule de Bessel-Perseval, à déterminer le

nombre d’harmoniques nécessaires pour transmettre la quasi-totalité de l’éner-
gie d’un signal (notion de bande passante).

L’analyse harmonique d’un signal est nécessaire pour déterminer la réponse d’un
système linéaire S, de nature électrique ou mécanique, à une excitation donnée.

Soit en effet l’équation différentielle caractérisant le système

a
ds

dt
+ bs(t) = e(t),

dans laquelle e(t) représente la grandeur d’entrée et s(t) la grandeur de sortie (Fi-
gure 1.16).
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FIGURE 1.16 –

Si e(t) est un signal développable en série de
Fourier

e(t) = a0 +
∞∑
n=1

An cos(nωt− ϕn),

on peut chercher une solution particulière sous la forme d’une série de Fourier

s(t) = b0 +
∞∑
n=1

Bn cos(nωt− ψn).

Les coefficients b0, Bn et ψn sont obtenus par identification.
La réponse du système est donc, en régime permanent, la fonction somme d’une

série de Fourier.

Exemple 1.4.3. Soit le quadripôle représenté
sur la figure 1.17.

FIGURE 1.17 –

Écrire l’équation différentielle permettant d’exprimer V2(t) en fonction de V1(t).
Calculer V2(t) si V1(t) est le signal rectangulaire défini par

V1(t) = E si 0 < t <
T

2
V2(t) = −E si

T

2 < t < T

Application des séries de Fourier à l’intégration d’équations aux dérivées partielle
Étant donné une corde de longueur l tendue entre deux points A et B (Figure

1.18), on démontre que l’élongation transversale z d’un point M d’abscisse x est à
l’instant t solution de l’équation aux dérivées partielles

X ′′T − 1
a2XT

′′ = 0

X ′′

X
= 1
a2
T ′′

T
= λ (λ constant)

d’où, en choisissant λ négatif pour que z soit borné,X(x) = C1 cos(kx) + C2 sin(kx) (k =
√
−λ)

T (t) = K1 cos(kat) +K2 sin(kat)
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∂2z

∂x2 −
1
a2
∂2z

∂t2
= 0

avec pour conditions aux limites
z(0, t) = z(l, t) = 0.
En cherchant des solutions de la
forme z(x, y) = X(x) × T (t) (mé-
thode de séparation des variables,
cf. Analyse 2, chap. 6) on obtient
successivement :

FIGURE 1.18 –

et

zk(x, t) = (C1 cos(kx) + C2 sin(kx))(K1 cos(kat) +K2 sin(kat))

or zk(0, t) = C1(K1 cos(kat) +K2 sin(kat)) = 0 d’où C1 = 0
zk(l, t) = C2 sin(kl)(K1 cos(kat) +K2 sin(kat)) = 0 d’où kl = nπ.

Il en résulte que

zn(x, t) = sin(nπ
l
x)
(
An cos(nπa

l
t) +Bn sin(nπa

l
t)
)
.

Si l’on suppose la corde sans vitesse initiale,

∂z

∂t
(x, 0) = 0 d’où Bn = 0.

Donc

zn(x, t) = An sin(nπ
l
x) cos(nπa

l
t).

Par suite de la linéarité de l’équation aux dérivées partielles on peut prendre pour
solution générale, sous réserve de convergence, la série

z(x, t) =
∞∑
n=1

zn(x, t) =
∞∑
n=1

An sin(nπ
l
x) cos(nπa

l
t).

Les constantes An sont déterminées par la donnée de la position de la corde à
l’instant t = 0.

En effet, si z(x, 0) = f(x)
∞∑
n=1

An sin(nπ
l
x) = f(x)
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An est donc le coefficient de Fourier du développement de f en série de sinus. C’est-
à-dire

An = 2
l

∫ l

0
f(x) sin(nπx

l
)dx.

D’où finalement :

z(x, y) =
∞∑
n=1

(
2
l

∫ l

0
f(x) sin(nπx

l
)dx

)
cos(nπa

l
t).

Exemple 1.4.4. Trouver les fréquences auxquelles vibre une corde de longueur l
lâchée sans vitesse initiale de la position d’équilibre représenté sur la figure 1.19.

On a

z(x, 0) = f(x) =


2hx
l

si 0 < x <
l

2 ,

2h(l − x)
l

si
l

2 < x < l.

En développant f en série de sinus on
obtient

An = 2
l

∫ l

0
f(x) sin(nπ

l
x)dx

FIGURE 1.19 –

An = 2
l

[∫ l
2

0

2hx
l

sin(nπ
l
x)dx+

∫ l

l
2

2h(l − x)
l

sin(nπ
l
x)dx

]
.

Le calcul donne

An = 8h
π2

sin(nπ2 )
n2 ·

D’où

z(x, t) =
∞∑
n=1

8h
π2

sin(nπ2 )
n2 sin(nπ

l
x) cos(nπa

l
t),

c’est-à-dire, en détaillant :

z(x, t) = 8h
π2

[
sin(π

l
x) cos(πa

l
t)− 1

32 sin(3π
l
x) cos(3π

l
) cos(3πa

l
t) + 1

52 sin(5π
l
x) cos(5πa

l
t) + · · ·

]
.
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Le fondamental,
8h
π2 sin(πx

l
) cos(πat

l
) a pour fréquence f1 = 1

2π
πa

l
= a

2l ·
Les fréquences suivantes sont celles des harmoniques d’ordre 3, 5, . . . :

f3 = 3a
2l , f5 = 5a

2l , . . .
On remarque qu’elles sont multiples de la fréquence fondamentale.
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Chapitre 2
Intégrale de Fourier

2.1 Définition

Soit f une fonction périodique de période T = 2π
ω

vérifiant les conditions de

développement en série de Fourier :

f(x) = a0 +
∞∑
n=1

(an cos(nωx) + bn sin(nωx)).

On a vu au chapitre précédent que

a0 = 1
T

∫
T
f(t)dt; an = 2

T

∫
T
f(t) cos(nωt)dt; bn = 2

T

∫
T
f(t) sin(nωt)dt.

En choisissant pour T l’intervalle
[
−T2 ,

T

2

]
, le terme général peut s’écrire

un(x) = 2
T

(∫ +T
2

−T2
f(t) cos(nωt)dt

)
cos(nωx) + 2

T

(∫ +T
2

−T2
f(t) sin(nωt)dt

)
sin(nωx),

c’est-à-dire encore :

un(x) = 2
T

∫ +T
2

−T2
f(t) cos(nω(x− t))dt = ω

π

∫ +T
2

−T2
f(t) cos(nω(x− t))dt.

On a donc :

f(x) = 1
T

∫ +T
2

−T2
f(t)dt+ 1

π

∞∑
n=1

(∫ +T
2

−T2
f(t) cos(nω(x− t))dt

)
ω.

On se propose maintenant d’envisager le cas où la période T tend vers l’infini. La
fonction f devient une fonction apériodique.
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On suppose de plus qu’elle est absolument intégrable sur R, c’est-à-dire que l’in-

tégrale
∫ +∞

−∞
|f(x)|dx est convergente.

Lorsque T →∞,
1
T

∫ +T
2

−T2
f(t)dt→ 0 puisque

∫ +∞

−∞
|f(t)|dt < +∞.

On admettra d’autre part que :

+∞∑
n=1

(∫ +T
2

−T2
f(t) cos(nω(x− t))dt

)
ω −→

∫ +∞

0

(∫ +∞

−∞
f(t) cos(Ω(x− t))dt

)
dΩ.

Il en résulte que :

f(t) = 1
π

∫ ∞
0

dΩ
∫ +∞

−∞
f(t) cos(Ω(x− t))dt.

En développant cos(Ω(x− t)) on obtient :

f(x) = 1
π

∫ +∞

0

[(∫ +∞

−∞
f(t) cos(Ωt)dt

)
cos(Ωx) +

(∫ +∞

−∞
f(t) sin(Ωt)dt

)
sin(Ωx)

]
dΩ

c’est-à-dire, en posant 
A(Ω) = 1

π

∫ +∞

−∞
f(t) cos(Ωt)dt

B(Ω) = 1
π

∫ +∞

−∞
f(t) sin(Ωt)dt

f(x) =
∫ +∞

0
[A(Ω) cos(Ωx) +B(Ω) sin(Ωx)]dΩ

L’intégrale du deuxième membre est appelée intégrale de Fourier.
Ainsi dans le cas d’une fonction apériodique la série de Fourier est remplacée par

l’intégrale de Fourier dans laquelle la pulsation Ω varie de façon continue de 0 à +∞.
Le lecteur ne manquera pas de rapprocher les formules précédentes de celles

rappelées au début du paragraphe.

Remarque 2.1.1. Comme dans le cas des séries de Fourier :

1. Si f est paire B(Ω) = 0 et A(Ω) = 2
π

∫ +∞

0
f(t) cos(Ωt)dt

A(Ω) est appelé transformée-cosinus de Fourier de f et l’on a

f(x) =
∫ +∞

0
A(Ω) cos(Ωx)dΩ.
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2. Si f est impaire A(Ω) = 0 et B(Ω) 2
π

∫ +∞

0
f(t) sin(Ωt)dt est la transformée-

sinus de Fourier de f .

Dans ce cas
f(x) =

∫ +∞

0
B(Ω) sin(Ωx)dΩ.

Application Calculer les coefficients de Fourier intégraux A(Ω) et B(Ω) si f est
la fonction définie par :f(x) = e−ℵx si x > 0 (α > 0)

f(x) = 0 si x < 0 (Figure 2.1)

A(Ω) = 1
π

∫ +∞

−∞
f(t) cos(Ωt)dt = 1

π

∫ +∞

0
e−αt cos(Ωt)dt,

B(Ω) = 1
π

∫ +∞

−∞
f(t) sin(Ωt)dt = 1

π

∫ +∞

0
e−αt sin(Ωt)dt.

Or

∫ +∞

0
e(−α+jΩ)tdt =

[
e(−α+jΩ)t

−α + jΩ

]+∞

0

= 1
α− jΩ = α + jΩ

α2 + Ω2

FIGURE 2.1 –

d’où :

A(Ω) = 1
π

α

α2 + Ω2 ,

B(Ω) = 1
π

Ω
α2 + Ω2 ,

On en déduit, en appliquant la formule intégrale de Fourier,

1
π

∫ +∞

0

1
α2 + Ω2 (α cos(Ωx) + Ω sin(Ωx))dΩ = f(x) =

e
α si x > 0,

0 si x < 0.
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2.2 Forme complexe de l’intégrale de Fourier

On a obtenu au paragraphe précédent

f(x) = 1
π

∫ +∞

0
dΩ

∫ +∞

−∞
f(t) cos(Ω(x− t))dt,

c’est-à-dire, en remarquant que la fonction de Ω,
∫ +∞

−∞
f(t) cos(Ω(x− t))dt est paire :

f(x) = 1
2π

∫ +∞

−∞
dΩ

∫ +∞

−∞
f(t) cos(Ω(x− t))dt.

Par ailleurs la fonction de Ω,
∫ +∞

−∞
f(t) sin(Ω(x− t))dt, étant impaire on a :

∫ +∞

−∞
dΩ

∫ +∞

−∞
f(t) sin(Ω(x− t))dt = 0

On en déduit que

f(x) = 1
2π

∫ +∞

−∞
dΩ

∫ +∞

−∞
f(t)ejΩ(x−t)dt,

c’est-à-dire :
f(x) = 1

2π

∫ +∞

−∞
ejΩxdΩ

∫ +∞

−∞
f(t)ejΩtdt,

Conclusion 2.2.1. Si f est une fonction continue et dérivable sauf en un nombre
fini de points sur tout fermé [−a,+a], absolument intégrable sur R, on a :

f(x) = 1
2π

∫ +∞

−∞
ϕ(Ω)ejΩxdΩ

avec

ϕ(Ω) = 1
2π

∫ +∞

−∞
f(t)e−jΩxdt

La fonction ϕ(Ω) est appelée transformée de Fourier de f .

Remarque 2.2.2. En un point de discontinuité on attribue à f , comme dans le cas des

séries de Fourier, la valeur
f(x+ 0) + f(x− 0)

2 ·

On vérifiera que l’application F

f(x) −→
F
ϕ(Ω) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−jΩxdt,

appelée transformation de Fourier, est linéaire, c’est-à-dire que

F(λf + µg) = λF(f) + µF(g).

De plus, on démontre (cf. exercice 24) que :
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• Si f est paire :

ϕ(Ω) = 2
∫ +∞

0
f(t) cos(Ωt)dt,

d’où

f(x) = 1
π

∫ +∞

0
ϕ(Ω) cos(Ωx)dΩ.

• Si f est impaire :

ϕ(Ω) = −2j
∫ +∞

0
f(t) sin(Ωt)dt,

d’où

f(x) = j

π

∫ +∞

0
ϕ(Ω) sin(Ωx)dΩ.

Exemple Transformée de Fourier de
la fonction définie par
f(x) = 1

2 si |x| < 1,

f(x) = 0 si x > 1. (Figure 2.2)

FIGURE 2.2 –

D’après ce qui précède

ϕ(Ω) = 2
∫ +∞

0
f(t) cos(Ωt)dt =

∫ t

0
cos(Ωt)dt = sin(Ω)

Ω (Figure 2.3).
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FIGURE 2.3 –

Inversement :

f(x) = 1
π

∫ +∞

0

sin(Ω)
Ω cos(Ωx)dΩ.

En particulier pour x = 0, f(x) = 1
2 , d’où :

∫ +∞

0

sin(Ω)
Ω dΩ = π

2

Remarque 2.2.3. Le résultat précédent est utile dans l’étude de la fonction " sinus
intégral", notée si (x), définie par :

si (x) =
∫ x

0

sin(Ω)
Ω dΩ (x > 0),

dont les variations sont résumées dans le tableau

x 0 π 2π 3π +∞

sin(x)
x

1 + 0 − 0 + 0

M1 M3
si(x) ↗ ↘ ↗ π

2
0 m2

est représentée sur la figure 2.4

39



EXERCICES

FIGURE 2.4 –

EXERCICES

Exercise 23. Montrer que la transformation de Fourier

f(x) −→
F
ϕ(Ω) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−jΩxdt,

est linéaire.

Exercise 24. Transformée de Fourier d’une fonction paire ; d’une fonction impaire.

Exercise 25. Transformées de Fourier des fonction définies par

f(x) =

1− |x| si |x| < 1,
0 si |x| > 1.

g(x) =

1− x si 0 < x < 1,
0 si x > 1,

avec g(−x) = −g(x).

Exercise 26. Résoudre l’équation intégrale

∫ ∞
0

f(x) cos(λx)dx =

1− λ si 0 < λ < 1,
0 si λ > 1,

dans laquelle f est la fonction inconnue.

Exercise 27. Trouver la transformée de Fourier de la fonction f(x) = e−|x|.

En déduire l’intégrale I(x) =
∫ +∞

0

cos(tx)
1 + t2

dt.
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Exercise 28. Soit f(x) = e−
x2
2 . Vérifier que les conditions d’existence de la transfor-

mée de Fourier de f sont remplies.
Montrer que cette transformée est solution de l’équation différentielle

y
′ + xy = 0

(on admettra que le théorème
d

dλ

(∫ b

a
F (x, λ)dx

)
=
∫ b

a

∂F

∂λ
(x, λ)dx est applicable ).

En déduire que ϕ(Ω) =
√

2πe−Ω2
2 .

Exercise 29. Exprimer la transformée de Fourier des fonctions

g(x) = f(x− a) (fonction translatée)
h(x) = f(ax)

à l’aide de la transformée de fourier de f .

Exercise 30. Exprimer la transformée de Fourier des fonctions f ′(x) et f ′′(x) à l’aide
de la transformée de fourier de f .

Exercise 31. On appelle produit de convolution de deux fonctions f et g la fonction,
notée f ∗ g, définie par

(f ∗ g)(x) =
∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t)dt,

(l’intégrale étant supposée convergente).
vérifier que (f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x).
Démontrer que, si F(f) désigne la transformée de Fourier de f ,

F(f ∗ g) = F(f)×F(g)

Application :

f(x) = g(x) =

1 si |x| < 1,
0 si |x| > 1.

Exercise 32. Si F(f) = ϕ et F(g) = ψ démontrer que∫ +∞

−∞
f(x)g(x)dx = 1

2π

∫ +∞

−∞
ϕ(Ω)ψ(Ω)dΩ.

En déduire l’égalité de Parseval∫ +∞

−∞
|f(x)|2dx = 1

2π

∫ +∞

−∞
|ϕ(Ω)|2dΩ.
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INDICATIONS SUR LES EXERCICES

Exercise 33. Appliquer la formule de Parseval si

f(x) =

1 si |x| < 1,
0 si |x| > 1.

En déduire I =
∫ ∞

0

sin2(x)
x2 dx.

Indications sur les exercices

Exercice 23
∫ +∞

−∞
[λf(t) +µg(t)]e−jΩtdt = λ

∫ +∞

−∞
f(t)e−jΩtdt+µ

∫ +∞

−∞
g(t)e−jΩtdt.

Exercice 24 ϕ(Ω) =
∫ +∞

−∞
f(t)e−jΩtdt =

∫ 0

−∞
f(t)e−jΩtdt+

∫ +∞

0
f(t)e−jΩtdt

en posant t = −u dans la première intégrale :∫ 0

−∞
f(t)e−jΩtdt = −

∫ 0

+∞
f(−u)ejΩudu =

∫ +∞

0
f(−u)ejΩudu

• si f est paire : f(−u) = f(u), d’où

ϕ(Ω) =
∫ +∞

0
f(t)[e−jΩu + ejΩu]dt = −2

∫ +∞

0
f(t) cos(Ωt)dt

• si f est impaire : f(−u) = −f(u), d’où

ϕ(Ω) =
∫ +∞

0
f(t)[e−jΩu − ejΩu]dt = −2j

∫ +∞

0
f(t) sin(Ωt)dt.

Exercice 25 • f est paire, d’où :
ϕ(Ω) = 2

∫ +∞

0
f(t) cos(Ωt)dt

= 2
∫ 1

0
(1− t) cos(Ωt)dt = 2

[
(1− t)sin(Ωt)

Ω − cos(Ωt)
Ω2

]1

0

ϕ(Ω) = 21− cos(Ω)
Ω2

• g est impaire, d’où

Ψ(Ω) = −2j
∫ ∞

0
g(t) sin(Ωt) dt = −2j

∫ 1

0
(1− t) sin(Ωt) dt,

Ψ(Ω) = 2j sin Ω− Ω
Ω2 .

Exercice 26 Si f est paire
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2
∫ ∞

0
f(x) cos(λx) dx = ϕ(λ)⇔ f(x) = 1

π

(∫ ∞
0

ϕ(λ) cos(λx) dλ
)

or ∫ ∞
0

f(x) cos(λx) dx =

 1− λ si 0 < λ < 1
0 si λ > 1

d’où

f(x) = 1
π

∫ t

0
2(1− λ) cos(λx) dλ = 2

π

1− cosx
x2 .

Exercice 27 f étant paire

ϕ(Ω) = 2
∫ ∞

0
e−t cos(Ωt) dt = 2<e

(
e(−1+jΩ)t dt

)
= 2

1 + Ω2 .

Inversement :

f(x) = 1
π

∫ ∞
0

ϕ(Ω) cos(Ωx) dΩ = 2
π

∫ ∞
0

cos(Ωx)
1 + Ω2 dΩ

d’où ∫ ∞
0

cos(tx)
1 + t2

dt = π

2 e
−|x|.

Exercice 28 f est continue, dérivable et absolument intégrable sur R

ϕ(Ω) = 2
∫ +∞

0
e−

t2
2 cos(Ωt) dt

ϕ′(Ω) = −2
∫ +∞

0
e−

t2
2 sin(Ωt) t dt = 2

∫ +∞

0
sin(Ωt) d

(
e−

t2
2

)

ϕ′(Ω) = 2
[

sin(Ωt) e− t
2
2

]+∞

0
− 2Ω

∫ t

0
e−

t2
2 cos(Ωt) dt.

donc

ϕ′(Ω) = −Ωϕ(Ω).

d’où

ϕ(Ω) = λe−
Ω2
2 (λ ∈ R)

Inversement

f(x) = 1
π

∫ +∞

0
ϕ(Ω) cos(Ωx) dΩ = 1

π

∫ +∞

0
λe−

Ω2
2 cos(Ωx) dΩ

f(x) = λ

2πϕ(x) = λ2

2πe
−x

2
2 , d’où λ2 = 2π.
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finalement

ϕ(Ω) =
√

2πe−Ω2
2 .

En particulier, pour Ω = 0 ϕ(Ω) =
√

2π, d’où

∫ +∞

0
e−

Ω2
2 dt =

√
2π
2 ou

∫ +∞

−∞
e−

Ω2
2 dt =

√
2π.

Exercice 29∫ +∞

−∞
f(t− a)e−jΩt dt =

∫ +∞

−∞
f(u)e−jΩ(u+a) du = e−jΩa ×

∫ +∞

−∞
f(u)e−jΩu du.

c’est-à-dire

F (g) = e−jΩs ×F (f)

(comparer au résultat obtenu pour les séries de Fourier, exercice 4.10).

Exercice 30∫ +∞

−∞
f ′(t)e−jΩt dt =

[
f(t)e−jΩt

]+∞

−∞
+ jΩ

∫ +∞

−∞
f(t)e−jΩt dt.

Or lim
|t|→∞

|f(t)e−jΩt| = 0 car f est absolument intégrable sur R.

D’où

F (f ′) = jΩF (f)

du même

F (f ′′) = (jΩ)2F (f).

Exercice 31

(g ? f)(x) =
∫ +∞

−∞
g(t)f(x− t)dt.

en posant x− t = u

(g ? f)(x) = −
∫ +∞

−∞
g(x− u)f(u) du =

∫ +∞

−∞
f(u)g(x− u) du = (f ? g)(x).
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Il est facile de vérifier de plus la bilinéarité de l’application (f, g)→ f ? g

F (f ? g)(Ω) =
∫ +∞

−∞
(f ? g)(x)e−jΩx dx

=
∫ +∞

−∞
e−jΩx

[ ∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t) dt

]
dx.

Si l’on admet que l’on peut intervertir l’ordre des intégrations

F (f ? g)(Ω) =
∫ +∞

−∞
f(t) dt

[ ∫ +∞

−∞
g(x− t)e−jΩx dx

]
.

Le crochet représente la transformée de Fourier de la fonction translatée (exercice
2.2). D’où

F (f ? g)(Ω) =
∫ +∞

−∞
f(t)

[
e−jΩxF (g)(Ω)

]
dt

F (f ? g)(Ω) =
[
f(t)e−jΩt dt

]
×F (g)(Ω)

soit F (f ? g) = F (f)×F (g).

Application :

(f ? g)(x) =
∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t) dt =

∫ +1

−1
f(t)g(x− t) dt

=
∫ +1

−1
g(x− t) dt =

∫ x+1

x−1
g(u) du.

d’où

(f ? g)(x) =

 0 si |x| > 2
2− |x| si |x| < 2

F (f ? g) = 2 1− cos(2Ω
Ω2 (exercice 5.03)

F (f ? g) = 4 sin2 Ω
Ω2 Or F (f) = F (g) = 2 sin Ω

Ω .

Exercice 32

g(x) = 1
2π

∫ +∞

−∞
Ψ(Ω)ejΩx dΩ

d’où
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g(x) = 1
2π

∫ +∞

−∞
Ψ(Ω)e−jΩx dΩ

∫ +∞

−∞
f(x)g(x)dx = 1

2π

∫ +∞

−∞
f(x)

[
Ψ(Ω)e−jΩx dΩ

]
dx

= 1
2π

∫ +∞

−∞
Ψ(Ω)

[
f(x)e−jΩx dx

]
dΩ

= 1
2π

∫ +∞

−∞
ϕ(Ω)Ψ(Ω) dΩ.

Si f = g on obtient l’identité de Perseval.

Exercice 33
ϕ(Ω) = 2 sin Ω

Ω
d’où

∫ +1

−1
dx = 1

2π

∫ +∞

−∞

(
2 sin Ω

Ω

)2

dΩ

On en déduit

∫ +∞

−∞

sin2 Ω
Ω2 dΩ = π.
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Chapitre 3
Intégrale de Laplace

3.1 Transformation de Laplace

Définition 3.1.1. Soit f une fonction de la variable réelle x définie sur R et supposée
nulle pour x < 0.

On appelle transformée de Laplace de f la fonction F définie par

F (p) =
∫ +∞

0
e−pxf(x) dx.

où p est une variable réelle ou éventuellement complexe.
On écrira

F (p) = L f(x).

L signifiant transformée de Laplace de f .
F (p) est encore appelée image de f , ce que l’on note parfois F (p) ⊂ f(x).
L’application qui associe à f son image F, f

L−→ F est la transformation de
Laplace

La transformée de Laplace d’une fonction n’existe que si l’intégrale
∫ +∞

0
e−pxf(x) dx

est convergente.
Pour cela on est amené à imposer à f deux conditions :
– être continue par morceaux sur tout fermé [0,x0] ;
– être d’ordre exponentiel à l’infini, c’est-à-dire qu’il existe M > 0 et α tels que

|f(x)| < M eαx lorsque x→ +∞.

On démontre que si les hypothèses précédentes sont vérifiées la transformée de
Laplace est définie pour p > α, ou si p est complexe, pour <e(p) > α.
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3.1. TRANSFORMATION DE LAPLACE

Le domaine de convergence de F (p) est donc l’ouvert ]α,+∞[ ou le demi-plan
complexe défini par <e(p) > α (fig. 3.1).

Il est à noter que les conditions imposées à f ne sont que des conditions suffi-
santes d’existence de la transformée de Laplace. Elles sont toutefois vérifiées par les
fonctions dont sera question dans ce chapitre.

<e(p)

=m(p)

α0

FIGURE 3.1 –

Exemples.
Pour un certain nombre de fonction élémentaires le calcul de la transformée de

Laplace est simple :

1. Fonction échelon unité (ou fonction de Heaviside).
Elle définie par

 U (x) = 1 pour x > 0 (fig.3.2)
U (x) = 0 pour x < 0

F (p) =
∫ +∞

0
e−px dx =

[
e−px

−p

]+∞

0
= 1
p

p > 0

donc L [U (x)] = 1
p

(p > 0)

x

U (x)

0

+1

FIGURE 3.2 –

2. Fonction impulsion unité (ou distribution de Dirac).
Soit la famille de fonctions définie par
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3.1. TRANSFORMATION DE LAPLACE


fε(x) = 1

ε
pour 0 < x < ε (fig.3.3)

fε(x) = ε pour x < 0 ou x > ε

On remarque que, quel que soit ε,∫ +∞

−∞
fε(x) dx = 1

F (p) =
∫ +∞

0
e−pxfε(x) dx = 1

ε

∫ ε

0
e−px dx

= 1
ε

[
e−px

−p

]ε
0

= 1− e−px
pε

si ε→ 0


fε(x)→ +∞ si x = 0

fε(x)→ 0 si x 6= 0

x

f(x)

0

1
ε

ε

FIGURE 3.3 –

La limite ainsi obtenue n’est pas à proprement parler une fonction. Elle définit la
distribution de Dirac, notée δ(x) appelée par commodité fonction impulsion unité car
elle sert à représenter en physique une action (force, impulsion) s’exerçant durant
un temps très court.

On a donc : δ(x) = 0 pour x 6= 0
δ(x)→ +∞ si x→ 0

avec
∫ +∞

−∞
δ(x) dx = 1.

Or si ε→ 0, 1− e−px
pε

→ 1.

D’où L [δ(x)] = 1 .

3. Fonction puissance. Soit f(x) = xn pour x > 0 (n ∈ N)
f(x) = 0 pour x < 0

F (p) =
∫ +∞

0
e−pxxn dx = In.
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Une intégration par parties conduit à

In =
[
xn

e−px

−p

]∞
0

+ n

p

∫ +∞

0
e−pxxn−1 dx.

Si p > 0 le crochet est nul et on obtient la relation de récurrence

In = n

p
In−1

C’est-à-dire

In = n

p
× n− 1

p
× · · · × 1

p
× I0.

Or I0 =
∫ +∞

0
e−px dx = 1

p
d’où finalement :

L [xn] = n!
pn+1 . (p > 0)

4. Fonction exponentielle.

Soit

 f(x) = e−ax pour x > 0
f(x) = 0 pour x < 0.

On suppose ici a et p complexes

F (p) =
∫ +∞

0
e−pxe−ax dx =

∫ +∞

0
e−(p+a)x dx =

[
e−(p+a)x

−(p+ a)

]+∞

0
.

Or
|e−(p+a)x| = e−<e(p+a)x.

Si <e(p+ a)x > 0, lim
x→+∞

|e−(p+a)x| = 0, d’où

L [e−ax] = 1
p+ a

(<e(p) > −<e(a))

5. Fonction trigonométriques. Si a = jw on a

L [e−jwx] = 1
p+ jw

= p− jw
p2 + w2 (p > 0).
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Or d’après la linéarité de l’intégrale

L [e−jwx] = L [coswx− j sinwx] = L (coswx)− jL (sinwx)

On en déduit


L (coswx) = p

p2 + w2

L (sinwx) = w

p2 + w2

(p > 0).

Les résultat précédents sont regroupés dans le tableau ci-dessous (encore appelé
dictionnaire d’images)

f(x) F (p)
U (x) 1

p

δ(x) 1

xn
n!
pn+1

e−ax
1

p+ a

coswx p

p2 + w2

sinwx w

p2 + w2

n ∈ N

Il est à noter que les fonctions considérées sont supposées nulles pour x < 0. .

3.2 Propriétés de la Transformation de Laplace

1. Linéarité.

Il résulte de propriétés de l’intégrale que la transformation de Laplace f L−→ F
est linéaire. C’est-à-dire quels que soient λ et µ complexes

L (λf + µg) = λL (f) + µL (g)
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Exemples

a. L (x3 − 3x+ 1) = 2
p3 − 3 1

p2 −
1
p

b. L (cos2x) = L

(
1 + cos 2x

2

)
= 1

2

(
1
p

+ p

p2 + 4

)
.

Dans le cas où la fonction f est définie par une série entière convergente

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n

on a

L [f(x)] = L

[ ∞∑
n=0

anx
n

]
=
∞∑
n=0

an L (xn)

L [f(x)] =
∞∑
n=0

an
n!
pn+1

sous réserve de convergence de la série
∞∑
n=0

an
n!
pn+1

(cf. exercice no 6.09, 6.10).

2. Transformée de f(ax).
Soit g(x) = f(ax) (a > 0)

L [g(x)] =
∫ +∞

0
e−pxf(ax) dx.

Si l’on pose ax = t

L [g(x)] =
∫ +∞

0
e−p

t
af(t) d

(
t

a

)
= 1
a

∫ +∞

0
e
−
(
p
a

)
t
f(t) dt.

D’où, si L [f(x)] = F (p)

L [f(ax)] = 1
a
F

(
p

a

)

3. Transformée de f(x− a).
Soit la fonction défini par g(x) = f(x− a) si x > a

g(x) = 0 si x < a (fig.3.4)
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L [g(x)] =
∫ +∞

0
e−pxg(x) dx =

∫ +∞

0
e−pxf(x− a) dx

. En posant x− a = t on obtient

L [g(x)] =
∫ +∞

0
e−p(a+t)f(t) dt = e−pa

∫ +∞

0
e−ptf(t) dt.

D’où, si

L [f(x)] = F (p), L [g(x)] = e−pa F (p).

x

y

0

f(x)

f(x− a)

a

FIGURE 3.4 –

x

f(x)

1

2

0 τ

FIGURE 3.5 –

La fonction g peut d’ailleurs s’écrire

g(x) = f(x− a)·U (x− a)
car U (x− a) =

 0 si x < a

1 si x > a


d’où

f(x− a)·U (x− a) = e−paL [f(x)]

Le résultat précédent est habituellement appelé théorème du retard (le terme
e−pa est appelé facteur de retard).

Exemples. Transformé de la fonction définie par
f(x) = 0 si x < 0
f(x) = 1 si 0 < x < τ

f(x) = 2 si x > τ (fig.3.5)
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On peut écrire

f(x) = U (x) + U (x− τ).

D’où

F (p) = 1
P

+ e−pτ
1
P

= 1 + e−pτ

p
.

Application : Transformée d’une fonction périodique.
Soit f une fonction périodique pour x > 0, de période T (fig. 3.6).

FIGURE 3.6 –

Si l’on considère la suite de fonction définies par
f0(x) = f(x) si x ∈ [0, T ]

f0(x) = 0 pour si x 6= [0, T ]

et
fn(x) = f0(x− nT )

on peut écrire
∞∑
n=0

fn(x)

d’où en appliquant la linéarité et le théorème du retard

L [f(x)] = L

[ ∞∑
n=0

fn(x)
]

=
∞∑
n=0

L [fn(x)] =
∞∑
n=0

e−pnTL [f0(x)]
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Or
∞∑
n=0

e−pnT = 1
1− e−pT (série géométrique)

d’où

L [f(x)] = L [f0(x)]
1− e−pT

c’est-à-dire

F (p) = F0(p)
1− e−pT

Il suffit donc de connaître la transformée F0(p) de la fonction qui coïncide avec f
sur [0, T ].

Exemples

a. Transformée de la fonction repré-
sentée sur la figure 3.7. f0(x) = A si 0 < x < τ

f0(x) = 0 si x > τ

donc
F0(p) = A

p
(1− e−pτ )

x

f(x)

0

A

τ T

FIGURE 3.7 –

d’où

F (p) = A

p

1− e−pτ
1− e−pT .

Si τ = T

2 on obtient

F (p) = A

p

1
1− e−pT2

d’où

F0(p) = 1
p2 + 1 + e−pπ

1
p2 + 1 = 1 + e−pπ

p2 + 1
et par conséquent

F (p) = F0(p)
1 + e−pπ

= 1
p2 + 1

1 + e−pπ

1− e−pπ = 1
p2 + 1 ·

1
tanh pπ2
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b. Transformée de f(x) = | sin x|. f0(x) = sin x si 0 < x < π

f0(x) = 0 si x > π

(fig. 3.8)

on peut écrire

f0(x) = sin x U (x) + sin(x− π) U (x− π)

x

f(x)

0 π 2π

f0

FIGURE 3.8 –

4. Transformée de la dérivée.

Théorème 3.2.1. (Théorème fondamentale). Si f ′ est continue par morceaux sur tout
fermé [0, x0] et si L [f(x)] = F (p) alors

L [f ′(x)] = pF (p)− f(0+)

Démonstration. En effet

L [f ′(x)] =
∫ ∞

0
e−pxf ′(x) dx.

En intégrant par parties on obtient

L [f(x)] =
[
e−pxf ′(x)

]∞
0

+ p
∫ ∞

0
e−pxf(x) dx.

Comme

lim
n→∞

e−pxf(x) = 0,
[
e−pxf ′(x)

]∞
0

= −f(0+)

f(0+) représentant la limite à droite de f(x) quand x→ 0.
D’où

L [f ′(x)] = pF (p)− f(0+)

Généralisation. Si fn vérifie à son tour les hypothèses du théorème on a :

L [f ′′(x)] = pL [f ′(x)]− f ′(0+)
= p[pF (p)− f(0+)]− f ′(0+).

d’où
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L [f ′′(x)] = p2F (p)− pf(0+)− f ′(0+)

Le lecteur vérifiera que, plus généralement

L [f (n)(x)] = pnF (p)− pn−1f(0+)− pn−2f ′(0+)− · · · − f (n−1)(0+).

Dans le cas particulier ou f(0+) = f ′(0+) = · · · = 0, on a

L [f (n)(x)] = pnF (p).

Dériver f correspond alors à multiplier F par p.

On peut considérer que la transformation de dérivation
d

dx
, par le produit algébrique

de F (p) par p

d

dx
· f(x) L−→ p× F (p)

Cette propriété fondamental, qui fait la richesse de la transformation de Laplace
sera largement utilisée dans l’intégration des équations différentielles.

Remarque 3.2.2. Soit la relation

L [f ′(x)] =
∫ +∞

0
e−pxf ′(x) dx = pF (p)− f(0+).

a. si p→ +∞, e−px → 0. En admettant que∫ +∞

0
e−pxf ′(x) dx→ 0

on en déduit

lim
p→+∞

pF (p) = f(0+)

b. si p→ 0, e−px → 1. Or∫ +∞

0
f ′(x) dx = f(+∞)− f(0+)

donc

lim
p→+∞

pF (p) = f(+∞)

Les relations précédentes sont appelées respectivement, théorème de la valeur
initiale et théorème de la valeur finale.
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5. Transformée de la primitive.

Théorème 3.2.3. Si L [f(x)] = F (p), alors

L

[ ∫ x

0
f(t) dt

]
= F (p)

p

Démonstration. En effet, soit la fonction
ϕ(x) =

∫ x

0
f(t) dt

ϕ′(x) = f(x) et ϕ(0+) = 0.

En appliquant à ϕ le théorème sur la transformation de la dérivée on obtient

L [ϕ′(x)] = pL [ϕ(x)]

par ailleurs
L [f(x)] = F (p)

d’où

L [f(x)] = F (p)
p

.

3.3 Transformation de Laplace inverse

Soit F (p) la transformation de Laplace d’une fonction f(x). On appelle transfor-
mée de Laplace inverse, ou original, de F (p), la fonction f(x).

On note

f(x) = L −1[F (p)]

ou encore
f(x) ⊃ F (p).

Exemples :

1. L −1( 1
p2 ) = x car L [x] = 1

p2 .

2. L −1( p

p2 + 4) = cos 2x car L [cos 2x] = p

p2 + 4 .

3. L −1(e
−ap

p
) = U (x− a) car L [U (x− a)] = e−apL [U (x)] = e−ap

1
p

.
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3.4. PROPRIÉTÉS DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE INVERSE

On démontre que si les fonctions f considérées possèdent les propriétés énoncées
au début du chapitre, c’est-à-dire sont

– continues par morceaux sur tout fermé [0, x0],
– d’ordre exponentiel à l’infini,

l’original f(x) d’une fonction F (p) est unique sur tout sous-ensemble où il est continu.
La recherche de l’original conduit à étudier les propriétés de l’application

F (p) L−1
−−→ f(x).

appelée transformation de Laplace inverse.

3.4 Propriétés de la Transformation de Laplace inverse

1. Linéarité.

L’inverse d’une application linéaire étant linéaire

L −1(λF + µG) = λL −1(F ) + µL −1(G)

Ainsi

L −1
(

1
p3 −

4
p+ 1

)
= L −1

(
1
p3

)
− 4L −1

(
1

p+ 1

)

= 1
2L −1

(
2
p3

)
− 4L −1

(
1

p+ 1

)

c’est-à-dire

L −1
(

1
p3 −

4
p+ 1

)
= 1

2x
2 − 4e−x.

D’une façon générale pour obtenir l’original d’une fraction rationnelle F (p) =
N(p)
D(p) on utilise sa décomposition en éléments simples (cf. Algèbre, chap. 6).

Exemples : Trouver l’originale de F (p) = p+ 1
p2(p2 + 4) .

La décomposition de F (p) s’écrit

p+ 1
p2(p2 + 4) = A

p2 + B

p
+ Cp+D

p2 + 4

Le calcul donne
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3.4. PROPRIÉTÉS DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE INVERSE

A = 1
4 , B = 1

4 , C = −1
4 , D = −1

4

D’où

f(x) = 1
4L −1

(
1
p2

)
+ 1

4L −1
(

1
p

)
− 1

4L −1
(

p

p2 + 4

)
− 1

4L −1
(

1
p2 + 4

)

c’est-à-dire

f(x) = 1
4x+ 1

4 −
1
4 cos 2x− 1

4
sin 2x

2 .

2. Original de F (ap).

Soit f(x) l’original de F (p)

f(x) = L −1[F (p)]

F (ap) =
∫ +∞

0
e−apxf(x) dx.

En posant ax = t, on obtient

F (ap) = 1
a

∫ +∞

0
e−ptf

(
t

a

)
dt.

D’où

L −1F (ap) = 1
a
f

(
x

a

)

3. Original de F (p+ a).

Soit f(x) = L −1F (ap)

F (a+ p) =
∫ +∞

0
e−(a+p)xf(x) dx =

∫ +∞

0
e−px[e−axf(x)] dx.

F (a+ p) est donc l’image de la fonction g(x) = e−axf(x).
C’est dire que

L −1F (a+ p) = e−axf(x)

Par exemple
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3.4. PROPRIÉTÉS DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE INVERSE


L −1

[
p+ a

(p+ a)2 + ω2

]
= e−ax cosωx.

L −1
[

ω

(p+ a)2 + ω2

]
= e−ax sinωx.

Exercice : Trouver l’original de F (p) = p

p2 + p+ 1
On peut écrire

p

p2 + p+ 1 = p(
p+ 1

2

)2
+ 3

4

=

(
p+ 1

2

)
− 1

2(
p+ 1

2

)2
+ 3

4

=
p+ 1

2(
p+ 1

2

)2
+ 3

4

− 1
2

1(
p+ 1

2

)2
+ 3

4

D’où successivement

L −1
(

p

p2 + p+ 1

)
= L −1


(
p+ 1

2

)
(
p+ 1

2

)2
+ 3

4

− 1
2 L −1

 1(
p+ 1

2

)2
+ 3

4



= e−
x
2 · cos x

√
3

2 − 1
2 e−

x
2 ·

sin x
√

3
2√

3
2

= e−
x
2

[
cos x

√
3

2 − 1√
3

sin x
√

3
2

]
.

4. Originaux de F ′(p) et de
∫ +∞

p
F (u) du.

On a admettra les résultats suivants dont les démonstration pourront être abordées
en exercice (cf. exercice 6.13 et 6.15).

Si L −1[F (p)] = f(x) alors

L −1[F ′(p)] = −xf(x) et L −1
[ ∫ +∞

p
F (u) du

]
= f(x)

x

Remarque 3.4.1. En appliquant n fois la formule L −1[F ′(p)] = −xf(x) on obtient
plus généralement

L −1[F (n)(p)] = (−1)nxnf(x).

Exemples
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3.4. PROPRIÉTÉS DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE INVERSE

a. L −1
(

1
p+ 3

)
= e−3x donc L −1

(
1

(p+ 3)2

)
= x e−3x.

b. L −1
(

1
p2 + 1

)
= sin x.

or ∫ +∞

p

du

u2 + 1 = [arctan u]∞p = π

2 − arctan p = arctan 1
p

d’où

L −1
[

arctan 1
p

]
= sin x

x

c’est-à-dire ∫ +∞

0
e−px · sin x

x
dx = arctan 1

p
.

En particulier si p→ 0, on obtient∫ +∞

0

sin x
x

dx = π

2 .

5. Original de F (p)×G(p).

Théorème 3.4.2. Si L −1[F (p)] = f(x) et L −1[G(p)] = g(x), alors

L −1[F (p)×G(p)] =
∫ +∞

0
f(t)g(x− t) dt

(pour la démonstration, cf. exercice no 6.16).

L’intégrale
∫ +∞

0
f(t)g(x− t) dt est appelée produit de convolution de f par g

et est notée (f ? g)(x).
On vérifiera que

(f ? g)(x) = (g ? f)(x).

L’original du produit (algébrique) de deux fonction est donc le produit de
convolution des originaux.

Exemple. Original de
1

p2(p+ 1)

L −1
(

1
p2

)
= x et L −1

(
1

p+ 1

)
= e−x.
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D’où

L −1
[

1
p2(p+ 1)

]
= L −1

[
1
p2 ·

1
p+ 1

]
=
∫ x

0
t e−(x−t) dt = e−x

∫ x

0
t et dt.

Au moyen d’une intégration par parties, on obtient

L −1
[

1
p2(p+ 1)

]
= e−x[x ex − (ex − 1)] = x− 1 + e−x.

résultat que l’on pouvait également déduire de la décomposition en éléments simples

de la fonction rationnelle
1

p2(p+ 1) .

Conclusion. Les principales propriétés obtenues dans l’étude de la transforma-
tion de Laplace et de son inverse ont été regroupées dans le tableau ci-dessous.

La lecture de gauche à droite correspond à une propriété de L , de droite à
gauche à une propriété de L −1.

La connaissance de ces propriétés facilité la recherche des transformés des
originaux et dispense parfois de consulter les tables.

Prob.No f(x)
L−−→←−−

L−1
F (p)

¬ λf + µg λF + µG

­ f(ax) 1
a
F

(
a

b

)
® f(x− a) ·U (x− a) e−ap F (p)
® e−ax f(x) F (p+ a)
¯ f ′(x) pF (p)− f(0+)
¯ −xf(x) F ′(p)

°
∫ x

0
f(t) dt F (p)

p

°
f(x)
x

∫ x

p
F (u) du

±
∫ x

0
f(t)g(x− t) dt F (p)×G(p)

Dans les applications de la transformation de Laplace données ci-après, il sera
commode de rappeler ces propriétés par leur numéro.
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3.5. APPLICATION DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE AUX ÉQUATIONS
DIFFÉRENTIELLES

3.5 Application de la Transformation de Laplace aux
Équations Différentielles

1. Équations différentielles linéaires.
Soit l’équation différentielle linéaire à coefficients constants

any
(n)(x) + an−1y

(n−1)(x) + · · ·+ a0y(x) = f(x).

On a vu que si

L [y(x)] = Y (p)
L [y′(x)] = pY (p)− y(0)

L [y′(x)] = p2Y (p)− pY (p)− y′(0)

et plus généralement :

L [y(n)(x)] = pnY (p)− pn−1y(0)− · · · − y(n−1)(0).

En appliquant la transformation de Laplace à l’équation différentielle précédente,
on obtient donc, par suite de la linéarité :

(anpn + an−1p
n−1 + · · ·+ a0)Y (p) + Φ(p) = F (p)

équation dans laquelle Φ(p) représente un polynôme de degré n− 1 en p contenant
y(0), y′(0), . . . , y(n−1)(0).

On en déduit

Y (p) = F (p)− Φ(p)
anpn + an−1pn−1 + · · ·+ a0

et par conséquent, en appliquant la transformation inverse

y(x) = L −1[Y (p)].

Le calcul précédent fait apparaître les avantages de la méthode

a. L’équation différentielle étant transformée en une équation algébrique, La
solution y(x) est obtenue sans intégration en cherchant l’original de Y (p).

b. On obtient seulement la solution particulière correspondant aux conditions
initiale y(0), y′(0), . . . imposées par la nature physique du phénomène étudié. Il est
aussi possible de discuter de l’influence de ces conditions initiales sur la forme de la
solution.
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3.5. APPLICATION DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE AUX ÉQUATIONS
DIFFÉRENTIELLES

Exemple. Trouver la solution de l’équation différentielle

y′′ − 2y′ + y = x ex telle que

 y(0) = 1
y′(0) = 0

L (y′′ − 2y′ + y) = L (y′′)− 2L (y′) + L (y) = (p2Y − p)− 2(pY − 1) + Y

L (x ex) = 1
(p− 1)2 (propeiété 3)

D’où successivement

(p2 − 2p+ 1)Y (p)− p+ 2 = 1
(p− 1)2

Y (p) = 1
(p− 1)2

[
1

(p− 1)2 + p− 2
]

Y (p) = 1
(p− 1)4 −

1
(p− 1)2 + 1

(p− 1)

y(x) = ex
[
x3

6 − x+ 1
]
.

La méthode précédente se généralise d’ailleurs au cas des équations différen-
tielles linéaires à coefficients non constants et des systèmes différentiels linéaires.

Exemple. Trouver la solution de système différentielle
dy1

dx
= 4y1 + 4y2

dy2

dx
= y2 + 4y2

telle que

 y1(0) = 0
y2(0) = 1.

En posant L (y1) = Y1 et L (y2) = Y2 on obtient pY1 = 4Y1 + 4Y2

pY2 − 1 = Y1 + 4Y2

c’est-à-dire  (p− 4)Y1 − 4Y2 = 0
−Y1 + (p− 4)Y1 = 1.
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Les formules de Cramer donnent

Y1 = 4
p2 − 8p+ 12 = 4

(p− 6)(p− 2)

Y2 = p− 4
p2 − 8p+ 12 = p− 4

(p− 6)(p− 2)

En décomposant en éléments simples
Y1 = 1

p− 6 −
1

p− 2

Y2 = 1
2

(
1

p− 6 + 1
p− 2

) d’où finalement


y1 = e6x − e2x

1
2(e6x + e2x).

Le lecture pourra comparer avec les méthodes matricielles d’intégration des sys-
tèmes différentiels linéaires.

La transformation de Laplace a l’avantage de donner directement la solution par-
ticulière cherchée ; toutefois, en laissant les conditions initiale sous forme littérale
on obtient la solution générale dans lequelle ces conditions initiales jouent le rôle de
constantes d’intégration (cf. Application à la Physique).

EXERCICES

Exercise 34. Transformées des fonctions définies par

 f(x) = 1 si 0 < x < T

f(x) = 0 si x > T

 g(x) = x si 0 < x < T

g(x) = 0 si x > T

 g(x) = x si 0 < x < T

g(x) = T si x > T

Exercise 35. Soit l’intégrale

Γ(α) =
∫ +∞

0
e−xxα−1 dx (α > 0).

Montrer que Γ(α + 1) = αΓ(α) et que Γ(n+ 1) = n! (n ∈ N).

En déduire que L (xα) = Γ(α + 1)
pα+1 .

Calculer L (
√
x)

(
on admettra queΓ

(
1
2

)
=
√
π

)
.
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Exercise 36. Trouver les transformées de Laplace des fonctions suivantes (x > 0)

f(x) = (x2 + 1)2 ; f(x) = sin 2x− 3 cos 2x ; f(x) = e−x cos 3x
f(x) = e−2x(x3 + 1) ; f(x) = sin2 x ; f(x) = sin(ωx) cos(Ωx)

f(x) = sinhωx ; f(x) = cosh(ωx).

Exercise 37. Trouver les transformées de f(x) = x cosωx etg(x) = x sinωx en
utilisant

1. ls exponentielles complexes,

2. la propriété 4.

Exercise 38. Représenter les fonctions

f1(x) = sin
(
x− π

4

)
.U

(
x− π

4

)

f2(x) = sin
(
x− π

4

)
.U (x)

f3(x) = sin x.U
(
x− π

4

)
.

Comparer leurs transformées.

Exercise 39. Exprimer au moyen de fonctions échelon unité la fonction f définie
par

f(x) = 1 et 0 < x < a

= 2 et a < x < 2a
et 2a < x < 3a.

En déduire l’image de f .

Exercise 40. Transformées des fonctions f1, f2 et f3 de période T représentées sur
la figure ci-dessous
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x

f1(x)

0

T

T 2T

f2(x)

0 T

2
T

+1

−1

f3(x)

0 T 2T

Quelle relation existe-il entre F2(p) et F3(p)?

Exercise 41. Transformée de la fonction de période T = 2π définie par f(x) = sin x si 0 < x < π

f(x) = 0 si π < x < 2π.

Exercise 42. Transformée de la fonction de période T = 2π définie par Du dévelop-

pement en série entière de
sin x
x

déduire que

L

(
sin x
x

)
= arctan 1

p
.

Retrouver le résultat précédent en utilisant la propriété 5.
En déduire la transformée de

si (x) =
∫ x

0

sin t
t

dt.

Exercise 43. Soit la fonction

J0(x) = 1−
(
x

2

)2

+ 1
(2!)2

(
x

2

)4

+ · · ·+ (−1)n 1
(n!)2

(
x

2

)2n

(cf. chp. 3, Fonctions de Bessel)
Calculer L [J0(x)] et vérifier que

L [J0(x)] = 1√
p2 + 1

;
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Exercise 44. Trouver les originaux des fractions rationnelles suivantes

1
p2 − 3 ; p

p2 − 16 ; 1
(p− a)2 ; p2

(p− 1)(p+ 3) ; P

(p− 1)2(p+ 2)

2p− 1
p(p2 + 3) ; p+ 1

p2 + p+ 2 ; p− 3
p2 + 8p+ 15 ; 2p+ 1

p2 − 4p+ 20 ; p

(p2 + 1)2 .

Exercise 45. Trouver les originaux de

e−2p

p− 1 ; e−px

p2 + p+ 1 .

Exercise 46. Démontrer que

L −1[F ′(p)] = −xf(x).(
on admettra le théorème de dérivation sous le signe

∫ )
.

En déduire l’origine de F (n)(p).
Application. Trouver les images de x sinωx et x cosωx (cf. exercice ??).

Exercise 47. Soit F (p) = ln
(

1 + 1
p2

)
.

Calculer F ′(p) et en déduire l’origine de F (p).
Retrouver le résultat à l’aide d’un développement de F (p) en série entière de la va-

riable
1
p

.

Exercise 48. Démontrer que

L −1
[ ∫ ∞

p
F (u) du

]
= f(x)

x
·

(
on admettra que l’ordre des intégrations peut être modifié

)
.

Application. Image de

sin x
x

; sinh x
x

; e
−ax − e−bx

x
·

Exercise 49. On définit le produit de convolution de deux fonctions par
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(f ? g) =
∫ x

0
f(t)g(x− t) dt.

Vérifier que 
f ? g = g ? f

(f1 + f2)? = f1 ? g + f2 ? g

λf ? g = λ(f ? g)

Démontrer que si L [f(x)] = F (p) et L [g(x)] = G(p)

L −1[f(x)×G(p)] = (f ? g)(x).

Exercise 50. En utilisant le produit de convolution trouver les originaux de

1
(p+ 4)2 ; 1

(p− 1)(p2 + 1) ; p

(p2 + ω2)(p2 + Ω2) ·

Exercise 51. Trouver l’original de F (p) = 1
(p2 + ω2)2 en utilisant

– le produit de convolution,
– la décomposition en fraction de première espèce,
– les propriétés 4 puis 5.

Exercise 52. Trouver la solution des équations différentielles
• y′′ − y = sin 2x telle que y(0) = 1 et y′(0) = −1
• y′′ + 2y + y = e−x telle que y(0) = 1 et y′(0) = 0
• y′′ + 2y + 5y = e−x sin 2x telle que y(0) = 0 et y′(0) = 1.

Exercise 53. Trouver la solution de l’équation

y′′ + 4y = f(x) telle que

 y(0) = y0

y′(0) = 0

avec successivement 
f(x) = f0 cosωx
f(x) = f0 U (x− a)
f(x) = f0δ(x) . . .

Exercise 54. Discuter la forme des solution de l’équation différentielle

y′′ + 2αy′ + ω2y = 0.

70



INDICATIONS SUR LES EXERCICES

On posera y(0) = y0 et y′(0) = y′0.
Représenter les variations de y(x).

Exercise 55. Trouver la solution de l’équation

xy′′ + y′ + xy = 0 telle que

 y(0) = 1
y′(0) = 0

.

Exercise 56. Même exercice pour

xy′′ + 2y′ + xy = 0 telle que

 y(0) = 1
y′(0) = 0

.

Exercise 57. Trouver la solution des systèmes différentiels
dx

dt
= x+ 5y

dy

dt
= x− 3y

telle que

 x(0) = 1
y(0) = 2


dx

dt
= −7x− 6y + t

dy

dt
= 12x+ 10y

telle que

 x(0) = 0
y(0) = 0

Indications sur les exercices

Exercice 34 F (p) = 1− e−pt
p

; G(p) = 1
p2 (1− e−pt)− T

p
e−pt ; H(p) = 1− e−pt

p
.

Remarque. h(x) =
∫ x

0
f(t) dt donc H(p) = 1

p
F (p).

Exercice 35

L (xα) =
∫ ∞

0
e−pxxα dx =

∫ ∞
0

e−t
(
t

p

)α
d

(
t

p

)
= 1
pα+1

∫ ∞
0

e−ttα dt = Γ(α + 1)
pα+1 ·

Si α = n on retrouve le résultat L (xα) = n!
pn+1
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L (
√
x) =

Γ
(

3
2

)
p

3
2

=
1
2 Γ

(
3
2

)
p

3
2

=
√
π

2 ·
1
p

3
2

Exercice 36
24
p5 −

4
p3 + 1

p
; 2− 3p
p2 + 4 ; p+ 1

p2 + 2p+ 5 ; 6
(p+ 2)4 + 1

p+ 1

1
2

(
1
p
− p

p2 + 4

)
; 1

2

[
ω + Ω

p2 + (ω + Ω)2 + ω − Ω
p2 + (ω − Ω)2

]
; ω

p2 − ω2 ; p

p2 − ω2

Exercice 37

L (x ejwx) =
(

1
p− jω

)2

=
(
p+ jω

p2 + ω2

)2

= p2 − ω2 + 2jpω
(p2 + ω2)2

d’où

cos ω = p2 − ω2

(p2 + ω2)2 et sin ω = 2pω
(p2 + ω2)2 ·

En utilisant la propriété 4

L (x cos ωx) = − d

dp
[L (cos ωx)] = − d

dp

(
p

p2 + ω2

)
= p2 − ω2

(p2 + ω2)2 ·

Exercice 38 Fig. 3.9

L

[
sin

(
x− π

4

)
U

(
x− π

4

)]
= e−p

π
4 · 1

p2 + 1

L

[
sin

(
x− π

4

)
U (x)

]
=
∫ +∞

0
e−px sin

(
x− π

4

)
dx =

√
2

2
1− p
p2 − 1

L

[
sin(x)U

(
x− π

4

)]
=
∫ +∞

π
4

e−px sin x dx =
∫ +∞

0
e−px sin x dx−

∫ π
4

0
e−px sin x dx

= 1
p2 + 1 −

[
−e−px

p2 + 1(cos x+ p sin x)
]π

4

0
=
√

2
2 e−p

π
4 · 1 + p

p2 + 1 ·
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x

y

0 ππ

4

f3
f1

f2

FIGURE 3.9 –

Exercice 39

f(x) = U (x) + U (x− a) + U (x− 2a) + · · ·

F (p) = 1
p

(1 + e−ap + e−2ap + · · · ) = 1
p
· 1

1− e−ap ·

Exercice 40 Appliquer le résultat sur la transformée d’une fonction périodique

F (p) = F0(p)
1− e−pT

F1(p) = 1
p2 −

T

p

e−pT

1− e−pT ; F2(p) = 1
p

tanh
(
p
T

4

)
; F3(p) = 1

p2 tanh
(
p
T

4

)

Remarque. f3(x) =
∫ x

0
f2(t) dt d’où F3(p) = 1

p
F2(p).

Exercice 41 Soit  f0(x) = sin x si 0 < x < π

f0(x) = 0 si x > π.

On a vu (paragr. II.3) que F0(p) = 1 + e−pπ

p2 + 1 ·

D’où

F (p) = 1
p2 + 1 · · ·

1 + e−pπ

1− e−2pπ = 1
p2 + 1 ·

1
1− e−pπ
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Exercice 42
sin x

x
=
∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n+ 1)!

L

(
sin x

x

)
=
∞∑
n=0

(−1)n 1
(2n+ 1)!

(2n)!
p2n+1 =

∞∑
n=0

(−1)n 1
(2n+ 1)

1
p2n+1 = arctan 1

p
·

On en déduit

L [si (x)] = 1
p
L

(
sin x

x

)
= 1
p

arctan 1
p
·

Exercice 43

L [J0(x)] = 1
p
− 1

4
2
p3 + · · ·+ (−1)n 1

(n!)2
1

22n
(2n)!
p2n+1 + · · ·

L [J0(x)] = 1
p

(
1− 1

2
1
p2 + · · ·+ (−1)n 1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · 2n
1
p2n + · · ·

)

L [J0(x)] = 1
p

(
1 + 1

p2

)− 1
2

= 1√
p2 + 1

·

Exercice 44

sinh x
√

3√
3

; cosh 4x; x e−ax; δ(x) + 1
4 ex − 9

4 e−3x

ex

3

(
x+ 2

3

)
− 2

3 e−2x; −1
3U (x) + 1

3 cos x
√

3 + 2√
3

sin x
√

3

e−
x
2

(
cos x

√
7

2 + 1√
7

sin x
√

7
2

)
; 5 e−5x − 4 e−3x

e2x
(

2 cos 4x+ 5
4 sin 4x

)
; x sin x

2

Exercice 45

L −1
(

1
p− 1

)
= ex =⇒ L −1

(
e−2p

p− 1

)
= ex−2.U (x− 2)
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d’après la proprièté no 3.

L −1
(

1
p2 + p+ 1

)
= L −1

 1
(p+ 1

2)2 + 3
4

 = 2√
3
e−

x
2 sin 2

√
3

2

d’où

L −1
(

e−px

p2 + p+ 1

)
= 2√

3
e−

x−π
2 sin (x− π) 2

√
3

2 .

Exercice 46

F ′(p) =
∫ ∞

0

d

dp
[e−px f(x)] dx =

∫ ∞
0
−x e−px f(x) dx =

∫ ∞
0

e−px[−x f(x)] dx

d’où
L −1[F ′(p)] = −x f(x) et L −1[F (n)(p)] = (−1)nxnf(x).

Exemples.

L (sin ωx) = ω

p2 + ω2 =⇒ L (x sin ωx) = 2pω
(p2 + ω2)2 ·

L (cos ωx) = p

p2 + ω2 =⇒ L (x cos ωx) = −(p2 + ω2)− 2p2

(p2 + ω2)2 = p2 − ω2

(p2 + ω2)2 ·

Exercice 47

F ′(p) = −2
p(p2 + 1) = −2

p
+ 2p
p2 + 1 ·

L −1[F ′(p)] = −x f(x) = −2U (x) + cos x

d’où
f(x) = 2 1− cos x

x
pour x > 0.

Exercice 48∫ +∞

p
F (u) du =

∫ +∞

p
du
∫ +∞

0
e−ux f(x) dx =

∫ +∞

0
dx
∫ +∞

p
e−ux f(x) du

∫ +∞

0
f(x)

[
e−ux

−x

]∞
0
dx =

∫ +∞

0
e−px · f(x)

x
dx
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d’où

L −1

 ∫ +∞

p
F (u) du

 = f(x)
x
·

Exemples.

• L

(
sin x

x

)
=
∫ ∞
p

du

u2 + 1 = π

2 − arctan p = arctan 1
p

.

• L

(
sinh x

x

)
=
∫ ∞
p

du

u2 − 1 = 1
2 ln p+ 1

p− 1 .

• L

(
e−ax − e−bx

x

)
=
∫ ∞
p

(
1

u+ a
− 1
u+ b

)
du = ln p+ b

p+ a
.

Exercice 49

(g ? f)(x) =
∫ x

0
g(t)f(x− t) dt =

∫ 0

x
g(x− u)f(u) d(−u) (x− t = u)

(g ? f)(x) =
∫ x

0
f(u)g(x− u) d(u) = (f ? g)(x).

Le produit de convolution est commutatif (on vérifie aisément la bilinéarité)

L [(f ? g)(x)] =
∫ +∞

0
e−pxédx

∫ x

0
f(t)g(x− t) dt

= lim
x→∞

∫∫
Dx
e−px f(t)g(x− t) dx dt (fig.3.10)

en posant  x = u+ v

t = u

(∣∣∣∣∣D(x, t)
D(u, v)

∣∣∣∣∣ = 1
)

on obtient
L [(f ? g)(x)] = lim

x→∞

∫∫
∆x

e−p(u+v) f(u)g(v) du dv

=
∫ +∞

0
e−puf(u) du×

∫ +∞

0
e−pvg(v) dv

d’où
L [(f ? g)(x)] = L [f(x)]×L [g(x)].
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x

t

0

Dxt = x

t = 0
Xx σ

u

0

∆x

X

X

FIGURE 3.10 –

Exercice 50

L −1
(

1
p+ 4 ·

1
p+ 4

)
=
∫ x

0
e−4t · e−4(x−t) dt = x e−4x

L −1
(

1
p+ 1 ·

1
p2 + 1

)
=
∫ x

0
e−t sin(x− t) dt = 1

2[e−x + sin x− cos x]

L −1
(

p

p2 + ω2 ·
1

Ω2 + ω2

)
=
∫ x

0
cos ωt · sin Ω(x− t)

Ω dt = 1
Ω2 + ω2 (cos ωx− cos Ωx).

Exercice 51

L −1 =
(

1
p2 + ω2 ·

1
p2 + ω2

)
=
∫ x

0

sinωt
ω
· sinω(x− t)

ω
dt

= 1
2ω2

[
sinω(2t− x)

2ω − t cos ωx
]x

0

= 1
2ω2

(
sinωt
ω
− x cos ωx

)
·

Autre méthode.

L −1
(

1
p2 + ω2

)
= sinωx

ω
d’où L −1

(
−2p

(p2 + ω2)2

)
= −x sinωx

ω

L −1
(

p

(p2 + ω2)2

)
= x

2
sinωx
ω

d’où L −1
(

1
(p2 + ω2)2

)
= 1

2ω

∫ x

0
t sin ωt dt
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Exercice 52 1. y = 1
5 ex + 4

5 e−x − 1
5 sin 2x

2. y = e−x
(
x2

2 + x+ 1
)

3. y = e−x
(
− x

4 cos 2x+ 5
8 sin 2x

)
·

Exercice 53
p2Y − py0 + 4Y = F (p)

Y = y0
p

p+ 4 + F (p) · 1
p+ 4

d’oü
y = y0 cos 2x+ 1

2

∫ t

0
f(t) sin 2(x− t) dt.

On obtient successivement

Exercice 54 En appliquant la transformation de Laplace on obtient

Y = py0 + y′0 + 2αy0

p2 + 2αp+ ω2 = (p+ α)y0 + y′0 + αy0

(p+ α)2 + ω2 − α2 ·

Si ∆ = α2−ω2 > 0, y(x) = e−αx
[
y0 cosh x

√
α2 − ω2 + y′0 + αy0√

α2 − ω2
é sinh x

√
α2 − ω2

]

Si ∆ = α2 − ω2 = 0, y(x) = e−αx[y0 + (y′0 + αy0)x]

Si ∆ = α2 − ω2 < 0, y(x) = e−αx
[
y0 cos

√
ω2 − α2 + y′0 + αy0√

ω2 − α2
sin
√
ω2 − α2

]

On obtient dans ce dernier cas un terme sinusoïdal amorti de période

T = 2π√
ω2 − α2

si α 6= 0, un terme sinusoïdal de période T = 2π
ω

si α = 0 (fig. 3.11).

α est appelé coefficient d’amortissement, ω fréquence propre.

Exercice 55 On utilise la propriéte 4. L [−xf(x)] = F ′(p)
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FIGURE 3.11 –

− d

dp
(p2Y − p) + (pY − 1)− d

dp
(Y ) = 0

Y ′

Y
= − p

p2 + 1 ⇒ Y = C√
p2 + 1

.

Or lim
p→∞

pY (p) = y(0+) (théorème de la valeur initiale).

Donc C = 1, Y = 1√
p2 + 1

et y = J0(x) (cf. exercice ??).
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Exercice 56 Même méthode qu’a l’exercice précédent

Y ′ = − 1
p+1 ⇒ Y = − arctan p+ C = arctan 1

p
+K

lim
p→∞

pY (p) = y(0+) = 1⇒ K = 0

y = L −1
(

arctan 1
p

)
= sin x

x
.

Exercice 57


X = p+ 13

(p+ 2)(p− 4) = −11
6

1
p+ 2 + 17

6
1

p− 4

Y = 2p− 1
(p+ 2)(p− 4) = 5

6
1

p+ 2 + 7
6

1
p− 4

d’où


x = −11

6 e−2x + 17
6 e4x

y = 5
6 e−2x + 7

6 e4x


X = p− 10

p2(p− 1)(p− 2) = −5
p2 −

7
p

+ 9
p− 1 −

2
p− 2

Y = 12
p2(p− 1)(p− 2) = 6

p2 + 9
p

+ 12
p− 1 −

3
p− 2

d’où

 x = −5t+ 7U (t) + 9et − 2e2t

y = 6t+ 9U (t)− 12et + 3e2t.
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