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Avant propos

Ce cours concerne les étudiants de L2 et de M1 de la filiere Physique . Il comporte
les séries de Fourier, la transformée de Fourier, la transformée de Laplace.
Les séries de Fourier constituent un outil fondamental pour étudier les phénomeénes
, fonctions périodiques. En ingénierie elles sont utiles dans la décomposition de si-
gnaux périodiques tels que des courants électriques, des ondes cérébrales, des ondes
sonores, des images etc. L’analyse de Fourier peut étre considérée comme une facon
de décrire les fonctions périodiques. Des opérations telles que la dérivation s’écrivent
simplement a partir des coefficients de Fourier. Les séries de Fourier ont été intro-
duites par Joseph Fourier en 1982. Ces séries ont ensuite constitué une des bases de
plusieurs branches fondamentales des mathématiques.
La transformée de Fourier est une extension pour les fonctions non périodiques du
développement en série de Fourier des fonctions périodiques. La transformée (conti-
nue) de Fourier (également appelée intégrale de Fourier) associe a une fonction F'(z)
(a valeurs dans R ou C) est une fonction notée F(F(x))({) £ est une variable indé-
pendante de = , appelée variable duale.
Les transformées -intégrales de Fourier- constituent un pilier de ’analyse de Fourier
qui ont par la suite constitué une base majeure de diverses branches mathématiques
et de I'analyse du signal. Cette transformation mathématique peut étre tres utile pour
résoudre certaines équations différentielles car bien plus simple a résoudre dans I'es-
pace de Fourier (I'espace fréquentiel).
La transformée de Laplace d"une fonction f(x) de R dans C est un opérateur inté-
grale conduisant a une nouvelle fonction de p, p la variable duale (indépendante de
x). Cette transformation mathématique fut introduite par P-S. Laplace dans un cadre
théorique de probabilités. La transformée de Laplace a la propriété de transformer
tres simplement la dérivée de la fonction originale f . Cette propriété permet un
traitement simple des équations différentielles ordinaires linéaires d’ordre n > 2 . 11
suffit de transposer ’équation différentielle dans le domaine de Laplace pur obtenir
une équation algébrique relativement simple a manipuler et résoudre. Du fait de ces
propriétés, la transformée de Laplace est utilisée en automatique et pour détermi-
ner la fonction de transfert d’'un systéme linéaire. Contrairement a la transformée de
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Fourier qui est utilisée pour la détermination du spectre d’un signal donné.

Parmi les pré-requis a ce cours figurent les intégrales généralisées et la décomposi-
tion en éléments simples de fractions rationnelles.

Chaque chapitre est suivi d'une liste d’exercices ; avec des indications, qui sont géné-
ralement une illustration d’un point abordé antérieurement. Il est inutile d’insister
sur le fait que ces exercices constituent le complément du cours.




v 1
Chapitre

Séries de Fourier

1.1 Deéfinition

On appelle série de Fourier une série dont le terme général est de la forme:

un () = ay, cos(nx) + by, sin(nz), (a, € R, b, € R).

On a donc:
> un(x) = ag + aq cos(z) + by sin(z) + - - - + a, cos(nx) + by, sin(nz) + - - -
n=0

Le terme général u,(x) est une fonction continue et dérivable sur R et de période
2m , (. .
T,, = —- Il en résulte qu’en cas de convergence la somme d’une série de Fourier est
n
une fonction périodique, de période 7' = 2.

Remarque 1.1.1. On a la majoration |u, (z)| < |a,| + |b,]-

o0 oo
Si donc les séries numériques » a, et » b, sont absolument convergentes,
n=0

n=0
la série de Fourier est également absolument convergente et méme uniformément
convergente car majorée par une série numérique convergente. Elle est dans ce cas
dérivable et intégrable terme a terme.

1.2 Calcul des coefficients
Soit une série de Fourier convergente de somme f(x):

f(x) = ag + (aj cos(z) + by sin(x)) + - - - + (a, cos(nz) + b, sin(nz)) + - - -



1.2. CALCUL DES COEFFICIENTS

En supposant la série intégrable terme a terme sur [0, 27] on obtient:

2T
/0 f(x)d$=/0 aod$+2/ lan, cos(nx) + by, sin(nz)]dz.

Or
2t . 2
/ [a,, cos(nx) + b, sin(nz)|dx = [ansm(m) - anOS(mg) =0,
0 n no |,
d’ou:
1 2m
a = o /0 f(z)dz

Le calcul de a, et b, peut s’effectuer de la méme facon a partir des intégrales

o f(z)cos(pr)dx et /027r f(z)sin(pz)dz, (p € N).

En effet:

/0% f(x) cos(px)dz = i_o‘; /027r la,, cos(nx) + by, sin(nz)| cos(px)dx.

Sip#n, /Ozﬂ cos(nx) cos(pr)dx = ; /Ozﬂ[cos((n + p)x) + cos((n — p)x)|dz

_ 1 [sin((n+p)a) | sin((n —p)r)]*" _
2 n+p n—op 0 '
2m 1
Sip=mn, / cos? (nx)dx 5/ cos(2nz) + 1]dz
0
1 lsm 2nx) rﬂ
—|—+z =T.
2 0
2m 1
Sip #n, / sin(nx) cos(px)d 5/ sin((n + p)z) + sin((n — p)z)|dx
0
_cos((n+p)x)  cos((n—p)r) o 0
"2 n + D n—p 0 '
) 2 sm 2nx
Sip=mn, / sin(nx) cos(nx)d = 0.
0

On obtient donc, en choisissant p = n:

/027r f(z) cos(nz)dx = Ta,,

4




1.2. CALCUL DES COEFFICIENTS

d’ou:

27
— / ) cos(nx)dz

De la méme facon:
2 0 2
f(z) sin(pz)de =) / [a,, cos(nx) + by, sin(nz)] sin(px)dx.
n=0"0
Un calcul analogue conduit, en choisissant p = n, a:

/O27r f(x)sin(nx)dx = 7by,

d’ou:

b, = 1 /0% f(z) sin(nz)dz

™

Remarque 1.2.1. (importante) Les intégrales intervenant dans le calcul des coeffi-
cients de Fourier peuvent étre calculées sur un intervalle quelconque d’amplitude
27, [xo, xo + 2m]. En effet:

27r o
= / ) cos(nx)dr = / f(x) cos(nz)dz
0

x0+27r 27
+/ ) cos(nx)dz + f(zx) cos(nx)dz,

xo+2m

en posant x = 2m + t la troisieme intégrale devient:

/:ﬂ f(z) cos(nz)dx = /0 f@2m +t)cos(n(2m +t))dx = /xo f(t) cos(nt)dzx,

o+2m ) 0

car la fonction f a pour période 2.

D'ou:
1’0+27r
= / ) cos(nx)dzx.

En désignant par .7 un intervalle quelconque d’amplitude 27 on a donc:

ag / f(z)dz, a, = —/l ) cos(nx)dz, by, 1/y f(z) sin(nz)dz

™

Cas des fonctions paires.— En choisissant .7 = [—7, +7| On obtient:

ap = ;ﬁ/::r f(x)dx =ag = i/()ﬂf(x)dx

a, = S f(z) cos(nz)dr = 72r/ow f(z) cos(nz)dzx,

mJ—

S5




1.3. DEVELOPPEMENT D’'UNE FONCTION EN SERIE DE FOURIER

(car f(z) et f(x)cos(nz) sont paires).
b, = i/j f(z)sin(nz)dz =0, car f(z)sin(nx) est impaire.
La série de Fourier est dans ce cas une série de cosinus:
flz)=ao+ i a, cos(nw).
n=1

Cas des fonctions impaires.— En choisissant encore .7 = [—7, +x| On obtient de
la méme facon:

CLO:O; an:07

1 pt7 2 (7
b, = —/ f(z)sin(nz)dx = —/ f(z) sin(nz)dz,
wJ—7 ™ JOo
car f(z)sin(nz) est impaire.
La série de Fourier est une série de sinus:
= b, sin(nz).
n=1

1.3 Développement d’une fonction en série de Fourier

1.3.1 Cas d’une fonction périodique

A toute fonction f intégrable, de période 7" = 27 on peut associer une série

> (a, cos(nz) + b, sin(nz)), appelée série de Fourier de f, dont les coefficients ont

n=1

été calculés au paragraphe précédent.

La question se pose de savoir si cette série est convergente et dans ce cas si sa
somme est f(x).

La réponse est donnée par le théoréme suivant dont on admettra la démonstra-
tion.

Théoreme 1.3.1. Si f est une fonction périodique, de période 27, continue et conti-
nliment dérivable sauf en un nombre fini de points par période,points en lesquels f
ou f admettent une limite 4 gauche, la série de Fourier associée & f est convergente
sur R et a pour somme

;{ fe+0)+ f(z—0)] (Figure 1.1)

En tout point ou f est continue on a donc:

= (ay cos(nz) + by sin(nz))

n=1




1.3. DEVELOPPEMENT D’'UNE FONCTION EN SERIE DE FOURIER

FIGURE 1.1 -

Exemple 1.3.2. Développer en série de Fourier la fonction f de période 2w définie
par f(z) = x six €] — m, +x[ (Figure 1.2).
La fonction est impaire et se développe donc en série de sinus

2 s
b, = —/ xsin(nx)dz
7 Jo
2 2 s 2 2
bn _2 l_mcos(mt)] + = COS(TL:E)dJC — COS(?”UT) — f(_l)n—kl.
T n mn Jo n n

1 1
D'ou f(z) = 2[sin(z) — 5 sin(2z) + -+ + (=1)"* =sin(nz) +...].
n
1
pour x = 7 on Vvérifie que la série a pour somme §[f(x +0)+ f(x—0)] =0

s :
pour x = 3 on obtient:

d’ou:
1 1




1.3. DEVELOPPEMENT D’'UNE FONCTION EN SERIE DE FOURIER

AN
™N

2m —2r —m 0 2

N

FIGURE 1.2 — FIGURE 1.3 -

Exemple 1.3.3. Développer en série de Fourier la fonction f de période 2r définie
par f(z) = |z| six € [—m, +n] (Figure 1.3).
La fonction est paire et admet un développement en série de cosinus

1 7 1[22]" =
ag = — zdr=—|—| =—"-
m Jo T 2 0 2
2 T
a, = — | xcos(nx)dz.
7w Jo

. ™ . 4 2
a, = 2 lxsm(mﬁ)] 2 sin(nx)dx = _2 [— cos(n:z:)] = —(cos(nm) —1).
n |, mnJo ™m noo,

Sin =2p, ay = 0.

2 4

e A (=2) T(2p + 1)2

(2p+1)2

D’ou: ) (2p + 1)a)
T 2 cos((2p+ 1)x
flo -}~ el o)

(g

Remarque 1.3.4. On constate que sur [0, 7] les deux séries précédentes, bien que




1.3. DEVELOPPEMENT D’'UNE FONCTION EN SERIE DE FOURIER

différentes, représentent la méme fonction f(z) = x. Sur un intervalle donné le
développement d’'une fonction en série de Fourier n’est pas unique.

1.3.2 Cas d’une fonction quelconque

Soit f une fonction définie et bornée sur un certain intervalle [a, b]. Pour dévelop-
per f en série de Fourier il est nécessaire de la prolonger en une fonction périodique.
Soit donc g la fonction de période T' = b — a qui coincide avec f sur [a, b]:
g(x) = f(z) siz€a,b],
glx +T) = g(x)

g Vvérifie les hypothéses du théoreme fondamentale et possede un développement en

(Figure 1.4)

série de Fourier dont le terme générale a pour période —:
n

n = Gy, COS ( N— n S T
U, = a N T in {noe

2
En posant w = %, on a donc pour z €]a, b|:

g(z) = f(x) = ag + ay cos(wzx) + by sin(wx) + - - - + a, cos(nwx) + by, sin(nwzx) + . ..

avec si .7 représente un intervalle quelconque d’amplitude T’

T/ x)dzx; a, = T/ ) cos(nwx)dzx; b, = T/ x) sin(nwx)dx

(méme calcul qu’au paragr. 2).

Dans certains cas il est parfois utile en physique de développer f en série de
cosinus ou en série de sinus.

Il suffit alors de la prolonger en une fonction périodique de période 7" > b — a,
paire ou impaire suivant les cas (Figure 1.5).

Pour x €]a, b[ on a alors:

o0

f(x) =ao+ > a, cos(nwz)

n=1
ou encore

oo
= by sin(nwz).
n=1
On voit qu’il existe une infinité de séries de Fourier représentant une fonction
donnée sur un intervalle donné.




1.3. DEVELOPPEMENT D’'UNE FONCTION EN SERIE DE FOURIER

|
oS
IS

FIGURE 1.5 -
FIGURE 1.4 -

Exemple 1.3.5. Développer en série de sinus la fonction f définie par:
y f(z)=1sixz €[0,1] (Figure 1.6)
A

soit ¢ la fonction de période 7' = 2]
définie par:

glz)y=1 si 0<z<l
gla)=—1 si —l<z<0

l + g est développable en série de sinus:
—1 0 %)
{ g(z) = bysin(nwz),

.............. —1

n=1

27
avec w = — =
T

FIGURE 1.6 —

+1 9l 9
by, T/ ) sin(nwz)dx = ; /0 sin(n%m)dm = {— cos(n%x)
Sin=2p, by =

4

m(2p+1)
Pour 0 < x < [ on a donc:

Sln:2p+1, b2p+1 =

4
;Z

Sln 2p—|—1)l x).

10




1.4. FORME COMPLEXE D’UNE SERIE DE FOURIER

1.4 Forme complexe d’une série de Fourier

Soit f une fonction de période T' = il développable en série de Fourier
w

f(x) =ap+ i(an cos(nwx) + by, sin(nwz)).

n=1

En appliquant les formules d’Euler le terme général u, (x) peut s’écrire

eI - gmIm eIt — eminwe
W(2) = ap—————+ b, :
un(z) = a 5 + 2
B el L L
up(z) = 5 ¢ + 5 ¢

Il est utile de poser:

1
Cp = i(an _jbn>7

soit
Cp = ; [; /7 f(z) cos(nwzx)dx — j; /7 f(z) sin(nwx)dx

cest-a-dire

1 )
=7 /{7 f(x)e "™ dx

On a alors
Un (7) = €™ + TpeI"T
un(x) — Cnejnwx + C_ne—jnwx

carc, = c_,, dou:
+oo

(@) =ag+ D (cp@™" + c_pe 7).

n=1

1
Soit en posant ¢y = ag = T /y f(x)dx

n=-o0o

f(x): Z Cnejnw:c

n=—oo

Ainsi développer une fonction périodique de période T en série de Fourier, c’est
I'exprimer comme une combinaison linéaire infinie de fonctions périodiques, linéai-

rement indépendantes ‘
pn () = ™ (n € Z),

11




1.4. FORME COMPLEXE D’UNE SERIE DE FOURIER

2 T
de périodes T,, = R

nwo_n
Le coefficient complexe de Fourier ¢, représente la composante de f relativement

a p,,. Il peut s’écrire X
Cn = T /(« f(x)p, (z)dx

Si l'on pose ¢, = (f|p,,), On remarque que:

pour n # p, (¢,|e,) = T/ eI L e TIPVT i = T it =pw =0,
0

pour n = p, (¢,|e,) = T/ eIt L eI g = 1,
On convient de dire que les fonctions ¢, (z) = ¢/"“* forment une suite orthonor-

1
mée sur .7 relativement a la forme bilinéaire (f|g) — T /9 f(z)g(z)dz.
En formant (f|f) on démontre 1’égalité de Bessel-Parseval:

1 =
= | P@)de =3 fe?
Or 2 g2
2 _ 2 _ On T O
|cal” = le—nl” = 1
d’ou

a’ +b2

n

;/ﬂfQ(x x—ao—i—z

Interprétation. Soit la norme de f définie par:

2 _ 1 2
1 CP= =7 P
| ||* = /0 (an cos(nwz) + b, sin(nwx))*dw,

T
1 /7T
|un|® = f/ {ai cos? (nwz) + b2 sin?(nwzx) + 2a,b,, cos(nwz) sin(nwa:)} dx.
0
Or
T T T
/ cos? (nwz)dx :/ sin?(nwx)dr = —,
0 0 2
et
T
/ cos(nwz) sin(nwx)dr = 0
0
d’ou:

2 2 2
L2 = | =
il = o a2 2 + 82| = 22

1{ T T}_aiﬂ?ﬁ
2

12




EXERCICES

De méme
s 1 Ty 2
luol|” = f/o ag dr = ag.

[’égalité de Bessel-Parseval peut donc s’écrire

oo
1A% = luall®
n=0

Elle traduit que le carré de la valeur efficace de [ est égale a la somme des carré
des valeurs efficaces des termes du développement en série de Fourier.

Exemple 1.4.1. Soit la fonction f, de période 27, définie par f(x) = x siz €]—m7, +7].
On a obtenu au paragraphe 3

flz) = 2 lsin(m) — ;Sin(2x) +- 4 (_1727”1 sin(nx) + - -
1 1 [22]7 7
1P = g, =g M k]
o2
lunl* = 9 T2
D’ou - )
7r
D]
EXERCICES

Exercise 1. Montrer que le développement en série de Fourier de f,(z) = sin®(z),
fo(z) = cos?(z), f3(x) = sin®(x) et fy(x) = cos®(x) ne comporte qu'un nombre fini de
termes.

Vérifier que plus généralement cos”(x) et sin”(z) (p € N) peuvent s’exprimer a
I'aide d’'une somme trigonométrique de la forme:

p

> (ay cos(nz) + by sin(nz))

n=0

Exercise 2. Soit f une fonction continiment dérivable sur [0;27] de coefficient de
Fourier a,(f) et b,(f).
Montrer qu’il existe K tel que:
K K
n <— et |b, < —
an(f)l < et ()] <~

13




EXERCICES

Si de plus f” et continue sur [0, 27|, montrer que
K’ K !
a <— et < —
anlf)l <5 et bl <
En déduire que dans ce cas la série de Fourier est uniformément convergente.

Exercise 3. Développer en série de Fourier la fonction de période 7' = 2x définie par

{f(x):ﬂ'—l' si 0<z<rm

flz)=m4+2 si —7<z<0.
Déduire développement obtenu Z ;
PP ~ (2p+1)2

Montrer que la série de Fourier est absolument et uniformément convergente.
Exercise 4. Développer en série de Fourier la fonction de période T' = 2x définie par

{f(l’):ﬂ'—l‘ si 0

flz)=—7m4+2 si —7

N
N

r <7
r < 0.

N
N

. A (=)
En déduire E —_ .
p=0 (2p + 1)

Exercise 5. Montrer que pour 0 < z < 7 on a a la fois:

o — 1) = L i cos(2nx)

r(r—x) =
Exercise 6. Développer en série de Fourier la fonction de période 7' = 2x définie par
f(z) =cos(pr) pour z€[—m, +7n] (p¢N).

Du développement obtenu déduire que:
m 1 2p

_ _1 n—1 .
sin(p) p 1-p? =) n? — p? *
1 2p 2p
t = -4 = L.y L.
7 cot(pm) p+p2—1+ +p2—n2+

Exercise 7. Développer en série de Fourier la fonction définie sur [0, 2] par f(z) =«
(on prolongera f en une fonction périodique).
Montrer que le terme général peut s’écrire

up(z) = A, cos(nwz — @,,).

Etudier les variations de A,,.

14



EXERCICES

Exercise 8. Méme exercice pour la fonction définie sur [0, 1] par f(x) = e (il sera
commode d’utiliser les coefficient de Fourier complexe).

Exercise 9. Soit la fonction de période 7" définie par
. T
f(l')zl S1 J]0<JJ<ZL‘0+§
. T
flz)=-1 si x0+§<x<$0+T.

Calculer 'amplitude et la phase du terme général du développement en série de
Fourier.

Vérifier que seule la phase dépend de z,. Choisir xy pour obtenir un développe-
ment en série de sinus, en série de cosinus.

Exercise 10. Soit f une fonction de période 7' développable en série de Fourier.
Calculer les coefficients de Fourier complexe de la fonction g définie par

g(z) = f(x —xy) ("fonction translatée")

en fonction des coefficients de Fourier de f.
Vérifier que 'amplitude du terme général ne dépend pas de .

Exercise 11. (Dérivation d’une série de Fourier) Montrer que si f' est dévelop-
pable en série de Fourier

{an(f’) = nuwb,(f)
bal(f) = —nwan(f)

et que, par conséquent, u,(f’) = [u,(f)]".

Application:

Du développement de la fonction f(z) = |z| si —7 < & < 7, déduire le dévelop-
pement de la fonction

glx)=1 si O<z<m
glx)y=—-1 si —wm<a<0 (T=2m).

Exercise 12. (Intégration d’une série de Fourier) Soit f une fonction développable
en série de Fourier.

A quelle condition une primitive F' de f est-elle developpable en série de Fourier ?
Calculer dans ce cas a,(F) et b,(F) en fonction de a,(f) et b,(f).

Application

Du développement de f(z) = = si —7 < x < 7, déduire le développement de
F(x)=2*(-nr<z<m) (T=2n).

Exercise 13. Développement en série de Fourier des fonctions périodiques du temps
(ou signaux périodiques) représentées sur la figure 1.7.
Comparer les deux développement.

15



EXERCICES

+1

| N
Wl N
=

+1

S
S
S

0 T T

FIGURE 1.7 — FIGURE 1.8 —

Exercise 14. Développement en série de Fourier du signal rectangulaire représenté
sur la figure 1.8.

Calculer 'amplitude A, et le déphasage ¢,, de ’'harmonique de rang n. Représen-
ter en fonction de n les variations de A, (spectre de fréquence).

Montrer qu’on peut choisir 7 de facon a supprimer un certain nombre d’harmo-

niques.

T
CasourT=—;7=—-
2 3

Exercise 15. Méme exercice pour le signal triangulaire représenté sur la figure 1.8.
CﬂSOﬁT—)O;T:Z;T:T.
Exercise 16. Calculer les coefficients de Fourier complexe de la fonction de période
7 =T définie par
w
i(t) = 1| sin(wt)|

( Courant alternatif redressé a deux alternances).
Appliquer en développement obtenu la formule de Parseval. Combien de termes

sont nécessaires pour obtenir 190% de l'intensité efficace ?
Exercise 17. Méme exercice pour

i(t) =Isin(wt) pour 0<t< Z

it)y= 0 pour g <t<T (Figure 1.9)

( courant alternatif redressé a une alternance).

16



EXERCICES

@)

2 t + wt

FIGURE 1.9 - FIGURE 1.10 -
Exercise 18. Soit le signal de période 7" défini par
f(t) = A(cos(wt) — cos(f)) si —f<wt<b
f(t)= 0 si —§<wt<—9 et 9<wt<€ (Figure 1.10)
Etudier en f(%nction de 0 les variations de 'amplitude des premieres harmoniques.
Casou f = 1

Exercise 19. Soit f et ¢ deux fonctions de période T'.
1 _
On pose (flg) = 7 [ F@)gla)da (T = [ao, a0 + 1))

Vérifier que (f, g) — (f|g) est une forme bilinéaire telle que (g|f) = (f|g) (produit
hermitien).

Soit [|£| = /(f]). Montrer en formant || f + g que (f]g) < || ] |9l ( inégalicé
de schwarz).

En déduire que || f|| a les propriété d’'une norme.

Application:

Soit les fonctions e,(z) = ¢/P* (p € Z).

Vérifier que ces fonctions forment une famille orthonormée pour le produit her-
mitien précédent.

Exercise 20. Soit [ une fonction développable sous la forme

p=+n

flx)= > ™.

p=-n

En utilisant les résultats de 'exercice précédent calculer || f||°.
En déduire la formule de Perceval dans ce cas particulier.

Exercise 21. Appliquer la formule de Parseval aux développements obtenus aux
exercices 13 et 14.

17
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Exercise 22. On pose d(f,g) = || f — ¢l

Montrer que d(f, g) a les propriétés d’une distance (cf. Analyse 1, chap. 13).
p=+n ]
Soit f,(z) = Y a,e’?, vérifier que d(f, f,) est minimum si o, = ¢, (coefficient de
p=—n

Fourier de f).

Indications sur les exercices

' sin?(z) = ; - ;cos(2x) sin®(z) = isin(z) 1 sin(3x)
Exercice 1
cos?(z) = ; + ; co§(2x). | cos®(z) = icos(x) + icos(?)x).
Plus généralement cos?(z) = (W) =
Exercice 2
. 2m
an(f) = 71r 02 f(x) cos(nx)dx = 71r [f(x)smglmc)]o — 7r1n 02 f'(z) sin(nz)dx
27
bo(f) = ! /2 f(z)sin(nz)dx = — ! [f(w)cos(nx)] + L f'(z) cos(nz)dx
7 Jo T n |, mnJo
1 2 1 27 K

Pl < | [ Fla)sin(a)ds| < — [ | @)l <

b Liro) - fem+ = [y ar| < &

bl < 1510) )|+ | [ (@) costmaraa] < -

Si f” est continue sur [0, 27]:

an(f) = ! [f,(x)cos(nx)] . 27rf”(:zc)cos(nx)dx.

n m™? Jo
. K’ A K’
D’ott |a,(f)] < ol De méme |b,(f)| < ol

Dans ce cas:
C
[un ()| < lan| + |ba] < ol

La série de Fourier, majorée par une série numérique convergente, est uniformé-
ment convergente.

18
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Exercice 3 Fonction paire: développement en série de cosinus

T 4 cos((2p+ 1)x)
flo) =5+ >
T (2p+1)?
Pour 0 L Iy ! ‘ol i ! G
r=0: 7=+ — , —
2 1 (2p+1)? Z(2p+1)2 8
4 2 1 4 1
lun(z)] = = [cos(p+ V)] _ 4 : convergence uniforme.
T (2p+1)? T (2p+ 1)2

Exercice 4 Fonction impaire: développement en série de sinus

s

n=1

sin(nz

s
oo sin (TL ) e

T 2) gons- V7

Pour z = — ——2 d’ou = _.
* Z p; w1l 4
Exercice 5 Soit la fonction f définie sur [0, 7] par f(x)

prolongée ;
* Soit en une fonction paire, de période 7' = 7 (w

cosinus

= z(m — x). Elle peut étre

= 2), développable en série de

g(z) = ap+ Y a, cos(2nz).

n=1
* Soit en une fonction impaire, de période T' = 27, développable en série de

sinus

=Y by sin(nz)
n=1

sur [0,7] on a f(z) = g(z) = h(x).
la série de h est plus rapidement convergente que la série de g).

( Remarque:
Exercice 6

1 = 1 . T .
w — 7/ Fayde = - [sm(px)] _ sm(pw)’

7 Jo T P pr

2 m sin(pr) | 1 1

= — = —1 n

ap - /0 f(z) cos(nz)dx = (—1) = [p n + - n] ;

b, = 0,

19




INDICATIONS SUR LES EXERCICES

d’ou
i 1 2 2
f(z) = Slngrpﬂ) S f : cos(z) + -+ (—1)"102 pn2 cos(nzx) + -
1 2 2
Pour z =0, - + p _|_..._|_(_1)"*1 p 4= 'ﬂ- .
p 1-p n? — p? sin(pr)
1 2p D
POUI’93=7T,23+p2_1 ---+p2_n2+---:7rcot(p7r).
Exercice 7 T =2, w =
1 2 4
a = = | 2idr=--
2 Jo 3
2 9 g 4
a, = /0 x* cos(nmx)dxr = oy
2 4
b, = / 2?sin(nnz)dr = ——-
0 nm

4
up(r) = — (cos(mra:) - Sin(mrx)> = A, cos(nmx — ¢@,,),
nm nm
4 1
avec A, = —4/1+ T
nm n’m

Exercice 8 T'=1,w =27

1 ) —(14j27n)z 1 1 — -1
Cp = / €—$6—J27rnzdx — [ € : ‘| — .6 7
0 —(1+j2mn)], 1+ j2mn
1—et 2mn(l —e™1)
dota, =2———eth, =2——————=
¢ 1+ 4n2n? 1 + 4n2n?
flz) = (1—ehH|1+2 i é(cos(%mx) + 2mnsin(2mnx))
= 14 4n2m?
2(1—e™)
un(x) = A,cos(2mnx —¢,) avec A, =-—F——==-
) e =) Vi
Exercice 9
2 960-1-% zo+T
a, = = / cos(nwz)dr — / cos(nwz)dx
T foity) $0+%

sin (1) o (s (04 5) )
prm — S1N — J—
ﬂ.nS n2 COsS | nw | Lo 1 s

2 $0+% zo+T
b, = = </ sin(nwz)dx —/ sin(nwm)da:)

T 0 930+%

aon ()i (o (0 )
= —sin(n—=)sin(nw (xo+ —
™ 2 0Ty ))

20




INDICATIONS SUR LES EXERCICES

d’ou
4 T
— (_1\P _ -
Ugpr1 = (—1) o 1) cos ((2}? + Dw (x To 4)) ,

donc
4 T
Agpy1 = m, Wapt+1 = (2p + 1w, Popp1 = To + e

(=1
2p+1
1

Sixg = —Z b, =0, f(x) = i cos((2p + 1wz).

P
4
m

M2 éMg

sin((2p + 1)wz).

Sizg=0,a,=0, f(z
: @)=Y 5

p
Exercice 10

1 zotT —jnwzx 1 T —jnw(zo+t)
enlg) =7 [ fla—ag)e T dr = [T (e,
0

donc ¢, (g) = e ™" . ¢, (f), et par conséquent |c,(g)| = |ca(f)]-
La translation ne modifie pas 'amplitude du terme général, mais sa phase.

Exercice 11

1 [zotT , 1 zo+T  Jjnw [Tot+T

elf) =g [ f@e e = g [fl)e ] TS [ fla)en e,

d’ou

Ccest-a-dire

Application:
T 4. cos((2p+ 1)x)
=—— = f. . 3 le 2
f(x =3 - ; 2 1 1) ( cf.paragr. 3, exemple 2)
par dérivation
_ 4 i in((2p + 1)z )
T 2p+1
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INDICATIONS SUR LES EXERCICES

Exercice 12 Une condition nécessaire pour que F' soit développable en série de
Fourier est que

1 zo+T

a = 7 . f(x)dx =0,

c’est-a-dire que f soit a valeur moyenne nulle.

1
an<F) = _%bn(F>
Dans ce cas:

n=1 n
d’ou
7r2 > cos(n:c)
F(z) = 3 Z
n=1

Exercice 13

sin((2p + 1)wt)
T 2p+1

M

(0 Z 2y eI (o = i)

p=0

2
Exercice 14 u,(x) = — sin (nw;> cos (nw (:c — ;)) avec ag = %, donc
= ()| = 5 b (o)
1n - 1mn —
sin  nwy sin o

A= —
;

nim
T
=NW—= = NT—-

2

nmw

5 :
Le spectre de fréquence a pour enveloppe la courbe d’équation y = . [sin@)] (Fi-
gure 1.11).

Par exemple:
: T .
e SiT= 2 A, = — |sin (n;T)‘ = 0 pour n = 2,4,6,...: ne subsistent que les
nm
harmoniques impairs.
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INDICATIONS SUR LES EXERCICES

Y
2r
T PN
0 Q 2 3 !
FIGURE 1.11 —
T 2
. SIT: -, An: —_— Sln(nﬂ.)‘ zopourn:3’679"”
3 nm 3
f($)=§ si O<zx<T
Exercice 15 A
flz) = si T<ax<T,
T—71
d’ou
A sin (nw;> - 1
un(ﬂf) = T(T — T) . R sin (nw (:v — 2)) avec ay = 5
4 sin (nuﬂ-)‘
A, = : 2
(T —71) n2w?
le spectre de fréquence a pour enveloppe la courbe d’équation y = = T | smgx)| :
-7 x
. T . T
9 sin (nw) sin <nw <:c — )) 5 i
* SiT 0, un(z) = 2L 2)) _, 280(mwr) s
T—r nw— nw T nw
ce cas
1 1 & sin(nwe)
flx) = 2 + - nX::l -
: T 1 4 & cos((2p+ 1we)
° S - - - _ .
17 Q’f(w) 92 7r2p§0 (2p+1)2

23




INDICATIONS SUR LES EXERCICES

1 & sin nwx)
e SiT—T, - — —
T f 2 T nZ::l
Exercice 16 Fonction paire, de période T a1 o
X i =—, ¢, =
paite, de p ’ 71— 4n? 2
. 21 >, cos(2nwt)
t) = —|1-2 _—
i(t) T [ nZ:l 4n? — 1 ]
1 /T, > 417 o 1
— () dt = —=—(1+2 ) I
T/OZ() 2 72 i ;(4712—1)2
Exercice 17
lw (= ) I ejw(l—n)ac e—jw(l—i—n)x
- = : e InWT g — T
n 27 Jo sinfwz) - e v Am [ 1—n + 1+n
1 I ) . 2 1
Cop+1 = 0, Cgp:—;m, d’ou agp:—;m et bgp:(J
I " - 1 .
c = ﬂ/ sin(wz) - e 7% dx = —&, dotta; =0eth = =
2w Jo 47

i) = 1 2 & cos(2pwt)]‘

1 1.
;‘FiSln(wt)—*ZW

™ p—1

Exercice 18 Développement en série de cosinus

ag = é(sin(@) —0cos(0), a= é(@ — sin(0) cos(0)).

™ ™

(fi + falg) = (filg) + (f2lg)
(Aflg) = A(flg)

et (g, f) = (f,g) (symétrie hermitienne)
fou {(f!m +92) = (f1gn) + (f]g2)

Exercice 19 {

(f1Ag) = A(flg)

Pour I'inégalité de Schwarz, cf. Analyse 2. exercice 1.07.
Application:

(e !e)z1/%@”1-@”%1;:1/2”6j(p—q)mdx: 0 si p#q
ritq 2m Jo 21 Jo 1 si p=g

™

w

0

= —, dou

(n#1)
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INDICATIONS SUR LES EXERCICES

Exercice 20

+n )
LFIP = (1) = (Z cpe’™”

p=-n

+n )
o)

qg=-n

“+n “+n
— Z ZCP ejpw‘ejqr)

p=—nqg=—n
+n
2 2
= D ablel” = Z |epl”
p=—n p=—n

On démontre que la formule de Parseval s’étend au cas d’'une sommation infi-
+oo

nie, c’est-a-dire a la série de Fourier, Z cpejp“.
Exercice 21 Dans le cas du signal carré, par exemple:
4 & sin((2p + 1)wt)

ht) = =

T2 2p+1
2
2 2 2p41 8 1
pu— ]_ f— = e .
”fl” ’ Hu?p-HH 92 2 (2p+ 1)2’
d’ou
7T2 Z 2p+ 1)2

Bercice 22 d(f,) = I ~ ol = (7. [ 1/0) - stoPar)
On vérifie que:

D d(f,9) =2 0etd(f,g) =0+ f=g

2) d(f.g) =d(g. f)

3) d(f.g) <d(f,h)+d(h,g)

+n
d2(f)fn) = ||f_fn||2 = (f_zapejpx

f_zn:apejpx)
= Hf”2 Za f’ejpx Zap f,epe “'Z’OQDP

= ||f||2 - Zapcp - Zapép + Z |04;n|2
-n -n -n

+n +n
= A7 = Xl + (e, — )@ — ).
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Or (¢, — ap)(¢, — @) = 0, d(f, f,) est donc minimum si o, = ¢,: la somme
+n
partielle Y c,e’?" réalise la meilleure approche de la fonction f au sens de la distance

précédenge (distance de la convergence en moyenne quadratique). De plus:
mm(f fn — ||f||2 Z |Cp‘2
d’ou

+n
> el < |IfII? (inégalité de Bessel).
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APPLICATIONS A LA PHYSIQUE

Application a la physique

: e 1 - 27 . A
On a vu qu’une fonction périodique, de période ' = —, continue et continiment

w
dérivable sauf en un nombre fini de points par période, est développable en série de
Fourier sous la forme

o0

f(x) =ao+ > _(a, cos(nwz) + sin(nwz))

n=1

avec

ap = T/ x)dz, a, = T/ ) cos(nwzx)dx, b, = T/ x) sin(nwz)dz.

On peut donc considérer f comme la somme

e d’un terme constant a,, égal a la valeur moyenne de f sur une période

AR

e . . - T T
* d’'un nombre infini de termes sinusoidaux de périodes T', —

n

Le terme de période T et appelé le fondamental, les termes suivants harmo-
niques.

L’harmonique de rang n

Up, = Ay, cOS(nwx) + by, sin(nwx)

peut encore écrire sous la forme
Up, = Ay cos(nwz — ¢,,),

avec

A, = /a2 +b?

n

n

tan(gpn) = ai

2
A,, Représente Pamplitude, “Ta période, nw la pulsation et ¢, la phase
nw

La série étant convergente, lim A, = 0: dans la pratique la somme des pre-
n—oo

miéres harmoniques suffit donc a représenter la fonction de facon satisfaisante
Quant a la formule de Bessel-Parseval

CL 2
L[ P =aey S

elle peut encore s’écrire:

1
3ff:a§+§(A§+A§+---+Ai+---)
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APPLICATIONS A LA PHYSIQUE

Elle traduit que I’énergie de la fonction est égale a la somme des énergies des
harmoniques.

Application des séries de Fourier a ’'analyse harmonique d’un signal.

Soit f une fonction périodique du temps, ou signal, supposée développable en
série de Fourier:

f(t) =ao+ i A, cos(nwt — ,,).

n=1

Si 'on représente 'amplitude A, des différents harmoniques en fonction de leur
pulsation nw on obtient un diagramme en batons appelé spectre de fréquence du
signal.

On dit qu’on a procédé a 'analyse harmonique du signal.

Exemple 1.4.2. 1) Soit le signal " dent de scie" représenté sur la figure 1.12.
Son développement en série de Fourier s’écrit:

2V 1 1 —1)n+t
f(t) = — sin(t) — 5 sin(2t) + 3 sin(3t) —--- + ( Tz sin(nt) + - - -
Les pulsations prennent les valeurs entieres w = 1,2,...,n.
2V 2V A, 1
D’autre part A, = —, ..., A, = —, Cest-a-dire — = —-
s ™ A n

On obtient donc le spectre de fréquence ci-contre (Figure 1.13). On remarque

que les amplitudes décroissantes comme —-
n

FIGURE 1.13 -

FIGURE 1.12 —

2) Soit le signal représenté sur la figure 1.14.
On obtient (cf. exercice 17)
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Ay
6)
r v
] N
0 w 2w 3w 4w 5w 6w
- 1
0 m 2
w w
FIGURE 1.14 - FIGURE 1.15 -
V 2 2 9
f(t) = p [1 + gsin(wt) —3 cos(2wt) — T cos(dwt) — - -+ — 02— 1 cos(2pwt) — - 1

Vv
La valeur moyenne est —-
s

Vv
Le fondamentale est §sin(wt) et 'amplitude de 'harmonique de rang 2p est
2V

1
Ayy = ———— < décroissance en > D’ot le spectre de fréquence (Figure 1.15).
m(2p? —1) n?

Les exemples précédents montrent l'intérét du spectre de fréquence:

* Il caractérise le signal car un changement d’origine (ou de valeur moyenne)
modifie la série de Fourier mais non les amplitudes des harmoniques.

* Il met en évidence I'importance du fondamental ainsi que la décroissance plus
ou moins rapide des amplitudes des harmoniques d’ordre élevé.

* Il peut encore servir, a 'aide de la formule de Bessel-Perseval, a déterminer le
nombre d’harmoniques nécessaires pour transmettre la quasi-totalité de I'éner-
gie d’un signal (notion de bande passante).

L’analyse harmonique d’un signal est nécessaire pour déterminer la réponse d’'un

systeme linéaire S, de nature électrique ou mécanique, a une excitation donnée.

Soit en effet ’équation différentielle caractérisant le systéeme

d
ai +bs(t) = e(t),
dans laquelle e(t¢) représente la grandeur d’entrée et s(¢) la grandeur de sortie (Fi-

gure 1.16).

29
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APPLICATIONS A LA PHYSIQUE

Si e(t) est un signal développable en série de
Fourier

e(t) s(t)

e(t) =ao+ Y A, cos(nwt — ¢,),

n=1

on peut chercher une solution particuliere sous la forme d’une série de Fourier
FIGURE 1.16 -

o0
s(t) = by + Y _ By, cos(nwt — 1,,).
n=1
Les coefficients by, B,, et 1,, sont obtenus par identification.
La réponse du systeme est donc, en régime permanent, la fonction somme d’une
série de Fourier.

R
Exemple 1.4.3. Soit le quadripdle représenté
sur la figure 1.17. AR
Va(t) c _|_
FIGURE 1.17 -

Ecrire I'équation différentielle permettant d’exprimer V;(¢) en fonction de V;(t).
Calculer V5 (t) si Vi (t) est le signal rectangulaire défini par

T
F si 0<t<§

T

Vi)

Application des séries de Fourier a I'intégration d’équations aux dérivées partielle

Etant donné une corde de longueur ! tendue entre deux points A et B (Figure
1.18), on démontre que I’élongation transversale z d’un point M d’abscisse x est a
I'instant ¢ solution de 'équation aux dérivées partielles

1
X"T — ?XT” =0
X// 1 T//
e A () constant)
a

X(x) = Cycos(kz) + Cysin(kx) (k= +v-N)

d’ot, en choisissant A négatif pour que z soit borné,
{T(t) = K, cos(kat) + Ky sin(kat)
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9z 1 0%

e Y%
o0x? a2 Ot?

avec pour conditions aux limites
2(0,t) = z(l,t) = 0.

=
o]

En cherchant des solutions de la
forme z(z,y) = X(z) x T(t) (mé-

thode de séparation des variables, FIGURE 1.18 -
cf. Analyse 2, chap. 6) on obtient

successivement:

et

zi(z,t) = (Cy cos(kx) + Cysin(kx)) (K cos(kat) + Ky sin(kat))

Or  2.(0,t) = Cy(Kycos(kat)+ Kysin(kat)) =0 dou C; =0
z(l,t) = Cysin(kl)(K; cos(kat) + Kysin(kat)) =0 dou kil = nm.

Il en résulte que

"4y 4 B, sin(mmt)) |

zn(z,t) = sin(mx) (An cos( 7

l
Si I'on suppose la corde sans vitesse initiale,

0z I B
E(x,O)_o dou B, =0.

Donc
zn(x,t) = A, sin(?m) cos(@t).

Par suite de la linéarité de ’équation aux dérivées partielles on peut prendre pour
solution générale, sous réserve de convergence, la série

2z, t) = za(zt) = > A, sin(nTﬂx) cos(@t).
n=1 n=1

Les constantes A, sont déterminées par la donnée de la position de la corde a
I'instant ¢ = 0.
En effet, si z(z,0) = f(x)

> 4y sin ) = ()
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A,, est donc le coefficient de Fourier du développement de f en série de sinus. C’est-
a-dire

nmx

2 )
Anzj/of(:z;)sm( i )dz.

D’ou finalement:
X (2 7l . nTwx nwa
2(z,y) =D (l/ f(zx) Sln(l)dx> cos(Tt).
n=1 0

Exemple 1.4.4. Trouver les fréquences auxquelles vibre une corde de longueur !

lachée sans vitesse initiale de la position d’équilibre représenté sur la figure 1.19.
Z

Ona
2hx . [
T si O<ax< 5,
2(x,0) = f(z) = h’
=o)Ly
En développant f en série de sinus on 0 ! :

obtient

2 l
A, = 7/ f(x) sin(nTﬂx)dx
0 FIGURE 1.19 —

9 L 92 19 —
[ o 1 l L l

Le calcul donne

.,
B %sm(ng).
Tom2 p?
D’ou
sin(n:y)
© S m{n—
z(z,t) = nzz:l R 2 sin(nl—ﬂx) cos(?t),
c’est-a-dire, en détaillant:
Sh[. m Ta 1 . 3 3T 3ma 1 . 5« oma
2(z,t) = = {sm(lx) cos(Tt) % sm(Tx) COS(T) COS(Tt) + = sm(Tx) cos(Tt
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8h t 1
Le fondamental, g3 sin(ﬂl—x) cos(@) a pour fréquence f; = %@ = %'

Les fréquences suivantes sont celles des harmoniques d’ordre 3,5, ... :

3a Ha
f3 — ?la f5

On remarque qu’e?llles sont multiples de la fréquence fondamentale.
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crive
Chapitre

Intégrale de Fourier

2.1 Définition

: . (e s (s 2 .. .
Soit f une fonction périodique de période 7' = — vérifiant les conditions de

w
développement en série de Fourier:
f(z) =ao+ Z(an cos(nwzx) + by, sin(nwz)).
n=1

On a vu au chapitre précédent que

1
ag = f/? fyde; a, T/ ) cos(nwt)d by, T/ ) sin(nwt)dt.

T T
En choisissant pour .7 l'intervalle {—2, 2} , le terme général peut s’écrire

up(z) = ; (/—;2 f(t) Cos(nwt)dt) cos(nwx) + 7% (/—;2 f(t) sin(nwt)dt) sin(nwz),

) )

C’est-a-dire encore:

U ( =7 / . ) cos(nw(x —t))dt = C;/_J;Q f(t) cos(nw(x — t))dt.
On a donc:
T/ t)dt + — il </+TQ f(t) cos(nw(x — t))dt) w

On se propose maintenant d’envisager le cas ot la période 7" tend vers l'infini. La
fonction f devient une fonction apériodique.
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2.1. DEFINITION

On suppose de plus qu’elle est absolument intégrable sur R, c’est-a-dire que I'in-

“+oo

tégrale / |f(z)|dz est convergente.

o

1 +% . +o0
Lorsque 7' — oo, T /—E f(t)dt — 0 puisque /_ |f(t)]|dt < 4o0.

[e.9]

On admettra d’autre part que:

5 ( "% p(t) cos(mue t))dt> w— [ o ( :’O F(8) cos(Qa — t))dt) 4.

n=1
Il en résulte que:

£t =+ /OOo 4o /::o F£(t) cos(Qz — t))dt.

™

En développant cos(§2(z — t)) on obtient:

o) = 71T / " ( _+: £(t) cos(Qt)dt) cos(Qr) + ( / :O (1) sin(Qt)dt> sin(Qz)] d0
Cest-a-dire, en posant
AQ) = 71T /_ ;OO F(#) cos(Q)dt
B(Q) = 71T / j £(£) sin(Qe)dt

f@ = [ " LA(Q) cos(Q) + B(Q) sin(Q)]d9

L’intégrale du deuxiéme membre est appelée intégrale de Fourier.

Ainsi dans le cas d’une fonction apériodique la série de Fourier est remplacée par
I'intégrale de Fourier dans laquelle la pulsation €2 varie de facon continue de 0 a +oc.

Le lecteur ne manquera pas de rapprocher les formules précédentes de celles
rappelées au début du paragraphe.

Remarque 2.1.1. Comme dans le cas des séries de Fourier:

2 [too
1. Si f est paire B(2) = 0 et A(%2) = — /O () cos(Qt)dt

A(Q) est appelé transformée-cosinus de Fourier de f et 'on a

f(z) = /O+Oo A(Q) cos(Qx)dS2.
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2 [too
2. Si f est impaire A(Q2) = 0 et B(Q)f/ f(t)sin(Qt)dt est la transformée-
™ Jo

sinus de Fourier de f.

Dans ce cas
+o0o
flz) = /O B(Q) sin(Q)d<.

Application Calculer les coefficients de Fourier intégraux A(2) et B(Q2) si f est
la fonction définie par:

flxy=e™ si >0 (a>0)
f(z)=0 si x <0 (Figure2.1)

+o0o
f(t) cos(Qt)dt = /0 e~ cos(Qt)dt,

1
T

+o0 1 ptoo

/ F(t) sin(Q)dt = - / e~ sin(Q)dt. ,
m™Jo

Or

00 —a4jQ)t] T
/+ e(ia+]ﬂ)tdt = 76( i )t ax
0 —a+ jQ],

1 a+jQ -

a— Q0 a4 Q2

FIGURE 2.1 —

d’ou:
1 o
AQ) = ———
(€) ma2+ 02

1 Q
B)=———
On en déduit, en appliquant la formule intégrale de Fourier,

e* sixz >0,

1 pteo 1 )
%/0 m(a cos(Qz) + Qsin(Qx))dQ = f(x) = {O o<
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2.2. FORME COMPLEXE DE L'INTEGRALE DE FOURIER

2.2 Forme complexe de I'intégrale de Fourier

On a obtenu au paragraphe précédent
1 +o00 +o00
fla) = f/ dQ/ F(£) cos(Qz — 1))dt,

™ Jo

+oo
c’est-a-dire, en remarquant que la fonction de 2, / f(t) cos(Qz —t))dt est paire:

o) = 21/+°° ao [ () cos(9r — 1))t

T J—o00 -

Par ailleurs la fonction de 2, / (t) sin(Q2(x — t))dt, étant impaire on a:

+oo +oo
/ dQ / )sin(Q(z —t))dt =0

On en déduit que
1 +o0 +o0 .
f@) =5 [ do [ " e,
21 J -0 —00
C’est-a-dire:

flw) =5 / I dQ) / ()i dt,
T

Conclusion 2.2.1. Si f est une fonction continue et dérivable sauf en un nombre
fini de points sur tout fermé [—a, +a|, absolument intégrable sur R, on a:

1 ptoo ,
— jQx
fla) =5 [ elede
avec
1 ptoe 4
— —jQx
() =5 [ fyeat

La fonction ¢(f2) est appelée transformée de Fourier de f.

Remarque 2.2.2. En un point de discontinuité on attribue a f, comme dans le cas des
fle+0)+ f(z—-0)
2

séries de Fourier, la valeur

On vérifiera que I'application F
+oo .
f@) 2 e@ = [ e,

— 00

appelée transformation de Fourier, est linéaire, c’est-a-dire que

FAf + png) = AF(f) + nF(g).

De plus, on démontre (cf. exercice 24) que:
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2.2. FORME COMPLEXE DE L'INTEGRALE DE FOURIER

* Si f est paire:

o) =2 [ " 5 t) cos(Q)dt,

+oo
flx) = —/0 ©(2) cos(Qx)dS2.
* Si f est impaire:
“+oo
P(Q) = =2j [ J(®)sin(Qt)at,
d’ou

flz) = ZT/OJFOO () sin(Qx)dS2.

Exemple Transformée de Fourier de y
la fonction définie par ‘
1 .
fla)y=5 st |l <1, !
f(x)=0 si x>1. (Figure2.2) 2

FIGURE 2.2 —

D’apres ce qui précede

o0)=2 [ " F(t) cos(Qt)dt = / ' cos(Qt)dt — Smém (Figure 2.3).

0
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©(2)
A
1
[N /_\ - Q
N~ 0 ™~ 2" 3
FIGURE 2.3 —

Inversement:

f(z) = 1 /0+Oo sin((ZQ) cos(Qx)dS.

1
En particulier pour x = 0, f(z) = > d’ou:

+oo sin(€) T
Q) = —
I

Remarque 2.2.3. Le résultat précédent est utile dans ’étude de la fonction " sinus
intégral", notée si (z), définie par:

si () = /0 ' SinéQ)dQ (> 0),

dont les variations sont résumées dans le tableau

T 0 T 2T 3T +o00
S GOl R S
T
. M, M3 T
si(z) /! N\ /" 5
0 mo

est représentée sur la figure 2.4
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si(x)

I e

ol

0 m o 3m A
FIGURE 2.4 -
EXERCICES
Exercise 23. Montrer que la transformation de Fourier
+o0 .
@) 2 e@ = [ fme ™,

est linéaire.
Exercise 24. Transformée de Fourier d’une fonction paire ; d'une fonction impaire.

Exercise 25. Transformées de Fourier des fonction définies par

f(x)_{1_\x| si || < 1,

0 si x| > 1.
1—x si O<z<l,
x) = avec g(—z) = —g(x).
9() {0 PR g(—z) = —g(x)

Exercise 26. Résoudre ’équation intégrale

1—X si 0< A<,
0 si A>1,

/0 " (x) cos(Ar)da = {

dans laquelle f est la fonction inconnue.

Exercise 27. Trouver la transformée de Fourier de la fonction f(z) = eI,

+oo
En déduire I'intégrale I(z) = / Cfift;) dt.
0
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(172 7 e[ o, . .
Exercise 28. Soit f(z) = e~ 2. Vérifier que les conditions d’existence de la transfor-
mée de Fourier de f sont remplies.

Montrer que cette transformée est solution de ’équation différentielle

y +2y=0

d b bOF
(on admettra que le théoréme Y ( / F(x, A)dx) = / ({;/\(:c, A)dz est applicable ).

2
En déduire que ¢(Q2) = 2me” T
Exercise 29. Exprimer la transformée de Fourier des fonctions

g(x) = f(r —a) (fonction translatée)
hz) = f(ax)
a laide de la transformée de fourier de f.

Exercise 30. Exprimer la transformée de Fourier des fonctions f'(z) et f”(x) a 'aide
de la transformée de fourier de f.

Exercise 31. On appelle produit de convolution de deux fonctions f et g la fonction,
notée f * g, définie par
+00

(fxg)(x) = N f(t)g(x —t)dt,

(I'intégrale étant supposée convergente).

vérifier que (f * g)(z) = (g * f)(z).
Démontrer que, si F(f) désigne la transformée de Fourier de f,

F(fxg)=F(f) x Flg)

Application:

1 si |z <1,
0 si J|z|>1

Exercise 32. Si F(f) = ¢ et F(g) = ¢» démontrer que

|7 g = o [ p@ypayan

—00 21 —00

En déduire I'égalité de Parseval

[ 1= o [ e@)pao.

—00 27
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Exercise 33. Appliquer la formule de Parseval si

Fla) = {1 i ol <1,

0 si J|z|>1

o0 sin?(z)

En déduire [ = /

0 2

dx.

Indications sur les exercices

. +o0 .
Exercice 23 / INF(t) + pg(t)]e ¥ dt = )\/ Je JQtdt+M/ g(t)e 7.
. +oo . -0 ) +00 )
Exercice 24 ¢() = [ f(t)e Mt = [ f{t)e M+ [ ft)ear
—00 0
en posant ¢t = —u dans la premiere intégrale:

‘ =t gy 0 N LQu g, +oo N i
/ f)e 7 dt = [roof( u)e du-/o f(—u)e”**du

J =00

e si festpaire: f(—u)= f(u),dou
+oo . . +o0
0(Q) = ; FO[e7H 4 M dt = —2 ; f(t) cos(Q2t)dt

e si f estimpaire: f(—u)= —f(u), dol

o(Q) = /Om FOfe — e dt — 2 /+°° (£) sin(Q8)dt.

Exercice 25 e f est paire, d’ou:
o(Q) = 2 / () cos(Qt)dt
0

., /01(1 —#) cos(Qt)dt = 2 l(l = t)Sinéth) _ coséglt)]:

1 — cos(Q)
() = QT

* g est impaire, d’ou
1
= —2]/ )sin(Qt) dt = —2j/ (1 —t)sin(Qt) dt,
0

sin) — Q

U(Q) = 2=

Exercice 26 Si f est paire
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2/0OO f(z)cos(Az) de = p(\) & f(x) = ! <‘/Ooo ©(X) cos(Ax) d)\>

T
or
o 1-A si0<A<l
/0 f(x)cos()\x)dx:{ 0 sis1
d’ou
1 21—
f@%:—/Qﬂ—AkawdA:———%Eg
m™Jo T xXr

Exercice 27 f étant paire

2
-1 Q

_2/ " cos(Qt) dt—23%e<e +i dt> T

Inversement :
1 oo 2 o cos(Qr)
_ - Q) cos(Q Q:—/ 0
fla) =~ [ e@cos()ar = = [T d

d’ou

/OO cos(tx) gt = ol
2

Exercice 28 [ est continue, dérivable et absolument intégrable sur R

+oo +2
—2/ e~z cos(t) dt

+o00 2 +0c0 2
©'(Q) = —2/ e 2 sin(Q) t dt = 2/ sin(Qt) d(e‘?)
0 0

oo t 2
©'(Q) =2 lsm(Qt) e 2] — 29/ e 7 cos(Qt) dt.
0 0

donc
¢'(©2) = —Qp().
d’ou
o(Q) =X~ T (AER)
Inversement
1 +o0 a2
flz)=— ) cos(Qx) d) = —/ Ae” z cos(Qx) dS2
T 7 Jo
A A2 _z2 . |9
f(z) = 27r90( x) = 22€ 7 d’ou \* = 2.
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finalement
92

©(Q) =V2me 7.

En particulier, pour 2 =0 () = V27, d’ou

+00 2 \/2 “+oo 2
/ 6_% dt = Tﬂ ou / 6_% dt = /2.
0

—00

Exercice 29

+o00 ) 400 ) ' +oo 4
f(t —a)e 7 dt = Flu)e 70 du = €779 / flu)e ™ du.
c’est-a-dire
F(g) = e x Z(f)

(comparer au résultat obtenu pour les séries de Fourier, exercice 4.10).

Exercice 30

oo +oo o0
| e dt:lf(t)ejﬂt] v [ pwe ™ ar

Or lim |f(t)e?™| = 0 car f est absolument intégrable sur R.

[t| =00

D’ou
du méme

Exercice 31

(g* f)(x) = /_;Oo g(t) f(z — t)dt.
enposantx —t =u
g+ a) == [ gl —wf@ du= [ fulgle - u) du= (/5 9)(0)
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Il est facile de vérifier de plus la bilinéarité de 'application (f,g) — f *x g
+o0

F(g) @ = [ (fxg)a)e ™ da

—0o0

e ot

Si 'on admet que I'on peut intervertir 'ordre des intégrations

dx.

Fre@ = [ 1 dt[ [ gl = jeres dx].

—0o0 o0

Le crochet représente la transformée de Fourier de la fonction translatée (exercice
2.2). D’ou
+oo

F ()@ = |

—00

o)) a

F(fg)(Q) = [f<t>ef”f dt] < F(g)(®)

soit 7 (f x g) = Z(f) x Z(g)-

Application :
+o0 +1
(Fro)@) = [ " fOgla—t)dt= [ fEgla—1)at
+1 z+1
:/_1 glx —1t) alt:/m_1 g(u) du.
d’ou

B 0 si |z[]>2

(Fxg)le) = { 2 |a| si |z <2

F(fxg) =2 1_;0:(29 (exercice 5.03)
F(feg) =1L or F(p) = F(g) =220

q
Exercice 32

1
o1

g(x) /_:O T (Q)e’ ™ d
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0@ = o [ W@ e

")

/+Oo f(z)g(z)dx ! /+oo f(x) [\I!(Q)ejm dQ] dx

—00 21 —00

L / +°°\1/(Q)[f(g;)e—jﬂx dx] ds

:2’/T —00

! /+°° H(Q)T(Q) dO.

T 21w

Si f = g on obtient I'identité de Perseval.

Exercice 33

d’ou

+1 +00 i 2
dr — / o SN
—1 27'(' —00 Q

On en déduit

dQ) = 7.

+o0 gin? ()
[
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e 3
Chapitre

Intégrale de Laplace

3.1 Transformation de Laplace

Définition 3.1.1. Soit f une fonction de la variable réelle = définie sur R et supposée
nulle pour x < 0.
On appelle transformée de Laplace de f la fonction F' définie par

Fp)= [ e f(a) de.

ou p est une variable réelle ou éventuellement complexe.
On écrira

F(p) = Zf(x).

Z signifiant transformée de Laplace de f .
F(p) est encore appelée image de f, ce que I'on note parfois F(p) C f(z).

L’application qui associe a f son image F, f Z, [ est la transformation de
Laplace
7 . . . . 7 +OO _
La transformée de Laplace d’'une fonction n’existe que si I'intégrale / e P f(x)dx
0

est convergente.
Pour cela on est amené a imposer a f deux conditions :
— étre continue par morceaux sur tout fermé [0,z] ;
— étre d’ordre exponentiel a I'infini, c’est-a-dire qu’il existe M > 0 et « tels que

|f(x)| < M e** lorsque z — +o0o0.

On démontre que si les hypotheses précédentes sont vérifiées la transformée de
Laplace est définie pour p > «, ou si p est complexe, pour Re(p) > a.
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3.1. TRANSFORMATION DE LAPLACE

Le domaine de convergence de F(p) est donc l'ouvert |«, 00| ou le demi-plan
complexe défini par Re(p) > « (fig. 3.1).

Il est a noter que les conditions imposées a f ne sont que des conditions suffi-
santes d’existence de la transformée de Laplace. Elles sont toutefois vérifiées par les
fonctions dont sera question dans ce chapitre.

2 Sm(p)
of « Re(p)
77
FIGURE 3.1 —

Exemples.

Pour un certain nombre de fonction élémentaires le calcul de la transformée de
Laplace est simple :

1. Fonction échelon unité (ou fonction de Heaviside).

Elle définie par

U(x) =1 pour x>0 (fig.3.2) y % (x)
% (r) =0 pour x <0
+1

+o0 e Pz +oo 1

F - e P dy = — _
w= [ = ] ! |
done L (@)= (p>0)
g FIGURE 3.2 —

2. Fonction impulsion unité (ou distribution de Dirac).
Soit la famille de fonctions définie par
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3.1. TRANSFORMATION DE LAPLACE

1
fe(z) = - pour O<w<e (fig.3.3)
fdx)=¢ pour <0 ou x>¢ 2 S (@)
On remarque que, quel que soit ¢, 1
400 ISl
fe(x)de =1
+oo 1 e o
POy = [ = [ o
0 clo WV S
0 € x

B 1 [e‘pxr B 1 —eP*
el —r, pe

FIGURE 3.3 —

fe(x) > 400 si =0
sie—0
fe(x) =0 si x#0

La limite ainsi obtenue n’est pas a proprement parler une fonction. Elle définit la
distribution de Dirac, notée §(z) appelée par commodité fonction impulsion unité car
elle sert a représenter en physique une action (force, impulsion) s’exercant durant

un temps tres court.

On a donc :

{ o) =0 pour w70 avec /+005(x)dx:1.

d(z) > 400 si x—0 —oo
_ e Pz
Orsie — 0, Tme?™ — 1.
pe
D’ou [ Zo(x)] =1 ]

3. Fonction puissance. Soit

f(x)=2" pour x>0 (néeN)
f(x)=0 pour z<0

=
S

—+o00
= / e P dx = 1,,.
0
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3.1. TRANSFORMATION DE LAPLACE

Une intégration par parties conduit a

e P oo
I, = [x” ] + —/ e Pren L g,
p Jo

Si p > 0 le crochet est nul et on obtient la relation de récurrence

C’est-a-dire

+o00 1
Or [, = / e P* dr = — d’ou finalement :
0 p

4. Fonction exponentielle.

Soit { flo)=e
f(z)=0 pour =z <0.

ax

pour x>0

On suppose ici a et p complexes

+o0 +00 e~ (pta)z 1T
F(p) = / e e dx = / e~ PHOT g —
0 0

_<p + a) 0
Or
|€f(p+a)x| — efﬂ%e(era)m.
Si Re(p + a)xz > 0, Er+n le=P+a)z| = 0, d’ou
1
Lle ] = prarps (Re(p) > —Re(a))

5. Fonction trigonométriques. Si a = jw on a

. 1 D — jw
Lle 7| = — = > 0).
[ ] e P (p>0)
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3.2. PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

Or d’apres la linéarité de I'intégrale
Lle 7] = L[coswr — jsinwr] = £ (coswr) — j.L(sin wz)

On en déduit

Z(coswz) = - wa
w (p>0)
g(Sln wx) = m

Les résultat précédents sont regroupés dans le tableau ci-dessous (encore appelé
dictionnaire d’images)

f(x) f (p)
U (x) =
p
d(z) 1
N n!
T
n+1
b 1 necN
e—aac
p+a
COS WI P
p2 + w2
. w
sinwzx
p2 + w2

Il est a noter que les fonctions considérées sont supposées nulles pour = < 0. .

3.2 Propriétés de la Transformation de Laplace

1. Linéarité.

Il résulte de propriétés de 'intégrale que la transformation de Laplace f ENa
est linéaire. C’est-a-dire quels que soient )\ et u complexes

[ LA+ ug) = L(f) + pZ(g) ]
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3.2. PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

Exemples
2 1 1
a. L -3r+1)== -3 — =
( ) == Pl
1+ cos2x 1/1 P
b. ¥ =L —— ===+ —"—.
(cos“x) ( 5 ) 5 <p + p2+4>

Dans le cas ou la fonction f est définie par une série entiere convergente

fla) =2 anz"
n=0

ona

ZLf()) =2 [ io anx”] - io an L (")

n

L1f(x) = f: i p'

n!

[e.9]
sous réserve de convergence de la série >  a, —
p

n=0

(cf. exercice n°6.09, 6.10).

2. Transformée de f(ax).
Soit g(x) = f(ax) (a > 0)

3. Transformée de f(x — a).
Soit la fonction défini par

glx)=f(r—a) si z>a
glx)=0 si z<a (fig.3.4)
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3.2. PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

D’ou, si
Lf(x)] = F(p), L[g(x)] = e F(p)
A y . f(x)
f(z)
2 4
[ A
g ; *
FIGURE 3.4 — FIGURE 3.5 -

La fonction g peut d’ailleurs s’écrire

9(x) = f(z —a) % (x—a) (car%(x—a):{ 0 S% T <a )

1 si z>a

d’ot

f(x—a)U(x—a)=e?Z[f(z)

Le résultat précédent est habituellement appelé théoreme du retard (le terme
e P est appelé facteur de retard).

Exemples. Transformé de la fonction définie par

0 si <0
flx)=1 si O<z<T
2 si z>71 (fig.3.5)
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3.2. PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

On peut écrire
fle)=%(zx)+ U (x — 7).

D’ou . . . )
+e P
F(p)=—+e P — = .

(p) sTe" o »

Application : Transformée d’une fonction périodique.
Soit f une fonction périodique pour = > 0, de période T' (fig. 3.6).

f(x) A

1] T 2T nT (n+1)T

FIGURE 3.6 —

Si l'on considere la suite de fonction définies par
fo(x) = f(x) si ze€l0,T]
fo(x) =0 pour si x#10,7T]

et
ful) = fo(z —nT)

on peut écrire
o
> fal@)
n=0

d’ou en appliquant la linéarité et le théoréme du retard

L) = f[i fn<a:>] = 3 2100 = 3 L i)

o |
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3.2. PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

Or
nz::oe—pnT _ 1_16_pT (série géométrique)
d’ot
~ Zlfo(x)]
ZLf(zx)] = T ol
c’est-a-dire
. Fo(ﬁ)

Il suffit donc de connaitre la transformée Fy(p) de la fonction qui coincide avec f
sur [0, 7.

A x
Exemples /(@)
a. Transformée de la fonction repré-
sentée sur la figure 3.7. A
folx) =A si O<z<rT
folx)=0 si z>7
donc A 0 T T
Fo(p) = ;(1 —e )
FIGURE 3.7 -
d’ou a1 )
— e_ T
F(p) ==
(p) p 1 _ e,pT
T
SiT= 7 on obtient
A 1
F(p) = — T
P1—e P2
d’ou . . . )
+eP7
et par conséquent
Fop) 1 1+e?m 1 1

F = = — .
(p) L+eP  p’41l—eP™  p2+1 tanhpl
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b. Transformée de f(x) = |sinz|.

{ fo(z) =sinz si O<z<m £

fo(x)=0 si x> /\ ‘."‘"."\ /
(ﬁg, 3.8) 0 T \/’,,27( >
on peut écrire Teell

fo(x) =sinx % (x) +sin(x —7) U (x — ) FIGURE 3.8 -

4. Transformée de la dérivée.

Théoreme 3.2.1. (Théoréme fondamentale). Si f' est continue par morceaux sur tout
fermé [0, z) et si L[ f(x)] = F(p) alors

Z[f'(x)] = pF(p) — f(0%) ]

Démonstration. En effet

En intégrant par parties on obtient

L@ = [ @], +p [ e @) do,

0

Comme

lim e~ f(x) =0, [ '(x)] " = —f(07)

[eS)
n—oo 0

f(0%) représentant la limite a droite de f(z) quand = — 0.

D’ou
Z[f'(x)] = pF(p) — f(0)

Généralisation. Si f" vérifie a son tour les hypotheses du théoréme on a :

Lf"(x)] = pL[f (x)] — f(0F)
= p[pF(p) — f(0F)] — f'(07).

d’ou
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3.2. PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

Z1f"(x)] = p*F(p) — pf(07) — f'(0%)

Le lecteur vérifiera que, plus généralement
LM ()] = p"F(p) = p" f(07) = p" 2 f1(0F) = - = 7D (01).
Dans le cas particulier ou f(0%) = f/(07)=---=0,ona
L") (x)] = p"F(p).

Dériver [ correspond alors a multiplier F' par p.

d

On peut considérer que la transformation de dérivation e par le produit algébrique
X

de F'(p) par p

Lt Zpx ()

Cette propriété fondamental, qui fait la richesse de la transformation de Laplace
sera largement utilisée dans l'intégration des équations différentielles.

Remarque 3.2.2. Soit la relation

U @)= [ e ) d=pFE() - £(0°).

a. sip — +oo, e P — 0. En admettant que

+oo
/ e P f(z) de — 0
0

on en déduit

Jlim pF(p) = f(07) ]

b. sip— 0, e? — 1. Or

[ @) de = f+00) - 1(07)

donc

Jim pF(p) = f(+00) ]

Les relations précédentes sont appelées respectivement, théoreme de la valeur
initiale et théoreme de la valeur finale.
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3.3. TRANSFORMATION DE LAPLACE INVERSE

5. Transformée de la primitive.

Théoréme 3.2.3. Si Z[f(z)] = F(p), alors

Démonstration. En effet, soit la fonction

{ pla) = [ 1) d
¢'(r) = f(x) et ¢(07)=0.

En appliquant a ¢ le théoreme sur la transformation de la dérivée on obtient

L[ (x)] = pLp(z)]

par ailleurs

21/(@)) = F)
d’ou .
21w = 2

3.3 Transformation de Laplace inverse

Soit F'(p) la transformation de Laplace d’une fonction f(z). On appelle transfor-
mée de Laplace inverse, ou original, de F'(p), la fonction f(z).

On note
fla) =27 F(p)]
ou encore
f(x) > F(p)
Exemples :
1 1
1. & 1(E) =z car L] = -
2. g_l(p;iél) =cos2r car Z[cos2x]= p?iél
—ap
3. 2 = W) ear L0 =L @) =
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3.4. PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE INVERSE

On démontre que si les fonctions f considérées possedent les propriétés énoncées
au début du chapitre, c’est-a-dire sont

— continues par morceaux sur tout fermé [0, ],

— d’ordre exponentiel a l'infini,
l'original f(z) d’'une fonction F'(p) est unique sur tout sous-ensemble ot il est continu.
La recherche de l'original conduit a étudier les propriétés de I'application

F(p) = f(x).

appelée transformation de Laplace inverse.

3.4 Propriétés de la Transformation de Laplace inverse
1. Linéarité.

L’inverse d’une application linéaire étant linéaire

[ LTINF 4 pG) = \XLYF) + u271G) ]

(1 4 (1 (1
" )= — -4 -
< (p3 p+1 < 3 < p+1

(2N o L
=7 <p3> 43 <p+1>

1 4 1
LM —— | = 22 —de "
PP p+1 2
D’une facon générale pour obtenir l'original d'une fraction rationnelle F'(p) =

N(p)
D(p)

Ainsi

Ccest-a-dire

on utilise sa décomposition en éléments simples (cf. Algebre, chap. 6).

p+1

Exemples : Trouver 'originale de F'(p) = ————.
Exemples : g )=

La décomposition de F'(p) s’écrit

p+1 A B Cp+D
p(p*+4) p* p  pP+4

Le calcul donne
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3.4. PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE INVERSE

1 1 1 1
A== B=- =— D=—-
4’ 4’ ¢ 4’
D’ou
1 1 1 1\ 1 D 1 1
Y T[] L gt 11
@) =3 <p2> 1 <p> 17 \pPra) 17 \prra
cest-a-dire
1 1 1 1 sin 2x

f<x>:1$+1_1(:082x_1 5

2. Original de F'(ap).
Soit f(x) 'original de F(p)

F(ap) = /0+ e P f(x) dx.

En posant az = ¢, on obtient
1 fHoe t
Flap) = - / erf <> dt.
a Jo a

D’ou

3. Original de F(p + a).
Soit f(x) = Z ' F(ap)

Fla+p) = /O+OO e~ P f (1) do = /0+Oo e Prle” f(x)] dx.

F(a + p) est donc I'image de la fonction g(x) = e ** f(x).

C’est dire que

S F(a+p) = e f(x) ]

Par exemple
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3.4. PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE INVERSE

-1 p +a _ _—ax
g [MW} =€ COSWXI.
-1 w . —ax o
g [Mw] =€ SN wWaI.
p

Exercice : Trouver l'original de F'(p) = ————

On peut écrire

1 1
p B p B (P+§)—5 _ p+3 1 1
2 - 2 - 2 - 2 Y 2
pArtl )+t () i (ers) i 2 (erd) 43
D’ou successivement
p+3 1 1
$_1<2+p+1>:$_1 ( 122) 3 _53_1 1\? | 3
e (p+3) +3 (p+3) +1
= V3 1 z sinm73
=€ COST—§€ . /3
2
—z $\/§ 1 . :L’\/§
=€ COS — ——= SIn .
2 3 2
“+o00
F(u) du.

4. Originaux de F'(p) et de /
p
On a admettra les résultats suivants dont les démonstration pourront étre abordées

en exercice (cf. exercice 6.13 et 6.15).
Si Z7'[F(p)] = f(x) alors

et

L7 (p)] = —=f(2)

= —xf(z) on obtient

Remarque 3.4.1. En appliquant n fois la formule .2 '[F’(p)]
plus généralement
ZLF™(p)] = (-1)"a" f(x).

Exemples
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3.4. PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE INVERSE

or
+oo  duy w T 1
/ o [arctan u]° = 5 arctan p = arctan —
» U
d’ou
1 sinx
K7 [arctan ] =
p x
cest-a-dire

+oo sin x 1
/ e Pr. dx = arctan —.
0 x D
En particulier si p — 0, on obtient

+oo gin @ T
de = —.
0 T 2

5. Original de F'(p) x G(p).

Théoréme 3.4.2. Si L '[F(p)] = f(x) et L [G(p)] = g(x), alors

—+00

2P < GOl = [ fHgle—1) at

0

(pour la démonstration, cf. exercice n°6.16).

. Ve +OO
L’intégrale

0
et est notée (f x g)(x).
On vérifiera que

f(t)g(x —t) dt est appelée produit de convolution de f par g

(fxg)(z) = (g f)(2).

L’original du produit (algébrique) de deux fonction est donc le produit de
convolution des originaux.

1
Exemple. Original de ———
p=\p




3.4. PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE INVERSE

D’ou

]_ x
3‘1[2 ] / t e~ (@) t:e_m/ t et dt.
pi(p+1) P pt1 0

Au moyen d’une intégration par parties, on obtient

-1

_1 1
< po(p +1)

résultat que 'on pouvait également déduire de la décomposition en éléments simples

de la fonction rationnelle T
P p+1)

Conclusion. Les principales propriétés obtenues dans I’étude de la transforma-
tion de Laplace et de son inverse ont été regroupées dans le tableau ci-dessous.
La lecture de gauche a droite correspond a une propriété de .#, de droite a
gauche a une propriété de . ".
La connaissance de ces propriétés facilité la recherche des transformés des
originaux et dispense parfois de consulter les tables.

Prob.N° f(z) é:) F(p)
@® A+ g “ A + pG
f(az) 1F<Z>
©) flx—a) - %(x—a) e P F(p)
® e " f(x) F(p+a)
@ | f(x) pF(p) — f(07)
@ —zf(x) F'(p)
: Flp)
® /O f(t) dt )
® ]““E:’) /gC F(u) du
® O"” F(t)g(a — ) dt F(p) x G(p)

Dans les applications de la transformation de Laplace données ci-apres, il sera
commode de rappeler ces propriétés par leur numéro.
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3.5. APPLICATION DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE AUX EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

3.5 Application de la Transformation de Laplace aux
Equations Différentielles

1. Equations différentielles linéaires.
Soit ’équation différentielle linéaire a coefficients constants

any™ () + an1y" V(@) + -+ agy(x) = f(2).
On a vu que si
ZLy(z)] =Y (p)

Ly ()] = pY (p) — y(0)
Ly (2)] = p°Y (p) — pY (p) — ¥/ (0)

et plus généralement :
Ly ()] = p"Y (p) — p"'y(0) — - - — y"I(0).

En appliquant la transformation de Laplace a '’équation différentielle précédente,
on obtient donc, par suite de la linéarité :

(@np" + an1p" '+ 4 a0)Y (p) + (p) = F(p)

équation dans laquelle ®(p) représente un polynome de degré n — 1 en p contenant
y(0),4/(0), ...,y 1(0),
On en déduit

Y(p) _ F(p) — CI)(p)
anpn + anflpn_l + -+ Qg

et par conséquent, en appliquant la transformation inverse

Le calcul précédent fait apparaitre les avantages de la méthode

a. L’équation différentielle étant transformée en une équation algébrique, La
solution y(x) est obtenue sans intégration en cherchant l'original de Y (p).

b. On obtient seulement la solution particuliere correspondant aux conditions
initiale y(0), 3/(0), ... imposées par la nature physique du phénomene étudié. Il est
aussi possible de discuter de I'influence de ces conditions initiales sur la forme de la
solution.
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3.5. APPLICATION DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE AUX EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

Exemple. Trouver la solution de ’équation différentielle
y' =2y +y=xe" telle que {

LW =2 +y)=Ly) -22)+ZLy) = Y —p) —2Y —1)+Y

T\ __ 1 s
L(xe®) = (=172 (propeiété 3)

D’ou successivement

(P =2+ 1Y (p) —p+2= ( _11)2
1 1

Y0 = g e
1 1 1

YO =T T oo T o

y(x):ex[f—x—i—l].

La méthode précédente se généralise d’ailleurs au cas des équations différen-
tielles linéaires a coefficients non constants et des systemes différentiels linéaires.

Exemple. Trouver la solution de systeme différentielle

d
2 dy; + 4yo

d =

v telle que 1(0)=0
dys y2(0) = 1.
ar P + 4ys

Xz

En posant .Z(y;) = Y; et £ (y,) = Y, on obtient

pY1 = 4Y] +4Y,
pYs — 1 =Y] +4Y;
Ccest-a-dire

(p—4)Y1 —4Y; =0
Y1+ (-4 =1
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EXERCICES

Les formules de Cramer donnent

B 4 B 4

S PP-8p+12 (p—6)(p—2)
B p—4 B p—4
TP -8p+12 (p—6)(p—2)

En décomposant en éléments simples

Y,

Yy

1 1
}/1:7_ _ bz 2z
p—6 p-2 - hr=e"—¢
d’ou finalement 1
vo_ 1 1 1 5(eﬁﬂwreh").
T 2\p—6 " p-—2

Le lecture pourra comparer avec les méthodes matricielles d’intégration des sys-
temes différentiels linéaires.

La transformation de Laplace a 'avantage de donner directement la solution par-
ticuliere cherchée ; toutefois, en laissant les conditions initiale sous forme littérale
on obtient la solution générale dans lequelle ces conditions initiales jouent le role de
constantes d’intégration (cf. Application a la Physique).

EXERCICES

Exercise 34. Transformées des fonctions définies par

fle)=1si 0<az<T gx)y=z si 0<ax<T gx)y=x si 0<ax<T
flz)=0si z>T glx)=0si z>T glx)=T si >T

Exercise 35. Soit I'intégrale
+oo
MNa) = / e “x* tdr  (a>0).
0

Montrer que I'(a + 1) = al'(a) et que I'(n + 1) = n!  (n € N).
I'(a+1)
pa+1

Calculer .2 (/) <on admettra quel’ <;> = ﬁ)

En déduire que £ (z%) =

66




EXERCICES

Exercise 36. Trouver les transformées de Laplace des fonctions suivantes (x > 0)

f(z) = (2> +1)*; f(z) =sin2x — 3cos27 ; f(r) =e “cos3x
fx)=e(2*+1); f(z) =sin’z; f(z) = sin(wz) cos(Qx)
f(x) =sinhwz ; f(xr) = cosh(wz).

Exercise 37. Trouver les transformées de f(z) = x coswz etg(x) = z sinwz en
utilisant

1. Is exponentielles complexes,

2. la propriété 4.

Exercise 38. Représenter les fonctions

Comparer leurs transformées.

Exercise 39. Exprimer au moyen de fonctions échelon unité la fonction f définie
par

flz)=1letO0<z<a
=2 eta<xz<a
et 2a < x < 3a.

En déduire I'image de f.

Exercise 40. Transformées des fonctions f;, f, et f3 de période T représentées sur
la figure ci-dessous
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EXERCICES

Afl(x) A.f?(aj) Af3<x)
+1
T
0 T 2T 0 z T 0 T 2T
2
—1 L

Quelle relation existe-il entre Fy(p) et F3(p)?

Exercise 41. Transformée de la fonction de période 7" = 27 définie par

f(z)=sinz si O<z<m
flz)y=0 si 7<z<2m

Exercise 42. Transformée de la fonction de période T' = 27 définie par Du dévelop-

- " smzr oL, .
pement en série entiere de —— déduire que
x

sinx 1
.i”( > = arctan —.
x b

Retrouver le résultat précédent en utilisant la propriété 5.
En déduire la transformée de

' §in ¢

si (z) :/ ST g,

o t
Exercise 43. Soit la fonction

x 2 1 x 4 n 1 xT 2n
ot ()

(cf. chp. 3, Fonctions de Bessel)
Calculer .Z[Jy(x)] et vérifier que

L[ Jo(x)] =

68

gy



EXERCICES

Exercise 44. Trouver les originaux des fractions rationnelles suivantes
L N S P’ . P
pP=3 p—16" (p—a)’’ (p—1)+3)" (—13@p+2)

2p—1  p+1 p—3 ' 2p+1 ' P
p(p?+3) PP+p+2 pPP+8p+157 p2—dp+207 (p2+1)%

Exercise 45. Trouver les originaux de
6_2p e Pz

p—1" p*+p+1

Exercise 46. Démontrer que
L7 F'(p)] = —f(2).

(on admettra le théoreme de dérivation sous le signe / )

En déduire I'origine de F™ (p).

Application. Trouver les images de z sinwz et x coswz (cf. exercice ??).

1
Exercise 47. Soit F/(p) = In (1 + 2).
b

Calculer F'(p) et en déduire l'origine de F(p).

Retrouver le résultat a 'aide d’'un développement de F'(p) en série entiere de la va-
1

riable —.
p

Exercise 48. Démontrer que

gl[/me(u) du] _ @)

(on admettra que 'ordre des intégrations peut étre modiﬁé).

Application. Image de

sinx sinhx e % — e b
) )

i T T

Exercise 49. On définit le produit de convolution de deux fonctions par
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EXERCICES

(f*mzzéaﬂwmx—i)ﬁ.
Vérifier que

fxg=gx*f
(fit+ fo)x=fixg+ faxg
M xg=Af~*g)

Démontrer que si .Z[f(z)] = F(p) et L]g(z)] = G(p)
L7 f(x) x Gp)] = (f *g)(2).

Exercise 50. En utilisant le produit de convolution trouver les originaux de

1 ‘ 1 ' p
(p+4)?2 (p-D@P*+1) " (P +w?)(p*+Q?)

Exercise 51. Trouver l'original de F'(p) = 5 en utilisant

(P* + w?)
— le produit de convolution,
— la décomposition en fraction de premiére espéce,

— les propriétés 4 puis 5.

Exercise 52. Trouver la solution des équations différentielles
e y' —y=sin2z telle que y(0)=1 et y'(0)=-—1
s ' +2yty=e€" telle que y(0)=1 et ¢'(0)=0
e 4 + 2y + 5y =e "sin2z telle que y(0) =0 et ¢'(0) =1.

Exercise 53. Trouver la solution de I'’équation

y'+4y = f(x) telle que { y,(
Yy

avec successivement

f(z) = focoswz
fl@)=fo%(x - a)
f(@) = fod(z). ..

Exercise 54. Discuter la forme des solution de ’équation différentielle

Y+ 20/ + wy = 0.
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INDICATIONS SUR LES EXERCICES

On posera y(0) = yo et y'(0) = yg.
Représenter les variations de y(x).

Exercise 55. Trouver la solution de I'’équation

y(0) =
2y +y +xy=0 telle que
y Ty Y q y/(0) = 0
Exercise 56. Méme exercice pour
" ’ y<0) =1
2y’ +2y +xy=0 telle que
y'(0)=0

Exercise 57. Trouver la solution des systemes différentiels

da:_x+5
a T 2(0) =1
telle que

@:x_gy y(o):

dt
W@ eyt
dat L 2(0) =0
J telle que 0 =0
d—? 122 + 10y y(0) =

Indications sur les exercices

1 — et 1 T 1— et
; Gp) = 5(1—e™™)——e™; H(p) =

Exercice 34 F(p) = —
p p p p

Remarque. h(z) = /Om f(t) dt donc H(p) = ; F(p).

Exercice 35

g(x):/o epa: dl':/o et(p) d<p>:pa+lA €tt dtzw

n!
pn+1

Si o = n on retrouve le résultat £ (z*) =
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INDICATIONS SUR LES EXERCICES

(

(2 Lp(s T 1
L(VT) = @):2 §):f;.3
p2 p2 p2
Exercice 36
%_i 1_2—3]9' p+1 ' 6 n 1
p° Pt p pP+4T pPP+2p+5 7 (p+2)t p+l
171 P 1 w+Q N w— _ w o D
2\p p*+4) 7 2P+ (w+0)? PP+ (w—0)?2| p?—w?’ p?—uw?
Exercice 37
2 NS .
. 1 2 2 2
g(x 6]w:c> _ . _ p2+ ng _ p 2‘*1 +2 szw
p—jw P tw (P? + w?)
d’ou
p? — w? ot . 2pw
Cos w = sin w =
(p2 +w2>2 (p2 +w2)2
En utilisant la propriété 4
d d p p? — w?
——[ZL(cos wzx)] = _dp<p2 —Hu?) = TERE

Exercice 38 Fig. 3.9
[ s T n 1
L si —— ||l ——=|| =eP1.
_sm <x 4) (m 1 ] e P
[ +o00 21—
<z _sin (a: - Z)gi/(aj)] =/, e P?sin <a: - Z) dx = \g— e _]91
[ s +oo +oo T
L\ sin(z)% | v — 1 :/ e P sin z dr :/ e P sin x dx —/ e Psin z dx
I I 0 0
1 —ep V2
= S (cos x + psin x) :ieﬂ’z. TP,
PP+l PP+l o 2 p?+1
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INDICATIONS SUR LES EXERCICES

Y

N

f2

FIGURE 3.9 —

Exercice 39

f(2)=%x)+ U (x—a) + U (x—2a)+ -

1 1 1
F(p) = =(1 —ap —2ap 4 )= _. .
(p) p( +e P e 4 ) e
Exercice 40 Appliquer le résultat sur la transformée d’une fonction périodique
Fy(p)
Fo)=1—=7
1 T e’ 1 T 1 T
Fi(p) = R g Fy(p) = Y;tanh (p 4>; F3(p) = Ftanh (p 4>

Remarque. fs(z) = /0 "Rt dt dou Fy(p) = ).

Exercice 41 Soit

Onavu(ararIIS) ueF()——l e
p g‘ ¢ q Op 2 1
D’ou
1 1+6p7r 1 1

F(p)

:p2_|_1”‘1_672p7|-_p2+1‘1_67p71-
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INDICATIONS SUR LES EXERCICES

Exercice 42

sin x > 1 2n)!l & 1 1 1
K% =3 (-1)" =3 (-1)" = arctan -
< > ( ) (2” + 1) 2n+1 — ( ) (27’L + 1) an-‘rl arctan D

Zsi ()] = l,z(Sm ”“”) — Larctan 2.
p p p

Exercice 44

sinh zv/3 1 9
X" cosh 4z e f(a)+ -t — e
2

T 2 2 1 1
63(:17—}—3) -3 e 2. —g%(x)Jrgcos x\/g—l—%sin V3

7 1 7
< 'k i :c\/_>’ 5e % —4e 3

e

NI

c0OS —— + —=sIn

2 \/7 2
T sin x

2

5
e (2 cos 4x + 1 sin 49@) :

Exercice 45
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INDICATIONS SUR LES EXERCICES

d’apres la propriété n° 3.

1 1 2 x 2v3
.,fl(w):gl ( +1)2+3 :%675 Sln\z/_
p p bT3 1
d’ou
YOS DS TP
Zz <p2+p+1>_\/§€ 7 sin (v — ) o

Exercice 46

Fo)= [T e f@) de= [T e ja)yde= [ el fa)] do

dp
d’ou
L ()] =~ f(x) et LT FW(p)] = (=1)"a"f(2).
Exemples.
. B w . B 2pw .
Z(sin wx) = R — Z(x sin wx) = 1)
o PP+ =2 PP’
Z(cos wx) = PR = Z(x cos wx) = P o Pt

Exercice 47
—2 2 2p

Fllp)= ——— =4 2.
(») p(p? +1) p p*+1

LHF (p)] = —x f(z) = —2% (x) + cos @

d’ou |
flz)=2 ST pour z > 0.
T

Exercice 48

/ " () du = /  a /;Oo e f(x) de = /O%O dz / e fe) du

[ [r fo= [ 1D g

—J}O X
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INDICATIONS SUR LES EXERCICES

d’ou

sin x o du s 1
= / ——— = — —arctan p = arctan —.
x p ur+1 2 P

sinh z o du 1 p+1
[ ] g :/ :*1 I .
< x ) p ur—1 2 np—l

Exercice 49
gx D) = [ o0 -ty = [ gl —u)f d—u) (@-t=u)

(9% ) = [ flwgle —w) dw) = (f (@)

Le produit de convolution est commutatif (on vérifie aisément la bilinéarité)

LU g = [ ermede [ pego 1) di

= lim / e f(t)g(x —t) du dt  (fig.3.10)

en posant

r=u+v D(z,t) _q

t=u D(u7 U) a
on obtient

ZI(f*g)@)) = Jim [[ e fu)g(v) dudo
+o0 +oo
= e P f(u) du x / e Pg(v) dv
0 0

d’ou

ZL(fx9)(@)] = Z[f(z)] x ZLg(x)].

76




INDICATIONS SUR LES EXERCICES

FIGURE 3.10 —

Exercice 50

! LL :/we"“'e"l@’” dt =1 e %
p+4 p+4 0

PRI
p+1 p?2+1

/x e 'sin(z —t) dt
0

—[e™ 4+ sin £ — cos x
2

-1 P 1 —/x w __ 1 _ 0
<p2+w2 Q2+w2> =), ¢ wt 0 dt = Q2+w2(cos wx — cos §dx).

Exercice 51

. 1 1 _/m sinwt  sinw(z — t) gt
pP+w? pP4w?) o

w w

Autre méthode.

_1 1 _ sin wx ot !  —2p . sin wx
p® +w? w (p? + w?)?

1 D T sinwzx dot 1 1 1 /a: '
rone) o ot L | 555 ]=5-/ 1 tdt
((p2 + w2)2> 2w <(p2 + w2)2> ow Jo PO
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INDICATIONS SUR LES EXERCICES

1 4 1
Exercice 52 1. y= R e+ —-e " — R sin 2x

) )
2. y:e_"E(g;%—x—Fl)

5
3. y—ew(—i cos 2x+§ sin 2x>-

Exercice 53 )
P2Y — pyo +4Y = F(p)

P 1
+ F(p) - ——
+4 2 p+4

Y =wyo
p
d’oti .
Yy =yo cos 2z + 5/ f(t)sin 2(x —t) dt.
0

On obtient successivement

Exercice 54 En appliquant la transformation de Laplace on obtient

_ Yot Yot 20y (Pt a)yot Yot oy
P? 4 2ap + w? (p+ a)? +w? —a?

. o+
SiA=a’—w?>0, ylr)=e ™ lyo cosh xva? — w%—%é sinh zva? — w?
a? —w

SiA=a"—-w =0, ylx)=e"[yo+ (y)+ ayo)z]

/
. - +ay .
SiA=a>-w?<0 y(x):eaw[yo cos Vw? —a? + DT G Vet — a2
’ /0?2 — o2

On obtient dans ce dernier cas un terme sinusoidal amorti de période
2 . . . - 2T . )
T'= ——— sia # 0, un terme sinusoidal de période T" = — si v = 0 (fig. 3.11).
w* — w

« est appelé coefficient d’amortissement, w fréquence propre.

Exercice 55 On utilise la propriéte 4. £[—xf(z)] = F'(p)
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vi

4 |

FIGURE 3.11 -
d, 5 d
—— Y —-p9)+(ppY —-1)——(Y)=0
2! )+ Y = 1) = ()
Y’_ P B C
Y p2+1 VPP T

Or lim pY(p) =y(0")  (théoréme de la valeur initiale).

p—o0
1

DoncC=1,Y = t =]

(cf. exercice ??).
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Exercice 56 Méme méthode qu’a I'exercice précédent

1 1
Y’:—T1:>Y:—arctan p+ C = arctan — + K
p p

1
Yy = $_1<arctan ) =

sin x

P i

p+13 1m 1 17 1

I —_— _i_i
(p+2)(p—4) 6 p+2 6 p—4

2 — 1 5 1 701
= - @z + —
(p+2)(p—4) 6p+2 6

Exercice 57

p—4
d’ou
11 17
r = _E 6_2I+E 6490
5 7
y:66—2w+664$
¥ p—10 T8 2
P?p-1)p-2 p» p p—1 p-2
12 6 9 12 3
Y = 5 = e - =
Pp—-1)p-2 p* p p—-1 p-2
d’ou

x = —5t + 7% (t) + 9e' — 2¢*
y = 6t + 9% (t) — 12" + 3e*.
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