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Résumé:

Dans cette thése, des méthodes de recouvrement d'optimisation globales
déterministes holdériennes ont été étudiées. Deux nouvelles méthodes ont été
proposées. La premiére est une combinaison de deux phases successives comme
une extension de la méthode de Piyavskii pour résoudre des problemes
d'optimisation global unidimensionnel. La deuxieme est également composée de
deux étapes dont la premiére est basée sur la construction des courbes a-dense.
Cette méthode résout des problemes d'optimisation globale héldériennes
multidimensionnel. Les expérimentations numériques des deux méthodes sur des
fonctions tests tirées de la littérature sont encourageantes.

Mots clés: Optimisation globale, Méthodes de recouvrement , Algorithme de
Piyavskii-Shubert, Fonctions de Hélder, Courbes a-dense, Transformation
réductrice.

Abstract :

In this thesis, covering Hélderian deterministic global optimization methods have
been studied. Two new methods have been proposed. The first is a combination of
two successive phases as an extension of Piyavskii's method to solve one-
dimensional global optimization problems. The second is also composed of two
steps, the first step is based on the construction of a-dense curves. This method
solves multidimensional Hélderian global optimization problems. The numerical
experiments of the two methods on test functions drawn from the literature are
encouraging.

Keywords: Global optimization, Covering methods, Piyavskii-Shubert’s algorithm,
Hélder functions, a-dense curves, Reducing transformation.
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Introduction

Les progres des sciences ont toujours €été réalisés grace a la modélisation qui consiste a
représenter les phénomenes du réel par des équations mathématiques. Dans la plupart du
temps le modélisateur a aussi, 'idée que 'on pourra ainsi agir sur le phénomene de facon a
I'optimiser au sens de certains critéres (cofit, qualité, temps, etc.).

Loptimisation globale est une branche de mathématiques qui couvre toute la program-
mation mathématique traditionnelle. L'énorme besoin pratique de résoudre des problemes
d’optimisation globale couplé a une technologie informatique en évolution rapide a permis
d’envisager des problemes qui, il y a a quelques années, auraient été considérés comme in-
solubles sur le plan informatique. On va devoir chercher des extrema (généralement des mi-
nima) d’'une fonction a valeurs réelles multiextremale, d'une ou de plusieurs variables. Bien
entendu, ce sont les optima globaux, et non pas locaux, qui nous intéressent, d’ou l'intérét
de I'optimisation globale ayant pour objectif 'obtention de minima ou de maxima globaux.

Dans cette these, on s’intéresse aux méthodes d’optimisation déterministes. Dans le pre-
mier chapitre, on commence par rappeler quelques généralités sur 'optimisation globale,
ensuite, nous présentons une classe de méthodes déterministes dite de recouvrement qui
ont la réputation d’étre efficaces en dimension 1. Parmi ces méthodes, il y a celles qui sont
basées sur l'utilisation des sous-estimateurs linéaires, d’autre sur le recouvrement du do-
maine faisable, et d’autres sur les techniques de partition et d’évaluation dans le cas ou la
fonction obijectif est lipschitzienne de constante L > 0 définie sur un intervalle [a, b] de R.
Le second chapitre est consacré a I'extension de certaines méthodes de recouvrement ap-
pliquées aux problemes de minimisation globale des fonctions holdériennes de constantes

h >0et0 < a < 1 définie sur [a, b] C R. Dans ce chapitre, nous donnerons deux nouvelles



modifications de la méthode de Piyavskii. La premiere, noté T PA, consiste a construire une
suite croissante de fonctions minorantes tangentes par morceaux aux fonctions paraboliques
de la fonction objectif sur I'intervalle [a, b], et nous prouvons un résultat de convergence de
I'algorithme T PA. La deuxieme modification, noté K L,_T PA, est composé de deux phases.
La premieére phase K L, a pour but de localiser le minimum global avec une tolérance 0 > 0,
en un nombre d’itérations relativement petit. Apres avoir obtenu un intervalle D’ donné en
phase 1, on applique I'algorithme T PA a la fonction f sur D’ pour obtenir le minimum glo-
bal avec une précision donnée ¢ > 0. Dans le troisieme chapitre, nous étudierons la géné-
ralisation de certaines méthodes de recouvrement présentées dans le seconde chapitre, au
cas multidimensionnel sans et avec contraintes. Dans la premiere partie, nous présenterons
une généralisation del’algorithme G PA[21] basée sur une procédure de séparation et évalua-
tion Branch-and-Bound. Aussi, comme deuxieme partie du chapitre, on donnera al’occasion
une nouvelle variante de la méthode de la transformation réductrice Alienor appliquées aux
fonctions holdériennes. L'idée consiste a approcher la fonction objectif de plusieurs variables
définie sur un pavé P = ,-I:lll[a"’ b;] de R", par une fonction d'une seule variable en densifiant
le pavé P a I'aide d'une simple courbe assez réguliére [65][66][67], pour pouvoir utiliser la
méthode unidimensionnelle T PA. Comme troisieme partie du chapitre, nous présenterons
une méthode mixte ALienor_TPA_CTs, pour résoudre un probleme d’optimisation glo-
bale holdérienne avec contraintes. Nous avons considéré une classe de problemes lorsque la
fonction objectif et les contraintes sont tous holdériennes et non-différentiables.

Enfin, dans le chapitre 4, nous terminerons notre travail par une série d’application nu-
mérique des algorithmes vus dans le chapitres 2 et 3 sur des fonctions testes tirées de la litté-
rature. Une étude comparative sur les algorithmes qui existent est suivie par une conclusion

générale et quelques perspectives.



CHAPITRE

Optimisation Globale

1.1 Définitions et rappels

1.1.1 Définition d'un probleme d’optimisation globale

Nous définissons un probleme d’optimisation globale standard comme suit. Etant donné
un ensemble fermé non vide X c R” et une fonction continue f : X — R, trouver au moins
un point x* € X satisfaisant f(x*) < f(x) pour tout x € X.

Supposons que X un compactde R” et f est continue sur X. Alors, clairement, I’existence
de x* est assurée par le théoreme bien connu de Weirstrass. Dans d’autres cas importants, on
rencontre des ensembles faisables compacts X et des fonctions objectifs f qui sont continues
al'intérieur de X, mais qui ont des discontinuités sur le bord de X . Tout aulong de cette theése,

un probleme d’optimisation globale est noté par :

min f(x)
(P) (1.1)

xeX.

Optimiser lafonction f consiste a déterminer les éléments x* € X tels que f atteigne sa valeur
minimale (resp. sa valeur maximale ) en x*.

Un point x* € X satisfaisant f(x*) < f(x) pour tout x € X est appelé un minimiseur
global de f sur X. La valeur correspondante de f est appelée minimum global (Absolu) de
f sur X notée min f(X) (voir Fig.1.1 ). Lensemble de toutes les solutions du probleme (1.1)

seranoté argmin f(X). On parle alors de minimisation (nous nous intéressons seulement a la



recherche du minimum d’une fonction, puisqu'un probléme de maximisation peut toujours

se ramener a un probleme de minimisation
max f (x) = —min(— £ (x))

Soit £ > 0, un nombre réel et V(x*, ) un voisinage d'un point x* de R”, est défini comme

la boule ouverte centrée en x* de rayon ¢.
V(ixHe)={xeR":||x—x%||<e¢,}

ol ||.|| désigne la norme euclidienne dans R”.

Un point x* € X est appelé minimiseur local de f sur X s'il existe un € > 0 tel que
VxeV(x*,e)nX, f(x*)< f(x),

f(x*) est dit minimum local (voir Fig.1.1).

_ A Maximum Absolu
o

~ Maximum Local

Minimum Absolu

FIGURE 1.1 - Extremums locaux et globaux d'une fonction a deux variables



1.1.2 Classification des problémes d’optimisation globale

On distingue deux types d’optimisation globale, avec et sans contraintes. Si X # R”, le
probleme (1.1) est dit probleme de minimisation avec contraintes, sinon (1.1) est dit pro-
bléeme de minimisation sans contraintes. Ici, pour que le probleme admette un minimum
global, nous devons fréquemment exiger des propriétés supplémentaires de f dite condition

de croissance al'infini ( lim f(x)=+00).
[lx][[—=+00

Afin de comprendre les énormes difficultés inhérentes aux problémes d’optimisation glo-
bale et le cotit de calcul pour les résoudre, il est important de noter que toutes les techniques
standard en optimisation non linéaire ont au plus des minima locaux. De plus, il n'y a pas de
critére local pour décider si une solution locale est globale. Par conséquent, les procédés clas-
siques d’optimisation utilisant des outils tels que les dérivées, les gradients, les sous-gradients
et similaires, ne sont, en général, pas capables de localiser ou d’identifier un optimum glo-
bal, et en général un minimum local est différent d'un minimum global. Pour cela, plusieurs
chercheurs dans le domaine ont proposé les méthodes d’optimisation globale n’est pas pour
trouver seulement les minimums locaux, mais I'essentiel de désigner lequel d’eux est le mi-

nimum global, et bien stir ¢ca va dépendre de la structure du probléeme donné.

1.1.3 Classification des approches d’optimisation globale

Il existe deux catégories de méthodes utilisées en optimisation globale :

- Lapremiere classe est celle des méthodes stochastiques ce sont des méthodes basées sur
des tirages aléatoires de points al'intérieur d'un domaine X. Elles ne nécessitent pas une forte
propriété de régularité sur les fonctions qui définissent le probleme a traiter. Les méthodes
stochastiques permet d’explorer plus facilement un espace des solutions de treés grande di-
mension. Leur inconvénient principal est qu’elles peuvent passer plusieurs fois a coté de la
solution globale et 1a non garantie de la qualité de la solution obtenue. De plus, ces méthodes
peuvent s’avérer tres coliteuses en temps C P U par rapport aux méthodes déterministes.

-La deuxiéme classe est les méthodes déterministes globales. Elles garantissent I'obten-
tion dela solution globale du probleme. Ces méthodes permettent de bien gérer les contraintes,

contrairement aux méthodes stochastiques et peuvent s’appliquer aux problemes mixtes (va-



riables réelles, entieres etc...). Cependant, il faut savoir que les méthodes déterministes glo-
bales restent utilisables tant que le nombre de variables ne devient pas trop important. Au
dela d'une vingtaine de variables, elles atteignent leurs limites. Pour ces méthodes, I’explora-
tion de I'espace des solutions se fait grace a des procédures de recherche qui sont élaborées
a partir de la constante de Lipschitz, des dérivées ou d’autres informations concernant la
fonction a optimiser. Dans ce chapitre, on s'intéresse aux méthodes d’optimisation globale

déterministes, parmi elles, les méthodes de recouvrement.

1.2 Principe général des méthodes de recouvrement

Les méthodes de recouvrement sont tres utilisées en optimisation globale. Leur intérét
réside dans le fait qu’elles utilisent une hypothese satisfaite par la plupart des problémes ren-
contrés dans la pratique. Ils s’agit de supposer que la fonction objectif est a taux de variation
borné. Elles sont appelées les méthodes de recouvrement, car elles géneérent des suites de
points contenues dans des sous-domaines dont I'union couvre le domaine faisable. Le prin-
cipe de ce type de méthodes est le suivant :

D’abord considérons le probléme de minimisation globale :

min f(x)
(P)

xeX.

D’un point de vue numérique, le calcul d'une solution optimale globale exacte x* peut étre
trop cotiteuse ou méme impossible. Pour cela une solution ne pourrait étre obtenue qu’avec
une certaine précision ¢ strictement positive donnée. Généralement, au lieu de résoudre le
probleme (P), i.e., trouver un minimiseur global x* tel que f* = f(x*) on résout le probleme
(P,) qui consiste a trouver un point x* € X} = {x eX, f(x)—e< f*} tel que pour un petit € >0
ona

=)< f"+e,
X est dit 'ensemble des solutions £-approximées.

Donnons d’abord I'idée clé de ces méthodes. Supposons que la fonction f est évaluée aux



points x;, X,, ..., X;. Nous appelons record d’ordre k la valeur suivante.

R =min {f(x,), f(22), -, f(x)}, (1.2)

et nous appelons point record d’ordre k tout point x;,7 =1,..., k vérifiant: f(x;)= R,

Définissons I’ensemble suivant :

E.={xeX,Ri—e< f(x)}, (1.3)
évidemment,
Ry —& <minf(x),
xX€Ey
alors :

nxlel)l(lf(x) = ngl_r}gkf(x), si X # E,.

Donc les points de E; ne peuvent pas améliorer les valeurs de la fonction objectif et ne re-
présentent pas d’'intérét dans la recherche du minimum global et par conséquent il peut étre
omis de 'ensemble faisable. On continue la recherche du minimum global seulement sur
I'ensemble X — E;.. En pratique si :

X CE, (1.4)

alors le probleme initial est résolu et le point record x; est considéré comme solution ap-

proximée (R, estle minimum global approximé de f), avec la garantie que x; € X.
Maintenant, si f est évaluée en un nouveau point x;,;, alors un autre record Ry, est ob-

tenu, et par conséquent un ensemble plus grand E;.,, peut étre omis. La suite réelle (R;) est

décroissante, par contre la suite d’ensembles { E.} est croissante au sens de 'inclusion, i.e.,
Rlc+1 <Ry, EC Ek+1-

Ainsi le probléme de minimisation est ramené a la construction d'une suite de points
X1, Xy, ..., X Vérifiant (1.4).

Parmiles méthodes de recouvrement, il existe celles qui utilisent des fonctions auxiliaires
minorantes de la fonction objectif (des fonctions sous-estimateurs). Lidée commune dans ce
type de méthodes est de construire une suite croissante de fonctions minorantes de la fonc-
tion objectif de facon que les minima globaux des éléments de cette suite convergents vers

un minimum global de la fonction objectif. Généralement, les fonctions rencontrées dans la



plupart des problémes pratiques, ont un taux de variation borné (hypothése moins restric-
tive que la dérivabilité), c’est pourquoi I’hypotheése selon laquelle la fonction objectif f est

lipschitzienne est tres commune en analyse numérique.

Définition 1.1 Une fonction [ : X — R est dite lipschitzienne sur X, s'il existe une constante

L>0 telle que
|Fx)—f)| <L|x—y|.Vx,yeX.

Il est bien connu que toutes les fonctions continument différentiable f avec des gradients

bornés sur X sont lipschitziennes sur X, ou

L:sup{”Vf(x)

{,xeX},

est une constante de Lipschitz (||.|| désigne la norme euclidienne).

Soit le probleme (P,) unidimensionnel suivant :

(PS){ min f(x),

x€la,b]

avec f est une fonction lipschitzienne de constante L définie sur in intervalle [a, b].

Ce probleme relativement simple (P,) est intéressant, car il répond a de nombreuses appli-
cations et aussi par ce que certains algorithmes de résolution du probléme (P,) peuvent étre
étendus au cas multidimensionnel. Les problémes (P) et (P,) ont été étudiés par plusieurs au-
teurs par exemple, Evtushenko [17], Piyavskii [46], Shubert [55], Timonov [59] , Pinter [44] et

une autre étude est celle de Hansen et Jaumard [26], etc...

1.2.1 LDalgorithme d’Evtushenko

L'algorithme d’Evtushenko fait partie de la classe des méthodes de recouvrements itéra-
tifs [17]. Dans le cas unidimensionnel, la variante de I'algorithme d’Evtushenko basée sur le

théoréme suivant :

Théoreme 1.1 Soit f unefonction lipschitzienne de constante L, définie sur unintervalle|a, b].
Supposons que f soit évaluée aux points x,, X, ..., X; de[a, b]. Posons

) . k e+ (x;)—=Ri
R, :mln{f(xl),f(xz),...,f(xk)}, Siona [a,b]C .UII(xl-, rix) avec ry = ——7—=* alors R, est le
i=

minimum global de f avec la précision € sur|a, b].



d’apres le théoreme 1.1, on peut couvrir 'intervalle [a, b] par des sous intervalles {I;},<;<x

N k
/U Re tels que [a, b] C Ul Puisque le plus petit des
i=

de centres {x;},<;,<; et de rayons r;; =
rayons r;; est £, on prend x; = a + £ qui est le centre de l'intervalle I, =[a,a + %] et de rayon
n; = 7, parce que a l'initialisation f(x,) = R,. Avec cette valeur de x;, on gagne du temps
et on est stir de ne pas avoir ignorer le minimum global au voisinage de ce point. En effet si

x*=argminf(x)€[a,a + 7] alors
x€la,b]

|£(a)— f(x9)| < Ld(x, x%) < L%

Pour le point x, qui estle centre de 'intervalle I, derayon ry, = m ,ondevait prendre

X, = X1 + I + I»p. Oll 15, est inconnu mais on sait que r,, > 7, on prend alors x, = x, + 1y, + 7.
En général, pour i > 1, la suite x;,; définie par:

2e + f(x;)— Ry
T .

Xit1 = X;

Ce choix nous permet de ne pas rater le minimum global de f, car les intervalles I; se

k
rencontrent. On arréte quand k vérifie [a, b] C .Ulli
1=

Algorithme 1 d’Evtushenko

1: Initialisation.

2 k=1, x=a+7%, x.=x, fo = f(x,).
3: Etape k=1,2,...

4: Poser xp 1 = x; +(f(xp)— f. +2¢)/ L.
5. if X3, > b —7 then

6: stop

7: else

8: déterminer f(x; )

9: end if

10: if f(x41) < f, then

1 fe=f(Xp), €t X, = X

12: end if

13: Poser,k=k+1etallerak




1.2.2 Meéthode de Piyavskii-Shubert

L'algorithme le mieux connu et le plus étudié pour I'optimisation unidimensionnelle lip-
schitzienne est de Piyavskii [45],[46]. Il a été indépendamment redécouvert par Shubert [55].
C’estun algorithme pour résoudre le probleme (P, ), a chaque itération elle consiste a construire
une fonction minorante F; de la fonction objectif f sur le domaine faisable [a, b] et évalue
f au point qui correspond au minimum de cette fonction minorante (point pic) [7]. L'algo-
rithme s’arréte quand la différence entre la hauteur de la fonction minorante et la valeur im-
posée ne dépasse pas ¢. Cette méthode nécessite la connaissance de la constante de Lipschitz
L.

La méthode de Piyavskii-Shubert minimise une fonction lipschitzienne f définie sur'in-

tervalle [a, b], c’est-a-dire :
|[f)=f)| < L|x—y|, ¥x,y €la,b]. (1.5)

Pour construire une fonction minorante de la fonction objectif f surl'intervalle[a, b] (voir

Fig.1.2), on pose y = # dans I'inégalité (1.5) on obtient la premiére fonction minorante
E(x)=f(x)—L |x —x,].

La fonction F (x) est minimisée sur [a, b], dans le but d’obtenir le plus petit pic (d’en bas)

au point x, (voir Fig.1.2) tel que
x, =argmin F([a, b]).
Maintenant a I’étape k, on prend
F(x)= j:I{’lz'c,l.ka{f(xj)—L |x—xj|},

et

X4 = argminF(x).
x€la,b]
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Fi(x:s4)

Xi_g Xisq X;

FIGURE 1.2 - Représentation des fonctions minorantes linéaires par morceaux.

Lemme 1.1 Soient f une fonction lipschitzienne sur|a, b] de constante de Lipschitz L et X le

point pic donné dans lUintervalle(a, b). Alors X € [a, b].

Preuve. Nous allons prouver que a < X < b. Lidée est de poser y = a et y = b dans

I'inégalité (1.5) pour obtenir les deux inégalités suivantes :

f(x) = f(a)—L|x—al, Vx€la,b]
f(x) = f(b)—L|x—bl|, Vx€la,b].

Alors on obtient la premiere fonction minorante
F(x)=max{f(a)—L|x—al,f(b)—L|x—bl}, Vx €[a, b].
et

X =argminF(x), Vx €[a, b],
[a,b]
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% fla)=f(b) a+Db

2L 2
_ _[)—fa) Lb-a) —_ fb)—fla) Lb-a)
2L 2L 2L 2L
L(b—a)—(f(b)—f(a))+a__L(b—a)—(f(b)—f(a))+b
2L 2L
>0 >0
(1) (2)

Alors
(1)>a et (2)<b.

Ce qui acheve la preuve.
u

Enfin, on donne I'algorithme de Piyavskii, pour résoudre le probleme (P, ).

Algorithme 2 Piyavskii_Shubert

1: 1. Initialisation.

2 k=1, 0=, x,=x, ,=f(x), E=f,—3b-a)
3: E=f(x)—Llx—x.

4: 2.FEtape k=1,2,...

5. if f, — F, < ¢ then

6:  Stop.
7: else
8  Xpp =argminF(x).
x€la,b]
9: end if
10: if f(x1,,) < f, then
11: fe = (X)) Xe = X
12: end if
13: Poser F,(x)= j:$%€+l {f(xj)—L |x —X; |}

14: F,=minF.,([a, b]).

15: Aller a I'’Etape k.

Remarque 1.1 : Les algorithmes de résolution du probleme (P,) discutés jusqu’ici considerent

la constante de Lipschitz L comme connue a priori. Signalons que Strongin [56] propose un
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algorithme qui, au lieu d’utiliser L (qui est en général inconnue ou difficile a calculer), uti-
lise une estimation de L qui est un multiple de la plus grande valeur absolue des pentes des
droites joignant les points d'évaluation successifs. La convergence vers un minimum global
peut étre garantie lorsque cette estimation est une borne supérieure suffisamment grande pour
la constante de Lipschitz L (pour plus de détails, voir Strongin (1978), Hansen et al. (1989),
Hansen et Jaumard (1995 )). Aussi la strategie DIRECT [33] a porté certains remedes aux dif-
ficultés rencontrées dans la méthode de Piyavskii, pariculierement, DIRECT ne dépend pas de
la constante de Lipschitz, puisque les points oui la fonction est évaluée sont toujours les tiers
des sous-intervalles. Par contre l'algorithme de Piyavskii évalue [ au point qui correspond au

minimum de cette fonction minorant F.(x) = maxk {f(xj) —L |x —X; |} .
j=12,..,

1.2.3 Différentes extensions de la méthode de Piyavskii-Shubert

Des papiers et livres proposent plusieurs approches pour la résolution numérique du pro-
bleme (P,) et donnent une classification des problemes et de leurs méthodes de résolution.
Par exemple, le livre de Horst et Tuy [29] discute généralement les algorithmes déterministes.
L'algorithme de Piyavskii avec diverses extensions semble étre I'approche la plus souvent dis-
cutée pour le probleme (P,). Shubert [55], Basso [5][6], Schoen [51], Shen et Zhu [54] et Horst et
Tuy [28] proposent une autre formulation de I'algorithme de Piyavskii. Des extensions mul-
tidimensionelle ont été élaborées par Danilin et Piyavskii [14], Mayne et Polak [40], Mladi-
neo [64] et Meewella et Mayne [41]. Evtushenko [16], Galperin [19] et Hansen, Jaumard et Lu
[25][26] proposent d’autres algorithmes pour ce type de problemes ou leurs extension au cas
multidimensionel. Hansen et Jaumard [27] résument et discutent les algorithmes proposés et

les présentent dans un language informatique.

1.2.4 Laméthode de Brent

L'algorithme proposé par Brent [9][34] est une modification de I'algorithme de Piyavskii.
Elle s’applique aux fonctions d'une seule variable et deux fois continiment différentiables
dont la dérivée seconde est bornée. L'idée consiste a construire une suite croissante de fonc-

tions (¢;)1<;<x paraboliques par morceaux sur l'intervalle [a, b], en se basant sur le résultat
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suivant :

Théoreme 1.2 Soit f une fonction a une seule variable deux fois continiiment dérivable telle
que
|f"(x)| <M, Vxela,bl.

AlorsY x,, x, €[a, b] vérifiant x, < x,, la parabole p(x) définie par :

(
¢"(x)=M, Vx€la,b]

\ 0(x)=f(x)

9(x) = f(x2).

\

est un sous estimateur de [ sur[x;, x,).

Preuve.

Posons g(x) = ¢(x)— f(x) pour x € [a, b], alors g”(x) = ¢”(x)— f"(x) =M — f"(x) >0,
donc g estconvexeetona: g(x;)=g(x,)=0,d otiforcémentonag(x)<0,Vx €[x, x,], dou
P(x)< f(x), Vx e[x, x,]. m

Comme conséquence de la théoreme 1.2, si f est évaluée aux points a = x; < x; < X, <
... < X = b de [a, b], on peut construire une fonction parabolique par morceaux sur [a, b].
En effet, a partir de chaque couple (x;, x;,;) de points successifs, on construit une parabole
notée Pl xj] définie sur l'intervalle [xj, x]-+1] et ceci pour j =0,..., k —1. Ensuite on définit la

fonction F, par:

E(x) : J[a,b]>R

X — SO[xj,x,H](x) six €[x;, x41],
F, est une fonction parabolique par morceausx, elle sera notée par :
Fk(x) = [So[a,xl]’ Plxy, %] = (P[xk,l,xk]]-

Une parabole ¢(x), vérifiant ¢” = M et passant parles deux points (x;, f(x;)) et (x;,y, f(x;41))

avec Xx; # X;,1, est définie comme suit :

M
go(x):7x2+ax+/3,

14



Fxj)—f(xj41)

Xj—=Xj+1

Elle possede le minimiseur global suivant :

M
avec o = —S(xj+xj)etf=

X; f(xj1)—xj1 f(x;

Xj—=Xj+1

) M
+?x]'x]‘+1.

_—a F(xj0)— fx)) +

Xn=—=
UM M(x—x)

x]'+xj+1
> .

Algorithme 3 Brent

1:

2:

3:

10:

11:

12:

13:

14:

Initialisation.

k=1, x, =40+ 42« —argmin{f(a), f(x),f(b)}, f. = f(x.).

F = 0upn(x1), F=[Vaxy bl
Etape k=1,2,...
if f,—F, <¢ then

Stop.
: else
X1 =argmin F([a, b))
: end if
if f(x141) < f; then

fs = f(xk+1)’ Xe = Xk+1

end if

Poser Fk+1(x) = [So[a,xl]’ Plxy, ] o+ So[xk,b]] et F, = min Fk+1([ar b])

k =k +1 et aller al'Etape k
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1.2.5 Méthode Branch and Bound

La méthode Branch and Bound (B&B) est une approche d’optimisation globale. Cette mé-
thode basée surla subdivision du domaine faisable en plusieurs sous ensembles. Pour chaque
sous ensemble on construit par exemple une borne supérieure et une borne inférieure pourla
fonction objectif afin d’éliminer les parties ne contenant pas 'optimum global et de travailler
sur le reste des parties. Noter que cette méthode assez générale pour la résolution des pro-
blemes d’optimisation non convexes, et plus particulierement des problemes d’optimisation

combinatoire.

Principe de la méthode

Soit le probleme d’optimisation globale suivant.

min f(x). (1.6)

xeX

Lalgorithme (B&B) consiste en la subdivision de I’ensemble faisable X en petites régions
X, oulaborne supérieure et inférieure de la fonction objectif sont calculées. Selon ces bornes,
chaque région est explorée ou éliminée pour construire ’arbre de Branch and Bound c.-a-d.
consiste a engendrer des suites {U B} et { L B;} des bornes supérieures et inférieures respec-
tivement de la valeur minimale de la fonction objectif de (1.6). La solution globale est obte-
nue une fois que la courante meilleure borne supérieure est proche de la courante meilleure
borne inférieure compte obtenu d’'une tolérance spécifiée ¢. Soit une région X, est subdivisée

en sous régions X;;. Les bornes supérieures et inférieures a 'itération k sur I'’ensemble X :

UBk = mln(UBkl)

LB]C = mln(LBk,)

Le principe est le meilleur d’abord. Tout sous ensemble sur lequel la borne inférieure dé-

passe U B, sera évidemment éliminé.
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Algorithme 4 Branch-and-Bound

1: 1. Initialisation
2: k=0, choisissez un ensemble X, suffisamment grand tel que : X C X
3: Poser: I =X,.
4: Déterminer : U, = (X,) borne supérieure.
5: Déterminer : L, = a(X,) borne inférieure.
6: 2. Etape
7: while U.— L, > ¢ do
8:  Supprimer tous les X; de I} tels que a(X;)> U;.
9:  Choisissez et subdiviser un élément X; de I, avec a(X;)= Ly.
10:  Soit N, la subdivision de X;, poser I}, = (I} \X;)U N,.
11:  Poser: U, = XIilger/j(Xi) et Ly, = Xrggla(Xi).
12:  Poser k=k+1.
13: end while

14: Considérer U, comme |'estimation du minimum global de f sur X.

17



CHAPITRE
Méthodes d’optimisation globale

déterministes holdériennes dans R

2.1 Introduction

Considérons le probleme d’optimisation globale unidimensionnel sans contraintes sui-

vant, c’est-a-dire trouver au moins un point x* € [a, b] et la valeur f* telle que

f*=f(x*)=min f(x)
(P) 2.1

X €la,b],

oua,b eR et f la fonction objectif multi-extrémale unidimensionnel supposée continue et
peut étre non différentiable sur l'intervalle [a, b]. En fait, nous ne chercherons pas la solu-
tion exacte x* de ce probleme, nous voulons juste avoir sa valeur approximative x,,,. Pour
y parvenir, nous développerons un algorithme d’optimisation globale adapté aux fonctions
holdériennes, qui donnera une approximation de x* telle que | f(xope)—f (x*)| < & ol € une
précision requise a priori.

Le processus de recherche de I'extrémum global d'une fonction non convexe, non diffé-
rentiable et multi-extrémale est souvent nécessaire en optimisation globale. Ce dernier est
devenu 'un des domaines de recherche les plus actifs ces dernieres années. Lirrégularité
locale, par exemple, la non-différentiabilité, et I'occurrence d’'un grand nombre de minima
locaux et globaux de la fonction objectif dans le domaine réalisable sont quelques-uns des
problemes qui rendent |'optimisation globale de certaines classes de fonctions unidimen-

sionnelles non convexes complexes a traiter. Ici, nous abordons le probleme de trouver le
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minimiseur global d'une fonction f satisfaisant la condition de Holder.

2.2 Lacondition de Holder

Pour tout nombre réel a €]0, 1], on dit que f est une fonction continue héldérienne d’ex-
posant a et de constante positif 4 dans 'ensemble X = [a, b], (ou f est (a, h)-holdérienne

continue), lorsque f satisfait :

. :suplf(x)—f(y)|

a
x,y€la,b] |x —y|
x#y

<400,

de maniere équivalente, lorsqu’il existe h >0 et 0 < a < 1, tels que

Vx,y €la, b, |f(x)—f(y)| < h|x—y|". 2.2)

On appelle & la constante de Holder, si @ = 1 alors h est dite constante de Lipschitz et f
fonction lipschitzienne.

Silafonction objectif f est(a, h)-holdérienne sur[a, b]alors f estaussi(h’, @’)-holdérienne
telle que h’ > h, ou @’ < a. Notons que les fonctions holdériennes telles que a est suffisam-
ment petit sont beaucoup plus irrégulieres que celles ou a est suffisamment grand. Linter-
prétation géométrique de (2.2) est la suivante : soit ¢ un point quelconque de [a, b] et posons

y =c dans (2.2). Alors Yx €[a, b]

x € [a,c]: fle)+h(x—c)* < f(x)< f(c)—h(x—c)*
x € [c,b]: fle)=h(x—c)* < f(x)< f(c)+h(x—c)".

Ces deux inégalités définissent deux cones paraboliques (au lieu linéaires dans le cas a =
1) dont le cone peut étre translaté le long du graphe de f de telle sorte que le graphe reste
toujours entierement contenue dans le cone parabolique [18]. La minimisation globale uni-
dimensionnelle des fonctions h6ldériennes sur un intervalle fermé et borné de R apparait
dans une variété de situations réelles, par exemple en recherche opérationnelle, le probleme
de la localisation des points de production dans le cadre d'une politique de prix de livraison
unique, voir Hanjoul et al.[24] et problémes d’optimisation d’horizon infini, voir Kiatsupaibul

et al. [35], ou les auteurs ont donné une transformation qui réduit le probleme de 'horizon
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infini en un probléme d’optimisation global unidimensionnel équivalent, ol1 la fonction ob-

jectif est holdérienne sur un intervalle de R.

2.3 Propriétés des fonctions holdériennes

Proposition 2.1 Ondit que la fonction vectorielle f =(f, f5, ..., f,,) est(a, h)-holdérienne conti-
nue sur X si et seulement si les composantes f, f>, ..., f,, sont(a, h;)-héldériennes continues sur
X,etpouri=1,...,nona

h; <h<+nmaxh,;. (2.3)

i€{1,2,..,n}

Preuve. Pour 1 <i < n, f; sont des fonctions (a, h;)-h6ldériennes continues sur X

)= )| < ||F@)—r)||.¥xyeX,
& 2 4 2a
lF0—-r)| = \IZIE(x)—fi(y)l s\thf{x—yl
i=1 i=1
< \/ﬁr{r}ax}hi|x—ya, Vx,yeX,
1€41,..,,n
on obtient )
-] ¢ 1= 0
=" = [y
X (2.4)
E . ie(l,.n}

\
de la seconde inégalité de (2.4) on déduit que

h <+vn max h;.

i€{l,.,n}

D’autre part, du premiere inégalité de (2.4) on déduit que

|fl-(x)—fi£y)l <
x|
d’ ou
h; < h.
[ |
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Proposition 2.2 Supposons que X soit borné. Pour toutexposant 5 < a, si f est(a, h)-hdldérienne
continue sur X, alors f est(f, h')-holdérienne continue sur X, et 6 le diametre de X,
0=diamX = sup |x—y|,
x,y€X
on a alors

W <6"Ph.
Preuve. Pour x,y € X,ona
|f(x)—f(y)| < h|x—y|a:h|x—y|a7ﬂ |x—y|ﬂ <he*P |x—y|ﬂ,

etcomme a €]0,1]on a

hW<6"Fh,
donc f est(f, h’)-holdérienne continue sur X. m

Remarque 2.1 [18] La réciproque de la proposition 2.2 est fausse en général.

Proposition 2.3 Si f est une fonction (a, h)-holdérienne continue sur X, alors f est uniformé-

ment continue sur X.
Preuve. On a f est une fonction (a, h)-héldérienne continue sur X c.-a-d.:
|fx)—f)| < h|x—y|* Vx,yeX,

pour £ > 0 si |x—y| est plus petit que 5=(%)5, alors |f(x)—f(y)| <ée m

La réciproque de la proposition 2.3 est fausse en général, voir I'’exemple suivant.

Exemple 2.1 Soit

0, si x=0.

[ nlest pas holdérienne continue, avec n'importe quel exposant. Supposons, au contraire que

f est(a, h)-holderienne continue. Pour x,y € ]0, %] alors la condition (2.2) est satisfaite en

1]
Or_)
2

particulier, pour x =0, i,e.
|f(x)| <hx“Vxe
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c.a.d

<hVxe

]
0,=1.
2

Absurde, puisque le membre de gauche diverge si x — 0.

xa |10g(x)|

La fonction f est uniformément continue, car sa dérivée

fx)= vxelos] ro=o

_xlogz(x)’

est continue sur|[0,1].

Proposition 2.4 [18] Soit f une fonction définie dans un ensemble ouvert Q0 C R”, si f est
(a, h)-héldérienne continue dans tout ensemble fermé contenu dans ). Alors f n'est pas néces-

sairement (o, h)-holdérienne continue dans €.

Proposition 2.5 Si f est une fonction (a, h)-holdérienne continue et g est(a, h’)-héldérienne

continue sur X, alors f + g est(a, h”)-holdérienne continue sur X, et
h"<h+h. (2.5)

Preuve. Soient x, y € X,

IA

|f(x)=f ()| +|g(x)—g ()|
h |x—y\a+h’|x—y\a

|(f +&)x)—(f +8))|

IA

= (h+h)|x—y|"
|

Proposition 2.6 Si les fonctions scalaires f et g sont bornées telles que f est(a, h)-hdldérienne
continue et g est(a, h’)-héldérienne continue sur X, alors f g est(a, h”)-héldérienne continue,
et

h' < hsgp |+ h’SI)l(p |7]- (2.6)
Preuve. Soient x,y € X,ona
Ife(x)—feWy)| = |f(x)gx)—F()g(x)+ f(y)g(x)—f(1)g(y)]
|g(X)||Fx)=F)| + | £ )| |g(x)—g(»)|
< hsuplg||x—y|"+h'sup|f|[x—y[".

IA

A
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Proposition 2.7 Si les fonctions scalaires fi, f>, ..., fi, k> 1, sont bornés et (f3, h;)-héldériennes

continues, alors leur produit est (8, h)-héldériennes continue, et

C = maxsup |f,| ,
i€{1,2,..,k}
etona
h<kC*! max h. 2.7)
i€{1,2,.,k} '

Preuve. De (2.6) nous avons

h" < C(h, +h,) < 2Cmaxh,

1,2

et donc 'assertion (2.7) suit facilement par induction. m

Proposition 2.8 Si g une fonction (a, h)-holdérienne continue sur X et telle que inf | g| >0 sur

X, alors la fonction é est aussi(a, h')-holdérienne continue sur X, et

h
<— .
(inf|g )2

/

(2.8)

Preuve. Pour x,y € X,ona

‘

:' 1 l'z’g(x)—g(y)‘< h

£ 50| | g0 | = Gntlg <

1 1
‘g(x)—g(J/)
]

Proposition 2.9 Soit f,g deux fonctions bornées et inf |g| > 0. Si f est(a, h)-héldérienne
continueet g est(a, h’)-holdérienne continue sur X, alors f /g est(a, h”)-holdérienne continue

sur X et
< hsup|g|+h’sup|f]|

h” 2.
- inf|g|? 2.9)

Preuve. L'assertion (2.9) découle de la proposition 2.6 et la proposition 2.8 avec g est rempla-

céeparl/g. m

Proposition 2.10 Si les fonctions vectorielles f = (fi,..., [»), 8 = (&1,.--» &) sont bornés, telles
que f est(a, h)-holdérienne continue sur X et g est(a, h’)-héldérienne continue sur X, alors

leur produit scalaire f x g est(a, h”)-holdérienne continue sur X, et

h” < n(hsup|g|+ h'sup|f]). (2.10)
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Preuve. D’apresla proposition 2.6, pour tout i € {1,..., n},lafonction f;g; est(a, h;")-h6ldérienne
continue sur X, et donc par la proposition 2.5, la fonction f,g, +...+ f,8, = f x g est(a, h”)-

hoéldérienne continue. De plus, par (2.5) puis par (2.6) appliqué a f; g;,
W'=> <> (hsuplgi|+h{suplf).
i=1 i=1
A partir de la premiere inégalité de (2.3) et |f;| <|f], |g:| < |g| on obtient (2.10). m

Proposition 2.11 Si g une fonction vectorielle (B, h')-héldérienne continue sur X et f est
(a, h)-holdérienne continue sur Y = g(X), alors la composition f o g est(af, h”)-holdérienne
continue sur X, et

h” < h(h')". (2.11)

Preuve. Pour x, y € X, nous avons

|fog(x)—fog(y)| < hlg(x)—gy)* < h(h)|x—y|*.

2.4 Méthodes d’optimisation globale holdériennes unidimen-
sionnelles.

L'idée principale dans la plupart des approches d’optimisation globale déterministe, lors
de la minimisation d’'une fonction non convexe f est de construire une fonction borne in-
férieure U a partir d’'une fonction objectif f sur un domaine faisable. Les bornes inférieures
sont généralement obtenues pour relaxer le probleme non convexe d’origine de sorte que
le probleme relaxé soit convexe. Ces derniéres années, le concept de fonctions borne infé-
rieure affines par morceaux a été introduit pour développer des algorithmes d’optimisation
globale [62]. Rappelons qu’'une fonction borne inférieure d'une fonction f définie sur l'inter-

valle [a, b], est une fonction U :[a, b] — R, telle que

U(x)< f(x), pourtoutx€la,b],
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avecla possibilité que f n’atteigne U en aucun pointdel'intervalle[a, b]. Bien qu’il semble
trés difficile d’obtenir une telle fonction U pour une fonction donnée, nous donnerons quelques
procédures pour construire U pour une classe de fonction de Holder sur l'intervalle [a, b]. La
procédure reste valable pour les fonctions de Holder définies sur des rectangles de R”. On

observe qu’a partir de la condition de Hoélder (2.2), si un point y €[a, b] est fixé, alors on a
Ux)=f(y)—h|x—y|" < f(x), Vxela,b],

c’est-a-dire que U est une fonction borne inférieure pour f sur [a, b].

La méthode d’optimisation globale déterministe unidimensionnelle que nous allons uti-
liser pour résoudre le probleme (2.1) avec la condition (2.2), est celle de Piyavskii [45] et in-
dépendamment de Shubert [55], qui est la plus connue et la plus discutée dans la littéra-
ture parmi les méthodes de recouvrement [29][30][44][60]. Elle s’applique aux fonctions de
Lipschitz sur un intervalle fermé et borné de R dont la constante de Lipschitz est connue
[26][45][55]. Une fois la fonction U est construite, une suite de points, x;, X,, ..., X; de [a, b],
convergeant vers le minimiseur global de f sur [a, b], est générée en construisant une suite
croissante de fonctions minorantes par morceaux de la fonction objectif f. En effet, a 'initia-
lisation x, est choisi arbitrairement dans 'intervalle [a, b]. On définit U;(x), 'approximation

convexe par morceaux par :
Ui (x)=f(x))—hlx—x|" < f(x), Vx€la,b].

La fonction U (x) est représentée par deux courbes paraboliques. Le point suivant x, est
choisi tel que x, = argmin U, ([a, b]). En continuant ainsi, ayant choisi x;, nous définissons

les fonctions borne inférieure convexe par morceaux de f(x) sur[a, b] par

Uy (x)= Izrllan {f(xi)_ hlx— xi|a},
et choisissez x; pour que x; = argmin U,._, ([a, b]). Le critere d’arrét pour cet algorithme est
quand on a f (xapt) -U (xopt) < &, ol Xx,,, est le minimiseur global optimal de la fonction
borne inférieure par morceaux U de la fonction objectif f sur [a, b] et ¢ est la précision re-
quise. Il est facile de montrer que dans ces conditions tout point d’accumulation de la suite

(x;) résout le probleme (2.1), (2.2). La restriction de la borne inférieure U, sur chaque sous-

intervalle [x;_,, x;], i =2,...,k delintervalle [a, b], peut étre donné comme

U, (x)= miaX{Pi—1 (x), pi (x)},
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piy (x)= f(x;)—h(x—x,,)" et p;(x)=f(x;)—h(x;—x)".

La fonction U;(x) est convexe et non différentiable et sa valeur minimale globale peut étre
calculée en déterminant le point d’'intersection des deux courbes paraboliques p;_; et p; (voir
Fig.2.1 ). Puis a chaque itération on doit résoudre sur [a, b], une équation algébrique non-
linéaire :

pi—1 (x)—p; (x)=0. (2.12)
Généralement, il est difficile de trouver la solution explicite de 'équation (2.12), en particulier
dans le cas ou le parametre a est suffisamment petit ou n’est pas donné comme « = 1/,
B € N*, B # 1. On peut méme dire que I'équation (2.12) présente la méme difficulté qu'un
probleme d’optimisation locale [39].

L'étude de la maximisation globale des fonctions de Hélder d'une et de plusieurs va-
riables respectivement, sur un intervalle de R et un rectangle de R" a été donnée pour la
premiere fois par Gourdin et al.[21]. Les auteurs étendent 'algorithme initialement cong¢u
par Piyavskii et Shubert aux cas unidimensionnel et multidimensionnel. La technique utili-
sée dans [21], dans le cas d'une seule variable, est basée sur la résolution a chaque itération
de I'algorithme, I’équation non linéaire (2.12) dans le cas ot @ =1/ et 3 sont les entiers 2,3
et 4 et h est donné, car il est facile d’obtenir |'’expression analytique du point d’intersection

de p;_,(x) et p;(x) sur [x;_;, x;] . On note G PA I'algorithme donné par ces derniers auteurs.

2.4.1 Expressions explicites du point d’intersection des courbes parabo-
liques

Dans cette sous section, l'algorithme G PA nécessite la détermination de I'unique point

d’intersection de deux courbes paraboliques sur un intervalle [ x;_;, x;] définies par

y=f(xim)=h(x—x4)" y=f(x)—h(x;—x)".
pi—1(x) et p;(x)

X Xi_g. X < X;.
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D’apres la définition des courbes paraboliques p;_;(x) et p;(x) sur [x;_;, x;] et si on pose a =
1/B, alors
B B .
(fxri)=y) = hP(x—x), Siy<flxiy)
(Fx)—y) = nP(x—x), Siy<f(x)

donc le point d’intersection de p;_, et p; vérifie :

r
(For)—y) = hP (x—x,)

| (f(xi)_J/)ﬁ:hﬁ(xi—x) (2.13)

pour y <min{f(x;,), f(x))}.

(i Hf(x:)

Posons u = f*T’ —y,0= f(xH;—f(xi)

. Le systeme (2.13) devient :

(w+0) =hP(x—x)

u=lol.

On additionnant les deux équations de (2.14), on obtient
w+0) +u—0) =hP(x;—x;y). (2.15)

En utilisant la formule de bin6me de Newton, I’équation (2.15) peut s’écrire comme suit :

Z Wrok s Z P E1) o = P (= xi),
d’ou
Z EP 1+ ()Mot = P (g — xy).

Comme 1+(—1)*=2 pour k=2i et 1+(—1)*=0pour k=2i+1,0na:

Ent(B/2)

2> CHuP ot = hP (x;—x;0),
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Ent(.) désigne la partie entiere d'un nombre réel.

En substituant u et o par leurs expressions, on obtient

2i
> 5 ) =hP(x;—x;_,). (2.16)

De la méme facgon, les deux équations de (2.14), on tire :
B
D P A—(—1))o* = hP(2x — x;— x,-0).
k=0

Comme 1+—(—1)¥ =2 pour k=2i+1 et 1+(—1)* =0 pour k =2i,0na:

Ent(f—1/2)
22 ng-&—l‘uﬁ—Zz—lo.ZHl — hﬁ(Zx — X, — X;).
i=0

En substituant u et o par leurs expressions, on obtient

En (ﬁE 1/2)( f( — ) f(x ) —zl— f(x, ) f(x ) +
2i+1 Xi i i i
=0

(2.17)

hbB
=5 2x—x;—x;_4).

Alorsle point d’intersection des courbes P,_; et P; vérifie les deux équations (2.16) et (2.17).

Lemme 2.1 Soit u la solution unique de l'équation :

Ent(B/2)
Z C;i‘u/ﬁ—ZiO.Zi _ hﬁ(

=0

%) telle que u=|o|.

Alors les coordonnées x;,y; de l'unique point intersection de P,_, et P, sont données analy-

tiquement par :
Ent(p-1/2) . '
X; = xi+2Xi—1 + hiﬂ Z C§l+l‘uﬁ—21—10.21+1
=0 (2.18)
_ [l fxia)
Vi=T

Les résultats suivants, donnent les expressions explicites [21], du point d'intersection (x;,y;)

des courbes p;_; (x) et p; (x), pour certains cas de 8 € N. (voir Fig.2.1)
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Proposition 2.12 Supposons que la fonction f est héldérienne de constante h et d’exposant

a=1/p avec B =2, alors le point (X;,y;) est donné par :

x; = St 4 LBl o2 (= 3 = (P o) — ()P

y; = Lt 4 4 /aR20 = xi) — (F (K — T (%)

Proposition 2.13 Pour 8 =3 le point (x;,y;) est donné par :

x; = 5o LERIB 3 A0 + 3 BP0 —5(f (x;1) — f (%))

_ SOe)+f(x) + A3 B3

Y. = 2 2

A=2R%x;— x;) + /(f(xi)— f(x;))8 +4R6(x; — x;, )2

B=2h%x;— x;_1)— v/ (f(x;21)— f(x;))8 +4h6(x; — x;_, )2.

Proposition 2.14 Pour 5 =4 le point (X,y) est donné par :

X; = ""%”i+(‘§1—‘Z)(\/M+8a4—202)\/\/M+804—302

g = L) | \/ VEE=S) g 342,

f(xim)—f(x)
—

g =
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.
' S
Xi1 X X

FIGURE 2.1 - Construction des fonctions minorantes paraboliques

Algorithme 5 GPA

1: Initialisation

2: k1, x, = %2 x, —x, fo=f(x,).

3: U, = fo—h(*3%), Uy(x)= f(x)—h|x— x|
4: while f,— U, > ¢ do

5. Xp,Xp,..., X; sontordonnée a=x; <x,<..<Xx=Db.

6:  Xppq =argmin Up(x)
x€la,b]

7. if f(xp) < f, then
8: Xe = Xi1 fe = f(xkﬂ)
9: endif

. . P o) — —_— . a —_— i
10:  Poser: U, = lgli;gl(f (x))—h|x—x;|") et U, XI;[I;E]UIHI(X)
11: k=k+1.

12: end while
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2.4.2 Technique de la sécante

Une autre idée a été utilisée par Lera et Sergeyev [36] (notée par SPA), en remplacant
le point d’intersection donnée par Gourdin et al.[21] par un point d’intersection y; de deux
interpolationslinéaires /;_, et /; liées respectivement des paraboles p;,_, et p; sur chaque sous-

intervalle [x,_;, x;] de [a, b] (voir Fig.2.2) .Ona:

L, = flxi)—h(xi—x )" x4+ h(x;—x_)" " xi

L = flx)+h(x—x) " x—h(x;—x)" " x.

Dans ce cas le point y; peut étre calculé méme si a est assez petit ou n’est pas écrit sous la
formea=1/8, f =2,3, et 4, par

_Xit X J(x)— f(xiy)

_ 2<i<k. 2.19
Y 2 2h(x; — x;_p )1 : 19

Ensuite, ils déterminent la valeur minimale m; comme borne inférieure constante de la

fonction objectif f sur[x;_;, x;] qui est donnée par

m; = min {]9,'_1(3’1‘)’ pi(yi)} :

Proposition 2.15 Considérons le sous-estimateur U;(x) et le nombre réel m; définie précé-

demment sur chaque intervalle[x;_,, x;]. Alors
m; < f(x), Vx €[x;_y, x;].

Preuve. On sait que U;(x) = max{ pi_i(x), p,-(x)} est un sous-estimateur de f sur l'intervalle
[xi—1, x;], donc,

I]l(x) S f(X), BAIS [xi—l’ xi]-

Puisque la fonction p;_;(x) est strictement décroissante sur [x;_; x;] et p;(x) est strictement

croissante sur [x;_, x;], il vient,
min {p;_(x), p;(x)} < min {Uy(x), x € [x;y, %]}, Vx €[22, ],
En particulier, pour x = y; ol y; est donné par (2.19) ona:

m; = min{pi—l(yi)r pi(yi)} < min{Ui(J’i)» Vi €lxi, xi]} <f(x),Vxe]x;_, xl.
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FIGURE 2.2 - Construction des interpolations linéaires liées aux paraboles sur un sous-

intervalle [ x;_,, x;]

Pi-1(x)

¥i

X
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Algorithme 6 SPA
1: Initialisation

2. k2, x,<—a, x, —Db.
3: Etape k : x;, X5, ..., X; sont ordonné tel que a = x; < x, <...< x; = b.

4: fori=2to k do

5. y, = xi+2xi—1 _ 21;1(();,-):)]:,-(?);1*)1
6: m;= min{f(xifl)_ h(y; — x;2)% f(x;)—h(x; — J’i)a}
7: end for

8: my=min{m;, 2<i<k}
9 Xy =Ys
10: if |x, — x,_,| > € then
X1 = Vs
122 ke—k+1
13:  aller al’Etape k
14: else
15: fopt:min{f(x,-):lsisk}
16:  Stop
17: end if

18: retourner f,,,

Remarque 2.1 Dans[36], les auteurs envisagent également certaines techniques sila constante

de Hélder h n'est pas connue a priori.

2.4.3 Méthode de Piyavskii modifiée M PA

Dans [47] et[50], les auteurs ont proposé de nouvelles extensions de 1’algorithme de Piyavs-
kii pour minimiser les fonctions de Hélder d'une et plusieurs variables. Ils n’ont pas besoin de
résoudre a chaque itération I'équation (2.12). Le principe est de construire une suite de fonc-
tions minorants affines par morceaux de f sur [a, b], similaire a la procédure précédente,
méme si 'exposant de Holder a appartient a ]0,1[\{1/f, B € N*}. L'idée principale repose

essentiellement sur un résultat démontré dans [47] pour des fonctions continues sur un com-
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pact C de R”. Une autre version de ce résultat a été donnée par R. ]J. Vanderbei dans [61] ou
I'on suppose cependant que C est convexe ce qui n’est pas nécessaire si C est compact. Mais
I'inconvénient de ce résultat est que la constante L, dans [47] ou [61], est généralement in-
connue. Nous donnons ci-dessous le résultat suivant pour le cas des fonctions héldériennes

ou L, est une constante explicitement donnée par rapporta i, a et €.

Théoreme 2.1 [61] Une fonction réelle définie sur un ensemble compact C deR est continue,

si et seulement si, pour chaque € > 0 il existe une constante L, > 0 telle que :
|f(x)—f(y)|£L€|x—y|+£, Vx,yeC. (2.20)

Théoreme 2.2 Soit f une fonction holdérienne réelle de constantes h > 0 et 0 < a < 1 définie

sur l'intervalle[a, b] C R, alors pour toute >0,o0na:

|f(x)—f(y)|£Lg|x—y|+8, Vx,y €la,b], (2.21)

avec

ae (h(l—a))l/“.

L. =
£ 1—a €

Preuve. D’apres I'inégalité (2.20) ona:

|F(x)=f(y)|—¢

Ve>0etVx,y€la,b], L, >
|x—y|

Donc on peut prendre :

L= sup hlx—y[ —e sup [F-f)—e

x,y€la,b] |x - y|  xyelab] |x - J/|

Posons, ’x — y| =t et considérons la fonction g(t) = % avec t > 0. Léquation g'(t)=0

admet une seule solution , =(77=)"/* et puisque g'(¢) <0 alors

L,=sup

ht"—e  ea (h(l—a))l/“
>0 r 1-a '

&

Maintenant, a partir de l'inégalité (2.21), on construit une suite croissante de fonctions
minorantes affines par morceaux de f(x) sur l'intervalle [a, b], au lieu paraboliques, définie

par

=1,..,
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Sur chaque sous-intervalle [x;_;, x;] de [a, b], la restriction L; (x) de L;(x) est une fonction
convexe et non différentiable, de pentes L, et —L, (voir Fig.2.3 ). Le minimum global de L; (x)
sur I'intervalle [x;_;, x;] est calculé a X; le point d’intersection de deux droites, qui se trouve

facilement en résolvant une équation linéaire simple, pour toute valeur de a €]0, 1].

fx)—Lo(x;—x)—€e=f(x;)— L(x —x;-1)—&.

Il est donné explicitement pour i =2, ..., k par

b= Sl )+ 5+ a)
L(t) = S+ )= (=) —e.

=L, ‘\\ k.
X /K f\\
p@ 5 Pl
Xi=1 x X

FIGURE 2.3 - Le sous-estimateur affine par morceaux de f(x) sur I'intervalle [x;_;, x;]
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Algorithme 7 M PA
1: Initialisation

20 ke1,x %2 x, —x, f. = f(x,).

L, —
3: Lopt:f;‘_f(b_a)_g» Ll(x)_f(xl)_Lelx_xll_s-
4: while f,—L, > ¢ do
5: Xy, X,..., X sontordonnée a=x, < x, <..< X, =b.

6:  Xpp =argmin L;(x)

x€la,b]
7. if f(xp1) < f. then
8: Xe = Xps1r Jo = f(Xp11)

9: endif

10:  Poser:L;,, = max (f(x;)—L.|x—x;|—¢), L, = min L (x)
1<i<k+1 x€la,b]

11: k=k+1.

12: end while

Convergence de I’algorithme de Piyavskii modifié MPA

Théoreme 2.3 La méthode de Piyavskii modifiée appliquée aux fonctions héldériennes converge
en un nombre fini d’itérations vers le minimum global avec une précision inférieure ou égale a

E.

Preuve. Désignons par f* le minimum global exact de f sur [a, b] et par f;,; le minimum

global du probleme (2.1) obtenu par la méthode de Piyavskii modifiée, montrons que :

ﬁ,pt—f*ﬁé‘.

Supposons que I'algorithme a atteint le minimum global f;,, avec une précision ¢ apres

k points d’évaluations x;, ..., ;. On a donc

fopr =min{f(x,), fo(x), ..., fi(x)},

et

— min L, (x)<e¢,
fopt xela,b] k( )
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avec

Puisque

alors

min Lk (x) < f* < .ﬁ)pt)
x€la,b]

et par conséquent

* .
Jope = F < fope _XIEIE’I}]]Lk(x) <e.

Remarque 2.2 Lexécution numérique de la modification de l'algorithme de Piyavskii basée
sur le résultat du théoreme 2.2 dépend essentiellement de la connaissance de la constante L,
[47]. Malgré l'avantage que fournit ce résultat pour les fonctions de Holder, le calcul explicite de
la constante L, en fonction de la précision € a chaque fois que les constantes h et a sont connues,
aussi, il a un inconvénient tel que si la précision ¢ est suffisamment petite, la constante L, est

suffisamment grande, alors la convergence de l'algorithme est siir, mais deviendra lente.

2.4.4 Meéthode utilisant des fonctions auxiliaires

Dans cette sous section nous présentons un algorithme pour la minimisation des fonc-
tions holdériennes. Il a été élaboré par A. Yahyaoui et al.[63]. L'idée consiste a introduire une
fonction auxiliaire O; a chaque sous interval [x;_;, x;] qui permet de donner une valeur ap-
proximative de la solution exacte de équation (2.12).

Soit x, = a, définissons
Uy(x) = f(x0) — I [x — xo|* = Gy(x),

un sous-estimateur de f sur[a, b].

La courbe G, a un sommet V;(u = b, H,) tel que

H, = f(xo)— I |b— x,|* = min Go(x).

x€la,b]
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Posons x; = argmin(Gy(x)) = b. A partir du point de coordonnées (x;, f(x;)), nous tragons
x€la,b]
la courbe du sous-estimateur :

Ui(x)=f(x)—hlx—x]"

Définissons :

Gi(x) = max(Uy(x), Go(x)),

et

X, =argmin(G,(x)).
x€la,b]

Le sommet V; est remplacé par un nouveau sommet V//(x,, G(x)), tel que x, donné par

I'intersection des courbes de G, et U,, c.-a-d. la solution de I'’équation suivante :
J(x0) = h(x — x0)* = f(x)— h(x; — x)*.

Comme on a dit auparavant, en général, il n'est pas facile d’avoir la valeur exacte de la
solution de I'équation ci-dessus. Pour cette raison, les auteurs dans [63] introduite une fonc-
tion auxiliaire O; qui permet de donner une point approché de x, que nous notons également
X,.(voir Fig.2.4)

Le point V//(x,, G,(x,)) est entre deux points voisins appartenant a la courbe de G;, 'un a
gauche du point V' notée L(x,, f(x,)) et 'autre a sa droite R(x;, f(x;)).

On désigne par :

my = min(f(x,), f(x))
M, =max(f(x), f(x1))

py = argmin(f(x,), f(x;))

0, =argmax(f(xo), f(x,)).
Selonla Fig.2.4, etdans ce cas, m, = f(x,), M, = f(x,), soit z; €[ Xy, x;], tel que G,(z,) = m,,

et z, #u,.Celadonne:

a

. m, — M,
Z1291+Slng(ul_ Ql)(T) . (222)
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1 six>0
sing(x)=
—1six<0

A partir du point L,(z;, m,;), on trace la courbe représentative de :

O,(x)= max(ml —hlx—z]|%, m—h |x—,u1|a) L (x) (2.23)

1,sixej
ou jl = [min(zl)‘ul)) maX(Zluul)] et lj](x) =

0, sinon.
La nouvelle fonction

G/(x)=Gy(x)1,¢j, + Oy (x).

La courbe de G| a un nouveau sommet, donné par la courbe de O,, définie par V" (u,, H,) tel

que (u; = Zl;xl» Hll =m;—hlu,—z|%).

Par conséquent, le sommet V; sera remplacé par V”. Le nouveau sommet de la courbe de
G/, maintenant désigné par V;, sera identifié par (u,, L, R, H;), avec H, = m,—h|u,—z ",
ou L,(z,,my) et Ri(x,, m;), sont respectivement, les voisins gauche et droit de V;.

Soit x, = argmin(G;(x)). Ici, x, = u,. Alors, ona:

Uy(x) = f(x)—hlx—x|"
G,(x) = max(Uy(x), G(x)).

Supposons que f est évaluée a x, xy, ..., X,, et notons :
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flx)

FIGURE 2.4 — Consstrucion des fonctions auxiliaires sur I'intervalle [a, b]

= min (f(xo), £(x1), -, £ (%))

La courbe G, a n sommets: V; < V; <... <V, de telle sorte que chacun d’eux soit identifié

par:

Le point qui lui est voisin a gauche L;(;, m;)

Le point qui lui est voisin a droite R;(r;, m;)
1 pouri =1,...,n. (2.22)

. .
son abscisse u; = 5+

son ordonnée H;, = m; — h|u; — r;|“

)

soient Xnt1 = argmln(G,/,(x)) =Upy Ynr1— f(xn+1)» Prny1 = min(wn’f(xrﬁl)) et

Un+1(x) = f(xn+1)_h|x_xn+1|a

Gun(x) = max(G,(x), Uy (x)).

Pour la courbe du sous-estimateur G,,;, V, n'est plus un sommet, mais deux nouveaux
sommets apparaissent de chaque coté de V, : notés V;(a gauche) et V; (a droite). Pour les
deux sommets V; et V4, il n'est pas évident de calculer leurs coordonnées. Chacun d’eux sera

remplacé, respectivement, par V/'et V; comme cela a été fait pour G, [63].
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Algorithme 8 Fonctions Auxiliaires
I: Xp=a, xlzb’ fopt:f(xl)r Hopt:f(xo)_hlb_a|a’ k=1.

2: while f,,,—H,,, >¢do

3: for i=1tok do

4: X, X1, .., X sontordonné telque a=x, < x; <...<x.=b
5: m; = min(f(x;_1), f(x;)), y; =argmin(f (x;_,), f(x;))

6: M; =max(f(x; 1), f(x;)), 0; = argmax(f (x;1), f(x;))

7 Zi:Qi+5i”g(Hi_Qi)(rm+M)a

8 Ofx)=max(m;—h|x—z|" m—h|x—p|")1}, out ji =[min(z; u;), max(z;, u;)]
9: u; = argmin O;(x).
10: Hi:ml‘_h|‘ui—ui|a

11: end for
122 H,yp,, =min{H;,1<i <k}, Xpiq = Upp,

13:if f(x41) <[5, then

14: Xopt = Xk+1» ﬁ)pt = f(Xe41)
15:  end if
16: k=k+1

17: end while

2.4.5 Théoreme de convergence

Théoreme 2.4 Soit f une fonction (h,a)-holdériénne définie sur lintervalle [a,b]. La suite

(H,,),en, définie ci-dessus, accroit au minimumde f .

Preuve. Notons par ¢ =min f(x) et ® = {x €la,b], f(x)= cp} , VYx €la,b], G,(x) < f(x)
x€la,b]
pour tout n € N. Cela implique que :

H, =minG,(x) <min f(x)= .
x€la,b] x€la,b]

Comme ¢,,,; =min (f(xo), - f(xn+1)) et m, =min(f(x,), m,_;), on déduit que

Hn+1 < 90n+1 < mMyi1,
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etcommeonax,., €[x; ,xz ]dou:

n+1’ n+l

IA

a
|Hn+1 - mn+1| <h |xL,L+1 _xn+l| <h

Hn+1 —Pnt1 | _(an+1 - an+1)

2

a a

h

1
E(XL,, - xR,,)

)

1
<h ‘Z_n(xLl_le)

qui tend vers a 0.

Comme (¢,,) est une suite bornée décroissante, elle converge. Supposons que ¢,, converge
vers U # ¢.Comme f([a, b]) est un compact, u € f([a, b]). Soit y, €[a, b], tel que ¢, = f(¥,)-
Comme [a, b] est un compact, la suite (y,) admet une sous-suite (y,, ) qui converge vers z

dans [a, b]. La continuité de f implique que f(z)=u.

RI=

Soit £ = u— . Puisque (y,,) converge vers z,3K,Vk > K,

Y — Z| < (ﬁ) .
La condition de Holder implique que :
Fon)=F@| <Ry —2[" <5,

CestadireVk>K :
€ e
One=Fn) = flR)= 5 =p—3,

d’autre part Vn > n; :

Gu(x)> G (%)= F(Yn )= R |x = Y | =@ = B |x =1, |

N 1
D’ol, Vx €[a, b] et Vn > n; tel que |x—ynk| <(£) ' ona

& &

£

Le nombre réel z € ]ynk —(%)l/a » Y T (ﬁ)l/a[, alors3j > k,
e
[, = Y| <G

Cela signifie que H,, = G, (y,,) > ¢. Ceci est absurde. Alors (y,, ) converge vers ¢. m

2.4.6 Fonctions borne inférieures tangentes par morceaux.

Ici, nous donnons d’autres procédures intéressantes pour surmonter certaines difficul-
tés présentées dans la section précédente, et accélérer la convergence de 1'algorithme pro-
posé vers le minimum global [10]. En effet, la premiere idée repose sur I'utilisation des ap-

proximations linéaires des fonctions paraboliques p,_; (x) et p; (x) sur chaque sous-intervalle
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[x,_;, x;] de [a, b] précédemment donné. Il est bien connu que toute fonction différentiable
en un point ¢; dans un intervalle ouvert |x;_;, x;[, elle peut étre approchée prés du point c;
par une fonction affine (polynome de Taylor de degré 1). C’est ’approximation polynomiale
de degré 1 au voisinage d'un point et la meilleure fonction affine qui approche le graphe
d’'une fonction convexe f en tout point est la tangente. Comme les deux fonctions p,_; (x)
et p; (x) sont convexes et différentiables sur I'intervalle ]x;_;, x;[, alors chacune des fonctions
sera approchée par une fonction affine sur l'intervalle ]x;_;, x;[ . Soit ¢; un point quelconque
de[x;_,, x;], les deux fonctions affines que nous allons utiliser sont les tangentes aux graphes
des fonctions p;_; (x) (resp. p;(x)) au méme point c;. Lutilisation des tangentes nous mon-
trera 1'efficacité, bien str, avec un bon choix de c;. Soit ¢; = x’%ﬂ’ le milieu de I'intervalle
[x;_1, x;], les deux fonctions tangentes de p,_; (x) et p; (x) au méme point milieu c¢; seront no-

tés respectivement :

/

T.(x) = p,_,(c)(x—c))+pia(c)
T(x) = p;(c)(x—c)+pilc),

xll

ol pl./_1 et pl./ désignent les fonctions dérivées (voir Fig.2.5 ). Soit m; = , en utilisant les

expressions de p,_, (x) et p;(x) pour x €[x,_;, X;], on obtient :

Tia(x)=—ham{~'x+ hm{(F—1)+ f(x
(2.23)

Ti(x)=ham{™ x —hm{ (3 +1)+ f(x;)

Proposition 2.16 Soit T;_,(x) et T;(x) soit les deux fonctions données par (2.23). Définissons

une fonction g; comme suit :

gi(x)=max{T;_,(x), T;(x)}, i=1...,n.

Alors gi(x) < f(x) pour x € [x;_,, x;] et 'unique minimum global de g;(x)est donné au point
z;, qui est donné par :
. lia—1
Z;=argming;(x)=c¢;, + —, 2.24
= argmb gi(x)=¢ 2hame] (2.24)

o t;_y = f(x;_y)ett; = f(x;).
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Preuve. Comme les fonctions p;_; (x) et p; (x) sont convexes sur I'intervalle [x;_,, x;], les tan-
gentes Tl-_l(x) et T;(x) sont respectivement sous les paraboles p;_; (x) et p; (x), i.e.,

T (x)<pima(x) < f(x) et Ti(x) < p;i(x) < f(x) Vx €[ x;y, x;]. Alors

x)< f(x)
Comme g; est une fonction unimodale, alors 'unique minimum global de g; est atteint
au point z; tel que
Ti1(z)) = Ti(z).

Lexpression (2.24) se déduit facilement de la derniere équation. m

Proposition 2.17 Soit f une fonction de Hélder a une seule variable de constante h et d’expo-
sant a < ldéfinie sur lintervalle[a, b]. Soit la valeur T; = min {p,-_l (z:), pi (zi)} comme borne

inférieure constante de f sur[x;_;, x;] C [a, b]. Alors nous avons :

o — 1 —t
T, = min —h(m; + == t,—h(m; + ———=2)% ¢,
{ ( 2hamf“1) i~ him; Zhamf“l)
et
T; < f(x),Vx e[x;_y, x;]. (2.25)

Preuve. La valeur T; est donnée en remplacant la variable x dans les deux fonctions

pi—1(x), et p;(x) par!l’expression (2.24). Comme nous avons définila fonction U;(x) = max { pii(x

etnous avons T;_,(x) < p;_; (x) et T;(x) < p; (x),
8i(x) < Ui(x),Vx €[x;y, x;].

De plus, la tangente T;_,(x) est strictement décroissante et T;(x) est strictement croissante
sur l'intervalle [x;_,, x;]. La fonction borne inférieure linéaire par morceaux g;(x) de la fonc-
tion objectif f sur [x;_;, x;] atteint 'une des fonctions p;_; (x) ou p;(x) au milieu c¢; de I'in-
tervalle [x;_;, x;], i.e., g;(¢;) = p;_i(c;) ou gi(c;) = p;(c;). Puisque nous avons U;(x) < f(x
Vx€lx,_,, x;[, alors

mln{pl 1(x), pi( x)} <[I,nlm,]U(x) Vxelx_y,x;].

En particulier, pour x = z; il s’ensuit alors :

T mln{pl (Z ) pl } f ‘v’x E]xi—l’xi[-
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FIGURE 2.5 - Les fonctions minorantes tangentes par morceaux de f

Remarque 2.3 On observe que dans la majorité des cas, la constante m; est inférieure a T;.
Notons T PA la version étendue de l'algorithme de Piyavskii’s qui n'utilise que les constantes
T;. Lalgorithme et la convergence vers la solution optimale du probleme (2.1),(2.2) sont don-
nés ci-dessous et les tests numériques montrent que la technique utilisant les tangentes donne
généralement des résultats satisfaisants par rapport aux algorithmes SPA et GPA

(voir Tab.4.4 ).

L'algorithme de T PA est décrit comme suit :

45



Algorithme 9 TPA
1: Initialisation

2. D=[a,bl,k—2,x,—a,x,—Db
3: Etape k : x;, X5, ..., X; sont ordonné tel que a = x; < x, <...< x; = b.

4: fori=2to k do

L1t

2ham®!

5: Z;=C; +
6: T;=min{t; ; —h(z;—x;1)* t; — h(x; — z;)°}

7 out;=f(x;),j=1..k

8: end for
9:
T,=min{T;,2<i <k}. (2.26)
10: X, =2,
11: if |xu — xu_1| > ¢ then
12:
X1 = 2 (2.27)

130 k—k+1

14:  aller al’Etape k

15: else

16:  f,,r=min{f(x;):1<i<k}
17:  Stop

18: end if

19: retourner f,,;

Résultat de convergence de I'algorithme 7 PA

Théoreme 2.5 [10] Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle fermé [a, b), telle qu'il
existe une constante h > 0 et 0 < a < 1 qui vérifie pour tout x,y €[a, b] la condition (2.2). Soit

x* un minimiseur global de f(x). Alors la suite(x, )=, générée par l'algorithme T PA converge
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vers x*, c’'est a dire,

lim f(x,)=f(x*)= min_ f(x).

k—+00 x€la,b]
Preuve. Soit x;, X,, X3,... 1a suite définie et satisfait (2.24),(2.26),(2.27). Si I'on considére que
X, # X,y pour tout m # m’. Lensemble qui contient les éléments de la suite (x; ), est alors
infini et a donc au moins un point limite dans [a, b]. Soit z un point limite quelconque de
(x.)k>1 tel que z# a, z# b, alors la convergence vers z est bilatérale. Considérons I'intervalle
[x,-1, X, ] déterminé par (2.26) ala (k+1)-ieme itération. D’apres (2.24),(2.27), on a que le nou-
veau point x;,, divise I'intervalle [x,_;, x,] en sous-intervalles [x,_;, X;.,] et [x;,,, X, ], donc
en déduit

max{ X1 — Xyo1, Xy — X ] < [, — 2,00 (2.28)

Considérons maintenant un intervalle [x, )1, X,()] qui contient z, puisque z est un point

limite de la suite (x;);>; et en utilisant (2.24),(2.26),(2.27) et (2.28), on obtient :
lim (xp(k)_l — xp(k)) =0. (229)

k—+00

De plus, la valeur T, qui correspond a [x,,(x)—1, X,(k)], €st donnée par

Tk = min{ f(x,01)— h(2, — X091 F (Xp00) — B(Xp00—2,) (2.30)

ou z, est obtenu en remplacant i par p dans (2.24). Comme z € [xp( k1> xp(k)] etd’apres (2.29)

alors on a
kl_i)r+nooTp(k) = f(z). (2.31)
D’autre part d’apres (2.25)
T < f(x), VX €[xj(0-1, Xjn)]- (2.32)

a partir de (2.32), T,y =min{T;, j =2,..., k}, alors
Tp) < Ty VX €[X 0015 Xjry |
et puisque [a,b]= jLiJz[xj(k)_l, Xj], donc
kl—i>£nooT’D(k) <Tjw), VX € [a,b]. (2.33)

D’oti, d’apres (2.32),(2.33) on obtient

lim Tp(k) < f(X),VJC € [a) b])

k—+00
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puisque x* est le minimiseur global de f sur [a, D]

lim T, < f(x") < f(2),

k—+00

d’apres (2.32) on a
0< f(2)— f(x*) < f(z)— lim T, =0,

k—+00

alors
f@)=f(x").
Selon la condition (2.2), la fonction f doit étre continue sur [a, b] d’ou

f@)=f(lim x)= lm_f(xc),

alors

fxt)= Tim f(x).

2.4.7 Fonctions borne inférieures non-tangentes par morceaux

Récemment, le concept de fonctions affines borne inférieures a été introduit pour dé-

velopper des algorithmes d’optimisation globale [62],[47]. Ici, nous donnons un nouveau ré-

sultat pour construire une autre fonction borne inférieure pour la fonction objectif de Holder

f [10]. Commencons par montrer le lemme suivant.

Lemme 2.2 Soita <1 et r deux nombres réels positifs et soit x, y deux éléments quelconques

d’'un intervalle|a, b]. Alors nous avons
{x—y|a < ar“‘1.|x—y|+(1—a)r“, Vx,y €la,b].
Preuve. Considérons la fonction g : R* — R définie par
g(t)=t'—ar* . t+(a—1)r"

Nous avons

/

g()=a(t* ' —r*NH=0r=r.
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Ilest clair que la fonction g(¢) est strictement croissante sur l'intervalle [0, r[ et strictement

décroissante sur I'intervalle ]r,+00 [ et puisque g(r) =0 alors on en déduit que
g(t)<0, YVt €]0,+00].

Maintenant si on pose t = |x — y| > 0, pour tout x # y le résultat du lemme est alors prouvé.

Théoreme 2.6 Soient a < 1 et rdeux nombres réels positifs et f une fonction de Holder de
constante h et d'exposant a définie sur l'intervalle[a, b] alors :

i) pourtoutx,y €la,b]lona
|f(x)—f(¥)| £ Ky|x—y|+ Lo Vx,y €la, b] (2.35)

avec

K,=har®" er L,=h(1—a)r"
ii) pour une valeur fixée y = x; € [a, b], la fonction définie par
(Pa(X) = f(xi)_Ka |x _xil _La’
est Lipschitzienne de constante K, sur|a, b].

Preuve. Pour i) Si on a une fonction de Holder de constante & et d’exposant 0 < a < 1 définie
sur un intervalle de R et de la condition (2.2) et (2.34), 'inégalité (2.35) est immédiatement
obtenue pour tout x, y €[a, b].

Pour ii) soit x, y €[a, b],

|F ()= Ko |x = x;| = Lo — f(x:) + Ko |y — x| + Lo

|90a(x)_90a(J’)|

K ||y = x| =1 = xl| = Ko ||y = %+ x = x| = |2 — x|

= Ka||y—x+x—x,-|—|x—x,-||SKa{y—x|.

Ce qu'il fallait prouver. m
D’apres ce dernier théoréme, on construit une autre suite croissante de fonctions borne

inférieures affines par morceaux de la fonction objectif f sur l'intervalle [a, b] (Fig.2.6 ), avec
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I'avantage que les deux constantes K|, et L, sont indépendantes de la précision ¢.

De l'inégalité (2.35) on a

fy)=K,|x—y| =Ly < f(x), Vx,y €la, b].

Si toute valeur de y €[a, b] est fixé, alors on peut considérer la fonction concave
f(y)—K, | xX—y ’—La comme une fonction borne inférieure de f sur[a, b]. Ainsi, nous construi-
sons une suite croissante de fonctions borne inférieure affines par morceaux sur [a, b] de f,

similaire et différente de la précédente. Soit en effet :

By (x)= max {f(x;)— Ky|x—xi|— Lo} < f(x),Vx €[a, b].

i=1,..,
Sur chaque sous-intervalle [x;_;, x;], i =2,..., k de [a, b], la restriction de B, peut étre donnée
par

B; (x) = max{ f (xi1) = Ku (¥ = %i) = Loy f(5%:)= Ko (i = )= Lo}

Le minimiseur global y; de la fonction B, (x) sur [x;_;, x;] et la valeur B; (37,) sont donnés par

j};. = l(%{:f(xz) + X1 + x,-), i :2,..., k
(2.36)

B; (7)) = 3(f(xim) + f(x;)— Ky (3 — Xiy)—2Ly,).

Remarque 2.4 La fonction borne inférieure Bi.(x) natteint la fonction objectif f en aucun
point de l'intervalle [a, b). Par contre, si par exemple le paramétre r = 1, la constante K, est
généralement plus petite que la constante L, donnée dans le théoréme 2.2. On peut montrer
que si la constante L, est plus petite que la précision ¢, alors l'algorithme de Piyavskii modifié
K L, converge vers la solution optimale et 'approximation est meilleure avec la pente K, car

K, < L,. (voir [47]).
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FIGURE 2.6 - Les fonctions minorantes non-tangentes par morceaux

2.4.8 Combinaison efficace des deux techniques K L, et T PA

La modification de la méthode de Piyavskii appliquée aux fonctions de Holder définies
sur l'intervalle [a, b] de R, noté K L,_T PA est basée sur la combinaison de deux phases suc-
cessives. La phase 1 est capable d’obtenir relativement avec peu d’itérations en utilisant la
technique K L,, un sous-intervalle D’ qui contient souvent le point du minimum global de la
fonction objectif f en utilisant la fonction borne inférieure affine K,-Lipschitz de f sur[a, b]
avec une tolérance 6 beaucoup plus grande que la précision donnée ¢. Lorsque 1'algorithme
K L, s'arréte, une grande partie de l'intervalle [a, b] est supprimée. La phase 2 intervienne
'algorithme T PA comme une version étendue de la méthode de Piyavskii et qui est basé sur
la construction d'une suite croissante de fonctions tangentes par morceaux au milieu des
sous-intervalles obtenus a chaque itération, aux fonctions paraboliques borne inférieures
par morceaux de f. Une recherche globale plus fine sur I'intervalle D’ restant dans l'inter-
valle [a, b], contenant éventuellement la solution du probléeme avec la précision £ donnée.

Lalgorithme de K L,_T PA est décrit ci-dessous :
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Algorithme 10 L'algorithme combiné les deux techniques K L, et T PA

1:

2:

3:

4.

5:

6:

10:

11:

12:

13:

14:

15:

16:

17:

18:

19:

20:

21:

22:

23:

24:

25:

26:

27:

28:

Phasel KL,
D =[a,bl,k —2,% — 5% Xop: = X1, fops = [(Xope) Bopt — fopt = ka(%3*) — La
while f,,, —B,,, > L, +6 do
X1, Xy, ..., X; sont ordonnés de telle sorte que a = x; < x, <...< X = b.
fori=2to k do
7i = 3 4 2y + ),
Bi(57) = 3(f (i) + () = Ko (i — X1 )— 2Ly)
end for
trouver l'intervalle [x,_;, x,] correspondant a la valeur minimale de B;.
B, =min{B;:2<i< k}etposer x,.1 =79,
if f(xi41) < fop: then
Fopt = f(Xesr), Xops & Xty Bops — By et D' =[x, x,.
end if
k—k+1
end while
Phase 2 TPA
Initialisation D «— D', k — 2, x; — X,_;, X, — X,
Etape k: xi, X, ..., X; sont ordonnés de telle sorte que x,_; = x; <... < X = X,.

fori=2to k do

Z;=¢C;+
T; =min{t;_, — h(m; + g5ii), ti— h(m; + gasi=n)}, o £ = f(x), i =1,k
end for
T,=min{T;,2<i<k}, x,=z,.
if|xﬂ—xu_1| > ¢ then
Xi41 =2y, k — k+1etaller al'Etape k
else
Jopt :min{f(xi): 1<i< k} et Stop

end if
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2.5 Conclution

Dans ce chapitre, une méthode de résolution d'un probléme d’optimisation globale d'une
seule variable non convexe est présentée ol la fonction objectif est h6ldérienne sur un inter-
valle de R avec la connaissance a priori de ses parametres h et a. Récemment, Gourdin et
al.[21] et Lera et al.[36] ont introduit une extension de la méthode de Piyavskii aux problémes
d’optimisation de Holder. De nouvelles techniques intéressantes, appelées TPAet KL, _TPA
sont proposées. L'idée est essentiellement basée sur la construction d’'une séquence crois-
sante d'une fonction borne inférieure affine par morceaux [10]. Pour le premier algorithme
T PA qui utilise les tangentes au milieu des sous-intervalles lors de la recherche de fonctions
de cones paraboliques par morceaux. Il évite la résolution a chaque itération d’équation algé-
brique non linéaire. La convergence de T PA vers le minimum global de f est montrée et les
tests numériques prouvent que cet algorithme améliore généralement les résultats existants
notamment en temps de calcul. Pour le deuxiéme algorithme KL, T PA qui est composé
de deux phases, la premiere phase K L, vise a réduire considérablement I'intervalle faisable
[a, b]aunintervalle D’ qui contient souvent I'optimum global avec quelques itérations, puis
utilise I'algorithme T PA sur D’. Lalgorithme combiné K L,_T PA a été testé et les résultats
ont été satisfaisants pour la majorité des problémes, que ce soit en termes de temps de cal-
cul ou de nombre de points d’évaluation. Enfin, nous souhaitons étendre ces algorithmes
lorsque la constante de Holder h n’est pas connue a priori et au cas de la fonction de Hol-
der a plusieurs variables. Dans le troisieme chapitre, on proposera quelques techniques de
généralisation de certains algorithmes de recouvrement au cas des fonctions holdériennes a

plusieurs variables.
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CHAPITRE

Optimisation globale holdérienne a

plusieurs variables

3.1 Introduction

Loptimisation globale a plusieurs variables est un domaine de recherche active. C’est
le processus de trouver I’extremum global d’'une fonction de n variables, avec la possibilité
d’étre soumis a certaines contraintes. Son importance est due aux besoins croissants dans
de nombreuses applications en sciences et en ingénierie. Au cours des dernieres années, de
nombreux travaux ont été réalisés concernant les fonctions de Lipschitz [30],[29],[44],[60].
Mladinéo [43] fais la généralisation directe de la méthode de Piyavskii au cas multivariables.
Lidée est basée sur la détermination du minimum local des fonctions sous-estimateurs. A
chaque itération, on a besoin de résoudre un systéme de n équations quadratiques. Plu-
sieurs techniques ont permis d’améliorer cette approche, Mayne et Polak [40], Jaumard et
al.[32], Gergel [20]. On peut voir aussi une autre idée qu’est ramenée la minimisation d’'une
fonction a plusieurs variables a une succession de minimisation de fonctions a une seule
variable ol1 on peut appliquer une méthode de recouvrement ou autre méthode unidimen-
sionnelle. Plus récemment, des travaux abordant des fonctions moins réguliéres sont apparus
[21],[36],[31],[47]. La maximisation globale des fonctions holdériennes a plusieurs variables
sur un hyper-rectangle de R” a été étudiée pour la premiere fois par Gourdin et al. [21]. Dans
[21], les auteurs ont utilisé la généralisation de I’algorithme de Piyavskii et ont proposé une
procédure pour partitionner et éliminer les hyper-rectangles (Branch-and-Bound) sans in-

térét en construisant un sur-estimateur constant par morceaux [21]. Une autre technique de
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minimisation d'une fonction a plusieurs variables est ramenée a une minimisation de fonc-
tions a une seule variable ol1 on peut appliquer une méthode unidimensionnelle. Dans ce
chapitre, on va étudier la généralisation de certaines méthodes mentionnées dans les cha-

pitres précédentes au cas ou la fonction objectif est h6ldérienne a plusieurs variables.

3.2 Optimisation globale holdérienne sans contraintes

3.2.1 Unerelaxation desfonctions minorantes paraboliques par morceaux

( BB-Piyavskii multidimensionnel)

Pour le cas multidimensionnel, la généralisation directe de I'algorithme de Piyavskii est
tres difficile, car la détermination des minima locaux d’une fonction sous-estimateur de la
fonction objectif nécessite la détermination de I'intersection de plusieurs hypersurfaces pa-
raboliques. Gourdin et al.[21] ont proposé une procédure d’élimination des régions sans in-

térét en construisant des sous-estimateurs constants par morceaux.

Principe de la procédure

Considérons le probleme de minimisation globale

min  f(x) (3.1)
x€P=i1§1[ai,bi]
que I'on veut résoudre avec une précision exigée € > 0, avec f une fonction holdérienne
n
de constante h > 0 et d’'exposant (1/8, B > 1) définie sur un hyper-rectangle P = .Hl[a,-, b;] de
i=

R” et a valeurs dans R. C’est-a-dire, une fonction telle que :
1/
|f(x)=f)|<h|x—y|", Vx,yeP (3.2)

ol [|.|| désigne la norme euclidienne. D’apres (3.2) le meilleur sous-estimateur de la fonc-

tion objectif f est fi(x)= f(x;)—h llx — x;]|/7 tel que x; est un point du pavé P.

Six= # = c est le centre du pavé P, la constante sous-estimateur de | est

IIb—all)l/ﬁ

m=rggpﬁ(x)=f(c)—h( .
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En effet, le minimum de f;(x) est évalué en un point e, ou la distance entre e et le centre
¢ est maximale. Comme c est le centre du pavé P, alors

b —all

e—C||l=
le—ell ="

ol ||b —al| estla diagonale de P. Soient (x;),<;<x , k points du pavé P, le sous estimateur de la

fonction f est:

Fie(x) = maxfi(x).

Considérons (P;) _,_, une partition de sous-pavés du pavé P et notons par c; les centres

des sous-pavés respectifs P;. Donc le meilleur sous-estimateur constant par morceaux de f
sur cette partition est noté par F;(x) et définie par

||bi—ai||)wj

Vi=l,...,k,Vx€Pi, Pék(X):f(Cl)—h( 2

m;
Le sous estimateur F;(x)de f estdonc relaxé par un sous-estimateur constant par morceaux

sur le pavé P. Donnons maintenant ’algorithme Branch-and-Bound :
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Algorithme 11 BB-Piyavskii multidimensionnel

1: Etape de sélection.

2: Apres la partition successive du pavé, une suite notée $ de sous problemes sera stockée.
On tire de $ un sous probleme P = ([@, b], ) tel que 777 est la plus petite borne inférieure.
Soit[a, b]= ilzll[ﬁi, b;]1e sous pavé correspondant a P.

3: Etape de séparation (branching)

4: Soit j € {1,2,...,n} tel que E = max (E—a_,-) ( [; est la longueur du co6té le plus long de
[@, b))

5: Alors [a, b] sera subdivisé en p sous pavés [a, bl,,[a,bl,,...[a,b] »»ayantla méme dimen-
sion, par la subdivision du j-ieme coté de [@, b] en p parties équidistantes.

6: Etape initiale et courante de la borne supérieure

7: La fonction sous estimateur constant de f sur [a, b]; est définie par :

8:
a+b
DO = CO: 2
— __a;tb
et X, = 6=
2

9: Etape initiale et courante de la borne inférieure.
10: La fonction sous estimateur constant de f sur [a, E]i est définie par:

11:

3
|

flco)—h (M)l/ﬁ

— —\1/B
max m,f(?,-)—h(w)l .
2

etm;

12: Comme le sous probleme actuel P’ résulte de I'étape de séparation effectuée sur le sous
probleme P = ([@, b],m), ™ est aussi une borne inférieure pour P'. Notons encore que
la définition de la fonction sous estimateur donnée auparavant garantit que les bornes

inférieures 77 est une suite croissante.
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3.2.2 Laméthode de la transformation réductrice Alienor

Dansle cas multidimensionnel, certains chercheurs ont pensé a transformer les problemes
d’optimisation globale aux problemes d’optimisation plus simples en réduisant le nombre
des variables. De nombreux auteurs ont exploré une procédure basée sur le remplissage de
la région faisable par une courbe paramétrique. Sergeyev et al.[53], Lera [37][38], Butz [8]
et Strongin [57], ont prennent en compte les approximations de courbe de type Peano. Ces
courbes, ont d’abord, été présentées pour la premiere fois par Peano (1890), puis par Hil-
bert (1891), et ont la propriété de passer par tous les points d'un hyper-rectangle de R”.
D’autre part, Cherruault et al. [1],[11],[12],[13], Ziadi et al. [22] [47],[65],[66],[67] ont élaboré,
a la fin des années 1970, une méthode dite transformation réductrice Alienor dont 'idée
consiste a approcher une fonction de plusieurs variables par une fonction d'une seule va-
riable, il devenait alors assez simple de déterminer les minima globaux car il suffisait de les
chercher en suivant I’évolution d'une certaine courbe avec une précision que I’on souhaite.
Ainsi, la transformation est basée sur la construction d'une courbe paramétrée dite a-dense

Z(t)=(Z,(1),L,(1),..., £ (1)), dans I'ensemble faisable P = Ell[ai’ b;] CR".

Définition 3.1 Soit S un sous-ensemble de l'espace métrique E et a > 0. On dit qu'une courbe

continue{de E esta-densedansS, si{ C S etd(x,{)< a, pourtout x €S, oir:
d(x,{)=infd(x, y).
yeld

Définition 3.2 Ondit qu'un sous-ensembleS de l'espace mé trique E est a-densifiable s’il existe

une courbe continue de E, rectifiable (la langueur de la courbe est finie ) et dense dans S

Considérons le probléme d’optimisation globale multidimensionnel :

min  f(x) (3.3)

n
xeP= ‘Hl[a,-,bi]
i=

ou f est une fonction holdérienne de constante h > 0 et d’exposant (1/8, B > 1) sur le do-
n

maine P = _Hl[ai, b;] c R”. La transformation Alienor permet de résoudre le probleme (3.3)
=

en exprimant la fonction objectif de n variables par une fonction d'une seule variable. La

transformation Alienor
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sert a approcher la fonction f par la fonction f définie par :

f(z)= f(Z(£) = f(Z1(2), 05(2), ... u(2))

avec t € [0,T] et T est la borne supérieure du domaine de définition de la fonction ¢ qui
permit de densifie P.

Le probléme de minimisation (3.3) est alors approximé par le probleme de minimisation

min (1), (3.4)
t€l0,T]

Théoreme 3.1 Les minimiseursglobauxde f(x,, x, ..., x,,), v érifiant les hypothéses préc édentes,
peuvent étre approximés par les minimiseurs globaux de f(t). Lapproximation sera d’autant

meilleure que a sera choisi petit.

n

Preuve. Soient (x;, x;, ..., x*) un point de P = 'H1[ai’ b;] réalisant le minimum global de f et t*
1=

un point de [0, T'] réalisant le minimum global de f.

Puisque la courbe {(#) est a-dense dans P alors il existe £, €[0, T'] tel que

ot )~ <

Comme [ estholdérienne on a

| O 25w X2 = FE()| < ||, 25w x5)— (1)) < RVP.

Commeona
Flxf x5, %) < M(27) < f(L()),

on déduit que

0<f(t*)— f(x!, x5, ., 1) < ha'/P.

Donc, pour obtenir la précision désirée ¢, il suffit de choisir a = (%)ﬁ. ]

3.2.3 Une nouvelle transformation réductrice

La caractérisation et la génération des courbes a-dense dans un pavé de R” (n > 2) est un

sujet fondamental. D’autre part, l'un des objectifs les plus importants est I’application des
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courbes a-dense a I'optimisation globale. Mais, tout cela dépend essentiellement de la lon-
gueur de la courbe qui densifie le domaine de la fonction objectif. Des résultats intéressants,
sur l'existence des courbes avec une densité fixée et une longueur minimale sur des compacts
densifiables dans un espace métrique général ont été donnés par A. Ziadi et Y. Cherruault [65].
En se basant sur un résultat donné en [66]. On définit d’'une manieére constructive une courbe

a-dense dans un pavé quelconque de R”.

Théoreme 3.2 Considérons dansR" hyper-rectangleP et soit @ un nombre strictement positif
et soient(,,{,,...,{, des fonctions, définies respectivement de [0, T'| dans |a;, b;], tel que :

1) (Z:)1<i<n, SOt continues et surjectives.

2) (¢ 1)a<i<n périodiques, respectivement, de périodes (t;)r<;<p-

3) pour tout intervalle I de[0, T] et pour touti € {2,...,n}.

Nous avons :
p)<t;=plia()<a,
avec U(.) est la mesure de Lebesgue.
Alors la fonction définie par {(t) = (£ (), {5(t), ..., £ (1)), pour t €[0, T], représente une courbe
vn—1a- densedansP.

Corollaire 3.1 Soit{(t)=(Z,(t), Cz(t),...,én(t)):[o ﬂ]—>1£[[a,-,b,-] une fonction définie par :

) al
i=1

a;,—b; a;+ b;
L Lcos(a;t)+ ——i=1,2,..,n,

gi(r)= 5

oua,,d,, ..., o, eta des constantes strictement positives satisfaisant les relations suivantes

(s .
a; 2 a(bi—l —a; 1), Vi=2,..,n.

Alors la courbe définie par la représentation paramétrique {(t) = (£,(t),Z,(¢),...,£,(t)) pour
t €[0, aﬂl], est v n—1a-dense dansP.

Lors de l'utilisation de I'approche de transformation réductrice, on fournit d’abord explicite-
ment une représentation paramétrique : x; = {;(t), ou i =1,..., n, de la courbe a-dense dans
I'hyper-rectangle P, pour ¢ €[0, T'], ou T estla borne supérieure du domaine de définition de

la fonction ¢.
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1) Etape initiale. On définit la fonction

m)=(zl(t),zz(t),...,¢n(t)):[o,l Y
o
Par
gi(t)= 4—bi cos(a; t)+ ai+bi. i=1,..,n,

2

avec

e\B 1
a=|—| .——, hlaconstante de Holder de f.
(Zh ) vn—1 !

D’apres le corollaire 3.1, la courbe paramétrée {(t) = (,(t),Z,(¢),...,Z,.(t)) est a-dense
dans I'hyper-rectangle | [[a;, b;]. De plus, il est facile de prouver que la fonction ¢ est lip-

i=1
schitzienne de constante :

Z: ]./2 Z(bl - ai)Za?
i=1
Alors la fonction f est approchée par la fonction d'une seule variable définie par
f(r)=f(L(1)) = f(L:(),Ls(2),...,L,(1)). Le probleme de minimisation (3.3) est alors approché

par le probleme de minimisation unidimensionnel suivant.

{ min f(1)
t€l0,T]
Exemple 3.1 Considérons le probleme d’optimisation global holderien suivant :

r)rc1€ill)1f(x) = sin(x;)sin(x,; x,),

avec P l'ensemble des points x = (x,, X,) € (0,4, la constante de Hélder h = 10.2248 et

B =2. On construit une courbe {(t) a-dense dans le compact P, comme suit :

Z,(t) = —2cos(t)+2

I(t) = —2 cos(% )+2,
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on prenda=0.1.

Le probleme initial est approximé par le probleme unidimensionnel suivant :

min () = f(Z(z)).

t€l0,7]

oaf
06}
04}

02r

]
ozt
nal
a6}

081

f(t)

FIGURE 3.1 —Illustration graphique de la transformation d’'un probléme multidimensionnel

en un probleme unidimensionnel a I'aide d'une courbe a-dense

Théoreme 3.3 La fonction f(t)= f({(t)) pourt €[0, T] est une fonction de Holder de constante
h et d’exposant(1/,8 > 1) oith est donné parh = nt'’

Preuve. Soit ¢, et t, de [0, T],on a

I8(1))— (1) = | F(S(0)— FL(8))] < RIIZ(5) =L (8)]VP.
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De plus, les fonctions ¢; sont lipschitziennes de constantes L, YV ,, t, €[0, T], en effet,
()= LB S LIt —1tl,

alors

) — (6 < k(L6 —6)",

d’ ol
8(6)—f(6) <RI P |6, — 1, P |

3.2.4 Laméthode mixte Alienor-TPA

Afin de déterminer le minimum global de f(x), la méthode mixte modifiée Alienor-T PA
est composée en deux étapes : I'étape de transformation réductrice et 'application de I’algo-

rithme T PA [10] a la fonction f(¢) = f({(¢)), qui est une fonction hélderienne de constante

h=hT"’,
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Algorithme 12 La méthode mixte Alienor-7T PA

n
1: Entrée: P =]_[[al-, b;] Domaine de recherche, la fonction objectif f (fonction héldérienne
i=1

a plusieurs variables), la constante de Holder h, I'exposant 1/ et la dimension de 'es-
pace: n.

2: Sortie: partie 1: {(t)la courbe paramétrique, fla fonction héldérienne unidimen-
sionnelle.

3: partie 2: f,,, le meilleur minimum.

4: parte1:

5: Initialisation : € précision donnée, a = (), a; =1

6: fori=2to k do

7 =5(b;—a;)a;,

8: end for

9: fori=1to k do

100 i(1)=%%cos(q; t)+%b"

11: end for

12: {(2)=(&1(2), £5(2), ..., (1)), £2) = f(L(2)).
13: parte2:

14: Initialisation: k 2, t; <0, t, — aﬂl

15: Etape k : 1}, t5,..., ty sontordonné tel que 0=, < £, <...< f; = aﬂl

16: fori=2to k do

172 w;=¢;+ f"f(lj<—/,,f“ T, = min {f(t;_;)—h(w; — t;_)"# ;) —h(t;— ;) }
avec ¢; = 1= 12”’ ete, ==L

18: end for

19: Tg =min{T;,2<i <k}, tg=wy

20: if [ty —ty_;| > € then

21:  tpy =Wy, k—k+1etaller al'Etape k

22: else

23:  fop, =min{f(;):1<i <k}, Stop.

24: end if
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3.3 Résultats de convergence

3.3.1 Convergence de la méthode mixte Alienor-7 PA

Théoreme 3.1 [23]Soient f une fonction (h,1/p)-hdldérienne surP et M le minimum global
de f surP. Alors l'algorithme mixte Alienor-T PA converge vers le minimum global avec une

précision inférieure ot égale a égale a €.

Preuve. Notons M le minimum global de fsur [0, aﬂl] ouf= f({(t)). D’autre part, désignons
par f, le minimum global du probléme (3.3) obtenu par la méthode d’Alienor-T PA.
Montrons que :

f.—M<e.

a) Comme f est continue sur P, il existe un point z€ P tel que M = f(z). De plus, il existe
th €10, -] tel que [|lz— ()|l < (ﬁ)ﬁ, de sorte que |f(z)—f(§(t0))| <Z.
Etdonc:
fll()-M<

N ™

Mais le fait que M < M < f({(t,)), on déduit :

M—-M<-—. (3.5)

N &

b) Comme f est continue sur [0, aﬂ] , il existe un point t* € [0, aﬂl] tel que M =1(t*), impli-
quant ¢* est un minimiseur global de f. Alors ¢* est un point limite de la suite (;);>, obtenue
par l'algorithme mixte.

Par conséquent : £* € 1)1, Lp)] €t klim (2o — Lpr—1) = 0.

—+00
C’est-a-dire

e\h
3t €[ty 1] |t — 1, s(—) tf, =f(z,).
(bl —tl < (5) eth,=H(s)

Pour que

f(r) <f(z.)

Par conséquent
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— &€
fs—M:f(tE)—f(t*)Shlte—t*ll/ﬁSE. (3.6)

Enfin, d’apres (3.5) et (3.6) le résultat du théoréme est prouvé. m

3.4 Optimisation globale holdérienne avec contraintes

Considérons le probleme d’optimisation global avec contraintes suivant :

min f(x)

| s.cgi(x)<0,ieq (3.7)

x €9,
\

ol x = (xy,..., X,;) est le vecteur réel de R” représentant les n variables, § ensemble finie

d’indices et 2 est un hyper-rectangle de R” donné par

Q=[ay, b)] x[ay, b] x ... x[ay, b,],

eta;, b;,i=1,..., n sont des constantes spécifiant I'hyper-rectangle 2. Les fonctions
f,8i(i €3):Q2— R sont supposés étre holdériennes et non-différentiables sur (2.
Désignantlarégion faisable des solutions pourle probléeme (3.7) associée a des contraintes
d’inégalité par
D= {x €N, gi(x)<0,Vie ‘3},

avec 'hypothése que la région faisable D est borné et robuste

Définition 3.1 Un sous-ensemble fermé X C R" est dit robuste s'il est la fermeture d'un en-

semble ouvert non vide.

Le but de cette section est d’étudier |’extension de I'algorithme T PA que nous avons introduit
dans le chapitre 2 pour minimiser des fonctions holdériennes a une seule variable sur un in-
tervalle de R aux problémes de minimisation de fonctions holdériennes a plusieurs variables
soumises a un ensemble fini de contraintes qui sont aussi h6ldériennes. Dans de nombreux

cas, la région faisable est un ensemble compact non convexe dont la frontiere de D sont des
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fonctions non différentiables. On traite le probleme (3.7) dans le cas ol1 'ensemble faisable

D peut étre formulé, avec un nombre fini d’'inégalités, comme suit :

p
a<x;<b

D={xeQ, : s (3.8)

L Qi X1y e Xi21) S X, SY (X0, 00, X)), 250 < 1.

oua,beRtelquea<a, etb<b, etles fonctions ¢; et i); sont toutes héldériennes respec-
tivement avec les constantes : (h; >0, ; <1)et(H; >0, v; < 1) et non différentiable sur un

hyper-rectangle 2; qui donné par:
Q; =la,, ] x[ay, b] % ... x[a;_y, bi_,],

Le probléme (3.7) étant généralement difficile a résoudre, il n’existe que peu de travaux dans
la littérature [15], [42]. Ici, on fait la réduction de la dimension du probléme (3.7) ou I'en-
semble faisable D est défini par (3.8), au moyen d'une transformation permettant d’écrire les
n variables x;, 1 <i < n en fonction d'une seule variable ¢, donné par x; =/¢;(t),1<i<n.la
fonction objectif f(x)du probleme initial (3.7) est approchée par une fonction d'une seule va-
riable définie par £(¢) = f(¢,(¢),...,£,.(¢)). Une courbe paramétrique a-dense calculable (1)
= (¢,(¢),...,£,(t)) dans I'ensemble faisable (3.8) devrait étre utilisée et assurer le passage du
probleme multidimensionnel avec contraintes (3.7) et (3.8) en un probleme d’optimisation
globale sans contraints plus simple

minf*(z) (3.9

tel

ou la fonction objectif unidimensionnelle f*(¢) du probleme (3.9) est héldérienne et non-
différentiable sur I'intervalle I =[0,T]. La constante T est la borne supérieure de la fonction
£(t) sur laquelle se situera le minimum global de f(#) dans I. On peut montrer que le mini-
mum global de la fonction f(x) sur le compact D est approché par le minimum global de la
fonction f*(¢) surI'intervalle I. Ceci est dti au fait que f*(¢) est larestriction de f(x)ala courbe
a-dense dans D. Ainsi, on peut résoudre le probléme (3.9) en appliquant un algorithme plus
efficace et plus performant proposé pour minimiser les fonctions dépendant d'une seule va-

riable et satisfaisant la condition de Holder (3.2).

67



3.4.1 Préliminaires et notation

Borne inférieure et supérieure

Commencons par rappeler que le diameétre d’'un hyper-rectangle 2; pourchaquei =1,...,n

est définie par

d; =max{||x— X, x, X €Q;} = \/(al —b P +...+(ai— b))

et le centre de (2; est

1
;= E((al +by),...,(a;_1 + b;_4)).
Soit les nombres suivants :
Li=pi(c)—hi(3)
U= wi(ci)'i'Hi(%)Ti-

Puisque les fonctions ¢; et ¢; (i > 2) sont holdériennes sur (; alors de la condition de

Holder (3.2) ona
0i(y)—h; |x—y|ﬁi <pi(x),Vx,y €
Yi(x)<yi(y)+H; |x—y|ﬁ VX, y €Y
Dans les deux dernieres inégalités, si une valeur de y est fixée par le centre c; de (2;, alors

les constantes L; et U; données ci-dessus, sont respectivement bornes inférieure et supé-

rieure des fonctions p; et y; sur '’hyper-rectangle €2;, pour i > 2, avec L, =a et U, = b.

Notation et suite des parametres

Dans tout ce travail, les constantes h;, H;, 3;,7;, sont supposées connues a priori et choi-
sies telles que (h;)o<i<p, (Hi)o<i<n, forment deux suites croissantes et (f;)o<i<p, (7i)o<i<n deux
suites décroissantes. Soit @ > 0 et treés petit par rapport a la région faisable D et soit, pour

i>2:

&, = 1,8;=1+max(h;a”'6" , Ha"™'57") (3.10)

A; = max(1, h(ad, ) Hiad, ).
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La suite des nombres (0;),<;<, est strictement croissante. En effet, pour i = 2, puisque
h,>0,p,<1letH,>0,y,<1,alors 6, > 6,. On suppose que 0; < 0;,, pour tout i , on a

hii1 < hiyp €t Biis < iy alors pour a << 1 on a af+ < afi+, Analogiquement,
H;,, < H;,, ety;,, <y, alors "+ < '+,

En choisissant convenablement la suite 0; telle que 6; < 0;,, ona

5/.3[4-1 < 5ﬂi+2 et 5’}"[4—1 < 5).’[4-2
l l -

i+1 i+1
cependant,
1 <Pin ivo—1 sBiv2
hi+1aﬁl+l 51’ i < hi+2aﬁz+2 61__:_1
ir1—l <Yiv1 iro—l <Vit+2
Hi+1a71+1 51' < Hi+2a7/z+2 5i<l|-1 .
Alors

041 <0,

3.4.2 Génération de courbes -dense dans un ensemble compact

nomn convexe

Dans cette sous-section nous, donnerons la relation existant entre les composantes ¢;, i =
1,...,n de la paramétrisation afin de générer une nouvelle classe de courbes a-dense dans un
compact D ¢ R” dont le bord est défini par des fonctions non différentiable. Notons par u
la mesure de Lebesgue, le nombre a > 0 est supposé inférieur a la longueur des intervalles
[0:(e),L,(¢N), ¢, ¢ € 1,Vi=2,...,n. Dans la suite, la sup-norm || x| = max |x;| est utilisée afin
de simplifier les calculs, mais d’autres normes peuvent également étre envisagées. Ensuite,
en gardant les mémes notations introduites ci-dessus, nous donnons un résultat général pour

générer des courbes a-dense dans D.

Théoreme 3.1 [50] Soientl =(¢,,(,,...,L,): I — D une fonction continue et t,, ts, ..., t,,, @, des
nombres strictement positifs tels que :

1) ¢, est surjective.

69



2) Pour tout i = {2,3,...,n} et pour tout intervalle I;_, de longueur t;, il existe t/,t/ € I;_, tels

que

(1) = @ily(t), .. l;i(2))
C(t]) = iy (t]), . i (8]).

i

3) Pour tout i ={2,3,...,n} et pour tout intervalle fermé ] ona:

u(J)<t; = u(t;,(J)) < a.

Alors, la courbe paramétrée définie par £(t) = (£,(¢t),€,(t),....¢,.(t)) pour t € I, est 6,1 A,Q-

dense dans D, avec 0,,_, et A,, sont des paramétres données dans (3.10)

Corollaire 3.1 Soit{ = (¢,,¢,,...,L,) une fonction de I dans D, avec {;, (1<i < n) des fonc-
tions holdériennes de constantes v; et d’exposonts p; respectivement. Et soient t,, t3,..., t,, des
nombres strictement positifs tels que :

a) !l est surjective,

b) Pour touti =2, ..., n et pour tout intervalle I, de longueur t;, il existe t et t € I,,_, tels que:

C(t) = @illy(t), i (2),
() = ll(t]), i (8]).
¢) Pour touti=1{2,3,...,n},

a

Vi = pro=g
i

Alors, la courbe paramétrée définie par £(t) = (£,(¢),€5(t),....L,.(t)) pour t € I, est 6, ,A,Q-

densedans D.

3.4.3 Construction des courbes a-dense

Nous utilisons les notations suivantes :

0,(t) = aetd(t)=g,l,(1)...0; (1), pouri>2
() = bet U(5)=1,,(£),...0; (£)), pouri>2

tel que ;,y; sontles fonctions définies précédemment.
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Théoreme 3.2 Considérons le compact D donné dans le probléme (3.7) et soit la courbe para-

métrée { =({1,{,,...,.L,): I = D définie par
a;t a;t
0.(t) :@i(t)cosz(?)+\Il,-(t)sin2(?), pouri=1,..,n
ouay,..., ,, eta sont des nombres strictement positifs satisfaisant la relation

a; ] 1 ) .
(#)ﬁ'"ﬁ”l > (ﬁ)(((]i—l —L;y)a;_y +2(h;i, Z,-ﬁ_l; + Hi—lziy_l; )s

avec

1
_ B 4 _
z,-—g}g(z(Uk—Lk)ak+(hkzkﬁl+szkfl )y 29=0

et L;, U; sont respectivement les bornes inférieure et supérieure des fonctions @; et y); sur les
hyper-rectangles 2; . Alors, la courbe paramétrée ((t) = (£,(t),{,(t),....,£,(t)) pourt € [0, aﬂl

est0,_,A,a-densedans D.

Preuve. Ce résultat est une conséquence du théoreme 3.1. En effet, la preuve s’obtient de
maniere récurrente :

i)Pouri=2.

- £, est surjective par définition.

-Sion prend #, = -, alors pour tout intervalle I, de longueur ,, il existe ¢/, t” € I, tel que :

(1) = pa(Ey (1)) cos’ (%) =1 { = 2k
C(t") =14 (£7) sin?(%) =1 7 = Qi
-Pour tout intervalle I; vérifiant u(l;) < aﬂz, ona u(/,(L))<a.

V', t" e I:

-6 =

A
=
|
S

1 T
< —(b—a)a,—<a.
2 a

D’apres le théoreme 3.1, la courbe paramétrée £(t) = (£,(t),£,(t)) définie sur [0, aﬂl] est A,a-

(b—a)ay

dense dans D. avec 2 > 5%
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(i) On suppose que le théoreme est vrai pour i :

Pour tout i = 2,...,n et pour tout intervalle I;,_; de longueur t; = aﬂ, il existe 1] = % et
2rk
tl.”:aﬂi—i-aiiel,-_l, k e N tel que

Ei(1) = @iy (1), L2, ..., i (21)
Ci(e") = (6 (27), 65(27), s i (27)).

On suppose que l'inégalité est vraie pour i =2, ..., n, c’est-a-dire pour tout intervalle fermé

J de longueur inférieure a aﬂi, ona
T
u(J) < P = ull;,(J))<aq,
1
par conséquent
’on / /" 1 Bio Yio1 / 1| B1B2--Bi-1
Vit €]1|£i—1(t )—Li(2 )\ < [E([Ji—l_Li—l)ai—l+(hi—lzi_1 +H; 12,5 )]|f —1 | <a

Considérons I'intervalle fermé J tel que : u(J) < %ﬂ, pour t’,t” € J,ona:

"I)i(t’) COS?(45) +W;(£)sin(%45) — B, (") cos?(“4-) — W (£”) sin®(%5-)

L= =

"

+((I)l.([’) _‘Iji(t/)) COSZ(%[/)— ((I)i(t/) _q,i(t/)) COSz(a"z[ )

ﬂ@,-(t’)—wi(t’))(cos%%“)—cosZ(“in”))+(¢,-(t’)—<1>,-(t"))cos2(“f7”)

’

+(T; (1) —W;(¢7)(sin*( a;t )

IA

a;t’ a;t”
|@,(¢")— ()| cosz(’T)—cosz( 2 )

+[@,(¢)) =@, ()| + Wi () —w,(£")].

Tenons compte du fait que les constantes L;, U; sont respectivement les bornes inférieures

et supérieures des fonctions ¢;,y; sur les hyper-rectangles €2;. Si nous supposons que y; > f3;
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(ou y; < B;) pour chaque i, ensuite nous avons

Vit e ]:|€i(t’)—€i(t”)| %(U La;|t'—t"|
iy (max([6, ()= 687 e [€12 ()= £ ()
+H; (max([¢,(£") = £,(£")] oos [€ 122 (£) = 0 (7))

IA

5(Ui—1 —L;)a; |t - t”|

i

1 1 i i i
+h (max{é(b_a)ah---’E(IJi_Li)ai—l‘i‘(hi—lziﬂ_lzl +H,-_1Z,~y_’21)} |l‘/—t”|ﬁlﬁ2 P 1)

1
+H; (max{g(b —a)ay,...,

1 . . Bi Vi
_(Ui—l—Li—l)ai—l+(hl~_1zl~ﬁ_'21+Hl~_lziy_’21)}|t/—t”|ﬁ1ﬁ2 P 1)

2
1 7 . By
< GU-La+(zly + Hzl )| = 7
1 i ; T B1Bo-B;
< [=(Ui—L)a;+ (2l + Hizl )(—)"" <a
2 Ai

Donc 'inégalité est vraie pour i +1. m

Remarque 3.1 Toutes les fonctions ¢ ;(t) définies au théoreme 3.2 sont héldériennes de constantes

v; >0 etd’exposants p; <1, pour chaquei=1,...,n, donné par

1 ; )
v; E(Ui_Li)ai‘i'(hizf—ll—i_HiZz?’—ll

pi = PBr-Bi

Il est bien connu que si une fonction a plusieurs variables f(x) est holdérienne de constante
H et d'exposant 3’ sur le compact Q, alors la fonction d’'une seule variable £(t) = f({(t)) est

holdérienne de constante h = H( P}-%X(Ui))ﬁ/ et d'exposant 8 = B’ min(p;) sur l'intervalle |0, .-
<isn

3.4.4 Exemples d’ensembles compacts a-densifiables

D’apres le théoreme 3.2, les illustrations des figures données ci-dessous, représentent une
densification de certains ensembles hyper-rectangles non convexes (pour n = 2), par les sup-
ports des différents courbes a-dense £(t) sur [0, aﬂl] (avec a; = 1). A noter que les courbes

paramétrées obtenues dans I'exemple D, est réguliere de classe C° et D, est continue.

Exemple 3.1 soit D, ={(x;,%,)€R?/—1<x, <1,—1x?+1x,—1< x, < 3x2+3x,+ 1}, ici,

onap,=r,=1
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D, ={(x;, ) eR?/x?+x2 <1, |x|—(x,+ 17 <0}.

soz(xl)=\/m—1 et Yo(x,)=+/ 1—x12 et ﬁ2:7’2:%~

1 vl i
i | Il .-i |
asf | i N (!
{ I
ol !
ety 1t v o5 oAl |
BT L R O A N A TN | O O I
AT YRR TINY N A O B B
=1 T I .
[ |1

-15 |

-1 -5 1] 05 1

FIGURE 3.2 - La courbe a-dense ¢(t) dans D, avec & =0.2

an I I R 1 ot
gk il it I :5 .:': :': . gk

N A A A I nap

-08r il 1 -usf

08F | ] _aak

-1 05 1] [1H] 1 -1 -05 ] 1] 1

FIGURE 3.3 - La courbe a-dense /() dans D, avec ¢ =0.2 et @ =0.01

Remarque 3.2 En particulier, si les fonctions ; ety ; (i > 2) dans la définition de l'ensemble

faisable D, sont toutes des constantes et si D =2, c’est-a-dire,

a = a,et Pi(x,%,..xX_)=a; 2<i<n.

b = byet Yi(x),%,...x;_1)=b;, 2<i<n.
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Alors l'ensemble faisable D devient un hyper-rectangle de R". D’apres le théoreme 3.2, I'hyper-
rectangle D est a-densifié par la courbe paramétrée ((t) = (£,(t),...,£,(t)) définie sur 0, aﬂl],
par l'expression suivante

a;t
2

1) = (=) cos?(

)+b;, 1<i<n,

ot les constantes a,, ..., a,, satisfont la relation :

> (G —ay), 2<i<n.
TT 2a

Mais dans l'implémentation de la méthode de transformation réductrice Alienor, on peut

choisir ces dernieres constantes comme :

T .
o,=1,a;= (E)l_l (bi.1—a;,), 2<i<n.

Remarque 3.3 On doit mentionner que, dans la méthode de la transformation réductrice Alie-
nor, le nombre de points d'évaluation nécessaires pour atteindre le minimum global, avec la
précision ¢, de la fonction objectif d'une seule variable £(t) = f({(t)), dépend de la longueur
L,, de la courbe a-dense {(t) dans l'ensemble faisable, qui permet de convertir le probleme
multidimensionnel avec contraintes (3.7) en un probléeme unidimensionnel sans contrainte.
Comme pour tout a > 0, l'ensemble des courbes a-dense dans un compact D de R", contient
une courbe de longueur minimale, voir Ziadi et al.[66], il est donc tres intéressant de trouver
d’autres courbes de petite longueur afin d'améliorer la méthode de transformation réductrice

Alienor.

3.4.5 La méthode de la transformation réductrice combinée avec la mé-

thode T PA

Considérons la courbe ¢(t) = (¢,(t),£,(t),...,£ ,(¢)), 0 ,_1 A, a-dense dans D, pour ¢t €0, aﬂl
qui est obtenu a partir du théoreme 3.2. En utilisant la transformation x; = £;(t), pour i =

1,...,n,le probleme initial (3.7) estapproché par le probleme unidimensionnel sans contrainte,

{ min f(¢) (3.11)

t€[0, 71
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ou f*(¢) = f(¢(t)) est une fonction holdérienne non différentiable sur I'intervalle [0, aﬂl
de constante h et d’exposant 1/, B > 1. Lalgorithme T PA procede alors a I'évaluation du
minimum global du sous-estimateur tangentes par morceaux aux fonctions paraboliques
de f*(z) = f(¢(t)) sur le domaine de recherche [0, aﬂl] par la construction d'une suite crois-
sante de fonctions minorantes tangentes par morceaux. L'algorithme de la méthode combi-
née transformation réductrice Alienor et la méthode T PA, notée Alienor_TPA _CTs, est

donné comme suit :

Algorithme 13 Alienor_TPA_CTs

Initialisation: k —2, t; <0, , — aﬂl

s

Btape k : 1}, I, ..., f; sont ordonné telque 0=, < 1, <...< f = 5.
fori=2to k do

(1, )~ (1; .
CUi:€i+W,Ti:mln{fk(ti—l)—h(wi—fi—1)l/ﬁ»fk(ti)—h(ti—wi)l/ﬂ}

avec ¢; = it et ¢; = 1=l

end for
Ty =min{T;, 2<i <k}, tg=wy
if |ty —ty_;| > € then
tiy1 = Wy, k — k+1 etaller al'’Etape k
else
Jope =min{f*(z;):1 < i <k}, Stop.

end if

3.4.6 Relation entre la densité « et la précision ¢

Théoreme 3.3 Soit{ une courbe a-dense dans D et € une précision avec laquelle on cherche

le minimum global du probleme 3.7 sur le compact D, alors on a

e(a)=2H(8,,A,)"P

gla)—0.
a—0

Preuve. Supposons que x* est un minimiseur global exact de la fonction objectif f(x) sur

le compact D et t* un minimiseur global exact de la fonction () = f(¢(t)) sur l'intervalle
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I1=]0, aﬂl]. Puisque la courbe paramétrée ¢(¢) est 6,,_;A,,a-dense dans D, alors il existe t' € I

tel que

L'algorithme de T PA nous donne un minimiseur ¢” de la fonction f*(¢) sur la courbe ¢(¢)

=t <8, Ane

pour ¢t € I, satisfaisant

* 17 €
(- £ < 5

Alors nous avons

|fx)—F (") < | Fa)—£()| + B () - £ (") < e,

<

<

[N
S

et comme la fonction f(x) est holdérienne sur €, il s’ensuit que

P =82 = | £ = fece )| < H || xe— )| 7P

Alors pour avoir la précision &, il suffit de choisir :

1
5n—l)('n .

&

_)ﬁ
2H

a=(

3.5 Surlestimation de la constante de Holder £

Les algorithmes donnés dans ce travail sont appliqués a une classe de fonctions de Holder
ou les constantes & et a sont connues a priori. Cependant, dans la plupart des situations et
en pratique, ces constantes ne sont pas faciles a déterminer. De plus, I'algorithme qui n’uti-
lise que les valeurs h et a sur tout le domaine faisable convergera lentement, surtout lorsque
la fonction objectif est plutot plate au voisinage du minimum global car, I'algorithme génére
une grille trés dense dans ce voisinage. Pour aller plus vite, plusieurs dispositifs peuvent étre
mis en place. En effet, il est nécessaire de déterminer ’approximation locale de la constante
h lors de I'évolution de I'algorithme. Cette technique qui estime de maniere adaptative la

constante de Holder locale sur différents sous-intervalles [x;_;, x;] de domaine est utilisée

77



pour accélérer la recherche du minimum global. La constante k peut étre naturellement es-

{ |f(xi—l)_f(xi)| }

timée par

h,. =n, max
k T)k 2<i<k

|1 — x;]”
ol (x;)r>1 sontles points d’évaluation générés par’algorithme al'itération k et (1), )i~ estune
suite décroissante de nombres réels convergeant vers 1. Pour plus de détails voir [4],[36],[37],

[52],[60].

3.6 Conclusion

La généralisation de la méthode de Piyavskii-Shubert aux cas des fonctions héldériennes
a plusieurs variables est difficile a réaliser, car le calcul des minima locaux nécessite la déter-
mination de I'intersection de plusieurs hyper surfaces paraboliques f(x;)—h||x — x; I1YP [21].
Quelques procédures de généralisation directe des méthodes de Piyavskii-Shubert ont été
élaborées. Dans ce chapitre, On a proposé un nouvel algorithme appelé Alienor_T PA basé
sur la technique de réduction du probleme multidimensionnel initial a un probleme unidi-
mensionnel en utilisant la transformation réductrice Alienor qui fait intervenir les courbes a-
dense balayant le domaine faisable. La méthode couplée, ainsi obtenue, est simple et efficace
et la convergence a été prouvées. Une autre méthode mixte appelée Alienor_TPA CTs,
a été proposée dans ce chapitre pour résoudre une classe de problemes avec contraintes
ol la fonction objectif et les contraintes sont holdériennes a plusieurs variables [50]. Avant
de commencer la procédure de minimisation, nous approchons d’abord I'’ensemble faisable
non convexe par une courbe paramétrique a-dense. Pour minimiser la fonction transformée
d’une seule variable, nous avons proposé la méthode T PA introduite dans le chapitre 2 qui
nécessite la connaissance des constantes # et f3.

Concernant la méthode de la transformation réductrice, nous avons apporté de nouvelles
idées pour pouvoir appliquer cette approche aux problémes d’optimisation des fonctions
holdériennes. Cette méthode est simple et sa mise en ceuvre numérique est tres facile et ne
nécessite pas beaucoup d’espace de stockage. Le nombre de points d’évaluation de la fonc-
tion objectif pour atteindre le minimum global, dépend de la longueur de la courbe a-dense.

De ce fait un intérét particulier est accordé au choix de la courbe qui a-densifie le domaine
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d’optimisation. En général, pour « fixé, plus lalongueur est petite, plus le temps de calcul sera
court. Il est donc naturel d’étudier d’autres aspects des courbes ¢-dense qui nous permet-
traient, peut étre, de construire des transformations réductrices plus simples pour améliorer

le temps de calcul.
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CHAPITRE

Applications numériques

4.1 Lestestesnumériques pour les problemes unidimension-

nelles

Pour illustrer I'efficacité des deux algorithmes proposés T PA et K L,_T PA, trois séries
de fonctions tests standard et leurs données correspondantes sont répertoriées dans les ta-
bleaux (4.1-4.3). Ces fonctions de test ont des propriétés différentes comme non convexes,
non différentiables, de Lipschitz et de Hélder, beaucoup d’entre elles ont au moins deux mi-
nima locaux. La plupart de ces fonctions sont tirées de la littérature d’optimisation de Lip-
schitz et Holder [21], [26], [36] et [52]. Les expériences ont été réalisées sur PC avec intel (R)
Core(TM)i3-3217U CPU@1.80GHz(CPUs),~1.8GHz et 4096MB RAM. Les codes sont implé-
mentés dans MATLAB R2009b. Dans les expériences données dans les tableaux, 4.4, 4.5 et

4.7, chaque calcul s’est terminé comme un succes lorsqu’'un point faisable x; satisfaisant
| X1 — X <1074 (b —a).

Dans la phase 1 de l'algorithme K L,_T PA on utilise la tolérance 6 = 1072 . Les techniques
proposées ont été comparées avec des méthodes existantes listées dans le Tab.4.4. Dans tous
les tableaux, la forme en gras indique les meilleurs résultats en termes de temps T'(s) et de
nombre de points d’évaluations E v . Tous les minima ¢-globaux ont été trouvés par tous les
algorithmes dans toutes les expériences présentées dans les tableaux, 4.4, 4.5 et 4.7. L'étude

comparative indique que les résultats de T PA et K L,_T PA sont trés encourageants.
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Remarque 4.1 Si f est une fonction lipschitziene de constante L alors f est une fonction hél-
dérienne avec la constante de Holder h = L||b —al||'"®. Puisque, comme f est lipschitzienne

alors,
|f()=f)| < L||x=y|,Vx,y €la,b]

etcommeLHx—y” :L||x—yH1_a ||x—y||a donc,

[FE= W <Lx—y | x=y]"
e e

h
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TABLE 4.1 — Fonctions tests lipschitziennes différentiables.

N° Fonction Intervalle  Constante de Lipschitz L Ref.
1 sinx+sinx [2.7,7.5] 4.29 [21]
2 (-16x*+24x—5)exp(—x) [1.9,3.9] 3 [21]
3  (3x-1.4)sinl8x [0,1.2] 36 [21]
4 (-x-sinx)exp(—x?) [-10,10] 25 [21]
5 Inx—0.84x+3 [2.7,7.5] 6 [26]
6 sinx+sinix [3.1,20.4] 1.7 [26]
7 -xsinx [0,10] 11 [26]
8 2cosx+cos2x [-1.57,6.28] 3 [26]
9 sin*x+cos’x [0,6.28] 2.2 [26]
2 2 1/3
10 -x5+(x2—1) [0.001,0.99] 8.5 [26]
11  exp(—x)sin2nx [0.4] 6.5 [26]
12 x5—15x*+27x2+250 [-4,4] 2520 [36]
13 -(x-sinx)exp(—x?) [-10,10] 1.3 [26]
14 -x+sin3x—1 [0,6.5] 4 [26]
15 2x0—Zx04+Bx+Dx3—Bx2—x+4 [-1511] 13870 [26]
5
16 —stin[(k+1)x+k] [-10,10] 67 [36]
k=
51
17 —Z kcos[(k +1)x + k] [-10,10] 67 136]
k=1
18 2(x—3) +exp("72) [-3,3] 85 136]
2_
19 e [-5.5] 6.5 [36]
20 -cosx+sinbx—1 [0,7] 5.951 [52]
5
21 Zcos[(k +1)x] [-10,10] 18.119 [52]
k=1

82



TABLE 4.2 — Fonctions tests lipschitziennes non différentiables.

N° Fonction Intervalle Constante de Lipschitz L Ref.

—cosbx, x< %7{
22 [0,18] 4.999 [52]

—cosx, sinon
—sinx, x<m

23 [-10,10] 4.999 [52]
—sinb5x, sinon

24 -x|sinx|—6 [-10,10]  9.632 [52]

25 -|xsinx|+1.5 [-10,10]  9.632 [52]

—sinx, sinx>cosx
26 [-10,10] 1 [52]

—cosXx, sinon

(x—2)?, six<3
27 [0,6] 4 [36]
2In(x—2)+1 sinon

TABLE 4.3 — Fonctions tests holdériennes non différentiables.

N° Fonction Intervalle constante de Holder h Ref.
2¢/lx=% if x<3
28 ¢ 2 [0,1] 2 [21]
1 sinon
min{\/ |x+4|—1,4/|x +1]
29 [-5,5] 1 [64]
+1.005, v/[x —3] +0.5}
30 [0.5+3.5v1—x2| [-2,2] 7 [47]
3
31 X ffsin(}+K)x+p)|lx—klt [-50] 683 [47]
k=1
5 5
32 Y klsin((3k+1)x +k)||x — klé [0,4] 15+ > k217¢(3k +1)%(10—k)* [36]
k=1 k=1
-V2x—x? if x<2
33 [0,6] 6.94 [36]

-/—x2+8x—12 sinon

_2sinx—1 )
34 VIx+1]+2 [-5,5] 7.8 New
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TABLE 4.4 — Comparaison des résultats entre TPA, K L,_T PA et les algorithmes existants.

Numéro KL, TPA
GPA SPA TPA
du probléeme r=1
N° 1/a Ev T(s) Ev T(s) Ev T(s) Ev T(s)
2 779 1.743 1050  1.522 780  3.141 78 0.112
3 1610  3.772 1977  3.816 1621 1.813 56 0.073
1
4 2456  3.832 2804  6.363 2477  5.432 62 0.052
4/3 / / 315 1.919 327 0.177 258 0.167
2 2613  4.489 2375 4.244 2615 6.331 174 1.882
3 4681 16.173 3810 9.295 4747 11.983 4748 14.093
2
4 6306 23.942 4693 13.092 4943 15.722 4944 15.031
4/3 / / 1075  1.644 1126 1.172 560 0.449
2 1080 1.139 1155 1.911 1077  1.892 64 0.172
3 3157 9.763 4335 11.479 3159 6.271 3160 6.713
3
4 4786 12.148 6985 24.355 4787 13.641 4788 13.235
4/3 / / 332 0.509 333 0.229 82 0.119
2 2485  5.385 2457  5.151 2483 6.381 198 0.273
3 8337 36.876 8287  34.209 8335 33.223 212 0.324
4
4 9217 39.213 8951 38.372 9215 39.922 222 0.275
4/3 / / 318  0.217 324 0.597 128 0.222
2 881 0.772 827  1.309 879  1.791 916  0.868
3 2255 4.545 3417  7.388 2257 3.643 2288 3.878
5
4 3585 7.283 5279 16.146 3583 8.234 3612 8.309
4/3 / / 199  0.162 202 0.159 239  0.219
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TABLE 4.4 — (Suite).

Numéro KL, TPA
GPA SPA TPA
du probleme r=1
N° 1/a Ev T(s) Ev T(s) Ev T(s) Ev T(s)
2 899 0.666 833 1.521 900 1.319 124 0.210
3 1991 4.316 2127 4.362 1998 4.421 124 0.131
6
4 3114 6.298 4497 11.383 3122 8.353 120 0.245
4/3 / / 345  0.199 359  0.482 90  0.103
2 1128 0.952 1045 1.773 1131 2.025 212 0.444
3 2234 5.277 1913 3.989 2238 4.812 204 0.282
7
4 2365 7.133 4349  12.552 3349 8.311 186 0.266
4/3 / / 458  0.341 469  0.339 174  0.323
2 2137 4.562 2019 4.425 2147 4.982 168 0.832
3 3695  10.252 4159  11.393 3662 9.213 156 0.701
8
4 5450 13.841 5051 15.281 5831 17.938 154 0.454
4/3 / / 780  0.757 891  1.024 146  0.606
2 2131 2772 2075 7.918 1853 4.315 112 0.534
3 3773 10.251 4083 10.681 3249 7.824 3336 8.312
9
4 4797 11.262 5611  20.223 4503 12.017 4580 13.725
4/3 / / 686  0.627 585  0.415 166  0.308
2 5221 27.724 5163 17.071 5219 16.014 5220 17.122
3 8895  72.712 8835 48.134 8893 40.422 8894  40.839
10
4 11236 102.251 10987 75.166 11234 59.614 11234 65.487
4/3 / / 2001  3.075 547  0.446 642  0.591
2 1035 1.962 1173 2.595 1033 2.021 68 0.542
3 3092 8.817 4494  12.422 3099 7.329 296 0.544
11
4 4955  14.717 7751  28.728 4956  14.981 66 0.163
4/3 / / 314 0.236 322 0.535 122 0.085
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TABLE 4.4 — (Suite).

Numéro KL, TPA
GPA SPA TPA
du probleme r=1
N° 1/a Ev T(s) Ev T(s) Ev T(s) Ev T(s)
2 5569 17.289 5475 18.914 5567 18.222 8040 35.152
3 11325 67.468 11073 61.882 11325 63.818 7504 32.505
12
4 12673 72.981 15839 119.571 12671 78.033 6172 25.093
4/3 / / 1921 3.019 1911 3.406 6852 31.217
2 9265  43.351 9179  40.152 9263  41.872 652 1.209
3 16385 150.033 16383 131.725 16383 133.411 672 1.121
13
4 16385 130.125 16383 136.215 16383 134.218 662 1.175
4/3 / / 2481 4.079 2483 4.079 574 0.513
2 890 1.741 827 1.423 894 1.672 314 0.415
3 1609 3.613 1373 2.932 1608 1.924 62 0.023
14
4 2122 4.684 1771 3.711 2135 4.542 58 0.014
4/3 / / 369  0.357 383  0.265 72 0.072
2 1051 2.081 936 2.022 1052 2.793 8384 44.612
3 1875 5.874 1580 3.434 1901 5.036 8528 45.015
15
4 2671 5.402 1975 3.952 2687 7.059 7706  56.237
4/3 / / 430  0.485 449  1.099 6394 22353
2 4132 10.943 4365 11.625 4131 12.163 982 2.229
3 8624  37.672 11966 69.448 8622  45.224 1050 2.192
16
4 10020 46.824 15997 119.147 10028 50.061 1018 2.165
4/3 / / 724 1615 728 1.717 729 0.777
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TABLE 4.4 — (Suite).

Numéro KL, TPA
GPA SPA TPA
du probléeme r=1
N° 1/a Ev T(s) Ev T(s) Ev T(s) Ev T(s)
2 4132 10.944 4365 11.629 4131 12.165 982 2.222
3 8741 41.965 9496  45.224 8741 39.267 944 1.864
17
4 9349  40.746 15532 116.338 9352  47.225 936 1.785
4/3 / / 543  3.409 549  0.816 632  1.046
2 2512 4.752 3739 10.327 2553  5.871 832 1.609
3 4560 14.489 5192  15.252 4662 13.395 744  1.255
18
4 5663 16.908 6123 19.064 6063 20.738 606 1.022
4/3 / / 990 1.879 1018  1.797 1036 1.567
2 4477  12.332 5543 16.921 4481 12.083 614 0.481
3 5905 20.458 7795  30.625 5910 19.164 712 1.235
19
4 6997  24.084 8860  37.593 7023  26.761 1004 0.812
4/3 / / 2317 5.158 2313 1.405 488 0.474
2 817 0.68 944 1.78 815 1.82 74 0.15
3 2229 4.01 3210 8.29 2232 5.16 78 0.06
20
4 3440 6.96 5455 17.80 3430 9.98 64 0.15
4/3 / / 264 0.35 267  0.37 78  0.26
2 4265 13.71 2415 6.22 4267 2.65 1108 2.15
3 8881 46.27 5793 21.18 8879 2.81 1212 2.52
21
4 9705 50.81 13953 105.14 9709 3.05 1180 2.53
4/3 / / 555  0.84 1183 148 784  1.54
2 4447  11.20 4641 14.97 4445 13.72 5394 13.33
3 8320 40.62 8153 37.10 8318 37.69 9347 36.18
22
4 10403 55.84 13294  91.29 10404 56.23 11385 52.81
4/3 / / 1822 3.40 1708 3.42 2367 4.28
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TABLE 4.4 — (Suite).

Numéro KL, TPA
GPA SPA TPA
du probléme r=1
N° 1/a Ev T(s) Ev T(s) Ev T(s) Ev T(s)
2 4935 13.67 6144 21.51 4933 15.52 1104 2.86
3 12135 85.55 11531 69.55 12133 77.42 1200 3.24
23
4 12550 84.77 13633 96.70 12548 84.90 1158 2.91
4/3 / / 1806  4.01 1840  3.99 738 1.82
2 913 1.70 1309 2.98 911 0.44 274  0.36
3 2382 647 2880 7.36 2380 0.46 306 0.38
24
4 3777  9.67 5757  25.09 3775 048 292 0.31
4/3 / / 298 0.39 310 0.24 192 0.49
2 1615 3.39 2403 6.36 1613  0.82 516 0.72
3 3821 10.59 4665 20.51 3819 0.69 580 0.84
25
4 5633 18.58 8519 39.78 5631  1.02 552  0.80
4/3 / / 565  0.75 589  0.58 368 0.61
2 870 0.44 793 1.36 869 0.10 88 0.21
3 2106  6.54 1858  3.96 2109 0.13 84 0.19
26
4 3281 8.39 2907 6.76 3291 042 82 0.15
4/3 / / 181 0.1 192 0.07 59  0.22
2 1382 2.204 1808 3.624 1450 3.271 148 0.342
3 2966 7.862 2982 6.802 2905 7.512 172 0.432
27
4 3533  6.763 3758 9.291 3200 7.891 110 0.307
4/3 / / 781 1.232 568  0.527 172  0.359
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TABLE 4.5 — Comparaison des résultats pour les fonctions tests holdériennes.

Numéro KL, TPA
GPA SPA TPA
du probleme r=1
N° 1/a Ev T(s) Ev T(s) Ev T(s) Ev T(s)
28 2 143 1.283 104 0.237 104 0.127 104 0.173
29 2 51 0.124 15 0.278 14 0.272 10 0.088
30 2 73 0.069 76 0.134 55 0.091 225  0.362
31 4 1038 2.748 1061 2.306 955 2.118 411 0.762
2 857 2.355 811 2.232 856 1.519 206 0.497
3 1370 4.131 1358 3.648 1385 2.641 302 0.701
32
4 1763 5.636 1566 4.337 2050 4.803 326 0.723
33 2 6286 19.30 9451 53.606 2445 23.78 188 0.355
34 2 795 1.159 732 1.222 795 0.731 61 0.092

4.1.1 Discussion et remarques finales.

Dans cette these, nous développons I’algorithme de Piyavskii pour résoudre un probléme
d’optimisation globale unidimensionnel sous la condition de Hélder. Le critere utilisé pour
comparer |'efficacité des algorithmes est en termes de temps et de nombre d’évaluations de
fonctions. Dans le tableau 4.4, nous utilisons les entiers 1/a = 2,3 et 4 car il est possible
d’utiliser des expressions explicites pour les coordonnées du point d’intersection (x;,y;) et
le deuxieme choix est de considérer le cas non entier comme 1/a = 4/3. Dans ce dernier
cas, nous ne pouvons pas calculer I'’expression analytique (x;,y;), mais nous pouvons trouver
I'approximation par n'importe quel algorithme de recherche linéaire, comme la méthode de
Fibonacci et le nombre d’or [21], [39]. Mais 'inconvénient est d’utiliser ces techniques de re-
cherche linéaire a chaque itération dans I'algorithme principal de Piyavskii, donc cela prend
énormément de temps de calcul. Les algorithmes T PA et KL, T PA que nous avons propo-

sés sont valables pour toute valeur donnée 0 < a < 1. Pour cette raison, nous avons comparé
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tous les algorithmes qui existent tels G PA, SPA avec les algorithmes TPA et K L,_T PA sauf
pour le cas ot @ = 1/m et m n’est pas un nombre entier (comme on peut le voir dans le Ta-
bleau 4.4).

Les tableaux 4.4 et 4.5 présentent le résumé des résultats numériques obtenus par les mé-
thodes existantes et par les algorithmes qui ont été proposés. Les résultats numériques don-
nés par l'algorithme KL, T PA sont résumés dans le tableau 4.4, nous avons pris la valeur
du parametre r = 1 qu’a titre d’exemple, les résultats sont tres satisfaisants pour la majorité
des fonctions tests, que ce soit en terme temps de calcul T(s) ou nombre de points d’évalua-
tion E v, par rapport aux algorithmes G PA, SPA et T PA. On observe que le nombre de points

d’évaluation E v augmente avec I'augmentation de la valeur de 1/a.

TABLE 4.6 — Comparaison avec des pourcentages.

G PA SPA TPA

TPAet GPA 44% / 54%
Ev

TPAetSPA / 39% 58%

TPAet GPA 51% / 49%
T(s)

TPA et SPA / 30% 70%
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Les résultats numériques donnés dans les tableaux ci-dessus prouvent que la méthode
T PA améliore les résultats des algorithmes proposés dans la plupart des exemples. Une com-
paraison en pourcentages dans le tableau 4.6 entre les algorithmes G PA, SPA et’algorithme
T PA confirmel’amélioration des résultats pour un nombre considérable d’exemples. D’apres
les résultats donnés dans les tableaux précédents, on remarque que le nombre de points
d’évaluation effectués par les algorithmes T PA et GPA est quasiment le méme dans plu-
sieurs exemples, cela signifie que le point d’intersection z; utilisé dans I’algorithme T PA est
généralement plus proche du point d’intersection exact utilisé dans G PA, en comparaison
avec le point utilisé par SPA.

Une autre technique notée T PA_SPA peut étre utilisée dans laquelle le choix des va-
leurs (z;, T;) données par (3.2) et (3.3) est différent. En effet, I'idée consiste, aprés avoir dé-
terminé les valeurs (z;, T;) et (y;,m;) sur chaque sous-intervalle [x;_,, x;], on prend la valeur
T =max (T;,m;). Sim,; >T;, alors on fixe z; = y;, sinon on laisse z; et on continue avec I’algo-
rithme T PA.

Aussi, une autre technique notée K L, dans laquelle la valeur de z; est remplacée par la
valeur y; = argmin B;(x) et T; = min{ pi—1(7:), pil j7i)}, (voir I'expression (2.36). Nous avons
également p:g;gg]té quelques résultats numériques obtenus en comparant les algorithmes
KL, TPA, TPA_SPAet KL pour la différentes valeurs du parametre r et de I’exposant de
Holder a. Dans la méthode K L,_T PA nous avons choisi r =0.25,0.5et0.8eta=2,3 et4 et
nous observons que lorsque r est proche de 1 les résultats sont relativement meilleurs (voir

Tableau 4.7).
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TABLE 4.7 — Le nombre de points d’évaluation pour différentes valeurs de r et TPA SPA et

Numéro o
1/a KL, TPA TPASPA KL
du probleme
N° r=025 r=05 r=0.38 r=1
2 6320 5752 5504 4450 4956
22 3 10863 9845 9485 8318 8313
4 13083 11935 11543 10404 9425
2 2304 1486 1224 4933 5003
23 3 2896 1890 1374 12133 8691
4 3056 1922 1356 12548 10048
2 556 386 310 911 1075
24 3 734 460 352 2380 2845
4 790 482 348 3775 4476
2 1052 732 588 1613 1925
25 3 1388 860 672 3819 4619
4 1492 904 664 5631 6723
2 4295 4099 3957 3518 3868
26 3 8236 7790 7588 7079 6739
4 9914 9412 9188 8687 8365
2 248 166 124 1450 1755
27 3 273 170 120 2905 315
4 274 162 112 3200 178
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L'algorithme qui nous a donné des résultats tres satisfaisants est KL, T PA (comme on
peut le voir dans les tableaux 4.4, 4.5) et qui est composé de deux phases. Dans la phase 1,
on utilise la technique K L, et elle vise a réduire considérablement I'intervalle faisable a un
intervalle D’ qui contient souvent I'optimum global avec quelques itérations. Dans la phase

1, nous avons utilisé le critere d’arrét suivant
|F—f|<6+Le

ol I'algorithme a été testé pour deux valeurs différentes de tolérance 6 =107 et 6 =107,
puis on applique la phase 2 de minimisation globale, en utilisant ’algorithme T PA sur 'in-

tervalle D’ dont la convergence est prouvée, avec le critére d’arrét

| X — Xy | < 107%(b —a).

Pour chaque 6 et pour tous les problemes tests représentés dans le Tab.4.1, la phase 1 de
K L,_TPAlocalise le minimiseur global. La longueur du sous-intervalle D’ obtenu a partir de
la phase 1 avec § = 10* est plus petite qu'avec 6 = 1072 et il y a quelques exemples ou1 dans la
phase 1 on peut trouver la valeur optimale de xrer[lig] f(x)sans utiliser la phase 2 de la méthode
et le nombre de points d’évaluation en phase 1 est plus petit pour § = 1072 que pour 6 =10~*

et inversement pour la phase 2 (voir Tab.4.8 ).
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lobal dans la phase 1

mimiseur g

TABLE 4.8 — Le nombre de points d’évaluation des deux phases Ph 1 et Ph 2 dans’algorithme
KL, TPA avec a =2,r =1 et l'intervalle qui localise le m

avec différentes valeurs de tolérance 6
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FIGURE 4.1 — Représentation graphique de quelques fonctions tests et des points de la suite
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4.2 Les testes numériques pour les problemes multidimen-

sionnelles sans contraintes

Dans cette section nous présentons une série de résultats numériques concernant la mé-
thode de Piyavskii couplée avec la méthode d’Alienor appliquée a un ensemble de fonctions
tests holdériennes. Les expressions analytiques des fonctions objectifs sont reportées dans
le tableau ci-dessous. Les expériences ont été réalisées sur PC avec un processeur Intel (R)
Core(TM)i5-7200U 2,50 GHz et 8,00 RAM. Les codes sontimplémentés dans MATLLAB R2017a,
avec le parametre ¢ = 0.1. Nous donnons, dans ce tableau, les résultats numériques obtenus
par chaque méthode pour résoudre le probleme (3.3) et la comparaison est faite par rapport

au nombre de points d’évaluation E v et au temps de calcul.

TABLE 4.9 — Problemes tests, cas holder sans contraintes.

Constante de Exposant
Pb Fonction Domaine Ref.
Holder h p

1 Vixl+]y| (1,17 (V2)1/2 2 [3]

2 max{ v/l /[y]} -1L1p 1 2 3]

3 [x[++/] ] [-1,1F 2 2 [3]

2/3 X =1 172

4 |x+y—0.25]"" —3cos(3) 3,1 2.42 3 [47]
3

5 e |cos((Z + Dx+ &) [x =] [-5,5P 14.77 3 [47]
k=1

6 —cos(x)cos(y)exp(1— 7”;”2) [—6,6]? 45.265 2 (2]

7 —10exp(—1/0.5( x| +]y ) [—2,12] o 2 3]

96



TABLE 4.10 — Comparaison des résultats entre Alienor-7 PA et Alienor-SPA en utilisant les

fonctions tests hdldériennes a deux variables.

Numéro
du probleme Alienor-SPA Alienor-T PA
Ev T(s) Ev T(s)
1 192 0.0901 196 0.1731
2 207 0.0655 212 0.1506
3 283 0.1738 248 0.0783
4 214 0.1063 206 0.0899
5 4905 1.6163 4865 1.6039
6 65549 308.5771 65546 307.6463
7 4792 13.5927 4862 12.9657

Dans le domaine de 'optimisation globale multidimensionnelle, il existe un ensemble
trés riche de fonctions tests. Pour nos expériences numériques on a choisi des fonctions hol-
dériennes ni différentiables ni lipschitziennes. On peut dire a travers les résultats obtenus,
que la méthode proposée T PA couplée avec la méthode d’Alienor donne des résultats com-
pétitive avec la méthode Alienor-SPA en particulier par rapport le temps de calcul. Cepen-
dant, comme la plupart des algorithmes d’optimisation globale, les algorithmes proposées
génere un nombre de points d’évaluation de f assez élevé dans le cas ol la fonction objectif
estassez plate dans une partie importante du domaine faisable, et particulierementlorsque la
région d’attraction du minimiseur global est tres étroite. Naturellement, le nombre de points
d’évaluation de f augmente aussi avec la dimension de I'espace et la taille du domaine fai-

sable.
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4.3 Les testes numériques pour les problemes multidimen-

sionnelles avec contraintes

Dans cette section, nous rapporterons quelques résultats numériques de 5 problemes uti-
lisant I'algorithme T PA proposé pour le probleme unidimensionnel obtenu apres avoir uti-
lisé la méthode transformation reductrice Alienor au probleme 3.7. Les résultats numériques
sont réalisés avec les courbes concretes a-dense du théoreme 3.2. Dans la définition des
courbes £(t), nous avons substitué ¢, par 1, mais nous pouvons prendre n'importe quelle va-
leur strictement positive, nous avons aussi choisi ces courbes pour leur simplicité de construc-
tion. Tous les résultats numériques sont implémentés sur un PC avec intel (R) Core(TM)i3-
3217U CPU@1.80GHz(CPUs),~1.8GHz et 4096MB RAM. Les codes sont implémentés dans
MATLAB R2009b. Le tableau 4.11 présente les parametres des fonctions objectif et de contraintes.
Les résultats de calculs des 5 problemes sont résumés dans le tableau 4.12. Notez que les fonc-
tions f;, ; et;, 1 <i <5, sont toutes holdériennes mais ni différentiables ni lipschitziennes
etles domaines de faisabilité de ces problémes, saufles problemes 3 et 4, sont non convexes.

Probléme 1

i — (x2—x2)
min fi(x;, x,) =—|cos(x;) cos(x,) exp ’1 —

(P) s.c. P -1<x < x| +1

L (xl)xz)e[_]-’l]x[_]-’z]

|1/3

Dans ce probleme on prend ¢,(x;) = 1 |x;|"*—1 et y,(x,) = 1 |x,|"* + 1.

Alors, la courbe paramétrée ¢(t) = (¢,(¢),£,(t)) définie par

l,(t)=—cos(a;t)

€,(t)= 1 |cos(a, )" —cos(a,t)

avec

az > 2nay

- a

,a1=1

A, =max{l,1/(4a*?)}
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est A,a—dense dans le domaine faisable.

Probléme 2

min f;(x;, X;) = 3 sin 4/, — X,| — 3 cos v/ x; + x|

(P2) 5 s.ct 3x” < x, <exp(y/x)

(x,, x,)€[0,1]%[0,2.72].

Dans ce probléme on prend ¢,(x;) = %xll/?’ et Y,(x;) = exp(y/x7).

Alors, la courbe paramétrée £(t) = (¢,(t),{,(t)) d éfinie par

¢,(£)=3(1—cos(a,t)), pourt€[0, =

Co(t) = 55(€1 ()1 + cos(a, 1))+ 33(€1(2))(1 —cos(a, 1)),

avec

2na,
a M

oy > eta; =1

A, =max{1,1/2a%3,2.72/ J/a}

est A,a—dense dans le domaine faisable.

Probléme 3

min f(x;, x,) =—20exp(—0.2 / lelerlle)

(P3)+ s.c:x2+x2<16

(xy, x,) €[—4,4] x [—4,4].

Dans ce probleme on prend @,(x;) =—4/ 16— x7 et Y,(x;) = 4/ 16— x{.

Alors, la courbe paramétrée (t)=(¢,(t),¢,(t)) d éfinie par

¢,(t)=—4cos(a;t)), pourt |0, aﬂ]]

l,(t)=—4sin(a,t)cos(a,t),
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avec

2na;

a, >

, eta; =1

A, =max{l,4/Va}

est A,a—dense dans le domaine faisable.

Probleme 4
[ 1 3 1 3
mlnﬁ(xl,xz)zkz_l:ﬂ cos((ﬂ+1)x1+§) |26, — X,
(P2) 4 s.¢:(2x,— 302 +(2x,—32—9<0
& (x1, x,)€[0,3] x[0,3].

Dans ce probléme on prend ¢,(x,) =3 —1/3—(x,—3)2 et Yo(x) =3 + /3 —(x, — 3)2.

Alors, la courbe paramétrée ((t)=(¢,(t),¢,(t)) d éfinie par

,(r)=3(1—cos(a,t)), pourt€[0, =]

Co(t) = 55(€1 ()1 + cos(a, 1))+ 335(€1(2))(1 —cos(a, 1)),

avec

2na,
a

oy > , eta; =1

A, =max{1,3/va}

est A,a—dense dans le domaine faisable.

Probléeme 5 )

min f;(x;, x,) = ’cos(O.S +9.54/ X + x5

s.cixi+x;<1,

|x;]—(x,+1)><0

\ (x1, %) €[—1,1] x [—1,1].

Dans ce probleme on prend ¢,(x;) = v/|x,|—1 et y,(x;)=4/1—x?.
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Alors, la courbe paramétrée ¢(t)=(¢,(t),£,(t)) définie par

£,(t)=—cos(a,t), pourt€]0, aﬂl

Qst

Uy(t)=(—1+sin(a; 1)+ v/|—cos(a, t)|) cos*(=%-) +sin(a; t),

avec

a2 > 2nay

- a

eta1=1

A, =max{l, v/2/a}

est A,a—dense dans le domaine faisable.

TABLE 4.11 — Les parameétres de Holder des fonctions objectifs et des fonctions contraintes.

Numéro
Constante de Holder Exposant de Holder — Q; Q
du probléme

1 fi 5.0679 0.5 [—1,1] x [~1,2]
©,(x7) 0.25 1/3 [—1,1]
Yo(x) 0.25 1/3 [—1,1]

2 fi 1 0.5 [0,1]x [0,2.72]
@a(xy) 0.5 1/3 [0,1]
Ya(x;) 2.72 0.5 [0,1]

3 fi 154.43 0.5 [—4,4]?
¥a(x1) 4 0.5 [—4,4]
Yo(xy) 4 0.5 [—4,4]

4 f 15.8 1/3 [0,3]?
9a(x1) V3 0.5 [0,3]
Ya(x1) V3 0.5 [0,3]

5 fs 13.43 0.5 [—1,1]
¥a(x1) 1 0.5 [-1,1]
Y1) V2 0.5 [-1,1]
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TABLE 4.12 — Résultats de calcul des problemes 1 a5 avec Alienor_TPA_CTs.

Numéro
a Ev T(s) fopt
du probleme
1 0.1 7022 36.8914 —2.71823
2 0.1 4314 14.6659 —0.33528
3 0.1 16383 166.155 —19.2617
4 0.1 15132 141.757 0.014413
5 0.1 14833 138.625 0.87632

Les symboles utilisés dans le tableau 4.12 sont donnés comme suit : a le parametre stric-
tement positif de la densification de la courbe £(¢) définie sur [0, /a;] avec al =1, f,,, estla

valeur minimale globale de f(x) sur D donnée par la méthode Alienor_TPA_CTs.

4.4 Conclusion générale et perspectives

Limportance de I'optimisation globale a considérablement augmenté ces dernieres an-
nées en raison de son applicabilité dans différents domaines de recherche et de son potentiel
a résoudre des problemes complexes difficiles a résoudre avec les méthodes d’optimisation
traditionnelles.

Le défi de trouver I'optimum global d’'une fonction tout en minimisant le nombre d’éva-
luations est un probléme en théorie de 'optimisation. Cependant, dans un tel systeéme, la
fonction objectif peut ne pas présenter de propriétés qui facilitent I'optimisation, comme

la convexité. Par conséquent, plusieurs termes, y compris optimisation sans dérivée, opti-
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misation boite noire et 'optimisation globale, ont été utilisée pour désigner I'optimisation
séquentielle des inconnues et fonction potentiellement non convexes. Il existe plusieurs mé-
thodes d’optimisation globale pour la caractérisation d’'un minimiseur global, leurs réali-
sations numériques restent une chose tres compliquée dans la majorité des cas particulie-
rement si la fonction objectif est moins réguliére. Dans cette these, on s’est intéressé aux
méthodes de recouvrement d’optimisation globale déterministes. L'idée principale dans la
plupart des approches d’optimisation globales déterministes, lors de la minimisation d’'une
fonction non convexe f, est de construire une fonction sous estimateur de la fonction objectif
f sur le domaine faisable. Cette construction est généralement utilisée pour relaxer le pro-
bleme initial non convexe de sorte que le probleme relaxé soit convexe. Nous avons introduit
quelques techniques efficaces pour accélérer et améliorer I'algorithme de Piyavskii-Shubert
afin de minimiser des fonctions de Holder d’'une seule variable définies sur un intervalle de
R puis pour le cas a plusieurs variables ou f est définie sur des hyper-rectangles de R”.

Pour le cas unidimensionnel, nous avons proposé deux algorithmes comme version éten-
due de la méthode de Piyavskii-Shubert. Le premier algorithme T PA, est basée sur I'utilisa-
tion des tangentes au milieu de chaque sous-intervalle de[a, b] des fonctions sous-estimateur
de la fonction f sur [a, b]. Le second est une combinaison de deux phases successives. Avec
la phase 1, on obtient en quelques itérations, un sous-intervalle qui contient souvent le mini-
miseur global de f en utilisant une nouvelle fonction minorante K,-lipschitzienne non tan-
gente de f avec une tolérance 0 bien supérieure a la précision donnée ¢. Dans la phase 2,
nous appliquons l'algorithme T PA sur l'intervalle obtenu en phase 1. Un résultat de conver-
gence est prouvé et les résultats numériques sont comparés avec celles des méthodes exis-
tantes. Pour le cas d'une fonction héldérienne a plusieurs variables définies sur un hyper-
rectangle de R”, nous avons proposé un algorithme Alienor_T PA qui est composé de deux
étapes, la premiére, étape est de transformer la fonction f en fonction d'une seule variable
f en utilisant des courbes a-dense et la deuxieme étape est I'application de I'algorithme
TPA af. Les propriétés théoriques de la convergence du nouvel algorithme sont données.
Pour montrer 'efficacité des algorithmes TPAet KL, T PAetles méthodes Alienor_TPA,
Alienor_TPA_CTs onautilise des séries de fonctions tests tirées de la littérature. Ces fonc-

tions tests ont des propriétés différentes comme non convexe, non différentiable, de Lipschitz
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et de Holder, beaucoup d’entre elles ont au moins deux minima locaux. L'étude comparative
a indiqué que les résultats montrent que les techniques utilisées sont trés recommandées et
fiables.

Comme perspectives, il y a au moins deux types de préoccupations actuelles a travers les
méthodes utilisées récemment :

i) Il est préférable de traiter des problemes d’optimisation globale des fonctions holdé-
riennes ol la constante de Holder h est inconnue a priori et voir I'influence des estimations
de h sur les résultats numériques en termes de points d’évaluations, notamment en termes
de temps de calcul.

ii) Faire une étude détaillée des algorithmes vus dans le cas unidimensionnel pour le cas

multidimensionnel.
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