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Introduction
La mécanique quantique est l�une des théories physique complexe bien étrange aujourd�hui,

Elle décrit les phénomènes physique au niveau atomique et aux échelles inférieures. Dans ce

monde minuscule, les choses se déroulent bien di¤éremment qu�en physique classique. Au lieu

d�une seule réalité physiques ainsi qu�on l�observe au quotidien. La mécanique quantique s�ar-

ticule autour d�un monde de probabilité, où son amplitude caractérise les procesus physique

possible dans ce domaine. Cette amplitude peut se propager sous forme d�une onde qui décrit

l�évolution d�un système quantique.

Généralement, un système quantique est modélisé par une fonction d�onde qui décrit son

état quantique dans une base de dimension in�nie des positions. En e¤et, cet état quantique

est représenté par des vecteurs j i appartiennent à un espace vectoriel de Hilbert H ayant

un produit scalaire positif. Alors que la dynamique d�un système en mécanique quantique, est

décrit par un opérateur appelé Hamiltonien H qui régit l�évolution au cours du temps de ce

système à travers l�équation de Schrödinger. Les solutions de cette dernière équation pourraient

être exactes ou aproximatives, tout dépend de la méthode considéré. L�oscillateur Harmonique

usuel Hos est un exemple parfait pour étudier des systèmes physiques notament en mécanique

quantique et donne naissance à des applications importantes en physique. L�exemple de l�os-

cillateur inversé Hr a attiré beaucoup d�attention dans la littérature [1�4], car ce sytsème est

applicable dans di¤érentes branches en physique [5�13] notamment, en cosmologie, l�e¤et tun-

nel. Il possède un potentiel répulsif qui agit sur le mouvement de la particle souvent rencontré

en tant que modèle phénoménologique dans les processus dissipatifs et a été utilisé, entre autres,

comme modèle d�instabilité en mécanique quantique [14�18, 28]. Ce type d�oscillateur est l�un

des problèmes physique complétement résoluble soit en mécanique quantique ou classique , tout

comme l�oscillateur harmonique. En e¤et, l�oscillateur inversé s�obtient à partir de l�oscillateur

harmonique usuel en faisant le changement de fréquance [1] : ! ! �i !. Il est important de

savoir que ces deux oscillateurs ( usuel et inversé) révèlent di¤érentes caractéristiques. Autre-

ment dit, l�oscillateur inversé engendre un paquet d�onde qui n�oscille pas au cours du temps, ses

solutions classiques divergent exponentiellement dans l�espace des phases, son spectre d�énergie

est continu et ne possède pas d�énergie du point zéro, ses états propres ne sont pas de carrés

sommable. La question qui se pose ici comment on peut avoir une solution physique pour ce
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problème d�énergie imaginaire pure ?

D�après les postulats de la mécanique quantique, un opérateur est dé�ni Hermitique dans

un espace de Hilbert, alors ses valeurs propres sont réelles et leurs fonctions propres sont

orthogonales. Une autre branche importante est la mécanique quantique dite non-Hermitienne.

il a été découvert que le critère pour qu�un Hamiltonien non-Hermitien ait un spectre réel

est qu�il possède une symétrie PT (P c�est l�opérateurs parité et T opérateur de reversement

du temps ) [29, 30]. Le concept de la PT -symétrie est trés utilisé dans plusieurs domaines en

physique [31,39]. Un système décrivant un oscillateur PT -symétrique peut être transformé en

un système anti-PT -symétrique par la transformation Hos ! (�iHos) [40,43], c�est à dire que

ses valeurs propres sont imaginaire [44]. Une autre approche alternative explorant la strucure de

base d�un Hamiltonien non-Hermitien. C�est le concept de La pseudo Hermiticité [45�49], qui

fait associé un Hamiltonien non-Hermitien à un Hamiltonien Hermitien. Notre intérêt consisteà

la recherche des états cohérents d�un oscillateur inversé qui pourraient convenir à envisager la

correspondance quantique-classique.

En revanche, de nombreux systèmes concrets ne peuvent pas être décrits par des Hamil-

toniens stationnaires H mais nécessitent une dépendance explicite du temps H(t): Parmi les

méthodes les plus puissantes pour résoudre de tels systèmes quantiques la théorie des invariants

de Lewis Riesenfeld (LR) [50] est plus appropriée car elle permet de donner la solution exacte

de l�équation de Schrödinger. Ce qui nous a motivé à exploiter cette théorie pour étudier les

systèmes quantique non-Hermitien dépendants du temps en utilisant la notion des invariants

pseudo-Hermitien [51,52], où la réalité des valeurs propres sont garanties.

L�objectif primordial de ce travail est de chercher d�une part des fonctions propres normées

d�un oscillateur harmonique inversé à partir des états propres d�oscillateur harmonique usuels,

en utilisant le concept de la pseudo-Hermiticité et d�autre part introduire de nouveaux opéra-

teurs de création et annihilation propre à cet oscillateurs pour construire ses états cohérents.

Ensuite on résout un système décrit par un Hamiltonien non-Hermitien dépendant explicite-

ment du temps obéissant à l�algèbre de Lie SU (1; 1) et SU (2) [54] et en�n calculer dans ces

cas la phase géométrique de Berry [55].

Cette thèse est structurée comme suit : le premier chapitre est un rappel sur les notions de

base de la PT -symétrie, la pseudo-Hermiticité et les états cohérents. Le second est consacré,
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en jumelant les notions développées dans le premier chapitre, à l�étude de l�oscillateur inversé

Hr. Dans le troisième chapitre, nous discutons la notion des pseudo-invariants dans le cas non-

Hermitien. Dans le quatrième chapitre nous appliquons les pseudo-invariants pour résoudre un

système dépendant du temps non-Hermitique obeissant à l�algèbre de Lie SU (1; 1) et SU (2) :

Une conclusion clôture cette thèse.



Chapitre 1

PT -symétrie, Quasi-Hermiticité et

États Cohérents : Concept et

Propriétés

En Théorie quantique moderne, on sait que l�évolution au cours du temps d�un système

quantique est régie par l�opérateur Hamiltonien H à travers l�équation de Schrödinger. En 1998,

Bender et Boettcher [29] ont montré qu�il existe des Hamiltoniens non-hermitiens possèdant

des spectres réels. La réalité de ces spectres est dûe à la symétrie de ré�exion d�espace-temps

(PT �symétrie) [29,30]. Ce concept a été généralisé à la notion de la pseudo-Hermiticité [46�49].

Nous présentons, dans ce chapitre, les fondements de base concernant la théorie de la PT -

symétrie introduite par Bender et al [29, 30, 53, 56�58], puis nous rappelons la notion de la

pseudo-hermiticité [46�49] et nous terminons par les états cohérents [59,60].

1.1 Mécanique quantique PT -symétrique

On dit qu�un Hamiltonien H est à symétrie PT s�il est invariant sous l�action simultanée

de P et de T

[H;PT ] = 0: (1.1)
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Opérateur parité P

� P est l�opérateur de ré�exion d�espace :

P j�!x i = j��!x i ; (1.2)

où �!x est le vecteur position

� L�action de P2 sur j�!x i :

P2 j�!x i = P (P j�!x i) = P j��!x i

= j�!x i ;

permet de déduire que l�opérateur P2 est un opérateur identité

P2 = 1 (1.3)

� Comme

PP�1 = P�1P =1; (1.4)

il s�ensuit que

P�1 = P : (1.5)

� P est un opérateur linéaire :

P (a1 j 1i+ a2 j 2i) = a1P j 1i+ a2P j 2i ; a1 et a2 2 C: (1.6)

� L�opérateur parité P agit sur les opérateurs position x et impulsion p comme suit :

P : x! �x; p! �p; i! i: (1.7)

tel que i est le nombre complexe.

Opérateur de renversement du temps

� L�opérateur de renversement du temps T est un opérateur anti-unitaire qui peut être

décomposé en un produit d�un opérateur unitaire U et d�un opérateur de conjugaison complexe

antilinéaire K :

T = UK, (1.8)
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tel que :

T (a1 j 1i+ a2 j 2i) = a�1T j 1i+ a�2T j 2i ; a1 et a2 2 C: (1.9)

L�action de l�opérateur T sur un état j i s�écrit :

T j i = UK j i = U j i� ; (1.10)

et son action sur un opérateur A s�écrit

T A = UKA = UA� (1.11)

� La double action de l�opérateur T sur un état j i laisse ce dernier inchangé à une phase

près :

T 2 j i = �1 j i ; (1.12)

où

T 2 = �1; (1.13)

il y�en a deux cas :

� T 2 = +1 : c�est le cas de la symétrie de renversement du temps paire, qui correspond

au spin entier (cas bosonique).

� T 2 = �1 :c�est le cas de la symétrie de renversement du temps impaire, qui correspond

au spin demi-entier (cas fermionique)1 .

� L�opérateur de renversement du temps T agit sur les opérateurs position x, impulsion p

et sur i comme suit :

T xT =x; T pT =� p; T iT = �i; (1.14)

Opérateur PT

� Ainsi l�action de opérateur PT sur les opérateurs x, p et sur i est donné par

PT : x! �x; p! p; i! �i: (1.15)

1Pour un ensemble de particule on�a T 2 = (�1)2s :

si s est entier, donc T 2 = 1 cas bosonique.

si s est demi entier, donc T 2 = �1 cas fermionique.
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� Les opérateurs P et T commutent,

[P ; T ] = 0: (1.16)

� L�action de l�opérateur PT sur une fonction d�onde  n (x) s�écrit

PT  n (x) = [ n (�x)]
� : (1.17)

Spectre des Hamiltoniens PT -symétriques

Le spectre des Hamiltoniens non-hermitiens mais PT -symétrique est réel ou bien constitué

de paires d�énergies complexes conjuguées l�une de l�autre.

� Si les états propres de l�Hamiltonien PT -symétrique H sont états propres de l�opérateur

PT , on dit que la symétrie PT est non-brisée (unbroken PT -symmetry) :

H j ni = En j ni (1.18)

[H;PT ] = 0; PT j ni = �n j ni ; (1.19)

et comme

(PT )2 = 1 (1.20)

alors

j�nj2 = 1 (1.21)

et sachant que H est PT -symétrique, on peut écrire :

H j ni = PT HPT j ni = j�nj
2E�n j ni (1.22)

= En j ni ; (1.23)

D�où, on montre que le spectre de H est réel :

E�n = En (1.24)

� Si les états propres de l�Hamiltonien PT -symétrique ne sont pas états propres de l�opé-

rateur PT , la PT -symétrie de H est dite brisée "broken PT -symmetry".

[H;PT ] = 0; PT j ni 6= �n j ni : (1.25)
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� Dans le cas où le spectre d�énergie d�un Hamiltonien PT -symétrique est constitué d�une

partie réelle et de paires complexes conjuguées, la PT -symétrie est partiellement brisée ; par

contre, si tout le spectre d�énergie est complexe, alors, la PT -symétrie est totalement brisée.

Le PT -produit scalaire

Dans le cadre de la mécanique quantique non-hermitienne PT -symétrique, Bender et al

[29,30,53,56�58] ont introduits le PT -produit scalaire :

h m j niPT =

Z
dx [PT  m (x)] n (x) =

Z
dx [ m (�x)]

�  n (x)

= (�1)n �mn: (1.26)

Cette dé�nition du produit scalaire montre que la norme égale à (�1)n n�est pas néces-

sairement positive ce qui a incité Bender et al [29, 30] à redé�nir le CPT -produit scalaire qui

donne une norme positive.

Le CPT -produit scalaire

Dans le but de dé�nir un produit scalaire avec une norme positive Bender et al [29,30,53]

ont introduit un nouvel opérateur linéaire C de conjugaison de charge.

En e¤et :

� L�action de cet opérateur sur un ket j i est :

C j i = si j i ; (1.27)

où si = �1:

� C est aussi une involution : C2 = 1:

� il ne commute pas avec les opérateurs P et T séparement mais il commute avec l�opé-

rateur PT et l�Hamiltonian H :

[C;PT ] = 0; [C; H] = 0: (1.28)

Le CPT -produit scalaire est dé�nie comme suit

h m j niCPT =
Z
dx [CPT  m (x)] n (x) ; (1.29)
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ou

h m j niCPT = (CPT j mi)
t j ni : (1.30)

La relation de fermeture s�écrit :

1X
n=0

 n (x) [CPT j n (y)i] = � (x� y) : (1.31)

1.2 Concept de la pseudo-Hermiticité

Ce concept a été introduit en 1940 par Dirac et Pauli [61�63] et discuté par la suite par Lee

et Sudarshan [64]. Ils ont essayé de résoudre le problème pour lequel les états de norme négative

apparaissent comme conséquence de la renormalisation, En faisant une correspondance entre

un Hamiltonien non-hérmitique et son équivalent hermitique à l�aide de la transformation de

similarité. Cette dérnière a été discuté en détail par Scholtz [45].

En 2002, Ali Mostaphazadah [46�49] a généralisé la PT -symétrie à la notion de pseudo-

Hermiticité qui peut générer un spectre réelle.

Un opérateur linéaire H dans l�espace de Hilbert est pseudo-Hermitien s�il véri�e :

Hy = �H��1; (1.32)

où l�opérateur � est un opérateur linéaire hermitique et inversible et Hy est l�adjoint de H.

� l�opérateur H et son adjoint Hy véri�e les équations au valeurs propres suivantes :

H j ni = En j ni ; (1.33)

Hy j�ni = E�n j�ni ; (1.34)

avec En sont les valeurs propres de H et E�n celles de H
y.

� Les vecteurs propres j ni et j�ni forment une base bi-orthonormée fj ni ; j�nig ; c.à.d :

h�m j ni = �mn; (1.35)

donc la relation de fermeture est dé�nit comme suit
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X
n

j ni h�nj =
X
n

j�ni h nj = 1: (1.36)

� Les Hamiltoniens H et H+ s�écrivent

H =
X

En j ni h�nj ; (1.37)

Hy =
X
n

E�n j�ni h nj ; (1.38)

Si H admet un spectre réel alors il lui correspond un Hamiltonien Hermitian h via la

relation de similarité :

h = �H��1: (1.39)

On peut facilement montrer que h est hermitien. en e¤et son Hamiltonien ajdoint hy s�écrit :

hy =
�
��1
�y
Hy�y (1.40)

d�après l�équation (1.32) on a

hy =
�
��1
�y
�H��1�y; (1.41)

sachant que � = �+� et ��1� = 1; on en déduit que

hy =
�
��1
�y
�y�H��1

�
�y
��1

�y

= �H��1 = h: (1.42)

Soit j'ni état propres de h et à partir de l�Éq. (1.33), on peut écrire :

H j ni = En j ni ;

h j'ni = En j'ni : (1.43)

En remplaçant l�expression suivante h = �H��1 dans l�équation juste en dessus, on obtient

�H��1 j'ni = En j'ni (1.44)
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et si en multipliant l�équation (1.44) par l�opérateur ��1 on aura :

H��1 j'ni = En�
�1 j'ni ; (1.45)

Ainsi, on peut aisément dé�nir la relation de correspondance entre les états propres de H

et ceux de h [65]

j ni = ��1 j'ni ou bien j'ni = � j ni : (1.46)

De sorte que le produit scalaire sera

h'n j'mi = h nj � j mi = �nm; (1.47)

on voit que les vecteurs propres j ni forment une base orthonormée, c�est à dire que le produit

scalaire dé�nit ci-dessus préserve la norme et dé�nit positive.

1.3 Les états cohérents

Les états cohérents ont été introduits par Schrödinger [66] dans le cadre de la correspon-

dance classique-quantique puis dé�nis par Glauber en 1963 [67].

On se propose de présenter les de�nitions et les propriétés des états cohérents de l�oscillateur

harmonique. Ensuite, nous rappellons leur évolution au cours du temps.

1.3.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition (a) : Les états cohérents j�i sont de�nis comme étant des états propres de

l�opérateur d�annihilation a :

a j�i = � j�i ; avec � 2 C: (1.48)

l�expression des états cohérents j�i dans l�espace de Fock s�écrit

j�i = e
�j�j2

2

1X
n=0

�np
n!
jni ; (1.49)
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Dé�nition (b) : Les états cohérents j�i peuvent aussi etre obtenus à partir de l�action de

l�opérateur de déplacement D (�)

D (�) = exp
�
� a+ � ��a

�
;

= e
�j�j2

2 e� a
+

e��
�a (1.50)

sur l�état du vide j0i

j�i = D (�) j0i = exp
�
� a+ � ��a

�
j0i ; (1.51)

� L�opérateur D (�) est unitare

D+ (�)D (�) = D (�)D+ (�) = 1: (1.52)

� l�action de D (�) sur les opérateurs a et a+ est donnée par :

D+ (�) aD (�) = a+ �; (1.53)

D+ (�) a+D (�) = a+ + ��; (1.54)

Dé�nition (c) : On peut aussi dé�nir les états cohérents comme des états qui rendent la

relation d�incertitude d�Heisenberg minimale,

[x; p] = i~; �x�p =
~
2
; (1.55)

où les opérateurs position x et impulsion p sont donnés par

x =

�
~
2m!

� 1
2 �
a+ + a

�
; p =

�
~m!
2

� 1
2

i
�
a+ � a

�
: (1.56)

et les variances �x et �p sont :

�x =

q
hx̂2i � hx̂i2 =

r
~
2m!

(1.57)

�p =

q
hp̂2i � hp̂i2 =

r
~m!
2

(1.58)
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1.3.2 Evolution tomporel des états cohérents

L�évolution au cours du temps des états cohérents est obtenue en appliquant l�opérateur

d�évolution

U(t) = e�
i
~Ht (1.59)

associé à l�oscillateur harmonique

H = ~!
�
a+a+

1

2

�
(1.60)

sur l�état initial j�0i :

j�; ti = e�
i
~Ht j�0i : (1.61)

L�évolué j�; ti s�écrit donc

j�; ti = e�
j�j2
2

1X
n=0

�ne�i!t(n+
1
2)

p
n!

jni

= e�
i
2
!te�

j�j2
2

1X
n=0

�ne�i!ntp
n!

jni

= e�
i
2
!t j� (t)i ; (1.62)

qui montre que l�évolué de � s�écrit � (t) = �e�i!t:

Le prochain chapitre est consacré à l�étude de l�évolution de l�equation de Schrödinger de

l�oscillateur harmonique inversé Hrainsi que les états cohérents associés.



Chapitre 2

Étude de l�oscillateur harmonique

inversé : États Cohérents

2.1 Introduction

L�oscillateur harmonique inversé est décrit par

Hr =
1

2m
p2 � 1

2
m!2x2; (2.1)

avec Hr = (Hr)+, il est symétrique sur le domaine D � H.

Rappelons d�abord quelques propriétés de l�oscillateur harmonique qui sont utiles pour

introduire l�oscillateur inversé. L�Hamiltonien de l�oscillateur harmonique s�écrit

Hos =
1

2m
p2 +

1

2
m!2x2; (2.2)

ses fonctions propres sont données au moyen du polynôme d�Hermite comme

 osn (x) =
1p
2nn!

�!m
�~

� 1
4
exp

�
�!m
2~

x2
�
Hn

�r
!m

~
x

�
; (2.3)

sont orthonormée c.à.d

h osm(x) j osn (x)i =
Z
 �osm (x) 

os
n (x)dx = �mn ; (2.4)
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et son spectre d�énergie s�écrit :

Eosn = ~!
�
n+

1

2

�
; ! > 0: (2.5)

Maintenant, Il est nécéssaire de revenir sur les origines de l�oscillateur inversé, car un point

essentiel qu�il faudrait retenir est que le changement de la fréquence de ! vers �i! ne peut

pas s�appliquer pour trouver les valeurs propres de l�énergie de l�oscillateur inversé, sinon on

obtiendra des valeurs d�énergies qui seront purement imaginaires :

Ern = �iEosn = �i~!
�
n+

1

2

�
: (2.6)

On peut se poser aussi la question de savoir si les états  rn (e rn) obtenus en changeant
la pulsation en �i! de l�oscillateur inversé sont normés, comme le sont ceux de l�oscillateur

harmonique  os(x) ?

 rn(x) =
1p
2nn!

�
i!m

�~

� 1
4

exp

�
�i!m
2~

x2
�
Hn

 r
i!m

~
x

!
; ! = +i! (2.7)

et e rn(x) = 1p
2nn!

�
�i!m
�~

� 1
4

exp

�
i!m

2~
x2
�
Hn

 r
�i!m
~

x

!
; ! = �i!: (2.8)

Pour répondre à cette question, remarquons que les états  rn (e rn) peuvent être déduits à
partir de ceux de l�oscillateur harmonique (2.3) :

 rn(x) =
1p
2nn!

�
i!m

�~

� 1
4

exp

�
�i!m
2~

x2
�
Hn

 r
i!m

~
x

!

=
1p
2nn!

�
ei

�
2!m

�~

� 1
4

exp

�
�!m
2~

�
xei

�
4

�2�
Hn

�r
!m

~
�
xei

�
4

��
= ei

�
8 osn (xe

i�
4 ); (2.9)

et e rn(x) = e�i
�
8 osn (xe

�i�
4 ): (2.10)

comme si nous avons multiplié les états  os(x) par un opérateur de dilatation (� =

exp
�
��
8
(xp+ px)

�
), les états propres de l�oscillateur inversé [2] s�écrivent de la façon suivante :

 rn(x) = exp
h
��
8
(xp+ px)

i
 osn (x)

 rn(x) = exp
h
��
8
(xp+ px)

i 1p
2nn!

�!m
�~

� 1
4
exp

�
�!m
2~

x2
�
Hn

�r
!m

~
x

�
: (2.11)
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On voit bien que le produit scalaire n�est pas constant, ainsi les fonctions propres  rn(x) ne

sont pas orthogonales entre elles.

Ces résultats montrent que l�oscillateur inversé est un système atypique, car bien que son

hamiltonien Hr est Hermitique, les valeurs propres de l�énergie sont imaginaires et la norme

n�est pas conservée.

A�n de remedier à ce problème de la norme, nous introduisons un opérateur �. Tel que :

� = exp
h�
4
(xp+ px)

i
; (2.12)

et le produit scalaire doit nécéssairement satisfaire l�équation suivante :

h rm(x)j � j rn(x)i = h osm(x)j exp
h�
4
(xp+ px)

i
exp

h
��
4
(xp+ px)

i
j osn (x)i ;

= h osm(x) j osn (x)i = �mn: (2.13)

Nous supposons qu�il y a une transformation qui relie les états de l�oscillateur harmonique

aux états de l�oscillateur inversé, cette connexion est faite par un opérateur �: En d�autres

termes :

j rn(x)i = ��1 j osn (x)i : (2.14)

Et on dé�nit le pseudo-produit scalaire comme :

h rm(x)j � j rn(x)i = h rm(x)j �+� j rn(x)i ;

= h osm(x)j
�
�+
��1

�+���1 j osn (x)i ;

= �mn: (2.15)

Car ���1 = 1. Il est clair que la relation d�orthogonalisation est conservée par le nouveau

pseudo-produit scalaire.

En e¤et, cette transformation modi�e l�opérateurs position et impulsions x et p respecti-

vement :

exp
h�
8
(xp+ px)

i
x exp

h
��
8
(xp+ px)

i
= xe�i

�
4 ;

exp
h�
8
(xp+ px)

i
p exp

h
��
8
(xp+ px)

i
= pei

�
4 ; (2.16)
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par conséquent, la liaison entre l�Hamiltonien de l�oscillateur harmonique et celui de l�oscillateur

inversé est donnée par :

Hr = ��1(iHos)�

= i exp
h
��
8
(xp+ px)

i� 1

2m
p2 +

1

2
m!2x2

�
exp

h�
8
(xp+ px)

i
=

1

2m
p2 � 1

2
m!2x2: (2.17)

On peut noter aussi que iHos est anti-PT -symétrique, e¤ectivement :

PT iHosT P = �iHos =) (iHos)+ = �iHos, (2.18)

donc iHos anti-commute avec PT c.à.d

[iHos;PT ]+ = 0: (2.19)

Les équations (2.8), (2.9) et (2.10) montrent que

e rn(x) = exp h�4 (xp+ px)
i
 rn(x): (2.20)

Étant donné que la base
n
 rn(x);

e rn(x)o possède les propriétés suivantes :
i) Les formules (2.9) et (2.10) sont conjuguées l�une de l�autre c.à.d :

e �rn (x) =  rn(x); (2.21)

ii) Ils sont bi-orthonormésDe rm j rni = h rm ���e rnE
= h osn j e[�

�
8
(xp+px)]e[

�
8
(xp+px)] j osn i

= h osn j  osn i

= �mn; (2.22)

et pourraient s�écrire : De rm j rni = h rnj � j rni = �mn; (2.23)
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iii) ils admettent une base bi-complète

1X
0

j rn(x)i
De rm(x0)��� = 1X

0

���e rm(x)E h rn(x0)j
= e[

�
8
(xp+px)]

X
n

j osn i h osn j e[�
�
8
(xp+px)] = �(x� x0): (2.24)

2.2 Les états cohérents de l�oscillateur harmonique in-

versé

On peut véri�er que dans le cas de l�oscillateur inversé, la forme de l�Hamiltonien (2.1)

s�écrit autrement

Hr =
i~!
2
( �A A+A �A); (2.25)

où les opérateurs création et annihilation
�
A; �A

�
sont liés à ceux de l�Éq.(1.56) par la transfor-

mation

A = ��1a� = exp
h
i
�

4

i�rm!

2~
x+

pp
2m!~

�
=

 r
im!

2~
x+

ipp
2mi!~

!
; (2.26)

�A = ��1ay� = exp
h
i
�

4

i�rm!

2~
x� pp

2m!~

�
=

 r
mi!

2~
x� ipp

2mi!~

!
; (2.27)

ils satisfont à la relation de commutation suivante

�
A; �A

�
= 1: (2.28)

Comme dans le cas de l�oscillateur harmonique, les états cohérents pour l�oscillateur inversé

j'r�i
A peuraient être dé�ni comme des états propres de l�opérateur d�annihilation A

A j'r�i
A = � j'r�i

A ; � 2 C: (2.29)

Il faut noter que les Éqs. (2.26), (2.27) indiquent que la valeur propre � pourrait être

considérée comme une valeur propre réelle de l�opérateur hermitien
�p

m!
2~ x+

pp
2m!~

�
multiplié

par le facteur de phase e+i
�
4
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� = j�j e+i�4 : (2.30)

Dans la représentation position x , l�Éq. (2.29) devient r
mi!

2~
x+

~p
2mi!~

@

@x

!
'r�(x) = �'r�(x); (2.31)

on obtient l�expression de l�état 'r�(x) :

'r�(x) =

�
im!

2~�2

� 1
4

e�
i
2
j�j2 exp

" r
2im!

~
�x� i

m!

2~
x2

!#

=

�
im!

2~�2

� 1
4

e�
i
2
j�j2 exp

�
�
�
A+ �A

��
exp

h
�im!
2~

x2
i

=

�
im!

2~�2

� 1
4

exp
�
� �A
�
exp [�A] exp

h
�im!
2~

x2
i

= exp
�
� �A
�
'r0(x); (2.32)

d�où l�état de vide de l�oscillateur inversé s�écrit

'r0(x) =

�
im!

2~�2

� 1
4

exp
h
�im!
2~

x2
i
; (2.33)

ainsi, pour l�état au point zéro la condition bi-orthonormale he'r0(x) j'r0(x)i = h'r0(x)j � j'r0(x)i =
I est véri�ée.

Lorsque l�oscillateur inversé est dans un état particulier 'r�(x) (2.32), à l�instant t = 0,

comment évolue-t-il au cours du temps ?

Alors à tout instant t son état sera donné par :

 r�(x; t) = exp

�
� i
~
Hrt

�
'r�(x)

= exp

�
� i
~
Hrt

�
exp

�
� �A
�
'r0(x); (2.34)

donc, on peut écrire :

exp

�
� i
~
Hrt

�
'r�(x) = exp

�
� i
~
Hrt

�
exp

�
� �A
�
exp

�
i

~
Hrt+

!

2
t

�
'r0(x); (2.35)
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où nous avons utilisé ces équations tel que :

�
Hr � i

!~
2

�
'r0(x) = 0: (2.36)

�
� i
~
Hrt; � �A

�
= !t� �A; (2.37)

et la formule de Baker-Campbell-Hausdor¤ qui stipule que si [a;B] = cB avec c 2 C, alors

exp[a] exp[B] exp[�a] = exp[exp(c)B]: (2.38)

où a = � i
~H

rt, B = �
�
�A
�
et c = !t:

par conséquant, les états cohérents de l�oscillateur inversé Éq.(2.34) devient :

 r�(t)(x; t) = exp
h!
2
t
i
exp

�
e!t� �A

�
'r0(x)

= exp
h!
2
t
i
'r�(x); (2.39)

la comparaison de ce résultat et celui de l�Éq.(2.32) montre que pour obtenir l�évolué  r�(x; 0) =

'r�(x) à  
r
�(x; t), il su¢ t de changer � en �(t) = �e!t et de multiplier l�état obtenu par exp

�
!
2
t
�

(qui est un facteur d�amplitude globale).

Nous savons déjà, pour l�oscillateur harmonique, les valeurs moyennes hxios (t) = xosc (t) et

hpios (t) = �m!xosc (t) restent toujours égaux aux valeurs classiques correspondantes, est-ce le

cas pour l�oscillateur inversé ?

Les valeurs moyennes hxir� et hpi
r
� peuvent être obtenues en exprimant x et p en termes de

A et �A [Eqs.( 2.26) et (2.27)], tel que

x =

r
~

2mi!
(A+ �A); p = i

r
~mi!
2

( �A�A): (2.40)

Donc la valeur moyenne de l�opérateur position est comme suit

hxir� =

r
~

2mi!
h r�(x; t)j �(A+ �A) j r�(x; t)i

=

r
~

2mi!
exp [!t] h'r�(x)j �(A+ �A) j'r�(x)i

= 2

r
~

2mi!
j�j e!t+i�4 (2.41)
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d�où

hxir� =
r
2~
m!

j�j e!t = xr�(t); (2.42)

de même, la valeur moyenne de l�opérateur impulsion est

hpir� = i

r
~mi!
2

h r�(x; t)j �( �A�A) j r�(x; t)i

=
p
2~m! j�j e!t

= pr�(t): (2.43)

L�évolution temporelle de ces valeurs moyennes correspondant à celles de l�oscillateur en

mécanique classique.

Pour véri�er la relation d�incertitude d�Heisenberg, calculons :

� La valeur moyenne de x2 et de p2

x2
�r
�
=

~
2m!

�
(�(t) + ��(t))2 + 1

�
; (2.44)



p2
�r
�
=
~m!
2

�
1� (�(t)� ��(t))2

�
; (2.45)

par conséquent :

(�x)r� =

r
hx2ir� �

�
hxir�

�2
=

r
~
2m!

q�
(�(t) + ��(t))2 � 4�2(t) + 1

�
=

r
~
2m!

; (2.46)

et

(�p)r� =

r
hx2ir� �

�
hxir�

�2
=

r
~m!
2

: (2.47)

En multipliant (�x)r� par (�p)
r
� ; nous obtenons

(�x)r� : (�p)
r
� =

~
2

(2.48)

D�où ce résultat reproduit la fameuse relation d�incertitude d�Heisenberg.



Chapitre 3

Étude des systèmes quantique

non-hermitique dépendants du temps

3.1 Introduction

Rappelons que l�évolution d�un système au cours du temps est régi par l�équation de Schrö-

dinger

i~
@

@t
j	(t)i = H(t) j	(t)i ; (3.1)

où H(t) est l�Hamiltonien du système et j	(t)i c�est un vecteur d�état, il appratient à l�espace

de Hilbert H.

Les principes fondamentaux utilisés pour résoudre les systèmes indépendants du temps

ou même dépendants du temps en mécanique quantique hermitienne sont bien établis dans

de nombreux documents standard. Par contre, les systèmes quantiques non-hermitiques sont

moins développés. Néanmoins, de grands e¤orts ont été faits pour développer un cadre quantique

approprié pour ces systèmes. Mais quand il s�agit des Hamiltoniens explicitement dépendants

du temps, le processus est très di¢ cile. Ce chapitre est consacré à une approche qui est censé

reproduire des solutions exactes, c�est la théorie des invariants construite par Lewis et Riesenfeld

en 1969 [50], qui se généralise au cas non-hermitique ou ce qu�on appelle la théorie des pseudo-

invariants [51,52].
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3.2 Théorie des invariants pour des systèmes dépendants

du temps

Le rôle des invariants dynamiques est très important, car ils simpli�ent la résolution des

équations dynamiques gouvernant l�évolution temporelle des systèmes quantiques dépendants

explicitement du temps. la solution de l�équation de Schrödinger est exprimeé comme une

fonction des états propres de l�invariant multiplie par une phase [50]. Le problème se résume

donc à trouver la forme explicite de l�opérateur invariant et la phase associé à l�évolution de

systéme considéré.

3.2.1 Cas hermitien :

En mécanique quantique, un opérateur Îh (t) est dit invariant, s�il satisfait à l�équa-

tion de Lioville-Von-Neumann :

dÎh(t)

dt
=
@Îh(t)

@t
+
1

i~

h
Îh(t); ĥ(t)

i
= 0; (3.2)

avec ĥ(t) c�est l�opérateur Hamiltoniandans, dans ce cas l�Éq. (3.1) s�écrit

i~@t
��	h(t)� = ĥ(t)

��	h(t)� : (3.3)

où
��	h(t)� c�est un vecteur propre à ĥ(t):
Alors, on peut dé�nir une fonction

�� �;�(t)� comme étant état propre de l�invariant Ih(t)
tel que,

Îh(t) j �(t)i = � j �(t)i ; (3.4)

où � est la valeur propre associe à Îh.

Supposons que ces états propres admettent une basse orthonormeé

h �0(t) j �(t)i = ��;�0 : (3.5)

Dons ce cas, la solution particulière de l�équation de Schrödinger s�écrit

j �(t)i� = exp [i��(t)] j �(t)i ; (3.6)
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avec ��(t) une phase qui satis�e à l�équation suivante

~
d��(t)

dt
= h �(t)

�
i~@t � ĥ(t)

�
j �(t)i : (3.7)

Et la solution générale de l�Éq. (3.3) s�écrit comme une combinaison linéaire des états

propres ��	h(t)� =X
�

C�(0) exp [i��(t)] j �(t)i ; (3.8)

avec C�(0) ce sont des ceo¢ cients indépendents du temps.

3.2.2 Cas non-hermitien : Théorie des Pseudo-invariants

Dans cette section, nous allons passer en revue aux résultats de la théorie des pseudo

invariants [51,52,54]. Soit un Hamiltonien H(t) non-hermitien dépendant du temps.

Il est possible de construire un opérateur pseudo-invariant dépendant du temps ÎPH(t)

véri�ant l�équation de Lioville-Von-Neumann :

@ÎPH(t)

@t
=
i

~

h
ÎPH (t) ; Ĥ(t)

i
; (3.9)

en introduisant une métrique dépendante du temps �(t) = �+(t)�(t); de manière analogue au

cas indépendant du temps, la relation de " la pseudo-hermiticité " pour l�opérateur invariant

est :

ÎPH+ (t) = �(t)ÎPH (t) ��1(t) , Îh(t) = �(t)ÎPH(t)��1(t) = Îh+(t); (3.10)

l�opérateur métrique � relie l�invariant ÎPH(t) à son conjugué hermitien ÎPH+ (t), et ÎPH (t)

peut également être relié à l�opérateur invariant hermitique Îh(t) à travers la transformation

�(t).

La particularité d�un tel couple conjugué Îh(t) et ÎPH est qu�ils possèdent un spectre réel.

Cela signi�e que tout opérateur invariant auto-adjoint Îh(t);c �est-à-dire un observable, dans

le système hermitien il possède un opérateur observable ÎPH équivalent au cas des systèmes

non-hermitique, ils sont liés par la relation

ÎPH = ��1(t)Îh(t)�(t); (3.11)
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par analogie au cas indépendant du temps, les équations aux valeurs propres d�un opérateur

auto-adjoint s�écrivent :

Îh(t) j n(t)i = �n j n(t)i ; (3.12)

ÎPH (t)
���Hn (t)� = �n

���Hn (t)� ; �n = cte; (3.13)

où j n(t)i et
���Hn (t)� deux fonctions propres liées par la relation :

j n(t)i = �(t)
���Hn (t)� : (3.14)

Les fonctions propres
���Hn (t)� associées à l�invariant pseudo-hermitien satisfont au pseudo-

produit scalaire suivant :



�Hn (t)

���Hn (t)��(t) = 
�Hn (t)�� �(t) ���Hn (t)� = �mn: (3.15)

Si on multiplie la fonction propre
���Hn (t)� par un facteur de phase dépendant du temps

�n(t); la solution particulière
���Hn (t)� de l�équation de Schrodinger (3.1), sera

���Hn (t)� = ei�n(t)
���Hn (t)� ; (3.16)

où la phase �n(t) est réelle, elle satisfait à l�équation suivante :

d�n(t)

dt
=


�Hn (t)

�� �(t) �i~ @
@t
� Ĥ(t)

� ���Hn (t)� : (3.17)

Finalement, la solution générale est

j	(t)i =
X
n

Cne
i�n(t)

���Hn (t)� ; (3.18)

où

Cn =


�Hn (0)

�� �(0) j	(0)i (3.19)

Nous appliquons cette théorie dans le chapitre prochain, au cas d�un système quantique

non-hermitien dépendant du temps obeissant à l�algèbre de Lie SU(1; 1); SU(2).



Chapitre 4

Illustration de la théorie des pseudo

invariants : Systèmes non-hermitiques

obéissant à l�algèbre de Lie SU(1; 1) et

SU(2)

4.1 Introduction

À l�aide de la théorie des pseudo-invariants, on résout l�équation de Schrödinger dans le

cas d�un Hamiltonien non-hermitien dépendant du temps, exprimé en fonction des générateurs

des groupes SU(1; 1) et SU(2). A cet e¤et nous intoduissons un opérateur de transformation

non-unitaire R(t) pour construire un invariant pseudo-hermitien. Nous cherchons la solution

exacte de l�équation de Schrödinger, ainsi que la phase de Berry non diabatique qui se réduit à

la phase adiabatique dans la variation lente.

4.2 Hamiltonien non-hermitien et invariant pseudo-hermitien

Considérons un système quantique décrit par un Hamiltonien non-hermitien dépendant du

temps
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Ĥ(t) = 
K̂0 +G
�
K̂+ exp (i�(t))� K̂� exp (�i�(t))

�
; (4.1)

où 
 ; G et �(t) = !t sont des paramètres réels.

L�opérateur K̂0 est hermitien, alors que
�
K̂�

�y
= K̂+. Ces opérateurs ce sont des gé-

nérateurs de l�algèbre de Lie SU(1; 1) et SU(2); qui satisfont aux relations de commutation

suivante :

h
K̂0; K̂�

i
= �K̂�h

K̂+; K̂�

i
= DK̂0

; (4.2)

où D = �2 respectivement pour SU(2) et SU(1; 1) .

Ce système est regié par l�équation de Schrödinger (3.1) qui sera résolu à l�aide de la théorie

des pseudo-invariants dé�nit par

i
dÎ(t)

dt
= i

@

@t
Î(t) +

h
Î(t); Ĥ(t)

i
= 0: (4.3)

Maintenant, Nous supposons un invariant Î(t) est de la forme

Î(t) = R̂(t)K̂0R̂
�1(t); (4.4)

où R̂(t) est un opérateur non-unitaire dé�nit comme suit

R̂(t) = exp
�"
2

�
K̂+ exp (i�(t)) + K̂� exp (�i�(t))

��
; (4.5)

et son inverse s�écrit

R̂�1(t) = exp
�
�"
2

�
K̂+ exp (i�(t)) + K̂� exp (�i�(t))

��
; (4.6)

" est un paramètre réel à déterminer. Cet opérateur il est inversible et hermitien R̂(t) = R̂y(t):

En utilisant la formule de Baker�Campbell�Hausdor¤

exp(A)B exp�(A) = B + [A;B] +
1

2!
[A; [A;B]] +

1

3!
[A; [A; [A;B]]] + ::::; (4.7)
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Les opérateurs K̂+; K̂� et K̂0 se transforment [70�72] comme :

R̂(t)K̂+R̂
�1(t) = K̂+ cosh

2
��
2

�
� K̂� exp (�2i�(t)) sinh2

��
2

�
� K̂0 exp (�i�(t))

r
D

2
sinh (�) ;

R̂(t)K̂�R̂
�1(t) = K̂� cosh

2
��
2

�
� K̂+ exp (2i�(t)) sinh

2
��
2

�
+ K̂0 exp (i�(t))

r
D

2
sinh (�) ;

R̂(t)K̂0R̂
�1(t) = K̂0 cosh (�)�

1p
2D

sinh (�)
�
K̂+ exp (i�(t))� K̂� exp (�i�(t))

�
; (4.8)

et la dérivée s�éxprime comme

iR̂�1(t)
@

@t
R̂(t) = �2!K̂0 sinh

2
��
2

�
� !p

2D
sinh (�)

�
K̂+ exp (i�(t))� K̂� exp (�i�(t))

�
;

(4.9)

tel que

� = "

r
D

2
; (4.10)

De ce fait, l�invariant (4.4) s�écrit en utilisant les formules (4.8),

Î(t) = K̂0 cosh (�)�
1p
2D

sinh (�)
�
K̂+ exp (i�(t))� K̂� exp (�i�(t))

�
: (4.11)

Il est évident que cet invariant est non-hermitien

Î+(t) = K̂0 cosh (�) +
1p
2D

sinh (�)
�
K̂+ exp (i�)� K̂� exp (�i�)

�
6= Î(t): (4.12)

En remplaçant l�invariant Î(t) dans l�Éq.(4.3), et en calculant le commutateur

h
Î(t); Ĥ(t)

i
=

h

K̂0 +G

�
K̂+ exp (i�(t))� K̂� exp (�i�(t))

�
; K̂0 cosh (�)

� 1p
2D

sinh (�)
�
K̂+ exp (i�(t))� K̂� exp (�i�(t))

��
= � 
p

2D
sinh (�) exp (i�(t))

h
K̂0; K̂+

i
+


p
2D

sinh (�) exp (�i�(t))
h
K̂0; K̂�

i
+

Gp
2D

sinh (�)
h
K̂�; K̂+

i
+G cosh (�) exp (i�(t))

h
K̂0; K̂+

i
� Gp

2D
sinh (�)

h
K̂+; K̂�

i
�G cosh (�) exp (�i�(t))

h
K̂0; K̂�

i
: (4.13)
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on obtient le résultat suivanth
Î(t); Ĥ(t)

i
=

�

p
2D

sinh (�) +G cosh (�)

��
K̂+ exp (i�) + K̂� exp (�i�)

�
; (4.14)

sachant que la dérivée par au temps de l�invariant (4.11), donne

i
@Î(t)

@t
= � !p

2D
sinh (�)

�
K̂+ exp (i�) + K̂� exp (�i�)

�
: (4.15)

Les équations (4.14) et (4.15), permettent d�obtenir l�équation auxiliare :

G cosh (�) = �! + 
p
2D

sinh (�) : (4.16)

Nous introduisons un opérateur métrique b� tel que

b� = �R̂�1�y R̂�1; (4.17)

et sachant que R̂(t) = R̂y(t) b� = R̂�2;

donc, on peut montrer que l�invariant Î(t) est pseudo-hermitien Îy(t) = b�Î(t)b��1. Considérons
un état propre jni et la valeur propre �n associe à l�opérateur K̂0 tel que l�équation aux valeurs

propres s�écrit

K̂0 jni = �n jni ; (4.18)

ce qui conduit alors à dé�nir l�état propre de l�invariant bI(t)
bI(t) jn(t)i = �n jn(t)i ; avec jn(t)i = R̂(t) jni , (4.19)

les �n sont également des valeurs propres de l�invariant Î(t):

Sachant que les états propres jni dé�nissent une base orthogonale :

hn jmi = �nm; (4.20)

c�est à dire :

hn jmi = hn(t)j
�
R̂�1

�+
R̂�1 jm(t)i = �nm: (4.21)

Par conséquant, les états propres jn(t)i sont ainsi satisfont le produit scalaire pseudo-

hermitien suivant :

hn(t)jb�(t) jm(t)i = �nm:
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4.3 Calcul de la phase de Berry et la solution exacte

Nous avons déterminer les états jn(t)i de l�invariant pseudo-Hermitien Î(t), alors la solution

générale de l�équation de Schrödinger dépendante du temps Eq.(3.1) s�écrit comme étant une

superposition d�états propre de l�invariant (4.11) :

j (t)i =
X
n

Cne
i�n(t) jn(t)i ; (4.22)

avec Cn sont des coe¢ cients indépendants du temps et �n(t) c�est la phase LR.

En remplaçant la solution Éq. (4.22) dans l�équation de Schrödinger Éq. (3.1), la phase

�n(t) :

i
@

@t

"X
n

Cne
i�n(t) jn(t)i

#
= Ĥ(t)

"X
n

Cne
i�n(t) jn(t)i

#
�
� _�n(t) jn(t)i+ i

@ jn(t)i
@t

�
= Ĥ(t) jn(t)i ; (4.23)

donc pour avoir l�expression de la phase �n(t); il faut multiplier l�Éq. (4.23) par le bra hn (t)j

qui permet de déterminer la phase

�n(t) =

Z t

0

dt
0
D
n
�
t
0
���� b� �i @

@t0
� Ĥ(t

0
)

� ���n�t0�E : (4.24)

En utilisant les relations Eqs. (4.9), la condition auxiliare (4.16) et b� = R̂�2; nous obtenons

l�expression de la phase de Lewis Riesenfeld (LR) en fonction des paramètres du systèmes étudié

c�est à dire :

�n(t) =

Z t

0

dt
0 hnj

"
iR̂�1

@R̂

@t0
� R̂�1Ĥ R̂

#
jni

= �
Z t

0

dt
0 hnjG(R̂�1K̂+R̂e

i�(t) � R̂�1K̂�R̂e
�i�(t)) + 
R̂�1K̂0R̂� iR̂�1

@

@t
R̂ jni

= �
Z t

0

dt
0

 
G cosh (�) +

_�+ 
p
2D

sinh (�)

!
hnj
�
K̂+e

i�(t0) � K̂�e
�i�(t0)

�
jni

�
Z t

0

dt
0

 
2

r
D

2
G sinh (�) + 2

�

 + _�

�
sinh2

��
2

�
+ 


!
hnj K̂0 jni ; (4.25)

qui conduit à

�n(t) = ��n
Z t

0

dt
0

 

 + 2

r
D

2
G sinh (�) + 2 (
 + !) sinh2

��
2

�!
; (4.26)
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dans laquelle,

sinh2(
�

2
) =

1

2

"
�1� (! + 
)p

(! + 
)2 � 2DG2

#
, (4.27)

tel que (! + 
)2 � 2DG2:

Le premier terme dans l�expression de la phase de Lewis Riesenfeld (LR) �n(t) (4.24),

appellé phase géométrique (phase de Berry), qu�en peut dé�nir sur une période T = 2�=!

comme :

n(T ) = i

Z T

0

dt
0 hn (t0)j � @

@t0
jn (t0)i = �2�i

I
sinh2

��
2

�
d�; T = 2�=!: (4.28a)

En remplaçant l�équation (4.27) dans l�expression ci-dessus, peuvent donner la phase de

Berry non-adiabatique qui est approprie aux deux systèmes SU(2) et SU(1; 1).

Ces deux possibilités (�) montrés dans la fonction sinus hyperbolique Éq.(4.27) sont va-

lables pour le système des bosons SU(1; 1) avec D = �2; par conséquant une seule valeur valide

(+) pour le système SU(2) avec D = 2.

Dans tout ce qui suit, on va appliquer ces résultats généraux pour deux systèmes particu-

liers.

4.3.1 Le système SU(1; 1)

Pour le système SU(1; 1) dé�nit par la valeur D = �2; les générateurs de l�algèbre de Lie

peuvent s�exprimer en fonction des opérateur de création et annihilation tel que

K̂0 =
1

2

�
âyba+ 1

2

�
; K̂+ =

1

2

�
ây
�2
; K̂� =

1

2
(â)2 : (4.29)

Dans ce cas l�Hamiltonien devient dans la représentation position un oscillateur harmonique

usuel :

bH =
1

2

�



2
+ iG sin� (t)

� bx2 + 1
2

�



2
� iG sin� (t)

� bp2
� iG cos� (t)xp: (4.30)



4.3 Calcul de la phase de Berry et la solution exacte 37

Les états propre de l�opérateur K̂0 sont exprimés dans l�espace de Fock âyba jni = n jni où ses

valeurs prores sont �n = 1
2

�
n+ 1

2

�
;

K̂0 jni =
1

2

�
n+

1

2

�
jni : (4.31)

la fonction sinus hyperbolique [Éq.(4.27)] devient une fonction sinus dans le cas D = �2; c.à.d :

sin2(
"

2
) =

1

2

"
1� (! + 
)p

(! + 
)2 + 4G2

#
. (4.32)

D�où la phase LR (4.26) s�écrit

�n(t) = �
1

2

�
n+

1

2

�Z t

0

dt
0
�

�G sin "+ 2 (
 + !) sin2

"

2

�
: (4.33)

Ainsi la phase de Berry non adiabatique, peut s�éxprimer comme

n(T ) = �

�
n+

1

2

� 
1� 
 + !p

(
 + !)2 + 4G2

!
; (4.34)

et dans l�approximation adiabatique (d�
dt
! 0; T !1), elle se réduit à [55,73]

n(T ) = �

�
n+

1

2

��
1� 
p


2 + 4G2

�
: (4.35)

4.3.2 Le système SU(2)

Dans ce cas D = 2 (ou algèbre de Lie SU(2) ), alors l�équation aux valeurs propres de

l�opérateur K̂0 est dé�ni par

K̂0 jj; ni = n jj; ni : (4.36)

En remplaçant la valeur D par 2 dans l�Éq. (4.26), La phase LR s�écrit

�n(t) = �n
Z t

0

dt
0
�

 +G sinh "+ 2 (
 + !) sinh2

"

2

�
; (4.37)

où

sinh2(
"

2
) =

1

2

"
(! + 
)p

(! + 
)2 � 4G2
� 1
#
: (4.38)

Par conséquant, la phase de Berry dans l�approximation adiabatique s�exprime comme suit :

n(T ) = �2�n
�


p

2 � 4G2

� 1
�
: (4.39)
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A l�aide de la théorie des pseudo-invariants, nous avons résolu un système non-hermitien dé-

pendant du temps obeissant à l�algèbre SU (1; 1) et SU (2) : Nous avons dé�ni un opérateur non-

unitaire hermitien bR(t), pour construire un invariant bI(t); qui est évidemment non-hermitien et
on a montré qu�il est pseudo-Hermitien à travers un opérateur metrique b� = bR�2: L�invariantbI(t) possède un spectre réel pour les deux systèmes SU(1; 1) et SU(2): Ce qui nous a amené
à écrire la solution exacte en fonction des états propres de l�invariant et calculer la phase de

Lewis Riesenfeld (LR) et la phase de Berry. Ces deux dernières phases sont en accord avec leurs

homologues hermitiens [71,72].



Conclusion
Dans cette thèse on a abordé les points suivants :

� Nous avons rappeler certaines notions sur la PT -symétrie, la Pseudo-Hérmiticité et les

états cohérents.

� Nous avons relié l�oscillateur harmonique anti-PT-symétrique et l�oscillateur harmo-

nique inversé Hr tel que Hr = ��1(iHos)�, où nous avons utilisé la transformation de Dyson

� = exp
�
�
8
(xp+ px)

�
et exprimé ses fonctions propres en terme des états propres de l�oscilla-

teurs harmonique usuel. Ensuite nous avons construit les états cohérents généralisées de l�Ha-

miltonien inversé à l�aide des nouvaux opérateurs de création et annihilation
�
A; �A

�
satisfaisant

la relation de commutation
�
A; �A

�
= 1: Ce qui nous a permis à calculer les valeurs moyennes

des quantités physique (x; p) ; qui corresponds exactement à celles trouver en classique puis

trouver les écarts quadratiques (�x;�p) dans lequel nous arrivons à la relation d�incertitude

d�Heisenberg �x:�p = 1
2
:

� Nous avons introduit la théorie des invariants pour des systèmes quantique dépendant

du temps non-Hermitique, a�n de l�appliquer aux systèmes non-hermitiques et dépendants du

temps obéissant à l�algèbre SU(1; 1) et SU(2).
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We treat the quantum dynamics of a harmonic oscillator as well as its inverted counterpart
in the Schrödinger picture. Generally in the most papers in the literature, the inverted harmonic
oscillator is formally obtained from the harmonic oscillator by the replacement of 𝜔 by 𝑖𝜔,
this leads to unbounded eigenvectors. This explicitly demonstrates that there are some unclear
points involved in redefining the variables in the harmonic oscillator inversion. To remedy this
situation, we introduce a scaling operator (Dyson transformation) by connecting the inverted
harmonic oscillator to an anti-PT-symmetric harmonic oscillator, and we obtain the standard
quasi-Hermiticity relation which would ensure the time invariance of the eigenfunction’s norm.
We give a complete description for the eigenproblem. We show that the wave functions for this
system are normalized in the sense of the pseudo-scalar product. A Gaussian wave packet of
the inverted oscillator is investigated by using the ladder operators method. This wave packet
is found to be associated with the generalized coherent state that can be crucially utilized for
investigating the mean values of the space and momentum operators. We find that these mean
values reproduce the classical motion.

Keywords: inverted oscillator, harmonic oscillator, anti-PT-symmetry, inverted coherent states.
This paper is dedicated to the memory of ours colleagues: Brahim Bouzerafa and Rabah Zegadi
who died of covid 19. And to Ali-Sahraoui Ferhat who died of cardiac arrest.

1. Introduction
The inverted harmonic oscillator is described by the operator

𝐻r =
1

2𝑚
𝑝2 − 1

2
𝑚𝜔2𝑥2, (1)

where the index r specifies inverted or repulsive, has attracted great attention over
the years in quantum mechanics [1–4]. It is of course not positive definite but
symmetric on the domain D ⊂ in the Hilbert space H endowed with scalar product
⟨., .⟩ and related norm ∥.∥. It is well known that this system gives rise to a complex

[385]
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eigenvalues and a nonphysical eigenvectors although 𝐻r is self-adjoint and the
physical reason is that its potential is unbounded from below.
The inverted harmonic oscillator obtained by changing 𝜔 to ±𝑖𝜔 in the harmonic

oscillator, is often encountered as a phenomenological model in dissipative processes
and has been used among others, as a model of instability in quantum mechanics
[5–9]. In fact, its associated time-dependent solutions of the Schrödinger equation
can be mapped to those of the harmonic potentials [10–15]. It yields some physical
information on scales that span classical mechanics to quantum field theory [16–18].
Recently in [19], the Hamiltonian of the inverted oscillator has been used to
understand the quantum mechanics of scattering and time-decay in a diverse set of
physical systems.
This system has a wide range of applications in different branches of physics

[20–28] such as the tunnelling effects, the mechanism of matter-wave bright solitons,
the cosmological model, and the quantum theory of measurements.
From the fact that we are able to invert a standard oscillator by redefining the

frequency 𝜔, we expect both of the normal and the inverted oscillator representations
to possess the same observable consequences. However, it is not clear how this
result truly comes about. It is important to note that the regular and the inverted
harmonic oscillators are genuinely different. As a result, one cannot take for granted
the known formulae of the regular oscillator and extrapolate them to the inverted
oscillator by simply replacing 𝜔 with ±𝑖𝜔. Among the goals of this paper is to
define the transformation which connects the harmonic oscillator to the inverted one
and describes the physical situation, thereby clarifying several questions.
The analytic continuation of the angular velocity 𝜔 → ±𝑖𝜔 leads to an imaginary

energy spectrum which eventually could be obtained as an eigenvalue of the anti-
PT -symmetric non-Hermitian Hamiltonian (±𝑖𝐻os). The question that quickly comes
to mind is can we relate 𝐻r and (±𝑖𝐻os)? or precisely, which method should be
used to obtain, from the anti-PT non-Hermitian oscillator (±𝑖𝐻os), the inverted
oscillator 𝐻r without recourse to the substitution of 𝜔 by ±𝑖𝜔? We will try to
answer these questions in the next section.
Another important branch in studying quantum systems is the so-called non-

Hermitian quantum mechanics. It was found that the criteria for a non-Hermitian
quantum Hamiltonian to have a real spectrum is that it possesses an unbroken
PT -symmetry (P is the space-reflection operator or parity operator, and T is the
time-reversal operator) [29, 30]. The concept of PT -symmetry has found applications
in several areas of physics [31–39]. Due to the fact that the energy spectrum of
(±𝑖𝐻os) is completely imaginary, the physical structure of the system changes. We
recall that a PT -symmetric system can be transformed to an anti-PT -symmetric
one by the transformation 𝐻os → (±𝑖𝐻os) [40–43].
In analogy with the PT -symmetric case, we call the anti-PT -symmetry of

a Hamiltonian 𝐻 unbroken if all of the eigenfunctions of 𝐻 are eigenfunctions of
the PT operator, i.e. when the energy spectrum of 𝐻 is entirely imaginary [44].
An alternative approach exploring the basic structure responsible of a non-Hermitian
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Hamiltonian is the notion of the pseudo-Hermiticity introduced in [45]. Mostafazadeh
[46] pointed out that the condition for a Hamiltonian 𝐻 to be PT -symmetric can
be understood more generally as a special case of pseudo-Hermiticity. An operator
𝐻 is said to be pseudo-Hermitian or quasi-Hermitian if it satisfies the following
relation

𝐻† = [𝐻[−1, (2)

where the Hermitian operator [ = 𝜌+𝜌 and the Dyson operator 𝜌 are linear and
invertible. The pseudo-Hermiticity links as well the pseudo-Hermitian Hamiltonian
𝐻 with an equivalent Hermitian Hamiltonian ℎ,

ℎ = 𝜌𝐻𝜌−1. (3)

In what follows, we only consider the anti-PT -symmetric Hamiltonian case
(𝑖𝐻os). Similarly, the case (−𝑖𝐻os) would serve equally well.
In the present paper, we generate from anti-PT -symmetric Hamiltonian (𝑖𝐻os) an

inverted harmonic oscillator-type Hamiltonian 𝐻r which is a Hermitian Hamiltonian
and thus its solution is real.
The paper is organized as follows. In Section 2, we recall briefly some properties

of the standard harmonic and inverted oscillators. Then we introduce an appropriate
quantum scaling operator [ which links the anti-PT -symmetric Hamiltonian oscillator
(𝑖𝐻os) to the inverted oscillator Hamiltonian 𝐻r. We obtain the set of solutions
of the inverted harmonic oscillator and also we define the full orthonormalization
relation of eigenstates of 𝐻r. This procedure allows us to construct the ladder
operators for the inverted harmonic oscillator, in Section 3, where we will address
the problem of construction of generalized coherent states associated with the inverted
oscillator 𝐻r. We obtain the mean values of the space and momentum operators
in the generalized coherent states and furthermore we calculate the corresponding
Heisenberg uncertainty. An outlook over the main results is given in the conclusion.

2. Generalized eigenfunction of the inverted harmonic oscillator
Let us first recall some properties of the harmonic oscillator which are useful

to introduce the inverted oscillator. The Hamiltonian of the harmonic oscillator is

𝐻os =
1

2𝑚
𝑝2 + 1

2
𝑚𝜔2𝑥2, (4)

and its normalized eigenfunctions are given by means of Hermite polynomial as

𝜓os
𝑛 (𝑥) = 1

√
2𝑛𝑛!

(
𝜔𝑚

𝜋ℏ

) 1
4

exp
[
−𝜔𝑚

2ℏ
𝑥2
]
𝐻𝑛

(√︂
𝜔𝑚

ℏ
𝑥

)
. (5)

Therefore the spectrum is discrete and the eigenvalues of (4) are nonnegative
real numbers which correspond to the quantized energy levels

𝐸os
𝑛 = ℏ𝜔

(
𝑛 + 1

2

)
, 𝜔 > 0, (6)
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and the orthonormal condition is well preserved〈
𝜓os
𝑚 (𝑥)

��𝜓os
𝑛 (𝑥)

〉
=

∫
𝜓∗os
𝑚 (𝑥)𝜓os

𝑛 (𝑥)𝑑𝑥 = 𝛿𝑚𝑛, (7)

naturally, the linear combination
∑

𝑛 𝑐𝑛𝜓
os
𝑛 (𝑥) is a square integrable function for∑

𝑛 |𝑐𝑛 |2 < ∞.
The Hamiltonian (1) is formally obtainable from the harmonic oscillator by

the change 𝜔 → ±𝑖𝜔 and it corresponds to the Hamiltonian of the harmonic
oscillator with purely imaginary frequency. Therefore, this replacement transforms
the eigenfunctions of the harmonic oscillator (5) into generalized eigenvectors of the
inverted harmonic oscillator (1)

𝜓r
𝑛 (𝑥) =

1
√

2𝑛𝑛!

(
𝑖𝜔𝑚

𝜋ℏ

) 1
4

exp
[
−𝑖𝜔𝑚

2ℏ
𝑥2
]
𝐻𝑛

(√︂
𝑖𝜔𝑚

ℏ
𝑥

)
, (8)

𝜓r
𝑛 (𝑥) =

1
√

2𝑛𝑛!

(
−𝑖𝜔𝑚
𝜋ℏ

) 1
4

exp
[
𝑖𝜔𝑚

2ℏ
𝑥2
]
𝐻𝑛

(√︂
−𝑖𝜔𝑚
ℏ

𝑥

)
, (9)

which should be proved as eigenvectors of the inverted harmonic oscillator (1) with
the discrete purely imaginary spectrum

𝐸 r
𝑛 = ±𝑖𝐸os

𝑛 = ±𝑖ℏ𝜔
(
𝑛 + 1

2

)
. (10)

From the mathematical point of view, the solution of the inverted Hamiltonian
in (1) is similar to that of the harmonic oscillator. But these transformations, applied
to the potential of the harmonic oscillator, turn it into the potential − 1

2𝑚𝜔2𝑥2 and
the same happens with the eigenvalues: they are transformed from discrete real
eigenvalues to discrete imaginary ones. Once again we see that these generalized
eigenfunctions cannot represent physical states. When calculating the squared norm
of these functions〈

𝜓r
𝑛

��𝜓r
𝑛

〉
=

1
2𝑛𝑛!

(𝜔𝑚
𝜋ℏ

) 1
2
𝐻𝑛

(√︂
−𝑖𝜔𝑚
ℏ

𝑥

)
𝐻𝑛

(√︂
𝑖𝜔𝑚

ℏ
𝑥

)
𝑑𝑥 ≠ 1, (11)〈

𝜓r
𝑛

��𝜓r
𝑛

〉
=

1
2𝑛𝑛!

(𝜔𝑚
𝜋ℏ

) 1
2
𝐻𝑛

(√︂
𝑖𝜔𝑚

ℏ
𝑥

)
𝐻𝑛

(√︂
−𝑖𝜔𝑚
ℏ

𝑥

)
𝑑𝑥 ≠ 1, (12)

we see that they diverge in the limit |𝑥 | → ∞ as 𝑥2𝑛. Therefore any nontrivial linear
combination does not yield a square integrable function. Clearly, 𝜓r

𝑛 (𝜓r
𝑛) are not

elements of 𝐿2(𝑅).
Finally, we are left with the following question: what is the relation between the

eigenfunctions 𝜓os
𝑛 (𝑥) (5) and those of the inverted oscillator 𝜓r

𝑛 (𝑥) (8) (or (9))?
It is important to emphasize that the functions 𝜓r

𝑛 (𝑥) and 𝜓r
𝑛 (𝑥) are essentially

the rotated versions of the eigenstates 𝜓os
𝑛 (𝑥) in (5),

𝜓r
𝑛 (𝑥) = 𝑒𝑖

𝜋
8 𝜓os

𝑛 (𝑥𝑒𝑖 𝜋4 ), 𝜓r
𝑛 (𝑥) = 𝑒−𝑖

𝜋
8 𝜓os

𝑛 (𝑥𝑒−𝑖 𝜋4 ). (13)
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What we have done so far can be restated in terms of a similarity operator, 𝜌,
an unbounded operator with an unbounded inverse. We put 𝜓r

𝑛 (𝑥) = 𝜌−1𝜓os
𝑛 (𝑥), i.e.

𝜌−1 brings any wave function 𝜓os
𝑛 (𝑥) into the wave function 𝜓r

𝑛 (𝑥). One possibility
is to take for 𝜌 the complex squeezed operator exp

[
− 𝜋

8 (𝑥𝑝 + 𝑝𝑥)
]
, because if |𝜓⟩

is the state vector of a system then exp
[
− 𝜋

8 (𝑥𝑝 + 𝑝𝑥)
]
|𝜓⟩ represents the same

system compressed in position space by the factor 𝑒−𝑖
𝜋
4 and expanded in momentum

space by the factor 𝑒+𝑖
𝜋
4 . Indeed, this transformation changes the coordinate 𝑥 and

momentum 𝑝 operators as

exp
[
𝜋

8
(𝑥𝑝 + 𝑝𝑥)

]
𝑥 exp

[
−𝜋

8
(𝑥𝑝 + 𝑝𝑥)

]
= 𝑥𝑒−𝑖

𝜋
4 ,

exp
[
𝜋

8
(𝑥𝑝 + 𝑝𝑥)

]
𝑝 exp

[
−𝜋

8
(𝑥𝑝 + 𝑝𝑥)

]
= 𝑝𝑒𝑖

𝜋
4 , (14)

and thus
exp

[
𝜋

8
(𝑥𝑝 + 𝑝𝑥)

]
𝐻r exp

[
−𝜋

8
(𝑥𝑝 + 𝑝𝑥)

]
= (𝑖𝐻os) . (15)

An important property of the transformation 𝜌 is that its action on a wave
function in the 𝑥 representation reads 𝜌 𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑖

𝜋
8 𝑓 (𝑥𝑒𝑖 𝜋4 ). This suggests that we

can establish a connection between 𝜓r
𝑛 (𝑥) (8) and 𝜓os

𝑛 (𝑥) (5) as

𝜓r
𝑛 (𝑥) = exp

[
−𝜋

8
(𝑥𝑝 + 𝑝𝑥)

]
𝜓os
𝑛 (𝑥) = 𝑒𝑖

𝜋
8 𝜓os

𝑛 (𝑥𝑒𝑖 𝜋4 ) (16)

and for 𝜓r
𝑛 (𝑥) (9) in the form

𝜓r
𝑛 (𝑥) = exp

[
𝜋

8
(𝑥𝑝 + 𝑝𝑥)

]
𝜓os
𝑛 (𝑥) = 𝑒−𝑖

𝜋
8 𝜓os

𝑛 (𝑥𝑒−𝑖 𝜋4 ). (17)

We now return to Eqs. (9), (16), (17) and notice that

𝜓r
𝑛 (𝑥) = exp

[
𝜋

4
(𝑥𝑝 + 𝑝𝑥)

]
𝜓r
𝑛 (𝑥). (18)

We observe that these two families of generalized eigenvectors 𝜓r
𝑛 (𝑥) and 𝜓r

𝑛 (𝑥)
have the remarkable properties:
i) Formulae (16) and (17) imply that they are conjugate to each other,

𝜓∗r
𝑛 (𝑥) = 𝜓r

𝑛 (𝑥), (19)

which implies that 𝜓r
𝑛 (𝑥) and 𝜓r

𝑛 (𝑥) are related by the time-reversal operator
𝑇𝜓r

𝑛 (𝑥) = 𝜓r
𝑛 (𝑥).

ii) They are biorthonormal〈
𝜓r
𝑚

��𝜓r
𝑛

〉
=
〈
𝜓r
𝑚

��𝜓r
𝑛

〉
=
〈
𝜓os
𝑛

�� 𝑒[− 𝜋
8 (𝑥𝑝+𝑝𝑥 )]𝑒[ 𝜋

8 (𝑥𝑝+𝑝𝑥 )] ��𝜓os
𝑛

〉
= 𝛿𝑚𝑛, (20)
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the generalized orthonormal relation (20) involves the eigenvectors
��𝜓r

𝑛

〉
as well

as
��𝜓r

𝑛

〉
.

iii) They are bicomplete
∞∑︁
0

��𝜓r
𝑛 (𝑥)

〉 〈
𝜓r
𝑚(𝑥′)

�� = ∞∑︁
0

��𝜓r
𝑚(𝑥)

〉 〈
𝜓r
𝑛 (𝑥′)

��
= 𝑒[ 𝜋

8 (𝑥𝑝+𝑝𝑥 )]∑︁
𝑛

��𝜓os
𝑛

〉 〈
𝜓os
𝑛

�� 𝑒[− 𝜋
8 (𝑥𝑝+𝑝𝑥 )] = 𝛿(𝑥 − 𝑥′). (21)

The proof follows immediately from the orthonormality and the completeness of the
oscillator’s eigenfunctions 𝜓os

𝑛 . Indeed, for the harmonic oscillator, the completeness re-
lation is

∑
𝑛

��𝜓os
𝑛 (𝑥)

〉 〈
𝜓os
𝑛 (𝑥′)

�� = 𝛿(𝑥−𝑥′), where the kets
��𝜓os

𝑛

〉
= exp

[
𝜋
8 (𝑥𝑝 + 𝑝𝑥)

] ��𝜓r
𝑛

〉
form a complete set of bases, consequently the bicompleteness relation (21) is verified.
Notice that the generalized biorthonormalization relation (20) can be rewritten as〈

𝜓r
𝑚

��𝜓r
𝑛

〉
=
〈
𝜓r
𝑛

�� [ ��𝜓r
𝑛

〉
= 𝛿𝑚𝑛, (22)

which introduces the notion of the [-pseudo-scalar product where the operator [ is
defined as

[ = exp
[𝜋

4
(𝑥𝑝 + 𝑝𝑥)

]
= 𝜌+𝜌, (23)

and
𝜌 = exp

[𝜋
8
(𝑥𝑝 + 𝑝𝑥)

]
. (24)

Now, the condition (11) yields〈
𝜓r
𝑚

�� [ ��𝜓r
𝑛

〉
= 𝜓os

𝑛 (𝑥) exp
[
−𝜋

8
(𝑥𝑝+𝑝𝑥)

]
[[] exp

[
−𝜋

8
(𝑥𝑝+𝑝𝑥)

]
𝜓os(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛿𝑚𝑛. (25)

Under this observation, we deduce that to ensure the normalization condition
concerning the inverted eigenfunctions, one must clearly apply the [-pseudo-inner
product ⟨, ⟩[ . This proves that one of the fundamental basis in the study of the
inverted oscillator is the pseudo-Hermicity concept.
Therefore, the operator [ links (𝑖𝐻os) to its Hermitian conjugate

(−𝑖𝐻os) = [(𝑖𝐻os)[−1, (26)

which is nothing more than the quasi-Hermiticity relation. It then follows immediately,
that the two Hamiltonians 𝐻r and (𝑖𝐻os) are related to each other as

𝐻r = 𝜌−1(𝑖𝐻os)𝜌. (27)

Therefore, Eq. (25) stands for the [ inner product ⟨, ⟩[ in the pseudo-Hermitian
case. The eigenfunctions of the inverted harmonic oscillator 𝜓r

𝑛 (𝑥) are related to the
eigenfunctions of the harmonic oscillator 𝜓os

𝑛 (𝑥) via the transformation operator 𝜌

(24) as
𝜓r
𝑛 (𝑥) = 𝜌−1𝜓os(𝑥), (28)
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thus any nontrivial linear combination
∑
𝑛

𝑐𝑛𝜓
r
𝑛 (𝑥) yields a square integrable function

for
∑
𝑛

|𝑐𝑛 |2 < ∞.
As advertised before, let us go back to the properties (20) and (21) of the gener-

alized eigenvectors 𝜓r
𝑛 (𝑥) and 𝜓r

𝑛 (𝑥). The unbounded operator [ = exp
[
𝜋
4 (𝑥𝑝 + 𝑝𝑥)

]
,

that cannot be defined on all of Hilbert space H , acts on H with domain 𝔇([)
and let D be a dense subspace of H such that [D ⊆D, where D ⊆ 𝔇([). We can
define in D the vectors

��𝜓𝑛

〉
and

��𝜙𝑛

〉
= [

��𝜓𝑛

〉
and the related sets 𝐹𝜓r

𝑛
= {

��𝜓r
𝑛

〉
,

𝑛 ≥ 0}, 𝐹𝜓r
𝑛
= {

��𝜓r
𝑛

〉
= [

��𝜓r
𝑛

〉
, 𝑛 ≥ 0 }. In particular, this leads to Eq. (22) so that

𝐹𝜓r
𝑛
and 𝐹𝜓r

𝑛
are biorthogonal sets and consequently 𝐹𝜓r

𝑛
= {

��𝜓r
𝑛

〉
} and 𝐹𝜓r

𝑛
= {

��𝜓r
𝑛

〉
}

are bases for H .
We can assert that the generalized orthonormalization condition (20) or rather

(22) can be interpreted as a biorthonormalization condition. Thus, from Eqs. (16)
and (18), the completeness relation (21) can be immediately deduced from that of
the oscillator eigenfunction, i.e.

∑
𝑛

��𝜓os
𝑛

〉 〈
𝜓os
𝑛

�� = I.
Before discussing in the next section the coherent states of the inverted oscillator

𝐻r, let us introduce the dimensionless annihilation and creation operators of the
quantum harmonic oscillator 𝐻os as

𝑎 =

√︂
𝑚𝜔

2ℏ
𝑥 + 𝑖

𝑝
√

2𝑚ℏ𝜔
, 𝑎+ =

√︂
𝑚𝜔

2ℏ
𝑥 − 𝑖

𝑝
√

2𝑚ℏ𝜔
, (29)

these ladder operators (29) can be represented in terms of position 𝑥 and momentum
𝑝 operators

𝑥 =

√︂
ℏ

2𝑚𝜔
(𝑎+ + 𝑎), 𝑝 = 𝑖

√︂
ℏ𝑚𝜔

2
(𝑎+ − 𝑎), (30)

while their commutation relation is

[𝑎, 𝑎+] = 1. (31)

The best way to present the inverted coherent states is to translate their definitions
into the language of coherent states of the harmonic oscillator. Coherent states, or
semi-classical states, are remarkable quantum states that were originally introduced
in 1926 by Schrödinger for the Harmonic oscillator [47] where the mean values of
the position and momentum operators in these states have properties close to the
classical values of the position 𝑥𝑐 (𝑡) and the momentum 𝑝𝑐 (𝑡). In particular, we can
construct the coherent states of the harmonic oscillator |𝛼⟩ [48–50] as eigenstates
of the annihilation operator 𝑎,

𝑎 |𝛼⟩ = 𝛼 |𝛼⟩ , 𝛼 ∈ 𝐶. (32)

They can be also obtained from the vacuum state |0⟩ by the action of the unitary
displacement operator 𝐷 (𝛼)

𝐷 (𝛼) |0⟩ = exp
(
𝛼 𝑎+ − 𝛼∗𝑎

)
|0⟩ . (33)
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3. Generalized coherent states for the inverted harmonic oscillator
One can verify that in the case of the inverted oscillator, the form of Hamiltonian

(1) reads
𝐻r =

𝑖ℏ𝜔

2
(Ā A + A Ā), (34)

where the ladder operators
(
A, Ā

)
are linked to those in Eq. (29) through the

transformation

A = 𝜌−1𝑎𝜌 = exp
[
𝑖
𝜋

4

] (√︂
𝑚𝜔

2ℏ
𝑥 + 𝑝

√
2𝑚𝜔ℏ

)
=

(√︂
𝑖𝑚𝜔

2ℏ
𝑥 + 𝑖𝑝

√
2𝑚𝑖𝜔ℏ

)
, (35)

Ā = 𝜌−1𝑎†𝜌 = exp
[
𝑖
𝜋

4

] (√︂
𝑚𝜔

2ℏ
𝑥 − 𝑝

√
2𝑚𝜔ℏ

)
=

(√︂
𝑚𝑖𝜔

2ℏ
𝑥 − 𝑖𝑝

√
2𝑚𝑖𝜔ℏ

)
, (36)

and satisfy the following commutation relation
[
A, Ā

]
= 1. As in the case of

harmonic oscillator, the coherent states for the inverted oscillator
��𝜑r

𝛼

〉A can be
defined as eigenstates of the annihilation operator 𝐴,

A
��𝜑r

𝛼

〉A
= 𝛼

��𝜑r
𝛼

〉A
, 𝛼 ∈ 𝐶. (37)

It should be noted that Eqs. (35) and (36) indicate that the eigenvalue 𝛼 can be
considered as being a real eigenvalue of the Hermitian operator

(√︁
𝑚𝜔
2ℏ 𝑥 + 𝑝√

2𝑚𝜔ℏ

)
multiplied by the phase factor 𝑒+𝑖

𝜋
4 ,

𝛼 = |𝛼 | 𝑒+𝑖 𝜋4 . (38)
In the 𝑥 representation, Eq. (37) can be written as(√︂

𝑚𝑖𝜔

2ℏ
𝑥 + ℏ

√
2𝑚𝑖𝜔ℏ

𝜕

𝜕𝑥

)
𝜑r
𝛼 (𝑥) = 𝛼𝜑r

𝛼 (𝑥), (39)

and can be explicitly solved; we obtain

𝜑r
𝛼 (𝑥) =

(
𝑖𝑚𝜔

2ℏ𝜋2

) 1
4
𝑒−

𝑖
2 |𝛼 |

2
exp

[(√︂
2𝑖𝑚𝜔

ℏ
𝛼𝑥 − 𝑖

𝑚𝜔

2ℏ
𝑥2
)]

=

(
𝑖𝑚𝜔

2ℏ𝜋2

) 1
4
𝑒−

𝑖
2 |𝛼 |

2
exp

[
𝛼
(
A + Ā

) ]
exp

[
−𝑖 𝑚𝜔

2ℏ
𝑥2
]

=

(
𝑖𝑚𝜔

2ℏ𝜋2

) 1
4

exp
[
𝛼Ā

]
exp [𝛼A] exp

[
−𝑖 𝑚𝜔

2ℏ
𝑥2
]

= exp
[
𝛼Ā

]
𝜑r

0(𝑥), (40)
where the vacuum state of the inverted oscillator

𝜑r
0(𝑥) =

(
𝑖𝑚𝜔

2ℏ𝜋2

) 1
4

exp
[
−𝑖 𝑚𝜔

2ℏ
𝑥2
]
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is not square integrable. The vacuum states
{��𝜑r

0
〉
,
��𝜑r

0
〉}

∈ 𝐷 are related to each
other as

��𝜑r
0
〉
= [

��𝜑r
0
〉
. Thus, the biorthonormalization condition

〈
𝜑r

0(𝑥)
��𝜑r

0(𝑥)
〉
=〈

𝜑r
0(𝑥)

�� [ ��𝜑r
0(𝑥)

〉
= 𝐼 is verified.

When the inverted oscillator is in a particular state 𝜑r
𝛼 (𝑥) (40) at the instant

𝑡 = 0, how do its physical properties evolve over time?
Suppose that a system is in the state 𝜑r

𝛼 (𝑥) at 𝑡 = 0, and when the Hamiltonian
is not time-dependent then its state at all 𝑡 will be given by

𝜓r
𝛼 (𝑥, 𝑡) = exp

[
− 𝑖

ℏ
𝐻r𝑡

]
𝜑r
𝛼 (𝑥)

= exp [−𝑖𝐻r𝑡] exp
[
𝛼Ā

]
𝜑r

0(𝑥),
therefore we write

exp
[
− 𝑖

ℏ
𝐻r𝑡

]
𝜑r
𝛼 (𝑥) = exp

[
− 𝑖

ℏ
𝐻r𝑡

]
exp

[
𝛼Ā

]
exp

[
𝑖

ℏ
𝐻r𝑡 + 𝜔

2
𝑡

]
𝜑r

0(𝑥), (41)

where we used (
𝐻r − 𝑖

𝜔ℏ

2

)
𝜑r

0(𝑥) = 0.

Knowing that [
− 𝑖

ℏ
𝐻r𝑡, 𝛼Ā

]
= 𝜔𝑡𝛼Ā,

we can thus use a special case of the Baker-Campbell-Hausdorff formula which
states that if [𝑎, 𝐵] = 𝑐𝐵 with 𝑐 ∈ 𝐶, then

exp[𝑎] exp[𝐵] exp[−𝑎] = exp[exp(𝑐)𝐵] . (42)
We apply Eq. (42) with 𝑎 = − 𝑖

ℏ
𝐻r𝑡, 𝐵 = 𝛼

(
Ā
)
and 𝑐 = 𝜔𝑡 to obtain

𝜓r
𝛼(𝑡 ) (𝑥, 𝑡) = exp

[𝜔
2
𝑡

]
exp

[
𝑒𝜔𝑡𝛼Ā

]
𝜑r

0(𝑥) = exp
[𝜔

2
𝑡

]
𝜑r
𝛼 (𝑥), (43)

if we compare this result with (40), we see that, to go from 𝜓r
𝛼 (𝑥, 0) = 𝜑r

𝛼 (𝑥) to
𝜓r
𝛼 (𝑥, 𝑡), all we must do is to change 𝛼 to 𝛼(𝑡) = 𝛼𝑒𝜔𝑡 and multiply the obtained
state by exp

[
𝜔
2 𝑡
]
(which is a global amplitude factor ). We already know, for the

harmonic oscillator, that the mean values ⟨𝑥⟩os (𝑡) = 𝑥os
𝑐 (𝑡) and ⟨𝑝⟩os (𝑡) = −𝑚𝜔𝑥os

𝑐 (𝑡)
always remain equal to the corresponding classical values. What about the mean
values of physical quantities of the inverted oscillator?
The mean values ⟨𝑥⟩r

[ and ⟨𝑝⟩r
[ can be obtained by expressing 𝑥 and 𝑝 in

terms of A and Ā [Eqs. (35) and (36)],

𝑥 =

√︂
ℏ

2𝑚𝑖𝜔
(A + Ā), 𝑝 = 𝑖

√︂
ℏ𝑚𝑖𝜔

2
(Ā − A), (44)

we see that

⟨𝑥⟩r
[ =

√︂
ℏ

2𝑚𝑖𝜔
〈
𝜓r
𝛼 (𝑥, 𝑡)

�� [(A + Ā)
��𝜓r

𝛼 (𝑥, 𝑡)
〉
=

√︂
2ℏ
𝑚𝜔

|𝛼 | 𝑒𝜔𝑡 = 𝑥r
[ (𝑡), (45)
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⟨𝑝⟩r
[ = 𝑖

√︂
ℏ𝑚𝑖𝜔

2
〈
𝜓r
𝛼 (𝑥, 𝑡)

�� [(Ā − A)
��𝜓r

𝛼 (𝑥, 𝑡)
〉
=
√

2ℏ𝑚𝜔 |𝛼 | 𝑒𝜔𝑡 = 𝑝r
[ (𝑡), (46)

the time dependence of the expectation value matches the classical one of the
inverted oscillator.
An analogous calculation yields〈
𝑥2〉r

[
=

ℏ

2𝑚𝜔

[
(𝛼(𝑡) + 𝛼∗(𝑡))2 + 1

]
,

〈
𝑝2〉r

[
=
ℏ𝑚𝜔

2

[
1 − (𝛼(𝑡) − 𝛼∗(𝑡))2

]
, (47)

and therefore

(Δ𝑥)r
[ =

√︂
ℏ

2𝑚𝜔
, (Δ𝑝)r

[ =

√︂
ℏ𝑚𝜔

2
. (48)

Neither (Δ𝑥)r
[ nor (Δ𝑝)r

[ depend on 𝛼. Note also that (Δ𝑥)r
[ . (Δ𝑝)r

[ takes its
minimum value,

(Δ𝑥)r
[ . (Δ𝑝)r

[ =
ℏ

2
.

4. Conclusion
It is well known that the system described by the inverted oscillator gives rise

to the generalized complex eigenvalues. The physical reason for that is that the
potential is unbounded from below. The corresponding energy eigenstates for (1)
have been found in terms of the parabolic cylinder functions 𝐷a (𝑥) [2].
Using a nonconventional technique, i.e. a quasi-Hermiticity in quantum mechanics,

we have solved the problem relative to the inverted oscillator. In fact, we find that
the system can be entirely expressed in terms of idealized states that are related to
those of the harmonic oscillator. The connection with a harmonic oscillator may be
established by the scaling operator 𝜌 (24).
Ideal physical systems are conceptually Hermitian, but realistic systems are

sometimes non-Hermitian because of interactions with their environments. We have
given the principal properties of the harmonic oscillator 𝐻os formulation in quantum
mechanics and we introduced the inverted oscillator 𝐻r. Using the notion of anti-
PT -symmetric non-Hermitian Hamiltonian, this led us to show that 𝐻r, (𝑖𝐻os)
and their two sets of eigenfunctions are connected in a simple manner. Therefore,
eigenfunctions of the inverted oscillator are pseudo-orthonormal.
The coherent states of ordinary oscillator are special wave groups giving probability

distributions whose shapes never change, and follow classical trajectories. They are
obtained as eigenstates of the annihilation operator, or equivalently by acting on
vacuum eigenstate with the unitary displacement operator 𝐷 (𝛼) introduced in
Section 2. One might think that the coherent states for the inverted oscillator seem
less important, largely because, unlike groups of waves, they are not fully integrable
which is not at all appropriate.
So, to show their importance, we addressed the problem of construction of

ladder operators for 𝐻r and their associated integrable coherent states. To do this,
we took as reference state the vacuum state of the inverted oscillator and, as
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in the case of the harmonic oscillator, the generalized coherent states for inverted
oscillator are defined as eigenstates of the annihilation operator 𝐴 = 𝜌−1𝑎𝜌, where 𝑎

is the annihilation operator associated to the harmonic oscillator. These generalized
coherent states can be also obtained by the action on the vacuum state of the
inverted oscillator of a nonunitary displacement operator.
Then, we showed that the mean values of the position and momentum operators

in these coherent states have properties close to the classical values of the position
𝑥r
𝑐 (𝑡) and the momentum 𝑝r

𝑐 (𝑡). The corresponding Heisenberg uncertainty relation
is minimum.
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A B S T R A C T

In this paper we investigate time-dependent non-Hermitian Hamiltonians, which consist of 𝑆𝑈 (1, 1) and 𝑆𝑈 (2)
generators. The former Hamiltonian is PT symmetric but the latter one is not. A time-dependent non-unitary
operator is proposed to construct the non-Hermitian invariant, which is verified as pseudo-Hermitian with real
eigenvalues. The exact solutions are obtained in terms of the eigenstates of the pseudo-Hermitian invariant
operator for both the 𝑆𝑈 (1, 1) and 𝑆𝑈 (2) systems in a unified manner. Then, we derive the Lewis–Riesenfeld
(LR) phase, which can be separated into the dynamic and the geometrical phases. The analytical results are
well consistent with those of the corresponding Hermitian Hamiltonians reported in the literature.

1. Introduction

In conventional quantum mechanics the Hamiltonian is always
Hermitian, which constrains the energy spectrum to be real. The non-
hermiticity means that the usual arguments for the real spectrum
cannot be used. Carl Bender et al. [1,2] interpreted the real values
of this spectrum as being due to its 𝑃𝑇 symmetry. That is, if we
simultaneously reflect in space and reverse time, the potential remains
unchanged. Various 𝑃𝑇 -symmetric non-Hermitian Hamiltonians have
been studied experimentally involving optics [3–6],microwave cavities
[7], as well as two-particle quantum interference [8]. Another idea
that has been put forward as an extension of conventional Hermitian
quantum mechanics, is the pseudo-hermiticity. The fact that it may
be possible to find real eigenvalues in a non-Hermitian Hamiltonian is
a point of interest. Particularly the concept of 𝑃𝑇 -symmetry appears
to have a more physical interpretation than the very mathematical
concept of hermiticity. The pseudo hermiticity is a generalization of
the conventional Hermitian quantum mechanics. A Hamiltonian is said
to be 𝜂 pseudo-Hermitian [9] if

�̂�† = 𝜂�̂� 𝜂−1. (1)

Mostafazadeh [10–13] associates the real value spectrum reality to a
more general property of the pseudo-hermiticity than the 𝑃𝑇 -symmetry.

∗ Corresponding author.
E-mail addresses: nadjatamaouch@gmail.com (N. Amaouche), sekhrimaroua@gmail.com (M. Sekhri), zerimecherahma@gmail.com (R. Zerimeche),

maamache@univ-setif.dz (M. Maamache), jqliang@sxu.edu.cn (J.-Q. Liang).

These new perspectives form the foundation of a new research field
based on the fact that the hermiticity is a sufficient but unneces-
sary condition to have real spectra [14]. A good starting point for
studying PT-invariant (or pseudo-Hermitian) systems is the Swanson
oscillator [15], a one-dimensional multi-parameter toy model. This
system has all real eigenvalues for a certain choice of the parameters.
Consequently, the Dyson map [16] can transforms the corresponding
non-Hermitian Hamiltonian into a Hermitian one in such a case.
Supersymmetric extensions of the 1D and 2D Swanson models are
investigated by using the conformal bridge transformation [17]. Many
concrete systems cannot be described by stationary Hamiltonians �̂� ,
but require an explicit dependence on time �̂�(𝑡). In this work, we
discuss how to treat the systems in a consistent way when the Hamil-
tonian �̂�(𝑡) is non-Hermitian [18–23]. While many researchers focused
on studying time-independent non-Hermitian systems, others directed
their efforts to solve time dependent non-Hermitian systems in terms
of the Lewis–Riesenfeld (LR) invariant theory [24], which presents the
advantage of obtaining exact solutions. Invariants are important in
modern theoretical physics and many theories are expressed in terms
of their symmetries and invariants. In particular, with the invariants,
we are able to find the solution of the equation of motion. In the
following, we recall the notion of the pseudo-Hermitian invariants [25,
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26], which have played a distinctive role in non Hermitian quantum
mechanics. In Refs. [25–27], a particular attention is given to the spe-
cial subset of pseudo-Hermitian invariant operators associated to time
dependent non-Hermitian Hamiltonians, in which the real eigenvalues
of the invariant are guaranteed. Let us review briefly the pseudo-
Hermitian invariant theory. The invariant operator 𝐼(𝑡) is said to be
pseudo-Hermitian with respect to the Hermitian metric operator 𝜂(𝑡), if

𝐼†(𝑡) = 𝜂(𝑡)𝐼(𝑡)𝜂−1(𝑡). (2)

Thus the invariant 𝐼(𝑡) can always be mapped to a Hermitian
invariant operator 𝐼ℎ(𝑡) by a similarity (Dyson) transformation 𝜌(𝑡),
such that

𝐼ℎ(𝑡) = 𝜌(𝑡)𝐼(𝑡)𝜌−1(𝑡) =
(

𝐼ℎ(𝑡)
)†
,

with 𝜂(𝑡) = 𝜌†(𝑡)𝜌(𝑡).
The exact solution of a 𝑃𝑇 -symmetric non-Hermitian Hamiltonian

was presented recently for the periodically driven 𝑆𝑈 (1, 1) genera-
tors [28,29]. We emphasize that the real eigenvalues spectrum of a
non-Hermitian Hamiltonian is not confined to the 𝑃𝑇 symmetry. In
this paper, we follow the pseudo-Hermitian invariant theory to solve
the Schrödinger equation for a non-Hermitian Hamiltonian consisting
of time-dependent 𝑆𝑈 (1, 1) and 𝑆𝑈 (2) generators. The 𝑆𝑈 (1, 1) Hamil-
tonian is 𝑃𝑇 symmetric but the 𝑆𝑈 (2) Hamiltonian is not. The 𝑆𝑈 (2)
Hamiltonian describes a spin in a rotating magnetic field. While the
𝑆𝑈 (1, 1) Hamiltonian is for a harmonic oscillator in a time-dependent
field. The Hermitian counterparts of these two Hamiltonians were
considered originally by Berry for the demonstration of the geometric
phase [30]. We modified the Hermitian Hamiltonians to the non-
Hermitian versions in order to see whether or not the non-Hermitian
Hamiltonians possess real spectra and the corresponding Berry phase.
The geometric phase has been well studied for the non-Hermitian
Hamiltonian [31,32]. The paper is organized as follows: in Section 2
we put forward a non-Hermitian Hamiltonian consisting of periodically
driven 𝑆𝑈 (1, 1) and 𝑆𝑈 (2) generators. We propose a non-unitary trans-
formation operator �̂�(𝑡) to construct the pseudo-Hermitian invariant. In
Section 3. exact solutions of the Schrödinger equation are found along
with the LR phase and the non-adiabatic Berry phase, which reduces to
the adiabatic phase in the slowly varying limit [30]. The conclusion is
given in Section 4.

2. Non-Hermitian Hamiltonian and pseudo-Hermitian invariant

The considered system is described by the following time dependent
Hamiltonian

�̂�(𝑡) = 𝛺�̂�0 + 𝐺
(

�̂�+ exp (𝑖𝜙(𝑡)) − �̂�− exp (−𝑖𝜙(𝑡))
)

, (3)

where 𝛺,𝐺 and 𝜙(𝑡) are real parameters: 𝛺 being the driving frequency,
𝐺 a coupling parameter and 𝜙(𝑡) = 𝜔𝑡 the periodic parameter 𝜙(𝑡) =
𝜙(𝑡 + 𝑇 ). The interaction part with coupling constant 𝐺 is modified to
non-Hermitian one, due to the minus sign in frond of �̂�−. This can be
realized experimentally by the manipulation of the phase of the driven
field.

The operator �̂�0 is Hermitian, while
(

�̂�−
)† = �̂�+. These operators

are 𝑆𝑈 (1, 1) and 𝑆𝑈 (2) generators, which satisfy the commutation
relations
[

�̂�0, �̂�±
]

= ±�̂�±
[

�̂�+, �̂�−
]

= 𝐷�̂�0
, (4)

where 𝐷 = ±2 respectively for the 𝑆𝑈 (2) and 𝑆𝑈 (1, 1) Lie algebras. It
is obvious that the Hamiltonian is periodic �̂�(𝑡) = �̂�(𝑡 + 𝑇 ) but non
Hermitian

�̂�†(𝑡) = 𝛺�̂�0 − 𝐺
(

�̂�+ exp (𝑖𝜙(𝑡)) − �̂�− exp (−𝑖𝜙(𝑡))
)

≠ �̂�(𝑡). (5)

The non-Hermitian Hamiltonian Eq. (5) is 𝑃𝑇 symmetric for 𝑆𝑈 (1, 1)
system but is asymmetric for 𝑆𝑈 (2). The time dependent Schrödinger
equation for this Hamiltonian is given by

𝑖 𝜕
𝜕𝑡
|𝜓(𝑡)⟩ = �̂�(𝑡)|𝜓(𝑡)⟩. (6)

Since the time-dependent Hamiltonian is not a conserved quantity,
we solve the time-dependent Schrödinger Eq. (6) with the help of the
pseudo-Hermitian invariant scheme. The total time-derivative of the
invariant 𝐼(𝑡) must be zero,

𝑖
𝑑𝐼(𝑡)
𝑑𝑡

= 𝑖 𝜕
𝜕𝑡
𝐼(𝑡) +

[

𝐼(𝑡), �̂�(𝑡)
]

= 0. (7)

We assume that the invariant 𝐼(𝑡) can be generated from the oper-
ator �̂�0 such that

𝐼(𝑡) = �̂�(𝑡)�̂�0�̂�
−1(𝑡), (8)

where �̂�(𝑡) is a non-unitary transformation operator defined as

�̂�(𝑡) = exp
( 𝜀
2
(

�̂�+ exp (𝑖𝜙(𝑡)) + �̂�− exp (−𝑖𝜙(𝑡))
)

)

, (9)

�̂�−1(𝑡) = exp
(

− 𝜀
2
(

�̂�+ exp (𝑖𝜙(𝑡)) + �̂�− exp (−𝑖𝜙(𝑡))
)

)

, (10)

and 𝜀 is a real parameter to be determined.
Using the following transformations [33–35] :

�̂�(𝑡)�̂�+�̂�
−1(𝑡) = �̂�+ cosh2

( 𝛼
2

)

− �̂�− exp (−2𝑖𝜙(𝑡)) sinh2
( 𝛼
2

)

− �̂�0 exp (−𝑖𝜙(𝑡))
√

𝐷
2
sinh (𝛼) ,

�̂�(𝑡)�̂�−�̂�
−1(𝑡) = �̂�− cosh2

( 𝛼
2

)

− �̂�+ exp (2𝑖𝜙(𝑡)) sinh2
( 𝛼
2

)

+ �̂�0 exp (𝑖𝜙(𝑡))
√

𝐷
2
sinh (𝛼) ,

�̂�(𝑡)�̂�0�̂�
−1(𝑡) = �̂�0 cosh (𝛼) −

1
√

2𝐷
sinh (𝛼)

(

�̂�+ exp (𝑖𝜙(𝑡)) − �̂�− exp (−𝑖𝜙(𝑡))
)

,

𝑖�̂�−1(𝑡) 𝜕
𝜕𝑡
�̂�(𝑡) = −2𝜔�̂�0 sinh

2
( 𝛼
2

)

− 𝜔
√

2𝐷
sinh (𝛼)

(

�̂�+ exp (𝑖𝜙(𝑡))

− �̂�− exp (−𝑖𝜙(𝑡))
)

, (11)

in which

𝛼 = 𝜀
√

𝐷
2
, (12)

we can obtain the invariant 𝐼(𝑡) written as

𝐼(𝑡) = �̂�0 cosh (𝛼) −
1

√

2𝐷
sinh (𝛼)

(

�̂�+ exp (𝑖𝜙(𝑡)) − �̂�− exp (−𝑖𝜙(𝑡))
)

. (13)

The invariant is obviously non-Hermitian,

𝐼+(𝑡) = �̂�0 cosh (𝛼) +
1

√

2𝐷
sinh (𝛼)

(

�̂�+ exp (𝑖𝜙) − �̂�− exp (−𝑖𝜙)
)

≠ 𝐼(𝑡).

(14)

Substituting the invariant into the Eq. (7) we have

[

𝐼(𝑡), �̂�(𝑡)
]

=

[

𝛺
√

2𝐷
sinh (𝛼) + 𝐺 cosh (𝛼)

]

(

�̂�+ exp (𝑖𝜙) + �̂�− exp (−𝑖𝜙)
)

,

and

𝑖 𝜕
𝜕𝑡
𝐼(𝑡) = − 𝜔

√

2𝐷
sinh (𝛼)

(

�̂�+ exp (𝑖𝜙) + �̂�− exp (−𝑖𝜙)
)

.

The Eq. (7) is fulfilled under the auxiliary condition:

𝐺 cosh (𝛼) = −𝜔 +𝛺
√

2𝐷
sinh (𝛼) , (15)

from which the parameter 𝜀 is determined. It is easy to check that the
invariant 𝐼(𝑡) is pseudo-Hermitian with respect to the metric operator
𝜂

𝐼†(𝑡) = 𝜂𝐼(𝑡)𝜂−1, (16)
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where

𝜂 =
(

�̂�−1)† �̂�−1 = �̂�−2, (17)

for the Hermitian operator �̂�† = �̂�.

3. Exact solution and geometric phase

Assuming that the pseudo-Hermitian invariant possesses a set of
non-degenerate eigenstates,

𝐼(𝑡)|𝑛(𝑡)⟩ = 𝜆𝑛|𝑛(𝑡)⟩, (18)

with the orthogonality condition

⟨𝑛(𝑡)|𝜂(𝑡)|𝑚(𝑡)| = 𝛿𝑛𝑚.

The general solution of the time-dependent Schrödinger Eq. (6) is
the superposition of the eigenstates of the pseudo-Hermitian invariant
𝐼(𝑡),

|𝜓 (𝑡)| =
∑

𝑛
𝐶𝑛𝑒

𝑖𝛼𝑛(𝑡)
|𝑛(𝑡)|, (19)

where 𝐶𝑛 are time independent coefficients and 𝛼𝑛(𝑡) is the LR phase.
Substituting the general solution Eq. (19) into the Schrödinger

equation Eq. (6) yields the LR phase

𝛼𝑛(𝑡) = ∫

𝑡

0
𝑑𝑡

′
⟨𝑛

(

𝑡
′
)

|𝜂
[

𝑖 𝜕
𝜕𝑡′

− �̂�(𝑡
′
)
]

|𝑛
(

𝑡
′
)

|. (20)

Using the transformation relations (11) and the auxiliary condi-
tion (15), we obtain the LR phase

𝛼𝑛(𝑡) = −𝜆𝑛 ∫

𝑡

0
𝑑𝑡

′

(

𝛺 + 2
√

𝐷
2
𝐺 sinh (𝛼) + 2 (𝛺 + 𝜔) sinh2

(𝛼
2

)

)

, (21)

in which

sinh2(𝛼
2
) = 1

2

[

−1 ±
(𝜔 +𝛺)

√

(𝜔 +𝛺)2 − 2𝐷𝐺2

]

. (22)

The first term of LR phase 𝛼𝑛(𝑡) in Eq. (20) gives rise to the geometrical
phase or Berry phase, which can be evaluated in one period of driving
field 𝑇 = 2𝜋∕𝜔 as

𝛾𝑛(𝑇 ) = 𝑖∫

𝑇

0
𝑑𝑡

′
⟨

𝑛
(

𝑡′
)

|𝜂 𝜕
𝜕𝑡′

|𝑛
(

𝑡′
)

⟩

= −2𝜆𝑛 ∮ sinh2
(𝛼
2

)

𝑑𝜙. (23a)

Substituting the hyperbolic function of Eq. (22) into the Eq. (23a)
yields the non-adiabatic Berry phase suitable for both 𝑆𝑈 (2) and
𝑆𝑈 (1, 1) systems.

The square of the hyperbolic function in Eq. (22) possesses two
values (±) for 𝑆𝑈 (1, 1) system with 𝐷 = −2, and only one valid value
(+) for the 𝑆𝑈 (2) with 𝐷 = 2.

3.1. 𝑆𝑈 (1, 1) system

For 𝑆𝑈 (1, 1) system with 𝐷 = −2, the generators of Lie algebra can
be expressed by boson creation and annihilation operators such that

�̂�0 =
1
2

(

�̂�†𝑎 + 1
2

)

, �̂�+ = 1
2
(

�̂�†
)2 , �̂�− = 1

2
(�̂�)2 . (24)

The non-Hermitian Hamiltonian which is 𝑃𝑇 symmetric becomes,
in coordinate representation, the well known harmonic oscillator

�̂� = 1
2

[𝛺
2

+ 𝑖𝐺 sin𝜙 (𝑡)
]

𝑥2 + 1
2

[𝛺
2

− 𝑖𝐺 sin𝜙 (𝑡)
]

𝑝2

− 𝑖𝐺 cos𝜙 (𝑡) 𝑥𝑝.

The eigenstates of �̂�0 in this case are Fock states �̂�†𝑎|𝑛⟩ = 𝑛|𝑛⟩ with the
eigenvalues 𝜆𝑛 =

1
2

(

𝑛 + 1
2

)

,

�̂�0|𝑛⟩ =
1
2

(

𝑛 + 1
2

)

|𝑛⟩. (25)

The hyperbolic function [Eq. (22)] becomes triangular function for
𝐷 = −2

sin2( 𝜀
2
) = 1

2

[

1 ±
(𝜔 +𝛺)

√

(𝜔 +𝛺)2 + 4𝐺2

]

.

The LR phase (21) is then

𝛼𝑛(𝑡) = −1
2

(

𝑛 + 1
2

)

∫

𝑡

0
𝑑𝑡

′
(

𝛺 − 𝐺 sin 𝜀 + 2 (𝛺 + 𝜔) sin2 𝜀
2

)

. (26)

The non-adiabatic Berry phase is

𝛾𝑛(𝑇 ) = 𝜋
(

𝑛 + 1
2

)

(

1 ± 𝛺 + 𝜔
√

(𝛺 + 𝜔)2 + 4𝐺2

)

,

which in the adiabatic approximation ( 𝑑𝜙𝑑𝑡 → 0, 𝑇 → ∞) reduces to the
adiabatic Berry phase [30,36]

𝛾𝑛(𝑇 ) = 𝜋
(

𝑛 + 1
2

)

(

1 ± 𝛺
√

𝛺2 + 4𝐺2

)

. (27)

3.2. 𝑆𝑈 (2) system

For 𝐷 = 2 the generators of 𝑆𝑈 (2) are simply spin operators. The
Hamiltonian describes a spin in a rotating magnetic field. Since the
spin operators �̂�0, �̂�± change respectively to −�̂�0, −�̂�∓ under 𝑃𝑇
transformation, the non-Hermitian Hamiltonian is 𝑃𝑇 asymmetric. The
eigenstates and the eigenvalues of �̂�0 are defined in this case as

�̂�0|𝑗, 𝑛⟩ = 𝑛|𝑗, 𝑛⟩. (28)

The LR phase (21) is,

𝛼𝑛(𝑡) = −𝑛∫

𝑡

0
𝑑𝑡

′
(

𝛺 + 𝐺 sinh 𝜀 + 2 (𝛺 + 𝜔) sinh2 𝜀
2

)

, (29)

where

sinh2( 𝜀
2
) = 1

2

[

(𝜔 +𝛺)
√

(𝜔 +𝛺)2 − 4𝐺2
− 1

]

.

And the Berry phase in the adiabatic approximation is given by

𝛾𝑛(𝑇 ) = −2𝜋𝑛

(

𝛺
√

𝛺2 − 4𝐺2
− 1

)

. (30)

4. Conclusion

It is well known that non-Hermitian Hamiltonians with 𝑃𝑇 sym-
metry can possess a real spectrum [1,2]. However this real spectrum
is not restricted to th 𝑃𝑇 symmetry only. If a pseudo-Hermitian in-
variant exists for a non-Hermitian Hamiltonian, the real spectrum is
guaranteed. We solve the time-dependent non-Hermitian Hamiltonian
consisting of 𝑆𝑈 (1, 1) and 𝑆𝑈 (2) generators with the help of a pseudo-
Hermitian invariant without considering the 𝑃𝑇 symmetry property.
We propose a non-unitary but a Hermitian transformation operator
𝑅(𝑡) to construct the non-Hermitian invariant operator 𝐼(𝑡), which is
proved to be pseudo-Hermitian in regard to the metric operator given
by 𝜂 = 𝑅−2. This invariant operator 𝐼(𝑡) possesses real eigenvalues for
both the 𝑆𝑈 (1, 1) and 𝑆𝑈 (2) systems. Exact solutions are obtained in
terms of its eigenstates. We obtain the LR and the Berry phases, which
are in consistence with their Hermitian counterparts [34,35]. It has
been demonstrated that the 𝑃𝑇 symmetry is a neither sufficient or
a necessary condition for the real spectra of non-Hermitian Hamilto-
nian [10,14]. While the pseudo-Hermitian Hamiltonian is a necessary
condition for the reality of spectrum. We extend the pseudo-Hermitian
Hamiltonian to the time-dependent case to verify that the spectrum has
indeed real eigenvalues.
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