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INTRODUCTION GENERALE

Une multitude de problémes physiques et d’ingénierie nécessitent une étude
réelle de modeles prenant en compte des effets tels que le durcissement et les ma-
tériaux de mémoire. Il est bien connu que les matériaux viscoélastiques ont une
large application en sciences naturelles car ils présentent un amortissement natu-
rel, qui est da a la propriété particuliere de ces matériaux de garder la mémoire
de leur histoire. Cette propriété a attiré 'attention de nombreux mathématiciens,
ou les effets mémoire de ces matériaux sont modélisés par des équations intégro-
différentielles. Dans la littérature mathématique, plusieurs études de modeéles de
viscosité ont été menées avec différentes conditions aux limites. Lions [17] a donné
quelques modeéles pour les lois de comportement en viscosité, il a ensuite étu-
dié l'existence et I'unicité de solution pour certains probléemes de viscosité avec le
frottement de Tresca. La stabilité asymptotique des équations de viscoélasticité li-
néaires avec conditions aux limites de Dirichlet est étudiée dans [11]. Dans [9], une
étude est menée sur l'existence et les taux de décroissance uniformes pour les so-
lutions du probléme de viscosité semi-linéaire, 'existence et I'unicité de solutions
réguliéres et faibles sont ensuite prouvées. Sofonea et al [31] ont étudié 'existence
et I'unicité de la solution faible d’'un probléme de contact anti-plan pour les maté-
riaux viscoélastiques a mémoire a long terme et frottement de Tresca. De plus, une
analyse numeérique de certains problémes de viscosité avec mémoire a long terme
et frottement de type Tresca est donnée dans [24] et [25].

Plus récemment, de nombreux auteurs ont appliqué des méthodes asymptotiques a
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des problémes de viscosité et d’élasticité tridimensionnelles afin de dériver de nou-
veaux modéeles réduits a d’autres modéles unidimensionnels ou bidimensionnels.
On peut retrouver I'étude de l'analyse asymptotique pour une famille de coques
en matériau viscoélastique avec mémoire a long terme sans frottement pour justi-
fier les problémes limites bidimensionnels en [18] et [19]. Dilmi et Benseridi dans
[5] ont utilisé I'analyse asymptotique pour justifier les résultats de convergence et
le probléme limite bidimensionnel d'un probléme dynamique d’élasticité isotherme
avec le frottement non linéaire de Tresca. La convergence asymptotique d'un pro-
bléme dynamique d’élasticité linéaire non isotherme avec frottement a été étudiée
dans [27]. Une analyse asymptotique des probléemes aux limites pour I'élasticité
linéaire a terme non lin€aire en régime stationnaire a été étudiée dans [6] et [13].
Dans [23] Paumier a étudié la modélisation asymptotique d'une plaque €lastique
mince en contact unilatéral avec un frottement contre un obstacle rigide (probléme
de Signorini avec frottement), ou il a prouvé que toute famille de solutions du
probléme tridimensionnel de Signorini avec un frottement converge fortement vers
une solution unique d'un probléme bidimensionnel de plaque de type Signorini
sans frottement. Bayada et Lhalouani [3] ont étudié I'analyse asymptotique et nu-
mérique d'un probléme de contact unilatéral avec frottement de Coulomb entre un
corps €lastique et une fine couche souple €lastique. Benseghir et al [4] ont étudié
I'analyse théorique d’'un contact sans frottement entre deux corps €élastiques géné-
raux en régime stationnaire dans un domaine mince tridimensionnel avec la loi de
frottement de Tresca.

Concernant l'analyse asymptotique d'un fluide incompressible dans un domaine
mince, avec des conditions aux limites de frottement pour le cas stationnaire nous
invitons le lecteur a voir [2, 14]. Des résultats concernant I'étude des phénomenes
de la mécanique des milieux continus ont été obtenus par plusieurs auteurs. Par
exemple, A. Saadallah dans [26] sur la comportement asymptotique de différents
problémes de contact avec frottement en film mince dans le cas isotherme et non-
isotherme. Dilmi et Benseridi dans [15] ont établit 'analyse asymptotique d'un
fluide de Bingham dans une couche mince avec des conditions aux limites de Fou-
rier et Tresca. L’étude des écoulements isothermes et non-isothermes des fluides

non Newtoniens (Loi de Carreau, loi de puissance) est donnée par F. Boughanim
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dans [7].

Dans le méme cercle d’idée, plusieurs résultats concernant I'étude du phénomeéne
de lubrification par des fluides Newtoniens avec glissement ont été obtenus dans
[30] lorsqu’on prend aussi en considération l'effet de la température. Le comporte-
ment asymptotique de fluide de Bingham dans une couche mince a été étudié par
[15]. Lorsque ce dernier opérateur est perturbé par un terme dissipatif, ce travail a
été obtenu par [30].

Récemment, un grand nombre de problémes physiques et d’ingénierie réels sont
apparus qui ont rendu nécessaire I'étude de modeéles prenant en compte les effets
d’épaisseur et de mémoire sur un matériau et sa stabilité.

L'un des buts de I'analyse asymptotique est d’obtenir et de décrire un probléme
bidimensionnel (2D) a partir d'un probléme tri-dimensionnel (3D), en passant a la
limite sur I'épaisseur du domaine (3D) supposé déja mince.

Dans ce travail, nous analysons le comportement asymptotique du champ de dé-
placement tridimensionnel d'un corps constitué d'un matériau visco€lastique a meé-
moire courte terme ou long terme en présence d'une loi de frottement de Tresca sur
une partie de la frontiére et d'une condition de Dirichlet sur I'autre partie, comme
I'épaisseur est proche de zéro. Ce modele prend en compte 'historique des déforma-
tions ou contraintes antérieures subies par le matériau. L'effet mémoire se traduit
par un mécanisme d’amortissement précis qui controle la stabilité des systemes
dynamiques. Donc l'objectif de ce travail est de justifier mathématiquement le mo-
dele bidimensionnel du probléme de viscosité linéaire tridimensionnel doté d'une
meémoire longue distance et de la loi de frottement de Tresca. Ce travail donne une
généralisation et une investigation de certains des résultats obtenus dans les ar-
ticles mentionnés précédemment. Le premier point fort est que cette étude prend
en compte les matériaux avec le terme mémoire. Le deuxieéme point quelles sont les
conditions appliquées pour obtenir des estimations qui nous permettent d’atteindre
le probléme limite. Dans la présente étude, nous aurons a résoudre I'ensemble des
difficultés que nous rencontrons du fait du changement de contexte. La premiére
difficulté est de formuler la preuve de certaines estimations sur le déplacement et
la vitesse. La deuxiéme difficulté est de savoir quel sera le comportement asympto-

tique du matériau lorsque le I'épaisseur du film mince est trés petite.
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Les problemes considérées dans ce travail est trés fréquent dans les applications.
Par exemple, les domaines physiques sont définis de telle sorte que la hauteur
est beaucoup plus petite que la longueur, utilisés en particulier par les industrie
meécaniques et €électroménagers telles que I'électroménager et 'automobile ( essuie
glace, ventilation, démarreur, levé vitre, ... ).

Ce travail se décompose en trois chapitres, voici une esquisse du plan de ce travail :
Le but du premier chapitre est d’exposé les outils mathématiques utilisés dans la
suite de la thése qui concernent les espaces de Sobolev et de Hilbert et quelques ré-
sultats de 'analyse fonctionnelle comme la théorie des traces, la formule de Green
et les inégalités de Korn, Poincaré, Holder et Cauchy-Schwarz. Le candidat a ter-
miné ce chapitre par un rappel sur les lois générales de la mécanique des milieux
continus, particulierement : I'équation de mouvement, loi de comportement €las-
tique et les conditions de frottement de type Tresca.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux résultats d’existence et d'unicité de la so-
lution faible d'un probléme associé¢ a déformation d'un corps viscoélastique, avec
des conditions de frottement non linéaire, de type Tresca et a mémoire courte dans
un domaine mince de 3D. Dans une premiére étape, on donne des notations ainsi
que la position du probléme considéré. Ensuite on montre que le probléme pré-
senté sera équivalent a un nouveau probléme variationnel. Aprés la formulation
variationnelle du probléme, on passe a I'’étude de I'analyse asymptotique pour cela,
en utilisant le changement d’échelle et des nouvelles inconnus pour mener 1'étude
sur un domaine ne dépend pas de . Enfin, on cherche des estimations a priori
indépendamment du parameétre ¢, ensuite en passant a la limite, on obtient le
probléme limite et 'équation faible généralisée. Cette étude est basée sur la formu-
lation variationnelle, I'inégalité de Poincaré, Cauchy-Shwarz, Young, Holder, Korn
et Gronwell. Le contenu de ce chapitre a fait 'objet d'une publication donnée dans
[12].

Dans le dernier chapitre, on étudie le comportement asymptotique d’'un probléme
aux limites a mémoire langue dans un domaine tridimensionnel mince noté )° en
régime dynamique avec frottement non linéaire de type Tresca ou ¢ est un réel entre

O et 1. Le probléeme complet est donné par :
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Probléme P* : trouver u® = (u;), ;5 : 2 x]0,T[— R’ telle que :

%

0%us
ot?

— Div (0°(u®)) = f¢ dans Q° x |0, T,
o (uF) = Ee (uf) + /g(t — s)e (uF) (s)ds, dans QF x |0, T]

u®=0sur (I'TUI7) x]0,77,

a&i n=0surwx]|0,T],
8 £
oil <7 = () =0,
ot i sur w x 0,77,
loZ| = = 3B > 0 tel que ( T )r = —po:,
u®(z,0) = up(x) et v (,0) = uy(z), Vo € Q°.

ot

Pour I'étude de ce probléme, en suivant les étapes suivantes : Premiérement, nous
allons établir la formulation variationnelle du probléme présenté et prouver 'exis-
tence et I'unicité de la solution faible. Ensuite, on étudie le comportement asymp-
totique lorsque le petit parameétre ¢ tend vers zéro. Finalement, a I'aide d'une esti-
mation a priori, on donne le probléeme limite et 'équation faible généralisée dans le

plan.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Contenu

1.1 Notation,

1.2 Equations générales de la mécanique des milieux continus,
1.3 Conditions aux limites de contact avec frottement,

1.4 Espaces fonctionnels.

1.5 Lemme de Gronwall.

1.6 Propriétés de semi-continuité inférieure.
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1.1 Notation

Le produit scalaire et la norme euclidienne sur R sont définis par

uv = wg; ||v|| = (v;v)% Vu;v € R

oT =o;; ||| = (T;T)%VO';T c s

avec la convention de sommation d’Einstein.
Notons par u, le champ de déplacement et par o, le champ des contraintes. Dés
lors,pour un vecteur un donné€, un et u, représentent respectivement les compo-

santes normale et tangentielle de u sur 7, i.e.

Up, = Ui — Up.N
De méme, o, et o, désignent les contraintes normale et tangentielle sur v, i.e.

o, = (on).n = o;n;.n,

Or = 04jNj — Op.N

Notons également qu'un indice suivant une virgule indique une dérivation partielle
8ui

8Uj )

Enfin d;; et div désignent respectivement le tenseur de déformation linéarisé (le

par rapport a la composante correspondante de la variable ; u;; =

terme d’ordre 2 est négligé dans le cadre des petites perturbations)et I'opérateur de
divergence, i.e.

1 )
dij = 5(1%'7]' + Uj;i), dZU(O’) = Oijk

1.2 Equations générales de la mécanique des milieux

continus

Nous rappelons ici les résultat essentiels de la théorie des milieux continus. Ce

rappel portera sur les lois de conservation locales.
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Les problemes des milieux continus se modélisant d'une part par les trois lois de
conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I'énergie qui forment
les principes de base et d’autre part par les lois de comportement spécifiques a
chaque type de milieux continu. Considérons un milieux continu qui occupe
un domaine ouvert {2 de R? pendant un intervalle de temps [0, 77].

1) La loi de conservation de la quantité de mouvement.

Elle est déduite du principe fondamental de la dynamique

d?u

pﬁ:div(0)+pf (1.1)

ou le vecteur f, de composantes f;(i = 1,2,3), représente une distribution volu-
mique des forces extérieures. Le tenseur o, pour composantes o;;(i,j = 1,2, 3), est le

tenseur des contraintes, et div représente 'opérateur divergence pour les tenseurs :

3

dl"UO' = (Uij,j) = Z

,5=1

8015

6xj

Le processus d’évolution défini par (1.1), s’appelle processus dynamique.

On remarque que I'équation (1.1) contient un terme non linéaire par rapport aux
composantes de la vitesse. Les équations (1.1) sont connues sous le nom d’équa-
tions du mouvement. S’il s’agit d'un probléeme de statique le premier membre des
équations (1.1) est identiquement nul et on les appelle équations d’équilibre ; elle

sont alors lin€aires par rapport aux composantes o;; du tenseur des contraintes.

div (o) +pf =0 (1.2)

2) La loi de conservation de I’'énergie est :

O'%:O'ZD(U)—dZ"U(q)-f—T

ou e est un scalaire qui désigne 1'énergie interne spécifique du milieu continu, r est

un l'apport massique de la chaleur, ¢ est le vecteur transport d’énergie et D (u) est
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le tenseur des taux de déformation, de composantes :

] = 3 ’ 1< ) S
d;j (u) 5 (8:@- + a@) <i, j<3

o : D (u) est le produit dyadique de deux tenseurs o et D (u) défini par

o:D(u) = o4di(u)

i,j=1

1.3 loi de comportement viscoélastique

La loi de comportement d'un matériau viscoélastique est donnée par
o = Ae(u) + Ge(u)

ou A est la fonction de viscosité non linéaire, G représente le tenseur d’élasticité.

1.4 Conditions aux limites de contact avec frotte-

ment

Maintenant, nous présentons quelques exemples sur les lois de frottement interve-
nant dans cette these.

Le frottement est la relation qui existe entre les efforts tangentiels (forces de frot-
tement) sur la zone de contact et le mouvement tangentiel relatif des deux corps
(glissement).

Les phénomenes physiques a faire apparaitre dans une loi de frottement sont 'exis-
tence d'un seuil d’effort en dessous duquel aucun glissement n’est possible et une

éventuelle dépendance de ce seuil a I'intensité des efforts normaux. Pour définir les



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

lois de frottement, on définit le glissement et la vitesse de glissement par :

u, = ut.no=ui.n,

uz = up — upng,

o = (om)n= oMM,
oL = O, N — 0pni,

La plus simple des lois de frottement est la loi de Tresca qui s’écrit de la maniére

suivante :
lo,| <9 = u,=s (Adhérence)

lo,| =g = 3\ >0 tel que u, = s — Ao, (Glissement)

et dans le cas dynamique :

Our )
lo,| < g = ai =0 (Adhérence)
lo,| =g = 3\ >0 tel que a;t T = —)\o, (Glissement)

ou g est un seuil de d’adhérence/glissement fixé a priori, o, la contrainte tangen-
ou,

tielle et
ielle et —

la vitesse relative tangentielle entre les deux corps en contact.

1.5 Espaces fonctionnels

Nous commencons par un rappel d’analyse fonctionnelle concernant I'espace des
distributions, les espaces L?(f2) et les notions principales de la convergence faible.
Ensuite, nous présentons également les espaces de Sobolev, et les principales pro-
priétés notamment les théorémes de trace. Nous finissons quelques lemmes du type
Gronwall, qui seront de plus utiles notamment dans la démonstration d'unicité des

solutions faibles ainsi que les majorations et d’estimations d’erreurs.

1.5.1 Quelque rappels d’analyse fonctionnelle

Nous allons introduire dans ce paragraphe un résume de I'analyse fonctionnelle,
et quelques résultats qui interviennent dans I'étude de ce mémoire. De nombreux

ouvrages parcourent ce sujet, nous renvoyons le lecteur de plus de détales a par
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exemple [1, 8].

Soit © un ouvert de R?. On désigne par C5°(Q2) (ou D(9)) I'espace des fonctions de
classe C* a support compact dans 2.

On munit C5°(2) de la « pseudo-topologie » c’est-a-dire qu'on définit une notion de
convergence dans C°(2).

1. L’espace des distributions : D'(Q) est le « dual » de D(12), c’est-a-dire I'espace
de formes linéaires continus sur D(f2). On note (T, ¢) = T(¢) le produit de dualité
entre une distribution 7' € D'(Q) et une fonction ¢ € D(Q) : ce produit de dualité
généralise l'intégrale usuelle /Q T¢dz. En effet, on vérifie que si f est une fonction

localement intégrable dans (2, alors on peut définir une distribution 7 par

(17.6) = [ fodz.

On peut aussi munir D'(2) d'une notion de convergence : on dit qu'une suite 7}, €
D'(Q) convergence au sens des distributions vers 7' ¢ D'(Q) si, pour tout ¢ €

D (Q)7
lim (T, ¢,) = (T, ).

n—->- 400

Définissons maintenant la dérivation au sens des distributions : si 7 ¢ D'(Q), la

T
€ D/(Q2) est définie par :

or 00
(gm0} =-(T.92),  weD®), 1.3

Pour tout 1 < p < 0o, on note LP(2) I'espace définie par

dérivée

LP(Q) = {u 00— R mesurable;/ lu(x) P de < oo}
Q

muni de la norme

full ey = (] e@P d:c)

et pour p = oo, on note

LP(Q) ={u: Q2 — R mesurable; supess,cq |u(x)| < 400},
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muni de la norme
[ull oo () = supesseeq [u(z)]
ou supesszeq |u(z)| =inf {M >0 / lu(z)| <M pp}.
1 1
Pour tout 1 < p < oo on notera ¢ 'exposant conjugué de p défini par — + - =1
P q

1
avec convention — = 0. Pour tout u € LP(Q) et v € LY(Q),onawuv € L'(Q) et [uv| 1y <
oo

lull oy - IVl oy ('inégalité de Hélder ).

Théoréme 1.5.1. Soit (u,), une suite de fonctions intégrables telle que u,, — u dans
L'(2). Alors il existe une sous suite (u,, ), etv € L'(Q) telle que

u, — u p.p dans et |u, | <v p.pdans .

2. Convergence faible.
Définition. Soit £ un espace de Banach. Une suite (u,) C E converge faiblement

dans F vers un élément v € F, et on note u,, — u, si

(f,un) — (f,u) ,¥f € E',ou E estledualdeFE

Théoréme 1.5.2. (de Eberlien et Smulyan).
Soit £ un espace de Banach réflexif, et soit (x,,) une suite borné dans E. Alors il existe
une sous suite (z,, ) qui converge faiblement vers E.
Proposition 1.5.1. Soit £ un espace de Banach, et une suite (u,) C E. Alors
1. u, — u implique u,, — u.
2. Si E est un espace de dimension finie, alors la convergence faible et la conver-

gence forte sont équivalentes.
3. Siu, — u, alors (u,) est bornée et lim inf [|u,[| = ||ul|.
4. Siu, —~udans E et f, — [ dans E, alors il suit que (f,,u,) — (f,u).

5. Siu, — u dans E et f, — f dans E', alors il suit que {f,,u,) — ([, u).

Définition 1.5.1. Soit £ un espace de Banach, une suite (f,,) C E' converge faible-

ment étoile vers un élément f € E', et on note f,, —* f, si

(fo,u) — (f,u),Yu € E.

7
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Théoréme 1.5.3. (d’Aloaglu). Soit E un espace de Banach, et soit (f,) une suite
bornée dans E' le dual de E. Alors il existe une sous-suite fn, qui converge faiblement

dans E'.

Proposition 1.5.2. Soit £ un espace de Banach, et une suite (f,) une suite dans E’

le dual d’espace E.
1. f, — f implique f,, —* f.
2. Si E est réflexif, alors f, —* f est équivalente a f, — f dans E’
3. Sif, —" f, alors (f,) est bornée et lim inf | fall = 11 f]-
4. Si f, — f dans E' implique f, —* f.

5. Siu, — u dans E et f, —* f dans E', alors il suit que (f,,u,) — (f,u).
3. Convergence faible dans les espace de Hilbert.

Théoréme 1.5.4. (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet). Soit H un es-
pace de Hilbert réel et (., .); un produit scalaire de H. Pour tout ¢ € H "ilexiste f € H

unique tel que

<90aU>H,xH = <f>U>H Voe H et H%OHH’ = ”fHH

Nous dirons qu'une suite (f,),ey dans H converge faiblement vers f € H si pour
tout v € H, les produits scalaires (f,, v) convergent vers (f,v) dans R. Nous noterons
cette convergence par le symbole — pour la distinguer de la convergence forte (c’est-
a-dire pour la norme hilbertienne) :

fo—> [ < lim_||f — f] =0.

fo— <= YveEH, n@m(fn,v):(f,v).
Proposition 1.5.3. 1. Une suite dans H qui converge fortement vers f € H converge
aussi faiblement vers f.

2. la propriété « toute suite dans H qui converge faiblement vers f € H converge

Jfortement vers [ » est vraie si et seulement si la dimension de H est finie.

3. Toute suite faiblement convergente est bornée.
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4. Si E et I sont des espaces de Hilbert réels, siu € L(E, F'), alors U'image par u de
toute suite dans F faiblement convergente vers un élément x € E est faiblement

convergente dans F vers u(z).

Le résultat crucial suivant est une conséquence du théoréme de Riesz-Fréchet et

du théoréme 1.5.3 de Banach-alaoglu.

1.5.2 Rappels sur les espaces de Sobolev

Nous définissons les espaces de Sobolev qui sont les espaces des fonctions per-
mettant de résoudre les formulations variationnelles d’équations aux dérivées par-
tielles. Leur compréhension est donc une €étape nécessaire avant d’aborder les
équations en question. Nous reprenons dans cette sous section certains énoncés
de O.Kavian et de Brezis [8] sur le sujet, pour une présentation plus compléte des
espaces de Sobolev, on pourra consulter 'ouvrage de R.A. Adams [1] Par la suite,
Q) est un ouvert borné régulier de R?. pour p = 2, L*(Q) est I'espace des fonctions
mesurables de carré sommable dans .

Muni du produit scalaire

(W, V) p2q) = /u(a:)v(@ dz,

L*(Q) est un espace de Hilbert. On note

sy = ([ Jue)? ds)’

la norme correspondante.
Définition 1.5.2. Soit 2 un ouvert de R?. L'espace de Sobolev H'(Q) est défini par

H'(Q) = {u € L*(Q) tel que Vi € {1,...d, } gu € LQ(Q)},
X

. Ou
ou

est la dérivée partielle de v au sens des distribuerions (1.3)
X

Proposition 1.5.4. L'espace de Sobolev H'()) est muni du produit scalaire

(W 0) i) = /Q(u(x)v(x) + Vu(z)Vo(z)) do (1.4)

9
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et de la norme

oy = ( [, () + 1) ds))

l'espace de Sobolev H'()) est un espace de Hilbert[8]. Voici l'inégalité trés utile por-

tant sur les normes de Sobolev.

Proposition 1.5.5. (Inégalité de Poincaré.)
Soit Q un ouvert borné de R?, alors il existe une constante C' telle que pour toute
Jonctionu € Hy(Q),

ullp2) < ClIVUll 2 -

En particulier,

Vul|2q) est une norme équivalente de H} (H) désigne sous espace
vectoriel des fonctions de H'(Q2) nulles sur I).
Trace des fonction H'(Q2) On peut mentionner le résultat suivant sur les traces

des fonctions H'(Q).

Théoréme 1.5.5. (Inégalité de Cauchy-Schwartz)

Soit H un espace préhilbertien. Alors :
V(z,y) € H* [z, y)| = [lz] [yl -

Inégalité de Holder

Il s’agit d'une généralisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Définition 1.5.3. Si p € [1, +o00[, I'exposant conjugué de p est I'unique ¢ € [1,+o0]
1 1

tel que — + - = 1.
p g

On fait les mémes hypotheéses que pour les inégalités de Cauchy-Schwarz. On a

alors :

Sl < (S ()

[t tmel < ([1e?)" ([ lmlt)’

pour tout v € LP(Q) et v € L” ,on a :

uv € L'(Q) et [uv] iy < llullpoq) - ||v||Lp,(Q) (Inégalité de Holder ).

r r/

ab< 4+ VY(ab) R’  (L'inégalité de Young).
T T

10
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Théoréme 1.5.6. Soit ) un ouvert régulier de R?. Alors il existe un opérateur linéaire
continu~y : H'(Q) — L*(09), appelé opérateur trace, tel que

v HY(Q) — L*(09) est compact.

On définit I'espace vectoriel H %(89) comme suit :
HE(09) = {7(w); ue H Q)
que 'on munit de la norme

11l 00 = inf {llull g5 () = £}

Les premieres propri€tés les plus remarquables et utiles a notre exposé sont les

suivantes :

1. Siue H'(Q), alors v : H'(Q) — Hz(d9), est linéaire surjectif et
(@100 < Cllullg  Yue H(Q).

2. Comme (2 est régulier, toute fonction v € H %(89) est la trace d'une fonction
v € Hy(G), i.e vjpq = u, ou G est un ouvert de R? contenant Q.
Sur les questions concernant les espaces traces, voir par exemple J.L. Louis

E. Magnes [21]

Le théoréeme de trace permet de généraliser aux fonctions de H'(Q2) la formule

de Green établie pour des fonctions de classe C".

Théoréme 1.5.7. (Formule de Green). Soit ) un ouvert borné régulier de classe C".

Siu et v sont des fonctions de H'(12), elles vérifient

/Qu(x)aa;jl dr = —/Qv(a:)g;i dx + - u(x)v(z)n(x) do,

oltn = (n;)1<i<q €st la normale unité extérieure & Of).

Formule de Green pour I'élasticité

On munit I'espace produit H'(Q2)? du produit scalaire canonique et de la norme

11
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associé€e respectivement (.,.), , et [|.||; , qui sont définis par :
(u, ’U)LQ = /Quivi dx + /Qul-Jvi,j dz, (1.5)

[ :/QW dx+/9\w2 dz.

Et la norme de L*(12) sera notée [-1l0.0-

Nous rappelons que l'application de trace v : H'(Q) — L?*(I")? est linéaire continue,
mais n'est pas surjective. Limage de H'(Q)? par cette application est notée par Hr,
ce sous espace s'injecte continiment dans L*(I")?. pour ¢ assez régulier nous avons

la formule de Green :
/ o:e(u) de+ / Div(o).u de = / ov.v dl’ Yo e HY(Q)% (1.6)
Q Ja Jr

Un résultat essentiel pour les applications du prochain chapitre est I'inégalité sui-

vante :

Théoréme 1.5.8. (Inégalité de Korn). Soit 2 un domaine régulier borné de R? de
classe C*. Il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de () telle que, pour toute

Jonctionv € H'(Q)*, ona:

/Q vivi dz + /Q £ ()2 (v) dr > C o],

1.6 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Soit 0 < T' < 400 et soit V un espace de Banach réel de norme |.||,,. On définit les

espaces a valeurs vectorielles suivants :

C0,7;V)={u:[0,T] -V continue},
T
LP(0,7:V) = {u : [0, 7] — V mesurable :/ u(t)]], dt < oo} 1 <p<oo,
0

L*(0,7;V) ={u:[0,7] = V mesurable : 3C > 0 ||u(t)|, < C, Vt € [0,T]}

12
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munis des normes

= t
lulleqry = mas [u Ol

=

P

T
il = ] Tl )"
[ull oo (o 7y = If{C > 05 JJu(t)], <C Vte[0,T]}.

On note par C*° (0,7; V) I'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables a support
compact dans |0,7'[ a valeurs dans V.

On note aussi par H'(0,7T;V) I'espace de Sobolev sur |0, 7| a valeurs dans V, défini
par

HY0,T;V) = {u : ue€ L*0,T; V) et ?;t‘ € L*(0,T; V) }

tel que la dérivée é(?t est définie par

[ Mo a=— [ u) o) dr, ¥oe (0T

Proposition 1.6.1. L7(0,7;V) avec 1 < p < co est un espace de Banach.
LP(0,T;V) C L0, T;V) avec injection continue 1 < ¢ < p < oc.
Si V' est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (., .),, , alors :

L*(0,T;V) est aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire :

(1.0) iy = [ ((0) v ()

1 1
LP(0,T;V) = LU0, T;V) pourl<gq,p<ooet—+—=1.

p q
LY0,T;V) = L*(0,T;V)

avec LP(0,T;V) estle dual de L*(0,T;V) pourl <p < oco.

Théoréme 1.6.1. Soit V un espace de Banach réflexif et soit u € L*(0,T;V). Les

propriétés suivantes sont équivalentes :
u€ HY(0,T;V).
t

Il existe uy € V et g € L*(0,T;V), telle que u(t) = ug + /g (s)ds, Vtel0,T].
0

13
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Théoréme 1.6.2. Soit (V,(.,.),,) un espace de Hilbert et soitu € H'(0,T;V). Alors :

th Llumlz = @@),uw)y,, foraltelo,T],

1

Sl @I = ||V+/ L ds, forall t €10,T].

1
2

Théoréme 1.6.3. Soient V, W deux espaces de Hilbert de normes respectives |.|,, ,

.1l qui vérifient les hypothéses suivantes :

V dense dans W,
VcwcV,

et soit K un sous-ensemble fermé non vide et convexe de V. On se donne une forme

bilinéaire a (.,.) : K x K — R continue sur K qui satisfait :

il existe pet @ > 0 tels que

a(v,0) +pllol, = aloll}, VoeV.
Alors, pour tout uy € K et f € L*(0,T;V"), il existe une unique fonction u qui satisfait

(@ (t),v—ul))yy +alu(t),v —ut) = (fiv—u(t))y,,  Yve KVt €[0,T],
uwe L*0,T;V)NnC,T;W)nH0,T; V'),
u(t) € K,Vt € [0,T],
u(0) = u.

Enoutre, siug € K et f € L*(0,T; W), alors u vérifie

we LX0,T; V)N HY0,T;W).

1.7 Lemme de Gronwall

Lemme 1.4.1. Soient f, p € C' (0, T, R) deux fonctions positives pour tout t € [0, T,
et soit a > 0. Siy € C (0, T, R) est une fonction telle que :

t)Sa+/0tf(s)ds+/0t<p(s)¢(s)ds, vVt e [0, T].

14
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Alors
v (t) < (a—i—/otf(s)ds)exp(/ot@(s)ds), vVt e [0, T].

Pour le cas f = 0, ce lemme devient.
Corollaire 1.4.1. Soit p € C (0, T, R) telle que ¢ (t) > 0 pour tout t € [0, T] et soit
a>0.Siy e C(0, T, R) est une fonction telle que

»(®) §a+/0tgo(s)1/z(s)ds, vie [0, T].

Alors

P (t) < aexp (/Otcp(s)ds>, vVt e [0, T].

1.8 Propriétés de semi-continuité inférieure

Nous rappelons dans cette sections quelque notions d’analyse convexe. Nous consi-
dérons des fonctions ¢ définies sur un espace vectoriel réel X et a valeurs dans
| — 00, +00.

1. Une telle fonction est dite propre si elle n’est pas identique a +oco c’est a dire

s’il existe vy € X tel que ¢(vy) < +oo.

2. La fonction ¢ est dite convexe si
p(tu+ (1 —t)v) <tp(u) + (1 —t)p(v)

pour tout u,v € X ett €0,1].

3. La fonction ¢ est dite strictement convexe si
o(tu+ (1 —t)v) < tp(u) + (1 —t)p(v)

pour tout u,v € X et u # v.

4. Une fonction ¢ : X — |—o00, +o0], est dite semi-continue inférieurement si et
seulement si

lim inf ¢ (v,) = ¢(v)

15
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pour tout v € X et v, converge vers v dans X.

Théoréme 1.8.1. Soit A un convexe fermé non vide d’un espace de Hilbert V muni
de la norme ||.||y et soit a(.,.) une forme bilinéaire coercitive de A x A dans R, c’est &

dire telle que

Jag >0, a(v,v) > ||lv]% Vv € A

et continue, c’est a dire

dog >0, Ja(v,v)] > aq [Jullylv]ly Yu,v € A

soit j une fonctionnelle de A dans R convexe, semi-continue inférieurement et propre,

c’est a dire

—o0 < j(v) < +o0, pour toutv € A et j non identique a + oc.

Alors pour tout_forme linéaire ¢ définie sur V, il existe un unique u dans A solution de

linéquation variationnelle

a(u,v —u) +j) —ju) > (v —u), YveV

16



CHAPITRE 2

ETUDE ASYMPTOTIQUE D’UN
PROBLEME VISCOELASTIQUE
DYNAMIQUE A MEMOIRE COURTE

Résumé. Dans ce chapitre, on s’intéresse a I'’étude d'un probléme viscoélastique
dans un domaine de faible épaisseur borné de R® avec les conditions de frottement
non linéaires de type de Tresca sur une partie de la frontieére et les conditions de
Dirichlet sur l'autre partie.

Notre objectif est consacré sur I'étude du comportement asymptotique des solu-
tions lorsque ¢ tend vers zéro.

Contenu

2.1 Introduction et position du probléme,

2.2 Formulation variationnelle du probléme,

2.3 Analyse asymptotique du probléme.
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CHAPITRE 2. ETUDE ASYMPTOTIQUE D’UN PROBLEME VISCOELASTIQUE
DYNAMIQUE A MEMOIRE COURTE

2.1 Introduction et position du probléme

Nous considérons un probléme a des déformations d'un corps homogene viscoélas-

tique et isotrope en régime dynamique dans un domaine mince (2, ou ¢ est un réel

positif appartenant a ]0; 1] et qui tend vers zéro.

La frontiére de (° sera notée I = o UTS UTS avec :

» ¢ est la frontiére supérieure d’équation x5 = h(z; 25);

» I est la frontiére latérale;

» © est un domaine borné de R*? d’équation z3 = 0 qui constitue la frontiére infé-
rieure du domaine 2°.

On note 2’ = (z1;72;73) € R® et z = (21;72) € R%.

Le domaine ()° est donné par :
QOF = {(z,73) €R? (2,0) €w, 0<mx3<eh(r)}.
ou h est une fonction de classe ' définie sur w telle que :
0 <minh < h(zx) <maxh;¥(z;0) € w

Pour les forces extérieures f© données, nous supposons que les déformations d'un
corps €lastique sont gouvernées par les équations suivantes :
La loi de la conservation de la quantité de mouvement :

Ouy _ 995 fe=0, i=1,2,3
oz oz, T T oY

On désigne par o° = (o), ;.4 le tenseur des contraintes et par D = (d;;),, ;5 le

tenseur des taux de déformations :

. = — 1< < 3.
d” (U) 2 (83@ * 8x1> ’ =h1= 3

la loi de comportement viscoélastique non linéaire donnée par :
o (UE) = 2udw (UE) + /\dkk (UE) 51']' + 29(1” (UE) + Cdkkz (UE) (Sij,

ij

18
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ou
> u® = (uj,u;,u;) est le déplacement du corps €lastique ;
» )\ et u sont les coefficients de Lamé, avec A + p > 0.

Nous supposons que le déplacement est connu sur '] x |0,7[ et sur I'; x ]0,T

u?(t)=0 sur (FfUT]) x]0,T]

Le vecteur normal extérieur unitaire a ['* sera noté n = (ny; ny;ns) :
La normale unitaire extérieure a w est le vecteur (0;0; —1).

On utilise les notations usuelles :

u, = ut.no=ui.ng,

ul = up —unng,

o, = (on)n=onmn;,
R

le déplacement normal, le déplacement tangentiel, la composante normale et la
composante tangentielle du tenseur, respectivement.

Sur w le déplacement tangentiel est connu et vérifie la loi de Tresca :

ou’
(3 k€ —
o] < k* = < 5 >T 0

loZ| = k* = 35 > 0 tel que (8811

. sur w x |0, 7T
) -

Le probléeme complet consiste donc a trouver le champ de déplacement u° vérifie les

équations et les conditions aux limites suivantes :

Pug; 0o,

o2 a{;j = f7 dans Q° x]0,T] 2.1)
0% (1) = 2pds; (u) + Ad (uF) 635 + 20ds; (6) + g (i) 8, 2.2)
u=0 sur ([UTL) x]0,T] (2.3)
a;:.n =0 sur wx]0,T]J (2.4)
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\o§\<k5:><au> =0

ot P sur w x |0, 7 (2.5)
0S| = k* = 35 > 0 tel que (875) = —fot
. ou®
u® (0) = uo, v (0) =y (2.6)

Afin de donner la formulation variationnelle du probléme (2.1) — (2.6), nous allons

établir le lemme suivant :
Lemme 2.1.1. La condition (2.5) est équivalente a la relation suivante :

o . e ous.
ot ot

=0 sSur w. (2.7)

Preuve.
e Supposons que u° vérifie la condition aux limites de Tresca (2.5).

> Si |of] < k°, alors <8u ) =0, d’ou (2.7)

ot

a £
> Si |o7| = k7, alors il existe 5 > 0 tel que ( ! ) = —fo¢, on trouve donc

ot
87,66 8'&6 ) 2
T . € k€ . T — € S )
N on ke 2 | Blo% + B ot
. = . o
e Réciproquement, on suppose que % o+ k*- o | 0.
> Si |oZ| = k7, alors de (2.7) on a
oz . |ou
o 0= Tl
d’ou l'existence d'un 5 > 0 tel que 5; - = —fo:
> Si 07| < k°, alors
ous ous out ous
T . L€ ke . T o T| .| ~€ ke . T
TR vl i e R R 7
ous
T kE g
> |2l (k= Jo%)

£

0
et comme k° — |oZ| > 0, d’'ou ;&T = 0.

20



CHAPITRE 2. ETUDE ASYMPTOTIQUE D’UN PROBLEME VISCOELASTIQUE
DYNAMIQUE A MEMOIRE COURTE

2.2 Formulation variationnelle du probléeme (2.1)—(2.6)

On introduit le cadre fonctionnel suivant :

H' () = {v e (1 (Qa)) : 2;)] e L (), Vi,j = 1,2,3}.

Nous définissons le convexe fermé non vide de H' (Q°)*, par :
€ 1 € 3 € €
V:{QOE(H (Q)) =0 surFLUFIetgo.n:Osurw}.

On introduit également les notations suivantes :

O*uf O*uf
(W’U) = QE 5 vdrdrs
a(u®,v) = Z 2,u/ di; (v) dedzs + )\/ div (u®) .div (v) dxdxs;

i,j=1

B (u*,v) = 229/ i (u%) dij )dxd:ic;;—i—(/ div (u°) .div (v) dxdxs;

2,j=1

(f5,v) = / ffvdxdxs = Z/ fividzdzs;
s —~ Jo
J?(v) = / kS |v.| d;

Lemme 2.2.1. Siu° est une solution du probléme (2.1) — (2.6) alors elles vérifient le

probleme variationnel :
Trouver u° oll (;i (t) € V()
0%uf ou? A ou?

(t)> J (@) — (2.8)

t b)
JE (aaf (t)) (fE ) Vo e Ve

u’ (O): 0, =

a 53
Preuve. En multipliant I'équation (2.1) par (gpi — (‘Tut (t)), ou ¢ € V° et en utilisant
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la formule de Green, on obtient :

0%u dus .0 OuF
( BIE (). — ot (ﬂ) + /Qs O'ijaixj (%’ ~ 5 (t)) dxdxs —

R P P Y T
/s TN (Sﬁi T (t)) ds = /QE fi <<p1 ~ (t)) dxdzxs.

Les conditions aux limites (2.3) et (2.5) impliquent que :

€ Ou’ o c ou’
/re o5n; (gpi T (t)) do = /waijnj (gpi T (t)) dx.

Mais o;;n; = o7, + o, n;, on trouve :

. ou® B . ou® . ou®
/re o (goi ~ 5 (t)) do = /WU” ((pi ~ 5 (t)) dx + /wo*nni <<pi ~ 5 (t)) dx

ou®
ot

0%u dus .0 OuF
(atz (t)>90_ ot (t)> +/QE Jijaixj (901‘ - at(t)) dl’dl’g—

. ou® . ou® .
/WJ” (gpi ~ 5 (t)) dx = /Q fi (gpi ~ 5 (t)) dxdxs Vo € V©.

)

0
Dans (2.9) on ajoute et on retranche le terme / k® (!%I — | é;t B \) dx, on obtient :

0?uf ouf .0 ou? A ou®
(G 0= 5 0) + [ ot (0= G (0 dodes = [ o (1= G ) o+

ous . ous . ou®
[ (1o = 15521 o= [0 (1ol = 151 o= [ 1 (30 G 0) e

On pose :

et comme ((pi — (t)) n;,=0,ona:

(2.9)

. ou® . ou:.
M= [oi (= % @) aot [ 1 (1o - 1571) an

ou® ou:
M = /waii <goi— Er (t)) dx—i—/wk:E <|g07\ — | 8tT )dx

€ 5 aua € € aui
_ /w%%dx_/w% o (t)dx—l—/wk |<,07\dm—/wk |5l

Donc :
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Maintenant le lemme 2.1.1 nous donnons :

M:/ag%dﬁ/ ko, |da.

Autrement :

orp = —lozlle-| = =K |e-| sur w

et

B:/a;goidm/kgmydxzo.

En déduit 'inégalité suivante :

0*uf du® I, ous
(T @~ G ) + [ i (- G ) dadrat

(2.10)
ous ou;
€ - e| ot > € o i .
/wk lor|da /wk ] o (t) |dz > /Q fi (gpl o ) drdrs
En remplacant o; par I'expression (2.2) dans (2.10), on voit que :
a2u€ . e £ . € € ‘€
ot (2.11)

() = T (07) = (f5 i —07), Vo € V7.

Pour l'analyse asymptotique nous introduisons les résultats qui seront utilisés

dans la suite.

VUl 2 ey < CNID (w9l 20y (INégalité de Korn )

Il existe C; > O tel que |B(u,v)| < Cy |jul|||v||, (voir.[34], [?]) (2.12)

Il existe C, > O tel que B(u,u) > Cy|jul”, (voir.[34]). (2.13)

2.3 Analyse asymptotique du probléme

Nous essayons maintenant d’étudier les estimations a priori sur 4°. Pour cela nous

avons besoin d’établir le lemme suivant :
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Lemme 2.3.1. (Inéquation de Poincaré).

On rappelle que 0 < h(z) < max h ,Vx € w, on a l'inéquation suivante :

ou
9,

pou 121C0)

|47 L2() < max hl|

Preuve. Soit 0 < z < h(z), on a

h(z) 9
(. 2) = = [ Gl q)ds + (e, h())

et comme @°(z, h(z)) =0, alors :
h(=z) ouc
W) == [ S e
Par l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on voit que :

ou®

o (z,9)|*ds (2.14)

h(x)
|0°(x, z)|2 < (max h)/ |
0

Nous intégrons (2.14) par rapport a z de 0 a h(z), on obtient

h(z) h(z) OF
[ 5 2P 2z < machy? [0 (0,6 s
0 0 S

en intégrant I'inéquation précédant sur w; on trouve

h(z) Ous

//h(x) 0 (, 2)|*(z, 2)dzdr < (max h)2// |——(x,)[*dsdz
w J0 ’ ’ B w J0 3§ 7

donc

ou*

14| 2 () < max hl| o l22(0)

2.3.1 Changement du domaine et probléme variationnel

Pour I'analyse asymptotique du probléme, nous utilisons le changement d’échelle

z:ﬁ, et donc le domaine ()° se transforme a un domaine (2 indépendant de ¢ définit
€

par :

Q:{(x,z)ERS,(:C,O)EwetO<z<h(:U)}.
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On note I' = wuU 'y UT, sa frontiere. A la suite de ce changement d’échelle, nous
notons par 4°, les inconnues définies sur (2.

De plus, on définit sur (2 les fonctions suivantes :

u; (z,2s,t) =45 (x,2,t), =12
P (7, 23,1) ( ) ©@.15)
e g (w23, 1) = 05 (2,2, 1) .
Pour les données, nous avons les relations suivantes :
f(x,z,t) =% f* (v, 23,1), k= cke
(ﬁo)z (SL’, Z) = (U(])Z <I> x3) ’ (2 16)

(QO)B (:E, Z) = (UO)S (5[77 :133)

avec u, A, 0, C, f, indépendants de ¢. Nous introduisons maintenant le cadre

fonctionnel sur Q. Pour cela, on note :

K(Q):{@E (HI(Q))?)i@:OOHFlUPL; @.TLZOSUI'W},

n-{@e(ﬂm)z;%f €L*(Q): ¢ =0 surn},

Il est clair que V, est un espace de Banach, muni de la norme :

1
2 2
LQ(Q)) |

Avec le changement d’échelle défini dans (2.15) - (2.16) le probléeme (2.11) devient

%
0z

2
2
o]y, = (Z ol + ‘
=1

ST, @~ (1) + (B (1), oy — (1))

i=1

A (t), g — U5() + B (45(t), ¢ — G5 (1)) + jo ()~

(2.17)
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ou

2,7=1

N Z/( F(t) 8153()> (% - ())dxdz

P CLE 0

a(as(t),¢ — uZ / ( 81:; )a D g
0

dxdz+

uZ / ( 6“3 D jzd:

1A /Qdiv( (1)) div(p — @5 (t))dadsz,

B(iF (), ¢ — (1)) = 9121 | ( 8a:f LS )) a(@g G0 g
+QZ/ (aai (*) ) d:UdZ
+ 29/ 8u3 ( ))dxdz

+92 e (aug azgﬁ))a@ga—xag( ) dud
+ ¢e? /dw t))div(p — 0 (t))dxdz,
(@) = [ kleldz.

(F @9 =50 = X [ 01 = G5 0)dads + [ o035 = B5(0)

2.3.2 Estimation a priori et résultats de convergence
Estimation a priori

Dans cette section, on cherche des estimations a priori sur le déplacement u°,
solution de notre probléme variationnel, pour cela nous avons besoin d’établir le

lemme suivant :

€ 82 €
Lemme 2.3.2. Supposons que f°, f atJ; € L*(0,T, L*()°) et ug € H*(Q),u; €
H'(), le coefficient de frottement k > 0 dans L* (w), alors, il existe une constante

strictement positive C' indépendante de ¢ telle que :
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2

2| oas, | R
2 oz, (®) c 8z3 (t)
i,j=1 J L2 (Q) L2()
2 aﬁg aag 2 (2.18)
H L(t) e2—2(t) <C.
o\l 92 L2(Q) Oz L2(Q)
2 9241 2 (92 2
P 58:6]815 ‘oot o)
2 2 2 A 2 (219)
s (]128 L2 07 (t) <C
= 8201& 2(0) 8x ot 2 y)
Preuve. On choisit ¢ = 0 dans (1.3) on obtient
82u€ . . e . e . e g | € £ . E
(g )+ alw (), () + (e (0), 0 (0) + [ K J0e(0) do < (), 5°(1). (2.20)
En intégrant (2.19) en temps pour s € [0,t], on a
L2 o +ow @ @) + [vasnaea
5 T a(u , U A us(s),u"(s))ds
1 [||0u® ? t ou®
< Z € € €
< (\ O]+l ). <o>>) b [ (556, G ) as
D’apres l'inégalité de Korn, il existe C'x indépendant de ¢ telle que
[l (O + 200 [V (8) 1 72(ae) | + 46k |V () 720,700 <
s ey + @1+ 3N Vg ey + 2 [ (50350t
ofe .
(s),u(s))ds

et comme
ot

[, a)ds = (20,0 (0) = (00,0 0) — [ (-

En appliquant les inégalités de Cauchy-Schwarz, Poincaré et de Young, on trouve

la majoration suivante :
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2 [ (52(s). (s >>ds\ < 1OV (1) a0 (0)] By +
hmax
(5 s+ () ) 1F2(0) 2o+

c pCh
. ||f()|\ms)+ / ||v ()20

(5hmax>
1Cl,

afE

de (2.21) on trouve

. 2 2 . 2 2
1GOOI + 1Cx VU= ()2 (e +40Ck (VI ()20, 10y < lallzziae) +

€hmax
(14 20+ 3\) || VU7 @)yt — A ( )

e (5hmaX>
(Ehmax) [ f ()12 (ey + H

IV (0) 220y + 52 / v >HL2 (s

1£= )220y +

8 £
T 5) e st

En multipliant (2.22) par ¢ et en utilisant les égalités :

1

2
)
ous
8.’13'3

2 2 1| 717
€ ||f€||L2(QE) =€ ‘ 12(Q)

L2(0) 0z

on obtient :

. € 2 € 2 . 2
e [[@ @) + pChe [|[Vur () |72(qey + 40Cke [V (E) |20 7,00

t
< Oy + euCh, /O IV (8) ][220 ds.
avec

G = H%Hiz + (L4 20+ 3A) [ VG172 +

(hmax) afE 2 hmax R 2
2 d € t 2
1C H ( Mz2(0)ds + WCh 1 £ z2+

hmaxllfs( Nz + IVE(0) 120

D’apres le lemme de Gronwall, on déduit :
ella @)1 + & [V () 2ae) < C.

D’apres (2.25), on déduit (2.18).
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Pour montrer I'estimation a priori (2.19), on régularise la fonctionnelle J°, en posant

55w = [ K@, and () = A0,

on considere 'équation approchée suivante :

62 € 6 €
(P 1), 6) + a(ui (1), 6) + B (i£(0),0) + (ug) (2 ><t>,¢> — (f°(t), ).
ot e ot (2.26)
uE(0) = ug, aqf; 0) = w, (u1), = 0.
maintenant on dérive (2.26) en ¢ et on substituant ¢ par 882;2 (t)
83 € 82 € 82 € 82 € 82 €
. o)+ atiz). Ssio) + 5 ( Gk, G0 +
e, OUE *us o of . 0%ul
(G Gy, G n) = oo, G,
et comme ((J;)" (8(;? (t)) 7 8;;2 (t)) >0etbh (a;tlf (1), 8;;2 (t)) > 0, on obtient
Ld 0% P afe

En intégrant (2.27) et utilisant 'inégalité de Korn, on trouve :

0?ug ous 0?us
| o2 ()||L2 0°) +2M0k||v ( )”L2 o) < =5 o2 =(0 >||L2(Qs +
¢ @ e
20+ 3NV )y + 2 [ (2 (), L ().
et comme
t Ofe ofe 8 € ofe 8 € t 82 € a €
2 ['CL (0, 2 (oas = 225 ), 25 ) - 2% 00, 25 o) -2 (2L (), 2 ()
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En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz, Poincaré et de Young, on obtient :

0%ue ous 0*us
|53 o2 > (t )HL? 0y T HCK[V—* BN = (t )HL?(QE <43 (‘%2 (0)[7: @t

ous
1OV =5 (0)Iz20e) + (21 + 3) S (0) 13200+

Ehmax anE (5hmax)§ 6f€
/ Vo s + =8N g Ot

o

(ghmax

HCk
15 Ol + 55 [ 1905(5) B

2
3u§

Il faut estimer
u i 5

(0), apres I'équation (2.26) on déduit que :

(G0.6) = (70).0) - au0).0)

donc

82 €
| ( . <o>,¢>) < (e FO)l1200) + 20+ 3N l1(6e)) 1 8]010-

En multipliant I'inégalité (2.29) par /¢ et comme

3 & e . € — ||93€
€2 Hf (O)HLQ(QE) = ‘f (0) L2(Qe)’ \/g uf (0)‘ H(Qe) u£ (O)‘ H1(Qe)
on déduit que :
\/_|| o2 ( N r2e) < Co.
avee Cy = hunss | /5(0)l| ey + (211 + 3N)[5(0) 11 (0)-
En passant a la limite en ¢ dans (2.28), on obtient :
0*uf ou® 0*us 6
||W(t)||%2(ge) + uCe|V— - 5 ( )||L2 @) < 55 BT ()20 + VU (0)[|Z20e)+
(shmax) 82f5

o e
Ehmax)? , OfF Ehmax)? , OfF uC
P O 0) i+ MCQ 1Oy + P [ 150 3) ey

En multipliant cette inégalité par ¢, on trouve :

O*uf | ou® .\ o ! ()12
8”@(1&)”[/2(95) + EMCkHVW@)HL?(QE) <C3+ gluck/o HV'LL (S)HLQ(QE)dS
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avec

Ot (h )2 ¢ aQJ?a
_ (2 2 max
Cs = O3+ (uCi+ 2+ BNV Ol + 2 [0

(hmax>2 afg 2 (hmaX)z af& 2
N G O o) e (O

(S)H%Q(Q)dSJF

par lI'inégalité de Gronwel, on obtient :

82 us

ot?

o
ot

ell = WLz + el Vo - Oz < C

donc la deuxiéme estimation est démontrée.

Résultats de convergence

Dans ce paragraphe, on va énoncer le théoréme de convergence.

Théoréme 2.3.1. Sous les mémes hypothéses du Lemme (2.3.2), il existe
u*(t) = (ui(t), u3(t)) € L*(0,T, Vo) () L*(0, T, V2),

tel que pour des sous suites de u° notée encore u°, on a les résultats de convergence

suivants :

(2.30)

. (2.31)

0z (2.32)

Iz (2.33)
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ets(t) — 0, 2.34
eug(t) — 0,

Démonstration. D’apreés le lemme 2.3.2, alors il existe une constante C' indépendant

I

Grace a cet estimation et I'inégalité de Poincaré, on trouve

de ¢ tel que

NE
ous

-5, (1)

L(0,T,L2(£2))

e ou;
45 (t)HL(O,T,LQ(Q)) < Pmax 92 (t)

L(0,T,L2(£2)) i=1.2
ou; 82ﬁ§ ’ ’
8 (t) — hmax 8 8 <t>

t L(0,T,L2(2)) 20t L(0,T,L2(2))

donc @:(t) et u5(t) sont bornées dans L*(0,7,V,)(L>(0,T,V,), i = 1,2, ce qui im-
plique qu’il existe u}(t) et @;(¢) dans L*(0,7,V,) (| L>(0,T,V;) tel que 45(¢) converge
faiblement vers u(t) et u5(t) converge faiblement vers ().

D’apres (2.18) et (2.19), on trouve (2.31)-(2.34). O

2.3.3 Probléme limite et I’équation généralisée de Reynolds

Théoréme 2.3.2. Sous les hypothéses du théoréme 2.3.1 les solutions u* vérifient

les relations suivantes

9 0z
+5(@) — (u(t)) > Z/Qﬁ(t)(@i —uf(t))dxdz, Vo € II(K), (2.35)

u; (0) = g,

MZ [ Q0 =), 92 JRCOLEE T

Pur(t) ,0%ur(t) _ » >
— pTh — 0755 = filt)e L(Q), (2.36)

avec,

(K) = {@: (@1, p2) € H (Q)Q,cﬁ:() surFl}.

Preuve. Dans (2.17), en passant a la limite et en utilisant les résultats de conver-
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gence du théoreme (2.3.1), on obtient

%a(aﬁ(tm—af(t))_zg/ %Za( o 40) g,
lim B(i (1), ¢ Z/ea“ (¢ o —4) g,

li (£, = () = 3 [ fo @i = i),

e—0

et comme j, est convexe semi-continue et inférieurement (lim inf 7o (ff(t)) > j (u*(t))>,
on obtient (2.35).

Nous pouvons choisir p; =} £ ¢; i = 1,2, tel que ¢ € H;(Q2) dans (2.35), on trouve :

8¢> (9@751

" dadz = Z / Fi(t) dudadz.

En choisissant ¢, = 0 et ¢, € H} () puis ¢, = 0 et ¢; € H}(£2), on obtient :

(%z
8

0pi
82()8

drdz — / Fi(t)dudadz.

Maintenant la formule de Green, nous donnons :

du; (t)
0z +0 0z

0 [ oui(t)
0z (,u

) = fi(t), i=1,2 € H'(), (2.37)

et comme f; € L*(Q), vt € (0,T), on déduit que _88 (ualg () +0812 (t)> € L*(Q). Ce
z z z

qui implique (2.36).

Théoréme 2.3.3. Avec les mémes hypothéses du théoréme 2.3.2, on a :

8
/k(!¢+8*| - Is*l)dx—/u%*wdx—/ . vy € L? (w)?, (2.38)
or| -+
put* +98t <k=s=0
- P (2.39)
put* + 6 T :k:>3ﬁ>03uchthats*:ﬁ<m’*+9 0t>
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avec
7 = %U ($70,t) and s* («7;) =u" (.I‘,O,t) .
z

De plus, u* et s* vérifie U'inéquation généralisée de Reynolds :

/u)(/oh[,uu’k(x,z,t)%-Hu (x,z,1)] Z h %i)Vz/J(m)dx:Q

h h
F(a:):/o F(w,21)dz = SF (v,h,1),

z € .
F(z,z,1) :/ / fi (z, ) déda.
0 JO
Preuve. L'inéquation variationnelle (2.17) s’écrit sous la forme

> <aat2 (1) 60— (1)

)
e’ Z / 8% xi( )) af dwdz

7,]1

+MZ/ ( % ) +5227;?(t)> [(M e? wg]dﬂfd

+2pe / dxdz+)\5 /dw ) div (v) dedz

8 s oY
J
+0e? E / 8:{:@- (t)) pe dxdz+

i,7=1 J
- o O 5 O3
2 2 3
02/ < (t)+e 8:ci(t)) [az +¢ axz]dm

+20¢ /8u3 awsdasd + ¢&? /dw (uE )) div () dxdz
2

+/wk;w+u t|d:c—/wk’|u (B)de =3 (firths) +e (fa(t) vs) -

=1

en passant a la limite et en utilisant la formule de Green, on obtient :

-y [ 0w

ouf

82*

(t)npsdor — Z / o

(t)nip;do + / k| + s*| doe — / k|s*| dx > Z /Q fi(t)pidadz.
v v i=1

(t)idxdz
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Mais
()ynbdo = / 88“1 (2,0, 1),
(t)ny;do =0 8 i (z,0,t);dx,
donc
32 * 82 *
—Z/ 0 wlda:dz—/m- Vidr — Z/ 0 (t)dxdz

8Tti Vidx +/ ko + s da — / ki |s*| do > Z/ Fi(®)hidadz,
w w =179
pour ¥ € Hr,r, ()%, avec
Hr,or, (@) = {¢ € H'(Q),¢ =0 on T,UT}.

D’autre part grace a (2.36), on trouve

//Af|@/)+s*|dm—/l%|s*|dx—/;n*@/;dm—/98gt > 0. (2.41)

L'inégalité (2.41) est aussi valable pour tout ¢ € D(w)? et par densité de D(w) dans
L*(w), on obtient

or”
>
5 Ydx > 0,

/l%W—i—s*[d:c—/l%]s*\d:c—/,uT*wdx—

pour ¢ € L*(w)?. on en déduit (2.35).

Pour montrer (2.39), on prend ¢ = +s* dans (2.38), Ainsi on a :

/w/%|s*|dm—/ (/N +08

et si on prend dans (2.38) ¢ = ¢ — s*, avec ¢ € L*(w), on trouve :

*

) |s*| dx = 0. (2.42)
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/wl%\ddx—/( or >\¢\dm>/k!5\dm—/<u7 +98 *>]s\dx.

d’apres (2.42), on en déduit

*

/u)/%]¢|dx—/w<ur*+98(;t

Dans (2.43), on choisit ¢ = (¢1, ¢2) tel que ¢; > 0 pour tut i = 1,2, on obtient :

/

Dans (2.43), on choisit —¢ tel que ¢; > 0 pour tout « = 1, 2, on obtient aussi

/

De (2.42)-(2.43), on en déduit que

) dda > 0, (2.43)

*

pur* —i—@a cos(put” +98 ,d)) <k

ot

* *

cos(put™ + 98 ,qﬁ)d:c < —k.

*+987
HT 75

//m— —|—988 dr < k.
Donc
or* or”*
>
k|s*| > |pr +98 |s*| > <u7 +68t>
De plus, nous avons
k|s*| = 09T (2.44)
-\ ot ‘
. » . 07" Y
Sik=|ur +95,doncdapres (2.44) on a
o™ |, , or”
|,u —l—Hat |s|—<u +98t>

Alors, il existe [ tel que s* = (/ﬂ + Haat )
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a *
ut* + 6 T , donc d’apres (2.44) on a

Si k
1 > ot

A o\ .
k—(,m’ —i-Gat)] |s*|,

Pour démontrer (2.40) en intégrant deux fois I'équation (2.37) de 0 a z, on trouve :

A or*
k|s*| — 40 * =
|s*| (,uT—i- 8t>s 0>

d’ou s* =0 on w.

—pu* (z, z,t) — 0u* (:U z,t) + pu” (x,0,t) + 00" (x,0,1)

(2.45)
/ / (z, a, t)dadt.
Si z = h, on obtient
7+ ho €
:/ / f(z, @, t)dade. 2.46)
8 ot 0o Jo
En intégrant (2.45) de 0 a h, on obtient
a *
—/ pu* (x, z,t) + 0u* (x, z,t)) dz + phs* +0h0
’ h2 h2 07'* h (247)
+,u?7' +9? 5 :/0 F(zx,z,t)dz.

De (2.46)-(2.47), on déduit (2.40).

2.3.4 Unicité de solution du probléme limite

Théoréme 2.3.4. La solution u*(t) € L*(0,T,V,)(L>*(0,T,V,) du probléme limite

(2.35) est unique.

Preuve. Supposons qu’ils existent deux solutions u'(t) et u*(t) (2.35). De plus, on
prend ¢ = *(t) et ¢ = u'(t) respectivement, comme fonctions test dans (2.35) nous

obtenons

Z/ i (t ))dacdz + 6’2/ (t>8; i (t))dxdz
+ (02 (t) — j (@' () > Z:/sz’(t)(ﬂi (t) = (t))dxdz,

(2.48)
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0z 0z
) = 3@20) 2 Y [ @) - i 0)deds.

2 oud(t) al (1) — 2 (1)) 2 9i(t) al(t) — (1)
NZ . : —rdxdz + QZ < ! = dxdz
= /Q 0z = /Q 0z (2.49)

En sommant les deux inéquations (2.48) et (2.49), on trouve

HZZ;/Q (1 (t)a; 3 (t)) 0(1; (ﬂ@; Uy (t))dxdz < “;/Q (v, (t>a; u; (t)) 0w (t) — 1 (t))dxdz.

Nous utilisons l'inégalité (2.12) et (2.13) on obtient

0 0
‘ a—(ul(t) — (1)) <C ’ 6—(u1(t) —u*(t)) (2.50)
& L2(V2) & L2(V2)
De plus, comme u;(0) = ug, on a
Oui, . [t Ouy Ou,
0z (t) = /0 0z (s)ds + 0z (0),
donc
0 t| o
—(u'(t) — u?(t)) < —(u'(s) — u*(s)) ds. (2.51)
| 0z L2(V2) »/0 0z L2(V3)

De (2.50) et (2.51), on trouve

t
\ o]
L2(V2) 0

D’apres l'inégalité de Gronwall et de Poincaré , on en déduit que

0

(i (1) = (1)) ds.

L2(Vz)

0 .1 .9
(i) — ()

pour tout s € [0, 7.
En utilisant (2.51), on obtient u'(t) = u*(t).

Donc le théoréme est démontré.
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CHAPITRE 3

ETUDE ASYMPTOTIQUE D’UN
PROBLEME AUX LIMITES AVEC
FROTTEMENT ET A MEMOIRE
LONGUE DANS UN DOMAINE MINCE

Résumé. Nous étudions dans ce chapitre, le comportement asymptotique dun pro-
bléme aux limites a mémoire langue dans un domaine tridimensionnel, mince noté
() en régime dynamique avec frottement non linéaire de type Tresca ou ¢ est un réel
entre O et 1; en suivant les étapes suivantes : premiérement, nous allons établir
une formulation variationnelle du probléme et prouver l'existence et l'unicité de la
solution faible. Ensuite, on étudie le comportement asymptotique lorsque le petit
parameétre ¢ tend vers zéro.

Finalement, a I'aide d'une estimation a priori, on donne le probléme limite et I'équa-

tion faible généralisée dans le plan.
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3.1 Description du probléme

Dans cette section, nous commencons par définir le domaine mince et quelques
ensembles nécessaires pour étudier le comportement asymptotique des solutions.
Ensuite, nous introduisons le probleme considéré dans le domaine mince. Nous
terminons cette section en donnant les formulations variationnelles faibles de notre

probléme.

3.1.1 Le domaine

Tout au long de ce chapitre, les points = € R* seront décomposés en z = (z'; x3) avec
7' € R?, 23 € R. Nous utilisons également la notation z’ pour désigner un vecteur

générique de R?. Ainsi, nous définissons le domaine mince ° € R?, ou
O ={r=(,23)€eR® : (2/,0)€w et 0<a3<eh(z)}

ou ¢ est un petit parameétre qui tendra vers zéro. Pour le domaine (2°, nous suppo-
sons que sa frontiére 90 est de classe C' et est divisée en trois parties mesurables
disjointes : I = 9Q° = @ UTS UT¢, oil w est une région fixe dans le plan 2’ = (z,,25) €
R?. La surface supérieure I'{ est définie par z3 = h(2), T est la frontiére latérale,
& est un domaine borné de R? d’équation 3 = 0 qui constitue la frontiére inférieure

de € et h est une fonction supposée de classe C' définie sur w telle que

0 < he < h(a') < h*,V(x1,29) € 0.

De plus, nous utilisons les notations suivantes. On note par S; I'espace des ten-
seurs symétriques du second ordre dans R®. (., .) et |.| le produit scalaire et la norme

euclidienne dans R? et S; respectivement avec :

3
Vu,v € R?, (u,0) =uv => wuv;,  |o| = (v.v)%.

i=1
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VO' T € 5’3, (O' 7') = 0.T = Z 0ijTij, |T| (7— T)%
1,7=1

Pour le champ de déplacement, nous utilisons la notation

05 .
HY()P = o e (L2()" + & e —1,2
@p={oe (@) Ferw) vii-123},

qui est un espace de Hilbert muni de la norme |.[| ;. €t du produit scalaire

(++) (1 (e définis respectivement par

1
3 2
2
el = (zuuﬂrm)) ,
=1
1
s ey = (nuﬁan Lo ||WHL2<95>)2,

(W @)y = Z [ ile)eile) + Vai () Vi) do
Le sous espace vectoriel de (H 1(95))3 défini par

Ve = {905 € (Hl(ﬂe))3 cpf=0surfU I'] et p*.n =0 sur w}

est un convexe fermé non vide de (H 1(QE)>3.

Pour la contrainte, nous utilisons I'espace de Hilbert réel ) défini par :
Q={r=(m) € Ss:m; =715 € LX), Vi, j = 1,2,3},
muni du produit scalaire :

(U,T)Q—/ o.rdr = Z/ 0ijTidx.

i,j=1

Soit @, I'espace du 4™ ordre (voir [33] page 97) avec

Qoo ={€ = (Eijwt) : Eijin = Ejim = Epij € L=(°), 1 < 4,5, k, 1 < 3}
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qui est un espace de Banach muni de la norme :

I€]lq. = 03%%9 ng’jleLOC(Qs)a

telle que :

€7l < 3l€llqxlITlle: V€ € Quo, T € Q.

On note par u* = (u;), ;.5 le déplacement du corps €lastique et par e (u°) le tenseur

des déformations avec

e  HY(Q)? — Q
u® e (u®) = (e (Ua))1gi,,j§3
ou
1 (Ous  Ouj
(uf) = = ! 1<4,5<
ey () = 1 (axj n ax) <ij<3

3.1.2 L’énoncé du probléme

Nous considérons un probléme viscoélastique tridimensionnel avec une mémoire a
long terme et une loi de frottement de Tresca dans un domaine mince (°.

La loi de comportement de viscosité avec la mémoire a long terme est donnée par :

t

o (u) = (%) = Ee (uf) + / g(t — s)e (uf) (s)ds, dans QF x 10, T]

U)i<ij<s
0

avec & = (i), <, ;<3 UN tenseur d'ordre 4 de dimension 3 satisfaisant les condi-
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tions :

(a) £:Q° x S3 — Ss.
(b) Il existe Lg > 0 telle que :
E(z,m) = E(z, )| < Le|m — 7
V1,1 € S5,V e Q.
(c) Il existe mg > 0 telle que :

(E(x,71) — E(x,7)).(11 — 72) > me|m — T|?,

VTl,TQ € 53, V xe Q.

(d) =+ &E(z,0) est lebesgue mesurable dans 2°, V 7 € Ss,

(e) x+—E&(z,0) € Q.

et ¢g(.) est une fonction de relaxation qui satisfait les conditions suivantes :

1) g : R, — R_ est une fonction de classe C? telle que
//L t
O<l§<2+/g(s)ds>,Vte[0,T]. (0
0
2) g (.) est croissante, et il existe des constantes positives G, et G, telles que
0<g (t) <Giet]|g (t)] <Gy Vte|0,T].

L’équation de la conservation de mouvement est donnée par I'équation d’équilibre

0%us
ot?

— Div (0°(u®)) = f¢ dans Q° x ]0,7T7.

avec f° = (f;) <3 est la distribution volumique des forces extérieures.

Pour plus de détails sur la fonction ¢ (.), nous présentons les explications données
par Kendra Cherry dans [10] : "La mémoire a long terme est généralement divi-
sée en deux types explicites et implicites", ou "Les souvenirs explicites, également
connus sous le nom de souvenirs déclaratifs, incluent toutes les souvenirs qui sont
disponibles dans la conscience et les souvenirs implicites sont ceux qui sont pour
la plupart inconscients".

Pour la bonne compréhension du probléme présenté dans ce travail avec la mé-
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moire a long terme, voici quelques exemples sur ce terme qui satisfont aux condi-

tions (1) et (2) : gi(s) = _Tue‘s, go(s) = 47r(1_i32) et g3(s) = %

Ceux-ci peuvent apparaitre dans des modeles de mécanique quantique, en parti-

6_82, T > 0.

culier pour les fluides newtonien et non-newtonien comme : Maxwell, Bingham et
autres.
Soit n le vecteur normal unitaire dirigé vers I'extérieur de 0€)°. Les composantes

normale et tangentielle de «° sur la frontiére sont données par :

e _ € - € .. € __ € - E €.
Uy, =U N = (Ui-nz)1§ig37 Ur = (uﬁ')1<z‘<3 = (y; Un”Z)lgzg:s»

De méme, nous désignons par o;, et . les composantes normale et tangentielle de

o :

e 3 € 1> 1> €
ot =(o.n)n = (0~n-n-> et of = (0 ) = (0~n- -0 n) .
n=(on) Wit <i s’ T T/ 1<i<3 Wi T 1<i,5<3

Le déplacement u° est connu sur I'] x]0,T[ et sur I'; x]0, 77, il satisfait également la
condition de Dirichlet

u® = 0.

Sur wx|0, T, la vitesse est supposée inconnue et elle satisfait la condition suivante :

n=0.

ot

L'existence d'un frottement sur wx]0,7[, qui est modélisé par la loi de Tresca non

linéaire uE
of| < 1° = (), =0,
ot e sur w x 0,7,
lof| = 7 = 36 > 0 tel que ( 5 )r = —Bo%,

£

ou |.| désigne la norme euclidienne de R?, 7° > 0 est le coefficient de frottement (le
seuil). Tant que la contrainte tangentielle n’a pas atteint le seuil, le déplacement
tangentiel est donné et on dit qu’il y adhérence. Lorsque le seuil est atteint, le corps
se déplace tangentiellement par rapport a la contrainte tangentiel et donc il y a un

glissement.
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Le probleme présenté est complété par des conditions initiales données par :

ous
ot

u(2',0) = up(z') et (2',0) = uy (2'), Va' € O°.

Finalement la formulation classique du probléme mécanique du contact bilatéral
de frottement est énoncé comme suit :

Probléme P : trouver u® = (uf), ;.5 : 9°x]0,T[— R? telle que :

%

2,.€
aa; — Div(o°(uf)) = f° dans QF x |0, 7], (3.1)
t
o(u’) =CEe(u) + /g(t — s)e (u) (s)ds, dans Q° x |0, T (3.2)
0
u®=0sur (IFTUTY) x]0,T7, (3.3)
882; n=0surwx]|0,T], (3.4)
il <2t = (). =0,
ot 9ue sur w x [0, T, (3.5)
loZ| = = 306 > 0 tel que ( T )r = —po:,
u®(z,0) = up(x) et ((Z;(x, 0) = w(x), Vo € OF. (3.6)

Remarque 3.1.1. Pour simplifier les notations, nous n’'indiquons pas explicitement

la dépendance de divers fonctions pour la variable z € Q)°.

Lemme 3.1.1. La condition (3.5) surw x |0, T[ est équivalente a la relation :

out Ty ou® =0
5 T.O'T e, (‘%T_'

La démonstration de ce Lemme est donnée dans le Lemme 2.1.

3.1.3 Formulation variationnelle du probléme P°

Nous terminons cette section en donnant la formulation variationnelle faible équi-

valente du probléme P¢, qui sera utile dans les sections suivantes.

£

ot

En multipliant (3.1) par (ng — ) € V¢ et on intégre par partie sur ()° avec l'utili-
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sation de la formule de Green et les conditions aux limites (3.3) — (3.6), on obtient

le probléme variationnel suivant :

€

Yoevevte [0,T1], telle que :

Probléme P; : Trouver u® € V° avec

ot
(a;?’gps a;€>+a<u’90 851;8)+/0t9(75—3)d<u5(5)790€—a;;(t)>ds
(a) (=) v er o
u(x,0) = o (x), ( 0) =u (z).

avec

i) = [ o) (e dr = [ i (epalu)) (esy(6%)) da, Vo7, € H()?

(F0) = | fpfde et (¢) = [ e de, vt € HY(QS

Remarque 3.1.2. Il résulte des propriétés précédentes et de l'inégalité de Korn
(voir[33] page 97), que la forme bilinéaire a(.,.) est coercitive et continue c’est-a-
dire :

a(u®,u®) > puCg |]Vu€||i2(gi), Yu® e Ve,
|a(u®, @) < M VU]l 20y IVl 2 (ey YU 07 € VE

Les résultats d’existence et d'unicité de la solution faible du probléme (3.7) sont

obtenus dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1. Sous les hypotheses

or O
T ot ot?

fe e L?(0,1, L* (),
7 € Cy°(w), m° > 0, est indépendant de t,
u (x) € H* ()%, uy (x) € H (Q°)*, (uy). = 0. (3.8)

Il existe une solution unique u® de P, telle que

€ ous 00 1 \3 82

€ L (0,7, L (2)*). (3.9)
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Etant donné que la fonction j¢ n’est pas régularisée, nous allons la régulariser en

utilisant j¢, avec :

1

=1 +€‘5‘(1+£)7 £>0. (3.10)

5E(6%) = [ @ellei ), et ve(s)

Ensuite, nous formulons le probleme approché associé

(aaf (t%%@) + it (ug (), ) + /Utg<t — )t (uf (s), ) ds

+ ((75)/ (a;f (t)) 790> = (f@),p), Ve Ve, : (3.11)
R dug

ug(,0) = uo (), Pt (,0) = uy (2)

La preuve est basée sur la théorie des opérateurs non linéaires; en utilisant la
méthode de Galerkin (comme dans Lions, Les inéquations, Lions, quelques]) avec
les hypotheses (a)-(¢) de £, on montre qu’il existe une solution unique u; = (uj,, u5;)
de (3.11).

Finalement, nous montrons que la limite de u; vers v* quand ( tends vers zéro est

solution de (3.7).

3.2 Changement déchelle par rapport a z;

Notre objectif est d’étudier le comportement asymptotique de «° lorsque ¢ tend vers
zéro. Dans ce but, comme c’est habituellement le cas lorsque nous travaillons avec
des domaines minces, nous utilisons la dilatation dans la variable x3; donnée par

r3 = £z. Ainsi, pour (2/,z3) dans Q°, nous avons (2, z) dans :
Q={(z,2) eR® : (/,0)cw et 0<z<h(z)}.

Afin d’avoir les fonctions définies dans Q avec la frontiere I' = 9Q = o UT; UT';, nous
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définissons 4 € L™ (O, T, H* (9)3) en utilisant :

us (o, xs,t) = 4, (2, 2,t), i=1,2
P (@ 23,) ( ) (3.12)

€ 1u§ (2, x3,t) = U3 (', 2, 1)

Introduisons quelques notations qui seront utiles par la suite. Pour les données
du probléme (3.1) — (3.6), nous supposons qu’elles dépendent de ¢ de la maniére

suivante :
€2f€ (xla xs, t) = f(xlu Z,t) ’

emt = T.

(3.13)

avec f et 7 indépendants de .

En suite, nous définissons le tenseur des contraintes 6;; comme suit :

0ij = 1371<Z.7<2

5‘@3 - €0'13, 7/ - 1,273.

Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur 2. Nous notons :

s ¢=0surlfuU I'}, gﬁ.nzOSurw},
= (p1p2), 4= 0surTLU T, pouri=1,2},

v = {e=uame (@) 5

5 cL?(Q) et p=0sur I, i:1,2},
z

ou V, est un espace de Banach pour la norme

1
2
o Lm))

En utilisant la symétrie de &;;,,, le probleme variationnel (3.7) est reformulé sur le

. Ipi
||90Hvz = (Z ||%HL2(Q) + H P

domaine fixe comme suit :
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. ot
Probléme P,. Trouver 4 € V avec a—z eV, Vvt el0,T], telle que :

2 o*t; . Oy W OPas . Ous\ (. . Ou
;5 (a#"pi 8t>+€ <8t2’¢3_ 8t>+a<u’¢_6t>
t (. oa (D
+fat-9a(ate-Gm)as+ie -
2 /. ou; A ou
> B — 5
_Z<fz,s01 at>+€<f3,903 8t> Vo eV,

‘@

S

t) (3.14)

ou

7(@) = [ 7lglda, (3.15)

DUV .\ 09 .\ 00
a(a,p) =¢e? /Q Eijmer (1) a—xjd:v’dz + 2¢ /Q Eispier (1) Edw'dz

0pi 0pi
+2€2/ gz‘jkgekg (ﬂ) aidfb,dz + 48/ 5i3k3€k:3 (ﬂ) %dxldz

L

O¢ 0ps
+e /8”33633( )a@ dl’ d2+8 /8332]61]( ) 02 d dz (316)

Lj

+2€/ (91333633 ( ) %dg;’dz + 26 / 55313@3 ( ) %d.ﬁﬂ dz

o 0Ps .,
+e /953333633 ('U,) azd r'dz,

et le tenseur de déformation e (4) = (e;; (2)),;. 7, j = 1,2 est reformulé sur le domaine

fixe par :
N 1 8’&1 auj
i () 2 (8.75] 8:1:Z
R 104, 0a .
€i3 (1) = €3 () = 2 (5 02 +53;) ; Ly =12,
o Otg
e (8) =2,

Dans la section suivante, nous €établissons quelques estimations pour les solutions

du probléme variationnel (3.14).

Théoreme 3.2.1. Si les hypothéses du Théoréme 3.1 sont vérifiées, alors il existe

une constante positive C' ne dépendant pas de ¢, telle que lon a :

2 ’auz H o | , 00 )
> €
i=1 12( ot L2(Q I L2(Q)
2 a ; ~ 2
Z ~ H Oy " | 200 <, (3.17)
ol 924 2 g 12(9) Ot | 12 ()

Théoréme 3.2.2. Sous les mémes hypothéses du Théoréme précédent, il existe une
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constante positive C' ne dépendant pas de ¢, telle que on a :

22: o (oa\|" gaQai ’ 0 (003 [*
102\ 0t )| |02 o I 0 \ 0t )| 2
) L (W),
+ + <cC. (3.18)
”2:1 8x] < ot 12(@) (‘)t2 @)

Démonstration du Théoréme 3.2. Supposons que le probleme P; admette une

solution notée par v, alors pour ¢° = (0, nous avons :
O*uf Out\ [ . ouf ¢ N ou®
(8t2 ’f?t) +a<u ’61&) +/0 g(t—s)a(u (s), 5 (t)) ds
n ou® o 8u ’
J° o )
Nous savons que j°(.) est positif (puisque 7° > 0), alors
+ a (u,u’)

1d t - ou?
Ld U . " /Ogu—s)a(u <s>,8t<t>)ds

< (fﬁ,%f) , (3.19)

D’autre part, en utilisant le fait que £ est linéaire et indépendant de ¢, on obtient

[late=9a (w5 >) is= [t [ oi (o) (es(Gy () doa
_/ (t—s) / Eiiva (€ (5))) <eij(a;j(t))> dzds (3.20)
= [[0(0=5) [ S (m G ) o (o) e ()] s

+/0 g(t—s) /QE Eijpq (epq(;; (t))) eij(uf (t))dxds

ou’
ot
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En utilisant les technique de la dérivée classique par rapport a ¢, en déduit que :

[at=a (a5 0)as= 4 [[a-9 5 [ Eumen(a® () = Emenla” () dads
by [0t =9 % [ e () drds
1 t

d 15 €
2 /o g(t—s)— di 1€ijpaera(u® (8)) — Eijpgepg(u (t))||i2(96) ds

1 st d . 2
+- [ gt—s) i |€ijpg€rq (u (t))HB(QE) ds

t
= 5a [/0 9 (¢t = ) | Eijpaepq(u” (5)) — Eijpgepg(u” (t))HiZ(QE) ds

t
+ [ (= ) | Eumepn(t (5)) = Exipaeyn(u” (D320 ds

1d [t . 1 .
5 L 905 a5 1 Eiimaonlu ()32 = 590 im0 O]
(3.21)
En insérant (3.21) dans (3.19), on trouve
1d ||ou]? g e } :
5% T . +a (u , U ) —2 (g *Sszqepq + 2/ dS ngﬂpqepqw (t>>HL2(QE)
+ 29" * Eijpaepa(t)) (1) = g (8) | Eijpaepa(u) (D170
ou’

| , 3.22
c (r2) 622

ou

(9207 (1) = [ 9= )10 () = 07 (Ol s, V07 € L2 (7).

En integrant I'inégalité (3.22) sur (0,¢) et en utilisant la majoration de ||£|/q.. pour

obtenir :
o112
ou o e e c 2
’ ot +a (u,u") — 2 (g * Eijpgepq(u ) + 2/ $) ds [|Esjpgepe(u (t))HL?(QS)
2(95)
t
2
+ 4/0 (9" * Eijpgepq(u®)) (8) ds — 2/ $) 1€sjpa€pq(u°) (3)HL2(QE) ds
ou’
< ol + 3V IVl 2 [ (9.5 ) s 3.29
ou M = 152%?%3 HgiquHLoo(Qf)’

D’apreés l'inégalité de Korn et les hypotheéses (a) — (e), il existe une constante Cj > 0
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indépendante de ¢, telle que :
a (uf (t), us(t)) > 2uCk || V|72 gy (3.24)
En tenant compte du fait que g (.) est négatif et croissant :
(9 * Eijpaepg (1)) (t) <0, and 0 < (g * Eijpgepq(u)) (1)

alors, I'inégalité variationnelle (3.23) se raméne a :

ou®
‘ It || 1202 i <M+/ ds> Ives HLQ(QE]
2 2 t ou®
<l + 3V [Vl +2 [ (79,5 () a5 @29
Comme
t Ous 9 fe
2 [0 5 ) s =20 @) 20700 -2 [ (9060 s

et par l'inégalité de Poincaré€ :
HUEHLQ(QE) < 8h*HVUEHL2(Qs), pour u® e ve
puis par lI'inégalité de Young :
2 b2

ab < 7]2% + 7]’25, pour n > 0,

on trouve

pCre
< THVUg(t)”%%QE)

[ (o5 @)
5 L ey +

/LCK/ 1 (eh*)? /
2 ed -
VU (s)|17 © 3+2 WCr o

1
1/ O)IZ20e) + 5 ||VU0||L2(QE (3.26)
ofe

o (s) ds

L2(9°)
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En substituant (3.26) dans (3.25), on trouve

< a2 2oy + (1 + 3VBM) Vo gy + 0Coc IV ()20

2

ou’
ot

t
+2Ck (lH‘/O g(s) dS) ||VU€||i2(QE)

L2(97)

(eh*)? 2 2 2
+ ) ||52¢qey + (eh* SO)||5200e+ 3.27
1O 1£5 D220y + )N O) 7202 ( )
t *)2 t 5 2
€ 2 <€h’ ) af
MCK/O [Vu () 1720 ds + O /0 oy (s) o ds

Comme & f°||3>qs) = ¢ || fll72() €t en multipliant (3.27) par ¢ et en appliquant

I'hypothese (f), on déduit que :

oue |
€ ’ au +20Kl||vus||i2(gs)}
Ellzz s
¢ ous||? . 9
§A+MCK/0 |15 + IV (3) 2y | ds (3.28)
L2(0)

ou A est une constante indépendante de ¢, avec

A= i) + (14 3VBM) [Vaig|2agy + ([ FO) oy

(h*)*

(3.29)
pCre

_|_

of
E(S)

A ¢
Hﬂﬂﬁw@ﬂﬂmﬁ+z; -
L0 (0,T5L2(22)3

En utilisant le Lemme de Gronwall, nous obtenons (3.17).
Démonstration du Théoréme 3.3. La fonctionnelle j° est convexe mais non deéri-
vable. Pour surmonter cette difficulté, nous utilisons I'approche suivante. On ré-

gularise la fonction j° par j; , ou

1

:TIZMWﬂxg>&

Ji() = /Q " (o) o (Jur]?) da’ avec o (V)
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Ensuite, on construit le probleme approché

(8824790 > ‘f’a(uga@ ) +/Otg(t—s)d(u2(s),cpe)ds
* ((fé) (35;)7@5) = (f5,¢%), V" € V5, , (3.30)

ug (', 0) = uo(z') i (2',0) = uy (2'), V' € Q°.

ot

Pour montrer I'estimation a priori (3.18), on dérive (3.30) par rapport a ¢ et on prend

azua
e _ ¢ ;
O = FTER on obtient
Pue 02 oue O%uc t 0%u
¢ TUc) . [OUg Tl "(t—s)a | <
(atz’at2>+“<at’8t2>+/g(t s)a<U<() 5t2>d3 (3.31)
82u5 a , a'U/ aQu afg aQué ) .
5 ¢ ¢ <
t9(0)d (uC 1) 5 (t)> - (81& (8 ) e ) N ( ot or ) ’
. . 6 c / aui aQU/Z . R 1 . e 2 42
En utilisant le fait que (81& (]C) ( BN )s o2 > 0, puis par I'utilisation de l'inégalité

de Korn, on trouve

a
dt

2 2
0 ug
ot?

+ QIUCK

(5 )

0%u
+2 "(t—s)d ( (s), <<t>)ds
2

O 0?ug ous 2
S ¢ < ¢ iy
+2g(0)d <u< (). 53 (t)) _’ 5 (0) e (1+3v3M) Hv ( o ) (0) vy
us 2 (eh*)? || Of< ous 2
+cKqu< <> (t) + (0) + uCly v( <> (0) + (3.32
ot L2(QF) ILLCK ot L2(QF) ot L2(Qe)
(eh)? | ofe, | (eh*)? [t||02fe t ous |
(t) + (s) ds+ | pCrk |[|[V—=(s) ds.
LLCK ot L2(Q¢) ,uC’K /0 ot? L2(Q) /0 ot L2(9¢)
d’autre part, on a
t O?us
it o\ € ¢ _
/ g(t—s)a <u< (s), o (t)) ds
Ous d [t dug
_ o € ¢ “w e v c ¢
d 0 (.5 0) 4 4 [ o - (166, 5 o) a
t ous
. mig N e ¢
/0 g'(t—s)a (uc (s), 5 (t)) ds, (3.33)
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aussi

00 (10, 5k 0) =00 G (1t 0. 5L 0) a0 (GE 0. G 0] a9

~m

Maintenant, estimons (0). De (3.8) et (3.30), on déduit

ot?

82
Q= Ot?

<(0)p da| < eh|| £ 20

En multipliant cette inégalité par \/z, on obtient

82u<
ot?

\/"' <, (3.35)

L2(Q)

ou ' = h*||f6||L2(Q) + (1 + 3\/§M) |tio || 2 (0| 22() €st indépendant de e.

En substituant (3.33) — (3.35) dans (3.32), puis en intégrant cette inégalité de 0 a ¢,

on obtient

5,0, el ()L
+29(0) i <ug<t),a;§(t)>—2g(0)a<ug 8“4 )
2000 [0 (G0 GE @) as -0 [ ( ).

_// (r—s a( 2(5)7881?(7-)>d8d7'

2 2
0 ug
ot?

+ [LCK

Q)

Pl 2O oy O vz @) s
L2(0°) MCK L2(a) MCW L2(%7)
2

MCK/ Lz(Qg) dsdr + 49 (0)° ||VU0||i2(Qs) + (1 + uCk +3\/§M) ||Vu1||iQ(QE)
€h* a € a € + 82 €
(c) H = H I ) + atJ; (5) ds (3.36)
MUK L2(QE L2(Q¢) 0 L2(Q9)

t out 2
+ / 4 uCx [V (s) ds.

0 8t2 ©°) ot 12(0¢)

Si on passe a la limite dans (3.36) lorsque ¢ tend vers zéro, on trouve
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o%us ||
ot?

( )+uC’K V(a;;) +/0tg’(t—s)d<u€(s),aag(t))ds
r200 (0. 55 ) 20 (0.5 0)
_29(0)/'5&(85;5 @),%f(g) ds—g'(())/ot&<ua(s),at(s)> ds

—// (r —s) ( (s),%f(ﬂ)dsdr

Q)

52u5 89 (0)2 2 4G% t 2
0 Vu [Fage) + ot [ IV . d
aﬁ<>mmﬁ'Mh"“M%w+uavo““<wmm>s
2
:U/OK LQ(Q )deT + 49 (0)2 HvuoHi?(Qs) + (1 + IU’CK + 3\/§M) ||VU1H§/2(QE)
h* a a a t 82 € 2
/’I/CK LZ(Qs L2(Qf) ot L2(Q)
t o, |
+/ + pC s ds.
0 atQ sy () L?(QE)]
En multipliant maintenant (3.37) par ¢, nous obtenons
02w || oue\ |
C
o2 )+’“‘Kv<at> -
ous, |
< B—|—/ + uCy (s) ] ds,
8t2 0°) ot L2(09)
ou
2
—_ / 2 2 22 g2
— (") + o (49 (0)* + 2G3T + G3T?) ||V |3 )
+4g (0 ||Vuo||Lz @) T (1+MCK+3\/_M) ||VU1||L2 )
ds (3.38)
”CK H L2(0F) H 8152 Q)

Maintenant, en substituant le terme ||Vu? |3, (o) dans I'expression de B par sa majo-

ration C donnée dans (3.17), puis par le Lemme de Gronwall on obtient I'estimation

(3.18). O
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3.3 Résultats de convergence lorsque ¢ tend vers O

et probléeme limite

Théoréme 3.3.1. Sous les hypothéses du Théoréme 3.1 et le Théoreme 3.2 sont

vérifiées, il existe u* = (u}) dans L*(0,T,V.,) N L>=(0,T,V.), i = 1,2, telle que :

4 = ug, faiblement dans L*(0,T,V.)
. L i=12, (3.39)
Ou; 0y Jfaiblement « dans L>(0,T,V,)
ot ot
eeij (@) =0 faiblement dans L*(0,T; L*(2))
4,7 =1,2, (3.40)
9 e (@) = 0 faiblement x dans L(0, T; L*(2))
ot "
882% 0
- aiblement dans L?*(0,T; L*($
o i—12b ( () (3.41)
58 LN Jaiblement «dans L>(0,T; L*(2))
ot?
ol
2 3
—0
axi
o1
2988
ot 0
0% ; 2 2
2 3L aiblement dans L*(0,T; L*(2
“omor Y =120 7 ( () (3.42)
faiblement x dans L*(0,T; L*(Q2))
£ess (ﬁ) -0
g
6@?33 () =0
28 us N
ot?

Démonstration. La démonstration du Théoréme (3.3) est une conséquence du

Théoréme (3.2) . En effet, d’aprés le Théoréme (3.2) on a :

2

il <C, i=12

% a0
U (3.43)
020t @) ’

avec (' une constante indépendante de ¢.

Ensuite, on applique I'inégalité de Poincaré en 2 x (0,7, avec une simple compa-
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raison des deux estimations données en (3.43), on en déduit :

N * aul :
HUiHLQ(o,T;L?(Q)) < h 0z =he
°(0,T; LQ(Q))
0i; 0%,
‘ u < h/*C9 /l/ - 17 27
ot L0 L2 020t |, %0 (0,1;L2(9))

c’est-a-dire 4; est borné dans W2(0,7;V,) N L>*(0,T;V,) pour i = 1,2, donc par l'in-
jection W2(0,T;V.) < C(0,T;V,) comme dans ( [24], Lemma 2.2) nous obtenons les
convergences (3.39).

D’autre part, de la définition de e; ; (2) qui est reformulé sur le domaine fixe, les

convergences faibles (3.40) — (3.42) découlent de (3.17) — (3.18) et (3.39). O

Théoréme 3.3.2. Si les hypothéses du Théoréme 3.1 sont vérifiées, la solution u*
satisfait le probléme variationnel :

13 our\ 0 ,. Ouf C_|out|
52/ ( )az(so o) ’¢|d$_/w| |dm

Z ot

> : .
+Z/ (/ (t—s) aa (8; (s)> ds) (‘38,2 (@i - a;;) da'dz+ (3.44)

i=1

*

>Z/fz B — 5 )de, V€ TI(V),
et le probleme limite
o |1 _,our 0 t .
B oo e AT —s)u =fi=1 2 :
" [ i (/0 gt —s)u! (s)ds)] fii = 1,2 dans L*(), (3.45)
uwi(a',2,0) =g, , 1 =1,2 (3.46)

Remarque 3.3.1. Par les convergences (3.39) — (3.42), la matrice £, converge pour

& Er
£ ( 1313 ©1323 ) . (3.47)

* *
82313 52323

¢ — 0 vers

Démonstration du Théoréme 3.4. Par passage a la limite quand ¢ — 0 dans l'in-

égalité variationnelle (3.14), en utilisant les résultats de convergence du théoréme
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3.3 et le fait que j est convexe et semi-continu inférieur, c-a-d :

lim (mf / 7 dx’) > / 7
e—0 w w

on obtient directement la formule (3.44).

€

ou*
ot

ou

da,
ot v

our - .
= {;Ltz +1;, avec; € Hy(Q),i=1,2,

Pour la preuve de (3.45), on choisit dans (3.44) ; ¢;

on trouve :

o,
0z

(s) ds——dz'dz

1 * 8/&: a’&z / 2 t 0u;"
52/95 (82>'0zdxdz+;/9/o g(t=s) 0z

Comme ); est nulle sur le bord de ); en utilisant la formule de Green et en choi-

sissant, ¢ = 0 et ¢, € Hy(2), puis ¢, =0 et ¥; € Hy(f2), on arrive a

1 0 . [Our A, 2 t 82uf ,
_2;./9 0z <5 ( 0z )) Widwdz = ;/Q/O g(t=s) 02?2 (s) dsyuda'dz

2 (3.48)
= ;/inwidx dz
ce qui donne
0 |1 *8u: 0 t % I 2
~ 5, [25 Ep + EP (/0 g(t—s)u;(s) ds)] = fi,i=1,2 dans L*(Q), (3.49)

Comme f; € L? (O,T; LQ(Q)) , alors (3.49) est vraie dans L? (O, T: LZ(Q)>.
La condition (3.46) est une conséquence immédiate de la seconde équation de (3.12)

et (3.39).

Théoréme 3.3.3. Avec les mémes hypothéses du théoréme précédent, le trace v (2, t) =

aau (2',0,1), et s* (2, t) = u* (2,0,t) satisfont U'inégalité suivante :
2
T Js” ds* / 1 x/ 1 * ¢ * /
/w7r<¢+ -5 )dm _/w(25 (', 0)r +/0 gt —€)T (g)dg)z/)dx (3.50)

>0,V € L? (w)?, ¥t €10,T]
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et la forme limite de la condition aux limites de Tresca enw x |0, 7|

0s*

o

1 t

‘g*x'ofw/ (t— &) df‘:?r:> (3.51)

38> 0: a-ﬁ( 5*x07+/ (t—¢ (§)d§>.

By@umj+ﬁha—§wwami<ﬁ¢ =0,

Démonstration. Pour tout ¢ € |0, 7], on choisit dans l'inéquation variationel (3.44) :

*

L 4+ ¢, pouri=1,2, avec
5 ¢ p

A

Pi =

6i € Hi o, = {d € H(Q): ¢ =0sur [, UT,},
puis en appliquant la formule de Green ; on obtient

>, : [g (@,0) (W)] PR

9

0z

/7?< ds*| |0s )dm'
2

* / 0
S+ 50
1 ! n
+ [ (GE@ 0+ [gt -9 ©de) b’ e’

Z/ fil@ ) bi(a t)da'dz

D’autre part, de (3.45), on déduit que :

/ 7 ( @(:L”,t) + 05"

ot

B os*
ot

}M—A@ﬁ@@ﬁ+[ﬂwﬁ (€)dE) i, e’ > 0

Vo € (D(w))*.
(3.52)
De la densité de D(w) dans L*(w), on déduit que (3.52) est valable pour toute ¢ €
(D(w))*.
Pour prouver (3.51), on suive les mémes techniques que dans le cas du probleme

*

des fluides (voir [Bayada and K. Lhalouani-2003]). En effet, on prend ;+ a—s dans

ot
(3.50), on obtient
ol P Levir oy n [t ©yde) 2 = o (3.53)
[7or | = [ (G 0r + [gt -0 € d) Srda’ =0, .
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*

5 avee ¢ dans L*(w)?, I'inégalité (3.50) se raméne a

Maintenat pour ¢ = ¢—

/w< \¢|—75*x07'gz5 gt —¢ d§gz5)
L5 8*—/Otg(t—f)T*(OdfaS*)d:v’

ot ot
De (3.53), la derniére inégalité nous donnons

— §g*<l‘/, O)T*

/w (7? 6] — ;5*(95', 0)7¢ — /Otg (t =€) 7" (€) d5¢) di' > 0, pour ¢ € [*(w)>  (3.54)

En utilisant le fait que |7"¢| = |77||¢| cos(7", ¢) et en choisissant dans (3.54) ¢; = ¢; > 0

puis —¢; avec ¢; = p; > 0, on arrive a :

1 ¢
T2 (25*(33’,0)7* +/O gt —&T1*(&) d&) cos(T*, ¢), pp. sur w,

1 ¢ (3.55)
-7 < <2€*(x’,0)7* +/ gt—=8& 71" (&) df) cos(T*, ¢), pp. sur w,
0
1
Autrement : 5 (2',0)7" + / (t—¢ ) d¢, pp. sur w, ou
88 (1 («',0)r +/ (t—¢ df)
1<9t » (3.56)
> [ Zgx * o * .
> (e 0r + [gu-gr <£>ds) . PP sur w,
De (3.53), on déduit que
T a; — <1 (', 0)7 +/ (t—¢ df) =0, pp. sur w, (3.57)

t
Si ’;5*(35’,0)7* +/ gt =81 (&) d{’ = 7, alors d’apres (3.57), on a
0

‘;5*<$’,0)T*+/0t9(t—£)7 (€) %‘i = (;5*(x',0)7*+/0tg(t—§)7-* (€) dg) %‘St

*

S sz [a-or @),

pPp- sur w. Alors, il existe g > 0 tel que
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1 t
De méme, si 55*(95’,0)7* +/ gt—=¢& 71" (&) df‘ < 7, I'égalité (3.57) nous donnons,
0

- (GEwor+ / G- ©d) S

> [i- (Rewor + [0t -0 ©ac)] 2. pp. sure

0 =7

*

t

En utilisant le fait que 7 — ‘;8*(#, 0)7" + / g(t—=8& 71" (&) dﬁ‘ > 0, alors a@iﬁ pp. sur w.
0

U

Théoréme 3.3.4. Supposons que les hypothéses du théoréme précédent soient véri-

fiées, de plus si les composantes de £, pour 1 < ¢,j < 2 dépendent seulement de la

37

variable z', alors la solution u* satisfait 'équation généralisée faible :

/(/h (;5( i (@21) +/ (t = &) i («f Z€)d£>dz> Vda!

w "0 , (3.58)
+/ (F(az') . (2 ) s +/ (t—¢ d§>> Voda' =0, V¢ € H'(w)
ol
f h
F(z') = F(2' z,t)dz — —F(2', h,t).
.
F(a' 2, t) = /0 /OC F(',0,t)dodc

Démonstration. Pour démontrer (3.58), on intégre deux fois (3.45) entre 0 et z, avec

Eisjz, 1 <14,7 < 2 dépendent seulement de 2’, on obtient

2// (x ozt)dad§+/ (t =& ar (2, 2,€)d¢E
= /Og(t—ﬁ)[ (£>+zr Olde — [ [ (r.1) dad

*

Alors

z

€

i (e, 2)+ [ (6= €0 (2.6 de = 26 (&) (w00t [ g6 =€) [ (€) + o7 ()] de— | |

0 C

(3.54)
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En remplacant z par h et en utilisant le fait que @} (2, h(z2'),¢) = 0, on obtient :

3

h
1
& (x )s+ h T+ (t—¢ (&) + hr* (§)]d¢ = fi (x, ) dadg. (3.55)
; [t /1

Intégrons (3.54) pour la toisieme fois entre 0 et h, on trouve :

/Z @5 (a") a7 (@, 2,t) + /Otg(t —Oar (2, 2,€) dg) dz
= /hu x,0)dz + /z¢*dz+/ (t — )[s*(f)—FZT*({)]df—/}L/Z?Z (z,a) dadédz

9 3

_ ’;e<x'>s*+’17*+ [at-0ns @+ 5 @] e - / / [ (. 0) daded

0

On déduit de (3.54) — (3.55) que :
Fol
/0 <2€( xzt+/ (t =& ar (o zf)dﬁ)dz—i—

/ZZ xatdad§+/ (t—¢ *(£)d£)+/2/zz (2, ) dadédz

/ /h (;5( (2, 2,1) +/ (t =& a; (' Z€)d£>dz> Vpda!
(F (a') — ( )s* + / (t—¢ d§)> Voda'

= 0, Vp € HY(w),

_I_
E\ —

h h
_ h
pour : F(z') :/ F(&/,2,0)dz = SF( by 1) et F(@/, b, 1) / iz, a,t)dade . O
0 0

o\m

Théoréme 3.3.5. Si les composantes de &3, pour 1 < i,j < 2 dépendent seule-
ment de la variable z', le probléme (3.44) — (3.46) admet une solution unique v*dans

L*(0,T,V.) N L™(0,T,V,).

Démonstration. Supposons que (u*)' et (u*)° soient deux solutions du probléme
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(3.44) — (3.46) et soit ¢t € (0,7, donc

LS e (2001 2 20 gy (240)
o (/Otg(t 9 (a%f) <3)> ds) 2 (w o) )dx,m 556
ZZ/ [i(@i 8(5:) Ydz'dz, V¢ e (V)

+22:/ </0tg(t —5) gz (a(gf)2 (s)> ds> .aaz <¢i — a%f 2) da'dz+ (8.57)

Prenons dans (3.56), ¢ = ) et dans (3.57), ¢ = gt) respectivement, on

trouve :

23 [ 2 () — ) (2

t 9, u*)! d (ur)? o (0w O(u)?
e [ ([0 (P50 - e as) o (25 - 25 )

<0.

(3.58)
Pour T = (u*)' (t) — (u*)” (t), on déduit que :

. OT
/5 82 82 8>dxdz+
0 (0T oT
_ oL (3.59)
+/Q</Og(t S)(?z <8z>(8)d> azdxdz—l—
<0.

Comme T(0) = 0, I'intégrale de (3.59) entre 0 et 7, nous donne :

(£ @) g 2m0) +([o0=0 7 (5) s mn) <o @60

Montrons maintenant que la matrice £* (2') est elliptique. Soit n = (1:),_, , € R?. En

utilisant le fait que ||€7]¢ < 3||€|lq.|ITllg, V€ € Qw, T € Q, 'hypothése (c) et et par
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0 0 m
le choix du tenseur symétrique e = (e;;) qui est donné pare = 0 0 5, |, on
m m 0
obtient :
Eimeneyy = 285333 (€83) (€as) + 283333 (€33) (€as) + 2E3503 (€a3) (€33) + 3333 (€33) (€33)
= Eagyem. POUT @, .

Mais comme |e|* = 25>, on a :
E'n.n > 2mE” |77]2, pour tout [ = 1,2, n = (n,n,) € R?.

Par conséquent (3.60) devient :

L (0’T§Vz)

car T(0) =0, et mg- > 0.

L’inégalité de Poincaré, nous donnons :

2 2
||T(t)||L2(0,T;vz) =|T (t)HLOO(O,T;VZ) = 0.

On peut conclure alors que (v*)' = (v*)* dans L(0,T; V.)NL>(0,T, V.) et donc l'unicité

de la solution du probléme (3.44) — (3.46).

Conclusion générale

Dans cette thése de Doctorat, nous avons analysé€ le comportement asymptotique
du champ de déplacement tridimensionnel d'un corps constitué d'un matériau
viscoélastique a mémoire courte terme ou long terme en présence dune loi de
frottement de Tresca sur une partie de la frontieére et d'une condition de Diri-
chlet sur l'autre partie, comme l'épaisseur est proche de zéro. Ce modele prend
en compte l'historique des déformations ou contraintes antérieures subies par le

matériau. L'effet de mémoire se traduit par un mécanisme d’amortissement pré-
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cis qui controle la stabilité des systémes dynamiques. Donc l'objectif de ce travail
est de justifier mathématiquement le modéle bidimensionnel du probléme de vis-
cosité linéaire tridimensionnel doté d'une mémoire longue distance et de la loi de
frottement de Tresca. Ce travail donne une généralisation et une investigation de
certains des résultats obtenus dans les articles mentionnés dans l'introduction de
cette these. Le premier point fort est que cette étude prend en compte les matériaux
avec le terme mémoire. Le deuxieéme point quelles sont les conditions appliquées
pour obtenir des estimations qui nous permettent d’atteindre le probléme limite.
Dans cette étude, nous avons résolu I'ensemble des difficultés que nous rencon-
trons du fait du changement de contexte. La premiére difficulté est de formuler la
preuve de certaines estimations sur le déplacement et la vitesse. La deuxiéme dif-
ficulté est de savoir quel sera le comportement asymptotique du matériau lorsque

le I'épaisseur du film mince est trés petite.
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