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Résume:

Cette these se compose de cing parties. Dans la premiéere partie, on introduit quelques
notions concernant les systemes de contrble bilinéaires. Dans la deuxieme partie, nous
donnons une démonstration d’un principe du maximum pour le probléme de contrdle
optimal gouverné par un systeme bilinéaire en dimension infinie, et nous appliquons ces
résultats pour obtenir une expression explicite de la solution optimale dans le cas ou le
rang de nilpotence est égal a un par rapport au crochet de Lie [A,B]J=AB-BA. L’objet de la
troisieme partie est I'étude de I'existence de tels systemes bilinéaires nilpotents de rang un
en dimension finie et infinie, pour un opérateur borné de rang fini. Dans la quatrieme partie
on prolonge I'étude pour un opérateur compact a valeurs dans un espace complexe de
Banach, avec une partie quasi-nilpotente positive. Enfin, on termine ce travail par des
exemples et une application.

Mots clés: Systéme de controle bilinéaire - Controle optimal - Algeébre de Lie nilpotente

Abstract:

This thesis is composed of five parts. In the first one, we introduce some notions about the
bilinear control systems. In the second part, we give a proof of principle of maximum for
the optimal control problem governed by a bilinear system in infinite dimension, and we
apply these results to obtain an explicit expression of optimal control in the case where the
nilpotency rank is equal to one, for the Lie bracket [A,B]=AB-BA. The object of the third
part is the study of the existence of such bilinear nilpotent systems of rank one in finite and
infinite dimensional, for a bounded operator with finite rank. In the fourth part, we extend
the study to a compact operator with values in a complex Banach space with some
positive quasi-nilpotente part. Finally, this work ends with examples and an application.

Key words: Bilinear control system - Optimal control - Nilpotent Lie algebra
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Introduction

Dans la nature, de nombreux problémes doivent étre modélisés dans des
espaces de dimension infinie. En général, dans ’application, ces procédés sont
commandés. Deés lors, il sagit de chercher la commande optimale, selon tel
ou tel critére qui réalise le processus, qui peut étre une commande qui réalise
I’objectif avec un minimum d’énergie, ou en temps minimum.

La représentation mathématique du comportement dynamique du sys-
téme controlé (commandé) est généralement non linéaire. D’autre part les
problémes des sciences et de la technologie sont bien avancés dans ’analyse
non linéaire, d’ou le développement de la théorie des systémes de controle
non linéaire.

Dans une classe importante de systéemes de controle non linéaires, le
controle u est utilisé comme un multiplicateur, c’est a dire :

z(t) = f(z) + u(t)g(z),
ou f et g sont des fonctions vectorielles différentielles.

Ce type de systémes est étudié par plusieurs auteurs, par exemple, Sontag
[SO], Jurdjevic [JU]. Dans le cas ou :

f(z) = Az et g(x) = Bz,

A et B sont des applications linéaires, on écrit :

z(t) = Az + u(t) Bz,

ce dernier s’appelle un systéme bilinéaire controélé, pour lequel le ca-
ractére non linéaire se traduit par les équations d’état d’un terme bilinéaire
relativement & 1’état et au controle. Les difficultés liées a la non linéarité
demeurent dans le cas bilinéaire.



Notre travail concerne un systéme de controéle bilinéaire en dimen-
sion infinie qui est décrit comme suit :

z (0) = zo, (1)

ou A et B sont des opérateurs bornés dans un espace de Hilbert E,
z(t) € E est I'état du systeme, u(t) € R est le controle, et [0,7] est un
intervalle fixé de temps, tel que 7" > 0. Alors pour tout ¢ € [0,7], on
considére le probléme suivant : Trouver un controle wu(t) permettant de
minimiser la fonctionnelle :

() = /0 W2dt + o(x(T)), @)

sous la contrainte (1), oil ¢ est de classe C'! et borné sur toute partie bornée.

Pour déterminer le controle optimal en dimension finie, on applique le
principe du maximum de Pontryagin [PBG]|. Ce procédé n’est pas tou-
jours valable en dimension infinie. Dans ce contexte (systéme bilinéaire (1)
et (2)) si u est un controle borné, on utilise les résultats de [BBP], afin d’ob-
tenir les controles optimaux en fonction des vecteurs d’état et des vecteurs
adjoints. De plus, si 'algebre de Lie engendrée par les opérateurs A et B
est nilpotente de rang un pour le crochet [A, B] = AB — BA, le controle
optimal s’écrit en fonction du temps et des conditions initiales.

Notre objectif dans cette thése est de construire explicitement un opé-
rateur B qui commute avec un opérateur donné A de dimension finie, ou
de rang fini, ou bien compact. Ces constructions sont basées sur les résul-
tats de Gantmacher [GA] ou l'idée est de définir ’ensemble des matrices
qui commutent avec une matrice donnée en dimension finie. Ces résultats se
généralisent en dimension infinie, d’'une part, pour un opérateur de rang
fini qui admet une représentation matricielle quasi-diagonale, et d’autre part
pour un opérateur compact dans un espace de Banach avec une partie
quasi-nilpotente positive. Cet opérateur admet un ensemble dénombrable
de valeurs propres non nulles, qui s’accumulent au point zéro. D’ou la repré-
sentation matricielle.



- Présentation de la thése

La theése se compose de cing chapitres et est organisée de la facon sui-
vante :

— Dans le premier chapitre, on donne une synthése sur les systémes de
controle bilinéaires en dimension finie et infinie.

— Au deuxiéme chapitre, on détermine le controle optimal du systéme
(1) et (2) en dimension finie et infinie. Comme nous donnons une démons-
tration du principe du maximum pour notre systéme, puis nous appliquons
ces résultats pour obtenir une expression explicite des controles extrémaux

dans le cas ou le rang de nilpotence est égal & un, pour le crochet de Lie
[A, B] = AB — BA.

— Le troisiéme chapitre comporte deux parties. Dans la premiére on s’in-
téresse au probleme de 'existence de tels systémes de controéle bilinéaires
nilpotents de rang un en dimension finie, 'idée étant d’écrire une matrice
sous la forme normale de Jordan ce qui permet de définir toutes les matrices
commutantes avec elle. Dans la deuxiéme partie, ces résultats sont générali-
sés en dimension infinie pour un opérateur borné de rang fini et qui admet
une représentation matricielle quasi-diagonale.

— Dans le quatriéme chapitre, on prolonge I’étude & un compact dans un
espace complexe de Banach avec une partie quasi-nilpotente positive. Dans
ce cadre, on utilise les propriétés du spectre d’un opérateur compact pour
lui donner une écriture matricielle, puis on définit I’ensemble des matrices
commutantes.

— Enfin, dans le chapitre cing, on termine ce travail par des exemples et
une application de calcul du controle optimal associé a I’'observateur. Comme
nous donnons quelques remarques et perspectives.



Chapitre 1

Apercu sur le controle optimal
des systémes bilinéaires en
dimension finie et infinie

En théorie du controle, les systémes dynamiques pour lesquels le caractére
non linéaire se traduit par un terme bilinéaire, relativement a 1’état
et au controéle, sont I'un des plus simples systémes non linéaires.
Ce type de systémes est particulierement applicable a ’analyse de plusieurs
modeles non linéaires plus compliqués. Ils peuvent étre aussi utilisés pour
représenter un large éventail de problemes dans la pratique et qui ne peuvent
pas étre modélisés efficacement sous I’hypothése de linéarité.

Le concept de systéme de controle bilinéaire a été introduit dans les an-
nées 1960, puis il a été développé par plusieurs chercheurs, car ce type de
systéemes est particulierement applicable & approximation et a ’analyse
de beaucoup des systémes de contréle non linéaires, voir les travaux
de Krener [KR73], [KR75], [KR98], Isidory and Krener [IK], Yatsenko [YA],
Yatsenko and Knopov [YK] et d’autres.

Les systemes de controle bilinéaires peuvent aussi étre utilisés pour pré-
senter des modéles mathématiques réalisables pour de nombreuses classes
de problémes d’importance pratique grandissante telles que, la physique, la
chimie, la biologie et la biomédecine , ect..... Parmis les premiers travaux
dans ce contexte, on cite les travaux de Mohler [MO] en 1973, et aussi ceux
de Bruni [BRUJ, Brockett [BRO], Andreev [AN], Butkovskiy et Samoilenko
[BS], Aganoi¢ and Gajic [AG]|, Jurdjevic [JU], Pardalos et Yatsenko [PY],
David et Elliott [DE], ...



La théorie des systemes bilinéaires peut étre développée a partir des sys-
témes linéaires et aussi par I'utilisation des groupes de Lie des matrices,
du fait que ces derniers sont riches en structures géométriques et algébriques
qui promettent un champ fréquent de la recherche.



1.1 Controéle des systémes bilinéaires en di-
mension finie

Pour plus de détails sur cette section, le lecteur pourra consulter [PY],
[DE], [MO], [KR75] et [KR73].

Dans le but de décrire un systéme de controle bilinéaire, on considére le
systéme controlé non linéaire suivant :

m

y(t) = foly) + > _w(t) fily)  y(0) = wo, (1.1)

i=1
tels que vy = (y1,¥2,...,Yp) € G C RP est le vecteur d’état (G est un

ouvert convexe de RP), u(t) = (uq(t),us(t),..., un(t)) est le controle,
supposé mesurable et & valeurs dans Q = {u:|u)| <1, i=1,...,m}) et
foty), f1(y), ..., fm(y) sont des fonctions vectorielles de dimension p et de
classe C*°.

Nous rappelons qu’en 1973 Krener [KR73| a donné des conditions suffi-
santes pour approximer le systéme de controle (1.1) par le systéme bilinéaire
controlé suivant :

i(t) = Ao (t) + Zui(t)Aix(t) 2(0) = o, (1.2)

tels que © = (z1,29,...,2,) € G C RP, u(t) = (ur(t),us(t), ..., un(t)) et

Ag, A1, ..., A, sont des matrices constantes de taille p x p. Pour un choix de
u(t), Péquation différencielle (1.2) est linéaire et admet une solution unique.

Une généralisation peut étre donnée, si on suppose que le controle u(.)
s’écrit en fonction de I'état x(.) :
u:RP — R™, u(t) = ¢(x),
u est appelé un feedback. Pour ce cas, I'existence et 'unicité de la solution

de I’équation différentielle (1.2) exigent des conditions sur ¢(z).



De la méme maniére, Kerner [KR75] a remplacé le systéme (1.1) par le
systéme matriciel bilinéaire suivant :

X(t) = AgX(t) +§y1AXT X(0) =1, (1.3)

tel que X (t) € Gl(p,R); Gl(p,R) est le groupe des matrices inversibles

d’ordre p. Chaque colonne du systéme matriciel (1.3) est un systéme de la
forme (1.2). L’avantage du systéme (1.3) est que GI(p,R) est un groupe de
Lie, et chaque élément A; définit un champ de vecteurs invariants & droite
A; X est donc un élément de 'algebre de Lie gl(p,R) des matrices réelles
carrées p X p, cette algebre est de dimension finie et sa multiplication est
définie par les crochets de Lie :

(A, Aj] = AA; — A A,

1.1.1 Contrélabilité d’un systéme de controéle bilinéaire

On se donne le systéme controlé suivant :

reGCR" uel.

{ﬂw:fwﬂwm@% z(0) = o, (1.4)

Définition 1.1.1 On dit que le systéme (1.4) est controlable (ou com-
mandable) si pour tous les états xo, x1 € G, il existe un temps fini T et un
controle admissible u(t) € U tel que 1 = x(T, g, u(t)).

Définition 1.1.2 L’ensemble accessible en T par (1.4), noté Acc(xo, T)
est ’ensemble des extremités au temps T des solutions du systéme partant de

| Acc(wo, T) = {(T)/ (0) = zo}

Le systéme (1.4) est contrélable si :

U Acc(zo,T) = G.
>0



— Cas d’un systéme de controéle bilinéaire
On considére dans R™ le systéme bilinéaire controlé suivant (voir [DE]) :

i(t) = (A + z"zui<t>Bi>x<t>

i= (1.5)
2(0)=¢ u(.)€Q,
ot : U = {u(t)/0 <t <T}, tel que u est constant par morceaux dans

I'intervalle [0, 7], dans ce cas le systéme (1.5) sera traité comme un systéme
différentiel vectoriel linéaire par morceaux. Pour obtenir z(t) = 6,(£, u) pour

tout £ et u, on définit dans I'espace linéaire L = R™*" le systéme matriciel
controlé suivant :

X = AX + iui(t)BiX X(0)=1, u(.) e, (1.6)

i=1
avec un controle constant par morceaux. Le systéme (1.6) admet une solution

unique X (¢, u), appelée la matrice de transition (passage) du systéme (1.5),
tel que 6,(&, u) = X (¢, u)é.

Remarque 1.1.1 La construction de la matrice de transition est pour re-
présenter X (t,u) comme un produit d’exponentiel des matrices.

On remarque que l'origine dans R™ est un point d’équilibre du systéme
(1.5), alors G = R™\ {0} et les trajectoires controlées sont z(t) = X (¢, u)¢,
d’ou (1.5) est controlable si :

A = tgoAcc(mo,t) ={X(t,u)¢/te[0,T], u(.) e Q}.

Si A(¢) = R™\ {0} quelque soit & de R™\ {0}, alors (1.5) est controlable pour

tous points de G.

10



1.1.2 Controéle d’un systéme bilinéaire continu et d’un
systéme bilinéaire discret

Le systéme bilinéaire continu est généralement défini par :

z(t) = A(t)x(t) + B(t)z(t)u(t) + c(t)u(t),
(BC) { y(t) = HOz(t), ult) = fy(t), 20 = a(to).

oux(t), y(t), c(t) sont des vecteurs de dimension n; A, B, H sont des matrices

de taille n x n, u(t) est un contéle continu par rapport a t. Nous supposons
que la solution z(t) est contintiment différentiable.

Pour un intervalle de temps discret, on considére la forme générale du
systéme bilinéaire contrélé discret, avec une sortie feedback comme suit :

2t +1) = ADz() + S Bi(t)a(t)us(t) + C(t)ult)

(BD) Y y) = B,

(t)x(t),
u(t) = (ur(t), ., um(@®)' = f(y(t), w0 =2(0),
tels que x € R", y € RP, uw € R™, A(t), Bi(t), i = 1,...,m sont des ma-

trices carrées de taille n, C'(t), H(t) sont des matrices de taille n x m, p x n
réspectivement, et f : RP — R™. Un bon choix de la fonction f(.) nous
garantit l'existence et la convergence de la solution.

1.1.3 Stabilisation d’un systéme de controéle bilinéaire

Un contrdle (ou une commande) en boucle ouverte est une application
t — u(t) d’un intervalle de temps dans l’espace des controles. Un controle
en boucle fermée, appelée aussi une rétroaction, ou un bouclage, ou encore
un feedback, est une application u — R(z) définie sur les variables d’état
du systéme. L’'un des objectifs de la théorie du contrble est de déterminer
des rétroactions qui stabilisent le systéme en un état particulier.

On se donne un systéme

z(t) = f(x), (1.7)

tel que f(0) = 0, admettant x = 0 comme équilibre (noter que par un
changement de variable on peut toujours ramener 1’équilibre & 'origine).

11



Définition 1.1.3 L’équilibre x = 0 du systéme (1.7) est dit uniformément
stable si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour toute solution x(t) de
(1.7) on a :

|lz(0)|| <n= Vt>0, ||[z(t)] <e.

Définition 1.1.4 L’équilibre x = 0 du systéme (1.7) est dit uniformément
asymptotiquement stable s’il est uniformément stable et s’il existe r > 0
tel que pour toute solution x(t) de (1.7) on a :

|lz(0)] < r = 1tlimav(t) = 0.

Le lemme suivant est valable pour les systémes continus et discrets :

Lemme 1.1.1 Soit f une fonction mesurable définie de R™ dans R, f(0) =0
et satisfait [’hypothése suivante :

T dt
| s @) § < 5.

ll=l|<t

On suppose que

alors
u(t)] < 4K¢ [H@)[| [z,
tels que
: !
|z = (Z\%F) ; |HI = (Z\hljﬁ) , K;: en fonction de f.
% i,j

Pour la stabilité d’un systéme bilinéaire continu, on a le théoréme suivant :

Théoréme 1 Soit x(t) la solution du systéme (BC'). Supposons qu’il existe
une matrice D définie en fonction de temps t, telle que A = DD, Soit :

A= / A H] | D 1D el dt,

12



G = /O 4K || [ D7H[ D] 1B dt.

Si
1— At >0,
alors il existe 6 > 0, tel que

| D~ (to)xo|| | D(t) ||
(A + | D=2 (to)wol| G)er’

o)l < —

pour ||zg|] < 0.

Remarque 1.1.2 On remarque que le point d’équilibre o l'origine du sys-
teme (BC') est uniformément stable si ||D(t)|| € L>([to, 0)), et uniformé-
ment asymptotiquement stable si tlim | D(t)]| = 0.

Pour la stabilité d’un systéme bilinéaire discret, on a le lemme suivant :

Lemme 1.1.2 Pour le systéme bilinéaire discret (BD), on suppose qu’il
existe une constante o > 0, un polynome h(.) qui n'inclut pas un terme
de degré < 3, avec des coefficients positifs, telle que la relation suivante est
vérifiée,

l(t + DI < allz@)]* + h(ll2(@)]),
alors le point d’équilibre a l'origine du systéme (BD) est uniformément stable,
et uniformément asymptotiquement stable si o < 1.

Théoréme 2 Soient C(t) et H(t) uniformement bornées dans Z* et

\/ )\1 + KlKHKC < ]_,

tel que
A1 = SUPAmax [AT(t)A(t)] ,

>0

K est une constante qui peut dépendre de f(.), Ky et Ko sont des constantes.
Alors le point d’équilibre o lorigine du systéme (BD) est uniformément
stable, et uniformément asymptotiquement stable.
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1.1.4 Autres problémes de la théorie du controle

— Controle optimal

Il sagit de chercher la commande optimale, "la meilleure", selon tel ou
tel critére qui réalise le processus, ca peut étre une commande qui réalise
I’objectif avec un minimum d’énergie, ou en temps minimum. Le Principe
du Maximum de Pontryagin (voir chapitre 2), qui donne des conditions
nécessaires pour qu'une trajectoire soit optimale, est un outil puissant pour
la détermination de ces commandes.

Dans un probléme de controle optimal, en plus du modéle

on se donne un état initial x(0) = z, une cible z(T") = z; et une fonction

cout

que l'on se propose & minimiser. Ainsi il faut chercher, parmi les controles

admissibles, u(.) celui qui réalise :

minJ(u), x(0)=xz9, x(T)=x.

u

Lorsque T est fini, le probléme de controle optimal est dit en horizon fini.
Lorsque T' = +00, on parle d’optimisation en horizon infini.

— Observabilité

Le probléme d’un observateur est le suivant : prenons un systéme (5)
décrit par des équations différentielles et sa fonction de sortie :

&(t) = f(z,u)
(5) { y = h(z),

a partir des données, de l'entrée u(t) et la sortie y(¢) de ce systéme, on veut
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retrouver 'état x(¢) du systeme (S5). Pour cela, on va construire un autre
systéme (S) qui utilise comme entrées u(t) et y(t) :

(S)  z(t) = g(F, y,u),

ce nouveau systéme (S) est un observateur pour le systeme (5), et telle que

Perreur

e(t) = z(t) — =(1),

tend vers 0 quand t — oo.

1.2 Contréle d’un systéme bilinéaire en di-
mension infinie

En dimension infinie, aucune théorie générale existe, les premiers travaux
sur les systémes de controle bilinéaires sont das a Slemrod [SL1], [SL2], Bal
et autres [BMS], sur la controlabilité et la stabilité de ces systémes. Parmi les
premieres tentatives d’élaboration d’une théorie générale sur ’observabilité
des systémes en dimension infinie, on peut citer les travaux de Benssoussan
[BEN] et Dolecki-Russel [DR1], [DR2]. Le premier résultat sur le controle op-
timal pour les systémes en dimension infinie est da & Butkovsky-Lerner [BL],
en 1960. Yu. V. Egorov [EG1], [EG2] ont construit un exemple montrant
que le PM P ne marche pas nécessairement pour les systémes en dimension
infinie. Dans le contexte des systémes de controle bilinéaires, on cite aussi
le résultat de A. Berrabah N. Bensalem et F. Pelletier qui ont démontré un
principe du maximum exacte dans le cas ot les opérateurs définissant la dy-
namique des controles sont compacts et ou si I’espace des controles est de
dimension finie ou bien une spheére (voir [BBP]).
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Chapitre 2

Controle optimal pour une
classe de systémes bilinéaires

Il est bien connu que pour déterminer le controle optimal d’un probléme
en dimension finie, le principe du maximum de Pontryagin (en bref PMP)
[PBG] donne des conditions nécessaires pour qu’'une trajectoire soit optimale.
Ce procédé n’est pas toujours valable en dimension infinie. Pour démontrer
un Principe du Maximum pour le systéme de controle bilinéaire (1) et (2),
nous utilisons les résultats de [BBP]. Le controéle optimal est donné en
fonction du vecteur d’état et du vecteur adjoint. De plus, si I’algébre
de Lie engendrée par les opérateurs A et B est nilpotente pour le crochet
[A, B] = AB — BA, le controéle optimal s’écrit en fonction du temps
et des conditions initiales.

Ce chapitre est composé de quatre sections. Dans la premiére, on présente
le probléme de contréle optimal gouverné par un systéme bilinéaire. Dans la
deuxiéme section, on rappelle les conditions d’optimalité en dimension finie,
le (PMP), puis on démontre un principe du maximum en dimension infinie.
Enfin, on donne la valeur exacte du controle optimal dans le cas ou A et B
engendrent une algebre de Lie nilpotente de rang un.
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2.1 Présentation du probléme

Etant donné un systéme de controle bilinéaire
2.1
z (0) = zo, (2.1)

ou A et B sont des opérateurs bornés sur un espace de Hilbert F, x(t) €
E est I'état du systeme, u(t) € R est le controle et [0, 7] est un intervalle fixé
de temps, tel que T' > 0. Alors pour tout ¢t € [0,7] on considére le probléme
suivant : Trouver un contrdle u(t) permettant de minimiser la fonctionnelle :

J(u) = /0 Lt + §(x(T)), (2.2)
sous la contrainte (2.1), ou ¢(x(7T)) = (x(T), Fx(T)), F est un opérateur

borné symétrique et coercif, ¢ est de classe C! et borné sur toute partie
bornée.

Pour tout ¢ € [0,T] ou T est quelconque. Soit v € L*([0,T], K) ou K est
un sous ensemble borné de R, les hypothéses précédentes assurent I'existence
de la solution du systéme (2.1) sur un intervalle de temps [0, 7] C [0,7] et
qui est donnée explicitement par :

z(t) = xo + /OT(A + u(s)B)z(s)ds.

Rappelons maintenant le lemme suivant :

Lemme 2.1.1 (de Gronwall) Supposons que les fonctions non négatives f(.)
et g(.) sont mesurables sur le segment I. Si pour certains b > 0 et T € I et
pour tous lest € I on a l'inégalité

g(t) < b+

)

[ repateyas

alors pour toutt € I on a

g(t) < beldr 1@s]
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Grace au lemme de Gronwall précédent, on obtient la majoration :

]| < [laof ¥,

ou My et M, sont des constantes, ce qui assure I’existence de la solution du

systéme sur l'intervalle de temps [0, 7).

2.2 Condition d’optimalité en dimension finie

Un contrdle admissible u(t) est une application mesurable bornée, dé-
finie sur 'intervalle [0, 7] et a valeurs dans R telle que la trajectoire corres-
pondante transfére le systéme de I'état 2(0) = z¢ a I’état 2(1) = x;. On note
U l’ensemble des controles ayant cette propriété.

Définition 2.2.1 Un élément u*€ U est dit optimal si :

J(u*) < J(u), Vuel.

Soit z(t) € R™, introduisons le systéme augmenté suivant :

T = Axr +uBzx = f(z,u)

i’ =u2(t) = fOlu), 2°(0)=0
F=(22) eERxR", f=({F)
we Q= L20,T),0).

On rappelle le Principe du Maximum de Pontryagin (voir [PBG])
Théoréme 3 Si le controle u* et la trajectoire correspondante T* du sys-

téme augmenté sont optimaux sur [0,T], alors il existe un vecteur p*(t) =
(p(t),p(t)) € Rx R™ t € [0,T], p*(t) # 0 pour tout t positif tel que : les
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équations dites de Pontryagin soient satisfaites pour presque tout t appar-
tenant a [0, :

(3%) = ZH (@, u*)

avec = .
i = (5. f@w).

H est appelé le Hamiltonien et p le vecteur adjoint. Par ailleurs, la condition
suivante est vérifiée pour presque tout t € [0,T] :

H(@ (1) 77 (0), w* (£)) = mind (&, 5, w),

c’est-a-dire que pour presque tout t, la fonction u(t) doit minimiser la fonc-
tionnelle : R
u€Q— H(T" p*u).

Pour calculer le contrdle optimal du probléme (2.1) - (2.2) lorsque E est
de dimension finie, on applique le principe du maximum de Pontryagin, il
en résulte que pour un controle optimal u, il existe un vecteur adjoint p(t)
solution de :

P(t) = LH(wup)
p(t) = —5H(wup) (2:3)
0 = %H(Lu,p),

ou

H(z,u,p) = (p(t),(A+u(t)B)x(t)) — u’(t),
avec la condition terminale : p(T) = d¢(z(T)) = Fx(T).

Comme les controles sont solutions de (2.3) on a :

(w9 = 0= (p(t), Ba(t)) — 2u(t) =0

on obtient le contréle optimal en fonction du vecteur d’état et du vecteur
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adjoint

u*(z,p) = 5 (p(t), Bx(t)) . (2.4)

N =

2.3 Condition d’optimalité en dimension in-
finie

Le principe du maximum de Pontryagin donne des conditions nécessaires
pour qu'une trajectoire soit optimale. Il est bien connu que ces conditions
ne sont plus valables en dimension infinie. Le but de ce paragraphe est de
démontrer un principe du maximum dans le cas ou 'espace de controle est
de dimension finie.

On s’intéresse au probléme d’optimisation suivant : Pour un point fixé z,
trouver un controle 7 qui minimise la fonctionelle

T
I = [ atdt+ oa(T)),
0
lorsque u appartenant & L2([0, 7], K) ou K C R et 7 est la trajectoire associée
a u, parmi toutes les trajectoires d’origine z et correspondantes & un controle
u.
On obtient alors le "principe du maximum" suivant :

Théoréme 4 Parmi tous les controles u € L*([0,T], K), K compact de R,
il existe un contréle u qui minimise la fonctionnelle J et u vérifie la relation
suivante pour presque tout t € [0,T] :

(A + 5O BYT(0),p()) + 1(t) = min {{(A+ vB)T(0),B()) +*}

ot T(t) est la trajectoire associée a u(t) et p(t) est solution du systéme ad-
joint : '
{ p(t) = —(A+uB)"p(t)
p(T) = do(x(T)).

Pour la démonstration du théoréme 4, nous rappelons la version suivante
du principe du maximum "approché" (voir [BBP]) :
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Théoréme 5 Pour tout ¢ > 0, il existe un controle u. € L*([0,t], K) tel que
la trajectoire associée x. vérifie les propriétés suivantes :

inf J(u) < J(u.) < inf J(u) + ¢, (2.5)

(Az.(t) + uc(t) Ba(t), p (1)) +ui(t) < EléllI(l {{Az.(t) + vBz.(t),p:(t)) + v* }+e,

(2.6)
pour presque tout t € [0,T] et o p.(t) est presque partout solution du systéme
adjoint :

pe(T) = do(x(T)),

ot (A+uB)* est ladjoint de (A+ u.B) etinf J désigne la borne inférieure
de J sur L*([0,t], K).

{ p(t) = —(A+ u.B)*p.(t)

Démonstration du théoréme 4.

Pour e = % considérons un controéle u,, vérifiant les propriétés du théoréme
4. La suite (u,) étant bornée dans L?([0,t],K), on peut supposer qu’elle
converge faiblement vers w € L*([0,], K).

On a:

/0 (A4 u,(s)B)(zn(s) —T(s))ds|| + /0 (un(s) —u(s))BT(s)ds

len(t) =2l <

< M T (

lemme de Gronwall)

/0 (un(s) — (s)) BE(s))ds

Comme la suite (u,) converge faiblement vers @ et est bornée, le nombre

t étant fixé, pour toute fonction continue 1 : [0,t] — E, et d’aprés [GXB]|
ona:

lim =0.

n—oo

/0 (un(s) — (s))p(s)ds

On en déduit que x,, converge vers . Par continuité de J dans la relation
(2.5), on obtient la minimalité de .

Le méme type d’argument que précédemment permet de montrer que
pn(t) converge vers p(t) sur [0,7].
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Considérons un sous ensemble D de [0,7] et v € K fixés. D’apres le
théoréme 5, on a :

10 =) (Bra(s)opa(s) 07 = 0ds + - =0, (2)

On a les convergences suivantes :

lim | [{(A+ 0B)2a(s). pa(s)) + v?)ds = / (A + vB)T(s), B(s)) + v7)ds.

D’autre part, on a :

/D (A + tn(3)B)a(5), pu(s)) ds — /D (A +71(s) BYE(s), B(s)) ds

< /D (A(2a(s) — 7(5)), P(s)) ds] + /D (Aa(s), pals) — P(s)) ds| +
/D (un(s) — 1(s)) BE(s),B(s)) ds] + /D [t () B (), pu(s) — P(s)) ]

On en déduit que :

lim ((A+un(s)B)xn(s), pu(s)) ds = /D ((A+7u(s)B)x(s),p(s)) ds.

n—-:aoo D

11 découle de (2.7) que l'on a :
/D[(v —1(s)) (BZ(s),p(s)) + v* —u*(s)]ds > 0. (2.8)

Comme 'inégalité (2.8) est vraie pour tout sous ensemble D de [0,77], on
en déduit :
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((A+a(t)B)z(t),p(t)) + 7 (t) < (A +vB)x(t),B(t)) + v*(t),

pour presque tout ¢ € [0, 7] et pour v € K quelconque, on obtient 1’égalité
suivante pour presque tout ¢ :

((A+u(t)B)z(t), p(t)) + () = min {((A + vB)Z(t), p(t)) + v*(t) } .

veK

Ce qui achéve la démonstration du Théoreme 4.

La proposition suivante présente une généralisation du cas de la dimension
finie, ol on obtient une caractérisation similaire du controle optimal lorsque
E est un espace de Hilbert de dimension infinie. La démonstration est
obtenue de la méme maniére que dans [PP].

Proposition 2.3.1 Si u est un contréle optimal borné appartenant o
L*([0,T),R) on a :

(p(t), Bx(t)) (2.9)

ot Z(t) est la trajectoire associée o u(t) et p(t) est la solution du systéme
adjoint :

p(t) = — (B(t), (A + aB))
{ p(t) F<p<) ( (2.10)

Démonstration.
Soit # un controle optimal borné, posons :

a=max{|u(t)], t€[0,T]}.
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Et K,, = [-n,n| un compact de R , avec n € N. Alors pour n > a,
le controle @(t) est un controle optimal parmi tous les controles u(.) €
L([0,T7], K.,).

D’apres le théoréme 4, u(t) vérifie la relation suivante pour présque tout
te0,1]:

(p(t), (A+a(t)B)z(t)) — u(t)* = max {(p(t), (A + vB)z(t)) — v},

UEKn

(

) est la trajectoire associée a u(t) et p(t) est la solution du systeme
adjomt 10

(t
2.10).

Gréace au lemme de Gronwall, il existe une constante C' telle que ||Z(t)|| et
|p(¢)]] sont uniformément bornées par C' pour tout ¢ € [0,7].
Alors pour ¢ fixeé, le max {(p(t),(A+vB)Z(t)) — v?} est atteint en :
vEKR

(p(t), Bz(1)) -

N —

2.4 Controéle optimal pour un systéme bili-
néaire nilpotent

2.4.1 Rappels utiles

On note par L(F) lespace des opérateurs bornés de E.
— Une algébre M sur un corps K est appelée une algébre de Lie sur K
si sa multiplication (notée (u,v) — [u,v]) vérifie les identiteés :

1) [u,u] =0,
2) [uv [an“ + ['Uv [U)?u” + [wv [u’ UH =0,
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3) [u,v] =—[v,u].

— Soit Ad,, ’endomorphisme défini par :

Ad, L(E) — L(E)

v — [u,v] =uv —vu,

et

Adpy(N) ={[u,v] )/ue M et veN},

avec M et N sont des parties de L(E). Et on définit par récurrence pour
k>1

(Ady)*(N) = Ady {(Ady)F=1(N)}
(Ady)°(N) = N.

Alors, on dit qu’'une sous algebre de Lie M de L(F) est nilpotente de
rang k, pour les crochets [u,v] = wv — vu §’il existe un entier [ tel que
(Adpr)Y (M) = {0}, et k le plus petit élément de I’ensemble de ces entiers .

2.4.2 Caractérisation du controéle optimal

Revenons au probléme de minimisation (2.1) et (2.2). Notons M (A, B)
I’algebre de Lie engendrée par les opérateurs A et B et supposons que cette
algebre de Lie soit nilpotente de rang un, avec ces conditions, on énonce le

théoréme suivant qui donne au contréle optimal une expression indépendante
de p(t) et x(t) (voir [PP], Théoréme 3.1) :

Théoréme 6 Etant donné le probléme de minimisation (2.1) et (2.2), si
k = 1(i.e. [A,B] = 0), alors le controle optimal u(t) est une constante qui
est caractérisée par ’équation :

2u + <6(A+I‘B)T:z:0, |[FB + B*F] e(A+ﬁB)Tx0> = 0.

Ou B* désigne l’adjoint de B.
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Démonstration. Le controle optimal (2.9) est donné par :

u(t) =

(p(t), Bx(t)) ,

N =

d’ou la dérrivée de u(t) est :

2i(t) = (plt), Ba(t)) + (p(t), Ba(t))

—((p(t), (A+aB)), Bz(t)) + (p(t), B(A + uB)z(t))
(p(1),[B, (A +uB)]T(t))

(1), [B, A z(t)) -

De ’hypothese [A, B] = 0, il en résulte que u est une constante qui minimise

la fonctionnelle (2.2), d’ou cette constante est caractérisée par 1’équation :

2u + <6(A+EB)Tx0, [FB + B*F] e(A+aB)Txo> = 0.
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Chapitre 3

Ensemble d’opérateurs qui
commutent avec un opérateur
donné

Le but de ce chapitre est de définir ’ensemble des matrices qui com-
mutent avec une matrice donnée. Ce résultat est obtenu par 'application des
techniques de [GA]. Ce dernier afirme que pour chaque matrice A de M, (C)
définie par ses diviseurs élémentaires, il existe un ensemble de matrices
qui commutent avec A, c-a-d qui vérifie [A, B] = 0 (B est un élément de 1’en-
semble de matrices commutatives). Ces résultats sont généralisés pour le cas
d’un opérateur borné de rang fini dans un espace de Hilbert de dimen-
sion infinie. L’écriture de cet opérateur sous forme matricielle, nous permet
de définir ’ensemble des opérateurs qui commutent avec ce type de matrices
(voir [WEL1], [AB1]). Pour atteindre cet objectif, le travail est réparti en trois
sections. Dans la premiére, on rappelle la forme normale de Jordan d’une
matrice de dimension finie. Dans la deuxiéme section, on donne une pro-
cédure de calcul de ’ensemble des matrices qui commutent avec une
matrice donnée de dimension finie. Enfin, la troisiéme section est consacrée
a la généralisation de la forme normale de Jordan & un opérateur borné
de rang fini dans un espace de Hilbert, puis a la définition de I’ensemble de
matrices qui commutent avec ce type d’opérateurs.
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3.1 Rappels sur certains outils d’analyse ma-
tricielle

Pour plus de détail sur ces rappels voir [GA], [WEL].

3.1.1 Diviseurs élémentaires

Pour définir les diviseurs élémentaires d’une matrices A de M, (C) on
détermine d’abord les polynomes invariants de la matrice caractéristique
(M — A) de rang n. Ces polynomes invariants sont de la forme :

Dn(M)
Dn—l ()‘> ’

anl()‘>
Dna(A)"

~ Dy(N)
~ Do(N)

i) = is(\) = (V) (Do(N) = 1),

ot Dy(\) est le plus grand diviseur commun de tous les déterminants (mi-

neurs) d’ordre p, dont le produit est égal au polynoéme caractéristique :

A(N) = M — A] = Dy(A) = i1 (N)iz(N)..in ().

La décomposition des polynomes invariants en diviseurs élémentaires
sur le corps C sera de la forme :

in(A) = (A= A" ()\.— M) (A=A

Les nombres A, A9, ...., A\, donnent I’ensemble de toutes les racines dis-
tinctes de A(N).

Remarque 3.1.1 Il y a une méthode pratique pour le calcul des polynomes
invariants, cette derniére est basée sur la réduction de la matrice caractéris-
tique (A — A) a la forme diagonale canonique au moyen d’opérations élé-
mentaires, et les éléments de la diagonale sont les polynomes invariants.

28



3.1.2 Forme normale de Jordan

Considérons un diviseur élémentaire arbitraire :
k
(/\ - AP) )

ici, A, est 'un des nombres Aj, Ao, ..., A, et k est 'un des exposants (non
nuls) :

Ciydi7---ali (2:1,2,,,u)

A ce diviseur élémentaire, il correspond un sous espace engendré par les
vecteurs {eq, ey, ..., €} :

e1=(A—= N1 te, eg = (A—N1) e, ... ep = e,

avec

(A= N\ I)ey =0,

les vecteurs {e1, es, ..., ex } sont linéairement indépendants.
Notons maintenant que :

(A — )\p[)el =0
(A — )\pI)GQ = €1

(A — )\pI)ek = €k—1,

ou

A61 = )\pel
A€2 = )‘p62 + e

Aey, = Mpep + ep_1,

a 'aide de cette derniére écriture, nous pouvons écrire le bloc correspondant
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au diviseur élémentaire (A — \,)" dans la base {ey, e, ..., e} sous la forme :

A, 10 - 0

0

S

0 0 A
*

De la méme maniére précédente, on définit les bases de Jordan pour tous
les diviseurs élémentaires (A — \;)™, d’ou I'existence d’une matrice inversible
U de M, (C) telle que A est semblable & A et qui s’écrit sous la forme normale
de Jordan associée aux diviseurs élémentaires de A :

A = UAU!
M 10 0
0
: 0 0 0
o
0 0 N
- U 0 0
Ay 10 0
0 0 0
o
0 0 i

30




3.2 Cas de dimension finie : équation matri-

cielle AB = BA

Dans cette section, chaque matrice A de M, (C) présente un endomor-
phisme dans la base canonique de C™. On considére alors que A est une
matrice de M, (C) qui est définie par ses diviseurs élémentaires :

A=2)", (A=), o, (A =A™,

telles que A1, g, ..., A, sont les valeurs propres de A qui ne sont pas forcément

distinctes et p est le nombre de diviseurs élémentaires. On cherche toutes les
matrices B qui vérifient Ada(B) = [A, B] = 0. Cela nous ameéne au probléme
de Frobenius (voir [GA], page 218) pour déterminer I’ensemble de matrices
qui commutent avec A. Cela revient a résoudre une équation matricielle de
la forme :

AB = BA.

Réduisons A a la forme normale de Jordan :

A=UAU,

nous obtenons alors toutes les matrices qui commutent avec A sous la forme :
B=UBU™!,
ol B désigne une matrice arbitraire commutative avec A, et B est décomposée

en B;; blocs tels que i, j = 1,2, ..., it (1 est le nombre de diviseurs élémentaires

de A)



telles que B;; est la matrice nulle si \; # );, ou bien une matrice trian-

gulaire supérieure réguliere si A\; = A;. Les schémas ci-dessous montrent la

structure de ces matrices :

a1 ao oo a/ni
B;; = O e n; si n; =ny (3.1)
: . an
0 -~ 0 a
ng Vs
\
0 0 a; Qs np,
Bz’j = 0 % n; sion; < n;
. a9
0 0 0 0 a
n; /
(3.2)
\
a1 ao o a/nj
0 aq :
. . a9
0o --- '
Bi; = 0 ------ 0. . alo L SL mj <1 (3.3)
O «vvvn- 0
n; )

tels que aq, a9, as, ... sont des parametres arbitraires et les éléments de
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chaque direction parallele & la diagonale principale sont égaux.

Définition 3.2.1 On dit que la matrice B € M, (C) est A—stmilaire a la

matrice A € M, (C) s’il existe une matrice inversible U de M, (C) telle que :
B=UBU', A=UAU",

ot A est la forme canonique de Jordan de la matrice A.

On a la proposition suivante :

Proposition 3.2.1 (Probléme de Frobenius) Toute matrice B € M, (C) qui
commute avec la matrice donnée A € M, (C) (A est définie par ses diviseurs
élémentaires (A — A1)™, (A — X)™, ..., (A — A,)"™ ) est A—similaire & une
matrice qui est décomposée a p? blocs de type (3,1), (3,2), (3,3) ou bien
zéro.

Exemple 1 FEcrivons les matrices B dans le cas ot A est définie par les
diviseurs élémentaires : (A —X1)%, (A=A1)%, (A=X2)3, (A=) et Ay # Ao

A 10
0 M\ 1 0 0 0
0 0 X\
/\1 1
A=U 0 0 A\ 0 0 U,
Ao 1 0
0 0 Ay 1 0
0 X
0 0 0 Ao
a b c fJ
0 a b 0 f 0 0
0 0 a 0 0
0 h k d e 0 0 »
B=U 00 h | 04d Ut
Ty z | p
0 0 0 =z vy 0
0 0 z 0
0 0 0 0 I m
Ou a,b,c,.... sont des paramétres arbitraires. On a [A, B] = 0.
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3.3 Cas ou A est de rang fini dans un espace
de Hilbert

Soit E un espace de Hilbert complexe de dimension infinie et £(E) I'en-
semble des opérateurs linéaires bornés dans E. On définit :

L'(FE)={A€ L(F): A derang fini },

pour tout opérateur A de L(E), on note par D(A) le domaine de définition
de A, et R(A) = A(E) l'image de A. Un opérateur A est de rang fini (de
rang n) si la dimension de R(A) est finie (de dimension n).

Un opérateur A de rang fini, peut s’écrire sous la forme canonique
suivante : (voir [WE2], Théoréme 6.1 p129)

Théoréme 7 Soit A un opérateur de E tel que D(A) = E. L’opérateur A
est borné de rang n si et seulement s’il existe une base orthonormée {v;}1,

de R(A) telle que :
Az = Zozi (vi,x)v; pour tout x € E, (3.4)
i=1

En plus, 'opérateur A est de rang n si et seulement si A* est de rang n
(A* est 'adjoint de A).

Démonstration.
(=)

On note L {vy, vy, ..., v, } 'ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs
{v1,v9, ..., 0.} .

D’apres (3.4), on a :
R(A) CcL {'Ul, V2, --~7Un} .

D’un autre coté, soit ig € {1,2,...,n}, u;; # 0 et w;, L v; pour ig # i
alors :
Auio = O, <Uio7 uio> Vig s

d’ou :
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v; € R(A), Vie{l,2,...,n}.
On en déduit que :
R(A) = L{vy,vg,...,0,},

alors :
dim R(A) =

D’autre part, on a :

n n

2

[Az]| < > Jou| [(vi, @) fJoill < Sup el 2] Y floill*
i=1 v i=1

donc :

141 < Sup o] Z loill”,

=1

alors, A est un opérateur borné.

(=)

Comme A est un opérateur borné de rang fini n, alors {vy, va, ...,

une base orthonormée de R(A), d’ou Vx € E :

n

Ax = Z UZ,A$ Zaz Vi, T

=1

Passons a la deuxiéme partie du théoréme :
A est de rang fini <= A* est de rang fini.
Vee FEetye R(A):

(y, Ar) = (A"y, z)

et d’autre part :

n

< yaz U, X 'Uz >= Z Uiy T y,'UZ =< Z <Ui7y> Vi, T >,

=1

d’ou :
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A*y = Z <Ui7 y> ;.
=1

Alors A* est de rang n, ainsi, le théoréme est démontré.

Définition 3.3.1 Un endomorphisme A de E est semblable a un endomor-
phisme A s’il existe un automorphisme U de E tel que A = UAU —1. Dans
ce cas, on dit qu'un endomorphisme B est A—similaire a B si pour le méme
automorphisme U, on a B = UBU™!.

Proposition 3.3.1 Soit A un opérateur de L'(E) et Ey un sous-espace de
E engendré par R(A) et R(A*). Alors A est semblable & la forme quasi-
A 0
00
il existe une base {ey,ea,..,e,} de Ey telle que la matrice de Ay a une forme
normale de Jordan associée & ses diviseurs élémentaires (voir Section 3.2).

diagonale , ot A1 est un endomorphisme de Ey. En particulier,

Démonstration.
En utilisant les formules canoniques précédentes de A et A*, on a :

E; = R(A) + R(A"),
généré par {u;} et {v;}.
Donc E; est bien défini et est invariant par A (AE; C Ey).

Alors,
E - E1 EB Eg,

tel que Fy = Ej est l'intersection des noyaux de A et A*.

D’ou A |g, est caractérisé par ses diviseurs élémentaires
m m
A=A)™, (A= A",

avec my + mg + ... +m, = n. D’apres la Section 3.1, il existe une base
{e1,e9,..,e,} de E; telle que la matrice A; dans cette base a une forme
normale de Jordan associée a ses diviseurs élémentaires.

Dong, il existe une matrice inversible V' telle que VA |g, V! est la forme
normale de Jordan de A |g, .
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Notons U I'automorphisme de E défini par :
[j‘E1 =V et U‘E2 = IdEQ,
d’ou A est semblable a la forme quasi-diagonale suivante :

_ A |0 -1
amo (BT

Théoréme 8 Soit A un opérateur de L'(E) et By = R(A) + R(A*) un
sous-espace invariant associé o A. Alors l’ensemble de tous les opérateurs
B € L(E) qui laissent Ey invariant (BE,; C Ey) et tel que [A, B] = 0, sont
By | 0
0 | By
mute avec Ay et By est un endomorphisme de Es. En particulier, il existe une
base {e1, ez, ..,e,} de E; telle que la matrice Ay a une forme normale de Jor-
dan associée a ses diviseurs élémentaires, et la matrice de By est décomposée
en blocs de type (3.1),(3.2),(3.3) ou bien zéro (voir Proposition 3.2.1).

ou By est tout endomorphisme de FEy qui com-

A—similaires &

Démonstration.
Soit A un opérateur de £'(F), d’apres la Proposition 3.3.1, il existe un
automorphisme U tel que :

TATO]N
T P

Nous considérons I’ensemble des endomorphismes By de E; qui commutent

avec Aj. D’aprés la section 3.2, il existe une base {ej,es, ..,e,} de E; telle
que la matrice A; a une forme normale de Jordan et la matrice de B; est
décomposée en blocs de type (3.1), (3.2), (3.3) ou bien zéro.

Pour tout endomorphisme By de FE,, soit B une matrice définie par la
forme quasi-diagonale :

B B, | 0 .
p=v (23 ])o,

37



ou U est 'automorphisme précédemment associé a A.
Il est clair que nous avons :

[A, B] = 0.

Remarque 3.3.1 Dans le théoréme précédent, B € L'(F) si et seulement si
By est de rang fini.

Exemple 2 Soit (2 'ensemble de suites X = (1,)°>, de C telle que 3 | x|

n

converge, ’espace vectoriel 12 menu de la norme || X|| = |3 |za|” est un
n

espace de Hilbert. Et T est un opérateur linéaire de rang fini défini par :

T: 2 — /2

X — TX,
tel que :
TX = (171 + T2, 0122, o3 + Tq, Aoy, ..., WpTon_1 + Top, UpTap, 0,0, ...... ),
a1, Qg, ..., sont des éléments de C ou R tels que a; # o pour i # j, et

l'opérateur T' admet une représentation matricielle dans la base canonique
{ei}s2, comme suit :

T
0 a; 0 0 0 0 -
0 0 ay 1 0 3
) o

TX — : LT 0
0 ’ a, 1 Top—1
a, 0 . T2n
0 0 Ton+1
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D’apres le Théoréeme 8, les matrices qui commutent avec T’ sont de la forme :

a; by 0 0 -+ - 0

O aq 0 O O --- O

0 0 (05} b2 0

. ) s

. 0 ’
0 an by
a, O
0 0

tels que a;,b; sont des paramétres arbitraires.
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Chapitre 4

Ensemble d’opérateurs qui
commutent avec un opérateur
compact

Dans ce chapitre, on va prolonger 1’étude au cas d’un opérateur compact
dans un espace de Banach de dimension infinie. Cet opérateur posséde
un ensemble dénombrable de valeurs propres non nulles, qui s’accumulent au
point zéro. On applique le calcul fonctionnel de Riesz pour isoler chaque
valeur propre non nulle par un cercle. Ce calcul nous permet d’obtenir
des projections qui présentent des sous espaces invariants de dimension
finie. Dans ce cas, l'espace s’écrit comme une somme directe des images
de ces projections et d’un sous espace dans lequel I’opérateur est quasi-
nilpotent (le complément de la somme directe de ces projections et son
rayon spectral est égal a zéro). Pour chaque somme directe de sous
espaces propres correspondants & des valeurs propres non nulles, I'opérateur
admet la représentation matricielle de Jordan.

Si la partie quasi-nilpotente de I'opérateur A est positive, 'espace est
donc décomposable en une chaine croissante maximale de bandes qui
présentent les sous espaces invariants, d’ou la représentation matricielle de
Jordan, (voir [AB1], [AR], [HP]).

Ce chapitre est composé principalement de deux sections. La premiére
est consacrée a la construction de ’ensemble d’opérateurs commutant avec
un compact de valeurs propres non nulles. Dans la deuxiéme section,
on a effectué la méme étude pour la partie quasi-nilpotente de I'opérateur
compact.
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4.1 Décomposition spectrale d’un opérateur
compact

4.1.1 Rappels sur quelques éléments d’analyse fonc-
tionnelle

Pour plus de précisions, sur les notions introduites ici, on peut consulter
les livres standards : [LO|, [TA], [KU], [AR], [CO].

Soit F un espace de Banach et A un opérateur compact dans F. Nous
rappelons les définitions suivantes :

— Un opérateur A est compact dans E si 'image d’un sous-ensemble de

E par A est un sous-ensemble relativement compact.

— Le spectre de A est 'ensemble o(A) défini par :

o(A) ={A e C:(A—Al) n’est pas inversible} .

— La résolvante de A est I’ensemble p(A) défini par :

p(A) ={A e C:(A— A) est inversible}.

— A est une valeur propre isolée de o(A) (un point isolé de o(A)), s'il
existe un voisinage de A ne contenant aucun autre point de o(A), ou
bien si A n’est pas un point d’accumulation.

— Une courbe 7 est dite contour de Jordan ce dernier est le graphe
d’une application continue ¢ : [0,1] — R? telle que ©(0) = (1) et la
restriction de ¢ sur [0,1) est injective. Alors, v est une boucle conti-
nue qui n’a pas de points d’auto-intersection. (une courbe fermée v de
Jordan, est orientée dans le sens positif usuel de la théorie de variable
complexe).
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— Pour toute fonction holomorphe f sur une couronne Cf(a,0,7) =
{z€C; 0<|z—a|<r},il existe une série unique qui s’appelle série
de Laurent et qui dépend seulement de f telle que :

+oo

f2)= ) anlz—a)",

n=—oo

ou la série de fonctions converge normalement sur tout compact de la

couronne C'(a,0,r). De plus, les coefficients a,, sont donnés par :

1 f(2)dz
Un = 2_7m/7 (z — a)n+’

ou 7 est le paramétrage d’un cercle de centre (a) tracé dans la couronne.

Rappelons les propriétés spectrales suivantes :
— Chaque élément non nul A € g(A) est une valeur propre de A.

— Pour chaque élément non nul A € o(A), il existe m tel que :

Ker(M — A)™ = Ker(A — A)™,

— Les valeurs propres ne peuvent s’accumuler qu’au point zéro. Si la di-
mension de F est infinie, alors o(A) doit contenir le zéro.

— 0(A) est dénombrable.

— Chaque élément non nul de o(A) est un pole de la résolvante R(\, A)
qui est définie par :

A— R\ A) = (M — AL
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4.1.2 Sous-espaces invariants de valeurs propres non
nulles

Soit E/ un espace complexe de Banach, alors comme dans le cas d’une
matrice en dimension finie, les propriétés du spectre d’un opérateur compact
A, permettent de décomposer E en sous espaces invariants. Soit A # 0 une
valeur propre de A, alors A est un point isolé de o(A). En utilisant le calcul
fonctionnel holomorphique pour définir les projections de Riesz P, par :

L (1= aac
ou v est le contour de Jordan contenant le seul point A de o(A), et Py
satisfait :
— P} = Py, donc P, sont des projections spectrales.
— Py commute avec A (P\A(z) = AP\(z2)).
— De plus, PP, = 0si A # p.
Soit E(A) le sous espace défini par F(\) = PyE. La restriction de 'opé-

rateur A & F(\) est un opérateur compact inversible de spectre {\}.

Et soit m un entier tel que :

Ker(M — A)™ = Ker(A — A)™,

La série de Laurent de la résolvante qui admet un poéle d’ordre m au
point z = A, nous donne :

“+o00 m
R()‘a A) = Zan(z - )\)n + an(z - )\)—n’
n=0 n=1
avec
1 / R\, A)d\ 1 [ R(\ A)d\
ap = 7 TR n — = - T
2mi )., (z — A)ntt 2mi J., (z — A)Hl
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telles que les composantes a,,, b, vérifient les relations suivantes (voir [LO],

[TA]):
bm = (A — )\I)bm_l, (A — )\I)am+1 = U,
d’ou
by = ﬁ f7 R(A\, A)d\ = Py
by = (A= XD)™1hy = (A= A" 1Py,
alors, on a :

0= bps1 = (A— A)™Py = Py(AM — A)™.

En inspectant la forme de Jordan, il existe n tel que (Al — A)" = 0 tant
que (A — A)"1 £0, d’ou :

E(\) = Ker(A\l — A)™.

Alors, E()) est un sous espace invariant de dimension finie, d’ou la
restriction de A a F(\) admet une représentation matricielle de Jordan
d’une seule valeur propre .

Si nous posons E(0) U'intersection des noyaux des Py, alors F(0) est un
sous espace fermé invariant selon A et la restriction de A a E(0) est un
opérateur compact de spectre {0}.

Donc, nous obtenons la proposition suivante (voir [AR]) :

Proposition 4.1.1 Soient A un opérateur compact dans un espace de Ba-
nach E et o(A) le spectre de A. Alors, E s’écrit comme une somme directe
de E(0) et les sous espaces invariants de projection E(A;) (A; # 0) ot Ajg(x,)
admet une représentation de Jordan :

E =aE\)® E(0).
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4.1.3 Ensemble d’opérateurs qui commutent avec un

opérateur compact de valeurs propres non nulles

Théoréme 9 Soient E un espace complere de Banach et A un opérateur
compact dans E avec des valeurs propres non nulles {\;},.y.. Les opérateurs
compacts B qui sont A—similaires et qui commutent avec A sont de la forme
quasi-diagonale suivante :

B,

n Y

By

avec : B = @E()\z) D E(O), B)\ZE<)\Z) C E(/\l) et Ao = A|E(O)7 BO = B|E(O)

des opérateurs nuls.

Démonstration. Si )\; est une valeur propre telle que \; # 0, par consé-
quent A,y = A, admet une représentation matricielle de Jordan d’une
seule valeur propre \; (voir Proposition 4.1.1). Pour plus de simplification,
Ay
tout opérateur de la forme quasi-diagonale . sera écrit par
An

la suite A1 & ... B A,,.
Alors, on peut construire une chaine d’opérateurs comme suit :

Ay = Ay D Ao,

Ay = Ay, B Ay, & Ao,

As = Ay, B A\SB Ay, @ Ao,

Ay =A\ DAL DAL DD Ay, D Ao,

{Ai}iene (Ai 1 E — E), une suite d’opérateurs de rang fini, telle que sa
limite est 'opérateur compact A:FE — E, ou:

lim ||[A—A,| =0,
et
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A= @ (App)) & Ao
€N

Pour définir I’ensemble des opérateurs qui commutent avec A. Appliquons
la Proposition 3.2.1 pour définir I’ensemble de tous les endomorphismes B),
de E()\;) satisfaisant [A),, B),] = 0, alors nous construisons une chaine d’opé-
rateurs B; comme suit :

B, = By, @ By,
By = By, © By, ® By,

B3 = By, @ By, ® By, ® B,
B, =B\, ®B\, ® B, ®---® B, © Dy.
Pour i :=1,...n B;:E — FE et satisfait : [A;, B;] = 0.

{Bi},cn+ une suite d’opérateurs de rang fini, telle que sa limite est 'opé-
rateur compact B:FE — FE, ou

lim |B — B,|| = 0.
n—oo
Pour compléter la démonstration, nous allons montrer que : [A, B] = 0.
Premiérement, on démontre que :
[A, B] = lim [A,, B,],
n—o0
qui est équivalent & :

AB — BA = lim (A, B, — B, A,),

n—oo

on a :

lim ||[A,B, — AB|| lim ||A,B, — AB, + AB, — AB|

Tim [| A, = A[[ || Bu]| + |A] |1 B, — B[ = 0.

IN

46



D’une maniére analogue, on montre que :

lim ||ByA, — BA| = lim ||B,A, — BA, + BA, — BA|

= lim ||(B, — B)A, + B(A, — A)|
< lim B, = B[ [[An]l + [|BI[ [[An — A] = 0,

comme A, et B,, sont bornés alors :

lim [A,,B,] = lim (A4,B,— B,A,)
lim A, B,, — lim B, A,

Finalement, puisque [A,,, B,] = 0 pour tout n € N*, alors :

(A, B] = 0.

Ce qui termine la démonstration du théoréme.

4.2 Décomposition spectrale d’un opérateur
compact quasi-nilpotent positif
4.2.1 Deéfinitions et notations

Pour cette partie, nous renvoyons le lecteur a [AAB], [HP], [AB2], [AFP],
[DR1], [RH]. En outre, nous avons besoin de rappeler les définitions sui-
vantes :
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— Un opérateur continu A dans un espace de Banach est dit quasi-
nilpotent si son rayon spectral est égal a zéro. Il est bien connu que
A est quasi-nilpotent si et seulement si pour chaque z € F :

lim [|A"z]|" = 0.

n—oo

— Un treillis vectoriel est un espace vectoriel réel ordonné E par une
relation d’ordre, tel que sup(x,y) existe pour tous x,y € E.

— Une norme d’un treillis vectoriel est appelée une norme treillis si :
2] < [yl = ll=ll < [lyll  pour z,y € E,
ou |z| est la valeur absolue de x : |z| := z V (—x).
— Un treillis de Banach F, est un espace réel de Banach muni d’une

relation < telle que (F, <) est un treillis vectoriel et la norme sur F
est une norme treillis.

— Un opérateur linéaire A est dit positif (noté par A > 0) si Az > 0
pour tout x > 0.

— Un sous-espace I d’un treillis de Banach E est un idéal si et seulement
Si:
zel, yeE et |yl <|z|] impliquey € I.

— Un sous-espace I d’un treillis de Banach F est une bande si [ est
un idéal dans E, et sup(M) € I pour toute partie non vide M de I,
admettant un supremum dans E. (idéal fermé = une bande).

— Une chaine de bandes est une famille de sous-espaces qui sont or-
donnés par inclusion un ordre total.
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— Soit L I’ensemble ordonné de toutes les chaines fermées de sous-espaces
dans un treillis de Banach F, on dit que C' est une chaine maximale
en L, si C' est incluse dans une autre chaine C’ de L, alors C' = C".

— Le Lemme de Zorn affirme que si un sous-ensemble ordoné I est tel
que toute chaine de I posséde un majorant, alors I admet un élément
maximal.

— Par la suite, on note par E' = F(0) et A’ la restriction de A & E(0).

4.2.2 Chaine maximale de bandes

Soit L un ensemble ordonné de tous les sous espaces fermés de E’, rap-
pelons qu’une chaine C' de L est dite simple presque partout si elle satisfait
les conditions suivantes :

1) {0} eC, E €C.
2) Si Cy est une sous-famille de C, alors les sous-espaces fermés : ACy =
N{c:ce Cy}, VCy=U{c:ce Cy} sont dans C.

3) Pour tout M de C, I'espace quotient M/M_telque M_ =V {ce C:cG M}
est de maximum de dimension un.

D’aprés la condition (2), M_ € C' pour tout M € C.

Résultat 1 (voir [HP]) : La chaine C' est maximale si est seulment si
elle est simple.

Résultat 2 (voir [HP]) : Si (E', ||||) est un treillis de Banach (dim E’ > 2),
et si A’ est un opérateur compact positif quasi-nilpotent dans E’, alors il
existe un sous-espace invariant non trivial ( un idéal fermé dans E’)
invariant par A’.

Donc, nous obtenons la décomposition spectrale suivante (voir [AB1]) :

Proposition 4.2.1 Chaque opérateur compact positif quasi-nilpotent A’ dans
E' posséde une chaine mazimale de bandes qui sont A'—invariant (sous es-
paces invariants par A'). Dot la représentation matricielle de Jordan
de lopérateur A’.
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Démonstration.

En appliquant le Résultat 2, chaque opérateur compact positif quasi-
nilpotent A" admet un sous espace invariant bande non-trivial, et le lemme de
Zorn garantit 'existence d’une chaine maximale C' de sous espaces invariants
de bandes (voir [HP]). Si on note par B a I’ensemble ordonné des bandes,
alors on peut démontrer que C' est une chaine maximale dans B.

Soit (P) une partition de E’ selon la chaine maximale C, alors :

(P) {0} =E|C E| C ... E, C..E (E; € C),
telle que dim E!/E! | < 1.

Et A] est la restriction de A" & E alors :
Al = 1E{_ E! — E..
Il est évident que : A!, = Ai 5 est nilpotent de rang au maximum n. Si
EY est engendré par le vecteur non nul {v} , alors quelque soit n € N*, on a :
E{ = span{v},

EL = span{v, A'v},
Ej = span {v, A'v, A%v},

E! = span{v, A'v, ........ JA )
Si on dénote par U, = {v, A'v,........ , A1y} alors A/ admet une re-

présentation matricielle de Jordan d’une seule valeur propre zéro de la
forme :

0 1 0 0
0 0 1
A/ - UTL O O Un_17
0 0 O
tel que
(A;)n =0,
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par récurrence, on montre pour n 4+ 1 :

0
Al : _
Ay = Ui " i Unis

0
1

0 00 0

0 1 0 0 0

0 O :

o IR N Ik

: .. 0 1 0

0o -- 0 0 1

0 0 0 0

d’ou
(A;wl)n“ =0
alors, pour tout n € N*, (A7 )" = 0.

D’ou l'opérateur quasi-nilpotent A" admet une représentation de Jordan
selon la partition (P) de E’ sous la forme :

01
0 0

N =

0
0
1
I_
A=U 0

Remarque 4.2.1 1] est claire que la partition (P) est une chaine mazimale
car elle vérifie les trois conditions d’une chaine simple.
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4.2.3 Ensemble d’opérateurs qui commutent avec un
opérateur quasi-nilpotent positif

Théoréme 10 Soient E' un treillis de Banach, A’ un opérateur compact
quasi-nilpotent positif dans E', (P) une partition de E' selon A'. Les opé-
rateurs B’ qui sont A'—similaires et qui commutent avec A', admettent une
représentation matricielle triangulaire supérieure de dimension infinie (se-
lon la méme partition (P) de E' qu’on a considéré pour A'), de la forme
sutvante :

al a2 .o .. ... an
O a’l PR PR a/n—l
U U,
5)
0 0 aq
tels que ay,as, as, .... sont des parameétres arbitraires.

Démonstration.

Soit E’ un triellis de Banach tel que A’ un opérateur compact quasi-
nilpotent positif. D’aprés la proposition 4.2.1, A’ admet une décomposition
spectrale qui nous permet de définir pour chaque sous-matrice finie A/ Ien-
semble de toutes les matrices B/, qui sont définies dans le méme sous-espace
invariant que A/ et B! admettent une représentation matricielle triangulaire
supérieure ou les éléments de toutes les directions paralléles a la diagonale
principale sont égaux (D’aprées la Proposition 3.2.1).

0 1 0 0 - a,
0 0 1 : 0 3] Ap—1
A =1, o |U, B=U,| :
0 1 a9
0 0 O 0 0 ai

nous pouvons démontrer par récurrence que Vn € N*
!/ !/
[An7 Bn] = 07

il est clair que pour un entier n € N* la relation [A!, B]| = 0 est satisfaite,
et pour n + 1 on écrit A}, ,, B}, sous la forme :
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0 1 -0 0
Avpr = Unn : 0 1 0 Unsrs
0 0o 0|1
0 0 0
ap Gz an Ap+1
. ar,
B/TL+1 = Unn1 an Unjih
0 0 az
0 0 ax

qui satisfont
|:A;7,+17 B;H*l] =0,
alors, nous pouvons dire Vn € N* :
(A7, Bu] = 0.
Si on écrit :

B' = lim B, = B!,

n—oo

alors,

A", B'] = 0.

Exemple 3 Soit (% I’ensemble de suites X = (x,)>, de R, et sa norme est

définie par :
Xl = /> lzal

Et T est un opérateur quasi-nilpotent positif défini par :

T: 2 — (2

X — TX,
tel que :
TX = (22 2,
2 3 n
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et qui admet dans la base canonique {e;}.-, la représentation matricielle

o0
1=

sutvante :
0 0 O 0
0 0 % 0 0 0
0O 0 0 }L 0
0 0 %
on a )
k|| _—
1751l = (k+1)V
d’ot

lim || 7% X[ = 0.

k—oo

En appliquant la proposition 4.2.1, il existe une base U = {v, Tv, T?v, ..., T"v, ...

T
X2
T3

Tn

tel que T admet la représentation matricielle de Jordan suivante :

01 0 0 - -+ 0
oo 1 0 O - 0
00 0 1 O

d’on ’ensemble de matrices qui commutent avec T' sont de la forme :

a]. a2 DR o .. an
O al e o e a’nfl
U
5)
0 0 a1
tels que aq,as, as, .... sont des paramétres arbitraires.

o4

U—l

}



Conclusion D’aprés les sections 4.1 et 4.2, nous pouvons conclure ce
qui suit : Si A est un opérateur compact avec une partie quasi-nilpotente
positive dans un espace de Banach E, alors A peut étre écrit sous la forme

A= éLaAi DA et E= GnBEZ ® Eo (voir Proposition 4.1.1) tel que A; = Ajg,
et A’ — Ag, est la pcm?z'e quasi-nilpotente de A, alors on peut définir dans
E tous les opérateurs B tels que B = EnBBi ® B’ et BE; C E; (voir Théoréme
9 et Théoréme 10) satisfaisant [A, B] 0.

Remarque 4.2.2 L’opérateur B est compact si et seulement si B’ est com-
pact.
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Chapitre 5

Quelques applications

Dans ce chapitre, on présente une application sur le calcul du controéle
optimal dans la dimension finie. Concernant la dimension infinie, on donne
une application du calcul du contréle optimal de ’erreur associée & un obser-
vateur. Le probléme d’observateur trouve de nombreuses applications dans
les domaines de robotique, mécanique, transfert de la chaleur et les processus
biochimiques (voir [DO], [DR2], [EL], [LI], [LGX]).
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5.1 Calcul du controle optimal en dimension
finie
Nous considérons le systeme bilinéaire controlé suivant :

{:‘c(t) = Ax(t) + u(t)Bz(t)
z(0) = Zo,

ol A et B sont données comme suit :

2100 a b e f
0200 0 a 0 e
A= 0021 B= j ok ¢ d |’
000 2 0 5 0 ¢
on détermine le contréle 4(t) qui minimise la fonctionelle :

() = /0 W2t + (2(T), 2(T))

Comme [A, B] = 0, alors d’apres le théoréme 6 @ est une constante :

1 = const,

et
z(t) = zoeAtiB)t,

Le controle optimal doit minimiser J(u), d’ou u est solution de I’équation :

24 + (BT g (B + B e BTN = 0.

5.2 Controle optimal de l’erreur associée a
I’observateur en dimension infinie

Considérons un systéme bilinéaire controlé observé :

z(t) = Ax(t) + At)u(t) + B(u(t), x(t))
z(0) = =g (5.1)
y(t) = Ca(t),
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tels que u € L%([0,T],R), E est un espace de Hilbert et C' est un opérateur

linéaire borné dans E.

Nous supposons que A € L(D(A); E), (D(A) = domaine de A) le géné-
rateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement contenu G(t), nous rappelons
que :

G0)=1Id et ||G@)| <M.

Pour un systéme de type (5.1), un observateur "classique", qui est une
généralisation de la situation des systémes linéaires en dimension finie, est le

suivant (voir [GXB], [GXL]) :

f((é)) = AR+ Alult) + Blu(). 7)) — K(OF() — y(1)
i) = Cad).

L’objectif est de donner une estimation Z(t) de I'état z(t) du systéme
initial, telle que 'erreur :

e(t) =2(t) — 2(1),

qui tend vers zéro quand t tend vers l'infini, ’équation d’erreur dans ce cas

est :
¢ = Ae+ Blue)— KCe
e(0) = &g (5.2)
y—y = Ce.

Soit A’ = A — KC, alors le systéme (5.2) s’écrit :

) = Ae(t)+ B(u(t),e(t))
(0) = & (5.3)
yt) —y(t) = Ce(t),
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avec les notations, C*C € L(FE) et A’ € L(D(A), E). 1l découle de [CP] et

[PA] que A’ = A — C*C un générateur d’un semi-groupe continu S(¢) sur £
satisfaisant :

1S(t)|| < MeMIOt = ar,.

— Application.
Considérons le cas ou :

J(u) = / Jual ds + (D)2,

on suppose que B(u(t),e(t)) = u(t)Be(t), tel que B un opérateur linéaire de

rang fini, qui est défini par :

B 0
BzBl@Boz( 01 B, )

tel que By € M;5(C) et By est un bloc nul de dimension infinie :

-2 1 0 0 0
0o -2 1 0 0
B,= 0 0 -2 0 0
0 0 0 -3 1
0 0 0 0 -3

Si A’ est défini tel que le crochet de Lie [A’, B] est nul, alors selon le théo-
réme 6, il existe un controle constant optimal qui minimise la fonctionnelle

J. D’apres le théoréme 8, toutes les matrices qui commutent avec B sont de
la forme :
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aq (05} as 0 0
0 aq a9 0 0
0O 0 a O 0 |O
0O 0 0 b b ’
O 0 0 0 b
0 0
nous choisissons A’ de la forme :
0O 1 0 0 O
0O 01 0 O
D ;L 0O 0 0 0 010
A=20%=11g g 0 0 1 )
0O 0 0 0 O
0 0

tel que Aj est un bloc infini nul.

On détermine le controle optimal @ du probléme (5.3) qui est une constante,
solution de I’équation : :

21 + e [exp(A’ + uB))! [B + B [exp(A + uB)]ey = 0, (5.4)

pour ¢} = (1,1,1,1,1,0,0,0, ....), tel que :

e? e?(u+l) S (u+1) 0 0
0 e~ e?(u+1) 0 0
_ 0 0 -2 0 0 0
eXP(A'—i—uB) = 0 0 60 3 3 (ﬂ + 1)
0 0 0 0 e ?
0 I

et (5.4) est équivalent & :

a4 60 + (2e* +2e72 + 15)u + de 2 + 14 = 0,
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la solution est :

u=—0.11748,
et

S(t) _ e(AJrTLB)tSO
e(t)=e (14 0.88252¢ + 0.38942¢2 | 1+ 0.88252t, 1, (1+0.88252t)e ",
et, 0, 0, ... )

tel que £(t) tend vers zéro quand ¢ tend vers l'infini.
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Conclusion et perspectives

Les systémes de controle bilinéaires constituent une classe importante et
particuliere des systémes non-linéaires. En dimension finie, il est bien connu
que le principe du maximum de Pontryagin (PMP) donne une condition né-
cessaire d’optimalité. A priori, en dimension infinie, il n’existe pas d’analogue
au (PMP). Dans un travail récent (voir [PP]), les auteurs ont proposé une
méthode permettant de donner une expression explicite du contréle optimal
pour une classe de systémes de controle de la forme z(t) = Az + u(t)Bx et
dont ’algébre de Lie engendrée par les opérateurs A et B est nilpotente pour
le crochet [A, B] = AB — BA.

Cette thése s’inscrit dans cette problématique et a pour principal objectif
de construire des algébres de Lie nilpotentes de rang un, pour des opérateurs
bornés en dimension infinie.

Le probléeme alors est le suivant :

Construire explicitement un opérateur B qui commute avec un opérateur
donné A de dimension finie ou de rang fini ou bien compact. Ces constructions
sont basées sur les résultats de Gantmacher [GA]. L’idée est de définir 1’en-
semble des matrices qui commutent avec une matrice donnée en dimension
finie. Ces résultats sont généralisés en dimension infinie, dans les situations
suivantes :

- Cas d’'un opérateur de rang fini qui admet une représentation matri-
cielle quasi-diagonale.

- Cas d’'un opérateur compact dans un espace de Banach avec une
partie quasi-nilpotente positive. Cet opérateur admet un ensemble dé-
nombrable de valeurs propres non nulles, qui s’accumulent au point zéro.

Sur la base de ces différents résultats, Les perspectives sont les sui-
vantes :
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- Dans la pratique, un grand nombre de phénomeénes sont modélisés par
des opérateurs non bornés, par exemple 1’équation de la chaleur. Un projet
intéressant est de généraliser les résultats obtenus pour le cas des opérateurs
non bornés.

- Un autre projet est de généraliser I’étude & des rangs supérieurs, c’est
a dire de construire une algebre de Lie nilpotente de rang deux et plus.

- Il est aussi trés utile d’appliquer les résultats obtenus a d’autres pro-
bléemes issus de phénomeénes concrets.
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