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Introduction

Dans la plupart des systémes de la mécanique des milieux continus, il existe des
situations dans lesquelles un corps déformable entre en contact avec d’autres corps ou
bien avec une fondation rigide ou déformable. La problématique du contact est essen-
tiellement de savoir comment les forces sont appliquées sur une structure et comment
réagissent ces structures lorsqu’elles subissent ses forces. Les problémes de contact
mécanique apparaissent principalement dans des domaines aussi variés que 1’aéronau-
tique, la mécanique automobile, le génie civil, les sciences du bois, la médecine, la
production de ’énergie (assemblage des structures, fissuration dans les joints soudés)
et les systemes de transmission. Prenant en compte les comportements divers des mi-
lieux continus, elle englobe I'hydrodynamique, la dynamique des gaz, 1’élasticité, la
plasticité et d’autres types de comportement.

Vu l'importance du phénomeéne, des efforts ont été consacrés & la modélisation,
I’analyse ainsi que ’approximation numérique des processus physiques provenant des
contacts entre des corps déformables ou entre un corps et une base rigide, déformable
ou lubrifiée. Par conséquent, une théorie mathématique générale de la mécanique du
contact (MTCM) a actuellement émergé. Elle concerne les structures mathématiques
qui sont & la base des problémes de contact avec des lois constitutives différentes,
c’est-a~dire, différents matériaux, diverses géométries et des conditions de contact dif-
férentes ; voir par exemple ([42], [44], [50]).

La modélisation des problémes de contact d’un corps déformable avec une base

dépend essentiellement des propriétés mécaniques du matériau considéré, ainsi que
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des conditions aux limites de contact.

Les matériaux piézoélectriques sont extrémement utilisés comme interrupteurs et
actuateurs dans beaucoup de systémes d’ingénierie, en radio électronique, 1’électroa-
coustique et la mesure des équipements. Ils sont caractérisés par le couplage des pro-
priétés mécaniques et électriques. Ce couplage conduit a ’apparition d’un potentiel
électrique suite a une déformation mécanique et, inversement, une déformation mé-
canique est générée lorsqu’un potentiel électrique est appliqué. Les matériaux piézo-
électriques, pour lesquelles les propriétés mécaniques sont viscoélastiques sont appelés
"les matériaux électro-viscoélastiques".

De modéles généraux pour des matériaux électro-élastiques ayant un effet piézo-
électriques peuvent étre trouvés dans [6, 7, 10, 27, 47]. Un probléme de contact avec
"slip-dépendent" pour les matériaux électro-élastiques a été étudié dans [46].

Actuellement, un intérét considérable est porté aux problémes de contact avec
frottement impliquant les matériaux piézoélectriques voir par exemple [36].

Un autre phénomeéne treés important en ingénierie sera considéré dans cette these,
il s’agit du phénoméne de contact avec 'effet thermique. Les processus de contact et
de frottement s’accompagnent invariablement d’une production de la chaleur qui peut
étre considérable. A titre d’exemple, le freinage brusque d’une voiture peut entrainer la
dissipation d’une puissance importante sous forme de chaleur. L’effet thermique dans
les processus de contact affecte la composition et la rigidité des surfaces et provoque
des contraintes thermiques dans les corps en contact. La facon dont la chaleur affecte
les propriétés mécaniques d’une surface peut étre partiellement prise en compte (en
supposant que le coefficient de frottement dépend de la température voir [43]. Les
modeéles mathématiques en thermique ont besoin de quatre éléments : la condition de
production de la chaleur, la condition décrivant 1’échange de la chaleur entre le corps
et la fondation, la relation constitutive et I’équation de ’énergie. Ces modeéles ont été
développés récemment dans [5, 25, 26, 37, 52].

L’objectif de cette thése est I’étude de quelques problémes thermo- électro-viscoélastiques



de contact avec frottement entre des corps cylindriques déformables et une fondation.
Nous nous intéressons au cas des déformations antiplans, i.e. le champ des déplace-
ments est parallele aux génératrices du cylindre et est indépendant de la coordonnée
axiale. De tels problémes ont déja été étudiés par plusieurs auteurs, sous plusieurs
lois de contact et de frottement et différentes lois de constitution, citons par exemple
[31, 39, 51]. Diverses loi de frottement sont envisagées, elles sont définies par des ver-
sions de la loi de Tresca, le couplage entre I'effet thermique et 'effet électrique constitue
I’originalité des modeles étudiés dans cette theése.

Nous allons étudier dans cette thése des problémes avec différents conditions de
contact avec frottement. Nous commencons par décrire des problémes antiplans de
contact thermo-piézoélectriques de départ et, aprés avoir précisé les hypothéses sur les
données, nous présentons des formulations variationnelles des problémes posés pour
lesquelles nous démontrons ’existense et I'unicité des solutions par rapport aux don-
nées et aux parametres.

Cette thése se compose de deux grandes parties, dont la premiére partie contient
trois chapitres et la deuxiéme partie contient deux chapitres.

Dans le chapitre 1, nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans cette
thése, et donnons quelques propriétés nécessaires pour 1’élaboration de ce travail. Dans
le chapitre 2, nous évoquons quelques résultats issus de la théorie des inéquations
variationnelles elliptiques, équations d’évolution, les inéquations quasi-variationnelles
avec terme mémoire.

Le chapitre 3 se compose de deux sections. Dans la premiére section, on intro-
duit la modélisation du contact des problémes quasistatiques. On rappelle le cadre
physique et les modéles mathématiques contenant les différentes équations et condi-
tions de contact concernant le champ des déplacements, des constructions des lois de
frottement. Dans la seconde partie, on présente une modélisation des problémes an-
tiplans. Nous citons tout d’abord des hypotheses et des équations, puis nous faisons

une présentation des conditions aux limites avec frottement. Le chapitre 4 est consacré
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a ’étude mathématique d’'un probléme de contact antiplan avec frottement entre un
matériau électro-viscoélastique, supposé avec effet thermique ; et une base. Le contact
est modélisé par une condition de Tresca ou le coefficient de frottement dépend du
taux de glissement total. Apres avoir établi la formulation variationnelle et avoir posé
les hypothéses nécessaires, nous établissons les résultats d’existence et d’unicité en se
basant sur la théorie des inéquations variationnelles d’évolution avec viscosité pour le
champ des déplacements, avec une équation variationnelle dépendant du temps pour
le champ électrique et une équation d’évolution de premier ordre pour le champ ther-
mique et des arguments du point-fixe de Banach. Finalement, nous considérons un
résultat de convergence de la solution faible du probléme par rapport aux données

Le chapitre 5 porte sur I’étude mathématique d’un probléme de contact en thermo-
électro-viscoélastique avec frottement de Tresca. Le matériau est modélisé par une loi
constitutive générale de nature thermo- électro-viscoélastique avec longue mémoire.
Nous établissons un résultat d’existence et d’unicité de la solution moyennant les
techniques de point fixe et des équations d’évolution d’ordre un avec des opérateurs
monotones. Le contenu de ce chapitre a fait 'objet de la publication [11].

Nous concluons que la solution du probléme antiplan élastique de contact de type
Tresca peut étre approximée par la solution du probleme antiplan viscoélastique de
contact avec frottement de type Tresca, quand le coefficient de viscosité est suffi-
samment petit. Ce résultat indique que, dans le contexte des problémes antiplans,
I’élasticité avec frottement de type Tresca peut étre considérée comme un cas limite
de viscosité avec frottement de type Tresca.

Nous cloturons cette theése par une conclusion générale, une perspective et une

bibliographie détaillée.
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Notations

Q est un domaine de R?%(d=2,3), on note par :
r la frontiére de €2 supposée réguliére,
mes I’ la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de I'y,

I';(i =1,3) une partie mesurable de T',

v la normale unitaire sortante a I,

Uy, Uy les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel v ,
Oy, 0, les composantes normales et tangentielles du champ tensoriel o,
Cl(Q) I'espace des fonctions ré elles continument différentiables sur €2,

X =V x W Tlespace produit de deux espaces V' et W.

viil



Si de plus [0, 7] est un intervalle de temps, k € N et 1 < p < +00, on note par

C(0,T;X) 'espace des fonctions continues de [0,7] dans X,

C'(0,7;X)  lespace des fonctions continiiment dérivables sur [0,7] dans X,
Lr(0,7; X) I'espace des fonctions fortement mesurables sur [0,7] dans X
- lo 0,720 la norme de L? (0,7 X)),

WP (0,T; X) lespace de Sobolev de paramétres k et p,

I-lwrs@r.x) lanorme de Wk (0,T; X),

I=1(0,T) intervalle du temps, et I = (0,7T).

Pour une fonction f; on note par

dom f le domaine de la fonction de f;

supp f le support de f,

O0if, f.i ladérivée partielle de f par rapport a la iéme composante x;,
Vf le gradient de f,

Div f  la divergence de tenseur o,

e(f) la partie symétrique du gradient de f,

af le sous différentiel de f,

div f la divergence de vecteur f.

Autres notations

X



liminf  la limite inférieure,

limsup la limite supérieure,

D (Q) I’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et a support compact,
D<Q)d {90:(@1>79016D(Q)7i:1>_d}7

@ {fec=@", f=0sur},

S espace des tenseurs d’ordre deuxs ymétriques sur R c’est a dire S = R%*¢,

% 9

le produit scalaire sur R? et S%,

7] la norme euclidienne sur R et S¢,

C une constante générique strictement positive,
A" puissance n de 'operateur A,
p.p. presque partout,



Premiére partie

Outils mathématiques et

modélisation



Cette premiére partie contient trois chapitres, dans le chapitre 1, nous introduisons
les espaces fonctionnels utilisés dans cette thése, et donnons quelques propriétés né-
cessaires pour 1’élaboration de ce travail. Dans le chapitre 2, nous évoquons quelques
résultats issus de la théorie des inéquations variationnelles elliptiques, équations d’évo-
lution, les inéquations quasi-variationnelles avec terme mémoire.

Le chapitre 3 se compose de deux sections. Dans la premiére section, on introduit
la modélisation du contact d’un probléme quasistatique. On rappelle le cadre physique
et le modéle mathématique contenant les différentes équations et conditions de contact
concernant le champ des déplacements, des constructions des lois de frottement. Dans
la seconde partie, on présente une modélisation des problémes antiplans. Nous citons
tout d’abord des hypothéses et des équations, puis nous faisons une présentation des

conditions aux limites avec frottement,
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Chapitre 1

Outils mathématiques

Dans ce chapitre, nous présentons quelques préliminaires de ’analyse fonctionnelle
qui seront utilisés partout dans cette these. Il nous est paru utile de donner quelques
rappels sur les espaces normés, les espaces fonctionnels, le théoréme de point fixe
de Banach et un résultat de point fixe qui s’adapte aux inéquations variationnelles
avec des opérateurs & mémoire. Finalement, nous passons en revue quelques résultats

fondamentaux de I’analyse fonctionnelle linéaire dans les espaces de Hilbert.



1.1 Espaces fonctionnels

1.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section nous donnons quelques rappels sur les espaces fonctionnels a
valeurs réelles qui nous aidons & comprendre les propriétés des espaces appropriés a
la mécanique. Nous allons aborder les espaces des fonctions continues et contintiment
différentiables, les espaces de Lebesgue et les espaces de Sobolev. Pour plus de détail,

voir par exemple [12, 24].

Etant donné un ouvert Q de R% Soit x = (xy,...,24) un élément de R? et soit
d
a = (ay, ..., az) € N un multi-indice tel que |a| = 3 «;, nous posons
i=1

ooy ()
Dv(z) = g
o) = Gom g

1.1.1 Espaces des fonctions continues et contintiment diffé-

rentiable

On note par C(Q) I'espace des fonctions continues sur Q. C(£2) est un espace de

Banach dont la norme est la suivante :
vl = sup{lo(e)| = € Q) = max{o(e)|: x € D).
Pour m > 0, 'espace C™(€2) défini par
C™"(Q)={veCQ) : D e C(Q) pour tout « tel que |a| < m}.

C’est I'espace des fonctions continues sur 2 dont les dérivées d’ordre au plus m sont

également continues sur {2.
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1.1 Espaces fonctionnels

L’espace C"™(Q) est un espace de Banach dont la norme est donnée par

"U‘Cm(ﬁ) = Z |DQU‘C(§)'

laj<m

Par ailleurs, C*(£2) désigne I’espace des fonctions indéfiniment différentiables
C*@Q)=()C"Q)={veC@): veC™Q) Ym=01,.}
m=0

Soit v une fonction dans €2, le support de v est défini par

suppv ={v € Q: wv(z)# 0}.

Si supp v est un sous-ensemble propre de €2, on dit que v est une fonction & support
compact dans €.

L’espace des fonctions indéfiniment différentiables & support compact est donné par

Ce(Q)={veC>®(Q): supp vCQ}.

1.1.2 Espaces de Lebesgue L’

Pour p € [1,00[, LP(Q2) désigne I'espace des fonctions mesurables au sens de Le-

besgue définies sur €2 & valeurs dans R.
LP(2) ={v:Q — R: v Lebesgue mesurable et |v|’ Lebesgue intégrable sur Q}.

C’est un espace de Banach, dont la norme est donnée par

ol = ( [z’
(forac)
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1.1 Espaces fonctionnels

Sip=ocoetv:— R est mesurable, alors
10002 = supesslo(z)] = infie: fv(@)] < e}

L’espace L>°(£2) est aussi un espace de Banach.

1.1.3 Espaces de Sobolev

Une bonne partie de ’analyse des équations aux dérivées partielles se déroule dans
les espaces de Sobolev. On renvoi le lecteur aux ouvrages [12, 1] pour plus de détails.

Soient k € N et p € [1,00]. Nous définissons les espaces de Sobolev par
WkP(Q) = {u € LP(Q) tel que D*u € LP(Q) avec |a| < k}.

La norme sur I'espace W*?(Q) est définie par

e

|

( > ]Dau\ip(m)p sil<p<+oo;

| <k

HUHWM(Q) =

max|Du| e (o) si p = oo.
\ lo|<k

L’espace de Sobolev W*P(Q) est un espace de Banach.
Pour p = 2, W*2(Q) sera noté par H*(2), qui est un espace de Hilbert dont le produit

scalaire est donné par

(u,v) = / Z Du(z)Dv(z)dr  Yu,v € H*(Q).
Q lel<k
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1.1 Espaces fonctionnels

1.1.4 Normes équivalentes sur ’espace H'()

On a quelques résultats sur 1'espace de Sobolev H!(Q) défini par
H'(Q) = {ue L*(Q) tels que dju € L*(Q),i=1...d}.

D’abord, on note par Vu le vecteur de composante d;u. On a Vu € L? (Q)d pour tout
u e H(Q).

On sait que H'(£2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, ’U)Hl(g) = (u, U)]LQ(Q) + (@u, aﬂ})l}(g) .
Avec la norme associée
1
||U||H1(Q) = (Uau)}le(n)?

et on écrit

2 2 2
ullzr ) = Nullzz@) + VU720 -

On a les résultats suivants
C' () est dense dans H*(Q).
Théoréme 1.1.1 (Rellich)
HY(Q) C L*(Q) avec injection compacte.

Théoréme 1.1.2 (Trace de Sobolev) Il existe une application linéaire et continue

v HY(Q) — L*(T) telle que yu = u\r pour u € C*(Q).

Remarque 1.1.3 1. L’espace L*(T) ci-dessus représente l’espace des fonctions

réelles sur I' qui sont L* pour la mesure superficielle d T .

2. L’application v s’appelle application trace; elle est dé finie comme le prolonge-
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1.1 Espaces fonctionnels

ment par densité de l'application u — u\r définie pour u € C1(Q).
3. On note que lapplication de trace v : H(2) — L*(T') est un opérateur compact.
1.1.5 Les espaces de sobolev associés aux inconnues électriques

Dans ce qui suit, nous définissons les espaces de Sobolev associés aux inconnues
électriques (champ du déplacement électrique D et le potentiel électrique ¢) des pro-
bléemes électro-mécaniques qui vont étre traités dans cette these.

Soient les deux espaces

W = {D= (D) |D;eL*(Q),divD eL*Q)}, ou divD = (D;;)
W = {{eH'(Q)|¢=0surT,}.

Ces espaces W et W sont des espaces réels de Hilbert munis des produits scalaires

donnés par

(D, E)yy = (D,E) s + (divD, divE), 2 .

(. 0)w = (Ve V¢)L2(Q)d ,
et leurs normes associées ||.|,, et |.||;, , respectivement.
1Dl = IDIIE2(ye + IdivDllzagy el = 1Voll 2y -
Puisque mesT', > 0, 'inégalité de Friedrichs-Poincaré est satisfaite, ainsi,
I9€l < cr llél gy » V€ € W, (1.1)

ot Cr > 0 est une constante qui dépend uniquement de Q2 et T'y et V& = (£ ;).

Il s’ensuit de (1.1) que [[.[| 5, o) et [|-[ly sont des normes équivalentes sur W et donc
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1.1 Espaces fonctionnels

(W, ||-lly7) est un espace réel de Hilbert. De plus, par le théoréme de trace de Sobolev,

il existe une constante ¢y dépendant uniquement de €2, I', et I's telle que

1€l L2y < o€l , VE€W. (1.2)

Aussi, rappelons que lorsque D € L?(Q2)? est une fonction réguliére, la formule de

Green (3.88) est satisfaite

(D, VE)2(ya + (divD, )20y = /F Dv.(da , V¢ € H' (). (1.3)

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le

lecteur par exemple & [13, 1] et [12].

1.1.6 Espaces des fonctions & valeurs vectorielles

On aura besoin des espaces des fonctions & valeurs vectorielles dans ’étude des
problémes variationnels dépendant du temps. Soit (X, |.||y) un espace de Banach.
Dans les problémes de contact étudiés dans cette these [0,7] désigne I'intervalle de

temps ou 1" > 0.

Espaces C™(0,7; X). Nous définissons C'(0,T’; X) I’espace des fonctions v : [0,T] —

X qui sont continues sur U'intervalle [0, T]. Avec la norme

= t .
||U||C(0,T;X) tg&}T{] lo(®) ]l

L’espace C(0,T; X) est un espace de Banach.

Pour m > 0, nous définissons ’espace

C™0,T;X)={veC(0,T;X): vV eC0,T;X), j=1,2,..m}.

page 8



1.1 Espaces fonctionnels

Il est un espace de Banach avec la norme

9
HUHCm(o,T;X) 0t§3¥ HUJ X

En particulier, C*([0, T]; X) désigne I’espace des fonctions continument différentiables

sur [0,7] a valeurs dans X. C’est un espace de Banach avec la norme

Ivllerorn = max o(®)lx + mas. 96

Espaces L?(0,7;X). Pour p € [1,00), l'espace LP(0,T; X) est 'ensemble de toutes
T

les fonctions mesurables v : [0,7] — X telle que [|v|%dt < co. L’espace LP(0,T; X)
0

est un espace de Banach avec la norme

- ( / W dt)

L’espace L>(0,7; X) est ’ensemble de toutes les fonctions mesurables v : [0, 7] — X

telle que ||v(t)]|y < oco. Avec la norme

[01] oo 0,7:x) = €58 sup [[o(t)]|x
t€[0,T]

I'espace L>(0,T; X) est un espace de Banach.
Lorsque (X, (.,.)) est un espace de Hilbert, L?(0,T; X) est aussi un espace de Hilbert

avec le produit scalaire

(4, v) 20,1,x) = /(u(t),v(t))xdt.

page 9



1.2 Quelques résultats élémentaires

Espaces W#?(0,T; X). Pour k € Z, et 1 < p < 0o, nous présentons ’espace

WH2(0,T; X) = {v € LP(0,T; X) :

: Hv(m)”LP(O,T;X) < 00,Vm < k}.

Lorsque p < oo, nous définissons la norme dans espace W*?(0, T’; X) par

lelhysnren) = ( / > [ ok)

0<m<k
Lorsque p = 0o, la norme est définie par
vl = max ess sup Hv ®)]| -
Wk.o0(0,T;X X
( ) 0<m<k te[0,T]

Si X est un espace de Hilbert et p = 2, alors I'espace
H*(0,T; X) = W*2(0,T; X),

est un espace de Hilbert avec le produit scalaire
(s v) (0.1, Z / o™ () xdt.
0<m<k

Pour plus de détails sur les résultats résumés dans ce paragraphe nous renvoyons le

lecteur par exemple a [14].

1.2 Quelques résultats élémentaires

Théoréme du point fixe de Banach

Le théoréme du point fixe de Banach va étre utilisé plus tard dans cette thése pour

démontrer 'existence et 'unicité de la solution. Soit X un espace de Banach muni de
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1.2 Quelques résultats élémentaires

la norme ||.||y , K C X une partie de X et soit A : K — X un opérateur défini sur K.

On s’intéresse a 1'exitence d’une solution de I’équation
Au=u; ue K. (1.4)

Une telle solution de (1.4) s’appelle un point fixe de A dans K.

Théoréme 1.2.1 (Point fixe de Banach) Soit K une partie non vide et fermée de
lespace de Banach X et soit A : K — K wune contraction, i.e,3 k €]0, 1] tel que

|Au — Av||y < kllu—v|y, Yu,v € K. (1.5)

Alors il existe un unique élément u € K tel que A(u) = u, i.e, A posséde un point fize

unique dans K.

Rappelons que les puissances de 'opérateur A sont définies récursivement par
A" = A(A™1) pour n > 2.

Théoréme 1.2.2 Sous les mémes conditions du Théoréme 1.2.1, on suppose que
A™ est une contraction pour un certain entier n > 2. Alors A admet un point fize

unique dans K.

Lemme 1.2.3 Soit A : C(0,T;X) — C(0,T; X) un opérateur satisfaisant la pro-

priété swivante : il existe ¢ > 0 tels que

1Ay (8) = Ao (D) < ¢ Jo lImi(s) = ma(s)llx ds
Vn17n2€C(O7T;X)a le [OaT]

Alors, il existe un élément unique n* € C(0,T; X) tel que An* = n*
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1.3 Opérateurs linéaires dans les espaces normés

1.3 Opérateurs linéaires dans les espaces normés

Définition 1.3.1 Etant donné un espace linéaire X , une norme ||.|| est une fonction
de X a R avec les propriétés suivantes.

I- |lully >0 Yue X, et |jul|ly =0 siu=0x.

2- |lou|ly = alully Vue X, Va e R.

3 lutollx <llullx +llvllx Yu, ve X.

Le couple (X, ||.||y) est appelé un espace normé. Ici et partout dans cette these ,

Ox désignera I'élément zéro de X.

Définition 1.3.2 Soient X etY des espaces linéaires. Une applicationa : X XY — R
est appelée forme bilinéaire si elle est linéaire dans chaque variable, c’est-a-dire pour

chaque uy, us, u € X, v, vo, v €Y, et ay, as € R,

a (oquy + agus, v) = aqa (ug,v) + aga (ug,v),

a (u, aqv1 + agvy) = aqa (u,v1) + aga (u, ve) .

Dans le cas X =Y, on dit qu’une forme bilinéaire est symétrique si
a(u,v) =a(v,u) Yu,veX.
Si X et Y sont des espaces normés, on peut considérer la continuité des formes
bilinéaires.

Définition 1.3.3 Soient (X, ||.||x) et (Y, |.|ly) deux espaces normés. Une forme bili-

néaire a : X XY — R est dite continue s’il existe une constante M > 0 tel que

a(w, ) < M ully olly Vue X, VoeV.
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1.3 Opérateurs linéaires dans les espaces normés

Dans le cas X =Y , on dit qu’une forme bilinéaire est X-elliptique s’il existe une
constante m > 0 tel que

a(v,v) >mlvl5x Vv e X.

Les formes bilinéaires symétriques continues et X-elliptiques définies sur un espace
de Hilbert X seront utilisées dans la suite de cette thése dans I'étude des inégalités

variationnelles et quasi-variationnelles.

1.3.1 Fonctions convexes-semi- continuité inférieure

Nous présentons dans ce paragraphe quelques rappels sur les fonctions convexes et

sur les fonctions semi-continues inférieurement.

Définition 1.3.4 Soit ¢ une fonction définie sur un espace vectoriel réel X et a va-
leurs dans |—o0, +00| . Une telle fonction est dite propre si elle n'est pas identiquement
égale o oo, c’est-a-dire s’il existe ug € X tel que p(ug) < +00. La fonction ¢ est dite

otu+(1—tw) <tp(u)+(1—-1t)p), YuvelX, te]o,l]. (1.6)

La fonction ¢ est dite strictement convexe, si cette derniére inégalité est stricte pour

tout u,v € X tel que u # v.

Définition 1.3.5 Une fonction ¢ : X — |—o00,+00] est dite semi-continue inférieu-
rement (s.c.i.) en uy € X si

lim infp(u) > o(ug).

u—uQ

Une fonction est dite s.c.i. sur K C X, si elle est s.c.i. en tout point de K et elle est

dite s.c.1 si elle est s.c.i sur tout X.

1.4 Différentiabilité et sous différentiabilité
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1.4 Différentiabilité et sous différentiabilité

Nous rappelons maintenant la définition des fonctions Gateaux-différentiables.

Définition 1.4.1 Soient (X, (.,.)x) un espace préhilbertien, ¢ : X — R et u € X.

Alors ¢ est Gateauz-différentiable au point u s’il existe un élément Vp(u) € X tel que

o #l t0) = ()

t—0

= (Vo(u),v)x Yve X. (1.7)

L’élément Vo(u) qui satisfait (1.7) est unique et s’appelle le gradient de ¢ en u. La
fonction ¢ : X — R est dite Gateauz-différentiable si elle est Gateauz-différentiable
en tout point de X. Dans ce cas, l'opérateur Vi : X — X qui associe chaque élément

u € X par lélément Vp(u) est appelé Uopérateur gradient de p.
La convexité des fonctions Gateauz-différentiable peut étre caractérisée comme suit.

Proposition 1.4.2 Soit (X, (.,.)x) un espace préhilbertien et soit ¢ : X — R une
fonction Gateaux-différentiable . Les énoncés suivants sont équivalents :
(i) ¢ est une fonction conveze ;

(i1) @ satisfait l'inégalité

(i11) le gradient de ¢ est un opérateur monotone

(Vo(u) = Ve(v),u—v)x >0 Yu,veX.

Soit (X, (.,.)x) un espace préhilbertien et soit ¢ : X — R une fonction convexe et

Gateaux-différentiable. Alors ¢ est semi-continue inférieurement.

Définition 1.4.3 Soit ¢ : X — (—o00,+00] et soit u € X. Le sous-différentiel de ¢

en u est ['ensemble

dp(u) ={f € X : o) —p(u) > (fiv—u)x VveXj.
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1.5 Triplet de Gelfand

On note

D(0p)={ueX : 0p(u)#0}.

La fonction ¢ est dite sous-différentiable en uw € X siu € D(0yp), et chaque élément
f € 0p(u) s’appelle sous-gradient de ¢ en u. La fonction ¢ est dite sous-différentiable
si elle est sous-différentiable en tout point de X, c’est-a-dire si D(Jp) = X.

On peut montrer qu'une fonction ¢ : X — (—o00,+00] sous-différentiable est
convexe et semi-continue inférieurement. En outre, pour les fonctions convexes, le

lien entre 'opérateur gradient et sous-différentiel est donné par le résultat suivant.

Proposition 1.4.4 Soit p : X — R une fonction convexe et Gateauz-différentiable.

Alors ¢ est sous-différentiable et 0p(u) = {V(u)} pour tout u € X .

1.5 Triplet de Gelfand

Dans cette section nous rappelons la définition d’un Triplet de Gelfand. Pour cela

on va commencer par un rappel sur le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet

Théoréme 1.5.1 Soit H un espace de Hilbert et soit H' son espace dual. Alors, pour

tout o € H', il existe f € H unique tel que

(0, V) grosr = (fsv) g, Yv € H.
On a de plus
el =11 -
Preuve. Pour une démonstration, voir ( [12], pages 81 — 82). m

L’importance de ce théoréme est que toute forme linéaire continue sur H peut se
représenter & 1’aide du produit scalaire. L’application ¢ — f est un isomorphisme

isométrique qui permet d’identifier H et H'.
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1.5 Triplet de Gelfand

Soit maintenant V' un espace de Hilbert réel tel que V' soit dense dans H et [’in-
jection V' C H est continue. On identifie H et H'. Soit V' le dual de V. On peut alors
prolonger H dans V' gréce au procédé suivant : Nous utilisons maintenant le théoréme
de représentation de Riesz pour étant donné f € H, 'application v € V — (f,v)y
est une forme linéaire continue sur H et a fortiori sur V'; on la note T'f € V' de sorte
que

(Tf,v)yigy = (f,v)u, Ve H, YveV.

On vérifie que T : H — V' posséde les propriétés suivantes

WITFly. < Clfll, Vf € B,
(2) T est injective,
(3)T(H) est dense dansV”.
En général T n’est pas surjective de H sur V'. A 'aide de T on plonge H dans V' et

on a le schéma

VCH=H cV/,

ou les injections canoniques sont continues et denses. Ce triplet est appelé triplet de

Gelfand. On dit que H est I'espace pivot.

Théoréme 1.5.2 Soit V. C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A : V. — V' un

opérateur hemicontinu et monotone qui satisfait

a) (Av,v)y,,y >wlols + A YoeV,

(1.8)
b | 4vly, < Cy(oly +1), YweV.

Pour des constantes w > 0, C; > 0 et A € R. Etant donnée ug € H et f € L2(0,T;V").
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1.5 Triplet de Gelfand

Alors, il existe une fonction unique u qui satisfait

we L20,7;V)NC(0,T; H), weL*0,T;V"),
u(t) + Au(t) = f(t), p.pte]0,T], (1.9)
u(0) = up.

Théoréme 1.5.3 Soit V C H C V' un triplet de Gelfand, K est un ensemble convexe,
fermé non vide de V; et soit a(.,.) : V x V — R un opérateur bilinéaire, continu et

symétrique tel que pour certaines constantes ¢ > 0 et cy,
a(v,v) = ool = Cllolly . Yo € H.

Alors, pour chaque ug € K et f € L*(0,T;H); il existe une unique fonction u qui
satisfait

u € L*0,T; V)N W0, T; V'),

et que u (0) = ug, u(t) € K, pour tout t € 0,7,
(w(t), v—u(t)yy +au(t),v—u(t) > (f(t),v—u(t))y,Yve kK, pptel0,T],

Théoréme 1.5.4 Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.) et la
norme |.||. On identifie H et son dual. Soit V' un autre espace de Hilbert de norme
|.ll . On suppose que

VcHCV.

Soit T > 0 fizé, pour presque tout t € [0,T] on se donne une forme bilinéaire a(u,v) :

V x V — R vérifiant les propriétés

i) La fonction t — a(t;u,v) est mesurable Yu,v € V.
it) a(t;u,v) < M ||lu|| ||v]]  p.pt€]0,T], Yu,veV. (1.10)
i) a(t;v,v) > allul|” = C o> YveV pptel0,T],YveV,
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1.6 Quelques inégalités

ot >0, M et C sont des constantes, ug € H et f € L*(0,T;V").

Alors il existe une fonction unique u telle que

d
we LX0,T; V)N C(0,T; H) et d—if e L*(0,T; V). (1.11)

(% (1), v) +altu(t),v) = (f(t),v), ppt€[0,T], WweV,

u(0) = up.

SN

(1.12)

1.6 Quelques inégalités

Nous présentons dans cette section quelques inégalités élémentaires qui sont utiles
dans les deux dernies chapitres de cette thése. A cet effet, nous employons au-dessous
la notation C ([a;b]; R) pour l'espace des fonctions continues a valeurs réelles définies

sur lintervalle compact [a;b] C R.

Lemme 1.6.1 (Inégalité de Gronwall) Soient f,g € C([0,T]) et supposons qu’il

eziste ¢ > 0 tel que

f(t) < g(t)+c/f(s)ds v e [0,7].

Alors

t

ft) <g(t)+ c/g(s)ec(ts)ds Ve [0,7).

Si g est non décroissante, nous avons que
f() < g ¥ € [0,7].

La démonstration de ce lemme peut étre trouver dans [28].

Nous avons également besoin du résultat suivant.

Lemme 1.6.2 (Inégalité de Young) Soient a,b > 0 et 1 < p,q < oo deux expo-
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1.6 Quelques inégalités

sants conjugués. Alors

ab < — + —.
q

Un cas simple (relativement fréquent) de I'inégalité de Young est I'inégalité avec

des exposants 2 :
a’> b?
b< — 4+ —,
W=7

qui donne également 'inégalité de Young avec ¢ (valide pour tout € > 0) :
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Chapitre 2

Inéquations variationnelles et

inéquations d’évolution

Dans ce chapitre, nous passons en revue quelques résultats standards d’existence et
d’unicité pour des inéquations variationnelles, Inéquations d’évolution. Ces résultats
seront nécessaires dans ce qui suit et pour plus de détail, voir [49], [3]. Dans ce chapitre,

X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.) et la norme associée ||| y.
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2.1 Inéquations variationnelles

2.1 Inéquations variationnelles

Dans cette partie, nous présentons quelques théoréemes sur la solvabilité des in-
équations variationnelles elliptiques et quasi-variationelles. Nous commencons par une
existence de base et résultat d’unicité pour les inéquations variationnelles elliptiques.
Ensuite, nous étendons une partie de ces résultats a I’étude des elliptiques les inéqua-
tions quasi-variationnelles. Les résultats présentés dans ce chapitre seront étude des

problémes de contact antiplan statique avec les matériaux élastiques.

2.1.1 Inéquations variationnelles elliptiques

Soit X un espace de Hilbert réel muni par le produit (.,.)x et la norme associée
||| et, soilent a : X x X — R une forme bilinéaire, la fonctionnelle j : X — (—o0; 00
et, la focntion f : X — (—o00;00] et, nous considérons le probléme de trouver un

élément u tel que
a(u,v—u)+j(w)—jw) > (f,o—u)x YvelX. (2.1)

Une inéquation de la forme (2.1) s’appelle inéquation variationnelle elliptique de deuziéme
espéce. Nous sommes intéressés par des conditions suffisantes pour [’existence et ['uni-
cité d’une solution & I'inéquation variationnelle (2.1). A cette fin, nous formulons les

hypothéses suivantes :

a: X x X — R est une forme bilinéaire symétrique et
(a) il exists M > 0 tel que
a(u, )| < M |lull ol Vu, ve X. (2.2)
(b) il exists m > 0 tel que
u

a(u,u) >m|ul% Yue X.

Jj: X — (—o0;00] est une fonctionnelle convexe, propre et s.c.i. (2.3)
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2.1 Inéquations variationnelles

Notez que selon la Définition 1.3.3, les conditions (2.2)(a) et (2.2)(b) montrent que
la forme bilinéaire a est continue et X-elliptique, respectivement. Alors, nous avons le

résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme 2.1.1 Soit X un espace de Hilbert et supposons que (2.2) et (2.3) sont
satisfaites. Alors, pour tout f € X, l'inéquation variationnelle elliptique (2.1) posséde

une solution unique u € X. De plus, l'application f — u est de Lipschitz.

Une démonstration du Théoréme se trouve par exemple dans ([49] p44)

2.1.2 Inéquations quasi-variationnelles elliptiques

Nous rappelons par la suite quelques résultats sur les inéquations quasi-variationnelles
elliptiques, dans lesquelles la fonctionnelle j dépend de la solution u. Pour étudier
ce genre des problémes; nous supposons que l’espace de Hilbert X, une fonction
j: X xX — Ret un élément f € X, nous considérons le probléme de trouver

un élément u tel que

ve X, alu,v—u)+jlu,v)—jlu,u) > (f,o—u)x YveX. (2.4)

Une inéquation de la forme (2.4)est appelée inéquation quasi-variationnelle elliptique.

Dans ’étude de (2.4), en plus des hypotheses (2.2) et (2.3), nous considérons les

hypotheéses suivantes sur la fonction j.

)
a) Pour tout n € X, j(n,.) est conveze et s.c.i dans X.

b) 1l existe a > 0 tel que
(2.5)

J(m1,v2) = (1, v1) + (109, v1) — G(09,v2) < a|ny — 0ol |1 — vall ¢
Ny, My, V1,02 € X.

\
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2.2 Inéquations d’évolution

Nous donnons dans ce qui suit un résultat d’existence et d’unicité pour le probléme

(2.4).

Théoréme 2.1.2 Soit X un espace de Hilbert et supposons que les hypothéses (2.2 ),
(2.3) et (2.5) sont satisfaites. De plus, supposons que m < « ot m > 0. Alors, pour

tout f € X linéquation quasi-variationnelle (2.5) admet une solution unique.

2.2 Inéquations d’évolution

2.2.1 Inéquations variationnelles d’évolution avec viscosité

Dans cette section nous allons présenter une description détaillée sur les inéquations
variationnelles d’évolution. La différence que 'on doit signaler ici consiste dans la
présence de la dérivée de I'inconnue dans la formulation du probléme ce qui rajoute
aussi une condition initiale. Nous commencons par des résultats de base sur I'existence
et 'unicité de la solution et, alors, Nous considérons également les inéquations quasi-
variationnelles évolutives et les inéquations variationnelles évolutives dépendantes de
I’histoire avec la viscosité pour dont nous prouvons I’existence et I'unicité des résultats.
nous supposons que ’espace de Hilbert X est muni par le produit scalaire (.,.) et la
norme ||.| . Solent a(.,.)y et b(.,.)y deux formes bilinéaires sur X , j : X — Ret un

élément, f : [0,7] — X. nous considérons le probléme de trouver un élément u tel que

a(u(t),v—u(t)+b(@(t),v—u(t))+j(v)—j())
>(ft),v—u(t)y WweX, tel0,T],

u (0) = wp. (2.7)

(2.6)

Remarquons que (2.6) représente une inéquation variationnelle d’évolution car cette

inégalité contient la dérivée de l'inconnue u, ou le terme b (4 (t),v — 4 (t)) appelé
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2.2 Inéquations d’évolution

le terme de viscosité. Par conséquent, la condition initiale (2.7) est nécessaire. Dans

I’étude du probléme de Cauchy (2.6)—(2.7), on suppose que :

a: X X X — R est une forme bilinéaire et
(a) il exists M > 0 tel que (2.8)

la(u, v)] < M lullx [[vlx  Yu, ve X

b: X x X — R est une forme bilinéaire symétrique et

(a) il exists M" > 0 tel que

b, o) < M fully ol Vo, ve X. 2.9)
(b) il exists m' > 0 tel que

)
b(u,u) >m' ul3 Yu e X.

La fonctionnelle j : X — R est convexe, propre et s.c.i : (2.10)
f e C0,T;X); (2.11)
ug € X. (2.12)

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.2.1 Soit X un espace de Hilbert et supposons que les hypothéses (2.8 )-
(2.12) sont satisfaites. Alors le probléme variationnelle (2.6)-( 2.7) admet une solution

unique u € C* (0,T; X).

2.2.2 Inéquations quasi-variationnelles d’évolution

Dans cette section, nous considérons les inégalités quasi-variationnelles d’évolution
avec viscosité, c’est-a-dire que nous permettons a la fonctionnelle j de dépendre expli-
citement de la solution u ou sur sa dérivée u. Ainsi, on suppose que j : X x X — R

et on consideére le probléme suivant :
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2.2 Inéquations d’évolution

trouver u : [0,7] — X tel que

a(u(t),v—u(t)+b(@),v—a(t))+ju(t),v) =), ()
> (f(t),v—u(t)y YveX, tel0,T],

u (O) = Ug. (214)

(2.13)

Alternativement, nous considérons le second probléme, ot la fonctionnelle j : X x X —

R est dépend uniquement de u par

a(u(t),v—a(t) +b(a(t),v—a(t))+j@(t),v)—ja(),a()
> (f(t),v—u(t))y YweX, telo,T],

u (O) = Ug. (216)

(2.15)

Dans I’étude de ces inégalités quasi-variationnelles d’évolution, nous avons le résul-

tat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 2.2.2 Soit X un espace de Hilbert et supposons que les hypothéses (2.8)-
(2.12) et (2.5) sont satisfaites. Alors :

(1) I existe une solution unique u € C* (0, T; X) du probleme (2.13)-(2.14).

(2) Sim/ > «, Il existe une solution unique u € C' (0, T; X) du probléme (2.15)-
(2.16).

2.2.3 Inéquations quassi-variationnelles d’évolution dépendantes
de I’histoire avec la Viscosité
Passons maintenant & I’étude des inéquations quasi-variationnelles avec la viscosité

pour lesquelles la fonctionnelle ;7 dépend de 'intégrale de la solution ou de I'intégrale

de sa dérivée. Soient (X, ||.|y) et (Y,|||.]ly) deux espaces de Hilbert et un opérateur
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2.2 Inéquations d’évolution

S:0(0,T;X)—C(0, T;Y) et j: Y x X — R. Nous sommes intéressés a fournir des
conditions qui garantissent la solvabilité unique du probléme suivant :

trouver u : [0,7] — X tel que

a(u(t),v—1u()+b(a®),v—u(t)+jSut),v)—7j(Sult),i(t))
>(f(t),v—u(t)y WweX, tel0T],

(2.17)

Alternativement, nous considérons le second probléme, ot la fonctionnelle j : X x X —

R est dépend uniquement de u par

a(u(t)ﬂf—ﬂ(t))+b(ﬂ(t)7v—ﬂ(t))+j(5ﬂ(t>av)—j(&l(t)»“(t))@ 19)
> (f(t),v—u(t)y YoeX, tel0,T], '

u (0) = up. (2.20)

Dans I’étude de ces problémes, on suppose que 'opérateur S vérifie la condition sui-

vante :
Il existe L, > 0 tel que

[Sur(t) — Sua(B)lly < Ls bf [ur(s) — ua(s)llx ds (2.21)

Yuy,us € C(0,T;X), Vte (0,T).

Un exemple d’opérateur S qui satisfait (2.21) dans le cas o Y = X est donné par

§:00,T;X) — C(0,T; X) tel que

t
Su(t) = / u(s)ds + o, Vue C(0,T:X), Ve lo,T], (2.22)
0

et ug € X.
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2.3 Equations différentielles ordinaires dans des espaces abstraits

Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théoréme 2.2.3 Supposons que les hypothéses (2.8)-(2.9), (2.11)-( 2.12), (2.5), (2.21)
et sont vérifiées. Alors

(1) II existe une solution unique u € C* (0, T; X) du probléeme (2.17)-(2.18).

(2) Sim' > «, Il existe une solution unique u € C* (0,T; X) du probléeme (2.19)-
(2.20).

La démonstration du cette théoréme est basée sur un argument de point fixe et

sera établie en plusieurs étapes voir ([49] p71).

2.3 Equations différentielles ordinaires dans des es-
paces abstraits

Le résultat abstrait suivant peut étre trouvée dans [9].

Théoréme 2.3.1 Soit V. C H C V' un triplet de Gelfand et soit A : V — V' un

opérateur hémicontinu et monotone qui satisfait

(Au,u)yrey > wlull +X YueV, (2.23)

|Aulyr < c((|ull, +1) VYu eV, (2.24)

ol les constantes w > 0, ¢ > 0 et A € R. Alors, pour ug € H et f € L*(0,T;V"), il

existe une fonction unique u qui satisfait

uwe L*(0,T;V)NC(0,T; H), e L*0,T;V"),
a(t) + Au(t) = f(t) pp.te(0,T),
u(0) = up.
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Chapitre 3

Modélisation

Ce chapitre comporte deux sections, dans la premiére section nous présentons une
description générale d’un modéle mathématique qui décrit le contact entre un corps pié-
zoélectrique et un obstacle dit fondation. Un tel genre de processus est rencontré dans
I'industrie et la vie quotidienne, Nous précisons a rappeler I’équation de mouvement
de Cauchy, a décrire les lois de comportement électro-élastiques, électro-viscoélastique
et électro-viscoélastique avec mémoire langue. Par ailleurs, nous précisons les condi-
tions aux limites de contact avec frottement. Ensuite, dans la deuxiéme section, nous
considérons le modéle mathématique d’un processus particulier dit probléme antiplan.
On peut introduire des états de déformations antiplans dans un solide en le chargeant
dans une maniere spéciale. Nous commencgons par une description détaillée des hypo-
théses de base et nous particularisons les équations d’équilibre et constitutives dans
le contexte antiplan. Finalement, nous présentons une particularisation des conditions

de contact et les espaces fonctionnels utilisés dans la suite.
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3.1 Modélisation des processus du contact piézoélectrique

3.1 Modélisation des processus du contact piézo-

électrique

Nous présentons dans cette section le cadre physique et les modéles mathématiques

associés a I’étude des problemes de contact impliquant des corps piézoélectrique.

3.1.1 Cadre physique 1

5 l
ree Ta
T b
SHh
s i -
Tk o (hz)
i 1

Figure 1

On considére un corps déformable occupant un domaine borné Q C R4(d = 2, 3),
de frontieére I' de Lipschitz, divisée en trois parties disjointes et mesurables I'y, I's et
I'3, d’une part, et une partition de I'y U I'y en deux parties disjoints et mesurables T,
et I'y, d'une autre part, telles que mes(I';) > 0 et mes(I'y) > 0. Soit T > 0 et soit
[0, 7] Tintervalle de temps en question. Le corps est encastré sur I'y, alors le champ
de déplacement est nul sur cette partie. Des forces surfaciques de densité f; agissent

sur 'y et des forces volumiques de densité f, agissent dans 2. Nous supposons aussi
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3.1 Modélisation des processus du contact piézoélectrique

que le potentiel électrique est nul sur I', et une charge électrique de densité surfa-
cique ¢y est donnée sur I',. De plus on exerce sur le corps des charges électrique de
densité volumique ¢g, on suppose que le corps est en contact frottant avec une fon-
dation isolatrice (ou conductice) sur la partie I's. Nous dénotons par S* I'espace des
tenseurs symétriques de second ordre sur R? ou, de facon équivalente, ’espace des ma-
trices symétriques d’ordre 3. Et “”, ||.|| représentent le produits scalaires et la norme

Eucludienne dans les deux espaces R? et S® respectivement ; on a donc :

wv = wu, |v] = (’U.’U)% pour tout u = (u;), v = (v;) € R’

oT = 0,7y, |7l = (’T.T)% pour tout o = (o), T = (1) €S>

Avec la convention de I'indice muet.
Pour un vecteur v on désigne par v, et v, les composantes normale et tangentielle

sur la frontiére, définies par
Uy =V.V , Uy =0 —U,l. (3.1)

Nous désignons par o = o (z,t) le champ des contraintes, par u = u (x, t) le champ des
déplacements et par € (u) le champ des déformations infinitésimales. Pour simplifier les
notations, nous n’indiquons par explicitement la dépendance des fonctions par rapport
aredQettel0T].

Pour le champ des contraintes o on désigne par o, et o, la composante normale

et la composante sur la frontiére, avec

o, =0V.V, o, =0V —0,U. (3.2)
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3.1 Modélisation des processus du contact piézoélectrique

En utilisant (3.1) et (3.2), nous obtenons la relation suivante
oVv.v =0,V, + 0;.0;, (3.3)

qui va intervenir tout au long de ce mémoire. En outre, les points au-dessus d’une

fonction représentent la dérivation d’une fonction par rapport au temps; par exemple

du . d*u

a=2 U

Ou u désigne le champ des vitesses et i désigne le champ des accélérations. Pour
le champ des vitesses 1, les notations 1, et 0, désignent respectivement la wvitesse

normale et la vitesse tangentielle a la frontiére, c’est-a-dire
u, = u.v,
a, =u— .

Rappelons que le tenseur des déformations linéarisés est donné par les relations sui-

vantes :

e(u) = (g5(u)).

(3.4)
eij(0) = Lui; +uy), 1<4,j<3.
Le champ électrique est défini par 1’égalité
E(p) = -Vo=(-¢,). (3.5)

Nous précisons par ailleur que l'indice qui suit une virgule signifie une dérivation
partielle par rapport & la composante correspondante de la variable spatiale.
Nous négligeons le terme d’accélération dans 1’équation du mouvement et nous

considérons donc un processus quasistatique de contact. Ainsi, le champ de contrainte
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3.1 Modélisation des processus du contact piézoélectrique

satisfait [’équation d’équilibre

Div o+ fo =0 dans Q x [0,77], (3.6)

ou le tenseur des contraintes o = (o7;;), "Div" représente 'opérateur de divergence
pour les tenseurs, Div o = (0;;) -
L’évolution du corps piézoélectrique est décrite par 1’équation d’équilibre pour le

champ des déplacements électrique D = (D;)

div D = ¢o dans Q x [0,77], (3.7)

ou "div" représente 'opérateur de divergence pour les vecteurs, div D = (D, ;).

Puisque le corps est encastré sur la frontiere I'y, le champ des déplacements s’annule

u=0 sur I'1 x [0,7], (3.8)

la condition aux limites en traction est

ov =f, sur T'y x [0,T7], (3.9)

fo étant une donnée du probléme.
Maintenant, nous voulons d’écrire les conditions électriques aux bords (sur la fron-

tiére), le potentiel électrique s’annule sur I',

=0 sur 'y, x[0,7]. (3.10)

Tandis que sur I'y, une charge électrique de densité ¢y est prescrite,

Dv=g¢q sur I', x[0,7]. (3.11)
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3.1 Modélisation des processus du contact piézoélectrique

Finalement, afin de compléter le modéle mathématique, il faut préciser la loi de com-
portement du matériau ainsi que les conditions aux limites sur la frontiere I's , c’est-

a-dire les conditions de contact. Ceci fera I’objet des deux sections suivantes.

3.1.2 Lois de comportement

Nous décrivons dans ce paragraphe quelques lois de comportement des matériaux
élastiques, viscoélastiques, viscoélastiques avec mémoire langue. Par loi de comporte-
ment nous comprenons dans ce qui suit une relation entre le tenseur des contraintes, le
tenseur des déformations infinitésimales € (u) d’un coté, et le champ des déplacements

électrique D et le champ électrique E (@) d’un autre coté.

o = Ae(u), (3.12)
o = Ae(u)+ Be(n), (3.13)
o(t) = Ae(u(t))+ /0 B(t—s)e(u(s))ds, (3.14)

out A = (aiji) et B = (b)) sont des tenseurs du quatriéme ordre, tel que A représente
I'opérateur d’élasticité et B est I'opérateur de viscosité dans (3.13) et le tenseur des
coefficients de relaxation lorsqu’il est utilisé dans (3.14).

L’égalité (3.12) représente une loi constitutive linéaire élastique ; nous nous référons
a (3.13) comme une loi constitutive viscoélastique linéaire et a (3.14) comme une loi
constitutive viscoélastique linéaire & longue mémoire. Sous forme de composant, les

équations constitutives (3.12)—(3.14) se lisent comme suit :

g;,; = aijklskl(u)a
oij = Qi rEn(0) + bijnew (),

O'ij (t) = aijklskl(u (t)) + /0 bijkl (t — 8) €kl (u (S)) dS,
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3.1 Modélisation des processus du contact piézoélectrique

nous permettons aux coefficients a;;x; et b de dépendre de I'emplacement du point
dans le corps, respectivement.

Lorsque le matériau est isotrope, chaque tenseur est caractérisé par seulement deux
coefficients. Ainsi, la loi de comportement d’un matériau isotrope linéairement élastique
est donné par

o =2pe(u) + Atre(u)l, (3.15)

ou A > 0 et u > 0 sont les coefficients de Lamé, tr(s(u)) = 320 e;(u) et T est le

tenseur d’unité dans R3. Dans les composants, nous avons
0 = 2pgij(u) + Aegr(u)diy, (3.16)

ot §;; est le delta de Kronecker. La loi de comportement pour un wviscoélastique linéaire

d’un matériau isotrope est donné par
o = 2ue(u) + Atre(u)I 4 2¢e(a) + ytre(a)l, (3.17)
ou, en composants
o = 2ugii(u) + Aegpr(1)d;; + 2¢ei; () + verr (1) 0. (3.18)

Ou A > 0 et u > 0 sont les coefficients de Lamé, v et { sont les coefficients de viscosité,
tr(e(u)) = 327 ci( u) et I est le tenseur d’unité dans R?.
Enfin, la loi de comportement pour un matériau linéairement viscoélastique isotrope

a longue mémoire est

o =2ue(u) + Mre(u)I + 2/0 G(t—s) e(u(s))ds+ /0 C(t—s)tr(e(u(s)))lds,
(3.19)
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3.1 Modélisation des processus du contact piézoélectrique

ou, en composants

045 = 2p1655(0) + Aerp (W) + 2 /0 G (t—s)ey (u(s)) ds + /0 C(t— 8) epp(W)ids.
(3.20)

Ici G et ( représentent des coefficients de relaxation qui dépendent du temps.

Lois de comportement thermo-électro-viscoélastique

Les matériaux piézoélectriques sont caractérisés par le couplage des propriétés mé-

. ) . o o , C .
caniques et électriques. Ce couplage conduit & ’apparition d’un potentiel électrique
lors de I'application des contraintes mécaniques, et inversement, des contraintes mé-
caniques sont générées lorsqu'un potentiel électrique est appliqué. Un matériau pié-
zoélectrique dont les propriétés mécaniques sont viscoélastiques est appelé matériau
électro-viscoélastique. De plus, si 'on considére [’effet thermique du matériau lors du
contact, on nous arrivons a une généralisation des lois (3.17)-(3.19), qui sont utilisés

dans le chapitre 4 et le chapitre 5

Lois de comportement thermo-électro-viscoélastique Pour modéliser les pro-
priétés thermo-électro-viscoélastique des matériaux, nous considérons une loi de com-

portement de la forme

o = 2ue(u)+ Mre(u)I + 2¢e(a) + ytre(a)I — E'E(p) — M0,  (3.21)

D = &e(u)+aE(p) —Po. (3.22)

Ou & = (eyj) est le tenseur piézoélectrique qui traduit la proportionnalité entre
la charge et la déformation & champ constant ou nul; a = («;;) est le tenseur de
permittivité électrique a déformation nulle qui constitue un tenseur symétrique défini

positif et E(¢p) = =V ot =V = (goz) représente le champ électrique. par ailleurs
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3.1 Modélisation des processus du contact piézoélectrique

& = (ef;jk) dénote le transposé du tenseur &, tel que
Eov=0 VocS! YveR

On plus, 6 est le champ de température et M, := (m;;), P (p;) représente le tenseur de

dilatation thermique et tenseur pyroélectrique, respectivement.

Lois de comportement thermo-électro-viscoélastique & mémoire langue Pour
modéliser les propriétés thermo-électro-viscoélastique a mémoire langue des matériaux,

nous considérons une loi de comportement de la forme

o = 2ue(u) + Mre(W)I+2 [i G (t —s) e (u(s))ds

, (3.23)
L C(t— s)tr (e (u(s)) Ids—E E(p) — M.,

D = &s(u) + aE(p) — PO. (3.24)

La température 6 est définie par une équation diférentielle, qui représente la conser-

vation de I’énergie comme suit
0 — div(KV0) = —M. Vi + h(t),

ot h(t) est la quantité de chaleur dans le volume durant U'intervalle de temps ou K =
(kij) représente le tenseur de conductivité thermique, div(K'V6) = (k;;6,; ) répresente

la densité du volume de la source température.

3.1.3 Conditions de contact

Pour compléter le modele mathématique qui d’écrit I’évolution du corps, il faut
préciser les conditions aux limites sur I's, c’est ’objet des conditions de contact et des

lois de frottement que nous allons d’écrire dans ce que suit.
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3.1 Modélisation des processus du contact piézoélectrique

Condition de contact bilatéral

Le contact se fait d’une fagon bilatérale c’est-a-dire le contact est maintenu pendant
le mouvement et il n’y a pas de séparation entre le corps et l'obstacle. La composante

normale du champ des déplacements s’annule sur la surface de contact et donc

w, = 0. (3.25)

Condition de contact unilatéral

Cette condition modélise le contact avec une fondation rigide. Puisque la fondation
est considérée rigide, elle ne subira donc pas de déformation. Le corps ne pourra pas

donc y pénétrer. Cette propriété se traduit par la relation mathématique

u, < 0. (3.26)

Aux points de I's tel que wu, < 0 le corps déformable quitte la base rigide. Les

contraintes normales y sont alors nulles. Par conséquent nous obtenons

u, < 0= o, =0. (3.27)

Aux points de I's tel que u, = 0 le contact est maintenu et la base rigide exerce

une réaction normale orientée vers €2 et donc nous pouvons écrire

u, =0= 0, <0. (3.28)

Les conditions de contacts décrites par (3.26), (3.27) et (3.28) s’appellent "condi-

tions de contact unilatéral" ou bien "conditions de contact de Signorini". Elles peuvent
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3.1 Modélisation des processus du contact piézoélectrique

étre regroupées sous la forme :
<0,

Uy

o, <0 (3.29)

— Y

o, u, =0.
Conditions de contact avec compliance normale

C’est le cas ol la fondation est supposée déformable dans ce cas la pénétration est

possible et la contrainte normale o, satisfait :

—0y = pl/(uu - g);

ou u, est le déplacement normal, g représente 'interstice initial entre le corps et la fon-
dation et p, est une fonction positive donnée, appelée fonction de compliance normale.
Cette relation est dite condition de compliance normale et signifie que la fondation
exerce une réaction suivant la normale sur le corps en fonction de sa pénétration u, — g
qui s’annule lorsqu’il y a séparation ( c’est- a -dire u, < g).

Dans le cas ou 'interstice entre le corps et la fondation est nul on prend g = 0.

Comme exemple de fonction de compliance normale p, nous pouvons considérer

pu(r) = c,ry,

ou, plus généralement

pu(r) = c(ry)™,

ou ¢, > 0 est le coefficient de raideur de la surface, m > 0 est l'exposant de la

compliance normale et 7, = max{0,r}. Un deuxiéme exemple est donné par

cry sior<a,
pu(r) = ,
o sior>a,
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3.1 Modélisation des processus du contact piézoélectrique

ol « est un coefficient positif lié & 1'usure et la dureté de la surface. Dans ce cas,
la condition de contact de compliance normale signifie que lorsque la pénétration est
trop profonde, c’est- a -dire quand elle dépasse «, la fondation se désintégre et n’offre
aucune résistance a la pénétration.

Conditions de contact avec réponse normale instantanée

Une condition de contact avec réponse mormale instantanée a été utilisée princi-
palement pour d’écrire un contact lubrifié. Cette condition suppose que la contrainte

normale sur la surface de contact est liée & la vitesse normale, c¢’est-a-dire

—0y = pu(%/)a

ot, p, est une fonction donnée qui s’annule lorsque I’argument est négatif.

3.1.4 Lois de frottement

Nous décrivons dans cette section les conditions dans la direction tangentielle ap-
pelées généralement conditions de frottement ou lois de frottement.
Contact sans frottement

Nous supposons qu’on a un glissement parfait, ou sans frottement. Ceci se traduit
par la relation

o, =0. (3.30)

Loi de coulomb

Dans le cas ou la force de frottement o, ne s’annule pas sur la surface de contact,

alors le contact est avec frottement. Le contact en frottement est souvent modélisé avec
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3.1 Modélisation des processus du contact piézoélectrique

la loi de Coulomb ; dans cette loi, la traction tangentielle o, peut atteindre la borne g

qui est appelée seuil de frottement.

On a

O-T S 9
ol <3 )

UT:—gm si 4, #0 surI's x [0,7].

Ici 4, est la vitesse tangentielle relative. Nous notons que la loi de Coulomb (3.31)
est caractérisée par 'existence d'une zone d’adhérence et de glissement sur la région
frontiere de contact & chaque moment ¢ € [0,7]. Il suit de (3.31) que, lorsque z
est un point de la frontiere I's et I'inégalité ||o,(x,t)|| < g(z) est vérifiée, alors
Ur(z,t) = 0 et le point matériel = se trouve dans la zone d’adhérence. Maintenant si
llo(x,t)|| = g(z) alorsle point x se trouve dans la zone de glissement. Nous concluons
que la loi de frottement de Coulomb (3.31) modélise des phénomeénes ou le glissement

se produit seulement quand la force de frottement atteint une valeur critique.

Version de la loi de Coulomb

Dans certaines applications, particulierement ou le frottement est trés large, la
fonction g dans (3.31) ne dépend pas des variables du processus et se comporte comme

une fonction donnée. En considérant

9= g(z), (3.32)

dans (3.31) qui méne a la loi de frottement de Tresca ; ceci simplifie considérablement
I’analyse des probléemes de contact.
Souvent et particuliérement en littérature technologique, le seuil de frottement g

est choisi comme suit

9= g(au) = ﬁ'au‘v (333)
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3.1 Modélisation des processus du contact piézoélectrique

7t > 0 étant le coefficient de frottement. Le choix (3.33) dans (3.31) meéne vers la version
classique de la loi de frottement de Coulomb. Récemment, les modéles mathématiques
pour le contact avec frottement ont employé un coefficient de frottement variable et la
dépendance du coefficient a ’égard des paramétres du processus a été incorporée aux

modeles. Par exemple, le choix

i = 7i(||u. - (3.34)

A été considéré dans plusieurs publications en géophysique pour modéliser le mouve-

ment des plaques tectoniques voir [38], [31] ; souvent le choix

i = 7i(|[i. ), (3.35)

a été considéré par plusieurs auteurs, voir pour plus de détails [29].
Une version de la dépendance (3.34) et (3.35) peut étre obtenue en supposant que
le coefficient de frottement dépend du glissement total ou du taux de glissement total

de la surface, c’est-a-dire :

i = p(Su- (1)). (3.36)

7= i(Sitr (1)). (3.37)

Ici

Sw(t) = /0 |w- (s)|| ds. (3.38)

Et les fonctions Su, (z,t) et Su, (x,t) représentent le glissement total et le taux de
glissement total au point x sur I's sur la période de temps [0, 7], respectivement.
Nous tenons compte de la dépendance de (3.34) ou (3.35) en (3.33) pour que le

seuil de frottement g satisfait a :

9= 9(llu-]). (3.39)
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3.1 Modélisation des processus du contact piézoélectrique

g9 = g(l[t]])- (3.40)

Les deux égalités ci-dessus montrent que la borne de frottement g dépend du glissement
u, ou vitesse de glissement .. Pour cette raison, la loi de friction (3.31) associée a
(3.39) sera appelée une loi de frottement dépendant du glissement et la méme loi de
frottement (3.31) associée a (3.40) sera appelée une loi de frottement dépendant du
taux de glissement.

Un argument similaire basé sur la dépendance (3.36) ou (3.37) montre que il faut

étendre la loi de frottement de Tresca en considérant le cas

g = 9(Su- (t)). (3.41)

9 = 9(Sir (1)). (3.42)

La loi de frottement (3.31) associée a (3.41) sera appelée loi de frottement dépendant
de glissement total et la méme loi de frottement (3.31) associée a (3.42) sera appelée

une loi de frottement dépendante du taux de glissement total.
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3.2 Modélisation des problémes antiplans

3.2.1 Cadre physique 2

figure 2

Nous considérons un corps piézoélectrique B de R3, rapporté dans le repaire ortho-
gonal cartésien Oxyxox3, situé dans une configuration d’origine fixe et non déformée.
Nous admettons que les génératrices de ce cylindre B sont paralléles & 'axe Oxs. Sa
coupe transversale est un domaine borné 2 C R?; repéré dans le plan Ox ;5. Le corps
cylindrique est supposé suffisamment long afin de négliger les effets dans la direction
axiale.

Nous pouvons alors écrire que B = Q x [—00,+00[. Notons 02 = T la frontiére
du domaine €2 , divisée en trois parties disjointes et mesurables I'y, I's, et I's avec mes
I’y > 0. Le cylindre est bloqué sur cette partie I'; X [—00,400], subit & la fois des

forces volumiques fy dans B et des forces surfaciques f; sur I's X [—00, +00] et est en
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contact avec une fondation tout au long de la partie I's X [—o0, +00[. Nous supposons
aussi qu’une partition I', U I’y de 0€) est donnée et celle-ci est associée aux conditions
électriques. Le potentiel électrique s’annule sur la partie I';, X [—o0, +00[ de la frontiere
et des charges électriques de densité surfaciques g, agissant sur I', X [—o0, +o0o[. De
plus on exerce sur le corps des charges électrique de densité volumique gp.

Nous supposons que les forces appliquées au temps sont de la forme

fo = (0,0, fo) avec fo= fo(x1,22,t): Q2 x[0,T] = R, (3.43)
fa = (0,0, fo) avec fo= folxy,z0,t): Ty x[0,T] — R, (3.44)
G0 = qo (x1,22,t) : Q2 x [0,T] — R, (3.45)
@ = ¢ (x1,29,t) : Ty x [0,T] — R. (3.46)

Ensuite, nous supposons que les deux forces fy et f définies par les relations (3.43) et
(3.44) et les charges qo et go définies par les formules (3.45) et (3.46) engendrent une
déformation sur le cylindre piézoélectrique avec un champ de déplacement u et & un

champ de potentiel électrique ¢ tels que

u=(0,0,u) avec u=u(ry,z2,t):Qx[0,T] =R, (3.47)
© = @(x1,29,1) : 2 x [0,T] — R. (3.48)

Ce type de déformation, associé & un champ de déplacement de la forme (3.47), est
appelé un cisaillement antiplan, voir par exemple [30] pour plus de détails.
En utilisant (3.4) et (3.47) il résulte que dans le cas antiplan, le tenseur des défor-

mations ¢ (u) = (¢;; ( u)) peut se mettre sous la forme

0 0 iu,
e(w=| 0 0 Zlus |, (3.49)
%U}l %U,Q 0
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et noté que tr (e (u)) = egx (u) = 0.

Par ailleurs la définition (3.5) du champ électrique ¢ dans le cas antiplan

¥
Vp = 0y |- (3.50)

0

On suppose que € : S? — R? d’ordre trois défini par

e(e13+e31)

Ee=| e(eg3+e3) Ve = (g5) € S°. (3.51)

€33

Ou e est le coefficient piézoelectrique. Souvent, nous supposons que e et dépendent
de la variable spatial x1, z9, et ne dépendent pas de la variable spatial x3. De plus

Eew =e.E* pour tout e € S3,v € R3, il suit que de (3.51) que

Efv= 0 0 evsy Yo € Rs. (352)

evy evy O

Soit ¢ = (o;;) le champ de contraintes et rappelons que dans le quasistatique processus

il satisfait I’équation d’équilibre (3.6). Puisque Div o = (07;;), il découle de (3.43) que

o111 +0122+0133=0
0911+ 022+ 0233=0 dans Bx [0,7]. (3.53)

0311+ 0322+ 0333+ fo =0

L’évolution du corps piézoélectrique est décrite par 1’équation d’équilibre (3.7), ou
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3.2 Modélisation des problemes antiplans

divD = (D), il découle de (3.45) que

D171 + D272 + D3’3 —(go = 0 dans B x [07 T] . (354)

3.2.2 Modélisation du probléme thermo-électro-viscoélastique

Supposons que le comportement du matériau du cylindre soit modélisé par une
loi de comportement thermo-électro-viscoélastique (3.21)-(3.22), qui utilisé dans le
Chapitre 4, dans laquelle ¢ (z1,x2) et u(zq1,22). 0 est le champ de température et
M. := (my;), P = (p;) représente le tenseur de dilatation thermique et le tenseur pyro-

électrique respectivement, et sont donnés par

0 0 M,
M, = 0 0 M, | (3.55)
M, M., 0
b1
P = pa | - (3.56)
0

Nous supposons que M, (z1,29) : Q@ = R, and  p; (x1,22) : Q@ — R.
Ensuite, en utilisant des arguments similaires a ceux ci-dessus, il s’ensuit que le

tenseur des contraintes donné par

0 0 Cug + puy +epy —OM,,
o= 0 0 Qg + pus +epy — M,
Cug+pug +ep; —O0Me Cug+ puz +epy —0M,, 0
(3.57)

Il résulte de (3.57) que les deux premieres équations de (3.53) sont satisfaites a l'iden-
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tique ; de plus, la derniére équation de (3.53) devient
div ((Vu + pVu) + div (eVy) — div (6 M) + fo =0 dans Q2 x [0,77], (3.58)

avec

Nous remplagons maintenant (3.56), (3.51), (3.50) et (3.49) dans (3.22) pour obtenir

le déplacement électrique

€Uy — Y — P10
D= euy—ap,—pb |- (3.59)
0

Nous combinons (3.59) et (3.54) pour trouve I’équation électrique s’écrite sous la forme
div (eVu — aVy) — div (0P) = gy dans Q2 x [0,T7]. (3.60)
Dans ce qui suit, nous utilisons les notations :

div 7 =711+ 722 pour T =(71(21,22,t),72(21,22,1)), (3.61)
Vv = (v1,v2), 0,0 =011+ Vv pour v=uv(ry,Ts1).

Maintenant, nous voulons d’écrire les conditions aux bords (sur la frontiére). Les dé-
placements étant bloqués sur la frontiére I'y x| — 0o, +00] et le potentiel électrique

devient nul sur I';, x] — 0o, +00] ; alors, (3.47) et (3.48) implique que :

u = 0 sur I'y x [0,77, (3.62)

¢ = 0 sur L,x[0,7T]. (3.63)
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Soit v désigne la normale unitaire sur I'x] — oo, +00]. Nous avons

v = (v1,v2,0) avec v; =v(x,x9): =R, i=12. (3.64)

Pour le vecteur v on désigne par v, et v, les composantes normale et tangentielle sur
la frontiere, définit par :

U, = V.V, U=V —U,U. (3.65)

Respectivement. Dans (3.65) et dans le reste de ce chapitre on note par “” le produit
scalaire sur I'espace Rz (d = 2, 3). De plus, pour le champ des contraintes o on désigne

par 0, et o, la composante normale et la composante sur la frontieére, avec

o,=(ov)v  o,=0cv—o,U. (3.66)

Des relations (3.59), (3.57), et (3.64) on déduit que le vecteur des contraintes de Cauchy

et la composante normale du champ des déplacements sont donnés par :

ov = (0,0,(0,u+ pd,u+ ed,p — OM..v),
Dv=edu—ad,p—0P.v.

(3.67)

En tenant compte des relations (3.44), (3.46), et (3.67), la condition de traction sur

[y x| — 00, +0o0] et la condition électrique sur I'yx] — 0o, +00] sont :

CO0 + poyu+ edyp —OM.v = fy sur 'y x [0,T7], (3.68)

ed,u—ad,p = qg sur 'y x [0,77]. (3.69)

Maintenant, nous décrivons la condition de contact frottant et la condition électrique
sur la partie I's x| — 0o, +00|. Premiérement, de I’équation (3.47) et (3.64) on déduit

que le déplacement normal est nul, v, = 0, ce qui montre que le contact est bilatéral.
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Utilisons les formules (3.47) et (3.64)-(3.66), on déduit que :
u, = (0,0,u), o, =(0,0,0,), (3.70)

ou

g, = Cou+ po,u+ ed,p — OM..v.
On suppose que le frottement est invariant le long de 'axe x5 et de plus, il est modélisé
par la loi de frottement de Tresca sur I's :

f

o (0] < g (Jy it (5)]ds)
o (0)] < g (Jy e ()] ds) = 1 (8) =0, (3.71)

o (8] = g (Jy e ()] ds) = 38 > 0, tel que o, = — B,
\

Ici g : I'3 — R, est une fonction donnée, liée au frottement, et 1, représente la vitesse
tangentielle sur la frontiere de contact. C’est une version de la loi de frottement de
Tresca ot la fonction g est supposée dépendre du glissement accumulé de la surface.
Dans (3.71) 'inégalité stricte est valable dans la zone d’adhérence et ’égalité dans la
zone de glissement.

Utilisons la relation (3.70), il suit que la loi de frottement (3.71) implique que :

(

1O, 0+ pod,u+ edyp — OM.ov] < g (fo i, ()] ds)
1O+ poyu + ed,p —OM..v| < g ( [t (s)] ds) =u(t) =0,
sur I'3x[0, 77 .
1€y + pdyu + edyp — OMeov| = g (fo i, (s)] ds) —~ 38 >0,
| tel que (0,14 + pd,u + ed,p — OM,..v = — .
(3.72)

Ensuite, puisque la fondation est électriquement conductrice et que le contact est bila-
téral, nous supposons que la composante normale du champ de déplacement électrique

ou la charge libre est proportionnelle & la différence entre le potentiel sur la fondation
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et la surface du corps. Ainsi,

Dv=Fk(p—¢p) sur'3 x[0,T7],

ol ¢ représente le potentiel électrique de la fondation et k est le coefficient de conduc-

tivité électrique. Nous utilisons (3.67) et 1'égalité précédente pour obtenir

ed,u—ad,p —O0P.v =k(p—¢pr) sur'sx[0,7T]. (3.73)

Il ne reste plus qu’a compléter ces équations en donnant le déplacement initial et la
température initiale

u(0) = ug, 0(0) =0, dans, (3.74)

ol ug, Oy sont des fonctions donnée sur ).
Nous recueillons les équations et les conditions ci-dessus pour obtenir la formulation
classique du probléme antiplan pour les matériaux thermo-électro-viscoélastiques, en

contact frottant avec une fondation.

page 50



3.2 Modélisation des problemes antiplans

Probléme P : Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,7] — R, le champ
de température 6 : Q x [0,7] — R, et le potentiel électrique ¢ : Q x [0,7] — R tels

que
div ((Vu + pVu) + div (eVy) — div (0 M) + fo =0 dans Q x [0,7T],

div (eVu — aVp) — div (0P) = gy dans 2 x [0,T],

0 — div(KV8) = — M Vi + h(t) dans Q x [0, 7],
u=20 sur I'; x [0,77],
COyit+ pdyu+ edyp — OMeow = fo sur Ty x [0,T]
€Oyt + Dy + €dyp — OM | < g ([ [, (s)] ds) ,
Jy 1 (5)] ds) =i (1) =0,
Jy lc ()] ds) =38 > 0,

tel que (0,14 + po,u + ed,p — OM, v = —pu.

|CO, 0+ pd,u+ ed,p — OM..v| < g
sur I's x [0, 77,

|CO 0 + poyu + edyp — OM..v| =g

/N -7 N 7N

0=0 sur I'y UTy x [0,77,
=0 sur T, x[0,77].
ed,u — ady,p = qo sur 'y, x [0,7T],

ed,u— ad,p —O0P.v =k(p—¢p) sur'3 x[0,77],
a0

J axj

u(0) = ug, 6(0) =46, dans .

—k =ke(0 —0g) surl'sx[0,7],
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3.2.3 Modélisation du probléme thermo-électro-viscoélastique

a mémoire langue

Considérons maintenant le cas des matériaux thermo- électro-viscoélastique a mé-
moire langue (3.23)-(3.24) qui utilisé dans le Chapitreb ot = p (1, 22) et G = G (21, 29, 1) ;

alors, il s’ensuit que

0 0 013
o = 0 0 O3 ) (375)

o3 o3 0

ou les composantes non nulles o;; a I'instant ¢ sont données par

oi3(t) = o5 (t) =pu,(t) + /0 G(t—s)uyi(s)ds+ep; —0M,., (3.76)

oo (t) = o () = s () + /0 G(t—s)us(s)ds +egy—OMy.  (37T)

De plus, I’équation d’équilibre se réduit & 1’équation scalaire.

div (uVu)—l—/ G(t—s)div (Vu(s)) ds+div (eVy)—div (0 M)+ fo (t) =0 in Q2x][0,7].

(3.78)
Des relations (3.59), (3.75), et (3.64) on déduit que le vecteur des contrainte de Cauchy

et la composante normale du champ des déplacements sont donnés par :

t
ov = (0,0, u0,u+ [G(t — 5)d,u(s)ds + ed,p — OM,.v),
0 (3.79)

D.v=edu—ad,p—0P.v.

En tenant compte des relations (3.44), (3.46) et (3.79), la condition de traction sur

[y x| — 00, +00] et la condition électrique sur I'yx] — 0o, +00] sont :
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t
o, u + /g(t — $)0yu(s)ds + edyp —OM.v = fo on I'yx] — 00,400, (3.80)
0

ed,u —ad,p = ¢ on I'yX] — oo, +00]. (3.81)

Maintenant, nous décrivons la condition de contact frottant et la condition électrique
sur la partie I'3 x] — 00, +00]. Premierement, de I’équation (3.47) et (3.64) on déduit
que le déplacement normale est nul, u,, = 0, ce qui montre que le contact est bilatéral.

Utilisons les formules (3.47) and (3.64)-(3.66), on déduit que :

u, = (0,0,u), o, =(0,0,0,), (3.82)

ou

t
o, = no,u + /g(t — s)0,u(s)ds + ed,p — OM..v.
0

On suppose que le frottement est invariant le long de 'axe x5 et de plus, il est modélisé

la loi de frottement de Tresca sur I's :

(

lo- ()| <9

o, (1) < g=1,(t) =0, sur I's x [0,77]. (3.83)

o ()| =g=362>0, tel que o, = —pu,
\
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Ici g : I's — R, est une fonction donnée. Utilisons la relation (3.82), il suit que la loi

de frottement (3.83) implique que :

p

t
\ud,u+ [G(t — s)0,u(s)ds + ed,p — OM, .v| < g,
0

t
\nyu+ [ Gt — s)du(s)ds + edyp — OM..v| < g=u(t) =0,
0

t on I's X [0, T] .
\udu+ [G(t — s)0,u(s)ds + edyp — M, .v| = g = 33 >0,
0
t
tel que pd,u+ [G(t — s)d,u(s)ds + edyp — OM..v = — .
0
\ (3.84)

Nous recueillons les équations et les conditions ci-dessus pour obtenir la formulation
classique du probléme antiplan pour les matériaux thermo-électro-viscoélastiques a
mémoire & long terme, en contact frottant avec une fondation.

Probléme P : Trouver le champ des déplacements u : 2 x [0,7] — R, le champ de

temperature 0 : 2 x [0,7] — R, et le potentiel électrique ¢ : Q x [0,7] — R tels que
t
div (uVu)—i—/ G(t—s)div (Vu(s)) ds+div (eVp)—div (§ M.)+ fo = 0 dans Q2x[0, 7],
0
div (eVu — aVp) — div (0P) = qo dans 2 x [0,77],
0 — div(KV0) = —M, Vi + h(t) dans Q x [0,7],

u=20 sur 'y x [0,77,

t
o, u + / G(t — s)0,u(s)ds + ed,p — OM..v = fo surI's x [0,7],
0
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\po,u + fot G(t — s)o,u(s)ds + edyp — OM, .v| < g

Ou—+ [FG(t — s)d,u(s)ds + ed, —OM. v <g=u=0
Iz Jo G(t = s)d,u(s) @ | dans Ty  [0.7].

o, u + fot G(t — s)0,u(s)ds +ed,p —OM.v|=9g= 33 >0

\tel que ,uauu + fot g(t - S)&,u(s)ds -+ eal,(p — QMC.I/ = _Bu

0=0 sur Iy Uy x [0,77,
ed,u — ad,p = qo sur 'y x [0,T],
=0 sur T, x[0,77].

ed,u — adyp — OP.v=k (¢ — ¢p) sur '3 x [0,T7],
00

J &cj

u(0) =up, 6(0) =10, dans €.

—k =ke(0 —0g) surl's x[0,7],

3.2.4 Les espaces fonctionnelles pour les problémes antiplans

Pour étudier les problémes proposés Nous allons introduire les espaces suivants :
V={veH Q) |v=0suwli}, W={peH(Q)|v=0 sur Iy }

et
E={neH"(Q)|n=0 suwr [ UTL}.

Il est bien connu que V, W et E sont des espaces réels de Hilbert muni du produit

scalaire :

(w,v)y = (VU'VU)L2(Q)2 VuveV, (g, )w= (VSO-VQ/})B(Q)? Ve, €W,
(77,9)E = (VU,V(Q)B(Q)z Vn,0 € E.
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De plus, la norme associée est de la forme :

[olly = IVl 2 Yo eV,
[0l = IVl 2 Vo €W, (3.85)
1nlly = IVl 2 V0 € E,

qui sont toujours équivalentes sur V' , W et E, respectivement, avec la norme usuelle
| - |z - Par le théoréme de trace de Sobolev on peut déduire qu’il existe trois

constantes positives ¢; > 0, ¢ > 0 et c¢3 > 0 telles que :

[vllzeyy <eallvlly VoeV, ¢l <calvlw VYeWw,
|7 2y < eslnlle Vnek.

(3.86)

Si (X, ]| . ||x) represents lespace réel de Banach on X =V x W x E, souvent, on
note par C([0,7]; X) l'espace des fonctions continues et les fonctions différentiables

continues sur 'intervalle [0, T et & valeurs dans ’espace produit X, avec la norme :

T X)= t
I @ leguro= max || 2(t) 1x.

et on utilise les notations standart pour I’espace de Lebesgue L?(0,T; X) comme dans
I’espace de Sobolev W12(0,T; X). En particulier, et par la suite, on peut déduire que

la norme sur l'espace de L?(0,T; X) est donnée par la relation :

T
um@mmzluwm&ﬁ

et la norme sur 'espace W12(0,T; X) est donnée par la formule :

T T
HuMWMm:Ame&ﬁ+Auwﬂ@w.
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Enfin, nous supprimons I'argument X ou X = R; ainsi, par exemple on utilise la
notation W1'2?(0,T) pour I'éspace Wh2(0,T;R) et la notation || . ||wrzrypour la
norme || . [[w1200,7) -

Nous terminons cette section avec une formule de Green qui sera utilisée dans
la deuxiéme partie afin de dériver des formulations variationnelles de problémes de
contact antiplan. A cette fin, nous rappelons (3.61) et nous notons que, avec la notation

faite 1a, les égalités ci-dessous tiennent :

TV =TV + TolVa, T.VU =TV, +TaV,2. (3.87)

Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 3.2.1 Soit 7 = (11,75) € H' (Q)*. alors

/T.Vv dx + / divr.o de = /T.V vda YveH (Q). (3.88)
Q Q r
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Analyse des modéles
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Chapitre 4

Analyse d’un probléme antiplan
thermo-electro-viscoélastique avec
frottement dépendant du taux de

glissement total.

Ce chapitre, est consacré a I’étude mathématique d’un probléme de contact an-
tiplan avec frottement entre un matériau électro-viscoélastique, supposé avec effet
thermique, et une base. Le contact est modélisé par une condition de Tresca ot le
coefficient de frottement dépend du taux de glissement total. Aprés avoir établi la
formulation variationnelle et avoir posé les hypothéses nécessaire nous établissons les
résultats d’existence et d’unicité en se basant sur la théorie des inéquations quasi-
variationnelles d’évolution avec viscosité pour le champ des déplacements avec une
équation variationnelle dépendant du temps pour le champ électrique et inéquation
variationelle d’évolution du premier ordre

pour le champ thermique et le théoréme du point fixe de Banach, et nous présentons

la convergence de la solution du probléme.

29



4.1 Formulation du probléme-hypothéses

4.1 Formulation du probléme-hypothéses

4.1.1 Formulation mécanique du probléme

Dans cette section, nous recueillons les équations et les conditions du chapitre
3 pour maintenir la formulation classique du probléme antiplan pour les matériaux
électro-viscoélastiques en contact de frottement avec une fondation.

Notre probléme antiplan quasistatique peut se formuler comme suit :

Probléme P : Trouver le champ des déplacements u : 2 x [0,7] — R, le champ

de température 6 : Q0 x [0,7] — R, et le potentiel électrique ¢ : Q x [0,7] — R tels

que
div ((Vu + pVu) + div (eVy) — div (0 M) + fo =0 dans Q x [0,7T], (4.1)

div (eVu — aVy) — div (fP) = ¢y dans 2 x [0,T], (4.2)

0 — div(KV0) = —M_.Vi + h(t) dans Q x 0,77, (4.3)

u=0 sur 'y x [0,77, (4.4)

CO0 + pdyu+ ed,p — OMov = fo sur 'y x [0,77], (4.5)

Jo s (s)] ds

)
Jy e ()] ds) = (1) =0,
)

|CO, 0 + po,u+ edy,p — M. .v| < g

Y

|CO 0+ po,u+ ed,p — OM..v| < g

/N 77 N T N

sur I's x [0, 77,
€00 + poyu + edyp — OM..v| =g fg |a. (s)|ds) = 35 >0,
\ tel que (0,4 + po,u + ed,p — OM, v = —pu.
(4.6
0=0 sur ['y UT's X [07T] , (47)
ed,u — ad,p = qa sur I'y x [0,7], (4.8)
=0 sur 'y, x[0,7]. (4.9)
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ed,u —ad,p —OP.v =k (o —pp) sur's x [0,7], (4.10)

a6
—klja7nl = ke(e — 93) sur Fg X [O, T] s (411)
u(0) = up, 6(0) =46, dans . (4.12)

Nous notons que (4.1) et (4.2) représentent les équations d’équilibre électrique,
I'équation (4.3) décrit 'évolution du champ de température, ott K := (k;;) représente le
tenseur de conductivité thermique, h(t) la densité de la source thermique. La condition
aux limites de température associée est donnée par (4.11), o O est la température de
la fondation, et k est le coefficient de I’échange entre le corps et I’obstacle. L’équation
(4.7) signifie que la température disparait sur I'y U Ty x [0,T]. Les équations (4.4)-
(4.5) sont les conditions de déplacement-traction. L’équation (4.6) représente la loi de
frottement de Tresca, (4.8) représente la condition aux limites de la charge surfacique.
La condition (4.10) représente la condition électrique que nous avons définie dans (3.73)
et qui décrit ’échange du potentiel entre le corps piézoélectrique et la fondation. Dans

(4.12), ug est le déplacement initial et 6, est la température initiale.

4.1.2 Hypothéses

Pour étudier le Probléme P, on suppose que le coefficient de wviscosité et le coef-

ficient de permittivité électrique satisfont :

¢ € L*(Q) et il existe ¢* > 0 tel que ¢ (x) > (" p.p. x € Q, (4.13)

a € L>(Q) et il existe a* > 0 tel que a (x) > a* p.p.x € Q. (4.14)

Souvent, on suppose que le coefficient de Lamé et le coefficient piézoélectrique satis-

font :

p € L>¥(Q) et u(x)>0 p.p. xeQ, (4.15)
e € L*(Q). (4.16)
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Les tenseurs thermiques satisfont

M.,
M.=1| M, |, avec M (z1,22): Q— R, M, € L=(),
0

(4.17)

n

P=| p |, avecp;: Q—=1R, p € L®(Q).
0
Les données thermiques aux limites satisfont

Or € WH(0,T; L*(T3)), ke € L¥(SL, Ry, h € WH(0,T; L*(Q)). (4.18)

Le tenseur de conductivité thermique vérifie la symétrie et ellipticité usuelles : pour

certains ¢; > 0 et pour tous ¢, € R?
K = (kij), kij=kj € L*(Q), Ver >0, & € RY ki, &5 < e & (4.19)

La fonction R : V — L? () satisfait
I Lg >0, |R(v1) — R(UQ)HLQ(Q) < Lg|vi —vally,, Vvi,ve€V. (4.20)

On suppose que les forces volumiques fy et de tractions f, sont supposées avoir la
régularité

fo e WH(0,T; LA(Q)) et fo, € WH2(0,T; L*(Ty)). (4.21)

Le champ électrique de densité volumique qq et les charges électriques de densité

surfacique ¢y satisfont

qo € WH(0,T; L*(Q)) et g € WH2(0,T; L*(T)). (4.22)
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Le coefficient de conductivité électrique satisfont
ke L>*(3) et k(x)>0 pp.xel;. (4.23)

De plus, nous supposons que le potentiel électrique de la fondation est tel que :

op € WH2(0,T; L*(T3)). (4.24)

Nous supposons que le seuil de frottement g satisfait les propriétés suivants

(@) g: Ty xR Ry,
(b) 3 L, >0 tel que |g(z,71) — g (z,r2)] < Ly|r — raf,
Vry, o € Rpp. x € Ts; (4.25)
(c) Vr € R, g(.,7) est Lebesgue mesurable sur I's;

| (@) 9(.0) € 12(Ty).

Enfin, nous supposons que les données initiales vérifient ;
Uy € V, 0y € LQ(Q), (426)

Pour tout ¢ € [0, 7] nous devons considérer 'opérateur S; défini par

S, o L®(0,T;V)— L2(T),

. (4.27)
S (v) = [y |v(s)|ds p.p.surT.

D’apres (3.86) et (4.27), il s’ensuit que pour tout vy, vy € L (0,7;V), I'inégalité

suivante est vérifiée :

u&wn—&wmmmsclnm@wwxﬂW@. (4.28)
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Ici et ci-dessous, C représente une constante positive dont la valeur peut changer d’une
ligne a l'autre.

Et, de plus, on considére la fonctionnelle j : [0,7] — R, donnée par :

Jj&v) = /1“ g (&) |v|da Y€€ LA (), YveV. (4.29)

En utilisant les conditions (4.25), nous déduisons que 'intégrale dans (4.29) est bien
définie. Souvent nous définissons les applications f : [0,7] — V et ¢ : [0,T] — W,

respectivement, par

(F(t),0)y = / folty do+ [ ttyo da (4.30)

(¢(t), )w = /qu(t)l/z dx—/

T

q2(t) da + //{:gpF (t) ¢ da, (4.31)
Ts
Yo € V,¢peW, Vtel0,T].

La définition des opérateurs f et g est basée sur le théoréme de représentation de Riesz ;
de plus, il suit des hypotheses (4.21) et (4.22), nous en déduisons que les intégrales

ci-dessus sont bien définies et

f e Wh0,T;V), (4.32)
q € W0, T;W). (4.33)
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Par la suite, on définit les formes bilinéaires par les égalités :

a, : VxV =R, a,(uv)= /,uVu.VU dx, (4.34)
Q
ac : VxV >R, a(uv)= /(VU.VU dx, (4.35)
Q
e @ VW =R, a.(u,p)= /eVu.Vw dr = a; (p,u), (4.36)
Q
o @ WXW =R, ay(p, ) = /ongo.Vw dr + //{:gm/J da,  (4.37)
Q I3
apm 2 EXV =R, apm(0,0) = / M0 Nuvudz, (4.38)
Q
ap : EXW =R, ap(0,¢) = / PO Ndzx, (4.39)
Q

pour tout u,v € Vet p,1p € W.

Les hypothéeses (4.29)—(4.33) impliquent que les intégrales précédentes sont bien
définies et, en utilisant la relation (3.85) et (3.86), il suit que les formes bilinéaires a,,,
ac, Qe, @}, G €t apq, ap sont continues ; de plus, les formes a,,, ac et a, sont symétriques

et, la forme a, est W-elliptique et a; est V-elliptique depuis :

ao (00) = o ¢l Y eW, (4.40)
ac (v,v) > |} YoeV. (4.41)

De plus, on définit les opérateurs suivants @ : [0,7] - B/, K : E —- FE', R:V — FE’
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par :

(@Ut).shrc = [

I's

kOr (t) pds + / h(t) pdz,
Q

d
ou O /
K — dad
< ’7',,U>E xE Z /kaﬁxj 6xl dr + . ]’CCT,UdS,

ij=1

(Rovi) s = |

s

(s s — / (M. Vo) dz,
Q

pour tout ve Vet r,peE.

4.2 Formulation variationnelle

Avec ces notations, nous suivons la procédure standard pour dériver la formulation
variationnelle du Probléme P.

Nous supposons que le probléme antipaln éléctro-viscoélastique P a une solution
(u,0,0) € Vx W x E, et soit (v,7) € V x W. Nous multiplions ’équation (4.1) par
I'élément (v — ) € V, intégrons le résultat sur €2, et utilisons la formule de Green

(3.88) et la notation (3.61) pour trouver

Jo ¢V (t) .V (v—ul(t))de+ [(uVu(t).V(v—1u(t))de+
Jo Ve (t).V(v—1u(t))de— [0 M.V (v—1i(t))dx
= Jo fov—a(t))da + [ (€O (t) + pdyu (t) + edyp (t) — 0 (t) Mev) (v — 1 (1)) da.

Nous divisons I'intégrale de frontiere sur I'y, I'y et I's et, puisque v — @ (t) disparait

sur I'; et a partir de 1’équation (3.68), nous déduisons que

Jo SV (t) .V (v—1u(t))de+ [ouVu(t).V(v—u(t)de+ [,eVe(t).V (o —1u(t))ds
—Jo0 OMV (v—u(t))de = [, fo(v—1u(t))de+ [ folv—u(t))dz
+ fr3 (€O, (t) + po,u (t) + edyp (t) — 6 (t) Mev) (v — 4 (t)) da.
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En utilisant les relations (4.30) et (4.34)-(4.36), on obtenons donc :

ac(u(t),v—u(t) +au(u(t),v—u() +a; (@), v—10(t)) —ar (0 (t),v—1u(l))
— Jr, (€Ot (1) + pOyu (t) + €d,p (t) — 0 (t) Mev) (v — 1 (t)) da

=(f (@), (v—="a(t)))y-
(4.42)

En utilisant la condition de frottement de contact (4.6) et la formule de la fonctionnelle

(4.29) sur I'; x [0, 7, nous déduisons que

J(Se (@) ,u(t)) = —/ (€O 0 (t) + po,u (t) + ed,p (t) — 60 (t) Mev)u(t)da, (4.43)
s
il est tres facile de voir que

(S (1), 0) > — / (O (1) + pdyu () + By (1) — 0.(1) M) vda,  (4.44)

I's

et combiner cette inégalité avec (4.42), (4.43) pour trouver

ac(i(t),v—u(t)) +au(u(t),v—u(t)) +ai(pt),v—ui(t)) —arm(@(t),v—1ui(t))
+7(Se (@), v) = j(Se (), i () = (f(t), v =i (t))v.

(4.45)
En tenant compte des relations (4.2) et (4.8)—(4.10), nous obtenons
o eVu (t) Vidz — [, aV (t) Vode — [, PO(t) Vidr + [, a0 (t) vda
= Jp, @2da+ [, k(o —¢p)da.
En utilisant (4.31) et (4.36)—(4.37), on trouve la seconde inégalité
o (¢ (1), 1) = ac (u(t),¥) +ap (0(2),9) = (¢ (1), )y - (4.46)

Enfin, d’apres les équations (4.4), (4.7) et (4.11) et en appliquant la formule de Green
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et en utilisant les définitions de R, Q(t) et K respectivement, on obtient 1’équation

suivante

0(t) + KO(t) = Ru(t) + Q(t)  dans E'. (4.47)

Ensuite des relations (4.45)-(4.47) et la condition (4.12) on obtient le probléme varia-
tionnel suivant
Probléme PV : trouver le champ des déplacements u : [0; 7] — V', un potentiel

électrique ¢ : [0; 7] — W et le champ de température 6 : [0; 7] — E tels que

ac(u(t), v —u(t)) + au(u(t),v —wlt) + aZ (¢ () ,v — ()
—am (0 (1), v—u(t))+ (S (@ (t),v) — (S (a(t)),u()) (4.48)
> (F(t),v —a(t))y Yo e V, t € [0,T],

aa (@ (t) 1) = ac (u(t),¥) +ap (0(),0) = (¢(t) )y, Vo eW, t€[0,T], (4.49)
O(t) + KO(t) = Ru(t) + Q(t)  dans E, (4.50)
u(0) = uo, 6(0) = 6, dans €. (4.51)

Notre résultat principal d’existence et d’unicité, est le suivant

4.3 Reésultat d’existence et d’unicité

Théoréme 4.3.1 Sous les hypothéses (4.13)-(4.26) le probléme PV admet une solu-

tion unique ( u,0,p) satisfaisant

u € WH0,T;V); o € WH2(0,T; W), (4.52)
0 e WY0,T;E)N L*0,T; E)NC(0,T; L*()).

Un élément (u, @, ) qui résout PV est appelé une solution faible du probléme

antiplan électro-viscoélastique P.
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4.3 Résultat d’existence et d’unicité

La démonstration du Théoréme 4.3.1 passe par plusieurs étapes. Elle est basée sur
les arguments du point fixe.

Soit 1 et & € W2(0,T;V), dans la premiére étape, nous considérons le probléme
variationnel intermédiaire suivant

Probléme PV}?. Trouver le champ des déplacements u,, : [0,7] — V tels que

a¢(ty(t), v =ty (1)) + (n(t), v — 0y()v + J(Sk (dy) s v) = J(Se (i) , iy (ta 53)
> (f(t),v—1u, (t)v YoeV, pp.tel0,T],

Uy (O) = Up. (454)

Pour étudier le Probléeme PV}Y on consideére le probléme variationnel suivant.

Probléme PV, . Trouver v, : [0,7] — V tel que

ac(Vne(t), v — e (8)) + (1), v — vye(t))v + (St () ,v) = J(Si (€) , vae ()
> (f(t),v — vy (t))v Yo eV, pp.tel0,T],

(4.55)

La solution unique du probléme PV}?{ suit le résultat suivant :

Lemme 4.3.2 Pour tout n et £ € Wh2(0,T;V), il existe une solution unique du

probléme 73])7175 ayant la régularité

v € WH2(0, T3 V). (4.56)

Preuve. Il découle des résultats classiques des inéquations variationnelles qu’il
existe une solution unique v,e qui résout (4.55) p.p. t € [0,77] .

En prenant v = 0y dans (4.55), on déduit que

ag(Une(t), —vne (1)) + (0(t), —vne(t))v = (F(8), —vne (1)v p-p-t € [0, 77,
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a partir de (4.41) on peut déduire que

Cllomelly < W1 @Olly +lln Olly, p-p- ¢ €[0,T7. (4.57)

En gardant a l'esprit (4.57), (4.32) et la régularité n € W2(0,T; V), on obtient v, €
Wh2(0,T;V), ce qui conclut la preuve. m

Maintenant, pour tout n € L* (0,T’; V'), on considére 'opérateur A, : C'([0,T];V) —
C([0,T];V) défini par I’égalité

Ay =vpe, VEEL®(0,T;V). (4.58)

On obtient le résultat suivant.
Lemme 4.3.3 L’opérateur A, admet un point five unique &, € L= (0,T;V).

Preuve. Soit n € L>®(0,7;V) et &, € L>*(0,T;V), i = 1,2. Pour simplifier la
notation, nous désignons par v; la solution unique du probléme PV}]@ pour ¢ = 1,2.

Ainsi, a partir de (4.55), nous pouvons écrire

ac(vi(t), v — i (1) + (n(t), v = vi(t))v + 5 (St (&) ,v) = §(Si (&), vi (1))

(4.59)
> (/v —vi()  YoeV, ppte0T].
Apres quelques calculs algébriques et a partir de (4.59), on trouve
Clvi (t) — vz (Tf)H%/ < (S (1) v (1) — 3(Si (€2) 5 v2 (1)) (4.60)

+5(St (&2) 01 (1) — 3(S: (§1) ,v1 (1)) pp- t €[0,T7.
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En utilisant maintenant (3.85), (4.25), (4.28) et (4.29) il en résulte que

J(Se(€1) 02 (1) = J(Se (§2) 02 (1) + J(Sk (€a) s 01 (1) = J(Se (€1) ,va (1))

t (4.61)
< C o 161 (s) = & (9)lly ds x [|or () = v2 (D)lly, p-p- £ €[0,T].
En utilisant (4.60), (4.61) on déduit que
fon () =2 lly <€ [ 166 =& @l ds pptel0T].  (462)
Maintenant la défintion (4.58) implique
[A€1 () = Ao (D)l < 0/0 1€ (s) = &2 (8) [l ds, pp. ¢ €[0,T]; (4.63)

définir
0], =Imf{M >0 /e |v], <M pp.te[0,T]}, YoeL®(0,T;V), (4.64)

tel que £ > 0 & déterminé ultérieurement. La norme ||.||, est équivalente & la norme
standard norme ||. | ;o o 7.y,)- En utilisant maintenant (4.64) et la définition de la norme

|| ;» nous pouvons obtenir :

e [An&1 (1) — Ay, (t)”v < Ceﬁt/o e 1€1 (s) — &, (S)HV ds, (4.65)
alors t
e X [An€: (1) — Ay, (t)”v < Ce™™ 1€ — 52“5/0 eﬁsdsa (4.66)
on déduit
C
e A (1) — A&y (D)), < 716 =&l ppt [0 T]. (4.67)
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Par conséquent, on déduit que

C
||Anf1 (t) - An§2 (t)Hv = Z H§1 - fQH[:' (468)

En prenant tel que £ > C, on conclut que l'opérateur est une contraction sur I’es-
pace (L>(0,7;V),|.||;). Du théoréme du point fixe de Banach, nous déduisons que
opérateur a un point fixe unique £, € L= (0,T;V). =

Dans ce qui suit, nous continuons d’écrire
Uy = vy, VN € L*(0,T;V), (4.69)

ou &, est le point fixe unique de 'opérateur A,, alors a partir de (4.58) et (4.69) nous

avons
vy =&, (4.70)
En utilisant (4.70) et le fait que v,, est I'unique solution de Probléme PV}?gn, on peut
écrire
aC(Un(t>a U= Uy (ﬂ) + (77(15)7 v = Un(t))v + J(St ('Un) ,U) - ](St (Un) » Un (t» (4 71)
> (f(t),v—1v,(t)y VoeV, pp.tel0,T].
Soit maintenant la fonction u, : [0,7] — V définie par
t
uy (t) = / vy (s)ds +ug Vte|0,T]. (4.72)
0

Dans I’étude du probléeme PV}Z, nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.3.4 Le Probléme 77)},17 admet une solution unique u, satisfait la régularité

(4.52).

Preuve. La preuve de Lemme 4.3.4 est une conséquence de Lemme 4.3.2 et la

relation (4.72). m
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Dans la deuxiéme étape, nous utilisons wu,, la solution du probleme PV}] pour for-
muler le second probléme auxiliaire suivant.

Probléme PV%. Trouver un champ de température 6, : [0,7] — E tel que

0u(t) + KOy(t) = Ri(t) + Q(1) sur & pp. 1€ [0.T] (4.7

Dans I’étude du probléeme PV%, nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.3.5 pour tout n € WY2(0,T;V), il existe une solution unique du peobléme

PV% satisfaisant
0, € W0, T; E'Y N L*(0,T; E) N C(0,T; L*(Q)).
De plus, AC > 0 tel que
t
b= Onfioey < C [ ) —va(olfyds vee Tl @7

et
t
wm—auamgc/ﬁm@yﬂ%g@@ pptel0,T]. (4.75)
0

Preuve. La vérification du résultat d’existence et d’unicité (4.73 ) découle du
résultat classique sur [’équation d’évolution du premier ordre (voir [9, 48]). Ici, le

triplet de Gelfand est donné par

/

ECL*(Q)=L*Q) CE.

s 2 / o, . . . N .
On vérifie que 'opérateur K : E — E est linéaire, coercive . Maintenant, a partir de
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I’expression de 'opérateur R,
v, € WH(0,T; V) = Ruv, € W"*(0,T; L* (Q)),

et comme @ € W12(0,T; E) alors Ru, +Q € W'2(0,T; F), on déduit (4.74) et (4.75),
(voir [2]). m

Dans la troisieme étape, nous utilisons la solution u, du probléme PV}I et 0, la
solution du probléeme PV?? pour considére le probléme suivant.

Probléme PVﬁ. Trouver le potentiel électrique ¢, : [0,7] — W tel que

o (9, (1), 0) = ac (uy (), 00) +ap (0 (), ¥) = (q(t) . ¥)y Vo € Wit € [0,T]. (4.76)
La solution unique du probléme intermédiaire PV% suit le résultat suivant :

Lemme 4.3.6 [l existe une solution unique du probléme PV% qui satisfait
@, € WH(0,T; W), (4.77)

De plus, si p, et @,y sont les solutions de (4.76) correspondant an,, ny € C([0,T],V),

alors il existe C' > 0 tel que

[ en, (8) = @, O]y < CJug, () = g, @)y, + 00, (8) = 0n, (D] 12q) VE € [0,T].
(4.78)

Preuve. Soit ¢t € [0,7]. On utilise les propriétés de la forme bilinéaire a, et le
lemme de Lax-Milgram pour voir qu’il existe un unique élément ¢, (t) € W qui résout

(4.76) a n’importe quel moment ¢ € [0, T|. Considérez maintenant t1,t; € [0,7]; nous
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utilisons (4.76), on a

Qo (901] (tl) 7¢) — Qe (uﬁ (tl) Mﬂ) +ap (0 (t) Mﬂ) (479)
=(q(t1), V) VY €W, t, €[0,T],

(o (8017 (t2) ?w) — Qe (un (t2) 71/}) +ap (9 (t) 71/}) (480)
= (q(ts) , )y Y EW, t € [0,T).

En utilisant les relations (4.79), (4.80) et (4.40), on obtient donc

ol (t) =)l < (lell o llu (t) —uta)lly +lla (t) = q(t)lly +

1Pl ooy 16 (82) = O (t2)l] 12y ) llo (B2) = 0 (L)l

il résulte de 'inégalité précédente que

le (t1) = ¢ (t2)llw < Clllu(tr) —ut)lly + 16 (t) = 0 (t2)l 2 + lla (1) — ¢ (t2)[lw)-

(4.81)
Alors, la régularité u, € C*([0,T];V) combinée avec la relation (4.33 ) et (4.81) ce
qui implique que ¢, € Wh2(0,T; W) ce qui conclut la démonstration. Pour plus de
détails, voir par exemple [18] =

On définit aussi 'opérateur A : L> (0,7;V) — L*(0,7;V) par

(An(8) ,w)v = au(uy(t),w) — am (0 (t) ,w) +a; (¢, (1), w) (4.82)
Vw € V, tel0,T].

On obtient le résultat suivant.
Lemme 4.3.7 L’opérateur A admet un point fixe unique n* € L* (0,T;V)

Preuve. Soient n,,1m, € L>*(0,T;V) et t € [0,T]. Dans ce qui suit, nous notons

par u;, 6; et ¢; les fonctions uy,, , ¢, et ¢, pour i = 1,2. En utilisant la définition
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(4.82) pour obtenir

(A (t),w)y = au(u(t),w) —am (01 (t) ,w) + af (@1 (), w) (4.83)
(Any(t),w)y = a,(uz(t),w) —apm (02 (1), w) + a; (v, (1), w) (4.84)

Yw e V., tel0,T].
D’apres (4.83)-(4.84), nous pouvons écrire
1Any (8) = Ay (D)5

< C (Jlur (1) = u () + 100 () = 02 () 7200 + |, ) = 2, DI, ) ¥ € 0,77,
(4.85)

Et tenons compte de (4.78) pour trouver
8 (6) ~ Ay (O < € (I, ()~ wy (VI 41102 () — B (D) . (456)
et nous utilisons 'inégalité (4.74) dans (4.86) pour obtenir
1A, () = Ay ()] < C (||u1 (t) = u, (W)II5 + /Ot [v1 (s) — va (5)||\2/d3> - (4.87)

Nous utilisons I'inégalité (4.71) et la condition (4.28) des arguments similaires a ceux

utilisés dans la preuve du Lemme 4.3.2, on obtient

/0 [[o1 (S)—U2(8)|!2vd8§0/0 1 () =12 (s)[3 ds, pp. t € [0,T].  (4.88)

D’un autre coté, on sait que

un(t):/otvn(s)ds—l—uo vt e [0,7],
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et on a u, (0) = u, (0) = uy nous trouvons
2 ' 2
o ()= (1 < [ lon () = 2 )} .
et nous utilisons cette inégalité dans (4.88) pour obtenir
2 ' 2
[y (£) = u, (D} < C/O 71 (s) = m2 (9)lly ds, pp.t€[0,T]. (4.89)

Nous utilisons les deux inégalités (4.88), (4.89) dans (4.87) pour obtenir

2 ' 2

[[An, () = Any (D) < C/O 112 (s) =2 ()l s, WE €0, 77,

En réitérant I'inégalité précédente n fois, nous constatons que

crrr

n!

n n 2 2
A", — A 772||L2(0,T,V) < 71 (s) — (S)||L2(O,T,V) ’

Pour n assez grand, cette derniére inégalité implique que A™ est un opérateur contrac-
tant dans l'espace L? (0, T,V). Alors A admet un point fixe unique. m
Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour prouver le Théoreme 4.3.1
Démonstration
Existence.
Soit n* € L>(0,T;V), le point fixe de I'opérateur A et soit wu,-, 0, et ¢, . les
1

solutions des problemes PV, , PV% et PV?? respectivement, pour n* = n. Il suit de

(4.82)

ac(Uys (t), v — 1y (1)) + J(Sp (U (£)) ,0) — (St (e (1)), Wy (1))
Z (f(t),?) - iLn* (t))V - (77* (t) U — un* (t))Vv Vv € ‘/7 p.-p. te [O’T} )

(4.90)

et, alors (4.53)-(4.54), (4.73) et (4.76) implique que (un*, 6+, gon*) est une solution
du probléme PV.
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La régularité de la solution exprimée en (4.52) découle des Lemmes 4.3.4, 4.3.5 et
4.3.6.
Unicité.
L’unicité de la solution est une conséquence de I'unicité du point fixe de 'opérateur

défini par (4.82) et de 'unicité dans les Lemmes 4.3.4, 4.3.5 et 4.3.6.

4.4 Reésultat de convergence

Dans cette section nous étudions le comportement de la solution faible du probléme
antiplan de contact avec frottement quand la fonction g ne dépend pas du glissement
et lorsque le coefficient de viscosité ¢ tend vers zéro. Par conséquent, partout dans la

suite, nous considérons la fonction g donnée qui satisfait
ge L>*(I's), g>0 p.p.surl}y, (4.91)

et, de plus, on considére la fonctionnelle 5 : V' — R, donnée par

j(v)Z/ glvlda, YveV. (4.92)
T's

Donc nous reformulons le probléme comme suit :
Probléme PV, : trouver le champ des déplacements u, : [0,7] — V , et le champ

électrique o, : [0,7] — W et le champ de température 0, : [0,7] — E tels que

ac(tc(t),v —uc(t)) + au(uc(t), v —ac(t)) + af (@; (), v — g (1))
—apm(0c(t), v —c(t)) +j(v) — j(ic(t)) (4.93)
Z (f(t),U - uC@))V Vv € ‘/7 te [O’T]’

Qq (90( (ﬂﬂ/’) — Qe (UC (t) 77/J) + ap (QC (t):?/)) = (Q(t) a,lvb)W V@/J € Wv le [OvT]v
(4.94)
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Oc(t) + K6.:(t) = Ruc(t) + Q(1), (4.95)
UC(O) = Uyp, (9<<O) = 90. (496)

Nous considérons également que le probléme obtenu pour ¢ = 0 soit comme suit :
Probléme PV _,, : trouver le champ des déplacements u : [0,7] — V , et le
champun électrique ¢ : [0,7] — W et le champ de température 6 : [0,7] — E tels
que
ap(u(t),v —a(t)) +az (¢ (t) , v — @ (t) — apm(0(t), v —u(t))
+i(v) = j(a(t)) = (f(t),v —alt))y Yo e V, t € [0,T],

aa (0 (1), ) = ac (u(t), ) +ap (0 (1), 9) = (¢(t),¥)y VY €W, t€[0,T], (4.98)

(4.97)

O(t) + KO(t) = Ra(t) + Q(¢), (4.99)
w(0) = ug,  0(0) = 6. (4.100)

De toute évidence, le probléeme PV._,, représente la formulation variationnelle du
probléme de contact antiplan pour les matériaux élastiques linéaires, c’est-a-dire, Le

probléme obtenu quand (3.21) est remplacé par la loi constitutive élastique
o = Atre(u)I4+2pus(u).

I1 résulte du théoréme 4.3.1 que ce probléme PV, ait une solution unique (uc, P 94)

qui satisfaite

ue € WH0,T;V); oo € WH(0,T; W), (4.101)
0. € WY2(0,T;E)NL*0,T; E)NC(0,T; L*(Q)).

Pour montrer I'existence et I'unicité de la solution du probleme PV:_, nous avons

besoin des hypothéses supplémentaires. Nous supposons donc que les coefficients sont
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vérifies

po€ L>(Q) etil existe p* > 0 tel que p(x) > p* p.p. x €9, (4.102)
M € L®(Q) et il existe M* > 0 tel que M (x) > M* p.p. x € Q, (4.103)

p € L™(Q) et il existe p* > 0 tel que p (x) > p* p.p. x € Q, (4.104)

et notons que dans ce cas, les formes bilinéaires a,,, a, a, sont coersives, c’est-a-dire

a,(v,v) > prlllf Yo eV, (4.105)
apm (0,0) > M* 9|3, VOcE, (4.106)
ap (0,0) > p*ll0|5 Vo€ E. (4.107)

Nous employons la coersivité de la forme bilinéaire a,, , et le Lemme de Lax-Milgram

pour voir qu’il existe un élément unique ¢, € W tel que

ta (Po, 1) = ae (uo, V) + ap (0o, v) = (¢(0) ,4)y, Vi € W. (4.108)

Nous utilisons 1’élément ¢, définit ci-dessus pour introduire la condition
a,(ug,v) + a; (v, v) — am(bo,v) + j(v) > (f(0),v)y YveV. (4.109)

L’inégalité (4.109) représente une condition compatible sur la donnée initiale qui est
nécessaire dans plusieurs problémes quasistatique. Il suit que du Théoréme 4.3.1 et,
sous les hypotheses (4.21)-(4.26), (4.102)-(4.107), le probléme thermo-électro-élastique
PV a une solution unique (u, 0, ) ayant la régularité (4.52).

Considérons maintenant I’hypothése suivante :

1
I ||C||ioo(9) — 0. (4.110)
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Théoréme 4.4.1 Supposons que (4.21)-(4.26), (4.102)-(4.107) et (4.109) sont satis-
faites. Alors la solution (UQ O, goc) du probléme PV, converge vers la solution (u, 0, ¢)

du probleme PV c’est-a-dire

llue — UHC([O,T];V) —0, |6 — HHC’([O,T];E) — 0, HSOC - (’OH(C[O,T];W) — 0, (4.111)

Preuve. Les égalités et les inégalités ci-dessus sont satisfaites pour presque partout
t € [0,7T]. Nous prenons v = % (t) dans (4.93), v = 4 (t) dans (4.97) et en faisant la

somme des deux inégalités obtenues, ce qui donne

ag(tc(t), i (1) = c(t)) + an(uc(t) —u(t), a (t) — c(t))
+ag (e (1) = @ (1), (1) — (b)) — am(Oc(t) = 0(t) 1 (t) —ic(t)) > 0.

Ceci implique que :

a¢(tc(t) —u(t),uc(t) — i (t)) + au(uc(t) —u(t), ic(t) —a(t))
Fan(Bc(t) = 0(1) i (1) — e (1)) (4.112)
< ac(a(t),i(t) —c(t)) + af (

() =), (t) —ic(t))

AS

Nous utilisons les hypotheses (4.13), (4.41) pour voir que

¢ (1) — i DI + () = (1) () — i (1))
Fan(0(t) = 0 (1) 1t (1) — (1)) (4.113)
< 1160 ey 1 D)l g (8) = ()] + a2 (o (8) — 2 () it () — (1))

et nous combinons cette inégalité avec I'inégalité élémentaire pour obtenir

€1 oo gy I )]y e (8) =@ (D] <

(4.114)
Whecon 1 ()12 + ¢* e (t) — i (O
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Comme résultat nous obtenons

a(uc(t) —u(t), uc(t) — i (t) + am(0c(t) — 0 (1), i (t) — tc(t))

(4.115)
< M () + a (i (1) — 9 (8), (1) = (D)

Dans un autre coté, nous dérivons (4.94) et (4.98) par rapport au temps, en soustraire
les égalités obtenues et, nous utilisons la définition de la forme bilinéaire a. pour

obtenir

e (5 (1) = 2 (1) ) +ap (0 (6) = 0.(8), ) = ac (i (1) — i (1) )
= ac (b (1) — i (1) Vo € W.

Nous prenons maintenant 1) = ¢ (t) — ¢, (t) dans I’égalité précédente pour trouver

aa (20 (1) = & (1), 0 (1) = o (1) +ap (0 (1) = B (1), 0 (1) — 0. (1))

(4.116)
=a. (o (t) = (1), u(t) —uc(t)) VeW.

Par ailleurs, nous réécrivons (4.94) et (4.98) au temps t = 0 et, nous utilisons les

conditions initiales
uc (0) =u(0) =ug, 0¢(0)=0(0)= 0.
Et I'unicité de la solution de ’équation variationnelle (4.109) pour voir que
2 (0) = 9 (0) = ¢, (4.117)
Nous combinons maintenant (4.115) et (4.116) pour obtenir

an(uc(t) = (1) (1) = i (1) + ana(Oc(t) = 0.(1) i (1) — (1))
< M0 i (0] + a0 (2 () — 2 (8) 0 (1) — 2 () (4.118)
+ap(e<<>—9<>, () = e (1)
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Soit s € [0,7]. Nous intégrons l'inégalité précédente sur U'intervalle [0;s], en tenant
compte de la donnée initiale (4.96), (4.100), (4.117) et, nous utilisons la coersivité des

formes bilinéaires apq, aq, ap et (4.105) pour obtenir

*

[
e CIORKICIES ey N (4119)

en faisant la somme de deux égalités (4.95), (4.99) et les conditions (4.19), (4.20) et

'égalité (4.119) pour trouver

2

. . C|3
Joco o], < [ i a (1120)

L2()

Nous réécrivons (4.94) et (4.98) avec t = s, 1) = @, (s) — ¢ (s) et, en soustraire les

égalités obtenues, ce qui donne

aa (9 (5) = ¢ (5), ¢ (5) = 0 (5)) +ap (0c (5) = 0(s) 0 (5) — @ (5))

(4.121)
= ac (u¢ () —u(s) 0 (s) — ¢ (s))

Alors, on utlise la coersivité de les formes bilinéaires a,, a, et, la continuité de la forme

bilinéaire a. on obtient

lell o 1Pl L= @
loc () = Dl < 2 e () = u()lly + =2 11 (5) = 0()] 2
(4.122)
Supposons que (4.110) est satisfaite. Alors (4.119), (4.120) et (4.122) donnent le résul-

tat de convergence (4.111), ce qui conclut la démonstration. m

Conclusion Nous concluons que la solution du probléme antiplan viscoélastique
de contact de type Tresca peut étre approximée par la solution du probleme antiplan
élastique de contact avec frottement de type Tresca, quand le coéfficient de viscosité est
suffisamment petit. Ce résultat indique que, dans le contexte des problémes antiplans,

I’ élasticité avec frottement de type Tresca peut étre considér é comme un cas limite
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de viscosité avec frottement de type Tresca.
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Chapitre 5

Analyse d’un probléme antiplan
thermo-électro-viscoélastique avec

mémoire longue

Ce chapitre, est consacré a I’étude mathématique d’un probléme antiplan électro-
viscoélastique de contact avec frottement entre un matériau électro-viscoélastique,
supposé avec effet thermique, et une base. Aprés avoir établi la formulation variation-
nelle et avoir posé les hypothéses nécessaires, nous établissons un résultat d’existence
et d’unicité de la solution.

Le contenu de ce chapitre a fait 'objet de la publication [11].
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5.1 Formulation du probléme-hypotheses

5.1 Formulation du probléme-hypothéses

5.1.1 Formulation mécanique du probléme

Dans cette section, nous recueillons les équations et les conditions dans le chapitre3
pour maintenir la formulation classique du probléme antiplan pour les matériaux vis-
coélastiques avec mémoire longue en contact de frottement avec une fondation.

Notre probléme antiplan peut se formuler comme suit :

Probléme P : Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,7] — R, le champ
de temperature 6 : Q x [0,7] — R, et le potentiel électrique ¢ : Q x [0,7] — R tels

que

div (uVu)—l—/t G(t—s)div (Vu(s)) ds+div (eV)—div (§ M.)+ fo = 0 dans Qx[0, 77,
0

(5.1)

div (eVu — aVy) — div (0P) = qo dans Q x [0,T7], (5.2)

0 — div(KV0) = —M Vi + h(t) dans Q x [0,T], (5.3)

u=0 sur 'y x [0,77, (5.4)
t

uo,u + / G(t —s)o,u(s)ds + edyp — OM,.v = fo surI'y x [0,T7], (5.5)
0

|0, u + fot G(t — s)o,u(s)ds + edyp — OM, .v| < g

|pd,u + fot G(t — s)o,u(s)ds +ed,p —OM.v| <g=u=0

sur I's x [0, 77,
|po,u + fg G(t — s)o,u(s)ds +ed,p —OM.v|=9g=3 >0
| tel que pd,u + fg G(t — s)o,u(s)ds + edy,p — OM,..v = —fu
5.6)
0d=0 sur I'y Uy x [0,77, (5.7)
ed,u — ad,p = qo sur I'y x [0,7], (5.8)
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=0 sur T, x][0,T]. (5.9)

ed,u —ad,p —O0P.v =k(p—¢p) sur '3 x[0,77], (5.10)
00

—k‘i]’%ni = ke(ﬁ — HR) sur F3 X [O, T] s (511)

u(0) =up, 6(0) =10y dans €. (5.12)

Nous notons que (5.1) et (5.2) représentent les équations d’équilibre, I’équation (5.3)
décrit I’évolution du champ de température, ou K := (k;;) représente le tenseur de
conductivité thermique, h(t) la densité de la source thermique. La condition aux limites
de température associée est donnée par (5.11), ot f est la température de la fondation,
et k est le coefficient de I’échange entre le corps et 'obstacle. L’équation (5.7) signifie
que la température disparait sur I'y U Ty x [0, 7. Les équations (5.4) - (5.5) sont les
conditions de déplacement-traction. L’équation (5.6) représente la loi de frottement de
Tresca. (5.8) représente la condition aux limites de la charge surfaciques. La condition
(5.10) représente la condition électrique que nous avons défini dans (3.73) et qui d’écrit
I’échange du potentiel entre le corps piézoélectrique et la fondation Dans (5.12), uy,
est le déplacement initial et 0, est la température initiale.

Nous passons maintenant & la construction de la formulation variationnelle du

probleme.

5.1.2 Hypothéses

Pour étudier le Probléme P, on suppose que la fonction de relaxation G posséde la
régularité

G € WH(0,T), (5.13)

.....

et le coefficient de permitivité électrique vérifie :

a € L™ (Q) et il existe a* > 0 tel que a (x) > a* p.p. x € . (5.14)
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Souvent, on suppose que le coefficient de Lamé et le coefficient piézoéelectrique satis-

faites :

w € L*(Q) et p(x) >0 pp.xe, (5.15)
e € L*(Q) (5.16)

Les tenseurs thermiques satisfisont

MCl
M= M, |, avec M (z1,12) : Q@ — R, M, € L=(),
0

(5.17)

P1

P=| p, |, avecp, : Q—1R, p; e L>®().
0
Les données thermiques aux limites satisfont

Or € WH(0,T; L*(T's)), k. € L=(Q,R,), h € WY(0,T; L*(Q)). (5.18)

Le tenseur de conductivité thermique vérifie la symétrie et 'ellipticité usuelles : pour

certains ¢ > 0 et pour tous ¢; € R?
K = (kij)a kij = kji € L2(Q), Yy, > O, éz € Rd, kl]élfj < Ckfi.fj. (519)

On suppose que les forces volumiques fy et de tractions fy sont supposées avoir la
régularité

fo € WH(0,T; LA(Q)) et f, € WH(0,T; L*(Ty)). (5.20)
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Le champ électrique de densité volumique gqo et les charges électriques de densité

surfacique ¢, satisfont
qo € WH(0,T; L*(Q)) et g € WH(0,T; L*(T)). (5.21)

Le coefficient de conductivité électrique et le seuil de frottement ¢ vérifient les pro-

priétés :

ke L>*([3) et k(x)>0 ae x€eTl}, (5.22)

g € L>([I3) et g(x) >0 ae xels. (5.23)

De plus, nous supposons que le potentiel électrique de la fondation est tel que :

o € W2(0,T; L*(T3)). (5.24)

Enfin, nous supposons que les données initiales vérifient :
ug €V, 6y € L*(Q), (5.25)

et de plus,

a,(uo,v)v + j(v) > (f(0),v)v, Yv e V. (5.26)

On considere la fonctionnelle j : [0,7] — R, donnée par

j(v)—/g|v|da Yo eV (5.27)
I's
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Souvent nous définissons les applications f : [0,7] — V et ¢ : [0,T] — W, respective-

ment, par

(), 0)y = / folt do+ [ ttyo da (5.28)

(@t V) = /Q w0ty do - /F g2ty da + / kop ()¢ da,  (5.20)

I's

Yo € V,¢peW, Vtel0,T].

La définition des opérateurs f et ¢ sont basées sur le théoréme de représentation
de Riesz; de plus, il suit des hypothéses (5.20) et (5.21), nous en déduisons que les

intégrales ci-dessus sont bien définies et

f e Wh0,T;V), (5.30)
q € W0, T;W). (5.31)

Par la suite, on définit les formes bilinéaires les égalités :

a, : VxV =R, a,(uv)= /,uVu.VU dx, (5.32)
Q

ac @ VXW =R, a(u,p) = /eVu.Vap dr = a’ (o, u), (5.33)
Q

o @ WXW =R, a,(p,¢) = /anp.Vz/J dr + /k(pw da,  (5.34)

Q T's

apm 2 ExXV =R, apm(0,v) = / M0 Nvdz, (5.35)
Q

ap : EXW =R, ap(0,¢) = / PO Ndzx, (5.36)
Q

pour tout u,v € V, v, € W.
Les hypotheses (5.27)—(5.29) impliquent que les intégrales précédentes sont bien
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définies et, en utilisant la relation (3.85) et (3.86), il suit que les formes bilinéaires
Ay, Qe, G, GA, ap sont continues ; de plus, les formes a, et a, sont symétriques et, la

forme a, est W-elliptique, alors on obtient :

ao (0, 9) > a* [y Vo e W. (5.37)

De plus, on définit les opérateurs suivants @ : [0,7] - F', K : E - E' et R:V — FE’

par

<Q<t)7M>E'xE=/ kceR,uds—i-/h(t),udx,

s Q
d
ou O
<KT’M>E,XE:i§::1/ ”@;1:] axld +/3 k?CT[LdS,
(Fo.p) s = [ BellorDnds = [ (M.Tv)pda,
s

pour tout Vv € V,Vr € E, Vu e E

5.2 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle du probléme P obtenue a l'aide de la formule de
Green (3.88) est la suivante :
Probléme Py : trouver le champ des déplacements u : [0,7] — V', un potential

électrique ¢ : [0,7] — W et le champ de tempurature 6 : [0,7] — E tels que

a,(u(t), v —a(t)) + ([, Gt — s)u(s)ds, v — u(t))y + aZ (¢ (), v — i (t))
—apm (0,0 —u(t)) +j(v) — ja(t )) > (f(t),v—aft))y Vo eV, t€0,T],

(5.38)

ao (9 (), 1) = ac (u(t), ) —ap (0,9) = (¢ (1), ¥)y VY €W, t€[0,T], (5.39)

O(t) + KO(t) = Ru(t) + Q(t)  dans E, (5.40)
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u(0) = up, 6(0) = 6, dans €. (5.41)

5.3 Résultat d’existence et d’unicité

Théoréme 5.3.1 Sous les hypotheses (5.13)-(5.31) le probléme Py admet une solu-

tion unique (u, 0, ) satisfaisant

u € WY0,T;V); o € WH2(0,T; W), (5.42)
0 e WY0,T;E)YNL*0,T;E)nC(0,T; L*)).

Un élément (u, ¢, 8) qui résout Py est appelé une solution faible du probléme
mécanique P. On conclut par le Théoréme 5.3.1 que le probléme de contact antiplan
P a une unique solution faible, & condition que (5.13)-(5.31) soit vérifiée.

La preuve du Théoréme 5.3.1, s’effectue en plusieurs étapes que nous prouvons dans
ce qui suit, partout dans cette section on suppose que les hypothéses du Théoréme
5.3.1. sont vraies et on note C' > 0 une constante générique, dont la valeur peut
changer de lignes en lignes .

Dans la premiére étape de la preuve, nous introduisons 1’ensemble
W = {neW"0,T;X) [ 1(0) = 0x}, (5.43)

et nous prouvons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Lemme 5.3.2 pour tout n € W, il existe un élément unique u,, € W40, T; V) tels

que

(L), v = iy (£)) + (1), 0 = Uy (1)) x + J(v) = (U (1))

> (ft),v—1u,(t)x YeX, aetel0,T],

(5.44)

u,(0) = up. (5.45)
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Ici X est un espace de Hilbert menu du produit scalaire (.,.)x et a, une forme
bilinéaire continue et symétrique.

Preuve. Nous utilisons un résultat d’existence et d’unicité abstrait qui peut étre
trouvé dans [3]. m

Dans la deuxieme étape, nous utilisons le champ des déplacements u, obtenu au

Lemme 5.3.2 et nous considérons le lemme suivant.

Lemme 5.3.3 pour tout n € W, il existe un unique solution

0, € W0, T; E'Yn L*(0,T; E) N C(0,T; L*(Q)), ¢ > 0¥y € L*(0,T,V'),

satisfaisant
0,(t) + K6,(t) = Ri,(t) + Q(t) inE p.p. t€[0,T]
: (5.46)
977(0) = 0o,
t
|9W1 B 97]2|%2(Q) < C/O |un1(3> - ﬂng(S)l%/ ds Vte [07T] ) (547)
et
t
10, — 9772\%2(9) < C/O |1 (8) — tiya(s)|3- ds  p.pt €[0,T7. (5.48)

Preuve. La vérification du résultat d’existence et d’unicité (5.46 ) découle du

résultat classique sur [’équation d’évolution du premier ordre, appliqué au triplet de

Gelfand

EcCc*O)=L*Q) CcE.
On vérifie que Popérateur K : E — E' est linéaire, coercive. Maintenant, & partir de
'expression de 'opérateur R, v, € W'(0,T;V) = Ruv,, € W"%(0,T; L*()), comme
Q € W'2(0,T; E) alors Rv, + Q € W'2(0,T; F), on déduit (5.47) et (5.48) (voir [2]).
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Dans la troisiéme étape, on utilise le champ des déplacements u,, obtenu au Lemme

5.3.2 et 0,, obtenu au Lemme 5.3.3 on considére le Lemme suivant.

Lemme 5.3.4 pour tout n € W, il existe un unique solution @, € Wh2(0,T; W) qui

satisfait

o (s, (1), 9) — ac (uy (1) ,9) + ap (0,9) = (q(t) , ¥)y Vo € Wt € [0,T].  (5.49)

De plus, sip, et p,, sont des solutions de (5.49) correspondant any, n, € C([0,T],V),

alors il existe ¢ > 0 tel que

HLPM (t) B (pﬂz (t)”W S ¢ <Hu771 (t) - u’?z (t)HV + ||0771 (t) - 0772 (t)HL2(Q)> Vt € [0>T] .
(5.50)

Preuve. Soit t € [0, T]. On utilise la propriété de la forme bilinéaire a,, et le lemme
de Lax-Milgram pour voir qu'il existe un unique élément o, (f) € W qui résout (5.49)
a n’importe quel moment ¢ € [0, 7.

Considérez maintenant tq,%s € [0,7]; nous utilisons (5.49), on a

o (g, (1), 1) = ac (uy (tr) . ¥) + ap (0 (t1) ,9)
= (q (tl) 7¢)W V¢ € W7 tl € [07T]7

Aoy (Spn (t2) 7w) — ae (uy (t2) . ¥) + ap (0, (12) %)
= (q(t2) , )y Y €W, to € 10,T).

(5.51)
(5.52)

En utilisant les relations (5.51), (5.52) et (5.37), on obtien donc

a*[lo (t) — @ ()5 < (lell ooy llw (t1) —u ()l + [lg (t) — a (L)l +

1Pl ooy 16 (82) = O (t2)l] 12y ) M0 (B2) = 0 (B2l
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il résulte de 'inégalité précédente que

i (1) = 0 ()l < elll (t2) = (t2)lly -+l (12) = 4 ()l +], (8) = B ()] o)
(5.53)

Alors, la régularité u, € W'?(0,T;V) combinée avec la relation (5.31 ) et (5.53) ce
qui implique que ¢, € W2(0,T; W) ce qui conclut la démonstration. m

Maintenant, pour tout n € ¥V on note par u,, 6, et ¢, obtenu en Lemme 5.3.2,
Lemme 5.3.3 et Lemme 5.3.4 respectivement

Dans la quatriéme étape, on considére 'opérateur A : W — W.

Nous utilisons maintenant le théoréme de représentation de Riesz pour définir I’élé-

men An (t) € W par I'égalité

(An(t),w)yy = (/0 G(t — s)uy(s)ds,w)y +am(0 () ,w)+a; (gpn (t) ,w) (5.54)
Vnp € W, weW, tel0,T].

Il est clair, pour nn € W donné, la fonction ¢t — An () se prolonge dans WW. Dans cette

étape, nous pouvons voir que 'opérateur : A : W — W admet un seul point-fixe.
Lemme 5.3.5 L’opérateur A admet un point fixe unique n* € W tel que An* = n*.

Preuve. Soit 1,,17, € W et t € [0,T].Dans ce qui suit, nous notons par u;, 0; et
@; les fonctions u,,, 0, et ¢, obtenues dans les Lemmes 5.3.2, 5.3.3 et 5.3.4, pour

i = 1,2. Nous utilisons (5.54) et ( 5.33), nous obtenons :

A, (£) = An, % (5.55)
< C (/0 [[ur (8) — usg (S)Hi( ds + (|61 — 92”%2(9) + ||Q01 (t) — ®, (t)”IQ/V) vt € [0,7).

La constante C' représente un nombre positif qui dépend des parameétres ||g||W1,2(O )
T, m;j et e, avec leurs valeurs changent de temps en temps. De plus u,, € WH*(0,T; V)

et p, € WH*(0,T;W), alors nous pouvons déduire de Iinégalité (5.55) que A, €
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Wh2(0,T; X). D’autre part, (5.50) et par des arguments similaires comme les para-

metres utilisés dans la démonstration du (5.53), on obtient :

le, @) =6, Oy <€ () = w Oy + 161 = Oall)) - (5:56)

Nous utilisons maintenant (5.47), (5.56) dans (5.55), nous aurons

A0, () = A, (01 |
< 0 ([ o) - e s+ [ s ) = i @ ds =, (0 -, 01 ).

Utilisation de la norme sur 1'espace W12 (0, T, X) on en déduit que
1A7, (8) = Any (D% < Cllur (s) —ua (s)[ ds Vi€ [0,T]. (5.57)
Nous tenons compte de (5.38), on aura 'inégalité :

a(ui(t),v — a1 (t)) + (m(t), v — w(t))x + j(v) — j(ia(t))
> (f(t),v—11(t))x Yoe X, tel0,T],
et

a(ug(t), v —ta(t)) + (15(1), v = a(t)) x + j(v) = j(ia(t))

> (f(t),v —1s(t))x Yoe X, tel0,T],

pour tout v € X, a.e. s € [0,7]. Nous choisissons v = s(s) dans la premiére inégalité
et v = 1, (s) dans la deuxiéme inégalité, et nous ajoutons le nouveau résultat obtenu,

alors nous obtenons :

% s () = uz ()5 < = (1 (5) =12 (5) 1 () — iz () ae. s € 0,77,

Soit t € 0,7 .Nous intégrons l'inégalité pré cédente de 0 jusqu’au ¢ et nous utilisons
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la relation (5.42), nous obtenons :

s (8) — s (D1 < — O (1) — 1y (1)1 (8) — s (1)
f(f (11 (8) =My () ,u1 (s) —uz (s))y ds.

Nous déduisons que :

C{lua () = ua (D5 < Nmu (8) = 1 ()l Nl (£) — w2 ()]
S i (5) = iy () Nlua (8) — uz ()] ds.

Nous utilisons I'inégalité de Young, nous avons :

lur (£) = uz (D)% < Clllny (8) =0z (OI% + fy iy () =iy ()% s

. ) (5.58)
+ Jo llua () —ua (s)[Ix ds).
D’autre part, on a :
¢
m () —ma (1) = /0 My (8) — 17 (5) ds,
nous pouvons obtenir
2 ! 2
1 () —ma (W% < C/o 171 (8) =72 ()l ds. (5.59)

Maintenant, nous utilisosn (5.59) dans (5.58), Nous avons :

s (8) — wa ()% < O / i () — iy (]2 dst / s (5) — 2 ()% ds).

En tenant compte de I'inégalité de Gronwall, on en déduit :

lus (2) = ua ()15 < C/O Iy (s) =1z ()% ds. (5.60)
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De (5.57) et (5.60), on obtient :

1Any (8) = Ay (D] < C/O liny (s) =1z ()15 ds.

Par itération de la derniére inégalité m fois, nous obtenons donc :

t S1 Sm—1
O e A e e Y O L R

ou A™ désigne la puissance de 'opérateur A . La derniére inégalité donne :

cmrm
m m 2 2
[A™ 0y (8) — A" ny (D)[[wr20.rx) < ml 171 () — 1y (t)HWL?(O,T;X) )

ce qui implique que 'opérateur A™ est contractant dans ’espace de Banach puisque

cmrm
pr—— 07

lim
m—oo m:
il suit maintenant du théoréme de point-fixe de Banach qu’il existe un seul élément

noté n* € W tel que A™n* = n*. De plus, puisque
A™ (An*) = A(A™") = A’

nous pouvons déduire que An* est un point-fixe de 'opérateur noté A™. Par I'unicité
du point-fixe, Nous concluons que An* = n*, ce qui montre que n* est un point-fixe de
A, ce qui conclut que An* =n*. =
Dans la cinquiéme étape de notre démonstration, nous avons maintenant tous les
ingrédients pour fournir le Théoréme 5.3.1.
Existence.
Soit n* € W2 (0,T; X) un point fixe de Popérateur A, et soit u,s, 0« et o, etre les

solutions définies dans les Lemmes 5.3.2, 5.3.2 et 5.3.4, respectivement, pour n = n*.
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I découle de (5.54) que :

(n*(t),w)yy = (/t Gt—s)uy-(s)ds, w))y—am(0y (), w)+a} (p,- (t),w) Yw eV, t €[0,T].
" (5.61)
et, alors, (5.38),( 5.40), et (5.50) implique que (un*, O+, gon*) est une solution du pro-
bléeme Py. La régularité (5.42) de la solution suit directement & partir des Lemmes
5.3.2, 5.3.3 et 5.3.4.
Unicité.
L’unicité de la solution suit de I'unicité du point fixe de 'opérateur A. Il est possible

aussi d’obtenir cette unicité par des arguments similaires utilisés dans les références

[19] et [36].
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Conclusion et Perspective

Dans cette thése nous avons étudie quelques problémes aux limites en mécanique
de contact. Nous nous sommes placés dans le cadre des déformations antiplans et
nous avons étudié des processus quasistatiques pour des matériaux thermo-électro-
viscoélastiques, i.e. le couplage entre I'effet thermique et I'effet électrique, ce qui consti-
tue l'originalité des modéles étudiés dans cette these. Les résultats que nous avons
obtenu concernent ’existence et I'unicité des solutions faibles, ainsi que le comporte-
ment des solutions viscoélastiques lorsque la viscosité converge vers zéro. Il nous reste
de trouver l'existence et 'unicité des problémes thermo-électro-viscoélastiques dans le

cas dynamique ainsi que I’étude numérique de ces problémes.
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Résumé

t’objet de cette these est ’étude de quelques problemes aux limites de contact, avec frottement de Tresca, entre un
corps déformable et une fondation. Nous nous placons dans le cadre des déformations antiplanes et nous

¢tudions des processus quasistatiques pour des matériaux thermo-¢lectro-viscoélastiques. Les résultats que nous
obtenons concernant I’existence et 'unicité des solutions faibles. La thése comporte deux parties. La

premicre partie rappelle quelques résultats préliminaires d’analyse fonctionnelle et d’équations aux
dérivées partieclles nécessaires pour réaliser la suite de cette these. La deuxieme partie est consacrée a

la modélisation et a 'étude mathématique des probléemes de contact considérés.

Mots clés : matériaux thermo-electro-viscoélastiques, mémoire longue , frottement de Tresca,

processus quasistatique, solution faible, point fixe.

Abstract

The aim of this thesis is the study of some boundary value contact problems, with friction, between a body and a
foundation. We consider the case of antiplane deformations and we study quasistatic process thermo-electro-
viscoelastic materials. The results obtained concern the existence and uniqueness of weak solution. The thesis is
divided into two parts. The first part concerns some preliminary results on functional analysis and
partial differential equations necessary to carry out the continuation of this thesis. The second part is

devoted to the modeling and the mathematical study of the contact problems considered.

Key words : thermo-electro-viscoelastic material, longue memory, Tresca’s friction law, quasistatic

process, weak solution, fixed point.




