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Introduction

Le contact roue-rail, les embrayages, les freins, les pneumatiques, les paliers et roulement

à billes, les moteurs à combustion et les liaisons mécaniques ne sont que quelques exemples

réelles quotidiens, parmi bien d’autres. Ces phénomènes sont des problèmes de contact

avec ou sans frottement, entre deux corps élastiques, viscoélastiques ou plastiques, qui

sont déformables ou non. La modélisation mathématique des phénomènes de contact

mène à des problèmes aux limites, contenant des lois de comportement des matériaux

c’est-à-dire, qu’elle s’interesse à la réaction des structures lorsqu’elle subissent des forces

extérieures. Dans notre travail, on s’intéresse aux matériaux élastiques c’est-à-dire le cas

où le solide reprend sa forme initiale dès que les forces appliquées sont supprimées.

Dans cette thèse de doctorat, nous étudions deux problèmes impliquant des conditions

aux limites décrivant des phénomènes réels tels que le contact et le frottement, qui sont

trés fréquent dans les applications et possédant les hypothèses de l’élasticité dans des

domaines où la hauteur est plus petite que la longueur.

Le premier problème à étudier est décrit comme suit : on considère un corps élas-

tique isotherme avec des conditions aux limites libres et des conditions de frottement non

linéaire de type Coulomb en régime stationnaire. Plusieurs travaux ont été réalisé sur

le contact mécanique avec les différentes lois de comportement et différentes conditions

aux limites de frottement proche de notre problème. Cependant, ces travaux se sont

limités aux seuls resultats de d’existence et d’unicité de la solution faible sous plusieurs

hypothèses. Citons par exemple l’article de [31], dans lequel les auteurs ont étudié le

modèle mathématique qui décrit le contact de frottement quasi-statique entre un corps

piézoélectrique et une fondation déformable avec la condition de compliance normale et
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Introduction

une version de la loi de frottement de Coulomb. L’évolution dynamique avec contact frot-

tant d’un coprs élastique a été étudié dans [26] ; les auteurs ont prouvé l’existence d’une

solution dans le cas bidimensionnel et l’unicité pour les problèmes de cisaillement unidi-

mensionnel. Une excelente référence sur l’analyse des problèmes de contact impliquant

des matériaux élastiques avec ou sans frottement se trouve dans [1] et [12]. Des résultats

d’existence, d’unicité et de régularité ont été prouvés pour une nouvelle classe d’inégalités

variationnel dans [33]. Dans [2] les auteurs ont étudié l’analyse asymptotique et numérique

d’un problème de contact unilatéral avec frottement de Conlomb entre un corps élastique

et une couche élastique fine et souple. Récemment l’analyse asymptotique d’un problème

dynamique d’élasticité isothèrme et non-isothèrme avec frottement non linéaire de type

Tresca a été étudié dans [5] et [31]. Une analyse asymptotique d’un fluide incompressible

dans un domaine mince à trois dimension, lorsque’une dimension tend vers zéro a été

étudié dans [9], [14] et [15].

Le deuxième problème étudié dans cette thèse est un problème de transmission

; plus précisément est un problème de contact avec frottement entre deux corps élas-

tiques généraux en régime non stationnaire dans un domaine tridimentionnel avec la loi

de frottement de Tresca. Plusieurs auteurs se sont intéressés à ce genre de problèmes

(problèmes de transmissions), dans différents espaces avec diverses conditions aux lim-

ites, par exemple, dans [2], [23] et [35] ; les travaux des auteurs ont été consacré aux

comportement asymptotique du système d’élasticité linéarisé avec différentes conditions

aux limites. Les auteurs dans [29] et [30] démontrent la transition 3D − 1D en élasticité

liéarisée hétérogène anisotrope, on mentionne ici que ce phénomène n’a été étudié que sur

les solution fortes, sans loi de frottement. Les auteurs dans [28] ont étudié le comporte-

ment asymptotique d’un problème de contact avec frottement entre deux corps élastiques

ou le tenseur des contraintes avec ses composantes sont donnés uniquement par la loi de

Hooke ( cas isotrope des matériaux élastiques). Les auteurs dans [4] ont étudié l’analyse

théorique d’un contact avec frottement entre deux coprs élastiques généraux en régime

stationnaire dans un domaine mince tridimensionnel avec frottement non linéaire de type

Tresca, sans termes sources dissipitifs.
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Introduction

Alors notre travail fait suite à [4] et [28] pour étudier la situation hétérogène et anisotrope

dans un domaine mince tridimensionnel avec la loi de frottement de Tresca.

La nouveauté de cette étude est d’abord qu’on prend le tenseur des contraintes dont ses

composantes sont données par une loi généralisée par rapport à ce qui est donné dans [28].

Le deuxième point fort est que nous étudions le comportement asymptotique du problème

de transmission avec des conditions de frottement aux limites libres de Tresca en régime

dynamique avec les tremes sources non linéarisés par rapport à ce qui est donné dans [4].

Notre thèse est présentée comme suit :

Dans le premier chapitre : nous rappelons les outils mathématiques utilisés dans la suite

du travail ; notamment, les espaces fonctionnelles (espaces de Sobolev et espaces de Hilbert

) et quelques résultats de l’analyse fonctionnelle comme la théorie des traces, la formule

de Green et quelques inégalités (Korn, Poincaré, Hölder et Cauchy-Schwartz ). Nous

rappelons aussi les lois générales de la mécanique des milieux continus, particulièrement

l’équation de mouvement, la loi de comportement élastique et les conditions aux limites

de contact de type Tresca et de type Coulomb.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude du comportement asymptotique d’un

problème aux limites dans un domaine borné, homogène, mince et tridimentionnel Ωε

avec frottement non linéaire de type Coulomb dans un régime stationnaire. La frontière

∂Ωε est supposé composée de tois parties :

ω est la frontière inférieure de Ωε, qui est un domaine borné de R3 d’équation x3 = 0.

Γ̄ε1 est la frontière supérieure d’équation x3 = εh(x), où h est une fonction bornée définie

sur ω telle que : 0 < h∗ ≤ h(x′) ≤ h∗, ∀(x′, 0) ∈ ω.

Γ̄εL est la frontière latérale.

Le problème est modélisé par le système d’équations :
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Problème P ε : trouver uε = (uεi )1≤i≤3 : Ωε → R3 telle que :

Divσε + f ε = 0 dans Ωε,

σε(uε) = Ee(uε) dans Ωε,

uε = 0 sur Γε1,

uε = g avec g3 = 0 sur ΓεL,

uε.n = 0 sur ω,

|σετ | < F ε|σεn| =⇒ uετ = s,

|σετ | = F ε|σεn| =⇒ ∃β ≥ 0 tel que uετ = s− βσετ ,

 sur ω.
avec σε =

(
σεij
)

1≤i,j≤3
est le tenseur des contraintes défini par une loi générale

σε(uε) = Ee(uε)

E = (Eijkl) : un tenseur d’ordre 4, e (uε) est le tenseur des déformations et uε = (uεi )1≤i≤3

est le déplacement du corps élastique. F ε > 0 est le coeffi cient de frottement et f ε =

(f εi )1≤i≤3 est la distribution volumique des forces exterieures.

L’étude du problème se fait par la technique de changement d’échelle. Après avoir mon-

tré l’existence et l’unicité de la solution faible du problème variationnel, à l’aide d’un

changement de variable, suivant la troisième composante, on se ramène à l’étude d’un

problème variationnel défini sur un domaine fixe Ω indépendant du petit paramètre ε.

Puis, on démontre une estimation à priori, ce qui nous permet de faire un passage à la

limite pour obtenir notre résultat essentiel concernant le problème limite et l’équation

faible généralisée dans le plan.

Le dernier chapitre est consacré à l’étude du comportement asymptotique d’un

problème aux limites gouverné par un corps élastique non homogène occupant un domaine

tridimensionnel Ωε (0 < ε < 1) qui est supposé constitué de deux corps homogènes Ωε
1 et

Ωε
2. Pour facilité aux lecteurs, nous utilisons l’indice l pour indiquer qu’une quantité est

liée au domaine Ωε
l , l = 1, 2. Considérons que la frontière ∂Ωε

l est de classe C
1 et elle est

composée de trois parties mesurables et disjointes définies par :

∂Ωε
l = ω ∪ Γ

ε

l ∪ Γ
ε

Ll

4
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où ω est la partie commune des deux corps qui est un domaine fixe de R3 d’équation

x3 = 0 pour tout x′ = (x1, x2) de R2.

Γ̄εLl est la frontière latérale de Ωε
l , l = 1, 2 .

Γ̄ε1 est la frontière supérieure de Ωε
1

(
resp ; Γ̄ε2 est la frontière inférieure de Ωε

2

)
d’équation

x3 = εh(x′) (resp ; x3 = −εh(x′)).

Avec h est une fonction bornée définie sur ω telle que : 0 < h∗ ≤ h(x′) ≤ h∗ ; ∀(x′, 0) ∈ ω

où h∗, h∗ ∈ R∗+.

Si pour toute fonction uε défini sur Ωε, on désigne par (uεl )=(u
ε
li)1≤i≤3sarestrictionsurΩ

ε
l ,

l = 1, 2, le problème est défini par le système d’équations :

Problème P ε. Trouver le champ de déplacement

(uε1, u
ε
2) = ((uε1i, u

ε
2i)1≤i≤3: Ωε

1 × Ωε
2×]0, T [→ R3 ×R3 tel que :

üε1(t)−Div
(
E1e(uε1)

)
+ δε1g1.u̇

ε
1(t) = f ε1 dans Ωε

1×]0, T [,

üε2(t)−Div
(
E2e(uε2)

)
+ δε2g2.u̇

ε
2(t) = f ε2 dans Ωε

2×]0, T [,

σε1 (uε1) = E1e(uε1) dans Ωε
1×]0, T [,

σε2 (uε2) = E2e(uε2) dans Ωε
2×]0, T [,

uε1 = 0 sur (Γε1 ∪ ΓεL1
)×]0, T [,

uε2 = 0 sur (Γε2 ∪ ΓεL2
)×]0, T [,

u̇ε1.ν1 − u̇ε2.ν2 = 0 sur ω×]0, T [,

(σε1 (uε1)) .ν1 − (σε2 (uε2)) .ν2 = 0 sur ω×]0, T [,
|σετ | < κε ⇒ (u̇ε1)τ − (u̇ε2)τ = s,

|σετ | = κε ⇒ ∃λ ≥ 0, ∀ τ ∈ S3, ∀ x ∈ Ωε
l ; u̇

ε
1(t)− u̇ε2(t) = s− λσετ

dans ω×]0, T [.

Avec σεl = (σεlij)1≤i,j≤3, l = 1, 2 ; le tenseur des contraintes où σεl vérifie la loi :

σεl (uεl ) = E le(uεl ), l = 1, 2.

La notation e(uεl ), l = 1, 2 représente le tenseur des déformations linéarisé.

E l =
(
E lijpq

)
1≤i,,j,p,q≤3

est un tenseur d’ordre 4. f ε1 (resp ; f ε2 ) est la densité des forces

volumiques de Ωε
1 (resp ; de Ωε

2) .
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L’étude asymptotique de ce problème se fait par les mêmes techniques utilisées dans le

deuxième chapitre.
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Notations

Notations

Soient Ω un domaine de Rd (d = 2, 3) et X un espace de Banach, nous utilisons les

notations suivantes :
Ω l’adhérence de Ω.

∂Ω la frontière totale de Ω.

Γ la frontière supérieure de Ω.

ΓL la frontière latérale de Ω.

nl la normale unitaire sortante sur Ωl, l = 1, 2.

vn, vτ les composantes normales et tangentielles d’un vecteur v.

|.| la norme euclidienne de Rd, avec |.| =

√
d∑
i=1

x2
i .

Id le tenseur identité du second ordre sur Rd.

δij le symbole de Krönecker.

D′(Ω) l’espace de distributions sur Ω.

C1 (Ω) l’espace des fonctions réelles continument dérivables sur Ω.

H1 (Ω) l’espace de Sobolev d’ordre 1 sur Ω.

H1
0 (Ω) l’adhérence de D (Ω) dans H1 (Ω) .

H−1 (Ω) l’espace dual de H1
0 (Ω) .

(L2 (Ω))
d l’espace

{
u = (ui) / ui ∈ L2 (Ω) , i = 1, d

}
.

(H1 (Ω))
d l’espace

{
u = (ui) / ui ∈ H1 (Ω) , i = 1, d

}
.

‖.‖0,Ω la norme de (L2 (Ω))
d .

‖.‖1,Ω la norme de H1 (Ω)d .

‖.‖X la norme de X.

Xd l’espace
{
x = (xi) / xi ∈ X, i = 1, d

}
.

xn ⇀ x la convergente faible de la suite (xn) vers l’élément x dans X.

xn → x la convergente forte de la suite (xn) vers l’élément x dans X.

∂if la dérivée partielle de f par rapport à la composante xi.

∇f le gradient de f .

div f la divergence de f .
Si X est un espace de Banach et d ∈ N∗, on utilise les notations suivantes.

7



Notations

‖.‖X la norme de X.

Xd l’espace
{
x = (xi) / xi ∈ X, i = 1, d

}
.

xn → x la convergente forte de la suite (xn) vers l’élément x dans X.

xn ⇀ x la convergente faible de la suite (xn) vers l’élément x dans X.

Lp(0, T,X)
l’espace des fonctions f mesurables de [0, T ] dans X, telles que∫ T

0
‖f(t)‖X dt <∞ avec les modifications usuelles si p =∞.

‖.‖Lp(0,T,X) la norme de Lp(0, T,X).

C(0, T,X) l’espace des fonctions continues de [0, T ] dans X.

Pour une fonction f , on note par

dom f le domaine de f .

supp f le support de f .

∂if la dérivée partielle de f par rapport à la composante xi.

∇f le gradient de f .

e (f) la partie symétrique du gradient de f = 1
2

(
∇f +∇Tf

)
.

Div f le divergence de f.
·
f la dérivation par rapport au temps.
∂f
∂ν

la dérivée normale extérieure.

lim inf la limite inférieure.

δij le symbole de Krönecker.

I3 le tenseur identité de second ordre sur R3.

0 le zéro de Rd.

C une constante générique strictement positive.

p.p presque par tout.

|.| la norme euclidienne de R2.

(u, v) , u.v le produit scalaire des vecteurs u et v.

8



CHAPITRE

1 Outils mathématiques

Ce premier chapitre est consacré aux notions mathématiques utilsées dans la suite de la

thèse. Nous commençons par un rappel des espaces fonctionnelles ; notamment les espaces

de Sobolev, les espaces de Hilbert et quelques résultas sur ces espaces comme le théorème

des traces, la formule de Green, le théorème de Reisz-Fréchet et quelques inéquations. Par

suite nous rappelons quelques résulats des espaces des fonctions à valeurs vectorielles.

Nous terminerons ce chapitre par la modélisation mathématiques du cadre physique ; en

donnant l’équation du mouvement, la loi du comportement élastique et les condtions aux

limites de contact avec frottement de type Coulomb et de type Tresca.

1.1 Rappel sur les espaces fonctionnelles

1.1.1 Espaces de Sobolev

Considérons Ω un ouvert de Rn et ∂Ω son bord.

Pour p ∈ [1,∞[, Lp(Ω) désigne l’espace de Lebesgue (des classes) des fonctions u à valeurs

réelles, mesurables avec |u|p intégrables.

Lp(Ω) est muni de la norme définie par

‖u‖LP =

∫
Ω

|u(x)|p dx

 1
p

.

9



1.1. Rappel sur les espaces fonctionnelles

Pour p =∞, on note

L∞(Ω) = {u : Ω −→ R, u mesurable ; sup
x∈Ω

ess |u(x)| < +∞ },

muni de la norme

‖u‖L∞ = sup
x∈Ω

ess |u(x)| ,

où

sup
x∈Ω

ess |u(x)| = inf {M > 0 : |u(x)| ≤M p.p.}

D (Ω) ou bien C∞c (Ω) désigne l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à support

compact, inclus dans Ω.

Les éléments de D (Ω) sont dits fonctions tests.

Le dual topologique de D (Ω), noté D′ (Ω) est l’espace des distributions.

Soit T ∈ D′ (Ω) et α ∈ Nn.

La dérivée aux sens des distributions de T , notée DαT est définie par

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω) avec |α| =
n∑
i=1

αi.

En particulier si f ∈ L1
loc (Ω) = {f ∈ L1 (K) , K un compact inclus dans Ω} , alors f

définit une distribution notée Tf ou bien simplement f donnée par

〈Tf , ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 =

∫
Ω

f (x)ϕ (x) dx , ∀ϕ ∈ D(Ω).

La dérivée aux sens des distributions de f est définie par∫
Ω

Dαf (x)ϕ (x) dx = (−1)|α|
∫
Ω

f (x)Dαϕ (x) dx , ∀ϕ ∈ D(Ω).

Définition 1.1.1 Soit m ∈ N et 1≤ p ≤ ∞.

On appelle espace de Sobolev qu’on note Wm,p(Ω) l’ensemble des fonctions de Lp(Ω) dont

les dérivées aux sens des distributions d’ordre inférieur ou égale à m sont aussi des fonc-

tions de Lp (Ω) . On écrit

Wm,p (Ω) = {u ∈ Lp (Ω)�Dαu ∈ Lp (Ω) , pour |α| ≤ m}.

10



1.1. Rappel sur les espaces fonctionnelles

Wm,p (Ω) est muni de la norme définie par

‖u‖wm,p =



 ∑
0≤|α|≤m

‖Dαu‖p
LP

 1
p

si p <∞

∑
0≤|α|≤m

‖Dαu‖L∞ si p =∞

ou bien de la norme équivalente

‖u‖wm,p =
∑

0≤|α|≤m

(‖Dαu‖LP )
1
p pour 1 ≤ p ≤ ∞.

Dans le cas où p = 2, Wm,2 (Ω) est noté Hm (Ω) et est muni du produit scalaire

(u, v)Hm =
∑

0≤|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2 .

Wm,p(Ω) muni de la norme précédente est un espace de Banach et Hm (Ω) muni du produit

scalaire précédent est un espace de Hilbert.

Les espaces produits (L2 (Ω))
n et (H1 (Ω))

n sont munis des normes

‖u‖(L2(Ω))n =

(
n∑
i=1

‖ui‖2
L2(Ω)

) 1
2

‖u‖(H1(Ω))n =

(
n∑
i=1

‖ui‖2
H1(Ω)

) 1
2

.

Avec

‖u‖H1(Ω) =
(
‖u‖L2(Ω) + ‖Du‖L2(Ω)

) 1
2

Pour 1 ≤ p < ∞, on définit l’espace Wm,p
0 (Ω) comme étant la fermeture de D (Ω) dans

Wm,p (Ω) c’est-à-dire

Wm,p
0 (Ω) = {u ∈ Wm,p (Ω) : u |Γ = 0} .

En particulier, on note par H1
0 (Ω) la fermeture de D (Ω) dans H1 (Ω) et par H−1 (Ω) son

dual.
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1.1. Rappel sur les espaces fonctionnelles

On note L2 (∂Ω) l’espace des fonctions de carré sommable sur ∂Ω pour la mesure

superficielle dσ. On munit l’espace L2 (∂Ω) par la norme

‖v‖L2(∂Ω) =

∫
∂Ω

|v (x)|2 dσ

 1
2

.

1.1.2 Espaces de classe Cm

On note

Rn+ = Rn−1 × R∗+ =
{
x = (x′, xn)�x′ ∈ Rn−1 et xn > 0

}
.

Q =

x = (x′, xn) ∈ Rn−1 × R avec : |x′| =
(
n−1∑
i=1

x2
i

) 1
2

< 1 et |xn| < 1

 .

Q+ = Q ∩ Rn+.

Q0 = {x = (x′, xn) ; |x′| < 1 et xn = 0} .

On dit qu’un ouvert Ω est de classe Cm, m est un entier ≥ 1 si pour tout x ∈ ∂Ω il existe

un voisinage U de x et une application h : Q → U bijective telle que h ∈ Cm
(
Q
)
et

h−1 ∈ Cm
(
U
)
, h (Q+) = U ∩ Ω et h (Q0) = U ∩ ∂Ω.

Autrement dit, un ouvert Ω est de classe Cm, m est un entier ≥ 1, si au voisinage de

tout point de ∂Ω, il existe un difféomorphise de classe Cm qui redresse la frontière en un

hyperplan de Rn−1 et Ω en un des demi-espaces limité par cet hyperplan.

Théorème 1.1.1 On suppose que Ω est de classe C1. Soit u ∈ W 1,p (Ω) ∩ C
(
Ω
)
avec

1≤ p<∞. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

u = 0 sur ∂Ω

u ∈ W 1,p
0 (Ω) .

Théorème 1.1.2 (Théorème des traces)

Soit Ω un ouvert de Rn de classe C1. Alors il existe un opérateur linéaire continu

appelé opérateur trace de H1 (Ω) dans L2 (∂Ω) , noté γ et coïncide avec l’opérateur de

restriction usuel pour les fonctions continues, c’est- à -dire

γ : H1 (Ω) → L2 (∂Ω)

u 7→ γ (u) = u |∂Ω
pour u ∈ C1

(
Ω
)
.
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1.1. Rappel sur les espaces fonctionnelles

1.1.3 Formule de Green

L’intégration par parties

Soit Ω un ouvert de Rn de classe C1. Si u, v ∈ H1 (Ω), on a∫
Ω

∂u

∂xi
vdx = −

∫
Ω

∂v

∂xi
udx+

∫
∂Ω

uvnidσ

La formule de Green

Soit Ω un ouvert de Rn de classe C1. Pour u ∈ H2 (Ω) et v ∈ H1 (Ω), on a∫
Ω

∆uvdx = −
∫
Ω

∇u∇vdx+

∫
∂Ω

∂u

∂n
vdσ.

avec n = (ni)1≤i≤n la normale extérieure à ∂Ω et dσ est la mesure superfcielle de ∂Ω.

1.1.4 Fonctions convexes-Semi-continuité inférieure

Soient V un espace vectoriel et ϕ une fonction définie sur V à valeurs dans ]−∞,+∞[ .

La fonction ϕ est dite

semi-continue inférieure si et seulement si pour toute suite (vn)n∈N de V convergente

vers v ∈ V , on a

lim
n

inf ϕ (vn) ≥ ϕ (v) ,

propre s’il existe u0 ∈ V tel que :

ϕ (u0) < +∞,

c’est-à-dire qu’elle n’est pas identique à +∞.

convexe si

ϕ (tu+ (1− t) v) ≤ tϕ (u) + (1− t)ϕ (v) ∀u, v ∈ V et t ∈ [0, 1]

Remarque : Une partie K ⊂ V est dite convexe si pour tout u, v de K :

tu+ (1− t) v ∈ K, ∀t ∈ [0, 1] .
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1.1. Rappel sur les espaces fonctionnelles

1.1.5 Les inégalités

Inégalité de Korn

Soit Ω un ouvert de Rn. Pour tout u ∈ K où K un convexe fermé non vide de H1 (Ω) , il

existe une constante C telle que

‖∇u‖L2(Ω) ≤ C ‖e (u)‖L2(Ω)

avec e (u) = (eij (u))1≤i,j≤n et eij (u) =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
.

Inégalité de Poincaré

Si Ω est un ouvert borné de Rn, il existe une constante positive C telle que ; pour toute

fonction u ∈ H1
0 (Ω),

‖u‖L2(Ω) ≤ C ‖∇u‖L2(Ω) .

Corollaire 1.1.1 Si Ω est un ouvert borné de Rn, il existe une constante positive C telle

que

‖∇u‖L2(Ω) ≤ ‖u‖H1(Ω) ≤
(
1 + C 2

) 1
2 ‖∇u‖L2(Ω) , ∀u ∈ H1

0 (Ω) .

Corollaire 1.1.2 Si Ω est borné, la semie -norme

|v|1,Ω =

(∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥2

L2(Ω)

) 1
2

est une norme sur H1
0 (Ω) équivalente à la norme induite par ‖.‖H1 .

L’inégalité de Hölder

Pour tout u ∈ Lp(Ω) et v ∈ Lq(Ω) avec 1 ≤ p ≤ +∞ et
1

p
+

1

q
= 1, on a uv ∈ L1 (Ω) et

‖uv‖L1(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω) ‖v‖Lq(Ω) .

14



1.2. Quelques éléments d’analyse dans les espaces de Hilbert

L’inégalité de Cauchy-Schwarz

C’est le cas particulier de l’inégalité de Hölder pour p = 2, c’est- à- dire : ∀u, v ∈ L2(Ω)

on a :

〈u, v〉 =

∫
Ω

|uv| dx ≤ ‖u‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) .

L’inégalité de Young

∀a, b ∈ R∗+ et 1 < p, q < +∞ avec
1

p
+

1

q
= 1, on a

a.b ≤ 1

p
ap +

1

q
bq.

1.2 Quelques éléments d’analyse dans les espaces de

Hilbert

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (., .)H et la norme ‖.‖H . On note

par H ′ l’espace dual de H et (., .)H′×H le produit de dualité entre H
′et H.

1.2.1 Théorème de représentation de Reisz-Fréchet

Théorème 1.2.1 Pour toute forme linéaire L sur H ′, il existe un élément f ∈ H unique

tel que :

( L, h)H′×H = (f, h)H , ∀h ∈ H

avec

‖ L‖H′ = ‖f‖H .
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1.2. Quelques éléments d’analyse dans les espaces de Hilbert

1.2.2 Formes bilinéaires

Définition 1.2.1 On dit que l’application a (., .) : H ×H → R est une forme bilinéaire

si pour tout λ, µ ∈ R et h, h1, h2 ∈ H

a (λh1 + µh2, h) = λa (h1, h) + µa (h2, h)

et

a (h, λh1 + µh2) = λa (h, h1) + µa (h, h2) .

Une forme bilinéaire a (., .) est dite :

coercive, s’il existe un réel α strictement positif tel que : a (h, h) ≥ α ‖h‖2
H , pour tout

h ∈ H.

continue, s’il existe un réel C > 0 tel que : |a (h1, h2)| ≤ C ‖h1‖H ‖h2‖H , pour tout h1,

h2 ∈ H.

symétrique, si pour tout h1, h2 ∈ H : a (h1, h2) = a (h2, h1) .

Théorème 1.2.2 (Représentation des formes bilinéaires) Pour toute forme bilinéaire

continue a (., .) sur H ×H, il existe un unique opérateur A défini de H dans H ′, linéaire

et borné tel que

a (u, v) = (Au, v)H′×H ∀u, v ∈ H

De plus

|a (., .)| = ‖A‖H .

1.2.3 Opérateurs : monotones-lipschitziens-hémicontinus

Soit A un opérateur de H dans H ′. A est dit :

monotone, si et seulement si

(Au− Av, u− v) ≥ 0 ∀u, v ∈ H.

fortement monotone, s’il existe une constante m ≥ 0 tel que :

(Au− Av, u− v)H′×H ≥ m ‖u− v‖2
H , ∀u, v ∈ H.
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1.3. Espaces des fonctions à valeurs véctorielles

de Lipschitz, s’il existe une constante M ≥ 0 tel que :

‖Au− Av‖H′ ≤M ‖u− v‖H , ∀u, v ∈ H.

hémicontinue, si pour u, v ∈ H ; l’application

At : R → H ′

t 7→ At (t) = A (u+ tv)
est continue.

Théorème 1.2.3 (voir[32] page 28) Soit K un convexe fermé non-vide d’un espace de

Hilbert H. Pour toute fonctionnelle J de K dans R̄ convexe, semi-continue inférieurement

et propre et pour tout opérateur A de H dans H ′ hémicontinu et fortement monotone, il

existe un unique u ∈ K tel que

(Au, u− v)H + J (v)− J (u) ≥ (f, u− v)H ∀v ∈ K et ∀f ∈ H ′.

1.3 Espaces des fonctions à valeurs véctorielles

Soit 0 < T < +∞ et soit V un espace de Banach réel de norme ‖.‖V . On définit les

espaces à valeurs vectorielles suivants :

C (0, T ;V ) = {u : [0, T ]→ V continue} ,

Lp (0, T ;V ) =
{
u : [0, T ]→ V mesurable :

∫ T
0
‖u(t)‖V dt <∞

}
, 1 ≤ p <∞,

L∞ (0, T ;V ) = {u : [0, T ]→ V mesurable : ∃C > 0 ‖u(t)‖V ≤ C, ∀t ∈ [0, T ]}

munis des normes

‖u‖C(0,T ;V ) = max
t∈[0,T ]

‖u (t)‖V ,

‖u‖Lp(0,T ;V ) =

(∫ T

0

‖u (t)‖pV dt

) 1
p

,

‖u‖L∞(0,T ;V ) = inf {C > 0 ; ‖u (t)‖V ≤ C ∀ t ∈ [0, T ] } .

On note par C∞c (0, T ;V ) l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables à support

compact dans ]0, T [ à valeurs dans V.

On note aussi par H1(0, T ;V ) l’espace de Sobolev sur ]0, T [ à valeurs dans V , défini par

H1(0, T ;V ) =

{
u : u ∈ L2(0, T ; V ) et

∂u

∂t
∈ L2(0, T ; V )

}
,

17



1.3. Espaces des fonctions à valeurs véctorielles

tel que la dérivée
∂

∂t
est définie par

∫ T

0

∂u

∂t
(t)φ (t) dt = −

∫ T

0

u (t)
∂

∂t
φ (t) dt , ∀φ ∈ C∞0 (]0, T [).

Proposition 1.3.1 Lp(0, T ;V ) avec 1 ≤ p ≤ ∞ est un espace de Banach.

Lp(0, T ;V ) ⊂ Lq(0, T ;V ) avec injection continue 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞.

Si V est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (., .)V , alors :

L2(0, T ;V ) est aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire :

(u, v)L2(0,T ;V ) =

T∫
0

(u (t) , v (t))V dt

Lp(0, T ;V )′ = Lq(0, T ;V ) pour 1 < q, p <∞ et
1

p
+

1

q
= 1.

L1(0, T ;V )′ = L∞(0, T ;V )

avec Lp(0, T ;V )′ est le dual de Lp(0, T ;V ) pour 1 ≤ p ≤ ∞.

Théorème 1.3.1 Soit V un espace de Banach réflexif et soit u ∈ L2(0, T ;V ). Les pro-

priétés suivantes sont équivalentes :

u ∈ H1(0, T ;V ).

Il existe u0 ∈ V et g ∈ L2(0, T ;V ), telle que u (t) = u0 +

t∫
0

g (s) ds, ∀t ∈ [0, T ] .

Théorème 1.3.2 Soit (V, (., .)V ) un espace de Hilbert et soit u ∈ H1(0, T ;V ). Alors :

1

2

d

dt
‖u (t)‖2

V = (u̇ (t) , u (t))V , ∀ t ∈ ]0, T [ ,

1

2
‖u (t)‖2

V =
1

2
‖u (0)‖2

V +

∫ t

0

(u̇ (s) , u (s))V ds, ∀ t ∈ ]0, T [ .

Théorème 1.3.3 Soient V,W deux espaces de Hilbert de normes respectives ‖.‖V , ‖.‖W
qui vérifient les hypothèses suivantes : V dense dans W ,

V ⊂ W ⊂ V ′,
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1.4. Lemme de Gronwall

et soit K un sous-ensemble fermé non vide et convexe de V . On se donne une forme

bilinéaire a (., .) : K ×K → R continue sur K qui satisfait :

il existe ρ et α > 0 tels que

a(v, v) + ρ ‖v‖2
W ≥ α ‖v‖2

V , ∀v ∈ V .

Alors, pour tout u0 ∈ K et f ∈ L2(0, T ;V ′), il existe une unique fonction u qui satisfait

〈u̇ (t) , v − u(t)〉V ′×V + a(u(t), v − u(t)) ≥ 〈f, v − u(t)〉V ′×V , ∀v ∈ K,∀ t ∈ [0, T ] ,

u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ C(0, T ;W ) ∩H1(0, T ;V ′),

u (t) ∈ K, ∀t ∈ [0, T ] ,

u(0) = u.

En outre, si u0 ∈ K et f ∈ L2(0, T ;W ), alors u vérifie

u ∈ L2(0, T ;V ) ∩H1(0, T ;W ).

1.4 Lemme de Gronwall

Lemme 1.4.1 Soient u, v ∈ C (0, T ;R) telles que u (t) ≥ 0 et v (t) ≥ 0, ∀t ∈ [0, T ] .

Pour toute constante c ≥ 0 et pour φ ∈ C (0, T ;R) telle que :

φ (t) ≤ c+

t∫
0

u (s) ds+

t∫
0

v (s)φ (s) ds , ∀t ∈ [0, T ] ,

on a

φ (t) ≤

c+

t∫
0

u (s) ds

 exp

 t∫
0

v (s) ds

 .

1.5 Modélisation mathématiques du cadre physique

La modélisation mathématique consiste à représenter un phénomène physique en un mod-

èle mathématique ( équations aux dérivées partielles ) accéssible à l’analyse et au calcul.
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1.5. Modélisation mathématiques du cadre physique

1.5.1 Équation du mouvement

Considérons un milieu continu qui occupe un domaine borné Ω de R3 pendant un intervalle

de temps [0, T ] et soit u̇ (x, t) le champ de vecteurs vitesse à l’instant t ∈ [0, T ] des points

x = (x1, x2, x3) ∈ Ω du milieu continu par rapport au repère (Ox) .

L’évolution d’un corps matériel est décrite par l’équation de Cauchy suivante :

div σ + f = ρü dans Ω× [0, T ]

avec ρ : Ω → R+ désigne la densité de la masse, ü =
∂2u

∂t2
est le champ des accéléra-

tions et f = (f1, f2, f3) est la distribution volumique des forces extérieures.

div σ =

(
∂σij
∂xj

)
1≤i,j≤3

est la divergence du tenseur des contraintes σ = (σij)1≤i,j≤3. .

Dans le cas où le champ de vitesse u̇ varie très lentement par rapport au temps, alors le

terme ρ
..
u est négligable et donc l’équation précédente devient :

div σ + f = 0.

et elle est dite équation d’équilibre.

1.5.2 Loi de comportement élastique linéaire et isotrope

Soit un corps homogène élastique et isotrope. Si on note par u = (ui)1≤i≤3 le déplacement

de ce corps alors le comportement élastique est modélisé par :

σ (u) = Ee (u) ,

avec (Eijkl)1≤i,j,k,l≤3 est un tenseur d’ordre 4, ses composantes Eijkl s’appellent coeffi cients

d’élasticité.

e = (eij (u))1≤i,j≤3 où

eij (u) =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, 1 ≤ i, j ≤ 3

est le tenseur des déformations linéarisées.
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1.5. Modélisation mathématiques du cadre physique

1.5.3 Conditions aux limites de contact avec frottement

Soient deux corps élastiques en contact et soit k le coeffi cient de frottement qui caractérise

l’état entre les deux surfaces en contact. On suppose qu’il y a une force de contact entre

les deux corps de composantes normale et tangentielle notée respectivement Fn, Fτ .

La loi de Tresca

On dit qu’il y a un glissement entre les deux corps si la force tangentielle a atteint un

certain seuil. Le seuil suivant Tresca est fixé, connu et est égale à k et tant que la force

tangentielle n’a pas atteint le seuil, les deux corps ne se déplacent pas et dans ce cas, on

dit qu’il y a adhérence. On résume cette loi par ‖Fτ‖ < k =⇒ ‖uτ‖ = s adhérence

‖Fτ‖ = k =⇒ ∃β ≥ 0 tel que uτ = s− βFτ glissement.

Dans le cas dynamique elle est donnée par ‖Fτ‖ < k =⇒ ‖u̇τ‖ = 0 adhérence

‖Fτ‖ = k =⇒ ∃β ≥ 0 tel que u̇τ = −βFτ glissement.

Où uτ est le déplacement tangentielle et
.
uτ est la vitesse tangentielle entre les deux coprs.

La loi de Coulomb

Selon Coulomb, le seuil est variable et dépend de la force normale Fn et est donné

par k ‖Fn‖ . La loi de Coulomb est donnée par les équations : ‖Fτ‖ < k ‖Fn‖ =⇒ ‖uτ‖ = 0 adhérence

‖Fτ‖ = k ‖Fn‖ =⇒ ∃β ≥ 0 tel que uτ = −βFτ glissement.

ou bien par  ‖Fτ‖ < k ‖Fn‖ =⇒ ‖u̇τ‖ = 0 adhérence

‖Fτ‖ = k ‖Fn‖ =⇒ ∃β ≥ 0 tel que u̇τ = −βFτ glissement.

dans le cas dynamique.
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CHAPITRE

2 Etude asymptotique d’un

problème d’élasticité

linéaire isotherme avec

frottement de type

Coulomb

Nous étudions dans ce chapitre, le comportement asymptotique d’un problème aux limites

dans un domaine tridimensionnel, mince noté Ωε avec frottement non linéaire de type

Coulomb où ε est un réel entre 0 et 1 ; en suivant les étapes suivantes : premièrement,

nous allons établir une formulation variationnelle du problème et prouver l’existence et

l’unicité de la solution faible.

Ensuite, on étudie le comportement asymptotique lorsque le petit paramètre ε tend vers

zéro.

Finalement, à l’aide d’une estimation à priori, on donne le problème limite et l’équation

faible généralisée dans le plan.
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2.1. Description du problème

2.1 Description du problème

Soit un corps élastique homogène dont la configuration de référence est un ouvert borné

lipschitzien de points x = (x1, x2, x3) = ( x′, x3) de R3.

Considérons ε un petit paramètre qui tend vers 0, alors l’ouvert précident est noté Ωε

et sa frontière est donnée par Γε = ω̄ ∪ Γ̄ε1 ∪ Γ̄εL avec :

ω est la frontière inférieure de Ωε, qui est un domaine borné de R3 d’équation x3 = 0.

Γ̄ε1 est la frontière supérieure d’équation x3 = εh(x) où h est une fonction bornée définie

sur ω telle que : 0 < h∗ ≤ h(x′) ≤ h∗, ∀(x′, 0) ∈ ω.

Γ̄εL est la frontière latérale.

D’où Ωε est défini par :

Ωε = {(x′, x3) ∈ R3 : (x′, 0) ∈ ω et 0 < x3 < εh (x′)}.

Pour définir notre problème on a besoin des espaces suivants :

On note par S3 l’espace des tenseurs symétriques du second ordre dans R3. (., .) et |.| le

produit scalaire et la norme euclidienne dans R3 et S3 respectivement avec :

∀u, v ∈ R3, (u, v) = u.v =
3∑
i=1

uivi, |v| = (v.v)
1
2 .

∀σ, τ ∈ S3, (σ, τ) = σ.τ =
3∑

i,j=1

σijτ ij, |τ | = (τ .τ)
1
2 .

Considérons Q l’espace défini par :

Q =
{
τ = (τ ij) ∈ S3 : τ ij = τ ji ∈ L2(Ωε), ∀i, j = 1, 2, 3

}
,

qui est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(σ, τ)Q =

∫
Ωε
σ.τdx =

3∑
i,j=1

∫
Ωε
σijτ ijdx.

Soit Q∞ l’espace du 4ième ordre (voir [33] page 97) avec

Q∞ = {E = (Eijkl) : Eijkl = Ejikl = Eklij ∈ L∞(Ωε), 1 ≤ i, j, k, l ≤ 3}
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2.1. Description du problème

qui est un espace de Banach muni de la norme :

‖E‖Q∞ = max
0≤i,j,k,l≤3

‖Eijkl‖L∞(Ωε),

telle que :

‖Eτ‖Q ≤ 3‖E‖Q∞‖τ‖Q, ∀E ∈ Q∞, τ ∈ Q.

On note par uε = (uεi )1≤i≤3 le déplacement du corps élastique et par e (uε) le tenseur des

déformations avec

e : H1(Ωε)3 −→ Q

uε 7→ e (uε) = (eij (uε))1≤i,,j≤3

où

eij (uε) =
1

2

(
∂uεi
∂xj

+
∂uεj
∂xi

)
, 1 ≤ i, j ≤ 3

On note aussi par σε =
(
σεij
)

1≤i,j≤3
le tenseur des contraintes où σεest modélisé par :

σ (uε) = Ee (uε) ,

avec E = (Eijkl)1≤i,,j,k,l≤3 un tenseur d’ordre 4 de dimension 3 satisfaisant les conditions :

(a) E : Ωε × S3 → S3.

(b) Il existe LE > 0 telle que :

|E(x, τ 1)− E(x, τ 2)| ≤ LE |τ 1 − τ 2|

∀ τ 1, τ 2 ∈ S3,∀ x ∈ Ωε.

(c) Il existe mE > 0 telle que :

(E(x, τ 1)− E(x, τ 2)).(τ 1 − τ 2) ≥ mE |τ 1 − τ 2|2,

∀ τ 1, τ 2 ∈ S3, ∀ x ∈ Ωε.

(d) la carte x 7−→ E(x, 0) est lebesgue mesurable dans Ωε, ∀ τ ∈ S3,

(e) La carte x 7−→ E(x, 0) ∈ Q.

Dans le cas stationnaire, l’équation de la conservation de mouvement est donnée par

l’équation d’équilibre

−Div (σε) = f ε dans Ωε.
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2.1. Description du problème

avec f ε = (f εi )1≤i≤3 est la distribution volumique des forces exterieures.

Ce qui concerne les conditions aux limites, on suppose que :

uε = 0 sur Γε1.

Sur ΓεL on introduit une fonction g = (gi)1≤i≤3 de
(
H

1
2 (Γε)

)
3 ( l’espace des fonctions

traces des fonctions de (H1 (Ωε)) 3 dans Γε) qui vérifie :
∫

Γε
g.ndσ = 0

g = 0 sur Γ̄ε1

g.n = 0 sur ω

(2.1.1)

n = (ni)1≤i≤3 est le vecteur normale unitaire sur Γε, donc n = (0, 0,−1) sur ω.

La condition (2.1.1) assure l’existence d’une fonction Gε = (Gε
i )1≤i≤3 ∈ (H1 (Ωε)) 3 telle

que :

div (Gε) = 0 dans Ωε et Gε = g sur Γε.

Pour définir les conditions aux limites sur la frontière infèrieure ω, on a besoin de ces

notations 

uεn = uε.n = (uεi .ni)1≤i≤3 ,

uετ =
(
uετ i
)

1≤i≤3
= (uεi − uεnni)1≤i≤3 ,

σεn = (σ.n)n =
(
σεijninj

)
1≤i,j≤3

,

σετ =
(
σετ i
)

1≤i≤3
=
(
σεijnj − σεnni

)
1≤i,j≤3

.

On suppose que le contact est bilateral sur ω c’est-à-dire :

uε.n = 0 sur ω.

Cette dernière condition signifie qu’il y a un effort tangentiel exercé par la surface ω. Cet

effort tangentiel ne peut pas dépasser un certain seuil.

Suivant la loi de Coulomb le seuil est donné par F ε|σεn| avec F ε > 0 est le coeffi cient de

frottementet. Tant que la contrainte tangentielle n’a pas atteint le seuil, le déplacement

tangentiel est donné et on dit qu’il y adhérence. Lorsque le seuil est atteint, le corps se

déplace tangentiellement par rapport à la contrainte tangentiel et donc il y a un glissement.
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2.2. Formulation variationnelle du problème P ε

On résume alors par les équations : |σετ | < F ε|σεn| =⇒ uετ = s ( adhérence )

|σετ | = F ε|σεn| =⇒ ∃β ≥ 0 tel que uετ = s− βσετ ( glissement )

avec s ∈ R est le déplacement sur la surface inférieure ω.

Finalement la formulation classique du problème mécanique du contact bilatéral de frot-

tement est énoncé comme suit :

Problème P ε : trouver uε = (uεi )1≤i≤3 : Ωε → R3 telle que :

Divσε + f ε = 0, dans Ωε, (2.1.2)

σε(uε) = Ee(uε), dans Ωε, (2.1.3)

uε = 0 sur Γε1, (2.1.4)

uε = g avec g3 = 0 sur ΓεL, (2.1.5)

uε.n = 0 sur ω, (2.1.6)

|σετ | < F ε|σεn| =⇒ uετ = s,

|σετ | = F ε|σεn| =⇒ ∃β ≥ 0 tel que uετ = s− βσετ ,

 sur ω. (2.1.7)

Remarque : Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépen-

dance de divers fonctions pour la variable x ∈ Ωε.

Lemme 2.1.1 (voir [16]) La condition (2.1.7) est équivalente à la relation :

(uετ − s)σετ + F ε|σεn||uετ − s|dx = 0 sur ω.

2.2 Formulation variationnelle du problème P ε

2.2.1 Discription du problème variationnel

Pour trouver une formulation variationnelle du problème P ε, considérons les espaces suiv-

ants :

H1(Ωε)3 =

{
ϕε ∈

(
L2 (Ωε)

)3
:
∂ϕεi
∂xj
∈ L2 (Ωε) , ∀i, j = 1, 2, 3

}
,
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2.2. Formulation variationnelle du problème P ε

qui est un espace de Hilbert muni de la norme ‖.‖(H1(Ωε))3 et du produit scalaire (., .)(H1(Ωε))3

définis respectivement par

‖uε‖(H1(Ωε))3 =

(
3∑
i=1

‖uεi‖
2
H1(Ωε)

) 1
2

,

(uε, ϕ)(H1(Ωε))3 =
3∑
i=1

∫
Ωε

(uεi (x)ϕεi (x) +∇uεi (x).∇ϕεi (x)) dx.

Le sous espace vectoriel de (H1(Ωε))
3 défini par

V ε =
{
ϕε ∈

(
H1(Ωε)

)3
: ϕε = 0 sur Γε1, ϕ

ε = Gε sur ΓεL et ϕ
ε.n = 0 sur ω

}
est un convexe fermé non vide de (H1(Ωε))

3
.

On définit aussi

H1
ΓεL∪Γε1

(Ωε) =
{
ϕε ∈ H1 (Ωε) : ϕε = 0 sur ΓεL ∪ Γε1

}
,

qui est un sous espace vectoriel de H1(Ωε).

Avec

‖uε‖H1(Ωε) =
(
‖uε‖L2(Ωε) + ‖∇uε‖L2(Ωε)

)1
2 ,

(uε, ϕε)H1(Ωε) =

∫
Ωε

(uε(x)ϕε(x) +∇uε(x).∇ϕε(x)) dx.

En multipliant (2.1.2) par (ϕε − uε) ∈ V ε et on intègre par partie sur Ωε avec l’utilisation

de la formule de Green et les conditions aux limites (2.1.4)−(2.1.7), on obtient le problème

variationnel suivant :

Problème P ε
v : trouver uε ∈ V ε telle que :

aε (uε, ϕε−uε) + j̃ε(ϕε)− j̃ε(uε) ≥ (f ε, ϕε − uε) , ∀ϕε ∈ V ε (2.2.1)
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2.2. Formulation variationnelle du problème P ε

avec

aε (uε, ϕε−uε) =

∫
Ωε
E (e(ϕε)− e(uε)) dx =

∫
Ωε
σε (e(ϕε)− e(uε)) dx

=
3∑

i,j=1

∫
Ωε
σεij (eij(ϕ

ε)− eij(uε)) dx

(f ε, ϕε − uε) =

∫
Ωε
f ε. (ϕε − uε) dx

j̃ε(ϕε) =

∫
ω

F ε |σεn| |ϕε − s| dx′

2.2.2 Existence et unicité de la solution du problème variation-

nel

Remarque 2.2.1 L’intégrale j̃ε(ϕε) n’a pas de sens pour ϕε ∈ V ε. En effet, σεn est défini

par dualité comme un élément de H−
1
2 (ω) . Par conséquent, |σεn| n’est pas bien définie sur

ω.

Par le même esprit de [?] et [18], on remplace σεn par sa régularisation R (σεn), où R est

un opérateur de régularisation de H−
1
2 (ω) dans L2 (ω) défini par :

∀τ ∈ H− 1
2 (ω) : R (τ) ∈ L2 (ω) ,R (τ) (x) = 〈τ , φ (x− .)〉

H−
1
2 (ω),H

1
2
00(ω)

, ∀x ∈ ω.

Avec : t 7−→ φ (x− t) est une fonction positive de classe C∞ à support compact dans ω

et H−
1
2 (ω) est l’espace dual de

H
1
2
00 (ω) =

{
ϕε |ω : vε ∈ H1(Ωε) : ϕε = 0 sur Γε1 ∪ ΓεL

}
.

Après cette régularisation, on obtient le nouveau problème suivant :

Problème P ε,φ
v . Trouver uε ∈ V ε telle que :

aε (uε, ϕε−uε) + jε(ϕε)− jε(uε) ≥ 〈f ε, ϕε − uε〉 , ∀ϕε ∈ V ε, (2.2.2)

où

jε(ϕε) =

∫
ω

F ε |R (σεn)| |ϕε − s| dx′ (2.2.3)
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2.2. Formulation variationnelle du problème P ε

Théorème 2.2.1 Pour f ε ∈ (L2 (Ωε))
3
, le coeffi cient de frottement F ε est une fonction

non négative dans L∞ (ω) , alors il existe uε ∈ V ε solution du problème P ε,φ
v . De plus pour

F ε très petit, la solution est unique.

Preuve. La preuve de l’existence et l’unicité du problème variationnel P ε,φ
v est basée

sur l’existence d’un point fixe de l’application définie de L2 (ω) dans lui même par :

k 7→ −F εR (σεn) ((uε, ϕε) (k)) .

On considère le problème intermédiaire :

aε (uε, ϕε−uε) +

∫
ω

k (|ϕε − s| − |uε − s|) dx′ ≥ 〈f ε, ϕε − uε〉 , ∀ϕε ∈ V ε,

et on pose la fonction

jk (ϕε) =

∫
ω

k (|ϕε − s|) dx′, ∀uε ∈ V ε. (2.2.4)

Il est facile de voir que jk est une fonction propre, convexe et continue sur V ε. L’existence

et l’unicité du résultat (2.2.4) découlent des inégalités variationnelles elliptiques (comme

dans [2]).

Le reste de la preuve de l’existence est similaire à celle de [20]. D’autre part, l’unicité de

la solution a été prouvé dans [33].

2.2.3 Changement de domaine et quelques estimations

Afin d’étudier l’analyse asymptotique du problème initial P ε, on transforme le domaine Ωε

à un domaine Ω indépendant du paramètre ε, cela ce fait par le changement de variable

z=
x3

ε
. D’où

Ω =
{
x = (x′, z) ∈ R3 : (x′, 0) ∈ ω et 0 < z < h (x′)

}
,

et sa frontière est notée par Γ = ω̄ ∪ Γ̄1 ∪ Γ̄L .

Par conséquent la fonction inconnue û = (ûi)1≤i≤3 est définie par : uεi (x′, x3) = ûi (x
′, z) , i = 1, 2

ε−1uε3 (x′, x3) = û3 (x′, z)
(2.2.5)
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2.2. Formulation variationnelle du problème P ε

Les données du problème initial se tansforment comme suit :
ε2f ε (x′, x3) = f̂ (x′, z)

gε (x′, x3) = ĝ (x′, z)

εF ε = F̂

(2.2.6)

En suite, nous définissons le tenseur des contraintes σ̂εij comme suit : σ̂ij = ε2σεij, 1 ≤ i, j ≤ 2,

σ̂i3 = εσεi3, i = 1, 2, 3.

Ainsi le relèvement Gε de g est défini par : Gε
3 (x′, x3) = εĜ3 (x′, z) ,

Gε
i (x′, x3) = Ĝi (x

′, z) , i = 1, 2
(2.2.7)

avec f̂ , F̂ , ĝ et Ĝi sont indépendantes de ε.

On définit alors le cadre fonctionnel sur Ω comme suit :

V =
{
ϕ̂ ∈

(
H1 (Ω)

)3
: ϕ̂ = Ĝ sur ΓL, ϕ̂ = 0 sur Γ1, ϕ̂.n = 0 sur ω

}
.

Π (V ) =
{
ϕ̂ ∈

(
H1 (Ω)

)2
: ϕ̂ = (ϕ̂1, ϕ̂2) , ϕ̂i = 0 sur ΓL ∪ Γ1, i = 1, 2

}
Vz =

{
ϕ̂ = (ϕ̂1, ϕ̂2) ∈

(
L2 (Ω)

)2
:
∂ϕ̂i
∂z
∈ L2 (Ω) et ϕ̂ = 0 sur Γ1, i = 1, 2

}
,

où Vz est un espace de Banach pour la norme

‖v‖Vz =

(
2∑
i=1

‖vi‖2
L2(Ω) +

∥∥∥∥∂vi∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

)1

2
.

Par conséquent, le problème P ε,φ
v est équivalent au problème suivant :

Problème P̂v : trouver û ∈ V telle que :

â (û, ϕ̂− û) + ̂(ϕ̂)− ̂(û) ≥
2∑
i=1

(
f̂i, ϕ̂i − ûi

)
+
(
f̂3, εϕ̂3 − εû3

)
, ∀ϕ̂ ∈ V (2.2.8)

avec

̂(ϕ̂) =

∫
ω

F̂ |R (σ̂n)| |ϕ̂− s| dx′

â (û, ϕ̂− û) = ε2

2∑
i=1

∫
Ω

σε(e(ϕ̂i)− e(ûi))dx′dz + ε

∫
Ω

σε(e(ϕ̂3)− e(û3))dx′dz.
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2.2. Formulation variationnelle du problème P ε

En substituant l’expression de â (., .), on obtient :

â (û, ϕ̂) = ε2

∫
Ωl

Eijklekl (û)
∂ϕ̂i
∂xj

dx′dz + 2ε

∫
Ωl

Ei3klekl (û)
∂ϕ̂i
∂z

dx′dz

+2ε2

∫
Ωl

Eijk3ek3 (û)
∂ϕ̂i
∂xj

dx′dz + 4ε

∫
Ωl

Ei3k3ek3 (û)
∂ϕ̂i
∂z

dx′dz

+ε2

∫
Ωl

Eij33e33 (û)
∂ϕ̂i
∂xj

dx′dz + ε2

∫
Ωl

E33ijeij (û)
∂ϕ̂3

∂z
dx′dz

+2ε

∫
Ωl

Ei333ê33 (û)
∂ϕ̂i
∂z

dx′dz + 2ε2

∫
Ωl

E33i3ei3 (û)
∂ϕ̂3

∂z
dx′dz

+ε2

∫
Ωl

E3333e33 (û)
∂ϕ̂3

∂z
dx′dz

avec :

e (û) = (eij (û))ij , i, j = 1, 2,

eij (û) =
1

2

(
∂ûi
∂xj

+
∂ûj
∂xi

)
i, j = 1, 2,

ei3 (û) = ê3i (û) =
1

2

(
1

ε

∂ûi
∂z

+ ε
∂û3

∂xi

)
, i = 1, 2,

e33 (û) =
∂û3

∂z
.

2.2.4 Estimation de la solution

Le résultat suivant est très important pour démonter la convergence du problème P̂v.

Théorème 2.2.2 : Pour f̂ ∈ (L2 (Ω))
3et le coeffi cient F̂ > 0 dans L∞ (ω) , il existe une

constante positive C independente de ε, telle que :

ε2
∑

1≤i,j≤2

∥∥∥∥∂ûi∂xj

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ ε2

∥∥∥∥∂û3

∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
∑

1≤i≤2

(∥∥∥∥∂ûi∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ ε4

∥∥∥∥∂û3

∂xi

∥∥∥∥2

L2(Ω)

)
≤ C.

(2.2.9)

Preuve. Premièrement il faut remarquer que

ε2
∑

1≤i,j≤2

∥∥∥∥∂ûi∂xj

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ε2

∥∥∥∥∂û3

∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
∑

1≤i≤2

(∥∥∥∥∂ûi∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ ε4

∥∥∥∥∂û3

∂xi

∥∥∥∥2

L2(Ω)

)
= ε‖∇uε‖2

L2(Ωε).

(2.2.10)
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2.2. Formulation variationnelle du problème P ε

En effet

a (uε, ϕε − uε) =

3∑
i,j=1

∫
Ωε
σεij

∂

∂xj
(ϕεi − uεi ))dx

=

3∑
i,j=1

∫
Ωε
Ee(uεi )

∂

∂xj
(ϕεi − uεi ))dx

=

3∑
i,j=1

∫
Ωε
E
(

1

2

(
∂uεi
∂xj

+
∂uεj
∂xi

))
∂

∂xj
(ϕεi − uεi ))dx

En utilisant (2.2.5) , (2.2.6) et (2.2.7), on obtient :

a (uε, ϕε − uε) =

2∑
i,j=1

∫
Ω

E
(

1

2

(
∂ûi
∂xj

+
∂ûj
∂xi

))
∂

∂xj
(ϕ̂i − ûi))dx′ (εdz)

+

2/∑
i=1

∫
Ω

E
(

1

2

(
∂ûi
εdz

+
ε∂û3

∂xi

))
∂

εdz
(ϕ̂i − ûi))dx′ (εdz)

+
2∑
j=1

∫
Ω

E
(

1

2

(
ε∂û3

∂xj
+
∂ûj
εdz

))
∂

∂xj
(εϕ̂3 − εû3))dx′ (εdz)

+

∫
Ω

E
(

1

2

(
ε∂û3

εdz
+
ε∂û3

εdz

))
∂

εdz
(ϕ̂3 − û3))dx′ (εdz)

= ε
2∑

i,j=1

∫
Ω

E
(

1

2

(
∂ûi
∂xj

+
∂ûj
∂xi

))
∂

∂xj
(ϕ̂i − ûi))dx′dz

+
2∑
i=1

∫
Ω

E
(

1

2

(
∂ûi
εdz

+
ε∂û3

∂xi

))
∂

dz
(ϕ̂i − ûi))dx′dz

+

2/∑
j=1

∫
Ω

E
(

1

2

(
ε2∂û3

∂xj
+
∂ûj
dz

))
ε
∂

∂xj
(ϕ̂3 − û3))dx′dz

+ε

∫
Ωε
E
(
∂û3

dz

)
∂

dz
(ϕ̂3 − û3))dx′dz
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2.2. Formulation variationnelle du problème P ε

En multipliant la dernière égalité par ε, on obtient :

εa (uε, ϕε − uε) = ε2

2∑
i,j=1

∫
Ω

E
(

1

2

(
∂ûi
∂xj

+
∂ûj
∂xi

))
∂

∂xj
(ϕ̂i − ûi))dx′dz

+

2∑
i=1

∫
Ω

E
(

1

2

(
∂ûi
dz

+
ε2∂û3

∂xi

))
∂

dz
(ϕ̂i − ûi)dx′dz

+
2∑
j=1

∫
Ω

E
(

1

2

(
ε2∂û3

∂xj
+
∂ûj
dz

))
ε2 ∂

∂xj
(ϕ̂3 − û3))dx′dz

+ε2

∫
Ω

E
(
∂û3

dz

)
∂

dz
(ϕ̂3 − û3))dx′dz

= ε2

2∑
i,j=1

∫
Ω

E
(

1

2

(
∂ûi
∂xj

+
∂ûj
∂xi

))
∂

∂xj
(ϕ̂i − ûi))dx′dz

+
2∑
i=1

∫
Ω

E
(

1

2

(
∂ûi
dz

+
ε2∂û3

∂xi

))(
∂

dz
(ϕ̂i − ûi) + ε2 ∂

∂xj
(ϕ̂3 − û3)

)
dx′dz

+ε2

∫
Ω

E
(
∂û3

dz

)
∂

dz
(ϕ̂3 − û3))dx′dz

D’où l’égalité (2.2.10).

Revenons maintenant à l’inégalité (2.2.9). Soit uε la solution du problème variationnel

P ε,φ
v , on a alors :

a (uε, ϕε − uε) + jε(ϕε)− jε(uε) ≥
∫

Ωε
f ε(ϕε − uε)dx′dx3, ∀ϕε ∈ V ε.

La linéarité de a (., .) donne :

a (uε, ϕε)− a (uε, uε) + jε(ϕε)− jε(uε) ≥
∫

Ωε
f εϕdx′dx3 −

∫
Ωε
f εuεdx′dx3, ∀ϕε ∈ V ε

et donc
−a (uε, uε) ≥ −a (uε, ϕε)− jε(ϕε) + jε(uε)

+
∫

Ωε
f εϕεdx′dx3 −

∫
Ωε
f εuεdx′dx3,∀ϕε ∈ V ε.

Mais comme jε(uε)m 0, il devient :

a (uε, uε) ≤ a (uε, ϕε)+ jε(ϕε)−
∫

Ωε
f εϕεdx′dx3 +

∫
Ωε
f εuεdx′dx3, ∀ϕε ∈ V ε (2.2.11)

et donc :

|a (uε, uε) | ≤ |a (uε, ϕε)|+ |jε(ϕε)|+
∣∣∣∣∫

Ωε
f εϕεdx′dx3

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Ωε
f εuεdx′dx3

∣∣∣∣ , ∀ϕε ∈ V ε.
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2.2. Formulation variationnelle du problème P ε

D’après l’inégalité de Korn, il existe une constante Ck m 0 indépendante de ε telle que :

a (uε, uε) ≥ CK‖∇uε‖2
H1(Ωε). (2.2.12)

De plus

a (uε, ϕε − uε) =

∫
Ωε
E(e(ϕε)− e(uε))dx′dx3

a (uε, ϕε) = a (uε, uε) +

∫
Ωε
E(e(ϕε)− e(uε))dx′dx3.

D’où

|a (uε, ϕε)| ≤
∫

Ωε
‖E(e(ϕε)− e(uε))‖2

S3
dx′dx3.

En utilisant maintenant l’hypothèse (b), on trouve :∫
Ωε
‖E(e(ϕε)− e(uε))‖2

S3
dx′dx3 ≤

∫
Ωε
LE‖(e(ϕε)− e(uε))‖2

L2(Ωε)dx
′dx3

Et comme
∑2

i,j=1 |e(uε)|2 ≤ ‖∇uε‖
2
L2(Ωε), alors :

|a (uε, ϕε)| ≤ LE

(
‖∇ϕε‖2

L2(Ωε) + ‖∇uε‖2
L2(Ωε)

)
(2.2.13)

D’autre part, par les inégalités de Cauchy-Schwartz, Poincaré et Young, on a :∣∣∣〈f ε, uε〉 1
2

∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ωε
f εuεdx′dx3

∣∣∣∣ ≤ ‖f ε‖L2(Ωε)‖uε‖L2(Ωε) (2.2.14)

≤ εh?‖∇uε‖L2(Ωε) .εh
?‖∇f ε‖L2(Ωε)

≤ CK
2
‖∇uε‖2

L2(Ωε) +
(εh?)2

2CK
‖∇f ε‖2

L2(Ωε)

De même pour∣∣∣∣∫
Ωε
f εϕεdx′dx3

∣∣∣∣ ≤ CK
2
‖∇ϕε‖2

L2(Ωε) +
(εh?)2

2CK
‖∇f ε‖2

L2(Ωε) (2.2.15)

De (2.2.12)− (2.2.15) et pour ϕε = Gε, (2.2.11) devient :

CK‖∇uε‖L2(Ωε) ≤ a (uε, uε) ≤ LE

(
‖∇Gε‖2

L2(Ωε) + ‖∇uε‖2
L2(Ωε)

)
,

+
CK
2
‖∇uε‖2

L2(Ωε) +
(εh?)2

2CK
‖∇f ε‖2

L2(Ωε)

+
CK
2
‖∇Gε‖2

L2(Ωε) +
(εh?)2

2CK
‖∇f ε‖2

L2(Ωε),
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2.3. Résultats de convergence et problème limite

On assume que LE <
CK
2
, alors(

CK
2
− LE

)
‖∇uε‖L2(Ωε) ≤

(εh?)2

CK
‖∇f ε‖2

L2(Ωε) +

(
LE +

CK
2

)
‖∇Gε‖2

L2(Ωε)

(2.2.16)

En multipliant (2.2.16) par ε, on obtient

ε

(
CK
2
− LE

)
‖∇uε‖L2(Ωε) ≤

(h?)2

CK
‖∇f̂‖2

L2(Ω) +

(
LE +

CK
2

)
‖(∇Ĝ‖2

L2(Ω).

D’où

ε‖∇uε‖2
L2(Ωε) ≤ C

avec

C=
(
h?2

CK

∥∥∥∇f̂∥∥∥2

L2(Ω)
+

(
CK
2

+ LE

)∥∥∥∇Ĝ∥∥∥2

L2(Ω)

)(
CK
2
− LE

)−1

et

ε‖∇uε‖2
L2(Ωε) = ε2

∑
1≤i,j≤2

∥∥∥∥∂ûi∂xj

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ε2

∥∥∥∥∂û3

∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
∑

1≤i≤2

(∥∥∥∥∂ûi∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ ε4

∥∥∥∥∂û3

∂xi

∥∥∥∥2

L2(Ω)

)
.

Ce qui achève la démonstration du théorème (2.2.2).

2.3 Résultats de convergence et problème limite

Dans cette partie, on veut savoir le comportement asymptotique du déplacement û,

c’est-à-dire si ûi admet une limite lorsque ε tend vers 0.

Théorème 2.3.1 Sous les hypothèses du théorème (2.2.2) ; il existe û? = (û?i )1≤i≤2 dans

Vz telle que :

ûi ⇀ û?i i = 1, 2 faiblement dans Vz, (2.3.1)

ε
∂ûi
∂xj

⇀ 0 i, j = 1, 2 faiblement dans L2 (Ω) , (2.3.2)

ε2∂û3

∂xi
⇀ 0 i = 1, 2 faiblement dans L2 (Ω) , (2.3.3)

ε
∂û3

∂z
⇀ 0 faiblement dans L2 (Ω) , (2.3.4)

εû3 ⇀ 0 faiblement dans L2 (Ω) , (2.3.5)
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2.3. Résultats de convergence et problème limite

Preuve. D’après le théorème (2.3.1) ; il existe une constante C indépendante de ε

tel que : ∥∥∥∥∂ûi∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ C pour i = 1, 2

et d’après l’inégalité de Poincaré, on a

‖ûi‖L2(Ω) ≤ h?
∥∥∥∥∂ûi∂z

∥∥∥∥
L2(Ω)

;

ce la signifie que ûi est borné dans Vz pour i = 1, 2, alors il existe û∗i ∈ Vz tel que ûi

converge faiblement vers û?i dans L
2 (Ω) .

De même pour

ε2
∑

1≤i,j≤2

∥∥∥∥∂ûi∂xj

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ C.

Alors ε
∂ûi
∂xj

converge faiblement vers
∂û∗i
∂xj

. De plus ‖ûi‖L2(Ω) ≤ C, ce qui donne aussi la

convergence faible de
∂ûi
∂xj

vers
∂û?i
∂xj

, alors
∂ûi
∂xj

converge faiblement vers 0.

On peut conclure aussi de l’estimation (2.2.9) et du même théorème (2.3.1) que :

ε2

∥∥∥∥∂û3

∂xi

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C,

alors ε2∂û3

∂xi
converge faiblement vers

∂û?3
∂xi

et comme ε
∂û3

∂xi
converge faiblement vers

∂û?3
∂xi

,

on déduit alors que ε2∂û3

∂xi
converge faiblement vers 0.

En suivant le même principe, on montre la convergence faible de ε
∂û3

∂z
et εû3 vres 0.

Lemme 2.3.1 Il existe une suite de R(σεn (û)) convergente fortement vers R(σ̂n (û?))

dans L2 (ω) .
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2.3. Résultats de convergence et problème limite

Théorème 2.3.2 Sous les mêmes hypothèses du théorème (2.2.2) , ûi converge fortement

vers û?i , i = 1, 2 dans Vz. De plus, la solution û? satisfait :

− 1

2

∂

∂z

(
E
(
∂û?i
∂z

) )
= f̂i, i = 1, 2 dans

(
L2(Ω)

)2
, (2.3.6)

1

2

2∑
i=1

∫
Ω

E
(
∂û?i
∂z

)
∂

∂z
(ϕ̂i − û?i )dx′dz +

∫
ω

F ε |R (σ̂n (û?))| (|ϕε − s| − |û? − s|) dx′ ≥
2∑
i=1

∫
Ω

f̂i(ϕ̂i − û?i )dx′dz , ∀ϕ̂i ∈ Π (V ) .

(2.3.7)

Preuve. L’inéquation (2.2.8) peut être s’écrit sous la forme :

4∑
i=1

Ii (ε) + ̂(ϕ̂)− ̂(û) ≥
2∑
i=1

(
f̂i, ϕ̂i − ûi

)
+
(
f̂3, εϕ̂3 − εû3

)
avec

I1 (ε) = ε2

2∑
i,j=1

∫
Ω

E
(

1

2

(
∂ûi
∂xj

+
∂ûj
∂xi

))
∂

∂xj
(ϕ̂i − ûi))dx′dz

I2 (ε) =

2/∑
i=1

∫
Ω

E
(

1

2

(
∂ûi
dz

+
ε2∂û3

∂xi

))
∂

dz
(ϕ̂i − ûi)dx′dz

I3 (ε) =

2/∑
j=1

∫
Ω

E
(

1

2

(
ε2∂û3

∂xj
+
∂ûj
dz

))
ε2 ∂

∂xj
(ϕ̂3 − û3))dx′dz

I4 (ε) = ε2

∫
Ω

E
(
∂û3

dz

)
∂

dz
(ϕ̂3 − û3))dx′dz.

Par les résultats de convergence du théorème (2.3.1) , on trouve :

lim
ε−→0

4∑
i=1

Ii (ε) =
1

2

2∑
i=1

∫
Ω

E
(
∂û?i
∂z

)
∂

∂z
(ϕ̂i − û?i )dx′dz

et

lim
ε−→0

(
f̂3, εϕ̂3 − εû3

)
= lim

ε−→0
ε

∫
Ω

(f̂3, ϕ̂3 − û3)dx′dz = 0.

Comme ̂ semi-continue convexe c’est-à-dire

lim
ε−→0

inf

∫
ω

F̂ |R (σ̂n)| |û− s| dx′ ≥
∫
ω

F̂ |R (σ̂n)| |û? − s| dx′,

alors

1

2

2∑
i=1

∫
Ω

E
(
∂û?i
∂z

)
∂

∂z
(ϕ̂i−û?i )dx′dz+

∫
ω

F̂ |R (σ̂n (û?))| (|ϕε − s| − |û? − s|) dx′ ≥
2∑
i=1

(
f̂i, ϕ̂i − û?

)
.

(2.3.8)
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2.3. Résultats de convergence et problème limite

Pour démontrer (2.3.6) on choisit dans (2.3.8) ; ϕ̂i = û? ∓ ψi , ψi ∈ H1
0 (Ω), i = 1, 2.

Pour ϕ̂i = û?i + ψi , on obtient

1

2

2∑
i=1

∫
Ω

E
(
∂û?i
∂z

)
∂ψi
∂z

dx′dz ≥
2∑
i=1

∫
Ω

f̂ψidx
′dz

et pour ϕ̂i = û?i − ψi

1

2

2∑
i=1

∫
Ω

E
(
∂û?i
∂z

)
∂ψi
∂z

dx′dz ≤
2∑
i=1

∫
Ω

f̂iψidx
′dz,

Par la formule de Green, on aura :

−1

2

2∑
i=1

∫
Ω

∂

∂z

(
E
(
∂û?i
∂z

))
ψidx

′dz =

2∑
i=1

∫
Ω

f̂iψidx
′dz,

ce qui donne :

− 1

2

∂

∂z

(
E
(
∂û?i
∂z

) )
= f̂i, i = 1, 2 dans H−1 (Ω) et donc dans L2(Ω) car f̂i ∈ L2(Ω).

Théorème 2.3.3 Avec les mêmes hypothèses du théorème (2.3.2) , on a :∫
ω

F̂ |R (σ̂n (s?))| (|ϕ̂+ s? − s| − |s? − s|)dx′ − 1

2

∫
ω

τ ?ϕ̂dx′ ≥ 0,∀ϕ̂ ∈
(
L2(ω)

)2
, (2.3.9)

|τ ?| < F̂ |R (σ̂n (s?))| ⇒ s? = s,

|τ ?| = F̂ |R (σ̂n (s?))| ⇒ ∃β ≥ 0, tel que s? = s+ βλτ ?,

dans ω, (2.3.10)

avec :

s? = û?(x′, 0), τ ∗ = E(x′, 0)
∂û?

∂z
(x′, 0).

De plus, si les composantes de Ei3j3, 1 ≤ i, j ≤ 2 dépendent seulement de la variable x′,

alors û? et s? satisfaient l’équation faible généralisée :∫
ω

(
F̃ (x′) +

1

2

∫ h

0

E(x′)û?i (x, z)dz −
h

2
E(x′)s? − h2

4
τ ∗
)
∇ϕ̂ (x′) dx′ = 0, ∀ϕ̂ ∈ H1(ω)

(2.3.11)

où

F̃ (x′) =

h∫
0

z∫
0

ξ∫
0

f̂i (x
′, α) dαdξdz.
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2.3. Résultats de convergence et problème limite

Preuve. Pour ϕ̂i = û? + ψi, avec ψi ∈ H1
Γ1∪ΓL

(Ω), i = 1, 2 où

H1
Γ1∪ΓL

(Ω) =
{
ϕ̂ ∈ H1(Ω) : ϕ̂ = 0 sur Γ1 ∪ ΓL

}
.

l’inéquation variationnelle (2.3.7) se ramène à :

1

2

∑
1≤i≤2

∫
Ω

(
E
(
∂û?i
∂z

))
∂ψi
∂z

dx′dz+

∫
ω

F̂ |R (σεn (s?))| (|ψi + s? − s| − |s? − s|) dx′ ≥
2∑
i=1

∫
Ω

f̂iψidx
′dz.

En tenant compte de n = (0, 0,−1) sur ω, la formule de Green permet de conclure que

−1

2

2∑
i=1

∫
Ω

∂

∂z

(
E
(
∂û?i
∂z

))
ψidx

′dz +
1

2

∫
ω

τ ?iψidx
′ +

∫
ω

∫
ω

F̂ |R (σ̂n (s?))| (|ψi + s? − s| − |s? − s|)dx′

≥
2∑
i=1

∫
Ω

f̂iψidx
′dz.

D’autre part de (2.3.6) et pour ψ̂ =
(
ψ̂1, ψ̂2

)
∈ H1

Γ1∪ΓL
(Ω), on a∫

ω

F̂ |R (σ̂n (s?))| (ψ + s? − s| − |s? − s|)dx′ − 1

2

∫
ω

τ ?ψ̂dx′ ≥ 0, ∀ψ̂ ∈ (D(ω))2

De la densité de D(ω) dans L2(ω), on déduit que :∫
ω

F̂ |R (σ̂n (s?))| (ψ + s? − s| − |s? − s|)dx′ − 1

2

∫
ω

τ ∗ψ̂dx′ ≥ 0, ∀ψ̂ ∈
(
L2(ω)

)2
.

Pour démontrer (2.3.11), on intègre deux fois (2.3.6) entre 0 et z, avec Ei3j3, 1 ≤ i, j ≤ 2

dépendent seulement de x′, on obtient∫ z

0

∫ ξ

0

f̂i (x, α) dαdξ =

∫ z

0

∫ ξ

0

− 1

2

∂

∂α
(E (x′))

∂û?i
∂α

(x′, α) dαdξ

= −1

2

∫ z

0

E (x′)
∂û?i
∂ξ

(x′, ξ) dξ +
1

2

∫ z

0

E (x′)
∂û?i
∂ξ

(x′, 0) dξ

= −1

2
E (x′) [û?i (x, z)− û?i (x, 0)] +

1

2
τ ? (z − 0) .

Alors

1

2
E (x′) û?i (x, z) =

1

2
E (x′, 0) û?i (x, 0)−

z∫
0

ξ∫
0

f̂i (x, α) dαdξ +
1

2
zτ ?. (2.3.12)
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2.3. Résultats de convergence et problème limite

En remplaçant z par h et en utilisant le fait que û?i (x′, h) = 0, on obtient :

1

2
E (x′, 0) s? +

1

2
h (x′) τ ? =

h∫
0

ξ∫
0

f̂i (x, α) dαdξ. (2.3.13)

Intégrons (2.3.12) entre 0 et h, alors :

1

2
E (x′)

h∫
0

û?i (x, z) dz =
1

2
E (x′)

h∫
0

û?i (x, 0) dz +
1

2

h∫
0

zτ ?dz −
h∫
0

z∫
0

ξ∫
0

f̂i (x, α) dαdξdz

=
h

2
E (x′) s? +

h2

4
τ ? −

h∫
0

z∫
0

ξ∫
0

f̂i (x, α) dαdξdz.

On déduit alors :

1

2
E (x′)

h∫
0

û?i (x, z) dz − h

2
E (x′) s? − h2

4
τ ?

h

+

∫
0

z∫
0

ξ∫
0

f̂i (x, α) dαdξdz = 0,

et donc∫
ω

1

2
E (x′)

h∫
0

û?i (x, z) dz − h

2
E (x′) s? − h2

4
τ ? +

∼
F (x′)

∇ϕ̂dx′ = 0, ∀ϕ̂ ∈ H1(ω).

Théorème 2.3.4 Sous les mêmes hypothèses du théorème (2.3.2), il existe une constante

positive F? (suffi samment petite ) telle que
∥∥∥F̂∥∥∥

L∞(ω)
≤ F?, la solution du problème

(2.3.6)− (2.3.7) est unique dans Vz.

Preuve. Supposons que û?1 et û
?
2 soient deux solutions du problème (2.3.6)− (2.3.7)

alors :

1

2

2∑
i=1

∫
Ω

E
(
∂û?1i
∂z

)
∂

∂z
(ϕ̂i−û?1i)dx′dz+

∫
ω

F̂ |R (σ̂n (û?1))| (|ϕε − s| − |û?1 − s|) dx′ ≥
2∑
i=1

∫
Ω

f̂i(ϕ̂i−û?1i)dx′dz,

1

2

2∑
i=1

∫
Ω

E
(
∂û?2i
∂z

)
∂

∂z
(ϕ̂i−û?2i)dx′dz+

∫
ω

F̂ |R (σ̂n (û?2))| (|ϕε − s| − |û?2 − s|) dx′ ≥
2∑
i=1

∫
Ω

f̂i(ϕ̂i−û?2i)dx′dz.

Prenons ϕ̂i = û2i
? dans la première et ϕ̂i = û1i

? dans la deuxième inéquation et l’addition

des deux inéquations, on obtient :

1

2

2∑
i=1

∫
Ω

E
(
∂û?1i
∂z

)
∂

∂z
(û?2i − û?1i)dx′dz +

1

2

2∑
i=1

∫
Ω

E
(
∂û?2i
∂z

)
∂

∂z
(û?1i − û?2i)dx′dz
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2.3. Résultats de convergence et problème limite

+

∫
ω

F̂ (|R (σ̂n (û?2))| − |R (σ̂n (û?1))|) (|û?1 − s| − |û?2 − s|) dx′ ≥ 0

Alors

1

2

2∑
i=1

∫
Ω

E
∣∣∣∣ ∂∂z (û?1i − û?2i)

∣∣∣∣2 dx′dz ≤ ∫
ω

F̂ (|R (σ̂n (û?2))| − |R (σ̂n (û?1))|) |û?1 − û?2| dx′,

ce qui implique que

‖E‖Q∞
∥∥∥∥ ∂∂z (û?1 − û?2)

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤
∫
ω

F̂ (|R (σ̂n (û?2))| − |R (σ̂n (û?1))|) |û?1 − û?2| dx′.

L’inégalité de poincaré, nous donne :

‖E‖Q∞
∥∥∥∥ ∂∂z (û?1 − û?2)

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ (h?)2
∥∥∥F̂∥∥∥

L∞(ω)

(∫
ω

F̂ |R (σ̂n (û?2))| − |R (σ̂n (û?1))|
) 1

2

‖û?1 − û?2‖L2(ω) .

Comme
∥∥∥F̂∥∥∥

L∞(ω)
≤ F?, on a ‖û?1 − û?2‖Vz = 0 et par suite û?1 = û?2.
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CHAPITRE

3 Convergence

asymptotique d’un

problème de transmission

dans un domaine mince

de R3 avec frottement.

Dans ce chapitre, nous étudions le comportement asymptotique d’un problème aux limites

gouverné par un corps élastique non homogène occupant un domaine tridimensionnel Ωε

(0 < ε < 1) , qui est supposé constitué de deux coprs homogènes Ωε
1 et Ωε

2, c’est-à-dire

Ωε = Ωε
1 ∪ Ωε

2 . Pour facilité aux lecteurs, nous utilisons un indice l pour indiquer qu’une

quantité est liée au domaine Ωε
l , l = 1, 2 où 0 < ε < 1 un petit paramaitre qui tend vers

0.

L’idée générale de ce chapitre est grâce à un changement d’echelle, le problème inital

considéré dans Ωε est transformé à un autre problème dans un domaine fixe indépendant

du paramètre ε, et à l’aide d’une estimation à priori, on montre l’existence et l’unicité de

la solution du problème limite lorsque ε tend vers 0.
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3.1. Description du problème

3.1 Description du problème

Soit un corps élastique non homogène, dont la configuration de référence est un domaine

de points x = (x1, x2, x3) = ( x′, x3) de R3 noté Ωε (0 < ε < 1) composé de deux corps

élastiques homogènes occupant le domaine Ωε
l , l = 1, 2. Les deux corps sont en contact

bilatéral, le long de leur partie commune.

Considérons que la frontière ∂Ωε
l est de classe C

1 et elle est composée de trois parties

mesurables et disjointes définies par :

∂Ωε
l = ω ∪ Γ

ε

l ∪ Γ
ε

Ll
, l = 1, 2,

où

ω est la partie commune des deux corps qui est un domaine fixe de R3 d’équation x3 = 0

pour tout x′ = (x1, x2) de R2.

Γ̄ε1
(
resp ; Γ̄ε2

)
est la frontière supérieure de Ωε

1 (resp ; de Ωε
2) d’équation x3 = εh(x′)

(resp ; x3 = −εh(x′)).

Avec h est une fonction bornée définie sur ω telle que : 0 < h∗ ≤ h(x′) ≤ h∗ ; ∀(x′, 0) ∈ ω

où h∗, h∗ ∈ R∗+.

Γ̄εLl est la frontière latérale de Ωε
l .

On écrit alors Ωε = Ωε
1 ∪ Ωε

2 avec :

Ωε
1 =

{
x = (x′, x3) ∈ R3 : (x′, 0) ∈ ω, 0 < x3 < εh(x′)

}
,

Ωε
2 =

{
x = (x′, x3) ∈ R3 : (x′, 0) ∈ ω, −εh(x′) < x3 < 0

}
.

Pour définir notre problème, on a besoin des notions suivantes.

On note par S3 l’espace des tenseurs symétriques du second ordre dans R3, (., .) et |.| le

produit scalaire et la norme euclidiènne respectivement dans R3 et S3 avec :

∀u, v ∈ R3, (u, v) = u.v =

i=3∑
i=1

uivi, |v| = (v.v)
1
2 .

∀σ, τ ∈ S3, (σ, τ) = σ.τ =

i,j=3∑
i,j=1

σijτ ij, |τ | = (τ .τ)
1
2 .
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3.1. Description du problème

Soit Q un espace de Hilbert définit par :

Q =
{
τ = (τ ij) ∈ S3 : τ ij = τ ji ∈ L2(Ωε

l ), ∀i, j = 1, 2, 3
}

avec le produit scalaire

(σ, τ)Q =

∫
Ωεl

σ.τdx =

i,j=3∑
i,j=1

∫
Ωεl

σijτ ijdx.

Considérons Q∞ l’espace du 4ième ordre (voir [33] page 97) avec

Q∞ = {E l = (E lijpq) : E lijpq = E ljipq = E lpqij ∈ L∞(Ωε
l ), 1 ≤ i, j, p, q ≤ 3}

qui est un espace de Banach muni de la norme

‖E l‖Q∞ = max
0≤i,j,p,q≤3

‖E lijpq‖L∞(Ωεl )

telle que

‖E lτ‖Q ≤ 3‖E l‖Q∞‖τ‖Q ∀E l ∈ Q∞, τ ∈ Q. (3.1.1)

Pour toute fonction uε définie sur Ωε, on note par uεl = (uεli)1≤i≤3 sa restriction sur Ωε
l ; le

champ de déplacement du corps Ωε
l , l = 1, 2. On note aussi par σεl = (σεlij)1≤i,j≤3, l = 1, 2

; le tenseur des contraintes modilisé par :

σεl (u
ε
l ) = E le(uεl ) où (σεl )ij (uεl ) = E lijpq epq (uεl ) , 1 ≤ i, j, p, q ≤ 3 ; l = 1, 2.

Où E l =
(
E lijpq

)
1≤i,,j,p,q≤3

est un tenseur d’ordre 4 de dimention 3 satisfaisant les conditions

: 

(H1) E l : Ωε
l × S3 → S3.

(H2) Il existe LEl > 0 telle que :

| E l (x, τ 1)− E l (x, τ 2) | ≤ L El |τ 1 − τ 2|

∀τ 1, τ 2 ∈ S3,∀ x ∈ Ωε
l .

(H3) Il existe mE > 0 telle que :

E l (x, τ) .τ ≥ mE | τ |2 , ∀ τ ∈ S3, ∀ x ∈ Ωε
l .

(H4) La carte x 7−→ E l(x, 0) est lebesgue mesurable dans Ωε
l

(H5) La carte x 7−→ E l(x, 0) ∈ Q.
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3.1. Description du problème

La notation e(uεl ), l = 1, 2 est donnée au tenseur des déformations linéarisé avec

e (uεl ) = (eij (uεl ))1≤i,,j≤3

et

eij (uεl ) =
1

2

(
∂uεli
∂xj

+
∂uεlj
∂xi

)
, 1 ≤ i, j ≤ 3.

On assume que ∂Ωε
l est Lipschitien et continue, alors le vecteur normal extérieur

νl = (νli)1≤i≤3

est bien définie sur ∂Ωε
l . La normale unitaire sur ω est le vecteur ν (0, 0,−1) .

Pour toute uεl définie sur Ωε
l , on note aussi par u

ε
l sa trace sur ∂Ωε

l et par u
ε
lν et u

ε
lτ ces

composantes normales et tangentieles respectivement telles que :

uεlν = uεl .νl, uεlτ = uεlν − uεl νl, avec ν = ν1 = −ν2.

Dans ce cas, on note par σεlν et σ
ε
lτ , les composantes normales et tangentieles respective-

ment de σεl avec

σεlν = (σεl νl).νl, σεlτ = σεl νl − σεlν .νl.

Pour définir les conditions aux limites, nous adoptons les hypothèses suivantes :

• Sur Γεl × ]0, T [ , l = 1, 2 ; on a aucune condition de glissement et le matériau est supposé

fixé, alors

uεl = 0, l = 1, 2.

• Sur ΓεLl × ]0, T [ , l = 1, 2, le déplacement est connu et il est parallèle à ω ; c’est-à-dire

uεl = 0, l = 1, 2.

• Sur la surface comune ω× ]0, T [ des deux matériaux Ωε
1 et Ωε

2 , on suppose que la vitesse

nomale est bilatérale ce qui donne :

u̇ε1.ν1 + u̇ε2.ν2 = 0 sur ω × ]0, T [ . (3.1.2)

Donc

σε1.ν1 = −σε2.ν2 sur ω × ]0, T [ car ν1 = −ν2.
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3.1. Description du problème

Par conséquent

σεν = σε1ν = σε2ν et σ
ε
τ = σε1τ = −σε2τ sur ω × ]0, T [ .

La condition (3.1.2) signifie aussi qu’il y a un effort tangentiel exercé parω sur les deux

coprs. Cet effort ne peut pas dépasser un certain seuil.

Dans notre travail on considère la loi de de Tresca c’est-à-dire que le seuil est fixé, connu

et vaut κε, qui est dit aussi le le coeffi cient de frottement, de plus tant que la containte

tangentielle σετ n’a pas atteint le seuil, le corps se déplace par une vitesse donnée s, qui

est la vitesse de la surface inferieur ω. Lorsque le seuil est atteint, le corps se déplace

par une vitesse tangentielle proportionnel à la containte tangentielle σετ , cette vitesse est

inconnue sur ω × ]0, T [ et elle vérifie la condition de Tresca
|σετ | < κε ⇒ (u̇ε1)τ − (u̇ε2)τ = s adhérence

|σετ | = κε ⇒ ∃λ ≥ 0, (u̇ε1)τ − (u̇ε2)τ = s− λσετ glissement
sur ω × ]0, T [ .

Comme conditions initiales, on note :

uεl (x, 0) = u0
l (x)

u̇εl (x, 0) = u1
l (x)

∀x ∈ Ωε
l , l = 1, 2.

Soient
gl : R3 → R3

v 7→ gl (v)
l = 1, 2 et g1 6= g2

deux fonctions continues vérifiant les propriétées suivantes :

1. Les fonctions gl, l = 1, 2 sont monotones c’est-à-dire :

(gl(u)− gl(v), u− v) ≥ 0, ∀u, v ∈ R3.

2. gl, l = 1, 2 sont nulles à l’origine et on écrit

gl(0) = 0, pour l = 1, 2.

46



3.1. Description du problème

3. Pour tout v ∈ R3, (g1, g2) sont croissantes ; donc g′li(v) ≥ 0 1 ≤ i ≤ 3, l = 1, 2.

Finalement on suppose que les deux corps sont soumis à deux forces volumiques don-

nées de densités f ε1 (resp ; f ε2 ) de Ωε
1 (resp ; de Ωε

2) ; alors le problème est décrit par le

système d’élasticité dynamique suivant :

Problème P ε. Trouver un champ de déplacement

(uε1, u
ε
2) = (uε1i, u

ε
2i)1≤i≤3: Ωε

1 × Ωε
2×]0, T [→ R3 × R3 tel que :

üε1(t)−Div
(
E1e(uε1)

)
+ δε1g1.u̇

ε
1(t) = f ε1 dans Ωε

1×]0, T [, (3.1.3)

üε2(t)−Div
(
E2e(uε2)

)
+ δε2g2.u̇

ε
2(t) = f ε2 dans Ωε

2×]0, T [, (3.1.4)

σε1 (uε1) = E1e(uε1) dans Ωε
1×]0, T [, (3.1.5)

σε2 (uε2) = E2e(uε2) dans Ωε
2×]0, T [, (3.1.6)

uε1 = 0 sur (Γε1 ∪ ΓεL1
)×]0, T [, (3.1.7)

uε2 = 0 sur (Γε2 ∪ ΓεL2
)×]0, T [, (3.1.8)

u̇ε1.ν1 − u̇ε2.ν2 = 0 sur ω×]0, T [, (3.1.9)

(σε1 (uε1)) .ν1 − (σε2 (uε2)) .ν2 = 0 sur ω×]0, T [, (3.1.10)
|σετ | < κε ⇒ (u̇ε1)τ − (u̇ε2)τ = s,

|σετ | = κε ⇒ ∃λ ≥ 0, ∀ τ ∈ S3, ∀ x ∈ Ωε
l ; u̇

ε
1(t)− u̇ε2(t) = s− λσετ

dans ω×]0, T [,

(3.1.11)

uεl (x, 0) = u0
l (x), u̇εl (x, 0) = u1

l (x), δεl ∈ R+, l = 1, 2. (3.1.12)

Lemme 3.1.1 la condition (3.1.11) est équivalente à

(u̇ε1(t)− u̇ε2(t)− s)σετ + κε |u̇ε1(t)− u̇ε2(t)− s| = 0 sur ω.
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3.2. Formulation variationnelle du problème Pε

3.2 Formulation variationnelle du problème Pε

3.2.1 Discription du problème variationnel

Pour trouver la solution faible du problème Pε, on introduit les espaces suivants :

H1(Ωε
l )

3 =

{
ϕεl ∈

(
L2(Ωε

l )
)3

:
∂ϕεli
∂xj
∈ L2(Ωε

l ), ∀i, j = 1, 2, 3,

}
, l = 1, 2

V (Ωε
l ) =

{
ϕεl ∈

(
H1(Ωε

l )
)3

: ϕεl=0 sur Γεl ∪ ΓεLl

}
, l = 1, 2

qui sont des espaces de Hilbert muni de la norme ‖.‖1,Ωεl
et du produit scalaire (., .)1,Ωεl

définis respectivement par :

‖uεl ‖1,Ωεl
=

(
3∑
i=1

‖uεli‖
2
H1(Ωεl )

) 1
2

(uεl , ϕ
ε
l )1,Ωεl

=
3∑
i=1

∫
Ωε

(uεli(x)ϕεli(x) +∇uεli(x).ϕεli(x)) dx′dx3.

De plus

(uεl , ϕ
ε
l )1,Ωεl

= (e(uεl ), e(ϕ
ε
l ))Q, ∀uεl , ϕεl ∈ V (Ωε

l ), l = 1, 2.

La norme de (L2(Ωε
l ))

3 sera noté ‖.‖0,Ωεl
.

On note par ‖(., .)‖0,Ωε1×Ωε2
la norme de (L2(Ωε

1))
3× (L2(Ωε

2))
3 et par ‖(., .)‖1,Ωε1×Ωε2

la

norme de (H1(Ωε
1))

3 × (H1(Ωε
2))

3
.

Soit V ε l’espace définie par :

V ε = {(ϕε1, ϕε2) ∈ V (Ωε
1)× V (Ωε

2) : ϕε1.ν1 + ϕε2.ν2 = 0 dans ω} ,

qui est un espace de Hilbert muni du produit scalaire noté (., .)V ε et de la norme ‖.‖V ε

definie par :

‖(ϕε1, ϕε2)‖V ε =
(
‖ϕε1‖2

V (Ωε1) + ‖ϕε2‖2
V (Ωε2)

) 1
2
.

Théorème 3.2.1 Si (uε1, u
ε
2) est une solution du problème Pε, alors elle satisfait le prob-

lème variationnel suivant :
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3.2. Formulation variationnelle du problème Pε

Problème P ε
v . Trouver (uε1, u

ε
2) avec (u̇ε1(t), u̇ε2(t)) ∈ V ε, ∀t ∈ [0, T ] telle que :

(üε1(t), ϕε1 − u̇ε1(t)) + (üε2(t), ϕε2 − u̇ε2(t)) +
l=2∑
l=1

a(uεl , ϕ
ε
l − u̇εl (t))

+
l=2∑
l=1

(δεl gl (u̇
ε
l (t)) , (ϕ

ε
l − u̇εl (t))) + Jε(ϕε1, ϕ

ε
2)− Jε (u̇ε1(t), u̇ε2(t)) ≥

l=2∑
l=1

(f εl , (ϕ
ε
l − u̇εl (t)))

uεl (x, 0) = u0
l (x) , u̇εl (x, 0) = u1

l (x), l = 1, 2,

(3.2.1)

avec

a(uεl , ϕ
ε
l ) =

∫
Ωεl

(σεl (uεl ))ijeij(ϕ
ε
l )dx

′dx3 =

∫
Ωεl

E lijpq epq (uεl ) eij (ϕεl ) dx
′dx3,

(δεl gl(u̇
ε
l (t)), ϕ

ε
l ) =

∫
Ωεl

δεl gl.u̇
ε
l (t).ϕ

ε
l dx

′dx3,

(f εl , ϕ
ε
l ) =

∫
Ωεl

f εl .ϕ
ε
l dx

′dx3,

et Jε(ϕε1, ϕ
ε
2) =

∫
w

κε|ϕε1τ − ϕε2τ − s|dx′.

où ϕε = (ϕε1, ϕ
ε
2) ∈ V ε est la fonction test.

Remarque 3.2.1 Il résulte des propriétés précédentes et de l’inégalité de Korn (voir[33]

page 97), que la forme bilinéaire a(., .) est coercive et continue c’est-à-dire :

a(uεl , u
ε
l ) ≥ µlCK ‖∇uεl ‖

2
L2(Ωεl )

, ∀uεl ∈ V (Ωε
l ), l = 1, 2,

|a(uεl , ϕ
ε
l )| ≤M ‖∇uεl ‖L2(Ωεl )

‖∇ϕεl ‖L2(Ωεl )
, ∀uεl , ϕεl ∈ V (Ωε

l ).

Preuve. Supposons que (uε1, u
ε
2) est une solution suffi samment régulière du problème

Pε. On multiplie l’équation (3.1.3) par (ϕε1− u̇ε1(t)) et (3.1.4) par (ϕε2− u̇ε2(t)) et on intègre
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3.2. Formulation variationnelle du problème Pε

sur Ωε
1 et Ωε

2.∫
Ωε1

üε1(t)(ϕε1 − u̇ε1(t))dx′dx3 +

∫
Ωε2

üε2(t)(ϕε2 − u̇ε2(t))dx′dx3 (3.2.2)

−
∫

Ωε1

Div
(
E1e(uε1)

)
(ϕε1 − u̇ε1(t))dx′dx3 −

∫
Ωε2

Div
(
E2e(uε2)

)
(ϕε2 − u̇ε2(t))dx′dx3 +∫

Ωε1

δε1g1.u̇
ε
1(t)(ϕε1 − u̇ε1(t))dx′dx3 +

∫
Ωε2

δε2g2.u̇
ε
2(t)(ϕε2 − u̇ε2(t))dx′dx3

=

∫
Ωε1

f ε1 .(ϕ
ε
1 − u̇ε1(t))dx′dx3 +

∫
Ωε2

f ε2 .(ϕ
ε
2 − u̇ε2(t))dx′dx3

avec (ϕε1, ϕ
ε
2) ∈ V ε.

La la formule de Green pour le terme :

T =

∫
Ωε1

Div
(
E1e(uε1)

)
(ϕε1 − u̇ε1(t))dx′dx3 +

∫
Ωε2

Div
(
E2e(uε2)

)
(ϕε2 − u̇ε2(t))dx′dx3,

nous donne

T =

∫
Ωε1

E1ε(uε1)ε(ϕε1 − u̇ε1(t))dx′dx3 +

∫
Ωε2

E2ε(uε2)e(ϕε2 − u̇ε2(t))dx′dx3

−
∫
∂Ωε1

E1ε(uε1)(ϕε1 − u̇ε1(t))νds−
∫
∂Ωε2

E2ε(uε2)(ϕε2 − u̇ε2(t))νds

D’après les équations (3.1.5) et (3.1.6)

T =

∫
Ωε1

σε1 (uε1) e(ϕε1 − u̇ε1(t))dx′dx3 +

∫
Ωε2

σε2 (uε2) e(ϕε2 − u̇ε2(t))dx′dx3

−
∫
∂Ωε1

σε1 (uε1) (ϕε1 − u̇ε1(t))νds−
∫
∂Ωε2

σε2 (uε2) (ϕε2 − u̇ε2(t))νds.

En tenant compte des conditions (3.1.7) et (3.1.8)

T =

∫
Ωε1

σε1 (uε1) e(ϕε1 − u̇ε1(t))dx′dx3 +

∫
Ωε2

σε2 (uε2) e(ϕε2 − u̇ε2(t))dx′dx3

−
∫
ω

σε1 (uε1) ν(ϕε1 − u̇ε1(t))dx′ −
∫
ω

σε2 (uε2) ν(ϕε2 − u̇ε2(t))dx′

mais on a

σεl (uεl ) ν = σεlτ (uεl ) + σεlν (uεl ) ν, l = 1, 2

σετ = σε1τ = −σε2τ et

σεν = σε1ν = σε2ν .
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3.2. Formulation variationnelle du problème Pε

D’où

T =

∫
Ωε1

σε1 (uε1) e(ϕε1 − u̇ε1(t))dx′dx3 +

∫
Ωε2

σε2 (uε2) e(ϕε2 − u̇ε2(t))dx′dx3

−
∫
ω

σετ [(ϕε1 − u̇ε1(t))− (ϕε2 − u̇ε2(t))] dx′ −
∫
ω

σενν [(ϕε1 − u̇ε1(t)) + (ϕε2 − u̇ε2(t))] dx′

Comme (v1, v2) ∈ V ε et d’après la condition (3.1.10)∫
ω

σενν [(ϕε1 − u̇ε1(t)) + (ϕε2 − u̇ε2(t))] dx′ = 0.

On ajoute et on revanche à l’équation (3.2.2) le terme :∫
ω

κε [|ϕε1 − ϕε2 − s| − |u̇ε1(t)− u̇ε2(t)− s|] dx′,

on obtient : ∫
Ωε1

üε1(t)(ϕε1 − u̇ε1(t))dx′dx3 +

∫
Ωε2

üε2(t)(ϕε2 − u̇ε2(t))dx′dx3∫
Ωε1

σε1 (uε1) e(ϕε1 − u̇ε1(t))dx′dx3 +

∫
Ωε2

σε2 (uε2) e(ϕε2 − u̇ε2(t))dx′dx3∫
Ωε1

δε1g1.u̇
ε
1(t)(ϕε1 − u̇ε1(t))dx′dx3 +

∫
Ωε2

δε2g2.u̇
ε
2(t)(ϕε2 − u̇ε2(t))dx′dx3

+

∫
ω

κε [|ϕε1 − ϕε2 − s|+ |u̇ε1(t)− u̇ε2(t)− s|] dx′

−
∫
ω

κε [|ϕε1 − ϕε2 − s|+ |u̇ε1(t)− u̇ε2(t)− s|] dx′

−
∫
ω

σετ [(ϕε1 − ϕε2)− (u̇ε1(t)− u̇ε2(t))] dx′

=

∫
Ωε1

f ε1 (ϕε1 − u̇ε1(t))dx′dx3 +

∫
Ωε2

f ε2 (ϕε2 − u̇ε2(t))dx′dx3

Ajoutons −s+ s à ∫
ω

σετ [(ϕε1 − ϕε2)− (u̇ε1(t)− u̇ε2(t))] dx′

et posons

A =

∫
ω

σετ [(ϕε1 − ϕε2 − s)− (u̇ε1(t)− u̇ε2(t)− s)] dx′ +∫
ω

κε [|ϕε1 − ϕε2 − s|+ |u̇ε1(t)− u̇ε2(t)− s|] dx′.
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3.2. Formulation variationnelle du problème Pε

En tenant compte du (3.1.1)

A =

∫
ω

(σετ (ϕ
ε
1 − ϕε2 − s) + κε |ϕε1 − ϕε2 − s|) dx′

De la majoration

σετ (ϕε1 − ϕε2 − s) ≥ − |σετ | |ϕε1 − ϕε2 − s| ,

le terme A est positif, ce qui nous permet d’écrire le problème variationnel Pεv .

3.2.2 L’unicité de la solution du problème variationnel Pεv .

Théorème 3.2.2 Sous les hypothèses
(f ε1 , f

ε
2 ),

(
∂f ε1
∂t

,
∂f ε2
∂t

)
,

(
∂2f ε1
∂t2

,
∂2f ε2
∂t2

)
∈ L2(0, T ;L2(Ωε

1)3 × L2(Ωε
2)3)

κε ∈ C∞0 (ω), κε > 0 est indépendant de t

(u0
1, u

0
2) ∈ H2(Ωε

1)3 ×H2(Ωε
2)3, (u1

1, u
1
2) ∈ H1(Ωε

1)3 ×H1(Ωε
2)3

il existe une solution unique (uε1, u
ε
2) du problème Pεv avec :

(uε1, u
ε
2), (u̇ε1(t), u̇ε2(t)) ∈ L∞(0, T ;H1(Ωε

1)3 ×H1(Ωε
2)3),

(üε1(t), üε2(t)) ∈ L∞(0, T ;L2(Ωε
1)3 × L2(Ωε

2)3).

Preuve. Premièrement, nous régularisons la fonction Jε par Jεξ , avec :

Jεξ (ϕε1 − ϕε2) =

∫
ω

κε(x)ψξ(|ϕε1τ − ϕε2τ − s|2)dx′, et ψξ(β) =
1

1 + ξ
|β|(1+ξ), ξ > 0.

Ensuite, nous formulons le problème approché associé

(
üε1ζ(t), ϕ

ε
1

)
+
(
üε2ζ(t), ϕ

ε
2

)
+ a(uε1ζ , ϕ

ε
1) + a(uε2ζ , ϕ

ε
2)+

l=2∑
l=1

(
δεl gl

(
u̇ε1ζ(t)

)
, ϕεl
)

+
(
(Jεζ )′

(
u̇ε1ζ(t), u̇

ε
2ζ(t)

)
, (ϕε1 − ϕε2)

)
=

l=2∑
l=1

(f εl , ϕ
ε
l ) ,

uεlζ(x, 0) = u0
l , u̇εlζ(t)(x, 0) = u1

l (x, 0), l = 1, 2,∀ϕε ∈ V ε, ∀t ∈ [0, T ]

(3.2.3)

La preuve est basée sur la théorie des opérateurs non linéaires ; en utilisant la méthode de

Galerkin (comme dans [21] et [30]) avec les hypothèses (H1)-(H5) de E l, on montre qu’il

existe une solution unique uεζ = (uε1ζ , u
ε
2ζ) de (3.2.3).

Finallement, nous montrons que la limite de uεζ vers u
ε quand ζ tends vers zero est solution

de (3.2.1).
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3.3 Résultats de convergence et problème limite

Le problème variationnel dans un domaine fixe

L’idée générale de cette partie est de transformer le problème initial définit sur le domaine

Ωε = Ωε
1 ∪ Ωε

2 à un autre problème équivalent définit sur un domaine fixe Ω = Ω1 ∪ Ω2

indépendant du paramètre ε. Pour le faire on introduit le changement de variable z =
x3

ε
,

alors pour (x′, x3) dans Ωε
l , on a (x′, z) dans Ωl, l = 1, 2 avec :

Ω1 = {x = (x′, z) ∈ R3 : (x′, 0) ∈ ω, 0 < z < h(x′)},

Ω2 = {x = (x′, z) ∈ R3 : (x′, 0) ∈ ω, −h(x′) < z < 0}

et sa frontière sera noté par ∂Ωl = ω ∪ Γl ∪ ΓLl , l = 1, 2 .

Nous définissons maintenant par le changement de varible précédent, des nouvelles fonc-

tions pour le problème variationnel.

Soient  ûli(x
′, z, t) = uεli(x

′, x3, t), i, l = 1, 2,

ûl3(x′, z, t) = ε−1uεl3(x′, x3, t), l = 1, 2,

f̂l(x
′, z, t) = ε2f εl (x′, x3, t) l = 1, 2,

κ̂ = εκε

δ̂l = ε2δεl l = 1, 2,

ĝl(x
′, z, t) = gεl (x

′, x3, t) l = 1, 2

avec f̂l, κ̂, δ̂l et ĝl sont indépendantes de ε.

Pour qu’on puisse travailler avec les nouvelles variables, il est nécessaire de définir un

nouveau cadre fonctionnel sur Ω1 ∪ Ω2. On note alors

V (Ωl) = {ϕ̂l ∈ H1(Ωl)
3 : ϕ̂l = 0 sur Γl ∪ ΓLl , l = 1, 2},

V = {(ϕ̂1, ϕ̂2) ∈ V (Ω1)× V (Ω2) : ϕ̂1.ν1 + ϕ̂2.ν2 = 0 sur ω},

Π(V ) = {φ̂ = (φ̂1, φ̂2) ∈ H1(Ω1)2 ×H1(Ω2)2 : φ̂ = 0 sur Γl ∪ ΓLl , l = 1, 2},

Hz(Ωl) = {ϕ̂l = (ϕ̂l1, ϕ̂l2) ∈ L2(Ωl)
2 :

∂ϕ̂li
∂z
∈ L2(Ωl), ϕ̂l = 0 sur Γl, i, l = 1, 2},

Hz = Hz(Ω1)×Hz(Ω2).
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Hz(Ωl), l = 1, 2 est un espace de Banach pour la norme

‖ϕ̂l‖2
Hz(Ωl)

=

2∑
i=1

(
‖ϕ̂li‖2

L2(Ωl)
+ ‖∂ϕ̂li

∂z
‖2
L2(Ωl)

)
,

‖(ϕ̂1, ϕ̂2)‖2
Hz = ‖ϕ̂1‖2

Hz(Ω1) + ‖ϕ̂2‖2
Hz(Ω2).

En multipliant l’inéquation (3.2.1) du problème variationnel Pεv par ε, en passant au

domaine fixe Ω = Ω1 ∪ Ω2 et en tenant compte de la symétrie de E l; le problème Pεv est

équivalent au problème suivant :

Probleme P̂ε : Trouver (û1, û2), où
(
∂û1

∂t
(t),

∂û2

∂t
(t)

)
∈ V , ∀t ∈ [0, T ], telle que :



ε2
∑

1≤i,l≤2

(
∂2ûli
∂t2

, ϕ̂li −
∂ûli
∂t

)
+ ε4

∑
1≤l≤2

(
∂2ûl3
∂t2

, ϕ̂l3 −
∂ûl3
∂t

)
+
∑

1≤i,l≤2

δ̂lĝli

(
∂ûli
∂t

, ϕ̂li −
∂ûli
∂t

)
+ ε2

∑
1≤l≤2

δ̂lgl3

(
∂ûl3
∂t

, ϕ̂l3 −
∂ûl3
∂t

)
+
∑

1≤l≤2

â

(
ûl, ϕ̂l −

∂ûl
∂t

)
+ Ĵ(ϕ̂1, ϕ̂2)− Ĵ

(
∂û1

∂t
,
∂û2

∂t

)
≥∑

1≤i,l≤2

(
f̂li, ϕ̂1i −

∂û1i

∂t

)
+ ε

∑
1≤l≤2

(
f̂l3, ϕ̂l3 −

∂ûli
∂t

)
,∀(ϕ̂1, ϕ̂2) ∈ V,

ûl = û0
l ,

∂ûl
∂t

(x, 0) = û1
l (x, 0), l = 1, 2,

(3.3.1)

avec

Ĵ(ϕ̂1, ϕ̂2) =

∫
ω

κ̂|ϕ̂1τ − ϕ̂2τ − s|dx′,

â (ûl, ϕ̂l) = ε2

∫
Ωl

E lαβγθêγθ (ûl)
∂ϕ̂α
∂xβ

dx′dz + 2ε

∫
Ωl

E lα3γθêγθ (ûl)
∂ϕ̂α
∂z

dx′dz

+2ε2

∫
Ωl

E lαβγ3êγ3 (ûl)
∂ϕ̂α
∂xβ

dx′dz + 4ε

∫
Ωl

E lα3γ3êγ3 (ûl)
∂ϕ̂α
∂z

dx′dz

+ε2

∫
Ωl

E lαβ33ê33 (ûl)
∂ϕ̂α
∂xβ

dx′dz + ε2

∫
Ωl

E l33αβ êαβ (ûl)
∂ϕ̂3

∂z
dx′dz

+2ε

∫
Ωl

E lα333ê33 (ûl)
∂ϕ̂α
∂z

dx′dz + 2ε2

∫
Ωl

E l33α3êα3 (ûl)
∂ϕ̂3

∂z
dx′dz

+ε2

∫
Ωl

E l3333ê33 (ûl)
∂ϕ̂3

∂z
dx′dz

où les indexes α, β, γ et θ varient entre 1 et 2.

e (ûl) = (eij (ûl))1≤i,j≤3
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sont donnés par les relations

eij (ûl) =
1

2

(
∂ûli
∂xj

+
∂ûlj
∂xi

)
, i, j, l = 1, 2

ei3 (ûl) = e3i (ûl) =
1

2

(
1

ε

∂ûli
∂z

+ ε
∂ûl3
∂xi

)
, i, l = 1, 2

e33 (ûl) =
∂ûl3
∂z

, l = 1, 2.

Le résultat suivant est très important pour démontrer la convergence de la solution faible.

Théorème 3.3.1 Sous les hypothèses du théorème (3 .2 .2 ), il existe une constante C in-

dependente de ε, telle que :

∑
1≤i≤2

(∥∥∥∥(∂û1i

∂z
,
∂û2i

∂z

)∥∥∥∥2

0,Ω1×Ω2

+

∥∥∥∥ε(∂û1i

∂t
,
∂û2i

∂t

)∥∥∥∥2

0,Ω1×Ω2

+

∥∥∥∥ε2

(
∂û13

∂xi
,
∂û23

∂xi

)∥∥∥∥2

0,Ω1×Ω2

)

+
∑

1≤i,j≤2

∥∥∥∥ε(∂û1i

∂xj
,
∂û2i

∂xj

)∥∥∥∥2

0,Ω1×Ω2

+

∥∥∥∥ε(∂û13

∂z
,
∂û23

∂z

)∥∥∥∥2

0,Ω1×Ω2

+

∥∥∥∥ε2

(
∂û13

∂t
,
∂û23

∂t

)∥∥∥∥2

0,Ω1×Ω2

≤ C, (3.3.2)

∑
1≤l,i≤2

∫ t

0

∫
Ωl

gl

(
∂ûli
∂t

)
∂ûli
∂t

dxdθ +
2∑
l=1

ε

∫ t

0

∫
Ωl

gl

(
ε
∂ûl3
∂t

)
∂ûl3
∂t

dxdθ ≤ C, (3.3.3)

∑
1≤i≤2

(∥∥∥∥(∂2û1i

∂z∂t
,
∂2û2i

∂z

)∥∥∥∥2

0,Ω1×Ω2

+

∥∥∥∥ε(∂2û1i

∂t2
,
∂2û2i

∂t2

)∥∥∥∥2

0,Ω1×Ω2

+

∥∥∥∥ε2

(
∂2û13

∂xi∂t
,
∂2û23

∂xi∂t

)∥∥∥∥2

0,Ω1×Ω2

)

+
∑

1≤i,j≤2

∥∥∥∥ε( ∂2û1i

∂xj∂t
,
∂2û2i

∂xj∂t

)∥∥∥∥2

0,Ω1×Ω2

+

∥∥∥∥ε(∂2û13

∂z∂t
,
∂2û23

∂z∂t

)∥∥∥∥2

0,Ω1×Ω2

+

∥∥∥∥ε2

(
∂2û13

∂t2
,
∂2û23

∂t2

)∥∥∥∥2

0,Ω1×Ω2

≤ C. (3.3.4)
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Preuve. Soit (uε1, u
ε
2) une solution du problème variationnel Pεv , alors on a :

2∑
l=1

(üεl (t), u̇
ε
l (t)) +

2∑
l=1

a (uεl (t), u̇
ε
l (t)) +

2∑
l=1

δεl gl (u̇
ε
l (t), u̇

ε
l (t))

−
2∑
l=1

δεl gl (u̇
ε
l (t), ϕ

ε
l (t)) + Jε (u̇ε1(t), u̇ε2(t))

≤
2∑
l=1

(üεl (t), ϕ
ε
l (t)) +

2∑
l=1

a (uεl (t), ϕ
ε
l (t)) + Jε(ϕε1, ϕ

ε
2)

−
2∑
l=1

(f εl , u̇
ε
l (t)) +

2∑
l=1

(f εl , ϕ
ε
l (t))

d’où

1

2

d

dt

(
‖u̇ε1(t)‖2

L2(Ωε1) + ‖u̇ε2(t)‖2
L2(Ωε2) +

∑
1≤l≤2

a (uεl (t), u
ε
l (t))

)

+δε1

∫
Ωε1

g1 |u̇ε1(t)|2 dx′dx3 + δε2

∫
Ωε2

g2 |u̇ε2(t)|2 dx′dx3

≤ ((üε1(t), üε2(t)) , (ϕ1, ϕ2)) +
∑

1≤l≤2

a (uεl (t), ϕ
ε
l (t)) (3.3.5)

+Jε(ϕε1 − ϕε2) +
2∑
l=1

∫
Ωεl

f εl (u̇εl (t)− ϕεl ) dx′dx3

Une intégration par partie sur [0, t], nous donne :[
‖u̇ε1(t)‖2

L2(Ωε1) + ‖u̇ε2(t)‖2
L2(Ωε2) +

∑
1≤l≤2

a (uεl (t), u
ε
l (t))

]
+ 2

2∑
l=1

δεl

∫ t

0

∫
Ωεl

gl |u̇εl (θ)|
2 dxdθ

≤ ‖
(
u1

1, u
1
2

)
‖2

0,Ω1×Ω2
+
∑

1≤l≤2

a (uεl (0), uεl (0)) + 2

∫ t

0

((üε1(θ), üε2(θ)) , (ϕε1 − ϕε2)) dθ

+2
∑

1≤l≤2

∫ t

0

a (uεl (θ), ϕ
ε
l (θ)) dθ + 2TJε(ϕε1 − ϕε2)

+2
2∑
l=1

∫ t

0

∫
Ωεl

f εl (θ)u̇ε1(θ)dxdθ − 2
2∑
l=1

∫ t

0

∫
Ωεl

f εl (θ)ϕεl dxdθ
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En utilisant la relation (3.1.1) et l’inégalité de Poincaré pour
∑

1≤l≤2

a (uεl (0), uεl (0)) , on

trouve :[
‖u̇ε1(t)‖2

L2(Ωε1) + ‖u̇ε2(t)‖2
L2(Ωε2) +

∑
1≤l≤2

a (uεl (t), u
ε
l (t))

]
+ 2

2∑
l=1

δεl

∫ t

0

∫
Ωεl

gl |u̇εl (θ)|
2 dxdθ

≤ ‖
(
u1

1, u
1
2

)
‖2

0,Ω1×Ω2
+ 3
√

3M‖
(
∇u0

1,∇u0
2

)
‖2

0,Ωε1×Ωε2
+ 2

∫ t

0

((üε1(θ), üε2(θ)) , (ϕε1, ϕ
ε
2)) dθ

+2
∑

1≤l≤2

∫ t

0

a (uεl (θ), ϕ
ε
l (θ)) dθ + 2TJε(ϕε1, ϕ

ε
2)

+2

2∑
l=1

∫ t

0

∫
Ωεl

f εl (θ)u̇ε1(θ)dxdθ − 2

2∑
l=1

∫ t

0

∫
Ωεl

f εl (θ)ϕεl dxdθ, (3.3.6)

avec M = max
1≤i,j,p,q≤3

∥∥E lijpq∥∥L∞(Ωεl )
, l = 1, 2.

D’après l’inégalité de Korn, il existe une constante Ck > 0 independente de ε, telle que :∑
1≤l≤2

a (uεl (t), u
ε
l (t)) ≥ 2µ1CK‖∇uε1‖2

H1(Ωε1)
+ 2µ2CK‖∇uε2‖2

H1(Ωε2)
. (3.3.7)

D’autre part, pour l’inégalité de Young

ab ≤ η2a
2

2
+ η−2 b

2

2

et pour η =

√
µlCK

2
, on trouve :∣∣∣∣∣ ∑

1≤l≤2

a (uεl (t), ϕ
ε
l (t))

∣∣∣∣∣ ≤ CK
4

(
µ1 ‖∇uε1‖

2
L2(Ωε1)

+ µ2 ‖∇uε2‖
2
L2(Ωε2)

)
+

M

CK

(
µ1 ‖∇ϕε1(t)‖2

L2(Ωε1)
+ µ2 ‖∇ϕε2(t)‖2

L2(Ωε2)

)
d’où

2
∑

1≤l≤2

∫ t

0

a (uεl (θ), ϕ
ε
l (θ)) dθ ≤

2TM

CK

(
µ1 ‖∇ϕε1(t‖2

L2(Ωε1)
+ µ2 ‖∇ϕε2(t)‖2

L2(Ωε2)

)

+
CK
2

∫ t

0

(
µ1 ‖∇uε1‖

2
L2(Ωε1)

+ µ2 ‖∇uε2‖
2
L2(Ωε2)

)
dθ (3.3.8)

et

2

∫ t

0

((üε1(θ), üε2(θ)) , (ϕε1 − ϕε2)) dθ ≤ 1

2
‖(u̇ε1(t), u̇ε2(t))‖2

0,Ω1×Ω2
+

1

2
‖
(
u1

1, u
1
2

)
‖2

0,Ω1×Ω2

+ ‖(ϕε1 − ϕε2)‖2
0,Ω1×Ω2

. (3.3.9)
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Comme

2

∫ t

0

(f εl (θ), u̇εl (θ)) dθ = 2(f εl (t), uεl (t))−2(f εl (0), u0
l (0))−2

∫ t

0

(
∂f εl
∂t

(θ), uεl (θ)

)
dθ, l = 1, 2

et en utilisant l’inégalité Hölder et de l’inégalité Poincaré :

‖uεl ‖L2(Ωεl )
≤ εh?‖∇uεl ‖L2(Ωεl )

, l = 1, 2,

on trouve :∣∣∣∣∫ t

0

(f ε1 (θ), u̇ε1(θ)) dθ +

∫ t

0

(f ε2 (θ), u̇ε2(θ)) dθ

∣∣∣∣ ≤ µ1CK
2
‖∇uε1(t)‖2

0,Ωε1
+
µ2CK

2
‖∇uε2(t)‖2

0,Ωε2

+
1

2

(εh?)2

CK

2∑
l=1

1

µl
‖f εl (t)‖2

0,Ωεl
+

(εh?)2

2
‖ (f ε1 (0), f ε2 (0)) ‖2

0,Ωε1×Ωε2
+

1

2
‖
(
∇u0

1,∇u0
2

)
‖2

0,Ωε1×Ωε2

+
CK
4

2∑
l=1

µl

∫ t

0

‖∇uεl (θ)‖2
0,Ωεl

dθ +
(εh?)2

CK

2∑
l=1

1

µl

∫ t

0

∥∥∥∥∂f εl∂t (θ)

∥∥∥∥2

0,Ωεl

dθ (3.3.10)

et on a aussi∣∣∣∣−∫ t

0

(f ε1 (θ), ϕε1)dθ −
∫ t

0

(f ε2 (θ), ϕε2)dθ

∣∣∣∣ ≤ (εh?)2

2CK

2∑
l=1

∫ t

0

1

µl
‖f εl (θ)‖2

0,Ωεl
dθ

+
T

2
‖ (∇ϕε1,∇ϕε2) ‖2

0,Ωε1×Ωε2
. (3.3.11)

De (3.3.5)− (3.3.11), on obtient :[
1

2
‖(u̇ε1(t), u̇ε2(t))‖2

0,Ωε1×Ωε2
+
∑

1≤l≤2

µlCK‖∇uεl (t)‖2
0,Ωεl

]
+ 2

2∑
l=1

δεl

∫ t

0

∫
Ωεl

gl |u̇εl (θ)|
2 dxdθ

≤ 3

2
‖
(
u1

1, u
1
2

)
‖2

0,Ω1×Ω2
+
(

1 + 3
√

3M
)
‖
(
∇u0

1,∇u0
2

)
‖2

0,Ωε1×Ωε2
+(

1 +
2Mµ∗

CK

)
T‖ (∇ϕε1,∇ϕε2) ‖2

0,Ω1×Ω2
+ 2T |Jε(ϕε1, ϕε2)|+ (εh?)2‖ (f ε1 (0), f ε2 (0)) ‖2

0,Ωε1×Ωε2
+

(εh?)2

CK

2∑
l=1

1

µl
‖f εl (t)‖2

0,Ωεl
+

2(εh?)2

CK

2∑
l=1

1

µl

∫ t

0

(∥∥∥∥∂f εl∂t (θ)

∥∥∥∥2

0,Ωl

+ ‖f εl (θ)‖2
0,Ωεl

dθ

)
dθ

+

∫ t

0

[
1

2
‖(u̇ε1(θ), u̇ε2(θ))‖2

0,Ωε1×Ωε2
+
∑

1≤l≤2

µlCK‖∇uεl (θ)‖2
0,Ωεl

]
dθ. (3.3.12)
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Comme ε2‖f εl ‖2
0,Ωεl

= ε−1‖f̂1‖2
0,Ωεl
, l = 1, 2, Jε(ϕε1, ϕ

ε
2) = ε−1Ĵ(ϕε1, ϕ

ε
2) et en multipliant

(3.3.12) par ε on obtient :

ε

[
1

2
‖(u̇ε1(t), u̇ε2(t))‖2

0,Ωε1×Ωε2
+
∑

1≤l≤2

µlCK‖∇uεl (t)‖2
0,Ωεl

]
+

2ε

2∑
l=1

δεl

∫ t

0

∫
Ωεl

gl |u̇εl (θ)|
2 dxdθ

≤ B +

∫ t

0

ε

[
1

2
‖(u̇ε1(θ), u̇ε2(θ))‖2

0,Ωε1×Ωε2
+
∑

1≤l≤2

µlCK‖∇uεl (θ)‖2
0,Ωεl

]
dθ, (3.3.13)

avec µ∗ = min (µ1, µ2), µ∗ = max (µ1, µ2) et

B =
3

2
‖
(
û1

1, û
1
2

)
‖2

0,Ω1×Ω2
+
(

1 + 3
√

3M
)
‖
(
∇û0

1,∇û0
2

)
‖2

0,Ωε1×Ωε2

+

(
1 +

2Mµ∗

CK

)
T‖ (∇ϕ̂1,∇ϕ̂2) ‖2

0,Ω1×Ω2
+ 2T

∣∣∣Ĵ(ϕ̂1, ϕ̂2)
∣∣∣+

(h?)2‖
(
f̂1(0), f̂2(0)

)
‖2

0,Ωε1×Ωε2
+

(h?)2

CKµ∗
‖
(
f̂1(t), f̂1(t)

)
‖2

0,Ωε1×Ωε2

+
2(εh?)2

CKµ∗

∥∥∥∥∥
(
∂f̂1

∂t
(θ),

∂f̂2

∂t
(θ)

)∥∥∥∥∥
2

L2(0,T ;L2(Ω1)3×L2(Ω2)3)

+
2(εh?)2

CKµ∗
‖
(
f̂1(θ), f̂2(θ)

)
‖2
L∞(0,T ;L2(Ω1)3×L2(Ω2)3)

où B ne dépend pas de ε.

En utilisant le lemme de Gronwall on trouve (3.3.2) et (3.3.3). La démonstration de

(3.3.4) est basée sur les techniques utilisées pour démontrer (3.3.2) − (3.3.3). En effet,

premièrement, on dérive par rapport à t le problème approché associé (3.2.3). Ensuite, on

choisit (ϕ̂1, ϕ̂2) =
(
u̇ε1ζ(t), u̇

ε
2ζ(t)

)
dans l’expression trouvée et en appliquant les hypothèses

(1) − (3) des termes gl et de l’inégalité de Korn, on obtient l’analogue de (3.3.13). Fi-

nalement le lemme de Gronwall assure l’existence d’une constante C indépendante de ε

et satisfaisant (3.3.4), ce qui achève la démonstration du théorème (3.3.1).
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La convergence du problème variationnel

Théorème 3.3.2 Sous les hypothèses du théorème (3 .2 .2 ) et le théorème (3 .3 .1 ), il

existe (u?1, u
?
2) = (u?1α, u

?
2α) dans L2(0, T,Hz) ∩ L∞(0, T,Hz), α = 1, 2, telle que :

(û1α, û2α) ⇀ (u?1α, u
?
2α),(

∂û1α

∂t
,
∂û2α

∂t

)
⇀ (u̇?1α, u̇

?
2α)


faiblement dans L2(0, T ;L2(Ω1)× L2(Ω2))

faiblement ? dans L∞(0, T ;L2(Ω1)× L2(Ω2))

(3.3.14)

ε (eαβ (û1) , eαβ (û2)) ⇀ (0, 0)

ε

(
∂

∂t
eαβ (û1) ,

∂

∂t
eαβ (û2)

)
⇀ (0, 0)


faiblement dans L2(0, T ;L2(Ω1)× L2(Ω2))

faiblement ? dans L∞(0, T ;L2(Ω1)× L2(Ω2))

(3.3.15)

ε

(
∂û1α

∂t
,
∂û2α

∂t

)
⇀ (0, 0)

ε

(
∂2û1α

∂t2
,
∂2û2α

∂t2

)
⇀ (0, 0)


faiblement dans L2(0, T ;L2(Ω1)× L2(Ω2))

faiblement ? dans L∞(0, T ;L2(Ω1)× L2(Ω2))

(3.3.16)

ε2

(
∂û13

∂xα
,
∂û23

∂xα

)
⇀ (0, 0)

ε2

(
∂û13

∂t
,
∂û23

∂t

)
⇀ (0, 0)

ε2

(
∂2û13

∂xα∂t
,
∂2û23

∂xα∂t

)
⇀ (0, 0)

ε (e33 (û1) , e33 (û2)) ⇀ (0, 0)

ε

(
∂

∂t
e33 (û1) ,

∂

∂t
e33 (û2)

)
⇀ (0, 0)

ε2

(
∂2û13

∂t2
,
∂2û23

∂t2

)
⇀ (0, 0)



faiblement dans L2(0, T ;L2(Ω1)× L2(Ω2))

faiblement ? dans L∞(0, T ;L2(Ω1)× L2(Ω2))

(3.3.17)(
g1α

∂û1α

∂t
, g2α

∂û2α

∂t

)
⇀

(
g1α

∂u?1α
∂t

, g2α
∂u?2α
∂t

)
ε2

(
g13

∂û13

∂t
, g23

∂û23

∂t

)
⇀ (0, 0)


faiblement dans

L2(0, T ;L2(Ω1)× L2(Ω2)) et faiblement ?

dans L∞(0, T ;L2(Ω1)× L2(Ω2))

(3.3.18)
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Preuve. La démonstration du théorème (3.3.2) est une conséquence du théorème

(3.3.1) . En effet, d’aprés le théorème (3.3.1) on a :∥∥∥∥(∂û1α

∂z
,
∂û2α

∂z

)∥∥∥∥2

0,Ω1×Ω2

≤ C , α = 1, 2

avec C une constante indépendante de ε.

De plus l’inégalité de Poincaré nous donne :

‖(û1α, û2α)‖0,Ω1×Ω2
≤ h∗

∥∥∥∥(∂û1α

∂z
,
∂û2α

∂z

)∥∥∥∥
0,Ω1×Ω2

, α = 1, 2,

c’est-à-dire (û1α, û2α) est borné dans Hz pour α = 1, 2, ceci implique l’existence de

(u?1α, u
?
2α) dans Hz telle que (û1α, û2α) converge faiblement vers (u?1α, u

?
2α) dans Hz.

D’autre part on a ∥∥∥∥(∂2û1α

∂z∂t
,
∂2û2α

∂z∂t

)∥∥∥∥2

0,Ω1×Ω2

≤ C,

ce qui donne la convergence simple de
(
∂û1α

∂t
,
∂û2α

∂t

)
vers (u̇?1α, u̇

?
2α) .

De la définition de ei,j (ûl) , l = 1, 2 et de l’inégalité (3.3.2) , on a :∥∥∥∥ε(∂û1i

∂xj
,
∂û2i

∂xj

)∥∥∥∥2

0,Ω1×Ω2

≤ C

donc

‖ε (eαβ (û1) , êαβ (û2))‖2
0,Ω1×Ω2

≤ C,

alors ε (eαβ (û1) , eαβ (û2)) converge vers un élément ll de L2(Ω1) × L2(Ω2), mais comme

(eαβ (û1) , eαβ (û2)) converge vers (eαβ (u?1α) , eαβ (u?2α)) on a :∫
Ωl

εeαβ (ûl) ϕ̂ldx
′dz = ε

∫
Ωl

eαβ (ûl) lldx
′dz

lorsque ε tend vers 0, on obtient : ∫
Ωl

llϕ̂ldx
′dz = 0,

d’où ll = 0.

De plus ∥∥∥∥ε( ∂

∂t
eαβ (û1) ,

∂

∂t
eαβ (û2)

)∥∥∥∥2

≤ C,
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3.3. Résultats de convergence et problème limite

c’est-à-dire ε
(
∂

∂t
eαβ (û1) ,

∂

∂t
eαβ (û2)

)
est borné dans L2 (0.T, Vz) et donc convergente

vers (l1, l2) , mais (εû1, εû2)ε converge fort vers (0, 0) dans L2 (0.T, Vz) , alors

(l1, l2) = (0, 0) .

Par le même principe on montre (3.3.16), (3.3.17) et (3.3.18).

Théorème 3.3.3 Avec les même hypothèses du théorème (3.3.1) , (u?1, u
?
2) satisfait :

1

2

∑2
α=1

∫
Ω1

?

E
,1
(
∂u?1α
∂z

)
.
∂

∂z
(ϕ̂1α −

∂u?1α
∂t

)dx+
1

2

∑2
α=1

∫
Ω2

?

E
,2
(
∂u?2α
∂z

)
.
∂

∂z
(ϕ̂2α −

∂u?2α
∂t

)dx

+
∑2

α,l=1 δ̂l
∫

Ωl
ĝlα

(
∂u?lα
∂t

)(
ϕ̂lα −

∂u?lα
∂t

)
dx+

∫
ω
κ̂|ϕ̂1τ − ϕ̂2τ − s|dx′ −

∫
ω
κ̂|u̇?1τ − u̇?1τ − s|dx′

≥
∑2

α=1

∫
Ω1
f̂1α(ϕ̂1α −

∂u?1α
∂t

)dx+
∑2

α=1

∫
Ω2
f̂2α(ϕ̂2α −

∂u?2α
∂t

)dx, ∀(ϕ̂1, ϕ̂2) ∈ Π(V ).

(3.3.19)
(
−1

2

∂

∂z

[
?

E
,1∂u?1
∂z

]
+ δ̂1ĝ1

(
∂u?1
∂t

)
,−1

2

∂

∂z

[
?

E
,2∂u?2
∂z

]
+ δ̂2ĝ2

(
∂u?2
∂t

))
= (f̂1, f̂2)

dans (L2(Ω1))2 × (L2(Ω2))2,

(3.3.20)

u?(0) = (u?1(0), u?2(0)) = û(0) = (û0
1, û

0
2). (3.3.21)

Remark 5.1. Du théorème (3.3.2) , la matrice Ê l, l = 1, 2 converge pour ε→ 0 vers

?

E
,l

=

 E l1313 E l1323

E l2313 E l2323

 .
Preuve. En substitiant la convergence du théorème (3.3.2) dans l’inéquation (3.3.1)

et le fait que Ĵ est convêxe, continue et semi-continue inferieurement, nous obtenons la

formule (3.3.19) .

Pour la preuve de (3.3.20) , on choisit dans (3.3.19) ; ϕ̂1α =
∂u?1α
∂t
±ψ̂1α, ϕ̂2α =

∂u?2α
∂t
±ψ̂2α,
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avec (ψ̂1α, ψ̂2α) ∈ H1
0 (Ω1)×H1

0 (Ω2), α = 1, 2, on trouve :

1

2

2∑
α=1

∫
Ω1

?

E
,1
(
∂u?1α
∂z

)
.
∂ψ̂1α

∂z
dx+

1

2

2∑
α=1

∫
Ω2

?

E
,2
(
∂u?2α
∂z

)
.
∂ψ̂2α

∂z
dx

+
2∑

α,=1

δ̂1

∫
Ω1

ĝ1α

(
∂u?1α
∂t

)
ψ̂1αdx+

2∑
α,=1

δ̂2

∫
Ω1

ĝ2α

(
∂u?2α
∂t

)
ψ̂2αdx

=
2∑

α=1

∫
Ω1

f̂1αψ̂1αdx+
2∑

α=1

∫
Ω2

f̂2αψ̂2αdx.

Comme ψiα est nulle sur le bord de Ωl ; la formule de Green nous donne :

−1

2

2∑
α=1

∫
Ω1

∂

∂z

(
?

E
,1
(
∂u?1α
∂z

))
.ψ̂1αdx−

1

2

2∑
α=1

∫
Ω2

∂

∂z

(
?

E
,2
(
∂u?2α
∂z

))
.ψ̂2αdx

+

2∑
α=1

δ̂1

∫
Ω1

ĝ1α

(
∂u?1α
∂t

)
ψ̂1αdx+

2∑
α=1

δ̂2

∫
Ω2

ĝ2α

(
∂u?2α
∂t

)
ψ̂2αdx

=
2∑

α=1

∫
Ω1

f̂1αψ̂1αdx+
2∑

α=1

∫
Ω2

f̂2αψ̂2αdx,

Alors, on déduit que(
− ∂

∂z

[
?

E
,1∂u?1
∂z

]
+ δ̂1ĝ1

(
∂u?1
∂t

)
,− ∂

∂z

[
?

E
,2∂u?2
∂z

]
+ δ̂2ĝ2

(
∂u?2
∂t

))
= (f̂1, f̂2), (3.3.22)

dans L2
(
0, T ; H−1(Ω1)×H−1(Ω2)

)
.

Comme
(
f̂1α, f̂2α

)
∈ L2 (0, T ;L2(Ω1)× L2(Ω2)) , alors (3.3.22) est vraie dans

L2 (0, T ;L2(Ω1)× L2(Ω2)).

La condition (3.3.21) est une conséquence immédiate de la seconde équation de (3.3.1) et

(3.3.14) .

Théorème 3.3.4 Supposons que les hypothèses du théorème (3.2.2)et du théorème (3.3.1)

soient vérifiées, nous avons l’égalité suivante :

θ?1(x′, t) = θ?2(x′, t) dans L2(ω)2, ∀t ∈ ]0, T [ , (3.3.23)∫
ω

κ̂

(∣∣∣∣φ̂1 − φ̂2 +
∂q?1
∂t
− ∂q?2

∂t

∣∣∣∣− ∣∣∣∣∂q?1∂t − ∂q?2
∂t
− s
∣∣∣∣) dx′

−1

2

∫
ω

(θ?1φ̂1 − θ?2φ̂2)dx′ ≥ 0, ∀φ̂1, φ̂2 ∈
(
L2(ω)

)2
,∀t ∈ ]0, T [ , (3.3.24)
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|θ?l | < κ̂⇒ ∂q?1

∂t
− ∂q?2

∂t
= s,

|θ?l | = κ̂⇒ ∃λ ≥ 0, telle que
∂q?1
∂t
− ∂q?2

∂t
= s+ λθ?l ,

dans ω × ]0, T [ ,

(3.3.25)

avec

q?l (x
′, t) = û?l (x

′, 0, t), θ?l (x
′, t) =

∗
E
,l

(x′, 0)
∂û?l
∂z

(x′, 0, t), l = 1, 2.

Preuve. Pour tout t ∈ ]0, T [, on choisit dans l’inéquation variationel (3.3.19)

ϕ̂1α =
∂u?1α
∂t

+ φ̂1α, ϕ̂2α =
∂u?2α
∂t

+ φ̂2α pour α = 1, 2, avec

(φ̂1α, φ̂2α) ∈ H1
Γ1∪ΓL1

(Ω1) ×H1
Γ2∪ΓL2

(Ω2).

On a alors

1

2

∑2
α=1

∫
Ω1

?

E
,1
(
∂u?1α
∂z

)
.
∂φ̂1α

∂z
dx+

1

2

∑2
α=1

∫
Ω2

?

E
,2
(
∂u?2α
∂z

)
.
∂φ̂2α

∂z
dx

+
∑2

α,l=1 δ̂l
∫

Ωl
ĝlα

(
∂u?lα
∂t

)
φ̂1αdx+

∫
ω
κ̂

(∣∣∣∣φ1α − φ2α +
∂q?1
∂t
− ∂q?2

∂t
− s
∣∣∣∣− ∣∣∣∣∂q?1∂t − ∂q?2

∂t
− s
∣∣∣∣) dx′

≥
∑2

α=1

∫
Ω1
f̂1α(x′, t)φ̂1α(x′, t)dx′dz +

∑2
α=1

∫
Ω2
f̂2α(x′, t)φ̂2α(x′, t)dx′dz,

En utilisant la formule de Green ; on obtient

−1

2

2∑
α=1

∫
Ω1

∂

∂z

(
?

E
,1

(x′, z, t)
∂u?1α(x′, t)

∂z

)
φ̂1α(x′, t)dx′dz

−1

2

2∑
α=1

∫
Ω2

∂

∂z

(
?

E
,2

(x′, z, t)
∂u?2α(x′, t)

∂z

)
φ̂2α(x′, t)dx′dz

+
1

2

∫
ω

(
?

E
,1

(x′, 0)
∂u?1α(x′, t)

∂z
φ̂1(x′, 0, t) +

?

E
,2

(x′, 0)
∂u?2α(x′, t)

∂z
φ̂2(x′, 0, t)

)
dx′

+

∫
ω

κ̂

(∣∣∣∣φ̂1α − φ̂2α +
∂q?1
∂t
− ∂q?2

∂t
− s
∣∣∣∣− ∣∣∣∣∂q?1∂t − ∂q?2

∂t
− s
∣∣∣∣) dx′

+
2∑

α=1

δ̂1

∫
Ω1

ĝ1α

(
∂u?1α(x′, t)

∂t

)
φ̂1α(x′, t)dx′dz +

2∑
α=1

δ̂2

∫
Ω1

ĝ2α

(
∂u?2α(x′, t)

∂t

)
φ̂2α(x′, t)dx′dz

≥
2∑

α=1

∫
Ω1

f̂1α(x′, t)φ̂1α(x′, t)dx′dz +

2∑
α=1

∫
Ω2

f̂2α(x′, t)φ̂2α(x′, t)dx′dz,

D’autre part, de (3.3.20), on déduit que :∫
ω

κ̂

(∣∣∣∣φ̂1 − φ̂2 +
∂q?1
∂t
− ∂q?2

∂t

∣∣∣∣− ∣∣∣∣∂q?1∂t − ∂q?2
∂t
− s
∣∣∣∣) dx′

−1

2

∫
ω

(
θ?1(x′, t).φ̂1(x′, 0)− θ?2(x′, t).φ̂2(x′, 0)

)
dx′ ≥ 0, ∀φ̂1, φ̂2 ∈ (D(ω))2.
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De la densité de D(ω) dans L2(ω), on déduit que :∫
ω

κ̂

(∣∣∣∣φ̂1 − φ̂2 +
∂q?1
∂t
− ∂q?2

∂t
− s
∣∣∣∣− ∣∣∣∣∂q?1∂t − ∂q?2

∂t
− s
∣∣∣∣) dx′

−1

2

∫
ω

(
θ?1(x′, t).φ̂1(x′, 0)− θ?2(x′, t).φ̂2(x′, 0)

)
dx′ ≥ 0,∀ φ̂1, φ̂2 ∈ (L2(ω))2.

Dans le cas particulier φ1 = φ2 = ±φ , on obtient :∫
ω

(
θ?1(x′, t)− θ?2(x′, t)).φ̂(x′, 0)

)
dx′ = 0, ∀ φ̂ ∈ (L2(ω))2.

Ce qui donne les formules (3.3.23) et (3.3.24) . La preuve de (3.3.25) est similaire à celles

données dans le cas du problème des fluides (voir[2]) .

Théorème 3.3.5 Supposons que les composantes de
?

E
,1

α3β3 et
?

E
,2

α3β3 pour 1 ≤ α, β ≤ 2

dépendent seulement de la variable x′, alors on a :∫
ω

(∫ h

0

[F1(x′, z, t) + F2(x′,−z, t)] dz − h [F1(x′, h, t) + F2(x′,−h, t)]
)
.∇ψ̂(x′)dx′

+

∫
ω

(
h [G1(x′, h, t) +G2(x′,−h, t)]−

∫ h

0

[G1(x′, z, t) +G2(x′,−z, t)] dz+

)
.∇ψ̂(x′)dx′

+
1

2

∫
ω

(∫ h

0

?

E
,1

(x′)û?1(x′, z, t)dz +

∫ 0

−h

?

E
,2

(x′)û?2(x′, z, t)dz

)
.∇ψ̂(x′)dx′ = 0, ∀ψ̂(x′) ∈ H1(ω)

(3.3.26)

avec

F1(x′, z, t) =

∫ z

0

∫ ζ

0

f̂1(x′, θ, t)dθdζ,

G1(x′, z, t) = δ̂1

∫ z

0

∫ ζ

0

ĝ1

(
∂u?1(x′, t)

∂t

)
dθdζ,

F2(x′, z, t) =

∫ 0

z

∫ 0

ζ

f̂2(x′, θ, t)dθdζ,

G2(x′, z, t) = δ̂2

∫ 0

z

∫ 0

ζ

ĝ2

(
∂u?2(x′, t)

∂t

)
dθdζ.

Preuve. On intègre deux fois les deux équations de (3.3.20) ; la première dans [0, z]

et seconde entre z et 0, et on considère que
?

E
,l

α3β3, l = 1, 2 dépend seulement de x′, on

trouve :∫ z

0

[∫ ζ

0

−1

2

∂

∂θ

[
?

E
,1

(x′)
∂u?1 (x′, θ, t)

∂θ

]
dθ

]
dζ +

∫ z

0

∫ ζ

0

δ̂1ĝ1

(
∂u?1 (x′, t)

∂t

)
dθdζ
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=

∫ z

0

∫ ζ

0

f̂1(x′, θ, t)dθdζ,

d’où∫ z

0

[
−1

2

?

E
,1

(x′)
∂u?1 (x′, ξ, t)

∂ζ
+

1

2

?

E
,1

(x′)
∂u?1 (x′, 0, t)

∂ζ

]
dζ +G1(x′, z, t) = F1(x′, z, t),

ce qui donne :

−1

2

?

E
,1

(x′)u?1 (x′, z, t) +
1

2

∗
E
,1

(x′)u?1 (x′, 0, t) +
1

2

?

E
,1

(x′)
∂u?1 (x′, 0, t)

∂z
(z − 0) +G1(x′, z, t)

= F1(x′, z, t).

Alors

−1

2

?

E
,1

(x′)û?1(x′, z, t) +
1

2

?

E
,1

(x′)q?1(x′, t) +
1

2
zθ?1(x′, t) +G1(x′, z, t) = F1(x′, z, t). (3.3.27)

De même pour la seconde équation de (3.3.20) , on trouve :

−1

2

?

E
,2

(x′)û?2(x′, z, t) +
1

2

?

E
,2

(x′)q?2(x′, t) +
1

2
zθ?2(x′, t) +G2(x′, z, t) = F2(x′, z, t). (3.3.28)

Pour tout t ∈ [0, T ] , en replaçant z par h (x′) dans (3.3.27) et par -h (x′) dans (3.3.28) et

en tenant compte de û?1(x′, h (x′) , t) = û?2(x′,−h (x′) , t) = 0, on obtient :

1

2

?

E
,1

(x′)q?1(x′, t) +
1

2
hθ?1(x′, t) +G1(x′, h(x′), t) = F1(x′, h(x′), t), (3.3.29)

1

2

?

E
,2

(x′)q?2(x′, t)− 1

2
hθ?2(x′, t) +G2(x′,−h(x′), t) = F2(x′,−h(x′), t). (3.3.30)

En utilisant (3.3.23) , et la somme des deux équations (3.3.29) et (3.3.30) , on trouve :

1

2

(
?

E
,1

(x′)q?1(x′, t) +
?

E
,2

(x′)q?2(x′, t)

)
= −G1(x′, h(x′), t)−G2(x′,−h(x′), t) +

F1(x′, h(x′), t) + F2(x′,−h(x′), t) (3.3.31)

En suite on intègre (3.3.27) entre 0 et h(x′) et (3.3.28) entre −h(x′) et 0, alors :

1

2

?

E
,1

(x′)

∫ h(x′)

0

û?1(x′, z, t)dz =
h(x′)

2

?

E
,1

(x′)q?1(x′, t) +
h2(x′)

4
θ?1(x′, t) +∫ h(x′)

0

G1(x′, z, t)dz +

∫ h(x′)

0

F1(x′, z, t)dz, (3.3.32)

1

2

?

E
,2

(x′)

∫ 0

−h(x′)

û?2(x′, z, t)dz =
h(x′)

2

?

E
,2

(x′)q?2(x′, t)− h2(x′)

4
θ?2(x′, t) +∫ 0

−h(x′)

G2(x′, z, t)dz +

∫ 0

−h(x′)

F2(x′, z, t)dz. (3.3.33)
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3.3. Résultats de convergence et problème limite

La somme de ces dèrnières équations et l’équation (3.3.31) , nous permet d’écrire ;

1

2

∗
E
,1

(x′)

∫ h(x′)

0

û?1(x′, z, t)dz +
1

2

∗
E
,2

(x′)

∫ 0

−h(x′)

û?2(x′, z, t)dz

= h(−G1(x′, h(x′), t)−G2(x′,−h(x′), t) + F1(x′, h(x′), t) + F2(x′,−h(x′), t))

c’est-à-dire ∫ h

0

[F1(x′, z, t) + F2(x′,−z, t)] dz − h [F1(x′, h, t) + F2(x′,−h, t)]

+h [G1(x′, h, t) +G2(x′,−h, t)]−
∫ h

0

[G1(x′, z, t) +G2(x′,−z, t)] +

1

2

∫ h

0

?

E
,1

(x′)û?1(x′, z, t)dz +

∫ 0

−h

?

E
,2

(x′)û?2(x′, z, t)dz

= 0,

et finalement, on déduit (3.3.26) .

Théorème 3.3.6 Le problème (3.3.19)−(3.3.21) admet une solution unique u? = (u?1, u
?
2)

dans L2(0, T,Hz) ∩ L∞(0, T,Hz).

Preuve. Supposons que u? = (u?1, u
?
2) et φ? = (φ?1, φ

?
2) soient deux solutions du

problème (3.3.19)− (3.3.21) et soit t ∈ [0, T ] .

Prenons dans (3.3.19), ϕ̂ =

(
∂φ?1
∂t

,
∂φ?2
∂t

)
en suite, on prend ϕ̂ =

(
∂u?1
∂t

,
∂u?2
∂t

)
. La somme

de ces deux inéquations et pour T1 = u?1 − ϕ̂1 et T2 = u?2 − ϕ̂2, nous donne :

1

2

2∑
α=1

∫
Ω1

?

E
,1 ∂

∂z

(
∂

∂t
T1α

)
.
∂

∂z
T1αdx+

1

2

2∑
α=1

∫
Ω2

?

E
,2 ∂

∂z

(
∂

∂t
T2α

)
.
∂

∂z
T2αdx

+
2∑

α,l=1

δ̂l

∫
Ωl

[
ĝlα

(
∂u?lα
∂t

)
− ĝlα

(
∂φ?lα
∂t

)][
∂u?lα
∂t
− ∂φ?lα

∂t

]
dx ≤ 0(3.3.34)

Le fait que ĝl est monotone, on déduit que :

2∑
α=1

∫
Ω1

?

E
,1 ∂

∂z

(
∂

∂t
T1α

)
.
∂

∂z
T1αdx+

2∑
α=1

∫
Ω2

?

E
,2 ∂

∂z

(
∂

∂t
T2α

)
.
∂

∂z
T2αdx ≤ 0. (3.3.35)

Comme T1(0) = T2(0) = 0, l’intégrale de (3.3.35) entre 0 et T, nous donne :

2∑
α=1

〈
∗
E
,1 ∂

∂z
T1α(t),

∂

∂z
T1α(t)

〉
Ω1

+

2∑
α=1

〈
∗
E
,2 ∂

∂z
T2α(t),

∂

∂z
T2α(t)

〉
Ω2

≤ 0. (3.3.36)
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3.3. Résultats de convergence et problème limite

Montrons maintenant que la matrice
?

E
,l

est elliptique. Soit η = (ηα)α=1,2 ∈ R2. En

retournant aux hypothèses (3.1.1) et (H3) et par le choix du tenseur symétrique e = (eαβ)

qui est donné par e =


0 0 η1

0 0 η2

η1 η2 0

, on obtient :
Ê lijklekleij = 2Ê lα3β3 (eβ3) (eα3) + 2Ê lα333 (e33) (eα3) + 2Ê l33α3 (eα3) (e33) + Ê l3333 (e33) (e33)

=
?

E
,l

αβηβηα
, pour α, β, l = 1, 2.

Mais comme |e|2 = 2 |η|2 , on a :

?

E
,l

η.η ≥ 2mEl |η|2 , pour tout l = 1, 2, η = (η1, η2) ∈ R2.

Par conséquent (3.3.36) devient :

2mE1

∥∥∥∥ ∂∂zT1 (t)

∥∥∥∥2

0,Ω1

+ 2mE2

∥∥∥∥ ∂∂zT2 (t)

∥∥∥∥2

0,Ω2

≤ 0.

D’où ∥∥∥∥ ∂∂zT1 (t)

∥∥∥∥2

0,Ω1

= 0 et

∥∥∥∥ ∂∂zT2 (t)

∥∥∥∥2

0,Ω1

= 0

car T1(0) = T2(0) = 0, et mE1 , mE2 > 0.

L’inégalité de Poincaré, nous donne :

‖(T1 (t) ,T2 (t))‖2
L2(0,T ;Hz) = ‖(T1 (t) ,T2 (t))‖2

L∞(0,T ;Hz) = 0

On peut conclure alors que (u?1, u
?
2) = (φ?1, φ

?
2) dans L2(0, T ;Hz) ∩ L∞(0, T,Hz) et donc

l’unicité de la solution du problème (3.3.19)− (3.3.21).
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Conclusion générale

En guise de conclusion, afin d’aborder l’étude de la convergence asymptotique des prob-

lèmes des EDP, en régimes stationnaire ou dynamique dans des domaines bornés et minces

en 3D, avec frottement non linéaire de type Tresca ou Coulomb, on transporte le prob-

lème variationnel à l’aide d’un changement d’échelle à un problème équivalent défini sur

un domaine indépendant du paramètre ε et par suite on obtient le problème limite et les

équations faibles généralisés du problème initial.
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نهًؼادلاخ انتفاضهيح انجزئيح نثؼض انًسائم انحذوديح  انتقارتيتذخم أطزوحح انذكتىراِ هذِ في إطار انتقارب  : الملخص

 يٍ َىع تزيسكا لاحتكاك لشزوط حذيح غيز خطيحفي انُظاو انًستقز أو انذيُاييكي في انًجالاخ انًحذودج ثلاثيح الأتؼاد يغ 

نهحصىل ػهى انهذف انًُشىد ، وتؼذ انصياغح انًتغيزج نكم يشكهح تاستخذاو تغييز انًقياس  .ػهى انحافح كىنىية أو

أخيزًا ، َثحث ػٍ تؼض انتقذيزاخ ، ثى تانًزور إنى انُهايح  .εوانًجاهيم انجذيذج لإجزاء انذراسح ػهى يجال لا يزتثظ ب 

 .وانًؼادلاخ انضؼيفح انؼايح نهًشكلاخ انًقذيحانًسائم انحذوديح ، َحصم ػهى 

 .يؼادنح انضؼيفح انؼايح ،قاَىٌ كىنىية ، قاَىٌ تزيسكا ،انحم انضؼيفال ، المرونة  :الكلمات المفتاحية

 

Abstract. The object of this doctoral thesis falls within the framework of the asymptotic 

convergence of various problems of PDEs in stationary or dynamic regime in bounded 3D 

domains with nonlinear frictional conditions of the Tresca or Coulomb type on the edge. To 

obtain the desired goal, and after the variational formulation of each problem using the change 

of scale and new unknowns to conduct the study on a domain does not depend on ε. Finally, 

we look for a priori estimates then by passing to the limit, we obtain the limit problems and 

the generalized weak equations of the considered problems. 

Keywords: Elasticity, Generalized weak equation, Coulomb's Law, Tresca's Law, Weak 

solution. 

 

Résumé. L’objet de cette thèse de doctorat entre dans le cadre de la convergence 

asymptotique des différents problèmes des EDP en régime stationnaire ou dynamique  dans 

des domaines bornés en 3D avec les conditions de frottement non linéaires de type Tresca ou 

de Coulomb sur le bord. Pour obtenir le but désiré, et après la formulation variationnelle de 

chaque problème en utilisant le changement d’échelle et des nouvelles inconnus pour mener 

l’étude sur un domaine ne dépend pas de ε. Enfin, on cherche des estimations a priori puis en 

passant à la limite, on obtient les problèmes limites et les équations faibles généralisées des 

problèmes considérés. 

Mots-clés : Elasticité, Equations faible généralisée, Loi de Coulomb, Loi de Tresca,  Solution 

faible. 

 

 

 

 


