SM— | S_—1 g UK 4 i) ) Ay sa—and)

République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministere de L'Enseignement Supérieur et de la Recherche
Scientifique

, PEAS L

\j —

\ﬂlﬁ %ﬁ i

s i
Université Ferhat ABBAS Sérif |

UNIVERSITE FERHAT ABBAS - SETIF1
FACULTE DES SCIENCES

THESE

Présentée a la faculté des sciences

Département de Mathématiques
Pour I’obtention du diplome de

DOCTORAT EN SCIENCES
Option : Mathématiques Appliquées

Par

KADRI YASMINA
THEME

Etude asymptotique des EDP avec frottement :
modeles bidimensionnels obtenus par réduction de
dimension

Soutenue le . /. / 2023 devant le Jury :

A. MEROUANI Professeur Univ. Ferhat Abbas Sétif 1 Président
H. BENSERIDI Professeur Univ. Ferhat Abbas Sétif 1 Rapporteur
B. NOUIRI MCA Université de M’sila Examinateur

B. GAGUI MCA Université de M’sila Examinateur


https://www.education.gov.dz/wp-content/uploads/2015/02/violence-au-milieu-scolaire.pdf
https://www.education.gov.dz/wp-content/uploads/2015/02/violence-au-milieu-scolaire.pdf
https://www.education.gov.dz/wp-content/uploads/2015/02/violence-au-milieu-scolaire.pdf

Remerciements

Je voudrais tout d’abord exprimer mes vifs remerciements et ma profonde gratitude a
mon directeur de thése de doctorat, Mr Hamid Benseridi, professeur & I'université Ferhat
Abbas-Sétifl, d’avoir dirigé ce mémoire, malgré toutes ses responsabilités et ses occupa-
tions. Qu’il soit aussi remercier pour sa gentillesse, sa patience, sa disponibilité et sur
tout ses judicieux conseils, qui ont alimenté ma réflexion.

Je tiens a témoigner toute ma reconnaissance & Mr Abdelkader Saadallah, maitre de
conférence classe A, a I'université Ferhat Abbas-Sétifl, pour son aide et pour ses conseils,
ses orientations et son soutien moral.

Je suis trés reconnaissante & Mr A. Merouani, professeur a I'université Ferhat Abbas-
Sétifl, qui a bien vouloir examiné mon mémoire et I’honneur qu’il me fait en étant prési-
dent du jury.

J’aimerais aussi exprimer ma gratitude & Mr B. Nouiri, maitre de conférence classe A,
a P'université de M’sila et Mr. B. Gagui, maitre de conférence classe A, & I'université de
M’sila, qui me font ’honneur d’étre membres du jury de soutenance.

Enfin je voudrais remercier tous ceux qui m’ont aidé a réaliser ce travail et sur tout Mr.
Abdelmoumene Djabi, maitre de conférence classe B, a 'université Ferhat Abbas-Sétifl.

Dieu merci.



Table des matiéres

Introduction 1
1 Outils mathématiques 9
1.1 Rappel sur les espaces fonctionnelles . . . . . .. ... ... ... ... .. 9
1.1.1 Espacesde Sobolev . . . . . . . .. ... ... 9

1.1.2 Espacesdeclasse C™ . . . . . . .. ..o 12

1.1.3 Formulede Green . . . . . . . . .. .. ... 13

1.1.4 Fonctions convexes-Semi-continuité inférieure . . . . . . . .. . .. 13

1.1.5 Lesinégalités . . . . . . . . . . . . L 14

1.2 Quelques éléments d’analyse dans les espaces de Hilbert . . . . . . . . . .. 15
1.2.1 Théoreme de représentation de Reisz-Fréchet . . . . . . . . . .. .. 15

1.2.2  Formes bilinéaires . . . . . . . . ... Lo 16

1.2.3 Opérateurs : monotones-lipschitziens-hémicontinus . . . . . . . .. 16

1.3 Espaces des fonctions & valeurs véctorielles . . . . . . .. ... ... .... 17
1.4 Lemmede Gronwall . . . . . .. ... ... .. . L 19
1.5 Modélisation mathématiques du cadre physique . . ... .. ... .. ... 19
1.5.1 Equation du mouvement . . . . . . ... ... 20

1.5.2 Loi de comportement élastique linéaire et isotrope . . . . . . . . .. 20

1.5.3 Conditions aux limites de contact avec frottement . . . . . . . . .. 21

2 Etude asymptotique d’un probléme d’élasticité linéaire isotherme avec

frottement de type Coulomb 22

2.1

Description du probléeme . . . . . . . . . ... ... L 23

i



Table des matiéres

2.2 Formulation variationnelle du probléme P* . . . . . . ... .. ... .... 26
2.2.1 Discription du probléme variationnel . . . . .. ... ... ... .. 26
2.2.2  Existence et unicité de la solution du probleme variationnel . . . . . 28
2.2.3 Changement de domaine et quelques estimations . . . . . . . .. .. 29
2.2.4 Estimation de la solution . . . . . . ... ... 31

2.3 Reésultats de convergence et probléme limite . . . . . ... ... ... ... 35

3 Convergence asymptotique d’un probléme de transmission dans un do-

maine mince de R?® avec frottement. 42
3.1 Description du probléme . . . . . . .. ... Lo o 43
3.2 Formulation variationnelle du probleme P* . . . . . . . .. ... ... ... 48
3.2.1 Discription du probléme variationnel . . . . .. ... ... ... .. 48
3.2.2  L’unicité de la solution du probléme variationnel P;. . . . . . . .. 52
3.3 Reésultats de convergence et probléeme limite . . . . . . .. ... ... ... 53

Conclusion générale 69

iii



Introduction

Le contact roue-rail, les embrayages, les freins, les pneumatiques, les paliers et roulement
a billes, les moteurs a combustion et les liaisons mécaniques ne sont que quelques exemples
réelles quotidiens, parmi bien d’autres. Ces phénomeénes sont des problémes de contact
avec ou sans frottement, entre deux corps élastiques, viscoélastiques ou plastiques, qui
sont déformables ou non. La modélisation mathématique des phénomeénes de contact
mene a des problémes aux limites, contenant des lois de comportement des matériaux
c’est-a-~dire, qu’elle s’interesse a la réaction des structures lorsqu’elle subissent des forces
extérieures. Dans notre travail, on s’intéresse aux matériaux élastiques c’est-a-dire le cas
ou le solide reprend sa forme initiale dés que les forces appliquées sont supprimées.

Dans cette thése de doctorat, nous étudions deux problémes impliquant des conditions
aux limites décrivant des phénomeénes réels tels que le contact et le frottement, qui sont
trés fréquent dans les applications et possédant les hypothéses de 1’élasticité dans des
domaines ot la hauteur est plus petite que la longueur.

Le premier probléme a étudier est décrit comme suit : on considére un corps élas-
tique isotherme avec des conditions aux limites libres et des conditions de frottement non
linéaire de type Coulomb en régime stationnaire. Plusieurs travaux ont été réalisé sur
le contact mécanique avec les différentes lois de comportement et différentes conditions
aux limites de frottement proche de notre probleme. Cependant, ces travaux se sont
limités aux seuls resultats de d’existence et d’unicité de la solution faible sous plusieurs
hypothéses. Citons par exemple l'article de [31], dans lequel les auteurs ont étudié le
modele mathématique qui décrit le contact de frottement quasi-statique entre un corps

piézoélectrique et une fondation déformable avec la condition de compliance normale et
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une version de la loi de frottement de Coulomb. L’évolution dynamique avec contact frot-
tant d'un coprs élastique a été étudié dans [26] ; les auteurs ont prouvé I'existence d’une
solution dans le cas bidimensionnel et I'unicité pour les problémes de cisaillement unidi-
mensionnel. Une excelente référence sur I’analyse des problémes de contact impliquant
des matériaux élastiques avec ou sans frottement se trouve dans [1] et [12]. Des résultats
d’existence, d’unicité et de régularité ont été prouvés pour une nouvelle classe d’inégalités
variationnel dans [33]. Dans [2] les auteurs ont étudié ’analyse asymptotique et numérique
d’un probléme de contact unilatéral avec frottement de Conlomb entre un corps élastique
et une couche élastique fine et souple. Récemment I'analyse asymptotique d’un probléme
dynamique d’élasticité isothérme et non-isothérme avec frottement non linéaire de type
Tresca a été étudié dans [5] et [31]. Une analyse asymptotique d'un fluide incompressible
dans un domaine mince a trois dimension, lorsque’une dimension tend vers zéro a été
étudié dans [9], [14] et [15].

Le deuxiéme probléme étudié dans cette thése est un probléme de transmission
; plus précisément est un probléme de contact avec frottement entre deux corps élas-
tiques généraux en régime non stationnaire dans un domaine tridimentionnel avec la loi
de frottement de Tresca. Plusieurs auteurs se sont intéressés a ce genre de problémes
(problémes de transmissions), dans différents espaces avec diverses conditions aux lim-
ites, par exemple, dans [2], [23] et [35] ; les travaux des auteurs ont été consacré aux
comportement asymptotique du systéme d’élasticité linéarisé avec différentes conditions
aux limites. Les auteurs dans [29] et [30] démontrent la transition 3D — 1D en élasticité
liéarisée hétérogéne anisotrope, on mentionne ici que ce phénomeéne n’a été étudié que sur
les solution fortes, sans loi de frottement. Les auteurs dans [28] ont étudié le comporte-
ment asymptotique d’un probléme de contact avec frottement entre deux corps élastiques
ou le tenseur des contraintes avec ses composantes sont donnés uniquement par la loi de
Hooke ( cas isotrope des matériaux élastiques). Les auteurs dans [4] ont étudié I’analyse
théorique d’'un contact avec frottement entre deux coprs élastiques généraux en régime
stationnaire dans un domaine mince tridimensionnel avec frottement non linéaire de type

Tresca, sans termes sources dissipitifs.
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Alors notre travail fait suite a [4] et [28] pour étudier la situation hétérogéne et anisotrope

dans un domaine mince tridimensionnel avec la loi de frottement de Tresca.

La nouveauté de cette étude est d’abord qu’on prend le tenseur des contraintes dont ses

composantes sont données par une loi généralisée par rapport & ce qui est donné dans [28].

Le deuxiéme point fort est que nous étudions le comportement asymptotique du probléme

de transmission avec des conditions de frottement aux limites libres de Tresca en régime

dynamique avec les tremes sources non linéarisés par rapport a ce qui est donné dans [4].
Notre these est présentée comme suit :

Dans le premier chapitre : nous rappelons les outils mathématiques utilisés dans la suite

du travail ; notamment, les espaces fonctionnelles (espaces de Sobolev et espaces de Hilbert

) et quelques résultats de I'analyse fonctionnelle comme la théorie des traces, la formule

de Green et quelques inégalités (Korn, Poincaré, Holder et Cauchy-Schwartz ). Nous

rappelons aussi les lois générales de la mécanique des milieux continus, particulierement

I’équation de mouvement, la loi de comportement élastique et les conditions aux limites

de contact de type Tresca et de type Coulomb.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude du comportement asymptotique d’un

probléme aux limites dans un domaine borné, homogéne, mince et tridimentionnel Q¢

avec frottement non linéaire de type Coulomb dans un régime stationnaire. La frontiére

0S)° est supposé composée de tois parties :

w est la frontiére inférieure de ¢, qui est un domaine borné de R? d’équation x5 = 0.

5 est la frontiére supérieure d’équation z3 = ch(z), ot h est une fonction bornée définie

sur w telle que : 0 < h, < h(z') < h*, V(2',0) € w.

% est la frontiere latérale.

Le probleme est modélisé par le systeme d’équations :
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£

Probléme P° : trouver u® = (uf); ;5 : °

— R3 telle que :

Dive® + f¢ =0 dans )°,
o (u°) = Ee(u®) dans Q°,
u® =0 sur I'y,
u® = g avec g3 = 0 sur I'],
u®.n =0 sur w,

05] < Felos] = s =
sur w.
log| = Feloz| = 36 >0 tel que us = s — o<,

avec 0° = (05

Zj) 1<i j<3 est le tenseur des contraintes défini par une loi générale

o (u®) = Ee(u)

& =(&iji) » un tenseur d’ordre 4, e (u°) est le tenseur des déformations et u® = (uf), ;4
est le déplacement du corps élastique. F© > 0 est le coefficient de frottement et f¢ =
(f§)1<i<3 est la distribution volumique des forces exterieures.

L’étude du probléme se fait par la technique de changement d’échelle. Aprés avoir mon-
tré lexistence et 1'unicité de la solution faible du probléme variationnel, a ’aide d’un
changement de variable, suivant la troisieme composante, on se raméne a ’étude d’un
probléme variationnel défini sur un domaine fixe {2 indépendant du petit parameétre e.
Puis, on démontre une estimation & priori, ce qui nous permet de faire un passage a la
limite pour obtenir notre résultat essentiel concernant le probléme limite et 1’équation
faible généralisée dans le plan.

Le dernier chapitre est consacré a I’étude du comportement asymptotique dun
probléme aux limites gouverné par un corps élastique non homogeéne occupant un domaine
tridimensionnel ©° (0 < ¢ < 1) qui est supposé constitué de deux corps homogenes 5 et
25. Pour facilité aux lecteurs, nous utilisons 'indice [ pour indiquer qu'une quantité est
liée au domaine 5, [ = 1,2. Considérons que la frontiere 09 est de classe C? et elle est

composée de trois parties mesurables et disjointes définies par :

00 =wuT, Ul
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oll W est la partie commune des deux corps qui est un domaine fixe de R? d’équation
r3 = 0 pour tout 2’ = (w1, 2) de R

f‘il est la frontiere latérale de €}, [ =1,2 .

I'{ est la frontiere supérieure de Q) (resp ; I's est la frontiére inférieure de Q5) d’équation
xg = ch(a’) (resp ; 3 = —eh(2')).

Avec h est une fonction bornée définie sur w telle que : 0 < h, < h(z') < h*; V(2',0) € w
ou hy, h* € R*,

Si pour toute fonction u® défini sur Q°, on désigne par (uj)=(uj;)1<i<ssarestrictionsur;,
[ =1,2, le probléme est défini par le systéeme d’équations :

Probléme P¢. Trouver le champ de déplacement

(ug, us) = ((u5;, u5;)1<i<s: Q5 x Q5x]0, T[— R3 xR3 tel que :

i(t) — Div (E'e(u])) + 8igr1.05(t) = fi dans Q7x]0,T7,
i5(t) — Div(E%(u3)) + 0592.05(t) = f; dans Q5x]0,T7,
oS (uj) = E'e(u5) dans Q5x]0,T],
o5 (uy) = E%(us) dans Q5x]0, T7,
ui = 0 sur (F'fUTY )x]0,77,
u; = 0 sur (I5UI%,)x]0,T7,
uivy —ugve = 0 sur wx]0, 77,
(05 (1) n — (05 (u)) 2 = O sur wx]0, T,
03] < = (i), — (i5), = 5

dans wx]0, 7.
oSl =kS=3IN>0, V755 V xeQf;ujt)—u5(t) =s— A2

Avec o] = (07;;)1<ij<3, | = 1,2 ; le tenseur des contraintes ot o} vérifie la loi :
€(,,e\ —_ ol € —
o (u) =Ee(w), 1=1,2.

La notation e(uf), [ = 1,2 représente le tenseur des déformations linéarisé.

g = (&

Y £ . £ 14 A
szq)l i ipq<s €St un tenseur d’ordre 4. fi(resp ; f5) est la densité des forces

volumiques de € (resp ; de Q5) .



Notations

L’étude asymptotique de ce probléme se fait par les mémes techniques utilisées dans le

deuxiéme chapitre.



Notations

Notations

Soient () un domaine de R? (d = 2,3) et X un espace de Banach, nous utilisons les

notations suivantes :

Q
o)
r
I'y
n

U, Uy

-0,
1.0
Il x
xd

Ty =T
Ty — T
oif
Vf
div f

I’adhérence de ).

la frontiére totale de €.

la frontieére supérieure de €.

la frontiére latérale de €.

la normale unitaire sortante sur €;, [ =1, 2.

les composantes normales et tangentielles d'un vecteur v.

| d
la norme euclidienne de R?, avec |.| =4/ > 22
i=1

le tenseur identité du second ordre sur R,

le symbole de Kronecker.

I’espace de distributions sur €.

I’espace des fonctions réelles continument dérivables sur €.
I’espace de Sobolev d’ordre 1 sur ().

'adhérence de D (2) dans H' ().

'espace dual de Hj (Q2).

Pespace {u = (u;)/u; € L*(Q), i=1,d}.

Pespace {u = (u;)/u; € H' (Q), i=1,d}.

la norme de (L2 (€2)).

la norme de H! (Q)?.

la norme de X.

Vespace {z = (z;)/ z; € X, i =1,d}.

la convergente faible de la suite (z,) vers 'élément x dans X.
la convergente forte de la suite (z,) vers I’élément = dans X.
la dérivée partielle de f par rapport a la composante ;.

le gradient de f.

la divergence de f.

Si X est un espace de Banach et d € N*, on utilise les notations suivantes.
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.1l la norme de X.

X4 Vespace {z = (z;)/ z; € X, i =1,d}.

Ty — T la convergente forte de la suite (z,) vers I’élément = dans X.

Ty — la convergente faible de la suite (x,) vers I’élément x dans X.

L(0.T. X) I'espace des fonctions f mesurables de [0,7] dans X, telles que
fOT | f()]|x dt < oo avec les modifications usuelles si p = oo.

-1 £o o, x) la norme de L?(0,T, X).

C(0,7T,X) I’espace des fonctions continues de [0,7] dans X.

Pour une fonction f, on note par

dom f

supp f
Oif

of
ov

lim inf
i

I3

0

C

p-p

-

(u,v), uv

le domaine de f.
le support de f.
la dérivée partielle de f par rapport a la composante x;.
le gradient de f.
(V f+Vf ) .

DO [—=

la partie symétrique du gradient de f =
le divergence de f.

la dérivation par rapport au temps.

la dérivée normale extérieure.

la limite inférieure.

le symbole de Kronecker.

le tenseur identité de second ordre sur R3.

le zéro de R

une constante générique strictement positive.
presque par tout.

la norme euclidienne de R2.

le produit scalaire des vecteurs u et v.



CHAPITRE

1 Outils mathématiques

Ce premier chapitre est consacré aux notions mathématiques utilsées dans la suite de la
these. Nous commencons par un rappel des espaces fonctionnelles ; notamment les espaces
de Sobolev, les espaces de Hilbert et quelques résultas sur ces espaces comme le théoréme
des traces, la formule de Green, le théoréme de Reisz-Fréchet et quelques inéquations. Par
suite nous rappelons quelques résulats des espaces des fonctions a valeurs vectorielles.

Nous terminerons ce chapitre par la modélisation mathématiques du cadre physique ; en
donnant I’équation du mouvement, la loi du comportement élastique et les condtions aux

limites de contact avec frottement de type Coulomb et de type Tresca.

1.1 Rappel sur les espaces fonctionnelles

1.1.1 Espaces de Sobolev

Considérons €2 un ouvert de R" et 92 son bord.
Pour p € [1, o0o[, LP(Q2) désigne 'espace de Lebesgue (des classes) des fonctions u a valeurs
réelles, mesurables avec |ul” intégrables.

LP(€2) est muni de la norme définie par

Q=

fullor = | [ luta)p do

Q



1.1. Rappel sur les espaces fonctionnelles

Pour p = oo, on note

L>*(Q) ={u:Q — R, v mesurable ; supess |u(z)| < +o0 },
€

muni de la norme

[ul| oo = supess [u(x)],
e

ou

supess |u(z)] =inf {M >0: |u(z)| < M p.p.}

e

D () ou bien C (£2) désigne Iespace des fonctions indéfiniment différentiables & support
compact, inclus dans €.

Les éléments de © (€2) sont dits fonctions tests.

Le dual topologique de ® (£2), noté @’ (2) est 'espace des distributions.

Soit T' € ©' () et & € N™,

La dérivée aux sens des distributions de T', notée DT est définie par
(DT, ) = (—=1)*N(T, D) , Vo € D(Q) avec |a] = Zaz

En particulier si f € L _(Q) = {f € L' (K), K un compact inclus dans Q}, alors f

définit une distribution notée T ou bien simplement f donnée par

Ty ) = (f.0) = / f (@) () dr . Yo € D).

La dérivée aux sens des distributions de f est définie par

/D“ z)dz = (1)1 /f (z) DY (z)dz , Y € D(Q).

Q

Définition 1.1.1 Soit m € N et 1< p < 0.
On appelle espace de Sobolev qu’on note W™P(Q) l’ensemble des fonctions de LP(2) dont

les dérivées aux sens des distributions d’ordre inférieur ou égale a m sont aussi des fonc-

tions de LP (). On écrit

WmP(Q) ={ue LP(Q) /D% € LP (), pour |a] < m}.

10



1.1. Rappel sur les espaces fonctionnelles

WP () est muni de la norme définie par

( 1
p
Z | Dul|? » st p<oo
[l g = 0<laf<m
Y. DUl si p=oo
0<[al<m

\

ou bien de la norme équivalente

1
||U| wmp — Z (HDQUHLP)Z) pour 1< D < 00.

0<]al<m

Dans le cas ot p =2, W™2(Q) est noté H™ () et est muni du produit scalaire

(0, 0) g = Y (D*u, D), .

0<|a|<m

Wm™P(Q) muni de la norme précédente est un espace de Banach et H™ () muni du produit
scalaire précédent est un espace de Hilbert.

Les espaces produits (L? ()" et (H' ()" sont munis des normes

1
n 2
2
||u||(L2(Q))” = <Z||ui||L2(Q))
i=1
1
n 2
2
||u||(H1(Q))” = (ZHUZHHl(Q)) :
i=1

Avec
1
2
il = (ell ey + 1Dl 2y )

Pour 1 < p < oo, on définit U'espace W3 (Q) comme étant la fermeture de © () dans
WmP (Q) c’est-a-dire

WP (Q) = {u € W™ (Q) :ulp=0}.

En particulier, on note par H} () la fermeture de ® () dans H' (Q) et par H~' (Q) son
dual.

11



1.1. Rappel sur les espaces fonctionnelles

On note L?(0N) l'espace des fonctions de carré sommable sur 92 pour la mesure

superficielle do. On munit I'espace L? (02) par la norme

2

oll 2 om = / v (2)|? do
Q

1.1.2 Espaces de classe C™

On note
R} =R" ' xR: ={2=(2,,) /o' € R" " et z, > 0}.
n—1 2
Q=<z=(2,1,) eR" ! xR avec: |2/]| = (fo) <1 et |z, <1
i=1

Q. =QNRL.
Qo = {z = (a',2,) ;2| <1etax,=0}.
On dit qu’un ouvert €2 est de classe C™, m est un entier > 1 si pour tout x € 0f2 il existe
un voisinage U de x et une application h : @ — U bijective telle que h € C™ (@) et
h—teCom (U) L h(Qy)=UNNet h(Qy) =UNoK.
Autrement dit, un ouvert 2 est de classe C™, m est un entier > 1, si au voisinage de
tout point de 012, il existe un difféomorphise de classe C" qui redresse la frontiére en un

hyperplan de R"~! et  en un des demi-espaces limité par cet hyperplan.

Théoréme 1.1.1 On suppose que §) est de classe Ct. Soit w € WP (Q) N C (ﬁ) avec

1< p<oo. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

u = 0 surof)
u € WP (Q).

Théoréme 1.1.2 (Théoréme des traces)
Soit Q un ouvert de R™ de classe C*. Alors il existe un opérateur linéaire continu
appelé opérateur trace de H' (Q) dans L? (09), noté ~y et coincide avec l'opérateur de

restriction usuel pour les fonctions continues, c’est- o -dire

: HY (Q) — L? (09 _
v ) (09) pour v € C* (Q)
u =y (u) = u|oQ

12



1.1. Rappel sur les espaces fonctionnelles

1.1.3 Formule de Green

L’intégration par parties

Soit 2 un ouvert de R™ de classe C'. Si u,v € H' (), on a

Ou vdr = _/gv udx + /uvnida

8:@ €T;
Q onN

La formule de Green

Soit © un ouvert de R" de classe C*. Pour u € H? (Q) et v € H' (Q), on a

/Auvda: = —/Vqud:v + /@Udo.
on
Q o0

Q

avec n = (n;),<;<, la normale extérieure & 92 et do est la mesure superfcielle de 5.

1.1.4 Fonctions convexes-Semi-continuité inférieure

Soient V' un espace vectoriel et ¢ une fonction définie sur V' a valeurs dans |—oo, +00[.

La fonction ¢ est dite

semi-continue inférieure si et seulement si pour toute suite (vy), .y de V' convergente
versv € V [ on a
liminf ¢ (v,) > ¢ (v),
n
propre s’il existe ug € V' tel que :

¢ (ug) < 400,

c’est-a-dire qu’elle n’est pas identique & +oc.

convexe si
ptut+(1=t)v) <te(u)+ (1 —t)p(v) Yu,veVettelll]
Remarque : Une partie K C V est dite convexe si pour tout u,v de K :

tu+ (1—t)ve K,Vtel0,1].
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1.1. Rappel sur les espaces fonctionnelles

1.1.5 Les inégalités
Inégalité de Korn
Soit © un ouvert de R™. Pour tout u € K ou K un convexe fermé non vide de H' (Q2), il
existe une constante C' telle que
||VUHL2(Q) <C He(U)Hm(Q)

avec e (u) = (e (u))lgi,jgn et ey (u) = 9 <8x- + 8xj) '
7 T

Inégalité de Poincaré

Si © est un ouvert borné de R", il existe une constante positive C' telle que ; pour toute
fonction uw € H} (),

HUHL2(Q) <cC HVUHL?(Q)-

Corollaire 1.1.1 Si ) est un ouvert borné de R", il existe une constante positive C' telle
que

||VU||L2(Q) < HuHHl(Q) < (1 +C 2)5 ||VU||L2(Q)7 Vu € Hy ().

Corollaire 1.1.2 Si Q) est borné, la semie -norme

1
bl = {22 )
U =

RN (1253 (PTes

est une norme sur Hy (Q) équivalente a la norme induite par ||.|| 41 -

L’inégalité de Holder

1 1
Pour tout u € LP(Q) et v € LY(Q) avec 1 <p < +ocet —+-=1, onauww € L' (Q) et
p q

lwoll 1y < lull Loy 101l Lo -
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1.2. Quelques éléments d’analyse dans les espaces de Hilbert

L’inégalité de Cauchy-Schwarz

C’est le cas particulier de I'inégalité de Holder pour p = 2, c’est- a- dire : Yu,v € L*(Q)

on a :

(u,0) = / juol dz < [l oy [Vl e -
Q

L’inégalité de Young

1 1
Va,b e RY et 1<p,gq<+oocavec —+—-=1,0ona
P q

1 1
a.b < —a? + -0
p q

1.2 Quelques éléments d’analyse dans les espaces de

Hilbert

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.), et la norme ||.||;. On note

par H' I'espace dual de H et (.,.) . le produit de dualité entre H'et H.

1.2.1 Théoréme de représentation de Reisz-Fréchet

Théoréme 1.2.1 Pour toute forme linéaire L sur H', il existe un élément f € H unique
tel que :

( ‘C7h)H’><H = (f’h>H ) Vh S H

avec

Ll = 11l
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1.2. Quelques éléments d’analyse dans les espaces de Hilbert

1.2.2 Formes bilinéaires

Définition 1.2.1 On dit que lapplication a (.,.) : H x H — R est une forme bilinéaire

st pour tout \,;p € R et h,hy, hg € H

a(Ahy + phe,h) = Aa(hi, h) + pa (ha, h)
et
a(h, \hy + phe) = Aa(h,hy) + pa(h, hy).
Une forme bilinéaire a (.,.) est dite :
coercive, s’il existe un réel o strictement positif tel que : a (h,h) > a||h|3,, pour tout
h e H.
continue, s’il existe un réel C > 0 tel que : |a (hy, ho)| < C||hal| 5 ||hall , pour tout hq,

hy € H.
symétrique, si pour tout hy, he € H : a(hy,hy) = a(ha, hy) .

Théoréme 1.2.2 (Représentation des formes bilinéaires) Pour toute forme bilinéaire
continue a (.,.) sur H x H, il existe un unique opérateur A défini de H dans H', linéaire
et borné tel que

a(u,v) = (Au,v) g Yu,v € H
De plus
ja () = 1Al -
1.2.3 Opérateurs : monotones-lipschitziens-hémicontinus

Soit A un opérateur de H dans H'. A est dit :

monotone, si et seulement si
(Au — Av,u —v) >0 Yu,v € H.
fortement monotone, s’il existe une constante m > 0 tel que :

(Au— Av,u — ) gy > mllu— |3, Yu,v e H.
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1.3. Espaces des fonctions a valeurs véctorielles

de Lipschitz, s’il existe une constante M > 0 tel que :
|Au — Av||, < M ||u — vl , Yu,v € H.

hémicontinue, si pour u,v € H ; 'application

A R — H’
t — A (t)=A(u+tv)

est continue.

Théoréme 1.2.3 (voir[32] page 28) Soit K un conveze fermé non-vide d’un espace de
Hilbert H. Pour toute fonctionnelle J de K dans R conveze, semi-continue inférieurement
et propre et pour tout opérateur A de H dans H' hémicontinu et fortement monotone, il

eziste un unique u € K tel que

(Au,u—v)y +J(v) = J(u) > (f,u—v),; YveK et VfeH.

1.3 Espaces des fonctions a valeurs véctorielles

Soit 0 < T" < 400 et soit V un espace de Banach réel de norme |.[|;,. On définit les

espaces a valeurs vectorielles suivants :
C0,7;V)={u:[0,T] =V continue},
LP(0,7;V) = {u :[0,7] — V mesurable :fOT |lu(t)|l,, dt < oo} ;1 <p< oo,
L>(0,7;V) ={u:[0,T] — V mesurable : 3C > 0 |Ju(t)|,, < C, Vt € [0,T]}

munis des normes

= t
e,y = masc [l (®lly

1
T P
i ( [ dt) |
HUHLOO(O,T;V) =inf{C>0; [lu(®)|, <C Vtel0,T]}.

On note par C° (0,7 V) 'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables & support
compact dans ]0, 7 & valeurs dans V.

On note aussi par H'(0,T;V) I'espace de Sobolev sur |0, T[ a valeurs dans V, défini par

)
HY0,T;V) = {u . we LX0,T; V) et 8—1‘ e L2(0,T; V) }
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1.3. Espaces des fonctions a valeurs véctorielles

0
tel que la dérivée g est définie par

Tou r 0 ~
= O (t) dt=—[ u(t)o-0() dt, Voe Cg°(]0,T]).
o Ot 0 ot
Proposition 1.3.1 LP(0,7;V) avec 1 < p < oo est un espace de Banach.
LP(0,T;V) C L9(0,T;V) avec injection continue 1 < q¢ < p < oc.

Si 'V est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (.,.), , alors :

L*(0,T;V) est aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire :

T
(u, U)L2(0,T;V) = /(U (t), v (t))y dt
0
1 1
LP(0,T;V) = LY90,T;V) pourl < q,p< oo et p + p =1.
LY0,T; V) = L>(0,T;V)
avec LP(0,T; V) est le dual de LP(0,T;V) pour 1 < p < oo.

Théoréme 1.3.1 Soit V un espace de Banach réflexif et soit u € L*(0,T;V). Les pro-
priétés sutvantes sont équivalentes :

we HY0,T;V).

¢
Il existe ug € V et g € L*(0,T;V), telle que u (t) = ug + /g (s)ds, Yt e[0,T].

0

Théoréme 1.3.2 Soit (V,(.,.),,) un espace de Hilbert et soit u € H*(0,T;V). Alors :

1d )

ST lu (B[ = (@ () u b))y, ¥¢e€]0,T],

1 1 L

Sl = 51w O+ [ (i) u)y ds ¥ eenTL

Théoréme 1.3.3 Soient V,W deux espaces de Hilbert de normes respectives |||y, , |||y

qui vérifient les hypothéses suivantes :

V' dense dans W,
VcwcVv,
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1.4. Lemme de Gronwall

et soit K un sous-ensemble fermé non vide et convexe de V. On se donne une forme

bilinéaire a (.,.) : K x K — R continue sur K qui satisfait :

il existe p et a > 0 tels que

2 2
aw,0) +plol > alol?, VeV,
Alors, pour tout ug € K et f € L*(0,T;V"), il existe une unique fonction u qui satisfait

<Z'L (t) y U — u(t>>V’><V + a(u<t)7v - u(t)) Z <f,2} - u(t>>V’xV ) Vo € K,V S [07 T] 3
we L2(0,T;V) N C(0,T; W) N HY0,T; V"),
u(t) e K,Vt €10,7T],
u(0) = u.

En outre, si ug € K et f € L*(0,T;W), alors u vérifie

we L*0,T;V)N HY0,T; W).

1.4 Lemme de Gronwall

Lemme 1.4.1 Soient u,v € C (0, T;R) telles que u(t) >0 et v (t) >0, Vt € [0,T].
Pour toute constante ¢ > 0 et pour ¢ € C (0,T;R) telle que :

t t

gb(t)§c+/u(s)ds—i—/v(s)gb(s)ds, vVt e (0,77,

on a
t t

(1) < c—i—/u(s)ds exp /v(s)ds

1.5 Modélisation mathématiques du cadre physique

La modélisation mathématique consiste a représenter un phénomene physique en un mod-

¢le mathématique ( équations aux dérivées partielles ) accéssible a 'analyse et au calcul.
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1.5. Modélisation mathématiques du cadre physique

1.5.1 Equation du mouvement

Considérons un milieu continu qui occupe un domaine borné €2 de R? pendant un intervalle
de temps [0, T et soit u (z,t) le champ de vecteurs vitesse a I'instant ¢ € [0, 7] des points
r = (21,22, 23) € Q du milieu continu par rapport au repére (Ox) .

L’évolution d’un corps matériel est décrite par I’équation de Cauchy suivante :

divo + f = pii dans Q x [0, 7]

2

u
avec p: 0 — R, désigne la densité de la masse, i = Tl est le champ des accéléra-

tions et f = (f1, fo, f3) est la distribution volumique des forces extérieures.

00-. .
dive = < e est la divergence du tenseur des contraintes o = (o)
1<i,j<3

827]'

Dans le cas ou le champ de vitesse @ varie trés lentement par rapport au temps, alors le

1<i,j<3°

terme pu est négligable et donc I’équation précédente devient :
dive + f =0.

et elle est dite équation d’équilibre.

1.5.2 Loi de comportement élastique linéaire et isotrope

Soit un corps homogene élastique et isotrope. Si on note par u = (u;), ;.5 le déplacement

de ce corps alors le comportement élastique est modélisé par :
o (u) = Ee (u),

avec (E;jri), <ijkl<3 est un tenseur d’ordre 4, ses composantes &;;i; s’appellent coefficients
d’élasticité.

e = (e (u)>1§i,j§3 ou

o (u) = = L 1<ij<3
e (W) = 3 8xj+8xi) "

est le tenseur des déformations linéarisées.
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1.5. Modélisation mathématiques du cadre physique

1.5.3 Conditions aux limites de contact avec frottement

Soient deux corps élastiques en contact et soit & le coefficient de frottement qui caractérise
I’état entre les deux surfaces en contact. On suppose qu’il y a une force de contact entre
les deux corps de composantes normale et tangentielle notée respectivement F,,, F’,.
La loi de Tresca

On dit qu’il y a un glissement entre les deux corps si la force tangentielle a atteint un
certain seuil. Le seuil suivant Tresca est fixé, connu et est égale a k et tant que la force
tangentielle n’a pas atteint le seuil, les deux corps ne se déplacent pas et dans ce cas, on

dit qu’il y a adhérence. On résume cette loi par

|- <k = |lul=s adhérence

|Fr|| =k = 35 >0 tel que u, = s — SF, glissement.

Dans le cas dynamique elle est donnée par

|Fr| <k = |4 ]| =0 adhérence

|E- |l =k = 38 >0 tel que 4, = —fF, glissement.

Ou u, est le déplacement tangentielle et u, est la vitesse tangentielle entre les deux coprs.

La loi de Coulomb

Selon Coulomb, le seuil est variable et dépend de la force normale F;, et est donné

par k || F,]| . La loi de Coulomb est donnée par les équations :

|Frll < k|| Full = |jursl] =0 adhérence

|Fr|| = k||F.|]] = 38 >0 tel que u, = —fF; glissement.

ou bien par

|EA < E|Fn|| = ||a-|| =0 adhérence
|F-|| = k||Fn]| = 38 >0 tel que @, = —[F, glissement.

dans le cas dynamique.
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CHAPITRE

Etude asymptotique d’un
probléme d’élasticité
linéaire isotherme avec
frottement de type

Coulomb

Nous étudions dans ce chapitre, le comportement asymptotique d’un probléme aux limites
dans un domaine tridimensionnel, mince noté )¢ avec frottement non linéaire de type
Coulomb ot € est un réel entre 0 et 1 ; en suivant les étapes suivantes : premiérement,
nous allons établir une formulation variationnelle du probléme et prouver l'existence et
I'unicité de la solution faible.

Ensuite, on étudie le comportement asymptotique lorsque le petit parametre € tend vers
Z€r0.

Finalement, & I'aide d’une estimation & priori, on donne le probléme limite et I’équation

faible généralisée dans le plan.
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2.1. Description du probléme

2.1 Description du probléme

Soit un corps élastique homogeéne dont la configuration de référence est un ouvert borné
lipschitzien de points x = (z1, 7o, x3) = ( 2/, x3) de R3.

Considérons € un petit paramétre qui tend vers 0, alors 'ouvert précident est noté €)°
et sa frontiére est donnée par I = o UT5 UTS avec :
w est la frontiére inférieure de OF, qui est un domaine borné de R? d’équation x5 = 0.
% est la frontiére supérieure d’équation z3 = h(x) ol h est une fonction bornée définie
sur w telle que : 0 < h, < h(z') < h*, V(2',0) € w.
% est la frontiere latérale.

D’ou Q° est défini par :
QO ={(z",23) €R® : (2/,0) €w et 0<az3<ch(a)}

Pour définir notre probléme on a besoin des espaces suivants :
On note par S; I'espace des tenseurs symétriques du second ordre dans R3. (.,.) et |.| le

produit scalaire et la norme euclidienne dans R? et Ss respectivement avec :
3
3 1

Vu,v € R?) (u,v) =uwv = g wvg, || = (vo)z.
i=1
3

1

Vo, 7€ 8Ss, (0,7)= 0.7 = g 0iiTij,  |T| = (1.7)2.

,j=1

Considérons ) ’espace défini par :
Q= {7 = (1) € S3: 755 =7js € L*(¥°), ¥i,j = 1,2,3},

qui est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

3
(J,T)Q:/ o.rdr = E /Uijﬂjdx.
QE €

ij=1

Soit Qu l'espace du 47™¢ ordre (voir [33] page 97) avec

Qoo ={€ = (Eijwt) : Eijin = Ejim = Epij € L=(2°), 1 <4, 5, k, 1 <3}
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2.1. Description du probléme

qui est un espace de Banach muni de la norme :

1€]lqe = o max €l oo (0,

telle que :
1€7llq < 3lI€llquITlle, V€ € Qoo T € Q-

On note par v = (u5),.,5 le déplacement du corps élastique et par e (u) le tenseur des

déformations avec

e  HY(Q) — Q

u&

= e (u®) = (e (UE))gi,,ng
ol

1
.. €y — 1<1.9<
el](u) 2(8$J+8xz>7 _Z,j_3

5.)
i/ 1<i,j<

On note aussi par ¢° = (0‘ 5 le tenseur des contraintes ou o°est modélisé par :

o (u7) = Ee (u7),

avec £ = (Eijur), <i.jki<3 UD tenseur d’ordre 4 de dimension 3 satisfaisant les conditions :

(

(a) £:Q° x S3 — Ss.
(b) Il existe Lg > 0 telle que :
E(x, 1) — E(2,72)| < Le |71 — 72
V71,79 € 53,V x € QF.
(c) Il existe mg > 0 telle que :

(E(x,71) — E(x,72)).(T1 — T2) > me|T1 — 72|,

VTl,TQES?,, V x e QF.

(d) la carte z — E(z,0) est lebesgue mesurable dans Q°, V 7 € Ss,

| (e) La carte x — &(2,0) € Q.

Dans le cas stationnaire, ’équation de la conservation de mouvement est donnée par
I’équation d’équilibre

—Div (0°) = f¢ dans Q°.
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2.1. Description du probléme

e lye o . .
avec f€ = (ff) << est la distribution volumique des forces exterieures.

Ce qui concerne les conditions aux limites, on suppose que :
u® =0 sur I'].

Sur 'y, on introduit une fonction g = (g:),;<5 de (H 2 (FE)) 3 ( I'espace des fonctions

traces des fonctions de (H' (9¢)) 2 dans I'°) qui vérifie :

Jre gndo =0
g = 0 sur f“i (211)

gn=0surw

n = (n;);<;<5 est le vecteur normale unitaire sur I'*, donc n = (0,0, —1) sur w,
La condition (2.1.1) assure Pexistence d'une fonction G* = (Gf), ;5 € (H (%)) * telle
que :

div (G*) = 0 dans Q° et G° = g sur I,

Pour définir les conditions aux limites sur la frontiére inférieure w, on a besoin de ces

notations )

€ — n€ ny — (/€ .
us, = utn = (U;.ni) cicq
e _ (¢ — (0 0.
Ur = (un>1§¢§3 = (5 unnl)lgigsv

— —_— & . .
=(o.n)n= (aijnznj)lgingg,

") rcics = (
7i)1<i<3

— € m: — oSN,
| C —(a o;in; Unnl)gi,jgs'

On suppose que le contact est bilateral sur w c’est-a-dire :
u®.n = 0 sur w.

Cette derniere condition signifie qu’il y a un effort tangentiel exercé par la surface w. Cet
effort tangentiel ne peut pas dépasser un certain seuil.

Suivant la loi de Coulomb le seuil est donné par F¢|o¢| avec F© > 0 est le coefficient de
frottementet. Tant que la contrainte tangentielle n’a pas atteint le seuil, le déplacement
tangentiel est donné et on dit qu’il y adhérence. Lorsque le seuil est atteint, le corps se

déplace tangentiellement par rapport a la contrainte tangentiel et donc il y a un glissement.
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2.2. Formulation variationnelle du probléme P*¢

On résume alors par les équations :

lo¢| < Felot| = us =s ( adhérence )

lo2| = Felos| = 36 >0 tel que us = s — foc ( glissement )

avec s € R est le déplacement sur la surface inférieure w.
Finalement la formulation classique du probléme mécanique du contact bilatéral de frot-
tement est énoncé comme suit :

Probléme P* : trouver u® = (uf), ;5 : 2° — R? telle que :

Dive® + f© =0, dans Q°, (2.1.2)

o°(u?) = Ee(u®), dans Q°, (2.1.3)

u® =0 sur '], (2.1.4)

u® = g avec g3 = 0 sur I'], (2.1.5)

u®.n = 0 sur w, (2.1.6)

o7l < Foloal = vz =, sur w. (2.1.7)

lo2| = Feloz| = 36 >0 tel que us = s — fot,

Remarque : Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépen-

dance de divers fonctions pour la variable x € (°.
Lemme 2.1.1 (voir [16]) La condition (2.1.7) est équivalente a la relation :

(us — s) oo + Felog ||us — s|dz = 0 sur w.

2.2 Formulation variationnelle du probléme P*

2.2.1 Discription du probléme variationnel

Pour trouver une formulation variationnelle du probléme P¢, considérons les espaces suiv-

ants :

H'(r)? = {szf e (L2 ()" % € L*(), Vi,j = 1,2,3},

ZLj
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2.2. Formulation variationnelle du probléme P*¢

qui est un espace de Hilbert muni de la norme |.[| ;- et du produit scalaire (., .) g1 (g

définis respectivement par

1

3 2

||u6||(H1(QE))3 = (Z”Uﬂﬁp(ge)) )
(fwhmmFZZEZ/ P5(2) + Vui(2). Vi () do.

Le sous espace vectoriel de (H'(Q°))” défini par

Ve = {gos € (HI(QE))3 cp"=0surI'], ¢ =G sur I'] et ¢*.n =0 sur w}

est un convexe fermé non vide de (H(Qf))”.

On définit aussi
H%EUFE P)={L e H () : ¢o*=0 swI;UTi},

qui est un sous espace vectoriel de H'(QF).

Avec )

2
H(Qe) = : L2(Qe) : L2(Qe) ) >
[[u7]] [[u7]] + [ V||

0 i = [ (@) (@) + V(). V(@) do
En multipliant (2.1.2) par (¢° — u°) € V© et on intégre par partie sur 2° avec 'utilisation
de la formule de Green et les conditions aux limites (2.1.4) —(2.1.7), on obtient le probléme

variationnel suivant :

Probléme P; : trouver u° € V* telle que :

a® (u®, p°—u) +38(g05) — jg(ua) > (f5,¢° —u’), Vo°eVe (2.2.1)

27



2.2. Formulation variationnelle du probléme P*¢

¢ (=) = [ ) e de= [ o (ele) —etu) do

- Z / 05 (€ij(¢7) — e3(u7)) da

(ff 9" —u) = folp" —ut)de
Qe

Fe) = [ F il sl
2.2.2 Existence et unicité de la solution du probléme variation-

nel

Remarque 2.2.1 L’intégrale j°(¢°) n’a pas de sens pour ¢° € V. En effet, o;, est défin
par dualité comme un élément de H™2 (w) . Par conséquent, |0<| n'est pas bien définie sur
w.

Par le méme esprit de [?] et [18], on remplace o5, par sa régularisation R (0%), o R est

un opérateur de régularisation de H=2 (w) dans L* (w) défini par :

VreH 2 (w) : R(r) € L*(w),R(7)(z) = (r,d(x—.)) _

1 1, Vrew.
H Z(W)aHOQO(W)

Avec : t — ¢ (x —t) est une fonction positive de classe C™® a support compact dans w

et H 2 (w) est espace dual de
He (w) ={¢|w :v° € H'() :¢" =0 sur[FUTL}.

Apres cette régularisation, on obtient le nouveau probléme suivant :

Probléme P=¢ . Trouver u® € V¢ telle que :
a® (uf, " —u®) + j°(p°) — 55 (u%) > (f5, " —u°), Ve e Ve, (2.2.2)

ou

j%ﬂz/meWWhAM' (2.2.3)
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2.2. Formulation variationnelle du probléme P*¢

Théoréme 2.2.1 Pour f€ € (L2 (Q9))*, le coefficient de frottement F¢ est une fonction
non négative dans L™ (w) , alors il existe u € V¢ solution du probléme P>%. De plus pour

F¢ trés petit, la solution est unique.

Preuve. La preuve de I'existence et 'unicité du probléme variationnel P5% est basée

sur I'existence d’un point fixe de I'application définie de L? (w) dans lui méme par :
k= —=FR(07) ((u°, &%) (K)) .
On considére le probléme intermédiaire :

a® (u®, " —u) + / k(l¢® —s| — [u® —s|)da’ > (f%, 9" —u®), V¢© e Ve,

w

et on pose la fonction

o) = [ il = shdo', v e Ve (2.2.4)

I1 est facile de voir que j, est une fonction propre, convexe et continue sur V¢. L’existence
et 'unicité du résultat (2.2.4) découlent des inégalités variationnelles elliptiques (comme
dans [2]).

Le reste de la preuve de 'existence est similaire a celle de [20]. D’autre part, I'unicité de

la solution a été prouvé dans [33]. =

2.2.3 Changement de domaine et quelques estimations

Afin d’étudier ’analyse asymptotique du probléme initial P¢, on transforme le domaine ¢
a un domaine 2 indépendant du parameétre ¢, cela ce fait par le changement de variable

€3 N
z=—. D’ou
€

Q={z=(@"2)eR®: (2,00 cwet 0<z<h(z)},

et sa frontiére est notée par ' =wUT; ULy .

Par conséquent la fonction inconnue @ = (4;),,.5 est définie par :

ui (o', x3) =0, (', 2), i=1,2
(o, 25) = s (2, 2) 225



2.2. Formulation variationnelle du probléme P*¢

Les données du probléme initial se tansforment comme suit :

e2fe (2, ms) = [ (2, 2)
g° (2!, x3) = § (2, 2) (2.2.6)

~

eFe=F
En suite, nous définissons le tenseur des contraintes &7; comme suit :
&ij— zg7l<7’]<2
Ainsi le relévement G° de g est défini par :
/ ~ /
Gg(l’ a$3) = €G3 (.T 72)7

N

Gs (2 x3) = Gi(2',2), i=1,2

(2.2.7)

avec f , F , g et G, sont indépendantes de €.

On définit alors le cadre fonctionnel sur €2 comme suit :
V = {CDG (Hl(Q))3 : p=Gsur'y, o =0sur Iy, gb.n:Osurw}.
nw) = {pe(H©)

o Jt:
V., = {sb:(s“ol,sbz)e(ﬁ(ﬂ))? et (@) etsb=0surrl,i=1,2},

0z
1
2
L2(Q) '

ou V, est un espace de Banach pour la norme
Par conséquent, le probléme PS¢ est équivalent au probléme suivant :

o= (1, Ps), ;= 0sur LU Iy, z’:1,2}

(%Z

[v]ly.

(Z I+ | 52

Probléme P, : trouver @ € V telle que :
2
a (i, p— @)+ J(@) = 3@) 2 Y (fodr— ) + (foops —ciig), ¥p eV (228)
i=1
avec

:/ﬁm(&n)\ o — | da’

a(u,—1u)=c¢ Z/ — e(u;))da'dz + 6/ o°(e(pq) — e(tg))da'dz.

Q
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2.2. Formulation variationnelle du probléme P*¢

En substituant 'expression de a (., .), on obtient :

A

0p; 0p.
a (lAL, (,AD) = 82 / Sijklekl (ﬂ) i dx'dz + 28/ 5i3kl€kl (ﬁ) i dx'dz
o ox; o 0z

ZLj

00, 00
1262 [ Engens () 2oida’dz + de / Eissens (1) S da'dz
o 81‘] o 82

9P, N
axj dz'dz + 82 o Sggijeij ('U,) a—;’d:v’dz

+€2/ 5ij33633 (’EL)
Ql

oo, ¢
+2€/ €i333é33 (’ll) ﬁdzz:’dz + 252 / 8331'361‘3 (ﬁ) ﬂdw’dz
o 0z o) 0z

¢
+€2 / 53333633 (fb) &dx'dz
Q aZ

avec
e (a) = (e (ﬁ»ija i, =12,

1 /0a  da
i (U) N 5 0:16]- + 83:Z>

R . 1 /10u, o, )
61’3(u):€3i(u)=§<gaz +88;>’ 1=1,2,
0ls

€33 (IAL) = %

2.2.4 Estimation de la solution

Le résultat suivant est trés important pour démonter la convergence du probléme b,

Théoréme 2.2.2 : Pour f € (L% (Q))’et le coefficient F > 0 dans L™ (w), il existe une

constante positive C' independente de ¢, telle que :

Ot 2 Oiia |12 O 2 i 12
IO il Y Y I ‘u 4|28 <c
15722 1975 1 20 0z 2y 520 \I1 9% llz2qe) Oz || 12
(2.2.9)
Preuve. Premiérement il faut remarquer que
i ||? i ||” i || A ||”
e’ Z ) e 0_3 +Z ‘ 9 +¢! ) - :5||Vu€||i2(ﬂs).
1<5<2 1195 2 (@) ) 152 Z 2@ i || L2(q)

(2.2.10)
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2.2. Formulation variationnelle du probléme P*¢

En effet

a[(UI&’ 905 _ UE)

En utilisant (2.2.5), (2.2.6) et

a(u®, ° —u)

- 2 LG ) s

1 [0u; €0y a .
fZ/Q“f(a (gdﬁ o, )) a2

1 86’&3
+Z/Qg <§ ( 0z, * edz

E:/EWG (@5 — ul))da

2,7=1
Z/ Ee(u gol—u))d:v
2,7=1 c
)
: (07 — u;))dx
S <a%

(2.2.7), on obtient :

;))dx’ (edz)

— 4;))dz’ (edz)

a'&/ a ~ ~ /
J)) o, (epy — eliz))da’ (edz)

1 (diy i o
+Ag<§<w;+g¢ﬁ>agwyﬂwmx@@)

1 (2005 4, o .
@/f(é( oz, *E))Ea—d%‘%

812@ (9uj 0 ~ ~ /
o, + e )) (%cj( — u;))dz'dz

(%L, 1 86’&3 Q(A
edz  Ox; dz Pi

— 0;))dx'dz

))dz'dz

(%273 - ﬂg))dx'dz
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2.2. Formulation variationnelle du probléme P*¢

En multipliant la derniére égalité par €, on obtient :

2
1 (0u;, Ouy 9 .. /
ea (U, of —uf) = g2§ /95(5 <8x-+6x]»)>(%-(%_ui))dxdz
I J ? J

8111 628’&3 0 ~ !
P + oz, )> dz( @, — U;)dx'dz

(
% <528i€’3 + %)) 528%(@3 — ig))da'dz
+52/98 (%) d%( ii3))da'dz
= EQi/Qi( (gﬁ; +g“3>) 82( — 0;))dx’ dz

+Z/ ( @Zl Qaiu?’)) <d%(fpi —ai)+e28%(¢3 —@3)) da'dz

+e? /Q £ <%) dﬁ( — Gi3))da’dz

D’ou légalité (2.2.10).

Revenons maintenant a l'inégalité (2.2.9). Soit u° la solution du probléme variationnel

P=?, on a alors :

a(u', ¢ —u) + (%) = J° () = | [e" —ul)daldus, Voo € VE
(953

La linéarité de a (.,.) donne :
a(uf, %) —a(u,u) +j°(¢%) = j°(u°) = | [rpda'dws — / frutda'das, Vo € VF
Qe Qe

et donc
—a (uf,uf) > —a(us, ) — j°(¢°) + 5% (u)
+st feptda'dxs — er feutda'dxs,Vp© € VE.

Mais comme j°(u®) > 0, il devient :

a(u®,u®) < a(u5,¢5)+j5(90€)—/ fggoadx’dxg—i—/ feutda'dxs, Vo© € VE (2.2.11)

+ / feutda'dxs

et donc :

o (uu?) | < la (@) +157()] + , Vet e VE

feptdx'drs
QE
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2.2. Formulation variationnelle du probléme P*¢

D’apres I'inégalité de Korn, il existe une constante C} > 0 indépendante de ¢ telle que :

a(uf,u®) > Ok || V|7 qe)- (2.2.12)
De plus
a(u®, ¢ —u®) = / E(e(p®) — e(u®))dx'dxs
a(u®,¢) = a(u’,u’)+ i Ee(¢”) — e(u®))da'dzs,
D’ou

Ja (v, )] < A € (e(#*) — e(u))lls, da'dzs.

En utilisant maintenant ’hypothése (), on trouve :

[ Netelte) - et DI do'dns < [ Lelele) = elw) ey’ d

2
1,j=1

Et comme Y5, Je(u®)]* < ||Vu5||izms), alors :

la (", 6%)| < Le (V6 22y + IV 2200 ) (2.2.13)

D’autre part, par les inégalités de Cauchy-Schwartz, Poincaré et Young, on a :

1
7| = / feutdr'des| < | £l caan 16 2e) (2.2.14)
S €h*HV’LLEHL2(Qe) .Eh*vaa"LQ(Qs)
CK ell12 (gh*)Q ell2
< =5 IVus|[z20s) + 50 IV o720
De méme pour
£, € CK £ (8]’1/*)2 €
| st < S 9 Iy + o IV e (2.2.15)

De (2.2.12) — (2.2.15) et pour ¢° = G¢, (2.2.11) devient :

Cxl Ve iy < o (w,u) < Le (VG Baae) + V0 |32y )

CK €112 (é‘h*)2 e12
+_2 [V || 7200 +—2CK IV el 720
CK €12 (6h*)2 ell12
5 IVG[|72(0s) +—2CK IV 72065
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2.3. Résultats de convergence et probléme limite

C
On assume que Lg < TK’ alors

Cx
2

C eh*)?
<_K _ L5> 1920y < 19 By + (Lg +

2 s ) 196 o

(2.2.16)

En multipliant (2.2.16) par ¢, on obtient

C ) ()2 C )
(5 - 1) 19y < GEIV Ay + (22 + F) TG,

2 Ck
D’ou
5||Vu5|]%2(95) <C
avec )
h*? 12 CK 12 CK —
O=( ||V "KL ch( YK,
(CK Mgy ™ ( 2 5) o))\ 2 F
et
au; ||? dig || du; |2 B ||?
€||VU€H%2(QE) =< Z ox; 2 0z + Z 0z ' ox; '
1<i,j<2 JIL2(Q) L2(Q)  1<i<2 L2(Q) illL2(q)

Ce qui achéve la démonstration du théoréme (2.2.2). =

2.3 Reésultats de convergence et probléme limite

Dans cette partie, on veut savoir le comportement asymptotique du déplacement w,

c’est-a-~dire si u; admet une limite lorsque ¢ tend vers 0.

Théoréme 2.3.1 Sous les hypothéses du théoréme (2.2.2) ; il existe 4* = (1), ;o dans

V., telle que :

w; —~u;  i=1,2 faiblement dans V,, (2.3.1)
ggi‘; —~0  i,j=1,2 faiblement dans L* (%), (2.3.2)
QZZS —0 i=1,2 faiblement dans L*(Q), (2.3.3)
8% —0 faiblement dans L*(Q), (2.3.4)

etz — 0 faiblement dans L* (Q2), (2.3.5)

35



2.3. Résultats de convergence et probléme limite

Preuve. D’apres le théoréme (2.3.1) ; il existe une constante C indépendante de e

et d’apres 'inégalité de Poincaré, on a

tel :
el que )

o;
0z

<C pour ¢ =1,2
L2(Q)

ou;
aill 2y < 27 || ;
(©) Oz @)

ce la signifie que 4; est borné dans V, pour ¢ = 1,2, alors il existe u} € V, tel que 4,
converge faiblement vers 4} dans L2 (Q).

De méme pour
2

o0,
&ztj

< C.

L2(Q)

ey

1<i,j<2

U : 18 . : :
Alors e-— converge faiblement vers ——. De plus [|i;[| 2y < C, ce qui donne aussi la
8.’17j 833]'
: U Uy o, :
convergence faible de — vers , alors — converge faiblement vers 0.

8xj 8x]~ 81’]'

On peut conclure aussi de l'estimation (2.2.9) et du méme théoréme (2.3.1) que :

Otig
e 5 < C,
Li || L2(q)

- Nk ~ Nk

, O3 ) ouj Ol _ oy
alors e converge faiblement vers et comme & converge faiblement vers ,
. x x ‘q’/‘.

(] K3 K2 (]

Ous

)

on déduit alors que &2 converge faiblement vers 0.

~

. N .. . dis N
En suivant le méme principe, on montre la convergence faible de e—— et cuz vres 0. ®

0z

Lemme 2.3.1 I] existe une suite de R(o

dans L* (w) .

¢ (u)) convergente fortement vers R(6,, (U*))
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2.3. Résultats de convergence et probléme limite

Théoréme 2.3.2 Sous les mémes hypothéses du théoréme (2.2.2) , 4; converge fortement

vers uy, i = 1,2 dans V,. De plus, la solution U* satisfait :

10 our 5
JER) )t

—Z/ ( ) —i)da'dz + [ 7R (G (i >>|<|¢f—s|—|a*—s|>dx'zii/9ﬁ<@

(2.3.7)
Preuve. L’inéquation (2.2.8) peut étre s’écrit sous la forme :

4

S+ - i) 2 Y (fii— ) + (for s — <)
i=1

i=1

- ou; 0 a . . ,
Li(e) = ¢ ”21/ ( (ax] 8x,)) axj(%—uz))dx dz
ou; €200 a . . ,
I(e) = Z/ < (dz 8x,3)>@(¢i—ui)dwdz
- e20us Oy s 0 ,
I3(e) = Z/ ( ( oz, + e )) € _0xj (pg — u3))dz'dz

dus\ 0
o 2 3y Yo A /
Ii(e) = ¢ /QE (_dz > dz(g03 u3))dz'dz.

Par les résultats de convergence du théoréme (2.3.1), on trouve :

Lm I Z/(

avec

) ar)dx'dz
et

E—

lim <f3, EQ3 — 5“3) = 1im0€/(f3, 3 — Ug)da’'dz = 0.
e Q

Comme j semi-continue convexe c’est-a-dire

limoinf/]:"|R(6n)| i — 5| da’ > /J:"|R(6n)| (i — | da,

alors

1o our\ o ?

53 [ € (55 grtemanartass [ FIR@ @I sl - 0 = s’ = 3 (- a
=1 1

(2.3.8)
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2.3. Résultats de convergence et probléme limite

Pour démontrer (2.3.6) on choisit dans (2.3.8) ; ¢, = 4* F 1, , ¥, € Hy (Q),i=1,2.
Pour ¢; = 4} + 1, , on obtient

- & L) =—d'dz > fu,dz'dz
2 ; Q 0z | 0z ; Q

et pour ¢, = u; — Y,

e (5

Par la formule de Green, on aura :

S (= (5

) “ida'dz <Z/f,¢dxdz

))@dedz- /fngdxdz

10 8'&: P . -1 2 3 2
-3, (5 ( 82) ) =fi, 1=1,2 dans H " (Q) et donc dans L*(Q) car f; € L*(9).

ce qui donne :

Théoréme 2.3.3 Avec les mémes hypothéses du théoréme (2.3.2), on a :
1
/.7:|R on (S| (|4 s —s| —|s* — s|)dz’ — 5 / T*pdr’ > 0,V € (LQ((,U))2, (2.3.9)

17| < F|R (6, (s%))| = s* = s,
dans w, (2.3.10)
|7 = ]:"|R(&n (s*)| =38 >0, tel que s* = s+ BAT*,
avec :
ou*
0z

De plus, si les composantes de E;zj3, 1 < 0,7 < 2 dépendent seulement de la variable ',

s =a*(2',0), 7" =&(,0)—(a',0).

alors u* et s* satisfaient ’équation faible généralisée :

/w (F (z) +%/Ohg(x')a;(x,z)dz — gg( st — h_ZT ) Vo (2!)de' = 0, ¥ € H(w)

4
(2.3.11)

ol

h
/O// (7', ) dadgdz.



2.3. Résultats de convergence et probléme limite

Preuve. Pour ¢, = 4* + v, avec ¢; € Hf p (), i=1,2 o
HE o, () ={peH(Q) : ¢=0sur [ UT,}.

I'inéquation variationnelle (2.3.7) se rameéne a :

—Z/( (55)) Grawttsr [ FIR@E DI (w457 = o] = 15 = s z/ fovdo'dz.

1<i<2

En tenant compte de n = (0,0, —1) sur w, la formule de Green permet de conclure que

2 ~ %
32 o (8 (52)) vt g [ riveae' s [ [ F IG5 sl =15 =)

2
> / fib,da'dz.
=1 Q

D’autre part de (2.3.6) et pour ¢ = ([pl, 1&2> € Hf r,(Q), on a
/]—"]R ) (¢ + s — 5| — |s* — s|)da’ — %/WT*MJ;' >0, Vi € (D(w))?
De la densité de D (w) dans L*(w), on déduit que :
/f|R (W + 5" —s| — |s* = s])da’ — %/WT*QZJCZ]}/ >0, Yo e (L2(w))2.

Pour démontrer (2.3.11), on intégre deux fois (2.3.6) entre 0 et z, avec E;sj3, 1 < 7,5 < 2

dépendent seulement de x’, on obtient

[ [t = [[[ -1 2 >>8f (o', ) doe

_ __/g@’) £)de + /8 0) dg
= ——5( )@ (z,2) — (IEO)]JFZT( 0)-
Alors
%5(;[;')@; (2, 2) = ;S(x 0) it* (z,0) — / 7f (z, oz)dozdf—k;m- (2.3.12)
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2.3. Résultats de convergence et probléme limite

En remplagant z par h et en utilisant le fait que @} (2/,h) = 0, on obtient :

3
;S(x 0)s*+ = h / i (z, ) dadg. (2.3.13)
0

||
o\:‘

Intégrons (2.3.12) entre 0 et h, alors :

h X h ' h hooz €
x’)/ u; (z,2)dz = 55 (a:’)/ u; (z,0)dz + 5/ 2Tdz — / / / x, a) dadédz
0 0 0 0 0

h =z €&
= g&'(x s—l——T —///Zxadadﬁdz

0
On déduit alors :

h h z &
2 A
x')/ uf (x,2)dz — gé’ (') s* — %7’* —l—/ / /fZ (x,a) dad€dz = 0,
0 o "0 o

et donc

/

2 ~
2)dz — gE (') s* — %T* +F ()| Vode' =0, Vp e HY(w).

H\
o\:‘
>

Théoréme 2.3.4 Sous les mémes hypothéses du théoréme (2.3.2), il existe une constante

positive F* (suffisamment petite ) telle que H]:"H ( < F*, la solution du probléme
Lo°(w

(2.3.6) — (2.3.7) est unique dans V.

Preuve. Supposons que 4} et 4} soient deux solutions du probléme (2.3.6) — (2.3.7)

alors :

EC

—Z/< ) 9 umdxdz—i—/]:]Raan))l(](p—s] (5 — s|) dm>2/fz )l

Prenons ¢, = uy;* dans la premiere et ¢, = uj;* dans la deuxiéme inéquation et ’addition

) — (@, —1u3, d:vdz—l—/]:]R on (@) (|° — s| — |a] — s|)da’ > Z/fZ —ay;)dx'd

des deux inéquations, on obtient :

2

%Z/ ( “h) (@, — at)da'dz + = Z/ < uQ’) 83( — U3;)dx’dz
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2.3. Résultats de convergence et probléme limite

[ FURGw @)~ IR @) (5 o] ~ 105 — sl e’ 2 0

Alors

‘Z/

ce qui implique que

— (07; — 13;)

2
dr'dz < /f(!R(ffn (@) = [R (& (a1)]) |} — 5] da’,

0
oo (47 — 43)

I€llax || 5-

/f IR (6 (@3))] — IR (6 (47))]) |07 — 05| da’.

L’inégalité de poincaré, nous donne :

8 Ak *
92 (“1 U2) < (h )2

L2(Q)

€]l Q-

| ([ 2R @) = R ) i - il

R . SO B ey
Comme HJ"—'HD><> < F*, on a ||u} — i3], = 0 et par suite 4} = u3. =
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CHAPITRE

Convergence
asymptotique d’un
probléme de transmission
dans un domaine mince

de R’ avec frottement.

Dans ce chapitre, nous étudions le comportement asymptotique d’un probléme aux limites
gouverné par un corps élastique non homogéne occupant un domaine tridimensionnel (2°
(0 <e<1), qui est supposé constitué de deux coprs homogenes €25 et Q, c’est-a-dire
02 = Q7 U Q5 . Pour facilité aux lecteurs, nous utilisons un indice [ pour indiquer qu’une
quantité est liée au domaine €2}, [ = 1,2 ou 0 < € < 1 un petit paramaitre qui tend vers
0.

L’idée générale de ce chapitre est grace & un changement d’echelle, le probleme inital
considéré dans )¢ est transformé a un autre probléme dans un domaine fixe indépendant
du parameétre €, et a ’aide d’une estimation & priori, on montre ’existence et 'unicité de

la solution du probléme limite lorsque € tend vers 0.
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3.1. Description du probléme

3.1 Description du probléme

Soit un corps élastique non homogene, dont la configuration de référence est un domaine
de points z = (21,72, 73) = (2/,23) de R® noté O° (0 < e < 1) composé de deux corps
élastiques homogenes occupant le domaine {2} , [ = 1,2. Les deux corps sont en contact
bilatéral, le long de leur partie commune.

Considérons que la fronticre 995 est de classe C! et elle est composée de trois parties

mesurables et disjointes définies par :
o0 =wuT,ul,, 1=1,2,

ol

w est la partie commune des deux corps qui est un domaine fixe de R?® d’équation z35 = 0
pour tout ' = (71, 15) de R

IS (resp ; I'§) est la frontiere supérieure de Q (resp ; de 5) d’équation z3 = eh(z’)
(resp ; w3 = —eh(a')).

Avec h est une fonction bornée définie sur w telle que : 0 < h, < h(z') < h*; V(2',0) € w
ou hy, h* € R**.

f‘ELl est la frontiere latérale de 2;.

On écrit alors 2* = 2 U Q5 avec :

Q = {z=(\23) eR® : (2/,0) €w, 0<a3<ch(z)},

Q5 = {z=("23) eR® : (2/,0) €w, —ch(2) <z3<0}.

Pour définir notre probléme, on a besoin des notions suivantes.
On note par Ss l'espace des tenseurs symétriques du second ordre dans R3, (.,.) et |.| le
produit scalaire et la norme euclidiénne respectivement dans R3 et S3 avec :

i=3
Vu,v € R (u,0) =uw = Zuivi, lv| = (v.v)%.
i=1
ij=3
1
Vo, 7 € Ss,(0,7)= o1 = Z 0iTij, || = (1.7)2.

ij=1
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3.1. Description du probléme

Soit () un espace de Hilbert définit par :
Q= {7' = (135) €83 :Tij =Tj; € Lz(Qf), Vi, j = 1,2,3}

avec le produit scalaire

,j=3
(U,T)Q:/ o.rdr = Z/ 0 Tijdx.

3,j=1

Considérons Q, I'espace du 4™ ordre (voir [33] page 97) avec

Qoo = {E" = (El1ye) * Eijpg = Ejipg = Epaiy € L), 1 <14, 5,p,q < 3}

1jpq Jipq Pqij

qui est un espace de Banach muni de la norme

! _
||g ||Qoo - OS?J{%ES?) || zgpq”Loo
telle que
1€ <3l aulTle  VE' € Qu, 7€ Q. (3.1.1)

Pour toute fonction u° définie sur ©°, on note par uj = (uj;);;.5 sa restriction sur ) ; le
champ de déplacement du corps €27, [ = 1,2. On note aussi par o] = (O"Z:ij)lgi,jgg, [=1,2

; le tenseur des contraintes modilisé par :

o7 (1) = Ele(uf) o0 (07, (uF) = ELjpy e (), 1 <1, Gpg <35 1=1,2

Oué&l = (5 ! est un tenseur d’ordre 4 de dimention 3 satisfaisant les conditions

ZJP‘I) 1<4,,5,,4<3

(

(H,)) & : Q5 x S3 — S;.
(Hs) 11 existe Lgi > 0 telle que :
| E (e, 1) — E (2, m2) | S L gt |m1 — 72
V71,79 € S5,V x € Q?
(H3) 11 existe mg > 0 telle que :

E'(z, 7). r>me|T]?, V7€l V xe.

(Hy) La carte x — E'(z,0) est lebesgue mesurable dans f

(Hs) La carte x — E(z,0) € Q.

\

44



3.1. Description du probléme

La notation e(uf), [ = 1,2 est donnée au tenseur des déformations linéarisé avec

e (ule) = (eij (ulg))1§i”j§3

et

On assume que 0€); est Lipschitien et continue, alors le vecteur normal extérieur

V= (Vli)1§i§3

est bien définie sur J€)5. La normale unitaire sur w est le vecteur v (0,0, —1).
Pour toute uj définie sur €2}, on note aussi par u; sa trace sur J€) et par uj, et uj, ces

composantes normales et tangentieles respectivement telles que :
e __ € e __ € € _ _
up, = U .V, U, = U, — UV, avec UV =U]= —Us.

Dans ce cas, on note par o0j, et oj,, les composantes normales et tangentieles respective-
ment de o] avec

= (ov)vi, o =

oy, oV — 07,V

Pour définir les conditions aux limites, nous adoptons les hypothéses suivantes :

e Sur I'f x]0, 7], =1,2; on a aucune condition de glissement et le matériau est supposé
fixé, alors

Ww=0, [=12

e Sur I'7, x 10,7T[, 1= 1,2, le déplacement est connu et il est paralléle a w ; c est-a-dire

e Sur la surface comune w x |0, T'[ des deux matériaux €25 et Q5 , on suppose que la vitesse

nomale est bilatérale ce qui donne :
ui.vy +ug.ve =0 sur w x 0,77, (3.1.2)
Donc

o{.v1 = —05.vs sur w x |0,T[ car v; = —vs.
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3.1. Description du probléme

Par conséquent
g __ g __ 3
et 02 = 0] = —05 sur wx|0,T].

La condition (3.1.2) signifie aussi qu’il y a un effort tangentiel exercé parw sur les deux
coprs. Cet effort ne peut pas dépasser un certain seuil.

Dans notre travail on considére la loi de de Tresca c’est-a-dire que le seuil est fixé, connu
et vaut k%, qui est dit aussi le le coefficient de frottement, de plus tant que la containte
tangentielle o2 n’a pas atteint le seuil, le corps se déplace par une vitesse donnée s, qui
est la vitesse de la surface inferieur w. Lorsque le seuil est atteint, le corps se déplace
par une vitesse tangentielle proportionnel a la containte tangentielle o2, cette vitesse est
inconnue sur w x |0, 77 et elle vérifie la condition de Tresca

lo2| < K® = (uf), — (45),. =s adhérence

sur w x ]0,77.
log| =k =3IN>0,(a]), — (45), =s— Ao glissement

Comme conditions initiales, on note :

Soient
g IR3 — ]R3
=12 et g1 # g
v g (v)

deux fonctions continues vérifiant les propriétées suivantes :

1. Les fonctions g;, [ = 1,2 sont monotones c’est-a-dire :

(gi(u) — gi(v),u —v) >0, Vu,v € R’

2. g;, 1 =1,2 sont nulles a I'origine et on écrit

9(0) =0, pour [ =1,2.
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3.1. Description du probléme

3. Pour tout v € R3, (g1, g2) sont croissantes ; donc g;(v) >0 1<i<3, [=1,2.

Finalement on suppose que les deux corps sont soumis & deux forces volumiques don-
nées de densités ff (resp; f5) de Qf (resp ; de €) ; alors le probléme est décrit par le
systéme d’élasticité dynamique suivant :

Probléme P¢. Trouver un champ de déplacement

us,ug) = (us,, us )1<ics: 5 x Q5x]0, T[— R? x R3 tel que :
1) Y2 1y Y2¢/) 11 1 2

i5(t) — Div (E'e(ul)) + 6 gr.ui(t) = fi dans Q7x]0,T7,
ii5(t) — Div(E%(u3)) + 6592.05(t) = f5 dans Q5%]0,T7,
os (u5) = E'e(u) dans Qfx]0,T7,
o5 (uy) = E%(us) dans Q5x]0,T7,

(
(
(
(
W, = 0 sur (TSUTS )]0, T,  (3.1.7
(
(
3

u; = 0 sur (IQUIY,)x]0,T7, 3.1.8
ui.vp —ugve = 0 sur wx]0,T], 3.1.9
(0] (ug)) .v1 — (05 (u3)) w2 = 0  surwx]|0,T], (3.1.10
07| < w5 = (@9), = (43), = s,

dans wx]0, 77,

oSl =kr"=3N>0, V7rels V xeQf;uj(t)—1u5(t) =s— Aol
(3.1.11)
uf (2,0) = u)(x), u5(z,0)=u(z), & €R,, =12 (3.1.12)

Lemme 3.1.1 la condition (3.1.11) est équivalente a

(43 (t) —us(t) —s) o + v |uj(t) —u5(t) —s| =0 surw.
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3.2. Formulation variationnelle du probléme P¢

3.2 Formulation variationnelle du probléme P

3.2.1 Discription du probléme variationnel

Pour trouver la solution faible du probléme P¢, on introduit les espaces suivants :

85,
HY(9))® = {90? e (L3(9))” - % e LX), Vi, j = 1,2,3, } =12
J

V() = {80? S (HI(QZE))B ©of=0 sur I} UFELl }, [=1,2

qui sont des espaces de Hilbert muni de la norme ||.||, q: et du produit scalaire (., ) o

définis respectivement par :

3
§ 2
i=1

3
Wi = Y | Ghtle) + Vi o) i) de'da
i=1 v

2

De plus
(ur, )10: = (e(up) e(ep))q,  Vui, @ € V), 1=1,2.
La norme de (L2(€%))” sera noté H'Ho,gg .
On note par |(.,.)[logsxos la norme de (L2(€5))° x (L*(€23))° et par [|(-,.)|1.0:x05 la
norme de (H'(Q5))* x (HY(5))°.
Soit V¢ I'espace définie par :

VE = {(p],93) € V(Q]) x V(3) : ¢i.v1 + 502 =0 dans w},

qui est un espace de Hilbert muni du produit scalaire noté (.,.)y- et de la norme ||.||y-

definie par :

NI

1o, e9)llve = (i lar) + 195 as))

Théoréme 3.2.1 Si (uj,u) est une solution du probléme P=, alors elle satisfait le prob-

léme variationnel suivant :
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3.2. Formulation variationnelle du probléme P¢

Probléme P:. Trouver (uf,u§) avec (45(t),u5(t)) € Ve, Vt € [0,T] telle que :

[ (i(0), 5 — is(0) + (5(0), 5 — i5(0)) + zw of — i (1)
+z (550 (5(8)) (6 — 5 (6))) + J=( ) — J (6 (2), i (1)) > z (fe (gf — (1))
L uls(x,()) :u? (I)a uf(x,()) :ull(x)a [=1,2,

avec
a(uy, ¢}) = /5(0?(U?))ijeij(ﬁ)dx/dxsZ/Q Eipg €pa (uf) €35 (]) da'dzs,
l l
(05 qi(; (), ;) = 879105 (t).pfda’ das,
@
(fi o) = I pjda’des
Q

t D) = [ Kot - o - slde
ol ¢° = (¢5,¥5) € V= est la fonction test.

Remarque 3.2.1 ] résulte des propriétés précédentes et de l'inégalité de Korn (voir[33]

page 97), que la forme bilinéaire a(.,.) est coercive et continue c’est-a-dire :
a(uj,uf) > w,Ck ||Vuf||iQ(QlE) , Yur e V() 1=1,2,
la(ug, 97)] < M VUil 2000y VO 205y VUi, @7 € V).
() (25)

Preuve. Supposons que (uj, u§) est une solution suffisamment réguliére du probléme

P=. On multiplie 'équation (3.1.3) par (¢ —45(t)) et (3.1.4) par (p§—u5(t)) et on integre
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3.2. Formulation variationnelle du probléme P¢

sur 27 et €25.

é

—/ Div (Ee(u))) (g7 — 45 (t))da’dzxs — / Div (E%¢(u3)) (@5 — u5(t))da’dws +
o5 03

i (0) (5 — 5 (O)da'dra+ [ 0 (55 — i5(0)da"dr (322

/ 55 0.6 (£) (5 — i (1)) d' s + / 550015 (1) (75 — (1)) da'das
Qf Q3

= | fi(ei—di(t))da'des + | f5.(@5 — i5(t))da’dus
05 0

avec (5, ¢3) € V*.

La la formule de Green pour le terme :

-

nous donne

Div (E'e(u3)) (¢f — 45 (t))da'dzz + / Div (E%¢(u3)) (¢5 — 15(t))da’ds,

€ €
1 Q2

T = Ele(u)e(ps —u5(t))da'drs + | E*(u)e(ps — u5(t))da'drs
0F Q3

— [ Ele(ui)(yf —ui(t))vds — | E%(up)(wy — u5(t))vds
o0 095

D’apres les équations (3.1.5) et (3.1.6)

r - |
2

- / RAGICEREORE / 0% (1) (5 — 5(8))vds.

005

7 (u5) el — 5 () da'dr + [ 05 (u5) (5 — (1) da

05

En tenant compte des conditions (3.1.7) et (3.1.8)

r - |
0

- / 0% (u) (i — i (t))da’ — / 0% (u5) (i — (1)) de’

7 (05) el — 5 () da'do + [ 5 (u5) (5 — (1) da

Q5

mais on a
e € _ € 5 e € _
o] (Ul)l/ ng(ul)+alV(ul)V7l_1a2
€ _ € _ £
o, = 04, 05, €t
g _ g _ (3
O-I/ 011/ - U2V



3.2. Formulation variationnelle du probléme P¢

T = / 0% (u5) el — @ (1)) de'ds + / 0% (u5) ey — 15(t))da’ds
H Q5

- / 0% (g5 — 5 (1)) — (5 — i5(t))] da’ — / o (5 — () + (5 — 5(t))] de

Comme (v1,v2) € V& et d’aprés la condition (3.1.10)

/ o (5 — () + (5 — i5(t))] da’ = 0.

On ajoute et on revanche a I’équation (3.2.2) le terme :

[ liet = 5 = sl = (o) - i) — sl)

on obtient :

() (7 — (1) do'dny + | 5(0)(e5 — d5(0))da’d

€
2

[ ot w)eton — istondran + [ o5 () el — 50 da

5
| Sants(oet — 50Nl + [ S50 - i5(0)ds'dry
: ;
+ [ Rl = 5 = sl () = d5(0) = o
= [ Rl = 5 = sl (o) — d5(0) = sl
- [t = ) = (i) — i)
= [ st~y [ gt — oy,

Ajoutons —s + s a
/ o (55 — ) — (i5(0) — (1)) do’

et posons

o7 [(e1 — @5 — s) — (@3 (1) — i5(t) — )] da’ +

= [oilte
[ 65 = i = sl () — d5te) — o

o1



3.2. Formulation variationnelle du probléme P¢

En tenant compte du (3.1.1)
A= / (07(07 — @5 = 5) + K7 | — 5 — s[) do’
De la majoration
o (91— ¢ — s) = — 07| o] — 5 — sl

le terme A est positif, ce qui nous permet d’écrire le probléme variationnel P;. m

3.2.2 L’unicité de la solution du probléme variationnel P;.

Théoréme 3.2.2 Sous les hypothéses
c ey (91 0F3 Pf L5
(f17f2)7 <8t ) 8t ) 8t2 ) atz

k® € C°(w), K° >0 estindépendant det
(uf,uz) € HA(Q9)? x H*(95)°,  (ug, up) € HY(Q)® x H'(Q5)°

) € I2(0,T: LX) x L2(Q5)%)

il existe une solution unique (uj,u5) du probléme PE avec :

(ui,up), (i(t),u5(t)) € L=(0,T; HY(QT)® x HY(Q3)),
(@5(t), iix(t)) € L*(0, T35 L*(Q)* x L*(Q3)°).

Preuve. Premi¢rement, nous régularisons la fonction J© par Jg, avec :

1
JE (o — ¢3) = / () Ve (|6, — 5, — s)da’, et e(B) = ml/ﬂ(“@, ¢ > 0.

Ensuite, nous formulons le probléme approché associé

(115 (1), 1) + (iise (1), 03) + aluic, 1) + aluge, 95)+
S (00 (i500) ) + (D) (100 5,0) (65— 99) = S (fro) . (323
uje(z,0) = vy, 4 (t)(z,0) = (x,0), 1=1,2,Ye" € Ve, Vte|0,T]
La preuve est basée sur la théorie des opérateurs non linéaires ; en utilisant la méthode de
Galerkin (comme dans [21] et [30]) avec les hypotheses (Hy)-(Hs) de €', on montre qu'il
existe une solution unique ug = (uj., u5.) de (3.2.3).
Finallement, nous montrons que la limite de ug vers u* quand ¢ tends vers zero est solution

de (3.2.1). =
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3.3. Résultats de convergence et probleme limite

3.3 Reésultats de convergence et probléme limite

Le probléme variationnel dans un domaine fixe

L’idée générale de cette partie est de transformer le probléme initial définit sur le domaine

2 = Q] U a un autre probléme équivalent définit sur un domaine fixe 2 = )3 U ()
x

indépendant du parameétre €. Pour le faire on introduit le changement de variable z = —3,
€

alors pour (2, z3) dans €F, on a (2, z) dans @, [ = 1,2 avec :

O = {z=(2)€eR: (2/,0)cw, 0<z<h(z)},

Q = {o=(,2)eR®: (2/,0)cw, —h(a)<z<0}

et sa frontiére sera noté par 0 =wUT; U le,l =1,2.
Nous définissons maintenant par le changement de varible précédent, des nouvelles fonc-
tions pour le probléme variationnel.

Soient
() 2, t) = us (2!, w3, 1), i, 1=1,2,

(2!, 2, t) = e Gy (2!, w3, t), 1=1,2,

.

fi@! 2 t) = e2fs (2 s, t) 1=1,2,
k = ek®

o, = e20¢ 1=1,2,
a2, z,t) = gi (2, x3,1) [=1,2

\

avec fi, k,0; et g; sont indépendantes de ¢.
Pour qu’on puisse travailler avec les nouvelles variables, il est nécessaire de définir un

nouveau cadre fonctionnel sur €2; U 25. On note alors

V() = {peH Q) :¢,=0 sur U, =12}
Vo= {(¢1,0) € V() x V(Qy) : 9101+ @yve =0 sur w},
(V) = {o=(01,00) € H'(U) x H'(2)*: 9 =0 sw L[UTp, =12},
H.(u) = {&=(%n, ¢ € LQ(QZ)2 : % = L2(Ql)a ¢ =0 sur I, 4,1 = 1,2},

0z
H, = H., (1) x H,(Qs).
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3.3. Résultats de convergence et probleme limite

H.(€), 1 =1,2 est un espace de Banach pour la norme

2

R 0Py 12
1oy =3 (umrm o+ 12252, m)

i=1
1(@1, @217, = 81117720y + H%H?{Z(m)-

En multipliant l'inéquation (3.2.1) du probléme variationnel PZ par e, en passant au
domaine fixe Q = Q; U Qy et en tenant compte de la symétrie de £; le probléme P¢ est
équivalent au probléme suivant :

Probleme P¢ : Trouver (uy,Uz), oil

—(t)> €V, vt e|0,T], telle que :
2 _
€ Z atz )y Pli at

(82U13 QAD _ 81213)
1<i,1<2 S\ o2 T8 ot
Oty

oA ~ ] N aﬁ/li‘i ~ aﬂl:&
= " 2 — _
+ Z 51gll< ot » Pli ot ) +e€ 2261913< ot y P13 ot )
+

( ( 82uh " 0ﬁh )

_|_
Q)
N
A
A ]

1<4,1<2
. . 3ﬁl) S . A<3ﬁ1 8112)
o5 afane =2 4 gy — g (2 O} 5 33.1)
1§§2 ( 1, Y1 8t (Spl 902) at at

A 8@11 ~ N 81/4 N R
> (fm%ﬁu - —) +e€ 13, P13 — Z) V(@1 @) €V,
(975 1<i<2 at

1<4,1<2

iy =19, —(z,0)=1a;(z,0), [=1,2,

avec

J(@r ) = / Rlrs — Gor — slde’,

(7, & 9 a / ¢ o /
a(u,p,) = 52/9504679679( )a(pﬁda:dz+25/ 504379679( )(,;pdajdz

Q

. 0%q 994
—1—252/9 5&573673( 1) e de dz +45/ Ea373ev3( )8—dx’dz
1

. 09 390
2| & @ dr'd /5 N “Bdx'd
+e /Qz 333633 (1) B raz+e€ o 33a,8€ 5 ( (92 T az

op 0
+2€/ E! 253 (1) P du'dz + 262 / Ebs5as (1) 93 4l dz
Q 82 o 32:
96
o 82
ou les indexes «, 3, et 6 varient entre 1 et 2.

e (i) = (e (ﬁl))gi,jgs
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3.3. Résultats de convergence et probleme limite

sont donnés par les relations

. 1 (0t Oy, .
€ij (Ul)=§(axl' + 8aclj) 1, 7,0=1,2
7 )
. 104, O :
eis (W) = es; (W) = ( (;Z +¢€ 6’1;13) , 1,l=1,2
8 1
ess (W) = %, 1=1,2.

Le résultat suivant est trés important pour démontrer la convergence de la solution faible.

Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses du théoréme (3.2.2), il existe une constante C' in-

dependente de €, telle que :

Z H(auh 3U21) 2 g(aﬂu 3@2@‘) 2 i g2 (a@m 81123) 2

1<Z<2 az O,leﬂg at 8t O,leﬂg axl axz O,leﬂg

s g(aau aa%) ? +H€ (afalg aazg) ? N EZ(aalg aagg) ?
L 9z 075 ) |l0.0, < 9z " 02 /g, xa ot " 0t ) oo, xan

<C, (3.3.2)

Oty; \ Oty Oty \ Otz
_— ) — < 3.
//ngz( t) dd9+§ //ng;< at>atdd0 C, (3.33)

1<1,i<2

Ulz 32U2z 32Uh 32U21 32U13 82u23 ?
Z + ||€ 2 2 + 5
52, 020t" 0z 0.0 X% ot ot 0.1 x Ox;0t Ox;0t 0.0 X%
i Z c (821112‘ 7 82’&21) 2 i H€ (82"&13 827123) 2 1 le <82’UJ213’ 82u223) 2
e Ox;0t" 90t ) ||y 0, <0, 020t 920t ) ||, ., xq, ot ot 0.0 x
<C. (3.3.4)

95



3.3. Résultats de convergence et probleme limite

Preuve. Soit (u5,u§) une solution du probléme variationnel PZ, alors on a :

(iif (1), @ (8)) + Y a (ui (£), 4 (1)) + D _d790 (@5 (1), 5 (1))

Mw

l

—Z(Slgz wp (1), @i (1)) + J° (a3 (1), 45(1))

1

< > (i 1)+ Y a(uf(t), ¢ (1) + J*(¢5, ¢5)
- Z (ff, 4 (1) + Z (i i (1)
d’otul
%di (Hul( )7a o) T [ld5(t W72 @5 T 1;2 u?(ﬂ))
+65 / Kz S (8) | da’des + 65 /Q Rz a5 ()| da'das
< ((@3(),i5(t)), (¢1,¥2)) + Z a(uj(t), i (t)) (3.3.5)

1<i<2
+J€ QOQ "‘Z/ fl Ul SO‘ZE) dx/dwg

Une intégration par partie sur [0, ], nous donne :

2 t
+2) 5;/0 / g |4 (0)? dado
=1 1

< (ugyun) I8 guwen + D a(Uf(O),ulE(O))Jr?/O ((5(0),5(0)) , (¥} — ¢5)) do

1<1<2

2 /0 a (uf (0), 7(0)) dl + 2T J°(p5 — ©5)

1<I<2

+2Z / fl )i ( dmdQ—QZ / (0) 5 dadf

. e 2 . e 2
[Hul(t)HH(Qf) + 4302 (0g) + Z a(u (t

1<1<2

o6



3.3. Résultats de convergence et probleme limite

En utilisant la relation (3.1.1) et l'inégalité de Poincaré pour > a(uf(0),u7(0)), on
1<I<2

2 t
+225§/0 /Egl s (0) 2 daxdo
=1 l

t
< | (ut, uz) I @y xe, + 3VBM | (Vasd, Vag) 15 0z o +2/ ((i5(0), i5(0)) , (7, #3)) db

0

trouve :

. 2 . 2
l”ui(t)”ﬁ(gi) + ||u;<t)HL2(Q§)+ ZCL up(t), up (t

1<1<2

) Z / a(uj (0),¢;(0))di + 2T J*(¢5, ¥5)

1<i<2
+2 Z / fl Vi (6)dadf — 2 Z / ordxdd, (3.3.6)
avec M = max [=1,2.

1<ijpa<3 ” Jpq”Loo (95)

D’apres I'inégalité de Korn, il existe une constante C;, > 0 independente de ¢, telle que :

S (i (0), 45 (1)) = 20, Cucl| V1, ) + 20V g (337)
1<i<2
D’autre part, pour I'inégalité de Young
a? b?
h< 27 -27

1 Ck

et pour n = , on trouve :

> alui0.0i ()] < 5 (i 1VuillEaag) + 12 19051 32 og) ) +

1<I<2

<

Q‘g F,;‘Q

— (1 IV Ol ag) + 12 V650 ()

23 / o (uF(0), 7(60))d0 < 25 (1 [ VoA 02 (ar) + 1 IV 50 )

‘i‘T ; (Ml ”VUi”iﬁ(Ql) ) HVUSHiQ(QQ)> df (3.3.8)

Loy e c . Loocin e 1
2 [ (00, 50)) (55 = 5D < NGO SO 0,0, + 51 (o1 1) [, o

(65 — 5)llo.0xcr, - (3.3.9)
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3.3. Résultats de convergence et probleme limite

Comme

2 [ 7). 4606)) 0 = 205700 i) 2000 o) -2 [ (@i 0)) ao, 1= 1.2

et en utilisant 1'inégalité Holder et de I'inégalité Poincaré :

leillze o) < P71V Tl agag), 1=1,2,

on trouve :
<f1<> “(60)) db + / (f5(6), <>>d9' < P 5 ()] 05 + L 0]
%%}L—”Ziufmuagf P (1700), £5(0) P e + 21 (T2 V) [
(eh)? o
Zm [ 19+ 5 Zm (o) Qlde (3:3.10)

et on a aussi

U U (h )~ [ 1
- [oena- [wewne < 52 > [ 15 @13

T o .
+5 1 (Vi V) 305 ey (3:3.10)

De (3.3.5) — (3.3.11), on obtient :

+22(5€//gl|ul )| ddf

< 21, d) IR s+ (14 3VEM) || (Vd, D) [ s +

[_ (a5 (2), 5 (t ))Ho Qsxas T Z mCr [V (¢ Ho o

1<I<2

Ck
B2 2 h* ;
<€CK) Z_Hfl()nogs 20 2 ul/ (H fl

=1
/’

2MILL* > > £ £ £ * £ £
( ) T|| (Vet, Vi) ||3,leg2 L5, 05)| (R (FE(0), £5(0)) [ s +

+ Hff(9)||3,97d9> de
0,8

1 - E . E 1>
B (1 (6), U2(9))H3,9§xﬂg + Z mCk||Vu; (Q)H(Q)QZE] de. (3.3.12)

1<1<2
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3.3. Résultats de convergence et probleme limite

Comme EZHfZEHg,QlE = 5_1Hf1”3,9;7 L=1,2, J5(p1,¢3) = E_Ij(ﬂpia@é) et en multipliant
(3.3.12) par ¢ on obtient :

1 . E . E &
2 [—||(u1(t),u2(t))||§,gixg; + > Ok Vi (1)l gr | +

2 1<i<2
2 t

2g25;/0 /egl\u‘f(é))\?dxde
=1 l

L B SR e
< B+/0 € [5 H(U1(9)auz(9))||§,9§xﬂg + Z mCk||Vu; (‘9)”(2)Q§] dg, (3.3.13)

1<1<2

avec (1, = min (g, fp), p* = max 4y, pp) et

3 a1 - 0 we
B = 5” (@1, 73) 15,0, x0, + (1 +3\/§M> | (Vas, Vis) ||(2),Q§x§z§

2M p* . . (o &
n (1 + 5 ) T (Vé1, VEa) 50000y + 2T ‘J(%%)‘ +

(h*)?
Cr fiy

(21 (£10), £0) Basxas + 2=l (1), 1) s xos

~ ~ 2
2ech*)? || (0fr . Of
. (a—;<0>,a—;<9>
KH L2(0,T;L2(21)3x L2(€2)3)
2(eh*)? /& 5
F N (F10),200)) o rionscrony

ol B ne dépend pas de €.

En utilisant le lemme de Gronwall on trouve (3.3.2) et (3.3.3). La démonstration de
(3.3.4) est basée sur les techniques utilisées pour démontrer (3.3.2) — (3.3.3). En effet,
premiérement, on dérive par rapport a t le probléme approché associé (3.2.3). Ensuite, on
choisit (1, py) = (u‘iC (1), u;c(t)) dans I’expression trouvée et en appliquant les hypotheses
(1) — (3) des termes g; et de 'inégalité de Korn, on obtient ’analogue de (3.3.13). Fi-
nalement le lemme de Gronwall assure ’existence d’une constante C' indépendante de ¢

et satisfaisant (3.3.4), ce qui achéve la démonstration du théoréme (3.3.1). m
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3.3. Résultats de convergence et probleme limite

La convergence du probléme variationnel

Théoréme 3.3.2 Sous les hypothéses du théoréme (3.2.2) et le théoréeme (3.5.1), il
existe (uf,us) = (uf,,ub,) dans L*(0,T, H,) N L>(0,T, H,), o = 1,2, telle que :

<U1a7u2a> — (UlouUZa)? faiblement dans LZ(O,T; L2(Ql) % LZ(QQ))
(a_g;a7 —agza) — (a7, us,) faiblement x dans L>(0,T; L*(€) x L*(Qy))
(3.3.14)
£ (eaﬁ <U1> y €af (UQ)) — (07 0) faz'blement dans LQ(O, T; L2(Ql) % LQ(QQ))
) (%B () gy @2)) ~(0,0) | faiblement x dans L(0,T; L*(Q1) x L*(0))
(3.3.15)
8U1a 8U2a N 0 O
oo (0.9 faiblement dans L*(0,T; L?(21) x L*(€s))
32?1104, O itz — (0,0) faiblement x dans L>*(0,T; L*(Q) x L*(Qs))
otz 7 ot
(3.3.16)
Otz i \
( Ox, Oz, ) 0,0)
(8u13’ (9u23) (()’ 0)
(85%0375 gx:?t) — (0,0 faiblement dans LQ(O,T; L2(Q1) % L2(92))

£ (es3 (U1) , es3 (Gg)) — (0,0) faiblement x dans L*(0,T; L* () x L*(€y))

0 0
(5633( 1) 563 (Uz)) — (0,0)
62U13 0? g3
P it A RN
c ( otz ' ot? > (070) J
(3.3.17)
Die itz out,  ou, |
(gla%vg2a%) (gla g; ) 920 g; ) faiblement dans
9% 9% L2(0,T; L*(Q4) x L?()) et faiblement x
13 23\
(913 ot 9B ot ) (0.0) dans L*(0,T; L2(9) x L2())
(3.3.18)
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3.3. Résultats de convergence et probleme limite

Preuve. La démonstration du théoréme (3.3.2) est une conséquence du théoréme

(3.3.1) . En effet, d’aprés le théoréme (3.3.1) on a :

8ﬂ1a 6a2a
0z = 0Oz

avec (' une constante indépendante de €.

2

O,Ql XQQ

De plus I'inégalité de Poincaré nous donne :

Oy, O
N ~ * «@ 2a .
(ORI [C =12
< z O,QlXQQ
c'est-a-dire (U4, Us,) est borné dans H, pour o = 1,2, ceci implique lexistence de

(ul,, us,) dans H, telle que (tiq, Ua,) converge faiblement vers (uf,,u5,) dans H.,.

D’autre part on a
2

<C,

O,Ql XQQ

0?1 0*ligg
0z0t " 020t
Ole Oligy .
ce qui donne la convergence simple de ( g; , gi ) vers (U3, U5,) -

De la définition de e; ; (%), | = 1,2 et de I'inégalité (3.3.2), on a :
- Oty; Oty
8SCj ' 8@

R N N 2
||5 (eaﬂ (ul) y €af (UZ))“(),QIXQQ <C,

2

<C

0,021 xQ2

donc

alors € (eqs (1) , €ap (U2)) converge vers un élément [; de L?(£2;) x L*(€)2), mais comme

(ap (i) s as (ii2)) converge vers (eqs (u5,) s eas (u3,)) on o :

/ E€ap (ﬂl)gbldx'dZ:g/ eas (1) Lida'dz
Q o

lorsque ¢ tend vers 0, on obtient :

/ Lipdr'dz = 0,
Ql

d’ou [; = 0.
De plus
<C,

0 R 0 .
€ <a€aﬁ (t01), Eeaﬁ (U2)>
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3.3. Résultats de convergence et probleme limite

0

0
c’est-a-dire ¢ (&eaﬁ (G1), 5760 (112)) est born¢ dans L? (0.T,V,) et donc convergente

vers (i, l2), mais (e, ly), converge fort vers (0,0) dans L* (0.7, V}), alors

(l1,12) = (0,0).

Par le méme principe on montre (3.3.16), (3.3.17) et (3.3.18).

Théoréme 3.3.3 Avec les méme hypothéses du théoréme (3.3.1), (uf,u}) satisfait :

dup,\ 0 .. Ouy, Quz,\ 0 . Ouj,
a lfﬂl ( 9z )'@(@1& ot )d + 3 Za lfQZ < Oz )‘aZ“OQa ot )dl)’}

o (Ou\ (L, Ouj, . ) Sk )
+ Zaylzl 5l le Jla W Pla — ot dr + f /i‘golr Por — S‘dx - fw ’%’ulfr — Uy — S‘dx

L uk _ Oug,
L Z Zi:l le floz(@pla - at )d +Zo¢ 1fQ2 fQOc ai )dl’, (9017@2) ( )
3.3.19)

(
19 [=tour] ~ . [Oou} 10 [s20us]  ~. (Ous\\ _,; ;
(_55[5 az]+5lgl(at>’_§& [5 82%5292(&))_“ f2)

dans (L*(4))? x (L*(Q2))?,

(3.3.20)

u*(0) = (u3(0), u3(0)) = @(0) = (@, ). (3.3.21)
Remark 5.1. Du théoréme (3.3.2), la matrice @, [ = 1,2 converge pour € — 0 vers

l l l
S Eiz13 Eisos

Exs1s Easas

Preuve. En substitiant la convergence du théoréme (3.3.2) dans l'inéquation (3.3.1)

et le fait que J est convéxe, continue et semi-continue inferieurement, nous obtenons la
formule (3.3.19) .

Pour la preuve de (3.3.20) , on choisit dans (3.3.19) ; ¢,

*
ous,,

ot

*
_ ouj,,

:l:A
at wQOH

:l:{plou @204 =
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3.3. Résultats de convergence et probleme limite

avec (U1, yy) € HE () x HY(Q,), o = 1,2, on trouve :
I~ [ g (O 9 Oy i
5;/ng<8z>' dety Z/ (82)'82(1
2. . ouy ous,\ -~
i o () o (25

2
= > | fratadr + Z Faathonda.
a=1 931 a=1 Q2

Comme 1;,, est nulle sur le bord de € ; la formule de Green nous donne :

Oui, ous,, .
_—Z/ 52’( ( 1 )) 2/11ad$ Z/ﬂz (92( ( 0; )) AgndT
? N (9u o ~ ~ R a *a
—l—;(ﬁ /Ql G1a <8—;> 1/11ad:c+;52 /Q2 92a< ai >w2ad:1:

2 2
Yo fetidr+> | faatsadr,
a=1 I a=1 Q2

Alors, on déduit que

9 [=tour < (0w} 8 [%20us . (ous o
<_&{ az]”lgl(at)’_& [5 az]+5292(at>)—(f1,f2), (3.3.22)

dans L* (0,7 H (1) x H () .

Comme <f1a, f2a> € L?(0,T; L3(2) x L?(Qy)), alors (3.3.22) est vraie dans
12 (0,7, 12() x I7().
La condition (3.3.21) est une conséquence immeédiate de la seconde équation de (3.3.1) et

(3.3.14). m

Théoréme 3.3.4 Supposons que les hypothéses du théoréme (3.2.2)et du théoréme (3.3.1)

sotent vérifiées, nous avons l’égalité suivante :

01(z',t) = 05(2',t) dans L*(w)?, Vt€]0,T], (3.3.23)
s, 90 9g5| |9qi  Og; /
/w ( I R T 7 R T T R

1 ~ ~ A oA
-3 /(equl — O5y)da’ > 0, ¥y, by € (L)), VE€]0,T[, (3.3.24)
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3.3. Résultats de convergence et probleme limite

O <= O8O _
ot ot Py dans w x 10,T],
07| = &= 3N >0, telle que ;ﬁl — (‘3th = s+ M},
(3.3.25)
avec
* / *71 / aa? /
G0 = a0, 06 =E @0T w0, 1=12

Preuve. Pour tout ¢ € |0, 77, on choisit dans l'inéquation variationel (3.3.19)
0 0 .
@104 - gl + gbla? Poa = g;a + ¢2a pour & = ]-7 27 avec
<¢1a7 ¢20¢) S HlllLJFLl(Ql) X H%‘QUFLz(Qz)'

On a alors
( 1 2 = ou,\ 0o, Ouj, 3(;52

- £ a e 1 o T

92 ZQZ]. fﬂl < az > az Za ]_fQQ 82 82

s (Oug, dqi  Ogs dqi  0gs
+Zi,l15lleglOt< l)¢ladx+f (¢1a_¢2a+8_t1_a_t2_8‘_‘ 1__2_8
2 Zi:l le flOl x 7t)¢1a(x ,t)dx’dz + Zi:l fQQ f2a X 7t>&2a($,7 t)d:c’dz,

ot ot
En utilisant la formule de Green ; on obtient

1< a (=t ouy, (2, t)
—52/91 p (5 (2, 2,t) T) b1 (@', t)da! dz

__Z/Qz : ( 1) %ﬁ’f)) oo (', 1) d' d2

1 *1 %52 x (ol ) L
ty [ (B w0 206 w00+ & w0 200,000 ) ar

2
aql %_SH% o Dd

+/wm( - =% _

P10 = P20 T 5~ ot ot
2
A N a a t A~ 8 e t /
+Z§1/ 1 (%) 1o (@, t)dr'dz + 252/ G20 (%) oo (2, 1)da'd2

) dx’

\

a=1 iy !
2
> Z fla(m t)¢1a(x t)dx,dz + Z f2a 3: t)¢2a(x t)dl' dZ
a=17M a=1"Y 22

D’autre part, de (3.3.20), on déduit que :

(1 dq7  9g3 /
- - —s|)d
/w“ ( T A R R T
1

_5/ <9’£(l‘/,t).g}51<l’/,0) - Qg(xl’t)'&Q(xl70)) da’ >0, v&b&? € (Q(w>)2

» 0g7 0gs
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3.3. Résultats de convergence et probleme limite

De la densité de D (w) dans L*(w), on déduit que :

/( - O0gf  Ogs ‘_‘8(1{ dg; SDdx,

b=yt = s -2
Dans le cas particulier ¢; = ¢, = ¢ , on obtient :

ot ot ot ot
1 g 7 ~ ~
_§/w <0I(I’,t)-¢1($’,0) — 9;(£’,t>-¢2(3§’70)> dz’ > O,V ¢1’¢2 e (LQ(w))Q.

/w (ei(:c',t) — 03(a',1)).(a, 0)) dr' =0,V & € (L2(w))>.

Ce qui donne les formules (3.3.23) et (3.3.24) . La preuve de (3.3.25) est similaire a celles

données dans le cas du probléme des fluides (voir[2]). m

*71 *’2
Théoréme 3.3.5 Supposons que les composantes de € 353 €t € ,353 pour 1 < o, 8 < 2

dépendent seulement de la variable ', alors on a :

[J(/Oh (Fy(2, 2, 8) + Fo(a? — 2,0 dz — b [Fy (2, hot) + Falad, )]) Via)dz
+ /w (h Gy (2! ) + Gala!, —h, )] — /0 (Gae 2 t) + Gl — . 1)] dz+) Vi(a')d!

2 o

(3.3.26)

avec

z ¢
R, o) = / / fula, 6, 1)dBd,

Gi(w', ) = by / / @ (5“1—“) e

Ry, 2 t) = / / £y (o’ 0, 1)d0dC.

Gola!,2,t) = / / <8“2 v, 1) )d@dg.

Preuve. On integre deux fois les deux équations de (3.3.20) ; la premiére dans [0, 2]
*
et seconde entre z et 0, et on considere que £ 353, [ = 1,2 dépend seulement de 2', on

trouve :
LS 10 [=1, , our(ah0,t) 0L (our(2)t)
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3.3. Résultats de convergence et probleme limite

z ¢ .
:/ / fi(2',0,t)dodc,
0 0
d’ou

R N T G N A I |

1 ouy (2',0,1)

£ () 5 1d(—i—Gl(a:’,z,t)—Fl(x’,z,t),

ce qui donne :

1%t 11 1x1 duy (2/,0,1)

—55 (x)ul(:v,z,t)+§€ (a:)ul(:B,O,t)+§5 (x") P (z —0) 4+ Gy(2', 2, 1)

= Fi (2, 2,1).

1x1 x5l 1
—=& (2Nuj(d', z,t) + 55 (g7 (2, t) + 520{(;5’,25) + Gi(2', 2,t) = Fi(2/, 2,t). (3.3.27)
De méme pour la seconde équation de (3.3.20), on trouve :

152 152

’ 1
—55 (2)as(2!, 2, t) + 55 (2)gy (2 t) + 5295@',75) + Go(2', 2,t) = Fa(a', 2,t). (3.3.28)

Pour tout ¢ € [0,77], en replacant z par h (2') dans (3.3.27) et par -h (2/) dans (3.3.28) et

en tenant compte de ui(z’, h (2'),t) = u5(x’, —h (2') ,t) = 0, on obtient :

*71

1
55 (2)qr (2, t) + §h0{(x', t)+ Gi(2', h(2"),t) = Fi(2',h(2'),t), (3.3.29)

1*72

55 (x’)qg(x',t)—%h@;(x',t)—l—Gg(x',—h(x'),t) = Fy(a',—h(2'),t). (3.3.30)

En utilisant (3.3.23), et la somme des deux équations (3.3.29) et (3.3.30), on trouve :

*71 *72

% (5 (2 gi (2, t) + & (:L")qg(x',t)) = —Gi(2',h(2'),t) — Go(a', —h(2'),t) +
Fi(2',h(2"),t) + Fa(2', —h(2"),t) (3.3.31)

En suite on intégre (3.3.27) entre 0 et h(z') et (3.3.28) entre —h(z’) et 0, alors :

1*,1 h(z") h N %1 h2 /
36 @) [z = MO gy + S0 +
0
h(z') h(z")
/ Gl(a:’,z,t)dz—l—/ Fi(2 2, t)dz, (3.3.32)
0 0
1*,2 0 h N x,2 h2 !
£ @ [ aane =M @ - S +
2 ) 2 g
0 0
/ Gg(x’,z,t)dz—i-/ Fy(a!, 2, t)dz. (3.3.33)
—h(z") —h(z')
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3.3. Résultats de convergence et probleme limite

La somme de ces dérniéres équations et 1’équation (3.3.31), nous permet d’écrire ;

1= 1 h(z") 1 * 12 0
5 (z") / uy(2', 2z, t)dz + =€ (2) / us(x', 2, t)dz
0 2 fh(x’)
= h(=G1(2', h(2'),t) — Ga(a', —h(z'),t) + Fi(2', h(z'), t) + Fa(a', —h(2'), t))

c’est-a-dire
h
/ [Fi(2!, 2,t) + Fo(2!, —2,t)] dz — b [Fi(2', h,t) + Fy(2!, —h, t)]
0
h
+h [Gl(xla ha t) + G2<xla _h7 t)} - / [Gl(xl> Z, t) + G2<x/7 —Z, t)] +
0

1 h o1 0 ,,2
5/ E (x')zl{(x’,z,t)dz—i—/ E (2Nuz(a', z,t)dz
0 —h
= 0,

et finalement, on déduit (3.3.26). m

Théoréme 3.3.6 Le probléme (3.3.19) —(3.3.21) admet une solution unique u* = (uy, u})
dans L*(0,T, H,) N L*(0,T, H,).

Preuve. Supposons que u* = (u},u;) et ¢* = (¢, ¢5) soient deux solutions du

probleme (3.3.19) — (3.3.21) et soit ¢t € [0,T].

dpy 0% ouy Ouj
( ;il, 512> en suite, on prend ¢ = ( 5;1, (,;;2) La somme
de ces deux inéquations et pour Ty = uj — ¢, et Ty = uj — @,, nous donne :

1 «19 [0 0 1 29 (0 0
L 9 (% ) L de+ = 9 (%, ) 2,
22/§21€0z(8t1)821d$+2;/92 az(aN)az?d”’

2
; s (Ouiy (001 ] [Ouly 09,
- — < 3.
+ E 5l/ﬂl{gla(8t> gla<at )}[at T dr < 0(3.3.34)

Le fait que g; est monotone, on déduit que :

Z/ ( TM). TladerZ/ £ g( T2a> .%Tgadxgo. (3.3.35)

Comme T (0) = T2(0) = 0, I'intégrale de (3.3.35) entre 0 et T, nous donne :

Prenons dans (3.3.19), ¢ =

™

2 /519 ) 2 /%29 )
— < 0. LO.
S :<5 Tya(t 8Z1rm(t)>m T §_1j <5 5 T2al(t), 82T2a(t)>92 <0 (3.3.36)

a=1 a=
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3.3. Résultats de convergence et probleme limite

*7l
Montrons maintenant que la matrice £ est elliptique. Soit n = (1,),;, € R?>. En

retournant aux hypothéses (3.1.1) et (Hs) et par le choix du tenseur symétrique e = (eqp)

0 0 n
qui est donné par e = 0 0 m, |,onobtient :
m om0
Eimenci; = 2Ehgss (e53) (cas) + 2ELa55 (€33) (€as) + 284305 (cas) (€33) + Efags (€33) (e3s)

ol
= Eocﬁn@na’ pour «, 5,1 =1,2.
Mais comme |e|> = 2|n|*, on a :
ol
E > 2mg |n|®, pour tout I =1,2, n= (n,,1n,) € R%
Par conséquent (3.3.36) devient :

2 2

0 0
2mer ||—T1 (¢ 2me2 || —T5 (t < 0.
me B 1 (1) oo, + 2mg B 2 (1) oy
D’ou ) ,
0 0
H@z 0,01 0z 0,01

car T1(0) = T2(0) = 0, et mg1, mg2 > 0.

L’inégalité de Poincaré, nous donne :

(T2 (), T2 D20,y = I(T2 (8, T2 (D)2 0,717,y = O

On peut conclure alors que (uf,u3) = (¢}, ¢3) dans L?(0,T; H,) N L>=(0,T, H,) et donc
I'unicité de la solution du probléme (3.3.19) — (3.3.21). =
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Conclusion générale

En guise de conclusion, afin d’aborder I’étude de la convergence asymptotique des prob-
lemes des EDP, en régimes stationnaire ou dynamique dans des domaines bornés et minces
en 3D, avec frottement non linéaire de type Tresca ou Coulomb, on transporte le prob-
léeme variationnel & ’aide d’un changement d’échelle & un probléme équivalent défini sur
un domaine indépendant du parametre € et par suite on obtient le probléme limite et les

équations faibles généralisés du probléme initial.
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Abstract. The object of this doctoral thesis falls within the framework of the asymptotic
convergence of various problems of PDEs in stationary or dynamic regime in bounded 3D
domains with nonlinear frictional conditions of the Tresca or Coulomb type on the edge. To
obtain the desired goal, and after the variational formulation of each problem using the change
of scale and new unknowns to conduct the study on a domain does not depend on €. Finally,
we look for a priori estimates then by passing to the limit, we obtain the limit problems and
the generalized weak equations of the considered problems.

Keywords: Elasticity, Generalized weak equation, Coulomb's Law, Tresca's Law, Weak

solution.

Résumé. L’objet de cette these de doctorat entre dans le cadre de la convergence
asymptotique des différents problémes des EDP en régime stationnaire ou dynamique dans
des domaines bornés en 3D avec les conditions de frottement non linéaires de type Tresca ou
de Coulomb sur le bord. Pour obtenir le but désiré, et aprés la formulation variationnelle de
chaque probléme en utilisant le changement d’échelle et des nouvelles inconnus pour mener
I’étude sur un domaine ne dépend pas de €. Enfin, on cherche des estimations a priori puis en
passant a la limite, on obtient les problémes limites et les équations faibles généralisées des
problémes considérés.

Mots-clés : Elasticité, Equations faible généralisée, Loi de Coulomb, Loi de Tresca, Solution
faible.




