
RÉPUBLIQUE ALGÉRIENNE DÉMOCRATIQUE ET POPULAIRE

MINISTÈRE DE L'ENSEIGNEMENT SUPÉRIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITÉ FERHAT ABBAS  SÉTIF-1

FACULTÉ DES SCIENCES 

DÉPARTEMENT DE MATHÉMATIQUES  

THÈSE

Présentée par :

BACHIR CHERIF Larbi

Pour obtenir le titre de Doctorat LMD

OPTION

Optimisation et contrôle

Thème

Sous la direction de Pr. MERIKHI Bachir

Membres du jury :

Président :            Mr. BENSALEM  Naceurdine    Professeur      UFA. Sétif-1

Rapporteur :        Mr. MERIKHI Bachir                 Professeur      UFA. Sétif-1

Co-Rapporteur :  Mr. BENTERKI Djamel              Professeur      UFA. Sétif-1

Examinateur :      Mr. ADDOUNE Smail                 M.C.A             Univ. de B.B. Arréridj

Examinateur :      Mr. BOUAFIA Mousaab             M.C.A             Université de Guelma

2021 /2022

Technique des fonctions approximantes et leurs applications en
problème d’optimisation

 



 Remerciements

J'adresse mes remerciements aux personnes qui m'ont aidé dans la réalisation de
cette thèse.

Je tiens à exprimer ma reconnaissance et mes remerciements les plus profonds à mon 
Pr B. MERIKHI, professeur à l'université de Sétif-1, pour m'avoir proposé ce 
passionnant sujet, pour sa disponibilité, sa patience, son suivi, ses conseils et son 
soutien constant tout au long de ce travail.

Je remercie Monsieur N. BENSALEM, Professeur à l'université de Sétif-1, de
m'avoir fait l'honneur de faire partie de ce jury et d'en être le président.
je remercie Monsieur D. BENTERKI, Professeur à l'université de Sétif-1, pour
son aide et ses conseils.

Je remercie aussi Monsieur S. ADDOUNE, M.C.A à l'université de BBA pour
ses conseils, son aide précieuse et pour tous les encouragements et les discussions
fructueuses, de même je remercie Monsieur M. BOUAFIA, M.C.A à l'université
de Guelma pour avoir accepté de participer au jury de cette thèse.
Je remercie également, Monsieur M. ACHACHE, Professeur à l'université de
Sétif-1, pour ses encouragements. 

Enfin, je ne saurais oublier d'adresser un gentil mot à mes chers parents.
Je remercie très spécialement ma femme K. BECHANE, qui a toujours été la pour
moi.
Je tiens à remercier tous mes amis, pour leurs amitiés et leurs encouragements,
spécialement Docteur L. ZIAD.

1



Table des matières

1 Notions de base 10

1.1 Dé�nitions générales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.1 Ensembles convexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.2 Fonctions convexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.1.3 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.1.4 Transformations simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2 Quali�cation des contraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.3 Résultats d'existence et d'unicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.4 Conditions d'optimalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2 Application des fonctions approximantes 24

2.1 Application en programmation linéaire (PL) . . . . . . . . . . . . . . 24

2.1.1 Description de l'algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.1.2 Simulations numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.2 Application en SDP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.2.1 Problème dual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.2.2 Méthode de points intérieurs pour résoudre (SDP) . . . . . . . 37

2.2.3 Méthode barrière logarithmique via les fonctions approximantes 38

2



2.2.4 Calcul du pas de déplacement par des fonctions minorantes . . 40

2.2.5 Calcul du pas de déplacement via des fonctions majorantes . . 47

3 Une variante de la méthode des pénalités logarithmiques pour la

programmation convexe 53

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.2 La pénalisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.2.1 Le problème perturbé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.2.2 Convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.2.3 Le principe de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.3 Résolution du problème perturbé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.3.1 La direction de descente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.3.2 Une fonction majorante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.3.3 Minimisation d'une fonction auxiliaire . . . . . . . . . . . . . 60

3.3.4 Cas linéaire. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.3.5 Cas convexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.4 L'algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3.5 Simulations numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.5.1 Fonction objectif convexe non linéaire . . . . . . . . . . . . . . 63

3.5.2 Problème à tailles variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4 Application de la nouvelle variante dans le cas quadratique 68

4.1 La programmation quadratique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.1.1 La programmation quadratique sans contraintes . . . . . . . . 68

4.1.2 La programmation quadratique avec contraintes . . . . . . . . 69

4.2 Méthode du gradient projeté via les fonctions majorantes . . . . . . . 70

3



Liste des tableaux

2.1 Tests numériques des exemples de tailles �xes . . . . . . . . . . . . . 35

2.2 Tests numériques de l'exemple 2.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.3 Tests numériques pour les exemples 2.6, 2.7, 2.8 et 2.9 par les fonctions
minorantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.4 Tests numériques (via fonctions majorantes) pour l'exemple 2.10 . . . 52

3.1 Tests numériques pour les exemples 3.1 et 3.2. . . . . . . . . . . . . . 63

3.2 Tests numériques pour l'exemple 3.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.3 Tests numériques pour l'exemple 3.4 dans le cas (ai = 1, bj = 6) . . . 65

3.4 Tests numériques pour l'exemple 3.4 dans le cas (ai = 2, bj = 4) . . . 66

3.5 Tests numériques pour l'exemple 3.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.1 Tests numériques pour les exemples 3.1 et 3.2 . . . . . . . . . . . . . 74

4.2 Tests numériques de l'exemple 3.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4



Liste des Algorithmes

1 Algorithme de Karmarkar via la fonction majorante . . . . . . . . . . . 32

2 Résolution d'un problème SDP par les fonctions minorantes . . . . . . 44

3 Résolution d'un problème SDP par les fonctions majorantes . . . . . . 50

4 Algorithme du gradient projeté via la fonction majorante . . . . . . . . 73

5



Introduction générale
L'optimisation mathématique, regroupe un ensemble de sujets dans l'étude de pro-
blèmes d'optimisation. Une fonction objectif, est donnée, et le problème consiste
à trouver un point minimisant (ou maximisant) cette fonction. Parfois, tous les
points de l'espace sont candidats, parfois, des contraintes limitent le domaine de
recherche. Les fonctions utilisées sont continués, même di�érentiables. On utilise des
résultats d'analyse mathématique pour caractériser les points candidats, un premier
pas consiste donc à obtenir des conditions satisfaites par les minima ou maxima
recherchés. Et �nalement un algorithme itératif réduisant (pour la minimisation)
progressivement la fonction objectif. Dans notre étude, on s'intéresse à la méthode
de pénalisation qui est un concept simple permettant de transformer un problème
d'optimisation avec contraintes en un problème où en une suite de problèmes d'opti-
misation sans contraintes ou avec des contraintes simples. C'est un concept qui a une
utilité à la fois théorique et numérique. Ce que le quali�catif � simple � signi�e dé-
pendra du contexte, des questions que l'on se pose, de la disponibilité d'algorithmes
de résolution. En analyse, l'approche par pénalisation est parfois utilisée pour étu-
dier un problème d'optimisation dont certaines contraintes sont di�ciles à prendre
en compte, alors que le problème pénalisant ces contraintes di�ciles a des propriétés
(l'existence de solution par exemple) mieux comprises ou plus simples à mettre en
évidence. Si l'on a de la chance ou si la pénalisation est bien choisie, des passages
à la limite parfois délicats permettent d'obtenir des propriétés du problème origi-
nal. Par exemple, on peut obtenir des conditions d'optimalité d'un problème avec
contraintes, à partir des conditions d'optimalité des problèmes pénalisés. D'autre
part, comme nous allons le souligner ci-dessous, la pénalisation est un outil permet-
tant d'étudier les problèmes d'optimisation avec et sans contraintes dans un même
formalisme. D'un point de vue numérique, cette transformation permet d'utiliser des
algorithmes d'optimisation sans contraintes pour obtenir la solution de problèmes
dont l'ensemble admissible peut avoir une structure complexe. Cette approche est de
ce fait très souvent utilisée.

L'algorithme itératif réduit à chaque itération l'objectif perturbé (non linéaire ou
quadratique), et ce en produisant une suite d'itérés convergeant vers la solution
optimale, suivant une direction de descente, calculée par la méthode de Newton ou
gradient projeté, et un pas de déplacement calculé par une nouvelle technique basée
sur les fonctions majorantes.
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La thèse est divisée en quatre chapitres à savoir :

Le premier chapitre, est destiné à introduire les concepts de base de l'optimisation
continue sans et avec contraintes.

Le deuxième chapitre, donne un rappel sur l'application de la technique des fonctions
approximantes pour le calcul du pas de déplacement, et ce, en optimisation linéaire
et semi-dé�nie (SDP ).

Une variante de pénalité logarithmique, fait le sujet du troisième chapitre, dans
lequel on fait une analyse complète de cette dernière, allant de l'étude théorique à
l'implémentation numérique.

On termine par le dernier chapitre, où on résout un problème quadratique sous
des contraintes linéaires : La direction de descente est calculée par la méthode du
gradient projeté, pour le calcul du pas de déplacement on utilise la technique de
fonctions majorantes.

Pour tester la robustesse de nos nouvelles variantes, des simulations numériques
importantes sont e�ectuées à la �n des deux derniers chapitres.
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Notations

N Ensemble des entiers naturels.

R Ensemble des nombres réels.

C Ensemble des nombres complexes.

Rn Ensemble des nombres réels d'ordre n.

Vx Un voisinage de x ∈ Rn.

Im(f) Ensemble des images de f , Im(f) = {f(x), x ∈ E}.
∂f

∂xi
Dérivée de f par rapport à xi.

∇f Opérateur gradient. Soit f une fonction dé�nie sur Rn à va-
leurs dans R, le gradient ∇f : Rn → Rn est l'opérateur dé�ni
par

∇f(x) =


∂f
∂x1

(x)
...

∂f
∂xn

(x)

 .

∇2f Hessien de la fonction f dé�nie sur Rn à valeurs dans R, c'est
l'opérateur ∇2f : Rn → Rn×n dé�ni par

∇2f(x) =



∂2f
∂x21

(x) ∂2f
∂x1∂x2

(x) . . . ∂2f
∂x1∂xn

(x)

∂2f
∂x2∂x1

(x) ∂2f
∂x22

(x) . . . ∂2f
∂x2∂xn

(x)

...
...

. . .
...

∂2f
∂xndx1

(x) ∂2f
∂xn∂x2

(x) . . . ∂2f
∂x2n

(x)


.

‖ · ‖ désigne une norme euclidienne sur Rn.

〈·, ·〉 désigne le produit scalaire canonique sur Rn, tel que 〈x, y〉 =
yTx, pour x, y ∈ Rn, où yT désigne le transposé de y.
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Mn(R) Ensemble des matrices carrés réelles de taille n.

Sn Ensemble des matrices symétriques.

S+
n Ensemble des matrices symétriques semi-dé�nies positives.

S++
n Ensemble des matrices symétriques dé�nies positives.
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Chapitre 1

Notions de base

1.1 Dé�nitions générales

1.1.1 Ensembles convexes

Un sous-ensemble S de Rn est dit convexe si est seulement si

λx+ (1− λ)y ∈ S, pour tout x, y ∈ S, et pour tout λ ∈ [0, 1].

Géométriquement, z(λ) = λx + (1− λ)y est le barycentre des points x et y a�ectés
(des poids) respectifs λ et (1 − λ). Lorsque λ décrit l'intervalle [0, 1], z(λ) décrit le
segment fermé d'extrémités x et y que l'on notera [x, y]. Dire que S est convexe, c'est
donc dire que S contient le segment dès qu'il contient ses extrémités (voir Figure 1.1).
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x y

C

λx+ (1− λ)y

Figure 1.1: Ensemble convexe

Dans la proposition suivante on regroupe quelques propriétés algébriques et topolo-
giques concernant les ensembles convexes.

Proposition 1.1.

1. Si (Si)i∈I est une famille quelconque d'ensembles convexes alors leur intersec-
tion

⋂
i∈I Si est convexe.

2. Le produit cartésien de deux ensembles convexes est convexe.

3. L'image directe (resp. réciproque) d'un convexe par une application a�ne est
convexe.

4. La somme (de Minkowski) de deux convexes est convexe.

Dé�nition 1.1 (Combinaison convexe). Pour toute famille x1, . . . , xm de points de
Rn et tout systèmes λ1, . . . , λm de nombres réels positifs ou nuls avec

∑m
i=1 λi = 1, le

point x =
∑m

i=1 λixi s'appelle combinaison convexe des points x1, . . . , xm.

Dé�nition 1.2 (L'enveloppe convexe). Soit A une partie de Rn. L'enveloppe convexe
de A noté conv(A) est l'ensemble de toutes les combinaisons convexes d'éléments de
A.

11



C conv(C)

Figure 1.2: Un ensemble et son enveloppe convexe.

Proprietés 1.1. Soit A une partie de Rn.

1. conv(A) est convexe,

2. A est inclus dans conv(A),

3. si C est un sous-ensemble convexe de Rn contenant A, alors conv(A) est inclus
dans C,

4. conv(∅) = ∅.
5. conv(A) es l'intersection de toutes les parties convexes de Rn contenant A.

6. A est convexe si et seulement si conv(A) = A.

Le théorème suivant nous dit qu'en dimension �nie le nombre de points qui contri-
buent dans la représentation d'un élément quelconque de l'enveloppe convexe d'un
ensemble donné ne peut pas dépasser la dimension de l'espace plus un.

Théorème 1.1 (Carathéodory). Dans un espace a�ne de dimension n, l'enveloppe
convexe d'un sous-ensemble A est l'ensemble des combinaisons convexes de familles
de n+ 1 points de A.

On obtient comme résultat du théorème précédent le corollaire suivant :

Corollaire 1.1.1. Dans un espace a�ne de dimension �nie, l'enveloppe convexe
d'un compact est compacte.

On note que l'enveloppe convexe d'un fermé (non borné) n'est pas en général fermé.

Un point x ∈ S est dit extrémal si on ne peut pas l'exprimer comme combinaison
convexe de deux autres points distincts de S, c'est à dire

si x = (1− λ)y + λz avec y, z ∈ S et λ ∈]0, 1[ alors x = y = z.
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Dé�nition 1.3 (Ensembles a�nes). Un sous ensemble S de Rn est dit a�ne si

λx+ (1− λ)y ∈ S, ∀x, y ∈ S,∀λ ∈ R.

Dé�nition 1.4. Une application T : Rn → Rm est dite a�ne si :

T [(1− λ)x+ λy] = (1− λ)T [x] + λT [y] ∀x, y ∈ Rn,∀λ ∈ R.

Dé�nition 1.5 (Hyperplan). On appelle hyperplan de Rn toute partie a�ne de di-
mension (n − 1). Ce sont des espaces orthogonaux à des espaces de dimension un.
Tout hyperplan a�ne peut être représenté par un vecteur non nul p ∈ Rn et un sca-
laire α ∈ R. Plus précisément, H est un hyperplan de Rn si et seulement s'il existe
un vecteur p 6= 0 et un nombre réel α tels que

H = {x ∈ Rn : p>x = α}.
Dé�nition 1.6 (Polyèdre). Un sous ensemble S de Rn est dit polyèdre si on peut
l'écrire sous la forme

S = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}
où A est une matrice réelle m× n et b ∈ Rm.

Les polyèdres bornés sont appelés polytopes, on peut les représenter comme étant
l'enveloppe convexes de leurs points extrêmes.

Un simplexe est un polytope qui est engendré par un nombre �ni de points a�nement
indépendants.

Dé�nition 1.7 (Projection sur un convexe). Soit X un convexe fermé, non vide de
Rn. La projection d'un point x ∈ Rn sur X, notée pX(x), est obtenue comme solution
du problème d'optimisation suivant

Minimiser 1
2
‖x− y‖2

2 sous la contrainte y ∈ X.

La fonction f(y) = 1
2
‖x−y‖2

2 étant convexe et ∇f(y) = y−x, une condition nécessaire
et su�sante pour que x∗ = pX(x) soit solution de problème précédent est

(x− x∗)>(y − x∗) ≤ 0, ∀y ∈ X.

On remarque en particulier que si x ∈ X alors on a nécessairement x∗ = x.
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1.1.2 Fonctions convexes

Dé�nition 1.8 (Fonction convexe). Soit S une partie convexe non vide de Rn et
f : S → R une fonction. La fonction f est dite convexe sur S si et seulement si pour
tout x, y ∈ S et λ ∈]0, 1[ on a

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y). (1.1)

1. Si l'inégalité (1.1) est stricte pour tout x 6= y alors la fonction f est dite
strictement convexe.

2. La fonction f est dite concave (resp. strictement concave) si −f est convexe
(resp. strictement convexe).

f est dite fortement convexe sur S s'il existe α > 0 tel que pour tout λ ∈]0, 1[ et
x, y ∈ S on a

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)− 1

2
αλ(1− λ)‖x− y‖2.

f est dite quasi-convexe sur S si

f(λx+ (1− λ)y) ≤ max(f(x), f(y)), ∀λ ∈ [0, 1],∀x, y ∈ S.

Si f est une fonction di�érentiable sur un ouvert contenant S alors on obtient les
caractérisations suivantes :

. f est convexe sur S si et seulement si

f(y)− f(x) ≥ 〈∇f(x), y − x〉 , pour tout x, y ∈ S.

. f est convexe sur S si et seulement si ∇f est monotone sur S, c'est à dire

〈∇f(x)−∇f(y), x− y〉 ≥ 0, pour tout x, y ∈ S.

. f est fortement convexe sur S si et seulement s'il existe α > 0 tel que

f(y)− f(x) ≥ 〈∇f(x), y − x〉+
α

2
‖y − x‖2, pour tout x, y ∈ S.
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. f est fortement convexe sur S si et seulement si ∇f est fortement monotone
sur S, c'est à dire il existe α > 0, tel que :

〈∇f(x)−∇f(y), x− y〉 ≥ α‖y − x‖2, pour tout x, y ∈ S.

Théorème 1.2 (Relation entre la matrice hessienne et la convexité). Soit S un
convexe de Rn et f : S → R une fonction deux fois di�érentiable sur un ouvert
contenant S. Alors f est convexe sur S si et seulement si la matrice hessienne ∇2f(x)

est semi-dé�nie positive pour tout x ∈ S, c'est à dire〈
y,∇2f(x)y

〉
≥ 0 pour tout y ∈ Rn.

Remarque 1.1. Si la matrice hessienne de f est dé�nie positive sur S alors f
est strictement convexe sur S. La réciproque n'est pas en général vraie (la fonction
x 7→ x4 est strictement convexe sur R mais sa dérivée seconde n'est pas strictement
positive sur R).

Dé�nition 1.9. Soit A une partie non bornée de Rn. On dit qu'une fonction f

dé�nie sur A à valeurs dans R est coercive sur A si

lim
‖x‖→+∞
x∈A

f(x) = +∞.

Dé�nition 1.10 (Hypographe). Soit f une fonction dé�nie sur un ensemble A ⊂ Rn

à valeurs dans R. L'hypographe de f est l'ensemble, noté hypf , dé�ni par

hypf = {(x, α) ∈ A× R : f(x) > α}.

L'hypographe strict de f est l'ensemble, noté hypsf , dé�ni par

hypsf := {(x, α) ∈ A× R : f(x) > α}.

Dé�nition 1.11. On dit qu'une fonction f dé�nie au voisinage d'un point x0 est
semi-continue inférieurement (s.c.i) en ce point si pour tout ε > 0, il existe un
voisinage U de x0 tel que

f(x) ≥ f(x0)− ε pour tout x ∈ U.

15



La fonction f est dite semi-continue inférieurement sur une partie fermée A ⊂ Rn si
l'une des propriétés équivalentes suivantes est véri�ée

. la fonction f est semi-continue inférieurement en tout point de A.

. pour tout réel α, l'ensemble de sous-niveau {x ∈ A | f(x) ≤ α} est fermé.

. l'épigraphe {(x, α) ∈ A× R | f(x) ≤ α} est fermé dans Rn × R.

Dé�nition 1.12. On dit que f est semi-continue supérieurement (s.c.s) en x0 si
pour tout ε > 0, il existe un voisinage U de x0 tel que

f(x) ≤ f(x0)− ε pour tout x ∈ U.

Comme pour les fonctions s.c.i, si A est une partie fermée de Rn alors on a équivalence
entre les assertions suivantes

. f est semi-continue supérieurement en tout point de Rn.

. pour tout réel α, l'ensemble de sur-niveau {x ∈ A | f(x) ≥ α} est fermé.

. l'hypographe {(x, α) ∈ A× R | f(x) ≥ α} est fermé dans Rn × R.

1.1.3 Position du problème

Dé�nition 1.13 (Qu'est-ce-qu'un problème d'optimisation ? ). Un problème d'op-
timisation est dé�ni par la donnée d'un ensemble C ⊂ Rn (ensemble des actions ou
de stratégies) et une fonction f (critère ou fonction objectif) dé�nie sur ce dernier.
La question est de déterminer, s'il existe, une action dans C qui rend f optimale.

D'un point de vue mathématique, le problème se formule de la façon suivante

problème sans contraintes

(P1) min
x∈Rn

f(x)

problème avec contraintes

(P2) min
x∈C

f(x).
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L'ensemble C désigne les contraintes du problème qui sont souvent de type inégalité

C = {x ∈ Rn : g(x) ≤ 0}

ou de type égalité
C = {x ∈ Rn : h(x) = 0}

ou une combinaison des deux. Les fonctions g et h sont dé�nies sur Rn à valeurs
dans Rm et Rp respectivement.

Dé�nition 1.14 (Extrema locaux et globaux). Soit f : D → R une fonction dé�nie
sur une partie D ⊂ Rn.

1. On dit que f admet un maximum (resp. minimum) global au point a ∈ D si on
a

f(x) ≤ f(a) (resp. f(x) ≥ f(a)) pour tout x ∈ D. (1.2)

Le maximum (resp. minimum) est appelé strict si l'inégalité (1.2) est stricte
pour tout x ∈ D \ {a}.

2. On dit que f admet un maximum (resp. minimum) local au point a ∈ D si
on peut trouver un nombre r > 0 tel que x ∈ D et ||x − a|| < r entraîne
f(x) ≤ f(a) (resp. f(x) ≥ f(a)).

Les extrema globaux sont appelés aussi extrema absolus.

1.1.4 Transformations simples

Voici quelques transformations simples qui sont souvent utilisées pour transformer
un problème en un autre plus "facile" à résoudre et ayant le même ensemble de
solutions.

1. Soit le problème d'optimisation

min
x∈X⊆Rn

f(x),

où X est un sous-ensemble de Rn. Soit une fonction g : R → R strictement
croissante sur f(X) = {f(x) : x ∈ X}, c'est-à-dire, pour tout z1, z2 ∈ f(X) tel
que z1 > z2 on a g(z1) > g(z2). Alors,

arg min
x∈X

f(x) = arg min
x∈X

g(f(x)).
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En particulier, le fait d'ajouter ou retrancher une constante à la fonction ob-
jectif d'un problème d'optimisation ne modi�e pas sa solution :

∀c ∈ R, arg min
x∈X

f(x) = arg min
x∈X

(
f(x) + c

)
.

De même, si la fonction f ne prend que des valeurs positives, le fait de prendre
le logarithme de la fonction objectif ne modi�e pas la solution

arg min
x∈X

f(x) = arg min
x∈X

ln(f(x)).

On peut aussi la mettre au carré sans modi�er la solution, car g(x) = x2

est strictement croissante pour x ≥ 0. Cela arrive typiquement lorsque f(x)
s'exprime comme une racine carrée.

2. Un problème de maximisation dont la fonction objectif est f(x) est équivalent
à un problème de minimisation dont la fonction objectif est −f(x)

max
x∈X

f(x) = −min
x∈X

−f(x)

et
arg max

x∈X
f(x) = arg min

x∈X
−f(x).

De la même manière, on a

min
x

f(x) = −max
x
−f(x)

3. Une contrainte dé�nie par une inégalité de type inférieur ou égal peut être
transformée en une contrainte de type supérieur ou égal comme suit

g(x) ≤ 0 ⇐⇒ −g(x) ≥ 0.

4. Une contrainte dé�nies par une égalité peut être remplacée par deux contraintes
de type inégalité

g(x) = 0 ⇐⇒
{
g(x) ≤ 0

g(x) ≥ 0

Notons que cette transformation est principalement utilisée lorsque les contraintes
sont linéaires. Lorsque g(x) est non linéaire, cette transformation n'est pas en
général conseillée.
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5. Certains logiciels exigent que toutes les variables de décision soient positives.
Or pour certains problèmes de telles restrictions n'ont pas lieu d'être. Si une
variable x peut prendre toute valeur réelle elle est alors remplacée par deux
variables arti�cielles, notées x+ et x−, telles que x = x+ − x−. Dans ce cas,
on peut satisfaire les exigences du logiciel, et imposer x+ ≥ 0 et x− ≥ 0, sans
perte de généralité.

6. En présence d'une contrainte x ≥ a, avec a ∈ Rn, un simple changement de
variable

x = x̃+ a

transforme la contrainte en
x̃ ≥ 0.

Dé�nition 1.15 (Fonction Lagrangienne). Soit le problème d'optimisation

(P )


min
x∈Rn

f(x)

hi(x) = 0 i = 1, . . . ,m,

gj(x) ≤ 0 j = 1, . . . , p.

La fonction L : Rn+m+p → R dé�nie par

L(x, λ, µ) = f(x) + λTh(x) + µTg(x) = f(x) +
m∑
i=1

λihi(x) +

p∑
j=1

µjgj(x)

est appelée Lagrangien ou fonction lagrangienne du problème (P ).

Dé�nition 1.16 (Fonction duale). Au problème (P ) on associe la fonction q :

Rm+p → R dé�nie par
q(λ, µ) = inf

x∈Rn
L(x, λ, µ),

c'est la fonction duale du problème. Les paramètres λ et µ sont appelés variables
duales.

Proposition 1.2 (Borne sur la fonction duale). Soit x un point de Rn véri�ant
h(x) = 0 et g(x) ≤ 0 et (λ, µ) ∈ Rm × Rp

+. Alors on a

q(λ, µ) ≤ f(x).
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En particulier, on obtient
sup
(λ,µ)

µ≥0

q(λ, µ) 6 inf
x∈X

f(x)

où X = {x ∈ Rn : h(x) = 0, g(x) ≤ 0}.

Les valeurs de la fonction duale fournissent des bornes inférieures de la valeur opti-
male du problème.

Dé�nition 1.17 (Problème dual). Soit (P ) le problème d'optimisation minf(x) sous
contraintes h(x) = 0 et g(x) ≤ 0 et q(λ, µ) sa fonction duale. Soit Xq ⊆ Rm+p le
domaine de q, c'est à dire Xq = {(λ, µ) : q(λ, µ) > −∞}. Le problème d'optimisation

(D) max
λ,µ

q(λ, µ) s.c. µ ≥ 0 et (λ, µ) ∈ Xq

est appelé "problème dual" du problème (P ) qui est dit "primal".

Dé�nition 1.18 (Fonction barrière). Soit C ⊂ Rn un ensemble d'intérieur non vide.
On appelle fonction barrière associée à C toute fonction Br dé�nie sur int(C) telle
que :

1. Br est continue sur int(C).

2. Br(x) ≥ 0, pour tout x ∈ int(C).

3. lim
x→x∗

Br(x) = +∞ pour tout x∗ ∈ Fr(C).

Les fonctions barrières les plus utilisées sont les fonctions logarithmiques dé�nies par

Br(x) = −
m∑
i=1

ln(hi(x))

où C = {x ∈ Rn : h(x) ≥ 0} est tel que int(C) = {x ∈ Rn : h(x) > 0}.

1.2 Quali�cation des contraintes

Dé�nition 1.19 (Point admissible). Un point x ∈ Rn est dit admissible du problème
(P ) s'il véri�e toutes les contraintes.
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Dé�nition 1.20 (Contraintes actives). Soit g : Rn → R. Une contrainte d'inégalité
g(x) ≤ 0 est dite active (resp. inactive) en x∗ si g(x∗) = 0, (resp. g(x∗) < 0).

L'ensemble des indices des contraintes actives en x∗ sera généralement noté A(x∗).

Indépendance linéaire des contraintes

Soit le problème de minimiser f(x) sous les contraintes h(x) = 0 et g(x) ≤ 0. Soit
x∗ un point admissible, nous dirons que la condition d'indépendance linéaire des
contraintes est véri�ée en x∗ si les gradients des contraintes d'égalité et les gradients
des contraintes d'inégalité actives en x∗ sont linéairement indépendants.

Par abus de langage, nous dirons parfois simplement que les contraintes sont linéai-
rement indépendantes.

Directions admissibles

Soit le problème général d'optimisation et x ∈ Rn un point admissible. Un vecteur
d ∈ Rn sera dit admissible en x s'il existe η > 0 tel que x+ αd soit admissible pour
tout 0 < α ≤ η.

Proposition 1.3 (Directions admissibles : cas linéaire). Soit X = {Ax = b et x ≥ 0}
et x∗ un point admissible. Un vecteur d est admissible à X en x∗ si et seulement si

1. Ad = 0,

2. di ≥ 0 si x∗i = 0.

1.3 Résultats d'existence et d'unicité

Théorème 1.3 (Théorème deWeierstrass). Soit f une fonction s.c.i. sur un domaine
compact S alors il existe x∗ ∈ S une solution du problème (P ).

Dans le cas où l'ensemble S n'est pas borné, le corollaire suivant nous donne un
résultat d'existence en imposant une hypothèse de coercivité à la fonction f .
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Corollaire 1.3.1 (Existence). Soit f une fonction dé�nie sur une partie fermée S
de Rn. Si f est coercive et s.c.i sur S alors elle admet au moins un minimum, c'est
à dire il existe x∗ ∈ S tel que f(x∗) ≤ f(x) pour tout x ∈ S.

Toutefois, ce théorème n'assure pas l'unicité de la solution. Pour cela énonçons le
théorème suivant

Théorème 1.4 (Unicité). Soit S un ensemble convexe et soit f : S → R une fonction
strictement convexe. Alors le problème (P ) admet au plus une solution.

Maintenant, pour terminer. Donnons un théorème d'existence et d'unicité.

Théorème 1.5. Soit f une fonction de classe C 1 de Rn dans R. On suppose qu'il
existe α > 0 tel que

∀x, y ∈ Rn 〈∇f(x)−∇f(y), x− y〉 ≥ α‖x− y‖2.

Alors f est fortement convexe (donc strictement convexe) et coercive, en particulier
le problème (P ) admet une solution unique.

1.4 Conditions d'optimalité

Nous supposons dans cette section que la fonction f est su�samment di�érentiable.
Nous commençons par donner des conditions nécessaires de premier et second ordre
dans le cas avec et sans contraintes. Pour pouvoir donner des conditions su�santes
d'optimalité dans le cas général on doit faire appel à la dérivée seconde de la fonction
f .

Théorème 1.6 (Conditions nécessaires de premier ordre). Soit S une partie de Rn

et f : S → R une fonction de classe C 1 sur un voisinage de S. Si x̂ est un minimum
local de f alors

〈∇f(x̂), d〉 ≥ 0 pour tout d ∈ RS(x̂) (1.3)

où RS(x̂) est le cône des directions admissibles à S en x̂.
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Si l'ensemble S est convexe alors la relation (1.3) devient

〈∇f(x̂), x− x̂〉 ≥ 0 pour tout x ∈ S. (1.4)

Dans le cas où l'ensemble S est un ouvert de Rn (S = Rn par exemple) la condi-
tion (1.3) s'écrit

∇f(x̂) = 0.

Théorème 1.7 (Conditions nécessaires de second ordre). Soit S un ouvert de Rn et
f : S → R une fonction de classe C 2. Si x̂ ∈ S est un minimum local de f sur S
alors ∇f(x̂) = 0 et la matrice ∇2f(x̂) est semi-dé�nie positive, c'est à dire〈

d,∇2f(x̂)d
〉
≥ 0 pour tout d ∈ Rn.

Nous énonçons à présent des conditions su�santes pour qu'un point x̂ soit un mini-
mum local dans le cas sans contraintes pour une fonction f su�samment régulière.

Théorème 1.8 (Conditions su�santes). Soit f une fonction dé�nie sur Rn de classe
C 1 et deux fois di�érentiable en x̂. Si ∇f(x̂) = 0 et ∇2f(x̂) est dé�nie positive alors
le point x̂ est un minimum local strict.
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Chapitre 2

Application des fonctions

approximantes

2.1 Application en programmation linéaire (PL)

La programmation linéaire est un domaine de l'optimisation où la fonction objectif
est linéaire et les contraintes sont a�nes. Un problème de programmation linéaire
peut être écrit sous di�érentes formes équivalentes, la plus utilisée en pratique est la
forme standard 

min 〈c, x〉 ,
Ax = b,
x ≥ 0.

(PL)

où c, x ∈ Rn, b ∈ Rm et A est une matrice m× n.

Le programme dual de (PL) est dé�ni comme suit


max 〈b, y〉 ,
ATy ≤ c,
y ∈ Rm.

(DL)
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Dans ce qui suit, on s'intéresse à la résolution du problème de programmation linéaire
min 〈c, x〉 ,
Ax = 0,
x ≥ 0.

La méthode de résolution base sur le même principe que celle de Karmarkar pour le
calcul de la direction de déscente, le pas de déplacement est calculé par la technique
des fonctions majorantes.

Karmarkar traite le problème linéaire sous la forme réduite suivante :
min 〈c, x〉 = 0,

Ax = 0,

x ∈ Sn = {x ∈ Rn
+, 〈e, x〉 = 1}.

Remarque 2.1. On peut ramener un programme linéaire général quelconque mis
sous la forme standard suivant :

min 〈c, x〉 = z∗,

Ax = b,

x ≥ 0,

(PL)

sous la forme réduite de Karmarkar.

Pour ce faire, Karmarkar utilise la transformation projective dé�nie par

Ta : Rn
+ → Sn+1

x 7→ y = Ta(x),

tel que

yi =


xi/ai

1+
n∑
i=1

xi
ai

si i = 1, . . . , n,

1−
n∑
i=1

yi, si i = n+ 1,

où a = (a1, a2, . . . , an)T est une solution strictement réalisable de (PL).
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Cette transformation nous permet d'associer à (PL) le programme linéaire suivant
min 〈c′, y〉 = 0,
A′y = 0,
y ∈ Sn+1 = {y ∈ Rn+1

+ , 〈en+1, y〉 = 1},

où

A′ = [ADa − b], et c′ =
[
Dac
−z∗

]
,

avec Da = diag(a) est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les
composantes du vecteur a.

Remarque 2.2. La transformation Ta est inversible et on a :

T−1
a (y) = x =

Day[n]

yn+1

, avec y[n] = [y1 y2 . . . y(n)]T

Présentation du problème :

A ce stade de la procédure, on adopte les conventions suivantes : Le vecteur
e = [1, . . . , 1]T ∈ Rn, étant donné un vecteur x ∈ Rn, X est la matrice diagonale
dont les éléments diagonaux sont les composantes de x.

L'algorithme de Karmarkar s'applique au problème suivant

Trouver x̄ tel que x̄ ≥ 0, x̄ 6= 0, Ax̄ = 0 et 〈c, x̄〉 = 0, (Ka)

où c ∈ Rn et A est une matrice m× n de plein rang.

Les hypothèses suivantes sont assumées :

1. Ax = 0 et x ≥ 0 =⇒ 〈c, x〉 ≥ 0.

2. On connait un point x̂ > 0 tel que Ax̂ = 0 et 〈c, x̂〉 > 0.

3. On sait que le problème (Ka) a des solutions.

On pose
C = {x : x ≥ 0, x 6= 0, Ax = 0}.
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Pour résoudre ce type de problème, plusieurs algorithmes de points intérieurs uti-
lisent l'une des deux fonctions auxiliaires appelée fonction potentielle multiplicative
et fonction potentielle logarithmique, dé�nie pour x ∈ C et x > 0 par

f(x) =
〈c, x〉n
n∏
i=1

xi

,

π(x) = ln(f(x)) = n ln(〈c, x〉)−
n∑
i=1

ln(xi).

La fonction f véri�e les propriétés suivantes

1. 0 < f(x) < +∞ si x > 0 et Ax = 0.

2. f(x) = +∞ si x appartient à la frontière relative de C sans être solution de
(Ka).

3. f(x) = 0 si x est solution de (Ka) ou si x = 0.

4. f(kx) = f(x) pour tout x ∈ C et tout k > 0.

Ainsi, le problème (Ka) consiste à trouver les solutions optimales de

0 = min
x

[f(x) : x ≥ 0, Ax = 0]. (Km)

2.1.1 Description de l'algorithme

Commençant par un point x̂ dans l'intérieur relatif de C connu, l'algorithme de
Karmarkar est une méthode de descente qui génère une suite de points tous contenus
dans l'intérieur relatif de C, en raison du caractère barrière de la fonction objectif f ,
d'où la dénomination de méthode de points intérieurs. Nous allons décrire le passage
de l'itéré x à l'itéré suivant x̃. On suppose que l'itéré x véri�e x > 0 et Ax = 0

Normalisation

On normalise x de manière à avoir 〈x, x〉 = n, par la relation

x =

√
n

〈x, x〉x.
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Direction de descente

On choisit la direction de descente de manière à ce que le nouvel itéré appartienne à
l'hyperplan passant par x et orthogonal à x, il suit alors une version normalisée du
problème (Km)

0 = min
y

[f(y) : y ≥ 0, Ay = 0, 〈x, y〉 = n]. (Kx)

On a x est une solution réalisable de ce problème. Il est facile de voir que l'on a

f(y)

f(x)
= g(z) avec z = X−1y, g(z) =

〈b, z〉n∏n
i=1 zi

et b =
1

〈c, x〉Xc.

Les conditions Ay = 0 et 〈x, y〉 = n se transposent en AXz = 0 et 〈e, z〉 = n. Posons
B = AX. On associe à (Kx) le problème auxiliaire suivant

0 = min
z

[g(z) : z ≥ 0, Bz = 0, 〈e, z〉 = n]. (Kz)

e est une solution réalisable de ce problème et on a g(e) = 〈b, e〉 = 1. Il est facile de
voir que la matrice [AT x] est de rang m+ 1, il en est de même de la matrice [BT e].
L'obtention d'une direction de descente de Newton au point e pour le problème (Kz)
s'obtient en résolvant le problème quadratique

min
δ

[
1

2

〈
∇2g(e)δ, δ

〉
+ 〈∇g(e), δ〉 : Bδ = 0, 〈e, δ〉 = 0].

Pour cela, introduisons la matrice

P = I − [BT e]

[[
B
eT

]
[BT e]

]−1 [
B
eT

]

qui correspond à la matrice de projection sur le sous espace linéaire

{z : Bz = 0, 〈e, z〉 = 0}.

On a P 2 = P = P T , PBT = 0 et Pe = 0. Il est facile de voir que l'on a

P∇g(e) = Pb et P∇2g(e)P = I + n(n− 1)PbbTP.

Le problème quadratique est équivalent au problème
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min
δ

[
1

2

〈
∇2g(e)δ, δ

〉
+ 〈∇g(e), δ〉 : δ = Pδ],

dont la solution optimale est colinéaire à d = −Pb = −P∇g(e). La direction d
coïncide donc avec la direction donnée par le gradient projeté. Nous nous intéressons
maintenant à quelques propriétés de d. Tout d'abord on a,

〈d, e〉 = −〈Pb, e〉 = −〈b, Pe〉 = 0.

On observe ensuite que l'on a d'une part{
z :

〈e, z〉 = n
||z − e||2 ≤ n

n−1

}
⊂
{
z :
〈e, z〉 = n
z ≥ 0

}
⊂
{
z :

〈e, z〉 = n
||z − e||2 ≤ n(n− 1)

}
,

et d'autre part

−1 = min
z

[〈b, z − e〉 : z ≥ 0, Bz = 0, 〈e, z〉 = n],

et, puisque P (e− z) = e− z,

〈b, z − e〉 = 〈Pb, z − e〉 .

On obtient

‖Pb‖
√

n

n− 1
≤ 1 ≤ ‖Pb‖

√
n(n− 1).

Donc en résumé,
−〈d, b〉 = −‖d‖2 = −‖Pb‖2, 〈d, e〉 = 0,

et
1

n(n− 1)
≤ ‖d‖2 ≤ n− 1

n
.

Dans ce qui suit, on dénote par d̄ et σ la moyenne et l'écart type du n-uple (d1, . . . , dn).
On a

d̄ =
1

n

n∑
i=1

di = 0 et
1

n2(n− 1)
≤ σ2 =

‖d‖2

n
− ‖d̄‖2 ≤ n− 1

n2
.
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Calcul du pas de déplacement par la technique des fonctions majorantes :

Elle consiste à obtenir une valeur t > 0 telle que l'on ait e + td > 0 et qui donne
une décroissance signi�cative de µ0(t) = g(e+ td) ou de façon équivalente de θ0(t) =
ln(g(e + td)). Puisque l'équation θ′0(t) = 0 ne peut pas être résolue explicitement, il
est normal de penser à des méthodes itératives de résolution, on peut aussi appliquer
à θ0 une méthode de type Armijo-Golstein-Price. Dans les deux cas, cela nécessite
plusieurs évaluations de la fonction θ0 et de sa dérivée, ce qui est coûteux. Notre
démarche consiste à minimiser une majorante θ de la fonction θ0 dont on peut obtenir
le minimum de façon explicite. Rappelons que l'on a

θ0(t) = n ln(1− t‖d‖2)−
n∑
i=1

ln(1 + tdi)

= n ln(1− tnσ2)−
n∑
i=1

ln(1 + tdi),

il est clair que θ0(0) = 0.
En raison du théorème [10] on a

n∑
i=1

ln(1 + tdi) ≥ (n− 1) ln(1 +
σt√
n− 1

) + ln(1− σt
√
n− 1),

et donc

θ0(t) ≤ θ(t) = n ln(1− ntσ2)− (n− 1) ln(1 +
σt√
n− 1

)− ln(1− σt
√
n− 1).

On a

θ′(t) =
n2σ2

1− ntσ2
− (n− 1)σ√

n− 1 + σt
+

σ
√
n− 1

1− σt
√
n− 1

.

On en déduit que la fonction θ atteint son minimum au point

t̄ =
n
√
n− 1√

n− 1 + n(n− 2)σ
.

On prend pour nouvel itéré

x̃ = X(e+ t̄d) = x+ t̄Xd.

Par construction on a x̃ > 0 et Ax̃ = 0.
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La décroissance :

En remplaçant t̄ par sa valeur on obtient

1− nt̄σ2 =

√
n− 1 + n(n− 2)σ − n2σ2

√
n− 1√

n− 1 + n(n− 2)σ
,

1 +
σt̄√
n− 1

=

√
n− 1 + n(n− 1)σ√
n− 1 + n(n− 2)σ

,

1− σt̄
√
n− 1 =

√
n− 1− nσ√

n− 1 + n(n− 2)σ
.

D'où

θ(t̄) = (n−1) ln

(√
n− 1 + n(n− 2)σ − n2σ2

√
n− 1√

n− 1 + n(n− 1)σ

)
+ln

(√
n− 1 + n(n− 2)σ − n2σ2

√
n− 1√

n− 1− nσ

)
.

Finalement on a

θ(t̄) = (n− 1) ln

(
1− nσ√

n− 1

)
+ ln(1 + nσ

√
n− 1).

La quantité θ(t̄)− θ(0) = θ(t̄) dépend de σ.

Puisque l'on a
1

n
√
n− 1

≤ σ ≤
√
n− 1

n
,

il est utile de poser
u = nσ

√
n− 1,

on a alors 1 ≤ u ≤ n− 1 et

θ(t̄) = (n− 1) ln

(
1− u

n− 1

)
+ ln(1 + u) = ξ(u).

La fonction ξ est concave et donc

ξ(u) ≤ ξ(1) + (u− 1)ξ′(1) = (n− 1) ln

(
1− 1

n− 1

)
+ ln(2)− n(u− 1)

2(n− 2)
.

On en déduit que dans le pire des cas (celui où u = 1) on a

f(x̃) ≤ 2

e
f(x) = 0, 735f(x).

La décroissance est bien supérieure en général.
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La convergence de l'algorithme :

lemme 2.1. A la kème itération on a :

f(xk) < 0.735kf(x0).

Donc f(xk) converge linéairement vers 0. On en déduit que toute valeur d'adhérence
de la suite {xk} est solution du problème (Ka).

Description de l'algorithme

Algorithme 1 : Algorithme de Karmarkar via la fonction majorante
Données : A, c, ε > 0 est une précision donnée,
Résultat : x∗

Initilisation : On part de x > 0 tel que Ax = 0.
1 tant que cTx ≥ ε faire
2 Normalisation :

x =

√
n

〈x, x〉x.

3 Direction de descente : On prend b et B comme suit

b =
1

〈c, x〉Xc, B = AX.

4 On détermine d projection de b sur le sous espace linéaire

{z : Bz = 0, 〈e, z〉 = 0}.

5 Finalement la direction de descente est

δ = −Xd.

6 On calcule le pas :

t̄ =
n
√
n− 1√

n− 1 + n(n− 2)σ
, où σ =

‖d‖√
n
.

7 Le nouvel itéré est x = x+ t̄δ.

8 x∗ = x.
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2.1.2 Simulations numériques

On fait une études comparatives dont la quelle le pas de déplacement soit �xe ou
calculé par la technique des fonctions majorantes.
Dans les tableaux suivants, on note par
TFM : calcul du pas de déplacement par la technique des fonctions majorantes.
pas �xe : le pas de déplacement est �xé.

Exemples de tailles �xes :

Exemple 2.1.

A =

[
1 2 0 2

3 4 −1 −6

]
, b =

[
2

3

]
et c =

[
0 1 2 0

]T
.

La valeur optimale z∗ = 0.
La solution optimale exacte est : x∗ =

[
1.5 0 0 0.25

]T
.

La solution optimale avec le pas =0.5 est
x∗ =

[
1.499705 0.000186 0.000093 0.249961

]T
.

La solution optimale avec TFM est
x∗ =

[
1.495181 0.003057 0.001655 0.249353

]T
.

Exemple 2.2.

A =

 2 1 0 −1 0 0

0 0 1 0 1 −1

1 1 1 1 1 1

 , b =

 0

0

1

 et c =
[

3 −1 1 0 0 0
]T
.

La valeur optimale z∗ = −0.5.
La solution optimale exacte est x∗ =

[
0 0.5 0 0.5 0 0

]T
.

La solution optimale avec le pas =0.5 est
x∗ =

[
0.000031 0.499618 0.000090 0.499681 0.000245 0.000335

]T
.
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La solution optimale avec TFM est
x∗ =

[
0.000831 0.489945 0.002367 0.491607 0.006441 0.008809

]T
.

Exemple 2.3.

A =


−1 1 1 −1 1 0 0

0 2 −3 2 0 1 0

−3 2 1 0 0 0 1

3 5 4 0.5 0 0 0

 , b =


1

2

0

2

 et c =
[

1 1 0 0 1 1 −2
]T
.

La valeur optimale z∗ = 0.
La solution optimale exacte est x∗ =

[
0.5 0 0 1 2.5 0 1.5

]T
.

La solution optimale avec le pas =0.5 est
x∗ =

[
0.5000 0.000026 0.000026 0.999322 2.499306 0.001383 1.5000

]T
.

La solution optimale avec TFM est
x∗ =

[
0.5000 0.000006 0.000006 0.999852 2.499848 0.000302 1.5000

]T
.

Exemple 2.4.

A =


0 1 2 −1 1 1 0 0 0

1 2 3 4 −1 0 1 0 0

−1 0 −2 1 2 0 0 1 0

1 2 0 −1 −2 0 0 0 1

1 3 4 2 1 0 0 0 0

 , b =


1

2

3

2

1

 et c =
[

1 0 −2 1 1 0 0 0 0
]T
.

La valeur optimale z∗ = −0.5.
La solution optimale exacte est x∗ =

[
0 0 0.25 0 0 0.5 1.25 3.5 2

]T
.

La solution optimale avec le pas =0.5 est
x∗ =

[
0.000124 0.000124 0.249799 0.000093 0.000124 0.500 1.249985 3.49938 1.999969

]T
.

La solution optimale avec TFM est
x∗ =

[
0.000029 0.000029 0.249954 0.000021 0.000029 0.500 1.249996 3.499857 1.999993

]T
.
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Table 2.1: Tests numériques des exemples de tailles �xes

TFM pas �xe=0.5

Exemple Objectif itér Temps(s) Objectif itér Temps(s)

2.1 0.0063667 10 0.03 0.000372 16 0.01

2.2 -0.48508 15 0.01 -0.499434 20 0.01

2.3 0.000151 18 0.01 0.000691 21 0.01

2.4 -0.499828 17 0.03 -0.466256 22 0.03

Exemple de tailles variables :

Exemple 2.5. Considérons les problèmes linéaires suivants
min cTx,

Ax = b,

x ≥ 0.

A[i, j] =

{
1 si j = i ou j = i+m,

0 sinon.

c[i] = −1, c[i+m] = 0, b[i] = 2 , pour i = 1,. . . ,m.

La valeur optimale z∗ = −2m.

Solution optimale x∗i =

{
2, si i=1,. . . ,m.
0, si i=m+1,. . . ,2m.
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Table 2.2: Tests numériques de l'exemple 2.5

TFM pas �xe=0.5

Taille Objectif itér Temps(s) Objectif itér Temps(s)

5 -9.994930 3 0.05 -9.998961 28 0.02

10 -19.994561 6 0.06 -19.998186 41 0.05

25 -49.99432 13 0.14 -49.995149 65 0.21

50 -99.970680 14 0.38 -99.990118 92 1.81

75 -149.936459 15 0.76 -149.985448 113 4.89

2.2 Application en SDP

Les problèmes semi-dé�nis, notés SDP, sont des problèmes d'optimisation, le mot
SDP vient du mot anglais Semi-De�nite Problem. Où les variables de décision sont
des matrices semi-dé�nies positives. Le critère à minimiser est linéaire et les contraintes
sont a�nes, ainsi on peut présenter un problème SDP comme suit :


min [〈C,X〉 = trace(CX)] ,
〈Ai, X〉 = bi, i = 1, . . . ,m,
X ∈ S+

n (R),
(SDP)

où C, Ai ∈ Sn(R), b = (b1, . . . , bm)T ∈ Rm.

Remarque 2.3. Si C est non symétrique, on peut ramener tout problème d'optimi-
sation à un problème SDP en posant C par 1

2
(C + CT ) de même pour les Ai. Tout

programme linéaire peut se ramener facilement à un problème SDP.

Dé�nition 2.1. Une matrice X ∈ Sn est dite réalisable (resp. strictement réalisable)
pour (SDP ) si 〈Ai, X〉 = bi, i = 1, . . . ,m, X ∈ S+

n (resp. 〈Ai, X〉 = bi, i = 1, . . . ,m

et X ∈ S++
n ).

Dé�nition 2.2. La valeur optimale primale de (SDP ) est dé�nie par

p∗ = inf{〈C,X〉 , X ∈ S+
n et 〈Ai, X〉 = bi, i = 1, . . . ,m}.
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X est une solution optimale primale de (SDP ) si

X est réalisable et <C,X>= p∗.

2.2.1 Problème dual

La méthode la plus simple pour obtenir le problème dual de (SDP ), est d'utiliser la
fonction Lagrangienne q : Rm → R̄

q(y) = inf
X∈S+

n

[
〈C,X〉+

m∑
i=1

(bi − 〈Ai, X〉)yi
]
,

donc

q(y) =


m∑
i=1

biyi si C −
m∑
i=1

yiAi ∈ S+
n ,

−∞ sinon.

D'où par convention le dual du problème (SDP ) est un problème SDP dé�ni par :
max bTy,

C −
m∑
i=1

yiAi ∈ S+
n ,

y ∈ Rm.

2.2.2 Méthode de points intérieurs pour résoudre (SDP)

Dans la littérature, on retrouve bien évidemment des méthodes qui sont les plus
utilisées et les plus e�caces pour la résolution du problème (SDP ) parmi eux on cite
les méthodes de points intérieurs, ces dernières sont classi�ées en catégories comme
suit

1. Les méthodes a�nes.

2. Les méthodes de réduction de potentiel.

3. Les méthodes de trajectoire centrale.

4. Méthode barrière logarithmique.

L'importance de ces méthodes vient du fait qu'elles génèrent des itérés successifs qui
se situent à l'intérieur relatif du domaine réalisable convergeant vers une solution
optimale.

37



2.2.3 Méthode barrière logarithmique via les fonctions ap-

proximantes

Le but de ce paragraphe est d'utiliser l'approche de barrière logarithmique pour la
résolution des problèmes (SDP ). Nous utilisons la méthode de Newton pour traiter
les équations perturbées associées pour obtenir une direction de descente. Pour le
calcul du pas de déplacement, on propose une nouvelle variante basée sur la technique
des fonctions approximantes, nous considérons le problème de programmation semi-
dé�nie suivant


min bTx,
m∑
i=1

xiAi − C ∈ S+
n ,

x ∈ Rm.

(2.1)

Le problème (2.1) est le dual du problème suivant
max〈C, Y 〉,
〈Ai, Y 〉 = bi,∀i = 1, . . . ,m,
Y ∈ S+

n .
(2.2)

Le problème (2.1) est approximé par le problème (SDP )η suivant

{
min fη(x),
x ∈ Rm.

(SDP )η

avec η > 0 un paramètre de pénalisation, et f : Rm →]−∞,+∞] la fonction barrière
dé�nie par

fη(x) =

 bTx+ nη ln η − η ln

[
det

(
m∑
i=1

xiAi − C
)]

si x ∈ X̂,
+∞ sinon.

avec

X =

{
x ∈ Rm :

m∑
i=1

xiAi − C ∈ S+
n

}
, l'ensemble des solutions réalisables de (2.1).

X̂ =

{
x ∈ Rm :

m∑
i=1

xiAi − C ∈ S++
n

}
, l'ensemble des solutions strictement

réalisables de (2.1).
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La fonction fη est deux fois continûment di�érentiables sur X̂. Plus précisément,
pour tout x ∈ X̂ on a

1. ∇fη(x) = b− ηb(x),

2. ∇2fη(x) = η∆(x),

3. La matrice ∆(x) est dé�nie positive,

où b(x) est un vecteur de Rm et ∆(x) est une matrice symétrique de taille m, dé�ni
comme suit

bi(x) = trace(Âi(x)) = trace(AiB(x)−1),

∆ij(x) = trace(B(x)−1AiB(x)−1Aj) = trace(Âi(x)Âj(x)),

B(x) =
m∑
i=1

xiAi − C = L(x)LT (x),

Âi(x) = [L(x)]−1Ai[L
T (x)]−1.

comme fη est strictement convexe, (SDP )η a au plus une solution optimale.

Intéressons nous maintenant au calcul de la direction de Newton d en x ∈ X̂, pour
cela il faut trouver la solution du système linéaire donnée par

∇2fη(x)d = −∇fη(x),

ce système est équivalent au système suivant

∆(x)d = b(x)− 1

η
b. (∗)

Soit d la solution de l'équation (∗), passons maintenant au calcul du pas de déplace-
ment t̄ (t̄ est strictement positif) qui donne une décroissance signi�cative à la fonction
G tel que

G(t) =
1

η
[fη(x+ td)− fη(x)] , x+ td ∈ X̂,

qu'on peut écrire

G(t) = t
1

η
bTd− ln det(B(x+ td)) + ln det(B(x)).

lemme 2.2. Soit t̂ = sup{t : 1 + λit > 0, i = 1, . . . , n}
pour tout t ∈ [0, t̂[, la fonction G(t) est bien dé�nie

G(t) =
n∑
i=1

[
(λi − λ2

i )t− ln(1 + λit)
]
,
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avec λi les valeurs propres de E = L−1H(L−1)T sachant que

H =
m∑
i=1

diAi et LLT = B(x) =
m∑
i=1

xiAi − C.

2.2.4 Calcul du pas de déplacement par des fonctions mino-

rantes

Avant de donner un aperçu général sur le formalisme des fonctions minorantes, nous
rappellens d'abord que le calcul du pas de déplacement dans les recherches linéaires
impose une di�culté au niveau de la dé�nition de f entraine un coût très élevé dans
les procédures classiques de la recherche linéaire. Dans notre approche, au lieu de
minimiser f le long de la direction de descente d au point courant x, on va minimiser
une nouvelle fonction minorante note Ĝ telle que

Ĝ(t) ≤ G(t), pour tout t > 0,

avec
G(0) = Ĝ(0) = 0, G′(0) = Ĝ′(0) < 0.

On choisi Ĝ su�samment proche de G de telle manière que le calcul de t̄ soit facile,
pour donner à chaque itération une décroissance signi�cative à f . On commence par
proposer des fonctions Ĝ pour les quelles la solution optimale est obtenue explicite-
ment.

Première fonction minorante

L'approximation doit être simple et su�samment proche de G, dans notre cas on
exige

Ĝ(0) = 0,−Ĝ′(0) = Ĝ′′(0) = ‖λ‖2,

pour tout xi = 1 + tλi i = 1, . . . ,m, on a x̄ = 1 + tλ̄ et σx = tσλ, en appliquant les
inégalités [10], on obtient

n∑
i=1

ln(1 + λit) ≤ (n− 1) ln(1 + β1t) + ln(1 + γ1t),
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avec
β1 = λ̄− σλ√

n− 1
et γ1 = λ̄+ σλ

√
n− 1.

Alors

nλ̄t− ‖λ‖2t−
n∑
i=1

ln(1 + λit) ≥ nλ̄t− ‖λ‖2t− (n− 1) ln(1 + β1t)− ln(1 + γ1t),

pour tout t ∈ [0, t̂1[ avec

t̂1 =

{ − 1
β1

si β1 < 0,

+∞ sinon,

on peut dé�nir la fonction minorante suivante

Ĝ1(t) = δ1t− (n− 1) ln(1 + β1t)− ln(1 + γ1t),

avec
δ1 = nλ̄− ‖λ‖2.

Ĝ1 véri�e les propriétés suivantes

� Ĝ1(0) = 0,

� Ĝ′′1(0) = −Ĝ′1(0) = trace(E2),

� Ĝ1(t) < 0,∀t ∈ [0, t̂1[,

� Ĝ1 est strictement convexe.

Puisque Ĝ1 est strictement convexe alors elle admet un minimum unique sur [0, t̂1[,
que l'on trouve en résolvant l'équation Ĝ′1(t) = 0.

Pour cela, chercher les racines t, revient à résoudre une équation de deuxième degré
de la forme

t2 + bt+ c = 0,

avec

b =

(
1

β1

+
1

γ1

− n

δ1

)
et c =

−‖λ‖2

β1γ1δ1

.

On obtient les deux racines t̄11, t̄12, et on prend la racine positive.
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Deuxième fonction minorante

On peut également penser à d'autres fonctions plus simples que Ĝ1, qu'impliquent
un seul logarithme. Pour cela, nous considérons les fonctions du type suivant

Ĝ(t) = δ̂t− γ̂ ln(1 + β̂t), t ∈ [0, t̂[.

Cette fonction est bien dé�nie sur t ∈ [0, t̂[, avec

t̂1 = sup(t : 1 + tβ̂ > 0).

Alors, on a la fonction de minoration suivante

Ĝ2(t) ≤ G(t) pour tout t ∈ [0, t̂1[,

tel que :
Ĝ2(t) = δ2t− γ2 ln(1 + β2t),

avec

β2 = λ̄− σλ√
n− 1

, γ2 =
‖λ‖2

β2
2

, et δ2 = γ2β2 − ‖λ‖2,

Ĝ2 véri�e les propriétés suivantes

� Ĝ2(0) = 0

� Ĝ′′2(0) = −Ĝ′2(0) = trace(E2)

� Ĝ2(t) < 0,∀t ∈ [0, t̂1[

� Ĝ2 est strictement convexe.

On a Ĝ2 est strictement convexe alors elle admet un minimum unique sur [0, t̂1[, que
l'on trouve en résolvant l'équation Ĝ′2(t) = 0 puis on obtient

t̄2 =
γ2

δ2

− 1

β2

.

Troisième fonction minorante

On cherche à obtenir une autre fonction minorante plus simple que les précédentes,
déduite de l'inégalité(

‖λ‖ −
n∑
i=1

λi

)
t− ln(1 + t‖λ‖) +

n∑
i=1

ln(1 + tλi) ≤ 0.
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On pose
Ĝ3(t) = δ3t− ln(1 + β3t),

avec
δ3 = −‖λ‖(‖λ‖ − 1) et β3 = ‖λ‖,

Ĝ3 véri�e les propriétés suivantes

� Ĝ3(0) = 0 Ĝ′′3(0) = −Ĝ′3(0) = trace(E2)

� Ĝ3(t) < 0

� Ĝ3 est convexe

On a Ĝ3 est convexe alors elle admet un minimum unique, que l'on trouve en résolvant
l'équation Ĝ′3(t) = 0 puis on obtient

t̄3 = −(‖λ‖ − 1)−1
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Description de l'algorithme

Algorithme 2 : Résolution d'un problème SDP par les fonctions mino-
rantes
Initilisation : ε > 0 est une précision donnée, et ρ > 0, σ ∈]0, 1[ sont des

paramètres, η > 0 paramètre de pénalisation, un point
x0 ∈ X̂ et k = 0

étape 1 : à l'itération k, on pose

B(xk) =
m∑
i=1

xkiAi − C et Lk tel que LkL
T
k = B(xk)

et calculer
Âki = [Lk]

−1Ai[L
T
k ]−1

bki = trace(Âki )

∆k
ij = trace(Âki Â

k
j )

H = η∆k

étape 2 : Résoudre le système linéaire Hd = ηbk − b et prendre la nouvelle
itération xk+1 = xk + t̄d, telle que t̄ est obtenue par l'utilisation
de la stratégie de pas de déplacement de Ĝi, i = 1, 2, 3.

1 si nη > ε ou |bTxk+1 − bTxk| > nρη alors
2 prendre k = k + 1, η = ση et aller en (1).
3 sinon

4 Stop xk est une solution approchée de notre problème.

à travers des simulations numériques sur le problème SDP on peut tester l'e�cacité
de notre approche (fonction minorante) relativement aux méthodes de la recherche
linéaire classique, pour cela on donne quelques exemples d'application. A noter que
les matrices C, Ai et le vecteur b correspondent ou problème (SDP ) tel que x0 est
le point de départ.
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Simulations numériques

Exemple 2.6.

C = diag(−5,−8,−8,−5)

Ak[i, j]
k=1,2,3

=


1 si i = j = k ou i = j = k + 1

−1 si i = k, j = k + 1 ou i = k + 1, j = k

0 sinon
A4 = diag(1, 1, 1, 1)

b = (1, 1, 1, 2)T

x0 = (1.5, 1.5, 1.5, 1.5)T

Exemple 2.7.

C = diag(−4,−2,−2, 0, 0, 0),

A1 = diag(1,−1, 1, 1, 0, 0),

A2 = diag(1, 1, 1, 0, 1, 0),

A3 = diag(2, 2, 1, 0, 0, 1),

b = (6, 2, 4)T ,

x0 = (0.5, 1, 1)T .

Exemple 2.8.

C = diag(−4,−5, 0, 0, 0),

A1 = diag(2, 1, 1, 0, 0),

A2 = diag(1, 2, 0, 1, 0),

A3 = diag(0, 1, 0, 0, 1),

b = (8, 7, 3)T

x0 = (−2,−1,−2)T .
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Exemple 2.9.

C = diag(−4,−5,−1,−3, 5,−8, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

A1 = diag(1, 0,−4, 3, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0),

A2 = diag(5, 3, 1, 0,−1, 3, 0, 1, 0, 0, 0, 0),

A3 = diag(4, 5, 3, 3, 4, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0),

A4 = diag(0,−1, 0, 2, 1,−5, 0, 0, 0, 1, 0, 0),

A5 = diag(−2, 1, 1, 1, 2, 2, 0, 0, 0, 0, 1, 0),

A6 = diag(2,−3, 2,−1, 4, 5, 0, 0, 0, 0, 0, 1),

b = (1, 4, 4, 5, 7, 5)T

x0 = ( 1
16
, 1

16
, 1, 1

16
, 1

8
, 1

16
)T .

Dans le tableau suivant, on note par

Méthode 1 : Calcul du pas de déplacement par la technique des fonctions minorantes.

m1 : Première fonction minorante.

m2 : Deuxième fonction minorante.

m3 : Troisième fonction minorante.

Méthode 2 : Calcul du pas de déplacement par la recherche linéaire classique (Wolfe)

Table 2.3: Tests numériques pour les exemples 2.6, 2.7, 2.8 et 2.9 par les fonctions
minorantes

Méthode 1 Méthode 2
m1 m2 m3

exemple itér temp(s) itér temp(s) itér temp(s) itér temp(s)

2.6 3 0.012 3 0.014 4 0.19 5 0.25

2.7 1 0.0016 1 0.0022 2 0.0065 7 0.36

2.8 1 0.0027 1 0.0056 3 0.081 10 0.87

2.9 1 0.0037 1 0.0078 1 0.0081 10 0.87
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2.2.5 Calcul du pas de déplacement via des fonctions majo-

rantes

Cette technique est basée sur la majoration de la fonction de recherche linéaire G,
tout en conservant les même propriétés de cette dernière. L'avantage dans ce cas
est la détermination du pas de déplacement soit facile et donnée explicitement, en
utilisant la fonction majorante G̃ de G, notons que l'utilisation de l'approximation
majorante est mieux adaptée que l'approximation minorante et elle est intéressante
car le domaine de dé�nition de G̃ est inclus de la domaine de dé�nition de G et la
décroissance de G̃ nous assure la décroissance de G.

Dans notre cas on exige

G̃(0) = 0,−G̃′(0) = G̃′′(0) = ‖λ‖2.

Première fonction majorante

Dans ce paragraphe, on dé�nit la première fonction majorante qui semble apparaître
simple et su�samment proche de G, à l'aide de l'application du théorème [10]. Par-
tons de ce théorème on obtient

−
n∑
i=1

ln(1 + λit) ≤ −(n− 1) ln(1 + β1t)− ln(1 + γ1t),

avec
β1 = λ̄+

σλ√
n− 1

et γ1 = λ̄− σλ
√
n− 1,

alors

nλ̄t− ‖λ‖2t−
n∑
i=1

ln(1 + λit) ≤ nλ̄t− ‖λ‖2t− (n− 1) ln(1 + β1t)− ln(1 + γ1t),

pour tout t ∈ [0, t̂1[ avec

t̂1 =

{ − 1
γ1

si γ1 < 0,

+∞ sinon.

Par conséquent, on aura la majoration suivante

G̃1(t) = δ1t− (n− 1) ln(1 + β1t)− ln(1 + γ1t),
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tel que
δ1 = nλ̄− ‖λ‖2.

On à G̃1 est strictement convexe, alors elle admet un minimum unique sur [0, t̂1[, que
l'on trouve en résolvant l'équation G̃′1(t) = 0.

Pour cela on cherche les racines de l'équation de deuxième degré

β1γ1δ1t
2 + [(β1 + γ1)δ1 − nβ1γ1]t+ [δ1 − (n− 1)β1 − γ1] = 0.

On obtient

t̃1i =
−1

2β1γ1δ1

[
(β1 + γ1)δ1 − nβ1γ1 ±

√
[(β1 + γ1)δ1 − nβ1γ1]2 + 4β1γ1δ1(β1 − γ1)

]
, i ∈ {1, 2},

On prend une seule des deux racines qui appartient à [0, t̂1[.

Deuxième fonction majorante

On considère la fonction suivante :

G̃2(t) = γ2t− δ2 ln(1 + β2t), t ∈ [0, t̂[, t̂2 = sup(t : 1 + β2t > 0),

tels que
β2 = λ̄− σλ

√
n− 1,

et

δ2 =
‖λ‖2

β2
2

, γ2 = δ2β2 − ‖λ‖2.

Puisque G̃2 est strictement convexe, alors elle admet un minimum unique sur [0, t̂2[,
que l'on trouve en résolvant l'équation G̃′2(t) = 0, puis on obtient

t̃2 =
δ2

γ2

− 1

β2

.

Troisième fonction majorante

Il est ainsi possible de dé�nir une nouvelle majoration plus simple par rapport à la
première, et qui contient un seul logarithme.
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L'idée consiste à utiliser l'inégalité

−
n∑
i=1

ln(1 + λit) ≤ (−‖λ‖ −
n∑
i=1

λi)t− ln(1− ‖λ‖t).

Alors
G(t) ≤ −‖λ‖(1 + ‖λ‖)t− ln(1− ‖λ‖t),

d'où
G̃3(t) = −‖λ‖(1 + ‖λ‖)t− ln(1− ‖λ‖t),

dé�nie sur [0, t̂3[ avec t̂3 = 1
‖λ‖ .

G̃3 véri�e les propriétés suivantes

� G̃3(0) = G(0) = 0 et G̃′3(0) = G′(0) = −‖λ‖3 < 0,

� G̃′′3(0) = G′′(0) = ‖λ‖3 > 0,

� G(t) ≤ G̃3(t),

� Ĝ3 est strictement convexe.

Puisque G̃3 est strictement convexe, alors elle admet un minimum unique, que l'on
trouve en résolvant l'équation Ĝ′3(t) = 0 puis on obtient

t̃3 =
−1

‖λ‖ − 1
.
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Description de l'algorithme

Algorithme 3 : Résolution d'un problème SDP par les fonctions majo-
rantes
Initilisation : ε > 0 est une précision donnée, et ρ > 0, σ ∈]0, 1[ sont des

paramètres, η > 0 paramètre de pénalisation, un point
x0 ∈ X̂ et k = 0,

étape 1 : à l'itération k on prend

B(xk) =
m∑
i=1

xkiAi − C et Lk tel que LkL
T
k = B(xk),

et calculer
Âki = L−1

k Ai[L
T
k ]−1,

bki = trace(Âki ),

∆k
ij = trace(Âki Â

k
j ),

H = η∆k.

étape 2 : Résoudre le système linéaire Hd = ηbk − b, et prendre la nouvelle
itération xk+1 = xk + t̄d, telle que t̄ est obtenu par l'utilisation de
la stratégie de pas de déplacement de Ĝi, i = 1, 2, 3.

1 si nη > ε ou |bTxk+1 − bTxk| > nρη alors
2 prendre k = k + 1, η = ση et aller en (1).
3 sinon

4 Stop xk est une solution approchée de notre problème.

Exemple 2.10 (Cube). dans ce cas n = 2m, C est une matrice diagonale de taille
n avec les éléments diagonaux sont égaux, b = (2, . . . , 2)T ∈ Rm et les matrices Ak,
k = 1, . . . ,m, sont données par

Ak[i, j] =



1 si i = j = k ou i = j = k +m,

a2 si i = j = k + 1 ou i = j = k +m+ 1,

−a si i = k, j = k + 1 ou i = k +m, j = k +m+ 1,

−a si i = k + 1, j = k ou i = k +m+ 1, j = k +m,

0 ailleurs.

Avec a est un réel donné.
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Dans tous les cas on prend

ρ = 1, σ = 0.125, η = 0.3, ε = 0.1.

Premier cas :
m = 50, a = 1, C = In, x0 = (3, . . . , 3,

3

2
)T .

Deuxième cas :
m = 50, a = 2, C = −In, x0 = (

3

2
, . . . ,

3

2
)T .

Troisième cas :
m = 50, a = 5, C = −2In, x0 = (0, . . . , 0)T .

Quatrième cas :
m = 50, a = 2, C = −2In, x0 = (0, . . . , 0)T .

Cinquième cas :

m = 50, a = 0, C = In, x0 = (
3

2
, . . . ,

3

2
)T .

Dans le tableau suivant, on note par

Méthode 1 : Calcul du pas de déplacement par la technique des fonctions majorantes.

M1 : Première fonction majorante.

M2 : Deuxième fonction majorante.

M3 : Troisième fonction majorante.

Méthode 2 : Calcul du pas de déplacement par la recherche linéaire classique (Wolfe)
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Table 2.4: Tests numériques (via fonctions majorantes) pour l'exemple 2.10

Méthode 1 Méthode 2
M1 M2 M3

exemple itér temp(s) itér temp(s) itér temp(s) itér temp(s)

1 24 376 24 380 32 820 div div

2 19 289 19 292 36 572 div div

3 9 120 9 130 14 288 div div

4 15 220 15 240 19 326 div div

5 3 38 4 38 6 60 div div
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Chapitre 3

Une variante de la méthode des

pénalités logarithmiques pour la

programmation convexe

Ce chapitre présente une variante des méthodes de pénalités logarithmiques pour la
programmation convexe. Si le calcul de la direction est obtenu de façon classique par
une méthode newtonienne, la détermination du pas de déplacement s'appuie sur une
technique dite de fonctions majorantes. Les tests numériques montrent l'e�cacité de
notre approche par rapport à la recherche linéaire classique.

3.1 Introduction

On s'intéresse au problème d'optimisation non linéaire

α = min [ f(x) : x ∈ D ] avec D = {x ∈ Rn : x ≥ 0, Ax = b }, (P )

où A est une matrice p×n et le vecteur b appartient à Rp. La matrice A et le vecteur
b sont donnés.
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Il existe de nombreuses méthodes de résolution pour ce problème basées sur des
extensions de l'algorithme de Kamarkar. Dans ce travail on propose une méthode
de pénalité logarithmique utilisant une nouvelle technique pour le calcul du pas de
déplacement

Dans tout ce que suite, on fait les hypothèses suivantes

1. f est convexe et deux fois di�érentiable sur D.

2. On connait x0 > 0 tel que Ax0 = b.

3. La matrice A est de plein rang.

4. L'ensemble des solutions optimales de (P ) est non vide et borné.

La dernière hypothèse est équivalente à dire que

{d ∈ Rn : f∞(d) ≤ 0, d ≥ 0, Ad = 0} = {0}

où f∞ désigne la fonction asymptotique de f .

Il résulte des conditions d'optimalité que x̄ est solution optimale de (P ) si et seule-
ment s'il existe ū ∈ Rp et v̄ ∈ Rn tels que

∇f(x̄) + AT ū = v̄ ≥ 0, Ax̄ = b, 〈v̄, x̄〉 = 0. (3.1)

3.2 La pénalisation

3.2.1 Le problème perturbé

La fonction γ : R2 → (−∞,+∞] dé�nie par

γ(r, t) =


r ln(r)− r ln(t) si t > 0 et r > 0,

0 si r = 0 et t ≥ 0,
+∞ ailleurs.

est convexe, sci et propre. On considère ensuite la fonction dé�nie sur R× Rn par

ϕ(r, x) =


f(x) +

∑n
i=1 γ(r, xi) si x ≥ 0, Ax = b,

+∞ sinon.
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Cette fonction est elle aussi convexe, sci et propre. En�n, on introduit la fonction h
dé�nie par

h(r) = inf
x

[ϕr(x) = ϕ(r, x) : x ∈ Rn]. (Pr)

La fonction h est convexe puisque ϕ est convexe. Par construction, (P0) n'est rien
d'autre que le problème (P ), et donc

α = h(0).

La fonction ϕr est convexe, sci et propre, sa fonction asymptotique est

[ϕr]∞(d) = lim
t→+∞

ϕr(x0 + td)− ϕr(x0)

t
.

On obtient

[ϕr]∞(d) =

{
f∞(d) si d ≥ 0, Ad = 0,
+∞ sinon.

Donc,

{d ∈ Rn : [ϕr]∞(d) ≤ 0} = {d ∈ Rn : f∞(d) ≤ 0, d ≥ 0, Ad = 0}.

On sait que cet ensemble est réduit à {0}. Le problème (Pr) admet donc des solutions
optimales. Lorsque r > 0, ϕr est fortement convexe, (Pr) admet donc une solution
unique que l'on notera xr ou x(r) si on veut étudier son comportement en fonction
de r.

3.2.2 Convergence

En raison des conditions nécessaires et su�santes d'optimalité, il existe ur = u(r) ∈
Rp tel que

∇f(xr)− rX−1
r e+ ATur = 0 (3.2)

Axr − b = 0. (3.3)

Notons que ur est dé�ni de façon unique en raison de l'hypothèse 3. En fait, le couple
(xr, ur) est solution de l'équation H(x, u) = 0 où

H(x, u) =

(
∇f(x)− rX−1e+ ATu

Ax− b

)
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En utilisant le théorème des fonctions implicites, on voit que les fonctions r 7→ x(r) =
xr et r 7→ u(r) = ur sont di�érentiables sur (0,∞) et on a(

∇2f(x(r)) + rX−2(r) AT

A 0

)(
x′(r)
u′(r)

)
=

(
X−1(r)e

0

)
. (3.4)

Il s'ensuit que la fonction h est di�érentiable sur (0,∞). Rappelons que

h(r) = nr ln(r) + f(x(r))− r
n∑
i=1

ln(xi(r)),

et donc

h′(r) = n+ n ln(r)−
n∑
i=1

ln(xi(r)) + 〈∇f(x(r))− rX−1(r)e, x′(r)〉.

Compte tenu de (3.2) et (3.4), on obtient

h′(r) = n+ n ln(r)−
n∑
i=1

ln(xi(r))− 〈ATu(r), x′(r)〉,

= n+ n ln(r)−
n∑
i=1

ln(xi(r))− 〈u(r), Ax′(r)〉,

= n+ n ln(r)−
n∑
i=1

ln(xi(r)).

Puisque x(r) ∈ D et h est convexe, on a

f(x(r)) ≥ α = h(0) ≥ h(r) + (0− r)h′(r) = f(x(r))− nr.

Donc
α ≤ f(x(r)) ≤ α + nr. (∗∗)

Intéressons nous maintenant à la trajectoire {x(r)} lorsque r → 0.

i) Cas où f est fortement convexe de coe�cient τ > 0. Alors (P ) a une solution
optimale unique x̄. On a

nr ≥ f(x(r))− f(x̄) ≥ 〈∇f(x̄), x(r)− x̄〉+
τ

2
‖x(r)− x̄‖2.
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Compte tenu de (3.1) on a

nr ≥ 〈v̄, x(r)〉+
τ

2
‖x(r)− x̄‖2 ≥ τ

2
‖x(r)− x̄‖2.

D'où

‖x(r)− x̄‖ ≤
√

2nr

τ
.

La convergence de x(r) vers la solution optimale unique est d'ordre 1/2.

2) L'étude, dans le cas où f est seulement convexe, est plus complexe. Notons tout
d'abord que, pour tout r ≤ 1,

x(r) ∈ {x : x ≥ 0, Ax = b, f(x) ≤ n+ α}.
Cet ensemble est convexe, fermé et non vide. Son cône asymptotique est

{d ∈ Rn : f∞(d) ≤ 0, d ≥ 0, Ad = 0} = {0}.
Et il est borné en raison de l'hypothèse 4. Il s'ensuit que toute valeur d'adhérence
de {x(r)} lorsque r → 0 est solution optimale de (P ).

3.2.3 Le principe de la méthode

Posons D̃ = {x ∈ Rn : x > 0, Ax = b }. Le principe général de la méthode est le
suivant : Soit (xk, rk) ∈ D̃ × (0,∞) l'itéré courant.

1. On fait une minimisation approchée du problème perturbé (Prk) qui donne un
point xk+1 tel que ϕ(rk, xk+1) < ϕ(rk, xk).

2. On prend rk+1 < rk.

On réitère jusqu'à ce que l'on obtienne une solution optimale approchée du problème
original satisfaisante.

3.3 Résolution du problème perturbé

Le problème perturbé est du type

min
x

[ϕ(r, x) ] = min
x

[ f(x) +
n∑
i=1

γ(r, xi) : x ≥ 0, Ax = b ]. (Pr)
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3.3.1 La direction de descente

En x ∈ D̃, la direction de descente de Newton d est donnée en résolvant le problème
d'optimisation convexe quadratique suivant

min
d

[ 〈∇ϕr(x), d〉+
1

2
〈∇2ϕr(x)d, d〉 : Ad = 0 ].

Il su�t de résoudre le système linéaire à n+ p équations(
∇2f(x) + rX−2 AT

A 0

)(
d
v

)
=

(
rX−1e−∇f(x)

0

)
. (SL)

Il est facile de voir que le système est inversible. On a

(dT , 0)

(
∇2f(x) + rX−2 AT

A 0

)(
d
v

)
= (dT , 0)

(
rX−1e−∇f(x)

0

)
.

On en déduit

〈∇2f(x)d, d〉+ 〈∇f(x), d〉 = r[ 〈X−1d, e〉 − ‖X−1d‖2 ]. (3.5)

Le système peut encore s'écrire(
X∇2f(x)X + rI XAT

AX 0

)(
X−1d
v

)
=

(
re−X∇f(x)

0

)
. (3.6)

La direction de descente étant ainsi obtenue, il s'agit maintenant de minimiser la
fonction d'une variable réelle

θ(t) =
1

r
[ϕr(x+ td)− ϕr(x) ] =

1

r
[f(x+ td)− f(x) ]−

n∑
i=1

ln(1 + tyi),

où y = X−1d. Cette fonction θ est convexe. On a

θ′(t) =
1

r
〈∇f(x+ td), d〉 −

n∑
i=1

yi
1 + tyi

,

θ′′(t) =
1

r
〈∇2f(x+ td)d, d〉+

n∑
i=1

y2
i

(1 + tyi)2
.

On déduit de (3.5) que l'on a θ′(0) + θ′′(0) = 0, ce qui est attendu puisque d est la
direction de descente de Newton.

58



3.3.2 Une fonction majorante

Il su�rait de résoudre l'équation θ′(t) = 0 pour trouver le minimum de θ(t). Dans le
cas où f est une fonction linéaire et donc ∇f(x+ td) est constant, cela reviendrait à
résoudre une équation polynomiale de degré n+ 1. On pourrait évidemment utiliser
une méthode itérative classique, les calculs deviennent lourds lorsque n est grand.
La méthode que nous proposons est basée sur l'utilisation d'une majorante θ1 de la
fonction θ. On utilise le résultat suivant.

Théorème 3.1. [10] Soient w1, w2, . . . , wn strictement positifs. Alors,

n∑
i=1

ln(wi) ≥ (n− 1) ln

(
w̄ +

σw√
n− 1

)
+ ln(w̄ − σw

√
n− 1)

où w̄ = 1
n

∑n
i=1 wi et σw =

√
1
n
‖w‖2 − w̄2 =

√
1
n

∑n
i=1(wi − w̄)2.

On pose

ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi, σy =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(yi − ȳ)2, wi = 1 + tyi.

Alors, w̄ = 1 + tȳ, σw = tσy et θ(t) ≤ θ1(t) où

θ1(t) =
f(x+ td)− f(x)

r
− (n− 1) ln(1 + tȳ +

tσy√
n− 1

)− ln(1 + tȳ − tσy
√
n− 1),

θ′1(t) =
〈∇f(x+ td), d〉

r
− (n− 1)ȳ + σy

√
n− 1

1 + tȳ + tσy√
n−1

− ȳ − σy
√
n− 1

1 + tȳ − tσy
√
n− 1

.

On remarque que l'on a

θ1(0) = θ(0) = 0 0 < θ′′(0) = θ′′1(0) = −θ′1(0) = −θ′(0).

La fonction θ1 est donc une bonne approximation de la fonction θ. Elle est strictement
convexe et donc atteint son minimum en un point unique. Il est clair que l'on a

min θ(t) ≤ min θ1(t).
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En choisissant pour pas de déplacement t tel que θ′1(t) = 0, on obtiendra une dé-
croissance signi�cative de la fonction θ.
En posant

α = ȳ +
σy√
n− 1

, β = ȳ − σy
√
n− 1. (3.7)

Le domaine de dé�nition de θ1 est (0, t̃) avec

t̃ = min{tmax,
−1

α
: α < 0,

−1

β
: β < 0}, tmax = min

{
−xi
di
, di < 0

}

qui est contenu dans celui de la fonction θ.

3.3.3 Minimisation d'une fonction auxiliaire

On s'intéresse maintenant à la minimisation de la fonction

ξ(t) = nδt− (n− 1) ln(1 + αt)− ln(1 + βt),

On a alors,

ξ′(t) = nδ − (n− 1)α

1 + αt
− β

1 + βt
,

ξ′′(t) =
(n− 1)α2

(1 + αt)2
+

β2

(1 + βt)2
,

ξ(0) = 0, ξ′(0) = n(δ − ȳ), ξ′′(0) = n(ȳ2 + σ2
y) = ‖y‖2.

On impose les conditions ξ′(0) < 0 et ξ′′(0) > 0. La fonction ξ est strictement
convexe sur son domaine. Elle atteint son minimum en un point unique t̄ > 0. t̄ est
l'unique racine de l'équation ξ′(t) = 0 qui appartient au domaine de dé�nition de ξ
qui coïncide avec celui de θ.
Les calculs montrent que t̄ est racine de l'équation

αβδt2 + t(δα + δβ − αβ) + δ − ȳ = 0. (3.8)

� Si α = 0, on a t̄ = ȳ−δ
δβ

.

� Si β = 0, on a t̄ = ȳ−δ
δα

.
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� Si δ = 0, on a t̄ = −ȳ
αβ
.

� Si αβδ 6= 0, t̄ est l'unique racine de l'équation du deuxième degré qui appartient
au domaine de dé�nition de ξ. Les deux racines sont

t− =
1

2

(
1

δ
− 1

α
− 1

β
−
√

∆

)
, t+ =

1

2

(
1

δ
− 1

α
− 1

β
+
√

∆

)
,

où

∆ =
1

α2
+

1

β2
+

1

δ2
− 2

αβ
+

(
2n− 4

n

)[
1

βδ
− 1

δα

]
.

3.3.4 Cas linéaire.

Il existe c ∈ Rn tel que f(x) = 〈c, x〉 pour tout x. La fonction θ1 coïncide avec la
fonction ξ étudiée ci-dessus où δ = (nr)−1〈c, d〉.

Le minimum de θ1 est atteint en t̄ racine de l'équation (3.8). Remarquons que la
condition θ′1(0) + θ′′1(0) = 0 implique

0 < θ′′1(0) = n(ȳ2 + σ2
y) = ‖y‖2 = −θ′1(0) = n(ȳ − δ).

On a alors
θ(t̄) ≤ θ1(t̄) < θ1(0) = θ(0).

On a obtenu une décroissance signi�cative de la fonction θ le long de la direction d.

3.3.5 Cas convexe

∇f(x+td) n'est plus constant et l'équation θ′1(t) = 0 ne se réduit plus à une équation
du second degré. On va chercher une autre majorante θ2 de θ.

Étant donné t̂ > 0, la convexité de f nous permet d'écrire

f(x+ td)− f(x)

r
≤ f(x+ t̂d)− f(x)

rt̂
t, pour tout t ∈]0, t̂] (3.9)

θ(t) ≤ θ1(t) ≤ f(x+ t̂d)− f(x)

rt̂
t− (n− 1) ln(1 + αt)− ln(1 + βt).
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On obtient ainsi une nouvelle fonction majorante θ2

θ2(t) = nδt− (n− 1)ln(1 + αt)− ln(1 + βt) où δ =
f(x+ t̂d)− f(x)

nrt̂
.

On a alors θ(t) ≤ θ1(t) ≤ θ2(t) pour tout t ∈]0, t̂]. Les domaines de dé�nition de
θ et θ1 coïncident. La valeur t̂ doit être choisie dans ce domaine. On se donne une
valeur t̂ > 0 appartenant au domaine de dé�nition de θ, donné par ]0, tmax[, où
tmax = min{−xi

di
: di < 0}.

1. Si 1 est dans , [0, tmax[, on prend t̂ = 1 :

sinon t̂ = Λ−tmax où 0 < Λ− < 1.

2. Calculer t̄.
si t̄ < t̂ on a obtenu une décroissance de θ2 et donc de θ.
sinon on augmente t̂ :
t̂ = Λ+t̂ où 1 < Λ+ < tmax

t̂
puis retourner en 2.

3.4 L'algorithme

On se donne deux seuils ε et r̂ strictement positifs.

1. On a un point x > 0 tel que Ax = b et r > 0.

2. On calcule la direction de descente d et y = X−1d au moyen de la relation (3.5)
ou (3.6).

3. Si ‖y‖ < ε on a une bonne approximation de h(r).

(a) Si r < r̂, STOP. on a une bonne approximation de la solution optimale.

(b) Si r ≥ r̂. On diminue r (r = ωr) avec 0 < ω < 1.

4. On calcule ȳ, σ, α et β.

5. Selon le cas linéaire ou non linéaire, on utilise la majoration θ1 ou θ2 pour
obtenir t̄ tel que θ(t̄) < θ(0). On fait x = x+ t̄d = X(e+ t̄y) et on retourne au
point 2.
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3.5 Simulations numériques

Dans les tableaux, la colonne itér indique le nombre d'itérations, la colonne temps
indique le temps d'exécution en secondes, la méthode 1 représente notre variante, la
méthode 2 est celle utilisant les recherches linéaires classiques (Armijo-Goldstein).

3.5.1 Fonction objectif convexe non linéaire

Considérons les deux problèmes non linéaires convexes suivants :

Exemple 3.1. f(x) = x2
1 + x2

2 − 3x1 − 5x2,

A =

[
1 2 1 0

3 1 0 1

]
, b =

[
4

7

]
.

La solution optimale exacte est : x∗ =
(
1, 3

2

)
, z∗ = −29

4
.

Exemple 3.2. f(x) = x2
1 + x2

2 − 2x1 − 4x2

A =

[
1 4 1 0

2 3 0 1

]
, b =

[
5

6

]
.

La solution optimale exacte est : x∗ =
(

13
17
, 18

17

)
, z∗ = −1104

272
.

Table 3.1: Tests numériques pour les exemples 3.1 et 3.2.

Méthode 1 Méthode 2

Exemple Objectif itér Temps(s) Objectif itér Temps(s)

1 -7.17 4 0.6 ×10−3 -7.18 4 0.01

2 -4.05 39 0.4 ×10−2 -4.05 39 0.01
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3.5.2 Problème à tailles variables

Cas linéaire

Exemple 3.3. Considérons les problèmes linéaires suivants :


min cTx,

Ax = b,

x ≥ 0.

A[i, j] =

{
1 si i = j ou j = i+m,

0 sinon

c[i] = −1, c[i+m] = 0, b[i] = 2 , pour i = 1,. . . ,m, avec n = 2m.
-La valeur optimale : z∗ = −2m.

-Solution optimale : x∗i =

{
2, si i=1,. . . ,m.
0, si i=m+1,. . . ,2m.

Table 3.2: Tests numériques pour l'exemple 3.3

Méthode 1 Méthode 2

Taille Objectif itér. Temps(s) Objectif itér. Temps(s)

5 -9.96 9 0.01×10−1 -9.79 9 0.18×10−1

10 -19.92 9 0.04×10−1 -19.87 11 0.19×10−1

25 -49.80 9 0.03 -49.67 11 0.49×10−1

50 -99.60 9 0.17 -99.35 11 0.22

100 -199.21 9 1.21 -199.60 13 1.79

150 -298.82 9 3.80 -299.41 13 5.96

200 -398.43 9 11.98 -399.21 13 18.47

250 -498.04 9 17.99 -499.02 13 26.57
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Cas non linéaire

Exemple 3.4 (problèmes d'Erikson [20]). On considère le problème convexe suivant
avec n = 2m 

min f(x) =
∑n

i=1 xi ln(xi
ai

)

Ax = b

x ≥ 0

où ai ∈ R+, bi ∈ R sont �xes et,

A[i, j] =

{
1 si i = j ou j = i+m,

0 sinon.

On va résoudre ce problème, en utilisant les deux méthodes (Méthode 1 et 2) pour
di�érentes valeurs de n, ai et bj.

1) (ai = 1, bj = 6)

Table 3.3: Tests numériques pour l'exemple 3.4 dans le cas (ai = 1, bj = 6)

Méthode 1 Méthode 2

Taille Objectif itér Temps(s) Objectif itér Temps(s)

10 32.95 3 0.004 32.95 4 0.018

50 164.79 4 0.025 164.79 6 0.082

100 329.58 5 0.076 329.58 12 0.230

1000 3295.83 13 44.130 3295.83 25 83.979

65



2) (ai = 2, bj = 4)

Table 3.4: Tests numériques pour l'exemple 3.4 dans le cas (ai = 2, bj = 4)

Méthode 1 Méthode 2

Taille Objectif itér Temps(s) Objectif itér Temps(s)

10 0.66×10−7 2 0.002 9.09×10−6 3 0.01

50 0.11×10−8 3 0.30×10−2 1.86×10−4 4 0.07

100 0.76×10−7 3 0.04 2.05×10−4 5 0.22

1000 2.44×10−7 6 20.26 1.03×10−4 11 38.83

Exemple 3.5. cas quadratique. On considère le problème quadratique suivant avec
n = m+ 2 

min f(x) = 1
2
〈x,Qx〉+ 〈c, x〉

Ax = b

x ≥ 0

où :,

Q[i, j] =


2 si i = j = 1 ou j = i = n,

4 si i = j et i 6= 1, n,

2 si j = i+ 1 ou j = i− 1,

0 ailleurs.

,

A[i, j] =


1 si j = i,

2 si j = i+ 1,

3 si j = i+ 2,

0 ailleurs.

et bi = 1, ci = 0.

On va applique l'algorithme précédent à cet exemple pour di�érentes valeurs de n,
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Table 3.5: Tests numériques pour l'exemple 3.5

Méthode 1 Méthode 2

Taille Objectif itér Temps(s) Objectif itér Temps(s)

4 0.285 9 0.007 0.285 14 0.019

50 5.372 7 0.021 5.374 14 0.053

100 10.927 7 0.080 10.930 14 0.188

500 55.372 7 13.800 55.374 14 29.815

Conclusion :
Les tests numériques e�ectués montrent que la technique des fonctions majorantes
que nous avons proposée conduit à une diminution très signi�cative du coût de calcul
et une amélioration du résultat.
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Chapitre 4

Application de la nouvelle variante

dans le cas quadratique

4.1 La programmation quadratique

La programmation quadratique est une branche d'optimisation non linéaire où la
fonction objective à minimiser est quadratique et les contraintes sont linéaires et/ou
quadratiques.

4.1.1 La programmation quadratique sans contraintes

Un problème de programmation quadratique sans contraintes peut s'écrire sous la
forme suivante :

{
min f(x) = 1

2
xTQx+ cTx,

x ∈ Rn

où Q est une matrice carrée symétrique d'ordre n, c est un vecteur de Rn et x ∈ Rn

est le vecteur inconnu à déterminer.

Et si la matrice hessienne H(x∗) est dé�nie positive alors la condition dite su�sante.
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Il existe plusieurs méthodes pour résoudre un programme quadratique sans contraintes,
nous citons, par exemple :

1. Les méthodes du gradient.

2. Les méthodes de directions conjuguées.

3. La méthode de Newton et ses variantes (sécante, quasi-Newton), . . . etc.

4.1.2 La programmation quadratique avec contraintes

Un problème de programmation quadratique avec contraintes linéaires s'écrit sous la
forme suivante

(PQ)


min f(x) = 1

2
xTQx+ cTx,

Ax = b,
x ≥ 0,

où Q est une matrice carrée symétrique d'ordre n, A est une matrice (m,n), de plein
rang, c est un vecteur de Rn et x ∈ Rn est le vecteur inconnu à déterminer.

Remarque 4.1. L'ensemble des contraintes D = {x ∈ Rn, Ax = b, x ≥ 0} est un
polyèdre convexe et fermé, (PQ) est convexe si et seulement si f est convexe.

Il existe plusieurs méthodes pour la résolution des problèmes quadratiques avec
contraintes linéaires. Parmi ces méthodes, on cite

1. La méthode du gradient projeté.

2. Le lagrangien augmenté.

3. La méthode d'UZAWA et les variantes de la méthode de Newton.

4. Les méthodes de points intérieurs.
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4.2 Méthode du gradient projeté via les fonctions

majorantes

L'idée de base consiste à projeter le gradient de la fonction objectif sur le noyau des
contraintes. La méthode du gradient projeté est essentiellement intéressante dans le
cas des contraintes linéaires, car dans ce cas, la projection est facile à calculer.

Le principe de la Méthode du gradient projeté

Soit le problème donné sous la forme
min f(x) = 1

2
xTQx+ cTx,

Ax = b,
x ≥ 0.

Soit x un point admissible, on cherche une direction de déplacement d qui permette de
diminuer su�samment la fonction f (qui rend (∇f(x)Td) minimal), tout en restant
dans l'ensemble des solutions, c'est à dire : Ad = 0.

Théorème 4.1. Si A est une matrice m×n de plein rang m ≤ n, la solution optimale
du problème : {

min ∇f(x)Ty,

Ay = 0.

où d est la projection de −∇f(x) sur

S = {y/Ay = 0}.

donnée par
d = −P∇f(x) = −(I − AT [AAT ]−1A)∇f(x)

P est appelée la matrice de projection sur S.

Si d 6= 0, on déterminera le pas t̄, et ce en utilisant la technique des fonctions
majorantes, le t̄ appartient à l'intervalle [0, tmax[ avec tmax = min{−xi

di
, di < 0}.

L'itéré suivant est alors sélectionné comme un point minimisant f(x + td) sur le
segment [0, tmax[.
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L'algorithme se poursuit donc de cette façon tant que d 6= 0.

Si d = 0, on a
d = −P∇f(x) = 0,

dans ce cas en pose
µ = ([AAT ]−1A)∇f(x)

on voit que si µ ≥ 0, la condition d = 0 s'écrit ∇f(x) + ATµ = 0, ce qui exprime
les conditions de Karush-Kuhn-Tucker au point x, qui est donc un optimum local du
problème (si la fonction f est convexe localement). Si µ a des composantes strictement
négatives, la recherche peut se poursuivre en enlevant de A une des contraintes
correspondant à µi < 0.

Première fonction majorante

On utilise la nouvelle fonction majorante pour le calcul du pas de déplacement comme
on l'a dé�ni dans le troisième chapitre θ2

θ2(t) = nδt− (n− 1) ln(1 + αt)− ln(1 + βt), (4.1)

où

δ =
f(x+ t̂d)− f(x)

nrt̂
, α = ȳ +

σy√
n− 1

, β = ȳ − σy
√
n− 1.

L'expression de δ peut être donnée par

δ =
1

nrt̂

[
1

2
(x+ t̂d)TQ(x+ t̂d) + cT (x+ t̂d)− 1

2
xTQx− cTx

]
=

1

nrt̂

[
1

2
t̂xTQd+

1

2
t̂dTQx+

1

2
t̂2dTQd+ t̂cTd

]
=

1

nr

[
xTQd+

1

2
t̂dTQd+ cTd

]
=

1

nr

[
xTQ+

1

2
t̂dTQ+ cT

]
d.

Remplaçons dans (4.1) on aura

θ2(t) =
t

r

[
xTQ+

1

2
t̂dTQ+ cT

]
d− (n− 1) ln(1 + αt)− ln(1 + βt).
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En remplaçant dans (3.8) par la valeurs de δ, et en résolvant l'équation (4.1), on
trouve la valeur optimale t̄.

Deuxième fonction majorante

Il est possible de dé�nir, une nouvelle majoration plus simple par rapport à la pre-
mière, et qui contient un seul logarithme.

L'idée consiste à utiliser l'inégalité

−
n∑
i=1

ln(1 + yit) ≤ (−‖y‖ − nȳ)t− ln(1− ‖y‖t).

On sait que

θ(t) =
1

r
[f(x+ td)− f(x) ]−

n∑
i=1

ln(1 + tyi),

la relation (3.9), nous donne

f(x+ td)− f(x)

r
≤ f(x+ t̂d)− f(x)

rt̂
t,

donc
θ(t) ≤ (nδ − ‖y‖ − nȳ)t− ln(1− ‖y‖t). (4.2)

avec δ = f(x+t̂d)−f(x)

nrt̂
.

D'où, en�n, on arrive à construire une deuxième fonction majorante

θ3(t) = (nδ − ‖y‖ − nȳ)t− ln(1− ‖y‖t).

θ3 est dé�nie sur [0, t̂3[ avec t̂3 = 1
‖y‖ ,

et véri�e les propriétés suivantes

� θ3(0) = θ2(0) = 0 et θ′3(0) = θ′2(0) = n(δ − ȳ),

� θ′′3(0) = θ′′(0) = ‖λ‖2 > 0,

� θ(t) ≤ θ3(t),

� θ3 est strictement convexe.

On à θ3 est strictement convexe, alors elle admet un minimum unique, que l'on trouve
en résolvant l'équation θ′3(t) = 0 puis on obtient

t̄3 =
1

‖y‖ −
1

‖y‖+ nȳ − nδ .
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Algorithme

Algorithme 4 : Algorithme du gradient projeté via la fonction majorante
Données : Q, c, A et b, ε ≥ 0(un seuil de tolérance), x0 ∈ Rn

+

Résultat : x∗

Initilisation : k = 0.
1 répéter

2 xk est le point courant.
3 répéter

4 Calculer la matrice de projection :
� P k = I − (Ak)T [Ak(Ak)T ]−1Ak.

� dk = −P k∇f(xk),

� µ = −[Ak(Ak)T ]−1Ak∇f(xk),

� µi = min{µj/j ∈ I}.
si dk = 0 et µi < 0 alors

En supprimant la ligne d'indice i de A, et calculer la nouvelle
matrice de projection correspondante.

sinon

Le point courant xk satisfait les conditions nécessaires de (KKT ).

5 jusqu'à xk satisfait les conditions nécessaires de (KKT );

� calculer t̄ dans l'intervalle [0, tmax[, par la technique des fonctions majorantes,
où tmax = min

i
{−xi
di
, di < 0},

� xk+1 = xk + t̄dk,

� k = k + 1.

6 jusqu'à ||d|| ≤ ε;
7 x∗ = xk+1

Simulations numériques

On utilise les mêmes exemples du chapitre trois (on conserve le même ordre de ces
exemples).

Dans les tableaux suivants, on note par
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Méthode 1 : Calcul du pas de déplacement par la technique des fonctions majorantes.

M1 : Première fonction majorante.

M2 : Deuxième fonction majorante.

Méthode 2 : Calcul du pas de déplacement par la recherche linéaire classique (Wolfe)

Table 4.1: Tests numériques pour les exemples 3.1 et 3.2

Méthode 1 Méthode 2
M1 M2

Taille Objectif itér Temps(s) Objectif itér Temps(s) Objectif itér Temps(s)

1 -7.244 11 0.013 -7.244 11 0.018 -7.2197 5 0.032

2 -4.033 7 0.006 -4.033 7 0.008 -4.037 5 0.010

Table 4.2: Tests numériques de l'exemple 3.5

Méthode 1 Méthode 2
M1 M2

Taille Objectif itér Temps(s) Objectif itér Temps(s) Objectif itér Temps(s)

4 0.285 8 0.009 0.285 8 0.007 0.285 16 0.021

50 5.372 8 0.017 5.372 8 0.016 5.372 27 0.073

100 10.928 8 0.048 10.929 8 0.162 10.928 27 0.189

500 55.372 8 2.558 55.373 8 3.048 55.372 27 9.649

Conclusion :
Les simulations numériques e�ectuées montrent que notre méthode basée sur la tech-
nique des fonctions majorantes pour le calcul du pas de déplacement, est plus e�cace
que celle basée sur la règle classique de Wolfe, et surtout pour les exemples de grande
taille.
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Conclusion générale

Dans cette thèse, nous avons abordé des questions ouvertes concernant l'optimisation
non linéaire et quadratique, à savoir :

� L'étude de la convergence de notre variante en cas d'un problème d'optimisation
non linéaire.

� Réduction du nombre d'itérations en utilisant les fonctions approximantes.

� L'idée de la sécante pour le calcul du pas de déplacement.

� Calcul de la direction, par la méthode du gradient projeté dans le cas d'un
programme quadratique.

Les réponses à ces questions, sont encourageantes et prometteuses, où en premier,
on a établi la convergence de la méthode de pénalité logarithmique. Et par suite,
l'idée de la sécante nous a permis de passer facilement à l'application des fonctions
approximantes pour le calcul du pas de déplacement. Les simulations numériques
e�ectuées, montrent que la technique des fonctions approximantes est une alterna-
tive très �able, et elle réduit d'une façon e�cace le coût calculatoire dans les deux
problèmes non linéaires. Comme il montrent aussi que l'utilisation de la méthode du
gradient projeté est plus e�cace que celle de Newton dans le cas d'un programme
quadratique. Cette étude, est d'une grande importance, et incite les scienti�ques à
pousser à fond leurs recherches dans ce domaine [15].
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Résumé
Dans cette thèse, nous présentons, dans une première partie, une méthode

barrière logarithmique pour la résolution d’un problème d’optimisation non
linéaire pénalisé, o la direction est calculée par la méthode de Newton, et le
pas est calculé par la technique de fonctions majorantes. Dans la deuxième
partie, on expose une méthode de points intérieurs pour la résolution d’un pro-
gramme quadratique, dont la direction est calculée par gradient projeté, tout
en maintenant la mme technique pour le calcul du pas.

Cette étude est soutenue par des simulations numériques importantes.
Mots clés : Pénalité logarithmique, fonction majorante, barrière logarith-

mique, programme convexe, Méthode de points intérieurs.
Abstract
In this thesis, we present, in the first part, a logarithmic barrier method

for the resolution of a penalized nonlinear optimization problem, where the
direction is calculated by the Newtons method, and the setup is calculated by
the technique of upper functions. In the second part, we will present an interior
point method for the resolution of a quadratic program, whose direction is
calculated by projected gradient, while maintaining the same technique for the
calculation of the setup.

This study is supported by important numerical simulations.
Key words : Logarithmic Penalty, Upper-Function, Logarithmic Barrier,

Convex Programming, Interior point Method.

1


	Notions de base
	Définitions générales
	Ensembles convexes
	Fonctions convexes
	Position du problème
	Transformations simples

	Qualification des contraintes
	Résultats d'existence et d'unicité
	Conditions d'optimalité

	Application des fonctions approximantes 
	Application en programmation linéaire (PL)
	Description de l’algorithme
	Simulations numériques

	Application en SDP
	Problème dual
	Méthode de points intérieurs pour résoudre (SDP)
	Méthode barrière logarithmique via les fonctions approximantes
	Calcul du pas de déplacement par des fonctions minorantes
	Calcul du pas de déplacement via des fonctions majorantes


	Une variante de la méthode des pénalités logarithmiques pour la programmation convexe
	Introduction
	La pénalisation
	Le problème perturbé
	Convergence
	Le principe de la méthode

	Résolution du problème perturbé
	La direction de descente
	Une fonction majorante
	Minimisation d'une fonction auxiliaire
	Cas linéaire.
	Cas convexe

	L'algorithme
	Simulations numériques
	Fonction objectif convexe non linéaire
	Problème à tailles variables


	Application de la nouvelle variante dans le cas quadratique
	La programmation quadratique
	La programmation quadratique sans contraintes
	La programmation quadratique avec contraintes

	Méthode du gradient projeté via les fonctions majorantes


