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Introduction

‘optimisation est une branche importante des mathématiques consiste a trouver la
plus petite valeur (probleme de minimisation) ou la plus grande valeur (probleme
de maximisation) d"une fonction sur un ensemble. Elle intervient dans de nombreux
domaines :
e En recherche opérationnelle (probléeme de transport, économie, gestion de stocks, ...,
etc.),
¢ En analyse numérique (approximation/résolution de systémes linéaires, non linéaires,. . .,
etc.),
e En automatique (modélisation de systémes, filtrage,..., etc.),
e En ingénierie (dimensionnement de structures, conception optimale de systemes, ré-
seaux, ordinateurs,.. ., etc.)

Les méthodes de résolution des problemes d’optimisation peuvent étre classées en deux
catégories bien distinctes. D'une part, les méthodes exactes, cherchant a trouver de maniere
certaine la solution optimale en considérant I'ensemble des solutions possibles. D’autre part,
les méthodes approchées, qui se contentent de rechercher une solution de bonne qualité. Géné-
ralement, les méthodes exactes prennent un temps considérable pour résoudre les problemes
d’optimisation notamment pour ceux de grandes tailles, ce qui limite leur utilisation en pra-
tique. Les métaheuristiques sont introduites pour la résolution approchée des problemes de
grandes tailles. Elles forment un ensemble de méthodes utilisées en recherche opérationnelle et
en intelligence artificielle pour résoudre des problemes d’optimisation réputés difficiles.

Parmi les problémes d’optimisation, on trouve le probleme de transport (PT). C’est en 1941
que Frank L. Hitchcock [18] a formulé pour la premiére fois ce probleme, qui consiste a minimi-
ser le cofit de transport total d"un plan d’expédition. Un tel probleme est un modéle important
de programmation linéaire qui se pose dans plusieurs contextes et a mérité une attention parti-
culiere. Bien qu’il peut étre résolu en utilisant la méthode du simplexe [11], plusieurs chercheurs
s’intéressent beaucoup a trouver d’autres méthodes plus adaptées, par le faite que I’application
du simplexe pour résoudre un PT est tres difficile. En effet, dans 1’algorithme du simplexe on
doit chaque fois utiliser des tableaux (ou matrices) de taille proportionnelle a la taille du pro-
bléme.



L’algorithme le plus populaire pour résoudre le probleme de transport se fait en deux phases.
L’idée de cet algorithme c’est la recherche dans la premiere phase d"une solution de base réali-
sable initiale et dans la deuxiéme de la solution optimale. Les méthodes les plus connues dans
la littérature permettant d’initialiser le probleme de transport, c.-a-d. trouver une solution de
base réalisable initiale, sont : la méthode du coin nord-ouest, la méthode du coit minimum,
la méthode d’approximation de Russell et la méthode d’approximation de Vogel. Pour obtenir
une solution optimale, une deuxiéme phase est nécessaire; dans celle-la on apporte des amé-
liorations successives a une solution de base réalisable jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de réduction
du cofit de transport. Les méthodes largement utilisées pour trouver la solution optimale sont
la méthode de Stepping-Stone et la méthode des distributions modifiées (MODI).

Le probleme de transport a connu plusieurs extensions telles que : le probleme de transport a
trois indices [40], le probleme de transport a quatre indices [29,43-46], le probleme de transport
multi-objectifs [2], le probléeme de transport flou [16,17,21], ..., etc.

Ces derniéres années, |’attention s’est concentrée sur la résolution du probleme de transport
dans un environnement flou ot les données du probleme sont completement ou partiellement
présentées sous forme de nombres flous. Il s’agit d"une application plus cohérente du probléme
au monde réel, en raison de 1'outil de mesure imprécis, des données perdues et manquantes,
et méme des erreurs de calcul. Le probleme de transport flou (PTF) est un probleme dont les
données sont incertaines et représentées par des approximations floues (nombres flous).

Notre objectif dans cette thése est la résolution d’un probleme de transport flou a quatre
indices par deux types de méthodes : exactes et approchées. Elle est divisée en trois chapitres,
et est organisée de la maniere suivante. Dans le premier chapitre, nous présenterons quelques
notions de base de la programmation linéaire, du probléme de transport a quatre indices et
des préliminaires sur les mathématiques flous (les ensembles et les nombres flous, ainsi que les
opérations arithmétiques agissant sur les nombres flous et la fonction de classement).

Le second chapitre présente la premiere partie de notre contribution, il s’agit de ’adaptation
des méthodes exactes classiques (cotit minimum, approximation de Russell et approximation
de Vogel) dans le contexte flou pour déterminer une solution de base réalisable initiale au pro-
bleme de transport flou a quatre indices (PTF4) en trois types. Ensuite, on donne une adaptation
de la phase 2 de l'algorithme AL ppyc [44] dans le contexte flou afin de déterminer la solution
optimale. On termine ce chapitre par une implémentation numérique en donnant un exemple
pour chaque type, ainsi qu'une étude comparative entre ces différentes méthodes.

Le troisieme chapitre est consacré a la deuxiéme partie de notre contribution, il s’agit de la
résolution du PTF4 par les méthodes approchées; On commence par la description et les fon-
dations nécessaires a la compréhension des algorithmes génétiques (GA) ainsi que l'algorithme
d’optimisation par essaim de particules, en anglais “Particle Swarm Optimization (PSO)”. En-
suite, on présente deux approches pour résoudre le PTF4 : la premiére est une adaptation de GA
et la deuxieme est une hybridation des deux algorithmes GA et PSO. En termine ce chapitre par

2



une étude numérique comparative afin de tester les performances de nos approches vis-a-vis a
la méthode exacte. Les résultats obtenus montrent la supériorité de la méthode hybride surtout

pour les problemes de grande taille.



Liste des symboles et abréviations

Symboles Description

PL

PT

PT4
PTF
PTF4
ALprsc

PSO
Pbest
Gbest

Programme linéaire

Probleme de transport

Probleme de transport a quatre indices

Probleme de transport flou

Probleme de transport flou a quatre indices
L’agorithme itroduit par R. Zitouni pour résoudre le probleme de transport
a quatre indices avec capacités.

La version sans capacités de 1’algorithme AL pr4c
Nombre de contraintes

Nombre de variables

L’algorithme adapté de celui du cotit minimum
L’algorithme adapté de celui d’approximation de Russell
L’algorithme adapté de celui d’approximation de Vogel
Nombre flou

L’ensemble des nombres flous

La fonction d’appartenance

La fonction de classement d"un nombre flou
L'opération d’addition floue

L’opération de soustraction floue

L'opération de multiplication floue

Algorithme génétique

Particle Swarm Optimization

La meilleure solution obtenue par une particule

La meilleure solution obtenue par toutes les particules



CHAPITRE 1

GENERALITES ET PRELIMINAIRES

ans ce chapitre, nous rappelons les notions de base liées a notre étude qui seront utiles par

la suite. Il est divisé en trois grandes parties; dans la premiére, nous allons introduire cer-
taines notions et certains résultats de la programmation linéaire. Dans la deuxieme partie, nous
allons présenter le probleme de transport a quatre indices et la derniere partie est consacrée
aux préliminaires des ensembles et des nombres flous, ainsi que les opérations arithmétiques
agissant sur les nombres flous et la fonction de classement.

1.1 Programmation linéaire

La programmation linéaire constitue la pierre angulaire de toute la recherche opérationnelle.
Elle peut se définir comme une technique mathématique permettant de résoudre des problemes
de gestion et particulierement ceux ot le gestionnaire doit déterminer, face a différentes possi-
bilités, "utilisation optimale des ressources de 1'entreprise pour atteindre un objectif spécifique
comme la maximisation des profits ou la minimisation des cofits.

Dans la plupart des cas, les problemes de I'entreprise peuvent étre traités par la programma-
tion linéaire impliquant un certain nombre de ressources par exemple, main-d’ceuvre, matieres
premiéres, ..., qui sont disponibles en quantité limitée et qu’on veut répartir d"une fagon opti-
male entre un certain nombre de processus de fabrication.

Un programme linéaire (PL) s’exprime de fagon standard sous la forme
min [¢'z: x >0, Az = b] (Fo)

avec c,x € R", b € R™ et A € R™*",

1.1.1 Définitions

Etant donné un programme linéaire de la forme F.
— on appelle “solution” tout vecteur z tel que Az = b et "solution réalisable” (”admis-

sible”) tout vecteur z tel que Az =betx > 0.



1.1. PROGRAMMATION LINEAIRE 6

— Supposons que rang(A) = m, on appelle "base B”, toute sous-matrice carrée d’ordre m
réguliere (inversible) extraite de A.
— On associe a toute base B, les décompositions A = [B| N] et

rB . . N 2
T = < ) Sil'on fixe le vecteur zy a zéro, alors le vecteur
N

B~ 1b
T = 0 vérifiant Az = b est dit ”solution de base”.

— Une solution de base est dite “réalisable” si x5 > 0.

7,

— Les composantes du vecteur =5 sont appelées “variables de base” et les composantes du

vecteur = sont appelées “variables hors-base”.
— Une solution de base est dite “dégénérée” si certaines de ses variables de base sont nulles.
— Une solution de base est dite “optimale” si elle rend la fonction objectif (économique)

¢’z optimale.

1.1.2 Dualité

La dualité est un concept fondamental en programmation linéaire, elle conduit a un résultat

de grande portée théorique et pratique.

Définition 1.1.1. Le dual du programme linéaire P, est le programme linéaire suivant
max [bTy ATy <c ye Rm] (Do)
Le programme P est dit primal.

Propriétés fondamentales de la dualité

Etant donné deux programmes linéaires duaux sous les formes I et Dy, on a :

Lemme 1.1.2. Si x est une solution réalisable de P, et y est une solution réalisable de D, alors

e > bTy.

Corollaire 1.1. Soient = une solution réalisable de F, et y une solution réalisable de Dy telles que

'z =Ty,

alors x est une solution optimale de P, et y est une solution optimale de Dy.

Théoreme 1.1.3. (Théoreme de la dualité) : Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
solution réalisable x* (ou y*) de I'un des programmes duaux, soit optimale est qu’il existe une solution

©2022, Manal HEDID Résolution d"un probleme de transport flou a quatre indices



1.1. PROGRAMMATION LINEAIRE 7

réalisable y* (ou x*) de 'autre programme telle que
CTI* — bTy*,
cette solution y* (ou x*) du deuxieme programme est aussi optimale.

Théoreme 1.1.4. (Théoreme faible des écarts complémentaires) : Si = et y sont respectivement

deux solutions réalisables du primal et du dual, alors elles sont optimales si et seulement si :

(Az —b)Ty=0cet (c— ATy) 'z =0.

1.1.3 Résolution d'un programme linéaire

Méthode graphique : C’est1’'une des premieres méthodes utilisées pour déterminer la solu-
tion optimale d’un programme linéaire a deux ou trois variables au plus, dont la solution
optimale atteinte en un sommet du polyedre convexe. Mais d"un point de vue pratique,

cette méthode a beaucoup de limites par rapport aux variables a traiter.

Méthode de Simplexe : Elle a été introduite par George Dantzig a la fin des années 40. Elle
comporte deux phases; d’abord trouver une solution réalisable (sinon détecter 'impossi-
bilité), puis passer d'un sommet & un sommet voisin en améliorant la valeur de I’objectif
jusqu’a l'optimum.

Méthodes de points intérieurs : Ces méthodes ont été introduites a la fin des années 50
afin de résoudre des programmes mathématiques non linéaires a cause de la dominance
quasi-totale de la méthode du simplexe a cette époque. Apres l'apparition de 1'algo-
rithme de Karmarkar en 1984 [19] pour la programmation linéaire, les méthodes de

points intérieurs ont connu une véritable révolution.

I y a trois classes fondamentales de méthodes de points intérieurs : les méthodes affines,

les méthodes de réduction du potentiel et les méthodes de trajectoire centrale.

1.1.4 Applications

Les domaines d’application de ces problemes sont trés nombreux aussi bien dans la nature
des problemes abordés (planification et contrdle de la production, distribution dans des ré-
seaux) que dans les secteurs d’industrie : industrie manufacturiere, énergie (pétrole, gaz, élec-
tricité, nucléaire), transports (aériens, routiers et ferroviaires), télécommunications, industrie

forestiere, finance, ...

Parmi les modeles d’application de la programmation linéaire les plus connus dans la littéra-

ture, on trouve le probléme de transport. Depuis son apparition, ce probléme a connu différents

©2022, Manal HEDID Résolution d"un probleme de transport flou a quatre indices



1.2. PROBLEME DE TRANSPORT A QUATRE INDICES 8

modeles et extensions. Dans la section suivante, on présente une de ses extensions.

1.2 Probleme de transport a quatre indices

Plusieurs chercheurs se sont intéressés a ce probléme; il s’agit d"une modélisation pratique
appropriée pour résoudre des problemes de la vie réelle avec des offres, des demandes, ainsi
que des différents moyens de transport et des différentes qualités de produits.

Parmi les premiers travaux concernant le probleme de transport a n-indices on trouve les
recherches de K. B. Haley en 1963 [15]. L'auteur a défini le probléeme pour n = 3. Il a aussi
proposé un algorithme pour le résoudre, cet algorithme est une extension de la méthode de
MODI. M. Queyranne et F. C. R. Spieksma (1997) [31] ont traité un cas particulier du probleme
de transport axial a indices multiples ou1 les cofits sont décomposables, ils ont présenté deux
algorithmes pour le résoudre.

Dans leurs travaux, R. Zitouni et al. [43-46] ont apporté des réponses intéressantes concer-
nant le probléme de transport a quatre indices avec capacité. Ils ont établi les conditions de
réalisabilité et le critere d’optimalité de tel probleme ce qui leur permis de construire 'algo-
rithme AL pryc pour sa résolution. H. Bulut et S.A. Bulut (2003) [7] ont étudié la construction et
la formulation algébrique d"un probléme de transport a quatre indices. Pham et al. (2013) [29]
visait a trouver une solution sur le cott de transport minimum pour le probleme de transport
a quatre indices. Ils ont également développé une méthode exacte pour résoudre ce probléme.
Wang et al. (2018) [40] ont mis en uvre une méthode de décomposition basée sur la modification
séquentielle du critere d’optimalité pour traiter le probleme de transport a trois indices. Ils ont
étudié les solutions de ce probleme dans le cas d"une fonction objectif linéaire ou quadratique.
D. S. Sarode et R. Tuli (2019) [32] ont implémenté la méthode de distribution modifiée pour
obtenir une solution optimale pour le probleme de transport a quatre indices. K. Tanwar, S.K.
Chauhan (2019) [39] ont traité le probleme de transport bi-objectifs a indice multiples comme
une extension d'un probleme de transport a indices multiples avec objectif unique. Leur mé-
thode a été présentée pour minimiser le temps et le colit simultanément. Skitsko et al. [38]
ont développé une approche pour appliquer 'algorithme génétique pour résoudre le probleme
transport a quatre indices.

Une méthode de détecter I'ensemble complet non dominé (solutions efficaces) des pro-
blémes de transport multi-objectifs a quatre indices a été présentée par A. E. M. Abd Elazeem et
al. (2021) [2]. L’approche proposée met en uvre une méthode de somme pondérée pour conver-
tir ce probléme en un probléme de transport mono-objectif a quatre indices, qui peut ensuite

étre décomposé en un ensemble de sous-problemes de transport a deux indices.
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1.2.1 Position du probleme

Le probleme de transport a quatre indices est formulé mathématiquement comme suit :

m n p (q
Minimiser Z = > > > > cCijuiiju

i=1j=1k=11=1
sous les contraintes :

M=
M=
MQ
é%
|

=q; pourtout :=1,...,m,

7j=1k=1i=1

m p 4 , (1.1)
Y>> wijm = pB; pourtout j=1,...,n,
i=lk=li=1

DX d i =k pourtout k=1,...,p,
i=1j=1i=1

m n P

DX D i =G pourtout [ =1,...,¢q,

~.

—1j=1k=1

Tijw > 0, pourtouti =1:m,j=1:nk=1:pl=1:q.
Avec a; > O,ﬁj > 0,’7% > 0,5l >0, et Cijkl >0, V(Z,j,k‘,l)

Ce probleme peut étre formulé sous forme d’un programme linéaire comme suit :

min Z = 'z

sous les contraintes :
Ax =b
z >0

(1.2)

Ou

T = (T1111, - - - Tnpg)* € RY,

® = (Ci111, -+ Cnpg)” € RY,

o b:(ozl,...,am,ﬁl,...,ﬁn,%,...,7,,,51,...,5q)TERM,
A estune M x N matrice,

o M =m+n+p+qet N =mnpq.

Tableau de transport

Est un outil de présentation des données d’un probléme de transport a quatre indices. C’est
un tableau de M lignes, N colonnes, deux lignes marginales et une colonne marginale. Les cases
de ces N colonnes de la premiere et la deuxieme ligne marginale sont réservées aux valeurs des
quantités, c;;i;, et x;;, respectivement. Les cases de la colonne marginale sont réservées aux
valeurs des quantités o, 3;, vk, et ; respectivement. Finalement, 1’entrée de la case du tableau
située a la ligne correspondant a «; et a la colonne P,j; vont 1 si ¢ = i, et 0 ailleurs. De méme

pour Bjo, Yo, €t dj0.
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C1111 | C1211 | * ' | Cinpg | C2111 | C2211 | " | Conpg | *** | Cm1l1l | Cm211 | " ° | Cmnpg
L1111 | L1211 | * | Tinpg | L2111 | L2211 | * | L2npg | * " | Tmi1ll | Tm211 |~ | Tmnpq
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o7
0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 Qi
0 0 e 0 0 0 0 0 0 1 1 ‘e 1 O,
1 0 e 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 51
0 1 e 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 Bo
1 0 1 0 0 1 | B
1 1 1 1 0 0 1 1 0 71
1 o] 1 [0 0] 1 [
1 1 1 1 0 0 1 1 0 01
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 g

TABLE 1.1 — Tableau de transport associé au PT4

1.2.2 Condition de réalisabilité et critere d’optimalité

Théoréme 1.2.1 (Condition de réalisabilité [47]). Le probleme de transport a quatre indices admet
une solution réalisable si et seulement si

m n p q
2= 6= w=2 4 (13)
i=1 7=1 k=1 =1

Théoréme 1.2.2 (Critere d’optimalité [47]). Soit x une solution réalisable pour le probleme (TP4),
alors x est optimale si et seulement s’il existe un vecteur

T M
(Uly ooy Uy U1y e ey Uy Wy ooy Wy by, oy t)” €R

tel que :

u; + vj + wy + tl = Cijkl pOMT Tijkl = 0

et

U; + V; +w, + 1t = Cijkl POUT Tjjk1 > 0.
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1.2.3 Résolution du probléme de transport a quatre indices

Dans cette section, on présente les méthodes de résolution permettant d’obtenir la solution

optimale pour un probléme de transport a quatre indices.

Algorithme AL ppy

L’algorithme ALpry est la version sans capacité de AL ppyc introduit par R. Zitouni et A.
Keraghel (2003) [44] pour résoudre le probléme de transport a quatre indices avec capacité; I
est composé de deux phases :

Phase 1 : Détermination d’une solution de base réalisable initiale

Cette phase permet de déterminer une solution de base réalisable initiale ou confirmer que

le PT4 est non réalisable.

Pour tout (4, j, k, 1), prendre &; = ai,Bj = Bi,% = Vk,gl = 0, et bjjr; = 0 (b;j est une
variable booléenne qui vaut 1 si z;;,; est déja déterminée) et 0 dans le cas contraire et £ =
{(4,7,k,1), tel que b;;1; = 0}.

Tant que E # & faire

e Choisir un 4-uplet (i, j, k, 1) € E tel que ¢;;7 = min ¢;j
(i,5,k,1)eE
e Prendre z;;;; = min (dg, Bj, Vi 51‘), et by = 1 (i.e. 2755 est déterminée)
e Actualiser a;, B;, Az et 5} comme suit :
L & = & — w55,
si a; = 0 alors, prendre x;;;, = 0 et by, = 1 pour tout (j, k,1) # (7, k1)
2. B; = B; — v
si f; = 0 alors, prendre x5, = 0 et by, = 1 pour tout (4, k, 1) # (i, k, 1)
3 Wk =Tk — T
si 4 = 0 alors, prendre z;;5, = 0 et bz = 1 pour tout (i, j,1) # (,],1)
4. 0p = 0p — w30,
si oy = 0 alors, prendre i1 = 0 et by = 1 pour tout (i, j, k) # (i, 7, k)

Fin tant que.

Phase 2 : Amélioration d’une solution de base réalisable

Elle permet de vérifier 'optimalité d"une solution ou I'améliorer jusqu’a I’optimalité.
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Au début de la phase 2, on connait une solution de base réalisable initiale z(?).
a) Initialisation : Prender r = 0,

b) Déterminer 'ensemble (") = {(z, j,k.1)/a!7), : variable de base},

c) Pour tout (4,7, k,1) € I"), résoudre le systéme linéaire
uz(-r) + v](r) + w,(:) + tl(r) = Cijki,
d) Pour tout (i, j,k,1) ¢ I") déterminer

Af = e — (0 + 0] +wl +17),

Si V(i,j, k,1) ¢ I, ona
Al >0
alors, la solution (") est optimale. Stop.

Sinon

e) Prendre

(r) _ : (r)
Aiojokolo = I(I})m Aijkl

igkl
f) Pour tout (4,5, k,1) € I, déterminer un cycle ("), en résolvant le systéme
Z )‘z(;lllpljkl = _Hojokolo

(") r
g) Déterminer 0) avec §") = min ( L ) tel que )\gj,)gl <0

(r)
_>‘¢;kz

h) Déterminer la nouvelle solution de base xg,jll) comme suit :
20 = Ll g,k 1) g b U {4+ NG00/ Gk D) e}

Répéter les étapes b)...h).

Méthodes de programmation linéaire

Comme on a vu dans la premiere section, le probleme de transport a quatre indices peut
étre résolu aussi par des méthodes de la programmation linéaire ; la méthode de simplexe et les

méthodes de points intérieurs. Les travaux dans [1,43] montrent que l'algorithme AL pr4 est le
plus performant pour résoudre un PT4.
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1.3 Préliminaires flous

1.3.1 Logique floue

La logique floue est une extension de la logique booléenne crée par Lotfi Zadeh en 1965.
En introduisant la notion de degré dans la vérification d"une condition, permettant ainsi a une
condition d’étre dans un autre état que vrai ou faux, la logique floue confere une flexibilité
treés appréciable aux raisonnements qui l'utilisent, ce qui rend possible la prise en compte des
imprécisions et des incertitudes. Il s’agit d"une approche basée sur le raisonnement humain
plutot que sur des calculs rigides. Pour des probléemes mal définis, la pensée humaine étant
irremplagable.

En effet, le mode de raisonnement en logique floue est plus intuitif que la logique classique.
Il permet aux concepteurs de mieux appréhender les phénomenes naturels, imprécis et difficile-
ment modélisables en s’appuyant sur quelques notions telles que les fonctions d’appartenance a
des ensembles dits “ensembles flous” et les fonctions de classement des nombres dits “nombres

flous”.

Applications de la logique floue

La logique floue trouve ses applications dans de nombreux domaines, comme modele de
représentation et de manipulation des connaissances. Elle est particulierement utilisée pour la
mise au point de controleurs et des systémes experts flous, pour l'aide a la décision, pour l'inter-
rogation flexible des bases de données et dans le filtrage flou. En 1975, le professeur Mamdani
a Londres [26] a développé une stratégie pour le contrdle des procédés et présente les résultats
tres encourageants qu’il a obtenus sur la conduite d"un moteur a vapeur. En 1978, la société
danoise F.L. Smidth & Co réalise le contrdle d'un four a ciment, c’est la premiere véritable ap-

plication industrielle de la logique floue.

1.3.2 Notions floues
Sous-ensemble flou

La logique floue repose sur la théorie des ensembles flous, qui est une généralisation de la
théorie des ensembles classiques. Un sous-ensemble flou est completement défini par la donnée
de sa fonction d’appartenance. A partir de cette fonction, un certain nombre de caractéristiques

du sous-ensemble flou peuvent étre étudiées.
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Fonction d’appartenance

Au lieu d'imposer I'appartenance dun élément a I'ensemble “vrai" ou I’ensemble “faux"
comme dans la logique binaire traditionnelle, la logique floue admet des degrés d’apparte-
nance. Le degré d’appartenance d’un élément a un ensemble flou est matérialisé par un nombre
compris entre 0 et 1.

Avec un ensemble U, on associe une fonction i : U — [0, 1] appelée fonction d’appartenance.
Etant donné = € U, la valeur yu(z) est appelée “facteur d’appartenance”.

Notons que cette fonction d’appartenance est I'équivalent de la fonction caractéristique d'un
ensemble classique.

Ensemble flou

Un ensemble flou A est défini comme 1’ensemble des couples (, 1 ;(x)), oit  est un élément
de l'univers du discours U et p ; est la fonction d’appartenance.

L’interprétation de cette fonction est la suivante :

— [ti(y = 1 signifie que z appartient a A avec certitude.

— [ti() = 0 signifie que z nappartient pas a A avec certitude.

— Les autres valeurs signifient le degré d’appartenance de x a A.

Example 1.1. La jeunesse d"une personne d’age = ans peut étre caractérisée par I’ensemble flou

A dont la fonction d’appartenance est par exemple :

1 si 0<z <25,

0 ailleurs.

0871

06

0.4 r

021

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

FIGURE 1.1 — Représentation du nombre flou de cet exemple
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Caractéristiques d'un sous-ensemble flou

Soit U/ un ensemble, A un sous-ensemble flou de U et 15 sa fonction d’appartenance.
e Support de A : ’est I'ensemble des éléments de U qui appartiennent au moins un peu a
A. Tl est défini par

supp(A) = {x € U/p;(x) > 0}.
Un sous-ensemble flou A dont le support est un singleton dans U avec p;(z) = 1 est
appelé " Singleton flou ".
e Hauteur de A : c’est sa plus grande valeur prise par sa fonction d’appartenance. Elle est
définie par :
h(A) = sup,ep (pa(2))-

e Noyau de A : c’est 'ensemble des éléments de U pour lesquels la fonction d’apparte-
nance de A vaut 1. 11 est défini par :

noy(A) = {& € Ufuz(x) = 1}.

z N

Lorsque le noyau est réduit a un point, celui-ci est appelé "valeur modale".

Opérations sur les sous-ensembles flous

Supposons que A et B sont deux sous-ensembles flous définis dans un univers du discours
U par les fonctions d’appartenance 1 ; et 115. On peut définir des opérations ensemblistes telles
que : égalité, inclusion, intersection, union et complément grace a des opérations sur les fonc-
tions d’appartenance.

o Egalité: A=B ssi pj;(z)=ps(z) Vrel.

e Inclusion : A est dit inclus dans B, propriété que I’on note A C B, si tout élément = de U

qui appartient a A appartient aussi a BB avec un degré au moins aussi grand :
pi(e) < pgle) Vael.

e Intersection : L'intersection de A et B, noté A N B, est le sous-ensemble flou constitué

des éléments x de U affectés du plus petit des deux degrés d’appartenance 1z et 5 :

ting(®) = min(ps(x), pp(x)) Vel

e Union : L'union de A et B, noté A U B, est le sous-ensemble flou constitué des éléments

de U affectés du plus grand des deux degrés d’appartenance 1 ; et 1155 :

paus(r) = max(pg(x), pp(z)) Voel.
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e Complément : Le complément de A, que I'on note A¢, est le sous-ensemble flou de U

constitué des éléments x lui appartenant d’autant plus qu’ils appartiennent peu a A :
pie =1—pz(x) Veel.

Propriétés

Soient A et B deux sous-ensembles flous de U, on a :
e Associativité :

An(BNnC) = (AnB)NnC,
AU(BUC) = (AuB)uUC.
e Commutativité :
ANB = BnNA,
AUB = BUA.
e Distributivités mutuelles :
AN(BUC) = (ANB)U(ANC),
AUu(BNnC) = (AuB)N(AUQ).

Nombre flou

Un nombre réel flou A est un sous-ensemble flou de I’ensemble des nombres réels R avec

une fonction d’appartenance /5.

Nombre flou trapézoidal :

On appelle nombre flou trapézoidal, un nombre flou A= (ay,a9,a3,a4) avec a; < ag < ag <

a4 et de fonction d’appartenance

0 si z <a,

2= sioa; <o < ay,
as—ai

pilr) = 1 si ap<z<as,
as—x :
e, S a3 < < ay,

0 si aq < x.
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La fonction d’appartenance 1 ; est continue par morceaux sur R, continue sur [0, 1], strictement

croissante sur [ ay, as ], constante sur [ ay, az ] et strictement décroissante sur [ as, ay |.

081

06

0.4

02r

FIGURE 1.2 — Fonctions d’appartenance d"un nombre flou trapézoidal

Nombre flou triangulaire :

Si a; = ag dans la représentation (ai, as, as,as) le nombre flou est appelé alors, nombre
flou triangulaire, c’est I'un des nombres flous les plus utilisés. Sa fonction d’appartenance est
donnée par :

0 si z <a,

Toa giog) <<
MA(;[) _ as—a1 S1 a1 ST < A9,
aq4—a2

0 si as <x.

08r

06

0.4 r

0.2r

FIGURE 1.3 — Fonctions d’appartenance d’un nombre flou triangulaire
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Fonction de classement

Appelons F(R) I'ensemble des nombres flous définis sur R. On appelle fonction de classe-
ment, une fonction R : F'(R) — R permettant de comparer les nombres flous.
Par exemple,

e Si F'(R) représente I'ensemble des nombres flous trapézoidaux,

~ a1 +az+az+a ~
‘SR(A)_ - 24 & 47 A:(Gl,CLQ,CLg,a4).

e Si F(R) représente I'ensemble des nombres flous triangulaires donc :

~ 2 ~
%(A) = W, A = (al,az,a4).

Pour deux nombres flous trapézoidaux A = (ay, as, a3, as) et B = (by, ba, b3, by), nous avons

A<y B < R(A) <R(B),

Azp B < R(A) = R(B),

Vv

e
I
3
®
=
=
I
=
o

Opérations arithmétiques

Soient A = (a1, as,as,aq) et B = (b1, b, b3, by) deux nombres flous trapézoidaux :
e Addition: A D B = (al, as, as, CL4> D (b17 bQ, bg, b4) = (a1 + bl, as + b27 as + bg, ay + b4)

e Soustraction : A ) B = (CLl, as, as, CL4) S (bl, bg, bg, b4) = (a1 — b4, Ay — bg, as — bg, as — bl)
e Multiplication :

— Lorsque R(B) > 0

gR(B) (ab az, ag, a4) )

!
I

A®
— Etlorsque R(B) < 0

= éR(B) (CL4, as, ag, al) .

o5

A®
Propriétés

Soient A et B deux nombres flous

e ['addition des nombres flous est associative et commutative :

A@B:B@Aetﬁ@(B@Z) - (A@B)@Z VA, B,Z € F(R)
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e Aucun élément A € F(R) posséde un opposé dans F(R).
La multiplication d'un nombre flou A= (a1, as, as,as) par un nombre réel a > 0 est
définie par : aA = (aay, aay, aas, aay).

La multiplication d"un nombre flou A= (a1, az,as, as) par un nombre réel o < 0 est dé
finie par : aA = (vay, aas, aas, aay).

(a+B)A=aA®B A Ya,8 €Raveca > 0etVA € F(R).

a(A® B)=aA®aB,Va e RetV A, B e F(R).
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CHAPITRE 2

PROBLEME DE TRANSPORT FLOU A QUATRE
INDICES

2.1 Introduction

La théorie floue est presque devenue une mode pendant les années 90. Beaucoup de cher-
cheurs dans différents domaines scientifiques utilisent la théorie formulée par L. Zadeh [41].
Elle a connu un intérét important dans la communauté scientifique au cours des dernieres an-
nées.

Elle apparait dans plusieurs domaines tels que : I'aide a la décision, au diagnostic (domaine
médical, orientation professionnelle,...), base de données (objets flous et/ou requétes floues),
optimisation, commande floue de systemes, ..., etc.

Dans ces derniéres années, 1’attention des chercheurs de ce domaine s’est concentrée sur la
résolution du probleme de transport dans un environnement flou ot1 les données du probleme
sont completement ou partiellement présentées par des nombres flous. Il s’agit d"une applica-
tion plus cohérente du probléme de transport réel, en raison de I'outil de mesure imprécis, des
données perdues et manquantes, et méme des erreurs de calcul. Le probléeme de transport flou

(PTF) peut étre modélisé en trois types.

1. Type 1 : 1l s’agit du cas ou les demandes et les offres du probleme sont incertaines

(floues), mais les cofits sont nets (par opposé au mot “flou”).

2. Type 2 : 1l s’agit du cas ot les demandes et les offres du probleme sont nettes, mais les

cofts sont incertains (flous).

3. Type 3 : 1l s’agit du cas ol toutes les données sont floues.

2.2 Etat del’art

Dans la littérature, de nombreux chercheurs ont développé des algorithmes efficaces pour
résoudre le PTF dans tous ces différents types. Zimmermann (1978) [42] a montré que les algo-
rithmes de programmation linéaire floue étaient efficaces. Ohegeartaigh (1982) [27] a proposé
un algorithme pour résoudre le probleme de transport avec des offres floues et des demandes

floues (type-1). Il montre également qu’il existe une relation évidente entre la formulation de

20
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programmes linéaires nets et leur équivalent flou. Chanas et al. (1984) [8] ont analysé le pro-
bleme du transport avec des offres floues et des demandes floues. Ils ont utilisé la technique de
programmation paramétrique qui leur permet d’obtenir non seulement la solution optimale,
mais aussi d’autres solutions alternatives qui s’en rapprochent. Chanas et Kuchta (1996) [9] ont
introduit le probleme du transport avec des coefficients de cofit flous et des valeurs nettes de
I'offre et de la demande (type-2). IIs ont défini la solution optimale de ce probleme et proposé
un algorithme pour déterminer cette solution. Kaur et Kumar (2011) [23] ont proposé une nou-
velle méthode qui est une extension directe de la méthode classique pour résoudre le probleme
de transport totalement flou. Ils prennent les données du probleme sous forme de nombres
flous trapézoidaux généralisés. Un nouvel algorithme pour résoudre le probleme de transport
flou a été proposé par Kaur et Kumar (2012) [20]. IIs ont d’abord adapté trois méthodes pour
trouver une solution de base réalisable initiale, puis ils ont généralisé la méthode de distribu-
tion modifiée floue pour déterminer la solution optimale. Dans 1’algorithme proposé; les cofits
de transport sont représentés par des nombres flous trapézoidaux généralisés, mais 1'offre et
la demande sont des quantités nettes. Singh. S. K., Yadav (2014) [37] ont proposé une méthode
floue intuitionniste pour trouver une solution de base réalisable en termes de nombres flous
intuitionnistes triangulaires ot1 le probléme de transport présente une incertitude et une hésita-
tion dans l'offre et la demande. Ensuite, ils ont proposé une méthode de distribution modifiée
floue intuitionniste pour trouver une solution optimale. Les différents types de probleme de
transport flou ont été évoqués par P. Senthil Kumar (2016) [33|34]. Il a proposé une nouvelle
méthode appelée méthode PSK pour résoudre chaque type. Ebrahimnejad, A., Verdegay, JL
(2017) [12] ont formulé le probléeme de transport flou intuitionniste (IFTP) et ont proposé une
approche qui fournit une solution optimale floue intuitionniste pour résoudre ce probleme.

Le probléme de transport flou a quatre indices (PTF4) est une généralisation du PTF clas-
sique. Le choix de plus de deux indices (offre, demande) dans le probleme de transport nous
permet de nous donner une idée pour le cas plus général du probléeme de transport a indices
multiples. Récemment, M. Hedid et al. (2020) [16,17] ont introduit des approches obtenues par
I'adaptation de quelques méthodes classiques pour résoudre le probleme de transport flou a

quatre indices.

2.3 Position du probléme

2.3.1 Interprétation économique

Soient :
o Ay, ..., A, morigines de disponibilités &, ..., &,,, respectivement.
e Bi,...,B,, ndestinations de demandes f1, . . ., 3n, respectivement.
e Si,...,S,, pmoyens de transport choisis convenablement de charges réservées 71, . . ., ¥,,
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respectivement.

e Hy,...,H,, q qualités des marchandises prises en méme unités, de quantité o1,y .. ,Sq,
respectivement.

o T (i=1,....mj7=1...,nk=1,....p,l =1,...,q) : la quantité du produit H,

transportée de l'origine A; vers la destination B; par le moyen de transport Sj.
o Gy (i=1,...omj3=1,....nk=1...,pl =1,...,q):le colt unitaire de transport
d’un produit 7.

2.3.2 Formulation mathématique

Le probléme de transport flou a quatre indices peut étre formulé mathématiquement en trois
types :

1. Type 1: Dans ce type, les données (offres, demandes, moyens de transport et qualités
des produits) sont présentées par des nombres flous, mais les cofits de transport sont
présentés par des nombres nets. Sa formulation est :

Minimiser Z = i i Zp: zq:cijkliijkl
i=1j=1k=11=1
sous les contraintes :

n p g
D3 Tij =n & pourtout i=1,...,m,
j=1k=1I=1
m p q ~
YD > T =w B; pourtout j=1,...,n,
i=lk=li=1
DD 0> Tk =n Yk pour tout k=1,...,p,
1=15=1l=1
m n 4 ~
Y3 D Tjw =wn O pourtout [ =1,...,q,
i=1j=1k=1

Ty 2% 0, pourtouti=1:m,j=1:nk=1:p,l=1:q.
Avec a; >¢ 0, Bj >R 0,’3/1c >q 0, Sl >n 0 et Cijkl >0, V(l,j,/{},l)

2. Type 2 : Dans ce type, les données (offres, demandes, moyens de transport et qualités
des produits) sont présentées par des nombres nets, mais les cofits de transport sont
présentés par des nombres flous. Sa formulation est :
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~ m n P g
Minimiser Z = > > > > CijuiTiju
i=1j=1k=1l=1
sous les contraintes :

n p q
Y>> i =« pourtout i=1,...,m,
j=lk=1i=1
m p g )
Y>> wim =B pourtout j=1,....,n,
i=lk=11=1
m n q
DX D wijw =k pourtout k=1,...,p,
i=1j=1i=1
m n p
Y33 @i =0 pourtoutl =1,...,q,
i=lj=1k=1

Tijww > 0, pourtouti =1:m,j=1:nk=1:p,l=1:q.
Avec a; > 0, 5]' > 0,’}% > 0, 51 > (O et 6ijkl >5 0, \V/(Z,j,]{?,l)

3. Type 3 (totalement flou) : Dans ce type, toutes les data du probleme sont des nombres
flous. Sa formulation est :

~ m n p g
Minimiser Z =g >3 3> Cijt @ Tiju
i=lj=1k=1l=1
sous les contraintes :

P 4q
DX > Tijw =n &; pourtout i=1,...,m,

iii@jkl = Y pour tout £=1,...,p,
iii@jkl =5 0, pourtout [ =1,...,q,
Tijw 2% 0, pourtouti =1:m,j=1:nk=1:pl=1:q.
Avec &; > 0, B; >3 0,7 >» 0,0, >5 0, et & >5 0,Y(i, 5, k, 1).

Le probléeme de transport flou a quatre indices peut étre écrit aussi sous forme d’un pro-

gramme linéaire flou :

min Z =R ' RF
sous les contraintes :
Af =g b
R(z) >0

(2.1)
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Ou:
— T = (T1111, -+ Tonmpg) T € F(R)V.
= (Cr111, - - - » Compq) T € F(R)N.

— =1,y Oy Brs ey By A1y ey A 01, - -5 0g) € F(R)M.

— Aestune M x N matrice.

— M =m+n+p+qget N =mnpg.

Soit £ = {(i,5,k,l); i=1:m,j=1:nk=1:petl =1:gq}achaque (i,j,k, ) € E, on
associe un vecteur P, € RM . Les composants de ce vecteur sont des zéros sauf quatre; ils sont

N =N

situés dans les lignes ¢, m + j,m +n + k, et m + n + p + [ et ayant 1 comme valeur commune.
On définit la matrice A comme la matrice des vecteurs P,j;;. Notons que rang(A) = M — 3.

Le probleme est de déterminer 7,;;; pour que le cofit total du transport soit minimal.

Définition 2.1. Une solution réalisable  d’un PTF4 est dite de base si les colonnes de la matrice
Aj; obtenue de A en gardant seulement les colonnes correspondantes aux variables z;;i; >5 0

sont linéairement indépendantes.

Définition 2.2. Soit Z une solution de base réalisable pour un PTF4, le quadruplet (4, j, k, 1) tel

que Z;ji; >x 0 est appelé case intéressante.

2.4 Résolution du PTF4

2.4.1 Condition de réalisabilité

Une condition nécessaire pour que le probleme de transport flou a quatre indices possede

une solution réalisable est :

Théoreme 2.1. Le probleme de transport flou a quatre indices de type 1 admet une solution réalisable si

seulement si :

n p q
ddi=n Y Bi=n) A=) b=xH
k=1 =1

i=1 j=1
Théoreme 2.2. Le probleme de transport flou a quatre indices de type 2 admet une solution réalisable si

seulement si :
p

m n q
Zai :Z/Bj ZZ% = 251 = H.
i—1 =1 -1

k=1
Théoreme 2.3. Le probleme de transport flou a quatre indices de type 3 admet une solution réalisable si

seulement si :

n

m p q
ddi=nY Bi=n Y Ak=ny o =nH
i=1 k=1 =1

J=1
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Remarque 2.1. Les Théorémes et[2.3|sont des généralisations du Théoreme[1.2.1]

Pour obtenir la solution optimale floue d’un probléme de transport flou a quatre indices,
nous passons par deux phases :

1. Détermination d’une solution de base réalisable initiale.

2. Amélioration d’une solution de base réalisable.

2.4.2 Phasel

Les méthodes de résolution permettant d’obtenir une solution de base réalisable initiale
pour un probléme de transport a deux indices peuvent étre généralisées pour un tel probleme

a quatre indices dans un environnement flou.
On va présenter une adaptation des méthodes de cotit minimum, d’approximation de Rus-
sell et d’approximation de Vogel pour un PTF4 dans un contexte flou. On note FLC4, FRAM4,

et FVAM4 les algorithmes adaptés respectivement.

Soit £}, I'ensemble des cases intéressantes. Au début de chaque algorithme, on a E;, = .

Algorithme FLC4

Etape 1:

1. Pour chaque quadruplet (4, j, k, [) non saturé, choisir (i, j, k, [), ol &;;5; = min G-

2. Prendre ;537 = min (dg, B, Ak 5;) et ajouter (7, j, k,1) a .
3. Actualiser ¢;, 3;, Y et 5[ comme suit :
(@) &; = a7 © Ty
Si Z;;5 = &; alors prendre 73, égal a zéro flou et saturer ¢, V(j, k, 1) # (5, k, ).
(b) B; =535 © T
Si #3;7; = B; alors prendre 7,5, égal a zéro flou et saturer &, V(i, k,1) # (i, k, ).
(©) 7% = 7 © Tigir
Si Z33 = i alors prendre Z,;7; égal a zéro flou et saturer ¢z, V(i, 4, 1) # (i, J,1).
(d) & =070 T
Si ¥ = o7 alors prendre ;57 €gal & zéro flou et saturer ¢, V(4, j, k) # (i,7, k).
Etape 2:
e Répéter 1 a 3 jusqu’a toutes les variables Z;;; soient déterminées.
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Algorithme FRAM4

Etape 1:

1.

Pour tout 7 non saturé, déterminer ¢ = m]?lx Cijki-
J

2. Pour tout j non saturé, déterminer & = rr%’?lx Cijkl-

3. Pour tout k non saturé, déterminer & = HZ;%X Cijki-

4. Pour tout [ non saturé, déterminer & = max Cijkl-

5. Calculer les cotits réduits ¢}, = ¢iju © (& @& @ & & &).

6. Choisir la case (i, j, k, ) qui correspond au moindre cofit réduit Ciirs 8'ily en a plusieurs,
choisissez celle qui a le plus petit colit flou ¢;j;;; s'il y a encore égalité, choisir celle dont
min(d;, Bj, Vs 51) est le plus grand.

7. Prendre ;37 = min (dg, B, Ars 5[> et ajouter (4,7, k, 1) a E.

8. Actualiser ¢;, 53, ; et o7 comme a I'étape 1 (3) dans l’algorithme FLC4.

Etape 2:

e Répéter 1 a 8 jusqu’a ce que toutes les 7;;; soient déterminées.

Algorithme FVAM4

La pénalité d"une rangé i, j, k ou [ est donnée par la différence entre le cotit flou le plus petit

et le deuxieme plus petit.

Etape 1:

1. Pour tout i non saturé, déterminer la pénalité p} = min}, © min’ .

2. Pour tout j non saturé, déterminer la pénalité p; = min} & min .

3. Pour tout k non saturé, déterminer la pénalité p} = miny © min} .

4. Pour tout [ non saturé, déterminer la pénalité p} = min) © min’ .

5. Identifier la rangé correspondante a la plus grande pénalité.

6. Dans la rangé sélectionnée trouvée a I'étape précédente, identifier la case (7, j, k, 1) qui

correspond au plus petit cotit flou.

7. Prendre ;5 = min(s, 53, 9, 0p) et ajouter (4, j, &, 1) & Ej.

8. Actualiser ¢;, B;, ;. et 67 comme a I'étape 1 (3) dans l'algorithme FLC4.
Etape 2:

e Répéter 1 a 8 jusqu’a ce que toutes les 7;j;; soient déterminées.
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2.4.3 Traitement de dégénérescence

A la fin de la phase 1, on obtient une solution de base réalisable initiale, qui peut étre dégé-
nérée.

Soit A, la matrice des vecteurs P,j;/(i, 7, k, 1) € Ej.

Test de 1a dégénérescence

e Sirang(A,) =rang(A), alors
la solution obtenue est non dégénérée.
e Sirang(A,) < rang(A), alors

la solution obtenue est dégénérée.

Traitement de dégénérescence

Soit £}, le complément de £, dans I'ensemble E (i.e., £, = Ej) et soit £, un ensemble de s
éléments de Ej, avec s = rang(A) — rang(A;).

— Si By, U I est libre, alors prendre [ = E, U Ej,

— Sinon modifier Ej et refaire le méme test précédent.

Il s’agit d"une modification de la méthode de [45].

2.4.4 Phase?2

Pour tester 1’optimalité ou pour améliorer une solution de base réalisable, nous allons adap-

ter la phase 2 de AL pryc [44] dans un contexte flou.

1. Initialisation :
Soit I = {(i, j, k,1) tel que i;;y variable de base a l'itération r}. Au débutonar =0 et
10 =7,

2. Pour tout (4,7, k,1) € I"), résoudre le systéme linéaire :

AY =p g o Y =[a", 0" a0 i i=1mj=1:nk=1:pl=1:q

3. Pour tout (7,7, k,1) ¢ I déterminer

Al =gmo @ et oa) of)

4. o SivV(i,j,k,1) ¢ I, ontrouve R (Ag,)d) > ( alors
La solution 7(") est optimale. Stop.
e Sinon, Prendre
A o = minf AR R (A5),) <0},

i0jokolo
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(a) Pour tout (i, j, k,1) € I, déterminer le cycle u(") en résolvant le systeme :

§ : (r)
AzgklA Zojokolo

20
(b) Déterminer (") ot 6" = min ( ;7(55 Javec /\z(]kl <0

ijkl

(c) Déterminer la nouvelle solution de base ') comme suit :
B0 = {00/ k1) g} U {200 @ XG0T /0,5, k 1) €
I+ {I U {(40, jo ko, 10)} } \ {la case associée a la variable sortante}

(d) Répéter les étapes 1)...4).

2.5 Etude numérique comparative

Dans cette section, nous allons donner quelques expérimentations numériques pour tester
l'efficacité des algorithmes adaptés. Signalons que nous les avons implémenté sur un intel(R)
core (TM) I3 dans I’environnement Microsoft Windows. Ces algorithmes sont totalement écrits
en Matlab.

Nous désignons par :

o :)Eg) : Lensemble des composantes de base associé a la solution de base a l'itération r.
) fg) : 'ensemble des composantes hors base a l'itération .

e M ™N :La taille du probléeme, ot M =m +n+p+ get N = mnpg.

e Z*:La valeur optimale.

e Jt: La fonction de classement d"un nombre flou.

e [tr: Le nombre d’itérations.

e T:Le temps d’exécution en millisecondes.

2.5.1 Exemple illustratif d'un probleme de transport flou a quatre indices

de type 1

Soit un probleme de transport flou a quatre indices de type 1 avec m = n = p = ¢ = 2 dont
les données sont présentées dans les tableaux suivants :
Puisque on a :
2 2 2 2
dai=nd Bi=n Y wm=x o=11
i=1 j=1 =1 =1

Donc, ce probleme de transport flou a quatre indices de type 1 admet une solution réalisable.
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o iy B B M Y2 01 02
(2,4,7,8) | (3,5,6,9) | (1,2,5,7) | (4,7,8,10) | (2,4,6:8) | (3,5,7,9) | (0,4,6,9) | (5,5,7,8)
R=5.5 R=5.74 R=3.75 R=7.25 R=5 R=6 R=4.75 R=6.25

TABLE 2.1 — Tableau des quantités de &, Bj, i, et

C1111
1

C1112

6

C1121

5

C1122

6

C1211 | C1212
8 10

C1221
1

C1222
2

C2111

9

C2112

6

C2121

8

C2122

8

C2211 | C2212
1 3

C2221
4

C2222
4

TABLE 2.2 — Matrice des cofits
Application de 1’algorithme FRAM4

e La solution de base réalisable initiale obtenue en utilisant 1’algorithme FRAM4 est
0)

70 = x(O) U x(

~(0 0
xSB) = {xé;n = Y

Tiggy =

~(0)

Tiy9y =

(0,4,6,9), (—5,1,4,10), (—8,0,6,13),

j§01)12 =(-7,-2,2,8), xél)m = (—14,-3,4, 16)}-

La valeur de I’objectif associée a 7% est :

2 2
ZO =23 "3 NN it = (—212,-30,94, 283)

Sa fonction de classement est R(Z(?)) = 33.75.
e Le test d’optimalité en phase 2 montre que 7(¥) n’est pas optimale. Nous avons besoin

de 3 itérations pour obtenir I’optimum ou

~(3)

(3 ~(3
x%) = {552211 = ¥

Ti111 =

9‘7§2)22 =

(—28,-6,9,29),5%), =

~(3)
L9212 =

(—14, —2,6,16),

(—29,—5,12,37), (—=7,-2,2,8), (— 43,—8,16,53)}.

La valeur optimale de la fonction objectif est

2 2 2
ZO =3NNS iy, = (—161,-22,72,217)

Sa fonction de classement est (7)) = 26.5.
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Application de 1'algorithme FVAM4

e La solution de base réalisable initiale obtenue en utilisant ’algorithme FVAM4 est

donnée par 7 = 79 Uz o

i‘(g) = {xgl)ll = (1 2 5) 7) .772211 - (_77 _17478> 53&?22 = <_5’ _1’5’7)’

i’ég)m = (—4,2,6,14), xéz)m = (—19,-5,5, 20)}~

La valeur de l'objectif associée a 7% est

2 2
ZO =2 33NN iy, = (—212,-30,94,283)

Sa fonction de classement est R(Z(®)) = 26.5.

e Le test d’optimalité en phase 2 montre que 7(*) est optimale.
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Mx N Algorithme FRAM4 Algorithme VRAM4
z* x itr T zZ* r itr T
10 x 36 (—1394, 191, 882.25| 6 57.566 | (—3060, —883, |882.25| 2 50.382
967,3765) 1976, 5496)
14 x 120 (—10117, 1253.2| 6 51.69 | (—5830,—1354, | 1253.2 | 6 51.69
—3036, 3046, 9151)
4752, 13414)
18 x 315 (—4968, —1560, | 699.25 | 28 161.6 | (—11556, 699.25 | 17 | 93.805
2385, 6940) —2594,
3464.5, 13482)
30 x 3024 | (—25716, 341.05| 77 | 1655.6 | (—23206, 341.05| 93 | 2023.4
—8393.2, —7571,
8676.4, 26797) 7922.6,24218)
37 x 6000 | (—2764.9, 168.48 | 82 | 3513.2 | (—17637, 168.48 | 103 | 4063.7
—821, 1096.4, —5807.4,
3163.4) 6082.8, 18035)
40 x 9216 | (—23285, 261.83 | 181 | 10977 | (—409230, 261.83 | 159 | 9597.5
—9529.3, —159890,
9671,24191) 1.60070,410100)
44 x 13440 | (—3478.4, 196.63 | 150 | 11831 | (—201380, 196.63 | 172 | 13929
—1229.2, —79936,
1414.3,4079.8) 80109, 201990)
50 x 21600 | (—4516.6, 174.78 | 170 | 20395 | (—144480, 174.78 | 189 | 23095
—1214.5, —32758, 33001,
1460.2,4970) 144930)
63 x 59976 | (—2836, —851,| 145 |178| 408.75 | (—1.8714€" 145 | 311 | 1.0227¢°
1117, 3150) —6.6346¢°
6.6372¢°,
1.8718¢9)
68 x 79800 | (—4004, —1021, | 150 |327 | 1.5135¢° | (—2.0815¢°, 150 | 428 | 1.7775¢°
1288, 4337) —5.4153€°,
5.418¢€5,
2.0818¢5)
TABLE 2.3 - FRAM4 et FVAM4 en résolvant PTF4 de type 1
Commentaires

— A partir de ce tableau, nous pouvons conclure que les algorithmes adaptés peuvent ré-

soudre différents PTF4 de type 1 avec différentes tailles, ce qui montre leur efficacité.

— Pour les problemes a petite taille, 'algorithme adapté basé sur FVAM4 atteint la solu-

tion optimale en moins d’itérations, mais pour les problemes a grande taille, FRAM4 a

tendance d’étre le plus rapide.
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2.5.2 Exemple illustratif d’'un probléme de transport flou a quatre indices

de type 2

Etant donné un exemple d'un probleme de transport flou a quatre indices de type 2 avec

m = 3 etn =p = q=2dont les données sont présentées dans les tableaux suivants :

Cl111 C1112 C1121 C1122 C1211 C1212
(1,2,3,4) | (1,3,4,6) | (=1,0,1,2) | (5,7,8,11) | (9,9,10,12) | (9,11,12,14)
R=25 =35 R=05 R=775 R=10 =11
C1221 C1222 Co111 C2112 C2121 C2122
(5,8,9,12) 0,1,2,3) (5,6,7,8) (3,5,6,8) (12,15,16,19) | (7,9,10,12)
R=6.5 =15 R=55 =85 R=155 =95
Co211 C2212 C2221 C2222 C3111 C3112
(5,6,7,8) | (1,6,7,12) | (5,10,12,17) | (5,7,8,10) | (11,14,16,19) | (12,15,16,17)
R=65 =65 =11 R=75 R=15 R=15
C3121 C3122 C3211 C3212 C3221 C3222
(7,10,10,15) | (1,2,3,4) | (14,15,16,19) | (12, 15,16,19) | (10,12,15,17) | (5,8,9,12)
R=10.5 =25 R=16 f=155 R=13.8 =85

TABLE 2.4 — Matrice des cofits

10 5 10 8 17 10 15 12 13

TABLE 2.5 — Tableau des quantités o, 3;, v et d; .
Puisque ona:
2 2 2 2
doci=n Y Bi=n ) w=w Y 0=25
i=1 j=1 =1 =1

Ainsi, ce probleme de transport flou a quatre indices de type 2 admet une solution réalisable.

Application de 1’algorithme FRAM4

e La solution de base réalisable initiale obtenue en utilisant 1’algorithme FRAM4 est

donnée par 7 = 79 Uz o

0 0 0 0 0 0
‘T(B) = {ff:(ﬂ)m = 8,$§2)22 = 57$§2)11 = 5a$(12)11 = 3a$é2)11 = 2} :
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La valeur de l'objectif associée a v(%) est

2 2 2 2
=2 YD Y Gawiy = (98,120,145, 177)

i=1 j=1 k=1 I=1

Sa fonction de classement est (7)) = 135.
e Le test d’optimalité en phase 2 montre que z(”) n’est pas optimale. On a besoin de 3

itérations pour obtenir I’optimum ot
3 0 0 0 0 0 0
SUSB) = {95;(31)22 = 379552)22 = 57$§2)11 =5, 3U5(32)21 =2 xi(%l)ll =9, 951(32)22 = 5} :

La valeur optimale de la fonction objective est

2 2 2 2
=2 YD DY cijariy = (78,115,44,181)

i=1 j=1 k=1 I=1

Sa fonction de classement est R*(Z®)) = 129.5.
Application de I'algorithme FVAM4

e La solution de base réalisable initiale obtenue en utilisant 'algorithme FVAM4 est

donnée par 7 = 79 Uz on

0 0 @ 0 0 0 0
‘T(B) = {xigl)ZZ - 8 12)22 - 57 §2)11 - 5 g2)21 = 27 52)11 - gax:gQ)ll = 2} :

La valeur de l'objectif associée a 2% est

2 2 2 2
=2 YD Y Y Griy = (98,120,145, 177)

i=1 j=1 k=1 I=1

Sa fonction de classement est (7)) = 135.
e Le test d’optimalité en phase 2 montre que z(¥) n’est pas optimale. On a besoin de 3

itérations pour obtenir I’optimum ot
3 3 3 3 3 3
x(B) = { §1)22 - 3 52)22 - 57 §2)11 - 57 i(32)21 - 2 gl)ll - 5a xé2)22 = 5}

La valeur optimale de la fonction objectif est

2 2
ZO = 33NN ualy, = (78,115,44,181)
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34

Sa fonction de classement est R(Z®)) = 129.5.

M ox N Algorithme FRAM4 Algorithme VRAM4
A R wr T z* R wr T

10 x 36 (588, 1582, 19335 1 | 36.799 | (588, 1582, 10335 | 1 | 31.682
2325, 3239) 2325, 3239)

13 x 90 (1049, 1941, 2391.3 | 4 | 46.392 | (1049,1941, 2391.3 | 5 | 53.915
2739, 3836) 2739, 3836)

17 x 288 | (457,1236.5, 2081.2 | 12 | 78.013 | (457,1236.5, 2081.2 | 17 | 88.795
2498.5,4133) 2498.5,4133)

25 x 1400 | (443,917,1602, | 1609 | 31 | 487.05 | (443,917, 1609 | 32 | 440.92
3474) 1602, 3474)

29 x 2268 | (823, 1066, 1604.8 | 45 | 864.6 | (823,1066, 1604.8 | 35 | 674.52
2057,2473) 2057,2473)

33 x 4320 | (453,856.73, 1361.3 | 141 | 10088 | (453, 856.73, 1361.3 | 120 | 10975
1446, 2689.4) 1446, 2689.4)

54 x 32760 | (438, 986.25, 1535.6 | 338 | 68943 | (438,986.25, 1535.6 | 278 | 56432
1838, 2880.2) 1838, 2880.2)

57 x 40500 | (308.26, 836, 1116 | 282 | 57638 | (308.26, 836, 1116 | 241 | 48984
1313.6,2006) 1313.6,2006)

62 x 56448 | ( 1225.2 | 393 | 1078450 | (425.93,785.11, | 1225.2 | 364 | 99338
426.44,785.78, 1337.7,2351.9)
1336.7, 2351.8)

68 x 79800 | (340.91,783.36, | 1228.5 | 460 | 200220 | (340.91,783.36, | 1228.5 | 439 | 188780
1310.1,2479.8) 1310.1,2479.8)

TABLE 2.6 — FRAM4, et FVAM4 en résolvant PTF4 de type 2
Commentaires

— A partir de ce tableau, nous pouvons conclure que les deux algorithmes appliqués peuvent
résoudre différents PTF4 de type 2 avec des tailles différentes, ce qui montre leur effica-
cité.

— Pour les PTF4 de type 2 a petite taille, I’algorithme adapté FRAM4 atteint la solution op-
timale en moins d’itérations, mais pour les problemes a grande taille, FVAM4 a tendance

d’étre le plus rapide.

2.5.3 Exemple illustratif d'un probléme de transport flou a quatre indices de

type 3

Considérons un probleme de transport a quatre indices de type 3 (totalement flou) avec
m=n=p=q=2),les quantités de &;, B;, Vi, 9;, et ¢, sont donnés par les tableaux suivants :
p q 27 J p
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C1111 C1112 C1121 C1122 C1211 C1212 C1221 C1222
(4,5,6) (0,2,7) (1,3,5) (5,6,9) (3,5,6) (4,6,9) (6,7,9) (2,4,5)

= R=2.75 =3 R=65|R=475|R=625|R=725|R=3.75
C2111 C2112 C2121 2122 C2211 €2212 €2221 €2922
(5, 6, 8) (6, 8, 10) (2, 3, 7) (6, 8,12) (7, 9,11) (3, 9, 7) (3, 4, 5) (4, 6, 10)
R =6.25 R = R=375] R=18.5 =9 R=7 R=4 R=6.5
TABLE 2.7 — Matrice des cofits
o %) 5 B "1 Y2 0 02
(3,7, 7) (1,2,7) (3,4,8) (1,5,6) (2,2,3) (2,7, 11) (0,4,6) (4,5,8)
NR=6| R=3 | R=475 | R=425 | R=22 | R=6.7T5|R=35|R=55

TABLE 2.8 — Tableau des quantités de &, Bj, 31, et

Ce PTF4 admet une solution réalisable car :

2

2 2 2
Zdi —R ZBJ =R Z% =R 251 = (4,9,14)
=1 =1

i=1 j=1

OnaM =8et N =16.

Application de 1’algorithme FLC4

e Trouver la solution réalisable initiale
— Prendre E, = 0,
— min Eijkjl = C1112/

— Déterminer Z113 :

T1112 = min <5é1, B, A1, 52)
min ((37 7a 7)9?267 (3a 47 8)%:4.757 (27 27 3)%:2.257 (47 5a 8)%:5.5)

= (2a 273)%:2.25-

— Ajouter (1,1,1,2) a E,

— Actualiser ay, Bl, 1 et d5 comme suit :

651 - (07575>a
Bl = <07276>7
5/1 = (_17071)7
6 = (1,3,6).
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— Pour tout (¢, 7,1) # (1,1, 2), prendre Z,;;; égal a zéro flou et saturer ¢;;y;.
— Répéter jusqu’a ce que toutes les variables z;;;; soient déterminées.

La solution de base réalisable initiale obtenue par FLC4 est donnée par : (0 = fg) u

~(0)
Z, ou

7 = {#%s = (22,370 = (0,2,6), 3% = (~6,3,5),

jég)m (—6,2,6), Tazeo = (—4,0, 12)} )

La valeur de l'objectif associée a 7% est

Gijia ® T00), = (16,33,59.5).

NAz
;
=3
Mw
it

Sa fonction de classement est R(Z(?)) = 35.3750

o Test de la dégénérescence
Le nombre des éléments de :7;590) estégala b = M — 3;1i.e., la solution est non dégéné-

rée.

e Phase 2
Le test d’optimalité en phase 2 montre que cette solution n’est pas optimale. Ainsi,

A1; - ~(1) A1) s
nous pouvons 'améliorer. (V) = :1753) U x%) ol

~(1 1 ~(1
xSB) - {xgl)m = (27273)’$51)21 = (—12,2,10), $§2)22 = (-10,3,17),

fgll)m = (—4,0,12), $§2)21 = (— 6a276)}

Le test d’optimalité montre que 7! est optimale. La valeur de 1’objectif associée a 7

2 2 2 2
ZW =3NNS euu @), = (14,29,53.5).

i=1 j=1 k=1 I=1

est

Sa fonction de classement est R(Z(1)) = 31.3750

Application de 1’algorithme FRAM4
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e Trouver la solution réalisable initiale
— Prendre E, = 0),

— Calculer les cofits réduits :

c=1) ci=2) cU=1) c=2) c(k=1) c(k=2) cU=1) c(1=2)
(6,7,9) | (7,9,11) | (6,8,12) | (7,9,11) | (7,9,11) | (6,8,12) | (7,9,11) | (6,8,12)
TABLE 2.9 — Cofts réduits en premiere itération
— Calculer la matrice des cofits réduits :
Clin Cl112 Cl121 Cl122
(—29, —28,—-20) | (—44,—30,—18) | (—43,—29, —20) | (—40,—25, —15)
Clann Cla1o Cloo1 1220
(—=39,—-29,—-21) | (=39, —-27,—17) | (=37, —26,—17) | (—42, —28, —20)
Co111 C3119 C121 3129
(—40,—-29,—-19) | (—40, —26,—16) | (—44,—31,—19) | (—41,—25,—13)
C3o11 C3919 C3991 3999
(=37, -27,—17) | (—42,-26,—20) | (—42,—-31,—22) | (—44,—28,—16)

TABLE 2.10 — Matrice des cofits réduits en premieére itération

— minc’,, = c4
ig kil igkl 2221/
— Déterminer Ty9o1 :

= min (5527 /827 5/27 81)
= min ((17 27 7)9?:37 (17 57 6)%:4.257 (27 77 11)9‘3:6.757 (Oa 47 6)%:3.5)
= (1,2,7)p=3.

X2221

— Ajouter (2,2,2,1) a E,

— Actualiser ax, 52, s et 51 comme suit :

d? = (_6a 07 6)7
BQ = (_67 37 5)7
;5/2 — (_57 57 10)7
o = (—7,2,5).

— Pour tout (¢, 7,1) # (2,2, 1), prendre 7, égal a zéro flou et saturer ¢yjy.

— Répéter jusqu’a ce que toutes les variables z;;;; soient déterminées.
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La solution de base réalisable initiale obtenue par FRAM4 est donnée par : (¥ =

#90uzY on

a?g) {xég)gl =(1,2,7), 371121 =(-7,2,5), xgl)IQ =1(2,2,3),

1.52)22 = (_67 37 5)7 i.g(i)QQ = (_107 07 18)} .

La valeur de l'objectif associée a 7% est

2 2 2
ZO =2 33NN e @ iy, = (14,29,53.5).

i=1 j=1 k=1 I=1

.

Sa fonction de classement est R(Z()) = 31.3750

o Test de la dégénérescence

Le nombre des éléments de i’g)

e Phase 2
Le test d’optimalité en phase 2 montre que cette solution est optimale.

Application de I’algorithme FVAM4

estégalab = M —3;1i.e., lasolution est non dégénérée.

e Trouver la solution de base réalisable initiale
— Prendre E, = ),
— Calculer les pénalités :

P D3 i D3 Py D5 P D5
(—=6,1,5) | (—4,1,3) | (=6,1,5) | (—2,0,3) | (-4,3,6) | (—3,1,4) | (—3,0,6) | (—5,2,5)
R=025|R=025|R=025|R=025| R=2 | R=075|R=075| R=1

TABLE 2.11 — Pénalités dans la premiére itération

e max(p},p?, pi,p}) = b},

® IMIN C;51; = C1112,

— Déterminer Z112 :
Zi112 = min (071,51771,52>

min ((37 77 7)%267 (37 47 8)§R=4.757 (27 27 3)%22.257 (47 57 8)8?=5.5>
= (2a 27 3)?]?:2.25-

— Ajouter (1,1,1,2) a E,
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— Actualiser a4, 51,71 et ds

a; = (0,5,5),
/= (0,2,6),
Y =(-1,0,1),
oy = (1,3,6).

— Pour tout (¢, j,1) # (1,1,2), soit Z;;1; égal a zéro flou et saturer ¢&;y;.

— Répéter jusqu’a ce que toutes les variables 7;;;; soient déterminées.

La solution de base réalisable initiale obtenue par FVAMA4 est donnée par : 7 =

#UzY on

5 = {0 = 2.2.3) 50 = (1,3,6), 50 = (-6,2,4)

o = (=5,2,5), 31 = (-4,0,12) .

N

La valeur de l’objectif associée a 7% est

2 2
ZO = 33NN e @ il = (14,29,53.5)

Sa fonction de classement est }R(Z(?)) = 31.3750

o Test de la dégénérescence

Le nombre de éléments de 5553)

estégal a 5 = M — 3; donc la solution est non dégéné-
rée.

e Phase 2
Le test d’optimalité en phase 2 montre que 7(*) est optimale et n’a pas besoin d’amé-

lioration.
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Dimension (M x N) | 12 x 81 16 x 265 | 20 x 625 | 24x1296 | 32x4096 | 40x 1000 | 64 X
65536
FLC4 | (29988 | (21125 | (-54986 | (-75878 | (-62829 | (-33481 | (-77002
%' 2093.8 1653.3 1052.3 2136.3 1166.5 348.5 1750
= 7131.8) | 24298) | 57223) | 79614) | 65238) | 34377) | 80003)
. FRAMA | (-1948.8 | (23479 | (70631 | (45375 | (-40825 | (-61920 | (-
% 2043.8 1622.5 931 1895.8 1021.3 314.75 1.4375e5
2 6307) 26517) 73088) 49255) 43588) 63186) 1432
1.4748e5)
FVAMA | (28363 | (29170 | (25078 | (43860 | (60253 | (-84944 | (-
2103.3 1440.5 1094.8 1865.8 1192.3 360 1.1649e5
6971.3) 32234) 26875) 47852) 62500) 85863) 1417.3
1.199¢5)
= FLC4 2080.1 1619.9 1085.6 2002.3 1185.5 398.25 1625.3
& FRAM4 | 21114 1570.8 1079.8 1917.7 1201.4 474 1649.1
= | FVAM4 | 20854 1486.4 996.69 1931 1158 409.69 1561
FLC4 1.5356 2.2069 4.0085 12.481 13.846 15.576 17.398
§ FRAM4 | 3.0169 6.7252 9.512 31.602 50.462 96.994 701.71
N FVAM4 | 3.6408 6.794 7.9264 30.963 30.922 45.034 168.96
FLC4 | (2818 | (12709 | (27951 | (-52205 | (-28621 | (-18536 | (-43864
N 2015.8 1343.3 864.25 1455.3 847.66 284.85 682.97
6833.8) | 15325) | 29806) | 54931) | 30335) | 19198) | 45460)
FRAM4 | (-1900.8 | (-10040 | (-32677 | (-28878 | (-19155 | (41649 | (-72237
- 2015.7 1347.3 874.75 1455.3 847.66 295.58 704.61
= 5916.5) | 12649) | 34511) | 31605) | 20869) | 42290) | 73789)
3 FVAMA4 | (27752 | (-17652 | (-17330 | (29654 | (-37737 | (-31037 | (-79578
N 2015.8 1345.6 868.75 1455.3 848.3 290.22 684.73
6791) 20264) 19176) 32381) 39450) 31689) 81170)
8 FLC4 2011.8 1325.9 895.87 1409.3 852.24 308.01 740.36
N~ | FRAM4 | 2011.8 1325.9 895.87 1409.3 852.24 308.0 740.36
= FVAM4 | 2011.8 1325.9 895.87 1409.3 852.24 308.01 740.36
FLC4 4 12 14 50 52 69 345
& FRAM4 |3 14 16 48 70 68 418
FVAM4 | 2 8 12 48 57 68 354
FLC4 8.8915 50.207 1454 1507.8 8845.3 56340 1.0578e5
§ FRAM4 | 7.1789 58.461 162.94 1347.3 11605 58289 1.2892e5
- FVAM4 | 5.0874 34.99 125.01 1318.6 9576.5 56062 1.0562e5
Temps FLC4 10.427 52.414 149.41 1520.3 8859.1 56356 1.058e5
total FRAM4 | 10.196 65.186 172.45 1378.9 11655 58386 1.2962e5
(ms) FVAM4 | 8.7282 41.784 132.94 1349.6 9607 .4 56107 1.0579e5
TABLE 2.12 — Efficacité des algorithmes FLC4, FRAM4, et FVAM4
©2022, Manal HEDID Résolution d"un probleme de transport flou a quatre indices



2.5. ETUDE NUMERIQUE COMPARATIVE

41

Dimension (M x N) | 30 x 3136 | 35 x 5760 | 37 x 7200 | 41x10800 | 80x 16000 | 113 X
630000
FLC4 (-1.4195e5 | (-30855 (-57572 (-1.2796€5 | (-2.6674e5 | (-5.4236e5
%1 1507.8 2086.8 1157.3 1602 764.25 854
= 1.4447e5) | 34891) 59759) 1.3161e5) | 2.7078e5) | 5.4413e5)
) FRAM4 | (-15678 | (-26876 | (-39550 | (-57375 | (-6.2504e5 | (-1.9974e5
2 1711.3 1920 1127.3 1496.3 1357 920.25
o 18334) 30676) 41836) 60930) 6.2814e5) | 2.0114e5)
FVAMA | (-30597 | (49972 | (-38357 | (47532 | (-1.5441e5 | (-234661
1508.5 1777.8 1067.8 1353.8 1256 885.25
33267) 52403) 40487) 51708) 1.5731e5) | 236372)
= FLC4 1384.1 2052.3 1125.4 1714.4 1393.4 871.31
/—N/:I FRAM4 | 15194 1910.1 1135.2 1636.8 1454.9 808.81
= | FVAM4 | 14219 1496.6 1066.4 1721 1352.8 870.38
FLC4 13.73 6.0158 15.905 16.345 63.173 211.78
§ FRAM4 | 43.844 62.404 75.093 101.12 2148.7 15467
N FVAM4 | 30.119 24991 39.1 72.504 382.51 2137
FLC4 | (76187 | (-16392 | (46683 | (72990 | ( -83399 | (-2.375€5
N 1080.6 853.97 800.33 933.75 555.63 417.71
78056) 17984) 48381) 75036) 84528) 2.3825e5)
FRAM4 | (-10714 (-15701 (-25600 (-39633 (-2.8724e5 | (-96678
- 1108.6 853.97 795.83 940.25 530.74 412.08
g 12528) 17293) 27307) 41666) 2.8842e5) | 97440)
3 FVAMA4 | (22150 | (29421 | (-34851 | (-47532 | (97204 | (-1.4737e5
" 1137.7 871.09 794 1353.8 540.54 418.57
23905) 30979) 36562) 51708) 98363) 1.4812e5)
3 FLC4 1007.6 825.09 824.65 978.38 560 396.65
~N:| FRAM4 | 1007.6 825.09 824.65 978.38 560 396.65
— | FVAM4 | 1007.6 825.09 824.65 978.38 560 396.65
FLC4 58 86 83 130 565 1225
5 FRAM4 | 68 86 79 123 549 1095
FVAM4 | 60 83 88 91 512 1074
FLC4 1103.7 3452.1 3785 7341 4.3418e5 | 3.6585e6
§ FRAM4 | 1959.5 2813.9 3334.3 8074.2 4.1115e5 | 3.1405e6
N FVAM4 | 12452 4161.7 3704.6 58244 3.9497e5 | 3.01e6
Temps FLC4 1117 .4 3458.1 3800.9 7357.4 4.3424e5 | 3.6587e6
total FRAM4 | 2003.4 2876.3 3409.4 8175.3 4.133e5 3.156e6
(ms) FVAM4 | 12753 4186.7 3743.7 5896.9 3.9535e5 | 3.0121e6
TABLE 2.13 — FLC4, FRAM4, et FVAM4 en résolvant PTF4 totalement flou
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Commentaires

— Ces tableaux montrent que les algorithmes proposés peuvent résoudre efficacement le
PTF4 totalement flou avec une large gamme de dimensions allant de 8 x 16 a plus de
113 x 630000.

— La fonction de classement de la solution optimale est la méme, ce qui signifie que nos
algorithmes sont robustes et convergent vers la solution optimale floue et ne dépendent
pas de la solution initiale.

— Les résultats montrent la robustesse de notre méthode en phase 2 lors de la recherche de
la solution optimale, a partir d"une solution initiale, méme en cas de dégénérescence.

— La solution de base réalisable initiale obtenue par 1’algorithme FLC4 est loin de 1'opti-
mum pour la plupart des PTF4, son avantage est qu'il est rapide et simple.

— La solution de base réalisable initiale obtenue par les algorithmes FVAM4 ou FRAM4 est
en général, tres proche de la solution optimale.

— Dans la plupart des cas, la méthode FVAM4 nécessite moins de temps et un plus petit
nombre d’itérations par rapport aux méthodes FRAM4 et FLC4. Par conséquent, FVAM4
est préférable a utiliser pour résoudre les problemes de transport totalement flous a
quatre indices de grande taille.
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CHAPITRE 3

METAHEURISTIQUES POUR RESOUDRE UN
PROBLEME DE TRANSPORT FLOU A QUATRE
INDICES

3.1 Introduction

L'un des principes les plus fondamentaux de notre monde, qui occupe une place impor-
tante dans le monde informatique, industriel, etc., est la recherche d"un état optimal. En effet;
de nombreux problemes scientifiques, sociaux, économiques et techniques ont des parameétres
qui peuvent étre ajustés pour produire un résultat plus souhaitable. Ceux-ci peuvent étre consi-
dérés comme des problemes d’optimisation et leur résolution est un sujet central en recherche
opérationnelle. Plusieurs méthodes ont été congues pour résoudre ces problemes.

Ces méthodes se classent en deux catégories bien distinctes. D’une part, les méthodes exactes,
cherchant a trouver de maniere certaine la solution optimale en considérant I’ensemble des so-
lutions possibles. D’autre part, les méthodes approchées, qui se contentent de rechercher une
solution “de bonne qualité”. Notamment les problemes difficiles, par exemple ceux qui pré-
sentent de nombreux minimums locaux, en déterminant des solutions qui ne sont pas rigou-
reusement optimales, mais qui s’en approchent. Ces méthodes, appelées heuristiques et mé-
taheuristiques, ils se basent généralement sur des phénomenes physiques, biologiques, socio-
psychologiques, et souvent faire appel au hasard.

Contrairement aux méthodes exactes qui garantissent des solutions exactes, Une heuris-
tique est un algorithme qui a pour objectif de trouver une solution réalisable sans garantie
d’optimalité. On fait appel aux métaheuristiques pour résoudre les problemes difficiles lorsque
la résolution en utilisant les méthodes exactes est de complexité exponentielle.

3.2 Caractéristiques des métaheuristiques

On peut définir deux aspects communs dans les algorithmes d’optimisation basés sur la
population : exploration et exploitation. L'exploration est la capacité d’élargir 1’espace de re-

cherche, alors que I'exploitation est la capacité de trouver I'optimum autour d’une bonne solu-
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tion. Dans ses premieres itérations, un algorithme de recherche heuristique explore 'espace de
recherche pour trouver de nouvelles solutions tout en évitant le piégeage dans un optimum lo-
cal. Pour faire une recherche de haute performance, il faut faire un compromis approprié entre
exploration et exploitation. Lorsque 1'évolution de la méthode de résolution est prévisible et
ne laisse aucune place au hasard, celle-ci est qualifiée d"une méthode déterministe. On s’inté-
resse plus particuliérement aux métaheuristiques qui sont des méthodes stochastiques. Le mot
métaheuristique vient de la composition de deux mots grecs :
— Heuristique qui vient du verbe heuriskein (euriskein) et qui signifie trouver;

— Meéta qui est un suffixe signifiant au-dela, dans un niveau supérieur.

3.3 Avantages et inconvénients des méthodes métaheuristiques

Parmi les avantages et les inconvénients des méthodes métaheuristiques on peut citer :

Avantages

— Gréce a leur caractere stochastique, il s’agit de méthodes d’optimisation globale.

— Grace a 'utilisation d’une population, il s’agit de méthodes facilement parallélisables.

— Ces méthodes sont également trés stables par rapport aux erreurs numériques commises
sur la fonction objectif.

— La vitesse de convergence est trés rapide en comparant a une méthode déterministe pour
la résolution des problemes de grandes tailles.

Inconvénients

— Leur cotit de calcul important lié au grand nombre d’évaluations de la fonction objectif.
— Le choix des parametres est treés influent sur la qualité des résultats obtenus.

— Ils ne respectent pas les bornes de domaine de recherche.

Dans ce qui suit, on présente quelques fondations nécessaires ainsi que les descriptions concer-
nant les deux méthodes métaheuristiques qu’on va les utilisés pour résoudre le probleme de

transport flou a quatre indices.

3.4 Algorithmes génétiques (AG)

Les algorithmes génétiques (AG) sont des algorithmes d’optimisation stochastique fondés
sur les mécanismes de la sélection naturelle et de la génétique. Ils ont été initialement déve-
loppés par John Holland (1975) qui a développé les principes fondamentaux des AG dans le
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cadre de I'optimisation mathématique. C’est une technique de recherche utilisant la génétique
comme un modele de résolution pour trouver des solutions approximatives aux problémes

d’optimisation.

3.4.1 Terminologie

Dans cette section, on présente quelques définitions de vocabulaire nécessaires pour une

bonne compréhension.

Chromosome : Un chromosome est constitué d’une séquence finie des genes qui peuvent
prendre des valeurs appelées alléles qui sont prises dans un alphabet qui doit étre judi-
cieusement choisi pour convenir du probleme étudié.

Individu : Un individu représente une solution réalisable du probleme. Par analogie avec

la génétique, il est codé par des chromosomes.

Codage : L'étape clé dans un algorithme génétique est comment définir et coder convena-
blement les variables du probleme donné. La littérature définit deux types de codage :

binaire et réel.

Population initiale : Plusieurs mécanismes de génération de la population initiale sont uti-
lisés dans la littérature. Le choix de l'initialisation se fera en fonction des connaissances
que l'utilisateur a sur le probleme. S’il n’a pas d’informations particulieres, alors une
initialisation aléatoire, la plus uniforme possible afin de favoriser une exploration de
'espace de recherche maximum, sera la plus adaptée. Par ailleurs, cette étape présente
un probleme principal qui est celui de choix de la taille de la population. En effet, une
population trop grande augmente le temps de calcul et demande un espace mémoire

considérable, alors qu'une population petite conduit a ’'obtention d’un optimum local.

Sélection : La sélection est une méthode qui choisit d"une maniere organisée des chromo-
somes a partir de la population en fonction des valeurs de la fonction d’objectif. Ce pro-
cédé permet de donner aux meilleures individus, une probabilité de contribuer a la gé-
nération suivante. Cet opérateur est bien entendu une version artificielle de la sélection

naturelle qui est la survie darwinienne des individus les plus adaptées.

Il existe de nombreuses techniques de sélection, parmi les plus courantes on cite : La

sélection par roulette, par rang et par tournoj, ..., etc.

Parent : Un parent est un individu de la génération courante choisi par un opérateur de

sélection pour générer des nouveaux individus (dits enfants).

Enfant : Des que deux parents sont choisis dans une génération courante, les opérateurs de
croisement et de mutation vont opérer afin d’obtenir des nouveaux individus appelés

"enfants”.
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Croisement : La naissance d"un nouvel individu, nécessite la prise aléatoire d"une partie
des chromosomes de chacun des deux parents. Ce phénomeéne, issu de la nature est ap-
pelé croisement (crossover). La littérature définit plusieurs opérateurs de croisement se-

lon le type de codage adapté et la nature du probleme traité.

Mutation : C’est un processus ot un changement mineur de code génétique est appliqué
a un individu pour introduire de la diversité et ainsi d’éviter de tomber dans des opti-
mums locaux.

Test d’arrét : Le test d’arrét joue un role primordiale dans le jugement de la qualité des
individus. Son but est de nous assurer 1'optimalité, de la solution finale obtenue par
l'algorithme génétique.

Les criteres d’arréts sont de deux natures :

1. Arrét aprés un nombre fixé a priori de générations. C’est la solution retenue lors-
qu'une durée maximale de temps de calcul est imposée.

2. Arrét lorsque la population cesse d’évoluer ou n’évolue plus. Ce test d’arrét reste le
plus objectif et le plus utilisé.

3.4.2 Principes de base des AG

Indépendamment de la problématique traitée, les algorithmes génétiques sont basés sur six
principes :
1. Maniere de codage d"une solution.
2. Génération d'une population initiale de taille fixe IV, formée d"un ensemble fini de so-
lutions, dite génération initiale.
3. Définition d"une fonction d’évaluation (fitness) permettant d’évaluer une solution et la
comparer par rapport aux autres.
4. Mécanisme de sélection qui choisit les solutions pour un éventuel couplage.
5. Opérateurs génétiques pour générer des nouvelles solutions :
— Opérateur de croisement : il manipule la structure des chromosomes des parents afin
de produire des individus meilleurs. Cet opérateur est effectué selon une probabilité
P..
— Opérateur de mutation : il évite d’établir des populations uniformes incapables d’évo-
luer. Il consiste a modifier les valeurs des genes de chromosomes selon une probabi-
lité de mutation P,,.

6. Mécanisme d’insertion : il établit un compromis entre les solutions produites (progéni-
tures) et les solutions productrices (les parents). En d’autre terme, et suite a des informa-
tions précises, décider qui doit rester et qui doit disparaitre. Tout ceci, en sauvegardant
a chaque génération une taille de la population N, fixe.
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3.4.3 Fonctionnement des AG

L'algorithme génétique présenté dans la figure débute par une génération d"une po-
pulation initiale de N, individus, pour lesquels, nous calculons les valeurs de leur fonction
objectif et nous sélectionnons les individus par une méthode de sélection. Les individus, sujets
de croisement par 'opérateur de croisement, sont choisis selon une probabilité P.. Leurs résul-
tats peuvent étre mutés par un opérateur de mutation avec une probabilité de mutation P,,. Les
individus issus de ces opérateurs génétiques seront insérés avec une méthode d’insertion dans
la nouvelle population dont nous évaluons la valeur de la fonction objectif de chacun de ses
individus. Un test d’arrét sera effectué pour vérifier la qualité des individus obtenus. Si ce test
est vérifié alors 'algorithme s’arréte avec une solution optimale, sinon on réitere le processus

sur la nouvelle génération.

Population de taille N générée

Y

Calcul de la valeur de la
fonction objective

Test
d arret

Mouvelle génération

Opérateur de mutation avec
une probabilité Pm

f

Opérateur de croisement

Méthode de sélection — ™ vec une probabilité Px

Mon

FIGURE 3.1 — L'organigramme de 1’algorithme génétique
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3.5 Particle Swarm Optimization (PSO)

L’optimisation par essaim particulaire (OEP), ou Particle Swarm Optimization (PSO) en an-
glais est un algorithme évolutionnaire qui utilise une population candidate pour développer
une solution optimale au probleme. Cet algorithme a été proposé par Russel Eberhart (ingé-
nieur en électricité) et James Kennedy (socio-psychologue) en 1995 [22]. Il s’inspire a 1’origine
du monde des vivants, plus précisément du comportement social des animaux évoluant en es-
saim, tel que les bancs de poissons et les vols groupés d’oiseaux. L'information et la mémoire
de chaque individu est utilisée pour décider de son déplacement. Des regles simples, telles
que “rester proche des autres individus”, ”aller dans la méme direction” ou “aller a la méme
vitesse”, suffisent pour maintenir la cohésion de l’essaim, et permettent la mise en uvre de

comportements collectifs complexes et adaptatifs.

3.5.1 Terminologie

Particule : Une particule est I'élément essentiel de la population. Chaque particule repré-

sente une solution potentielle au probleme d’optimisation.

Swarm : Dans la terminologie anglaise warm présente un essaim des animaux, tels que les
nuées d’oiseaux et les bancs de poissons. Un essaim est composé d'un ensemble des

particules.

Voisinage : Le voisinage d’une particule c’est I’ensemble des particules qui ont une in-
fluence directe sur son comportement et son état futur. Dans "algorithme PSO, il y a deux
types de voisinage; le premier est partiel ot un nombre limité des particules influencent
sur elle. Le deuxieme est complet, dans ce cas on suppose que chaque particule partage

son comportement avec toutes les particules.

Position : La position d"une particule présente un codage pour 1'ensemble variable modé-
lisant le probléme d’optimisation étudié.

Vitesse : La vitesse représente la direction du mouvement de la particule dans l'itération
suivante. En effet, a chaque itération la particule ajuste et modifie sa position en fonction
de trois types de vitesse : inertie, Pbest,, Gbest.

Inertie : L'inertie d’une particule est son attitude a rester dans son trajectoire courante.

Pbest, : Chaque particule mémorise sa meilleure ancienne position. La vitesse Pbest, cest

la tendance de chaque particule d’aller vers sa meilleure ancienne position.

Gbest : La vitesse Gbest c’est la tendance de chaque particule d’aller vers la meilleure posi-

tion de son voisinage.
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3.5.2 Principes de base de PSO

L'essaim de particules correspond a une population d’agents simples, appelés particules.
Chaque particule est considérée comme une solution du probléme, ot elle posséde une posi-
tion (vecteur solution) et une vitesse. De plus, chaque particule possede une mémoire lui per-
mettant de se souvenir de sa meilleure performance (en position et en valeur) et de la meilleure
performance atteinte par les particules "voisines". Dans un espace de recherche de dimension
D, la particule o de 1'essaim est modélisée a 1" instant ¢ par son vecteur position z!, et par son
vecteur vitesse v’. La qualité de sa position est déterminée par la valeur de la fonction objectif
en ce point. Cette particule garde en mémoire la meilleure position par laquelle elle est déja
passée, que 1’on note pbest,. La meilleure position atteinte par les particules de I'essaim est no-
tée gbest. Nous nous référons a la version globale de PSO, ot toutes les particules de 1’essaim

sont considérées comme voisines de la particule o, d’ot1 la notation :

{ U(t)+1 = UJUZ —+ C1T1 (pbesto - $Z> _I_ CoTo (gbeSt - ZBZ)

t+1 __ .t t+1
xo - xo + Uo

Ou v}, est la vitesse de particule o a I’ instant ¢. z!, est la position de particule o a l'instant ¢.
w, c1, co sont des facteurs de poids, 71,7, sont des nombres aléatoires entre [0 1], pbest, est la
meilleure solution obtenue par la particule o, gbest est la meilleure solution obtenue par toutes
les particules.
Dans PSO, le déplacement d"une particule est influencé par les trois composantes suivantes :
— Une composante d’inertie wv!, : la particule tend a suivre sa direction courante de dépla-
cement.
— Une composante cognitive ¢, (pbest, — %) : 1a particule tend a se diriger vers le meilleur
site par lequel elle est déja passée;
— Une composante sociale coro(gbest — a!) : la particule tend a se fier a ’'expérience de ses

congéneres et, ainsi, a se diriger vers le meilleur site déja atteint par ses voisins.

t+1

FIGURE 3.2 — Mouvement d"une particule dans I'espace de recherche

La stratégie de déplacement d’une particule est illustrée dans la figure
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3.5.3 Fonctionnement de PSO

L’algorithme de base de PSO est :

Initialiser aléatoirement N particules:
position et vitesse

v

Ewaluer la fonction objective

!

Deéterminer la meilleure position visitée

Fy

Déterminer 1a meilleure position globale

Calculer les nouvelles vitesses des
particules

v

Calculer les nouvelles positions

v

Critére d’arrét 7

v

Meilleure position globale

FIGURE 3.3 — Algorithme général de PSO.

3.6 Applications des métaheuristiques au probléme de trans-

port flou a quatre indices

Dans cette section, on va présenter deux algorithmes approchés afin de résoudre le probleme
de transport flou a quatre indices. Le premier est une application de 'algorithme génétique et le
deuxiéme est une hybridation entre ’algorithme génétique et I'algorithme d’optimisation par
essaim particulaire.

L’idée de ces deux algorithmes proposés est de déterminer les liens entre les destinations les

plus prioritaires.
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3.6.1 Codage d’une solution d’un PTF4

L'application des méthodes d’optimisation aura pour objectif de trouver la variable = op-
timale. L'un des inconvénients de 1'utilisation de méthodes métaheuristiques est qu’elles ne
respectent pas les contraintes (solution hors domaine de recherche).

La contrainte A7 =y b assure qu’il y n’a pas de surcharge c.-a-d. on doit respecter la capacité
de chaque dimension i, j, k et l. Afin de garantir la vérification des contraintes, on doit pénaliser
toute solution qui ne les respecte pas par affecter une valeur trés grande a sa fonction objectif.
Mais ¢a reste une méthode non-pratique.

Pour surmonter ce probleme, on présente une méthode de calcul des fonctions objectifs qui
assure la validité des contraintes implicitement.

En s’inspirant de la méthode exacte, on cherche 'importance de la case (i, j, k, [).

Soit V' un vecteur de taille V; ses éléments sont des réels donnés aléatoirement, on peut
classer ces éléments par ordre croissant (ou décroissant). A partir de ce classement, on peut
déterminer les indices (4, j, k,!) correspondants et leurs priorités. Donc on aura un ensemble

des cases classés de 1jusqu’a N.

(ilujlakhll)a (i27j27k27l2)7 ey (ZNujNakN7lN)

Example 3.1. Soit V un vecteur de 16 réels donnés aléatoirement dans l'intervalle [0, 1], on va

classer ces éléments par ordre croissant.

Vecteur continu | Vecteur discret (sort) | Quadruplet correspondant | Priorité

0.95 16 (2,2,2,2) 1
0.2 5 (1,1,2,1) 2
0.75 12 (2,2,1,2) 3
0.4 9 (1,1,1,2) 1
0.65 11 (1,2,1,2) 5
0.1 3 (1,2,1,1) 6
0.15 4 (2,2,1,1) 7
0.25 6 (2,1,2,1) 8
0.35 8 (1,2,2,1) 9
0.6 10 (2,2,2,1) 10
0.8 13 (1,1,2,2) 11
0.85 14 (2,1,2,2) 12
0.3 7 (1,2,2,1) 13
0.9 15 (1,2,2,2) 14
0.05 2 (2,1,1,1) 15

0 1 (1,1,1,1) 16

On détermine la quantité z;, ;, x,, a affecter a la case numéro 1 (i1, ji, k1, (1)
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Tiyjrkysy = min(&,, By, ey, 01, )- Ensuite, on fait la mise a jour des données comme suit :

&il = &il S jiljlklll
Biy = B © Tijikany
Ve = V1 © Tivjikaly
5l1 = 5l1 o ji1j1/€111

et on répeéte la méme opération jusqu’a la détermination de la quantité Z;, ;. ry.y) a affecter a

la case (in, jn, kn, Ly) numéro N.

A la fin on va calculer la valeur de la fonction objectif associée.

Remarque 3.6.1. Signalons que cette méthode de codage fournit a chaque fois une solution qui reste
toujours dans le domaine de recherche (a la fin, on trouve que toutes les contraintes sont vérifiées) :

ZZZZ%M = Z @ =g Zﬁg =% Z% = Z 0

i=1 j=1 k=1 I=1

3.6.2 Algorithme génétique pour le PTF4
L'algorithme génétique proposé est le suivant :

Entrée — Fixer la taille de population N,
— Fixer le nombre de générations final N,.
— Lireles data du probleme : m, n, p, et g, la matrice des cofits ¢ et les quantités &, 3,7 et .

Initialisation de la population On crée N, individus, Chaque individu est un vecteur de
N éléments.

Itération ¢ =1
Tant que: (¢t < N,) faire:
Evaluation de la population
Pour cpt = 1: N, faire :

Evaluer la fonction d’objectif de chacun des N,, individus.
Fin pour.

Choisir aléatoirement p individus.
Sélection L'individu qui correspond a la plus petite valeur d’objectif

doit étre choisi parmis eux.

Croisement

Appliquer le croisement en 3-points.
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Mutation
La probabilité de la mutation est 0.1
On choisit deux nombres, le premier entre 0 et 1 et le deuxieme entre 1 et %
Sile premier est < 0.1, 1’enfant correspondant au deuxiéme numéro choisi
doit étre changé aléatoirement.

Nouvelle génération Les parents et leurs enfants.
t=t+1
Fin tant que.

3.6.3 Algorithme PSO-GA pour le PTF4
Principe PSO-GA

Plusieurs articles qui ont étudié les algorithmes génétiques ont montré ses capacité dans
I'exploitation. Toutefois, il y a d’autres articles [5] qui ont mentionné PSO pour ses perfor-
mances dans la phase d’exploration. Dans ce qui suit, on va présenter une autre méthode d’op-
timisation faisant appel a ’hybridation entre PSO et GA. L'idée de base de cette méthode est de
combiner le comportement social de PSO (Gbest) avec la recherche locale donnée par GA.

Dans l'algorithme PSO-GA, on va adapter le méme principe pour déterminer les priorités
des cases de tableau de transport. L'amélioration introduite ici est 1’ajoute des variable (Z,) qui
servent a contrdler la quantité transportée. Ce controle minimise ou bien limite les quantités
transportés de chaque case. Les vecteurs Z,; o = 1 : N seront mis a jour par l'algorithme de
PSO.

Algorithme PSO-GA pour le PTF4
L’algorithme PSO-GA proposé est le suivant :

Entrée — Fixer la taille de population NV,
— Fixer le nombre de générations final N,.
— Lire les données du probléme : m,n,p, et ¢, la matrice des cofits ¢ et les quantités
&, 3,7 et d.
— Initialiser les valeurs de ¢1, ¢ = 1.5 et w = 0.7.
Initialisation de la population On crée N, individus; Chaque individu est un vecteur de

N éléments.

Initialisation de vitesses v et positions des particules Z de la méme maniére que l'initia-

lisation de population.
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Itération ¢ =1
Tant que : (¢t < N,) faire :

Evaluation de la population
Pour cpt = 1: N, faire:
Evaluer la fonction d’objectif de chacun des N, individus et N, particules
Prendre 7;;,; = min(&;, Bj, T, 014 Zept)
Mis a jour pbest .,
Fin pour.
Mis a jour gbest
Choisir aléatoirement % individus.
Sélection L'individu qui correspond a la plus petite valeur d’objectif
doit étre choisi parmis eux.

Croisement Appliquer le croisement en 3-points.

La probabilité de la mutation est 0.1

On choisit deux nombres, le premier entre 0 et 1 et le deuxieme
Mutation entre 1 et %

Si le premier est < 0.1, I’'enfant correspond au deuxieme

| numéro choisi doit étre changé aléatoirement.

La nouvelle génération Les parents et leurs enfants.

Mise a jour de vitesses et positions des particules
Pour cpt =1 : N, faire :

t+1 __ t t t t
Vg = W X Vg + 11 X €1 X (pesto,, — Zoy) + 19 X o X (gest — Z 1)
t+1 _ ot t+1
Z cpt T Z, cpt + vcpt
Fin pour.

t=t+1

Fin tant que

3.7 Etude numérique comparative

Dans cette section, nous allons tester les performances des algorithmes précédents (exacte,
GA et PSO-GA) en prenant un échantillon de 1000 problemes PTF4 de différentes tailles, to-
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talement flous et dont les data sont des nombres flous trapézoidaux. Signalons que nos pro-
grammes sont écrits en Matlab et implémentés sur une machine I3 sous l’environnement Mi-
crosoft Windows.

Définition 3.7.1. On appelle "efficacité” d une méthode approchée vis-a-vis a une méthode exacte (consi-
dérée comme Benchmark) I'expression suivante :

1— ’M‘ % 100
‘/opt

O, Vo est la valeur de I'objectif donnée par la méthode exacte et V,,, est la valeur de I'objectif donnée
par la méthode approchée.

Dans les tableaux suivants, nous désignons par :
e V_opt:la valeur optimale obtenue par la méthode exacte.
e V_GA :la valeur finale obtenue par I’algorithme génétique.
e V_PSO-GA :la valeur finale obtenue par l’algorithme hybride PSO-GA.
e M x N :la taille du probleme, ou M =m +n +p+ qget N = mnpg.

rank(-) : la fonction de classement d’un nombre flou.

T_M-ext : le temps d’exécution occupé par la méthode exacte en millisecondes.

T_PSO-GA : le temps d’exécution occupé par l'algorithme hybride PSO-GA en millise-
condes.
o T_GA : le temps d’exécution occupé par 1'algorithme génétique en millisecondes.
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Taille Méthode exacte Algorithme Génétique Algorithme hybride PSO - GA
- Rank T_M- Rank Rank
N*M V_opt Vopn | exacts V_GA vop |TGA | vPsoGA | HC0 ca|TPSOGA
[-6.550700e+03 - [-6.550700e+03 - [-2.407606¢+03 -
. 1.310140e+03 2.183567e+03 1.3132406+03 -
168 | 105600403 6550,7 23182608 |, peoron s 6550,7 (2000101 [ oo o (65661984  |24.001218
1.310140e+04 ] 1.310140e+04 ] 2.626479e+04 |
[-3.960150e+03 - [-4.400167e+03 - [-1.323110e+03 -
. 2.640100e+03 - 2.6401006+03 - 8.820734e+02
10%36 |1 000500403 5280,2 23187231 [ 700 0s 52802 (2000232 [, oo oo [52924405  |24.002785
2.112080e+04 ] 2.112080e+04 ] 1.587732e+04 ]
[-6692 - [-4.015200¢+03 - [-6.719703¢+02 -
. 6.692000e+02 - 8.9226676+02 - 4.4798026+02
11748 [ 00es02 2676,8 23190301 |, et oo 26768 (2000311 [,coooor " oo [26878812 |24.003734
1.606080e+04 ] 13384 ] 6.943693e+03 |
[-2.725600e+03 - [-4.093540e+03 - [-1.366456¢+03 -
. 9.085333e+02 7.223893e+02 - 5.465823e+02
12%81 [ oer03 2725,6 23200111 |, 'gieooo o 28805574 (2000531 [0 [27320117  |24.006368
4.542667e+03 | 1.444779e+04 ] 5.465823e+03 |
[-3.064150¢+03 - [-1.225660e+03 - [-0.222107¢+03 -
. 1.225660e+03 1.021383¢+03 1.5370186+03 -
147244 [0 03 6128,3 2322163 || oo on 61283 (2000054 [ oo o0 (61480715 |24,011451
1.409509¢+04 ] 1.225660e+04 ] 3.074036e+04 |
[-3.698807e+03 - [-7.693084¢+02 - [-0.620470¢+03 -
. 1.849403e+03 - 6.410904e+02 1.282729e+03 -
16*256 [ 1"0a00030403 36088067 (23266204 [ oo 3846,5422 (2001716 [ "o O (38481879 |24,020504
1.479523¢+04 ] 7.693084+03 ] 2.308913e+04 |
[-2.822475¢+04 - [-3.612768e+04 - [-0.409578¢+03 -
. 1.128990e+04 - 1.128990e+04 - 5.6457476+03 -
18%400 [ 2 oc e 03 112889 23332031 [, o0 112899 [20,02706 [0t 00T [11201,404  |24,032466
5.644950e+04 | 6.773940e+04 ] 4.516598e+04 |
FIGURE 3.4 — Extrait de la base de données (petite taille )
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Taille Méthode exacte Algorithme Génétique Algorithme hybride PSO - GA
" Rank T_M- Rank Rank
N*M V_opt Vopn | exacts V_GA wvon | [TeA  |vpso-cA . PS0-GA) [T-PSO-CA
[-1.853500e+03 - [-3.089167¢+03 - [-1.868771e+03 -
9.267500e+02 9.267500e+02 - 3.114619e+02
% |
20%625 Lasa0oeros 18535 [2344s0s | oo, 18585 2004265 [geooo on  |18687714  [240512
2.780250e+03 ] 9.267500e+03 ] 3.426081e+03 ]
[-1.617436e+04 - [-9.110603¢+03 - [-1.110276e+04 -
. 4.411189e+03 - 2.277651e+03 8.882206e+03 -
22000 [y s [B822.3775 (2360627 |Jeanornergs  |01106029 (2006187 | te " 88822050 (24,0742
4.411189e+04 ] 1.822121e+04] 3.552882¢+04 ]
[-4.428258e+02 - [-3.107784e+03 - [-2.894574e+03 -
4.428258e+02 2.071856e+03 - 8.683723e+02 -
*
2471296 oo oo [1736,7446 (2385821 | ae o0t 0T (20718562 (2008074 |0t ot OT |1771,3083 (24,1077
5.313910e+03 ] 8.287425¢+03 ] 8.683723¢+03 ]
[-1.506359€+03 - [-7.114900e+03 - [-9.041058e+03 -
1.506359e+03 4.743267e+03 - 4,520529¢+03
*,
324096 | iagiiaciog  [00381520 2612482 |, oteiolooT (04865338 2020024 oo oo (90410575 24,3483
2.410174e+04 3.794614¢+04 ] 1.808212¢+04 ]
[-1.772005¢+03 - [-1.156758e+03 - [-9.304405€+02 -
3.544011e+02 - 5.783790e+02 6.202937e+02
*
40710000 [2e 0T |1772,0053 (3240856 |Jeote o e [2313516 (2072136 | oot |1860,881  |24,8656
5.316016e+03 ] 4.627032¢+03 ] 4.031909e+03 ]
[-5.248124e+03 - [-9.930391e+02 - [-1.777632¢+03 -
9.048489e+02 - 7.944313¢+02 1.185088¢+03
%
50%22500  [2'oooor o |3555,2645 (4925362 |\l e (30721565 (21,6496 |0 oo |3619,3957 (25,9796
1.809698e+04 ] 7.944313¢+03 ] 1.066579¢+04 ]
[-1.056424e+04 - [-1.467890e+04 - [-5.306705€+03 -
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60%50625 |\ oanmoros  |10564238 |97.0057L oo ta T (11000079 (2377228 | oorastoros 10613409 28,5267
3.169271e+04] 4.403671e+04 ] 2.388017e+04 ]
FIGURE 3.5 — Extrait de la base de données (moyenne taille )
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Taille Méthode exacte Algorithme Génétique Algorithme hybride PSO - GA
" Rank T_M- Rank Rank
N*M V_opt Vopn | exacte V_GA wvon | TeA | viesoea | peq g T-PSO-GA
[-6.128768e+03 - [-6.922209e+02 - [-7.508957e+02 -
3.064384¢+03 - 5.768507e+02 6.007165¢+02
Ed
7090000 2 06438d0r0s 30035827 (1778124 | oo o [3461,10436 |26,783887 | o000 | 30643841 | 32,14066449
1.225754¢+04 | 1.038331e+04 | 6.007165¢+03 ]
[-2.122077€+03 - [-1.281875e+03 - [-3.102649¢+03 -
1.0610386+03 - 8.545831e+02 2.068433¢+03 -
*
80*1,6e+05 L 0610380r03 | 20684328 [34728850 |0 Lo [2563,74943 32,100826 oo o0 | 21220769 | 38,63079107
6.366231e+03 | 5.127499e+03 ] 8.273731e+03 ]
[-8.875769¢+03 - [-1.331647¢+04 - [-5.619608¢+03 -
1.868583¢+03 - 6.146065¢+03 - 1.873203¢+03 -
*
90*2,5e+05 L a014370r03  |5O05 7487 (50884652 | n 0 |6146,06468 (30,233134 | o0 0 | 5619,6084 | 47,0797609
2.802874e+04 ] 3.073032e+04 | 1.685883¢+04 |
[-2.225178e+04 - [-2.037742¢+04 - [-7.077615¢+03 -
7.026878e+03 - 3.773597¢+03 - 2.359205¢+03 -
*
100%390625 [, o0 o 70268785 [1046,0201 |['poo oo [7547,10437 [50,321207 |20 2Ol | 70776152 | 60,38544844
4.216127e+04 ] 4.528317e+04] 2.123285¢+04 ]
[-4.576872¢+03 - [-2.763482¢+03 - [-2.621544¢+03 -
2.615355¢+03 - 1.658089¢+03 1.310772e+03
%
200%6,25e+06  [1'ocro o 0" |7846,0656 |36639,400 [o"o0 oo [8290,44682 (53280101 [, oo oo | 7864,6318 | 6393612066
3.138426e+04 ] 2.044977e+04 ] 2.359390e+04 ]
[-2.524400e+03 - [-2.140276¢+03 - [-1.1447726+03 -
4.207333e+02 - 1.528769¢+03 - 6.359842¢+02 -
*
400%1,0e408 |, o o [25243909 |1322600,3 [ V10 o T |3057,53738 (86926386 [ oot o7 | 2543,9369 | 1043116635
7.573200e+03 ] 1.223015€+04 ] 1.017575¢+04 ]
[-1.099250e+04 - [-3.073281e+03 - [-4.706061e+03 -
4.711070e+03 - 1.756161e+03 - 2.353030e+03 -
*
800%16e+00 [ coiaio 0" |4706,0605 48066771 o000 Ll (526848183 (14660417 [oaon oo | 4711,0696 | 176033,0013
2.355535¢+04 ] 2.107393¢+04 ] 1.411818e+04 ]
TABLE 3.6 — Extrait de la base de données (grande taille )
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FIGURE 3.7 — Efficacité des algorithmes pour des problémes de petite taille
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Commentaires

Les résultats obtenus montrent :

— La supériorité de I'algorithme hybride PSO-GA que nous avons élaboré pour résoudre
les PTF4 de grande taille.

— Lalgorithme hybride PSO-GA donne en général, une solution proche de I'optimum (et
parfois optimale).

— Lorsque la taille du probleme est relativement petite, le temps d’exécution de l'algo-
rithme de transport (exacte) est mieux que celui de GA ou de PSO-GA. Par contre dans
le cas de taille moyenne ou grande, ces deux derniers algorithmes fournissent des solu-
tions au PTF4 plus rapidement que l'algorithme de transport.

— Dans la plupart des exemples traités, I’algorithme PSO-GA fournit la solution plus rapi-
dement que le GA, ceci revient au bon compromis entre 1’exploration et 1’exploitation de
l’algorithme hybride.

— Contrairement a la méthode exacte, les deux algorithmes approchés ne présentent pas
de phénomene de dégénérescence.

— De nos différents tests numériques établis, on peut conclure que l'algorithme hybride
PSO-GA est efficace pour la résolution du PTF4 de tailles différentes et souvent fournit

une solution proche de I'optimum dans un temps considérablement réduit.

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons résolu le probleme de transport flou a quatre indices en uti-
lisant deux méthodes métaheuristiques. Notre choix s’est porté sur les algorithmes d’optimi-
sation a base de population a savoir PSO et GA vu qu’ils ont eu un grand succes pour de
nombreux problemes pratiques. L'algorithme PSO-GA exploite les avantages de ces deux algo-
rithmes, ceci a été clairement prouvé par nos résultats de simulation obtenus.
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Conclusion générale et perspectives

@ ans cette thése, nous nous sommes intéressés a la résolution d’un probleme de transport
flou a quatre indices (PTF4) par deux types de méthodes : exactes et approchées. Dans
un premier lieu, nous avons introduit une adaptation aux méthodes de colit minimum, d’ap-
proximation de Russell et d’approximation de Vogel pour établir une solution de base réalisable
initiale au PTF4. Pour déterminer la solution optimale floue, nous avons adapté également la
phase 2 de l'algorithme AL pryc introduit par R. Zitouni et al. (2003) [44] au contexte flou.

Les tests numériques effectués sur de nombreux problemes sous forme PTF4 a différentes
tailles, approuvent l'efficacité connue dans le cas net de ces algorithmes méme pour ce type de
problemes.

L’application des méthodes métaheuristiques a la résolution des PTF4 vient dans 1’objectif
de traiter I'inconvénient de temps d’exécution coliteux que présente I’algorithme exact dans le
cas des problémes de grandes tailles. Notre choix s’est porté sur I’ Algorithme Génétique (en an-
glais "Genetic Algorithm” (GA)) et celui de I'Optimisation par essaims particulaires qui porte
le nom “Particle Swarm Optimization (PSO)” en anglais, vu a leur réputation dans la littéra-
ture. Initialement, nous avons proposé une méthode de codage d'une solution du PTF4. En
appliquant l’algorithme GA au PTF4, nous avons constaté que 'amélioration du temps d’exé-
cution vient au cotit de la qualité de la solution finale. En combinant les avantages de ces deux
algorithmes (I’exploitation de GA et I’exploration de PSO), nous avons pu introduire un nou-
vel algorithme hybride pour résoudre le PTF4. D’apres nos résultats numériques, nous consta-
tons que cet algorithme et fournit souvent une solution proche de la solution optimale dans
un temps considérablement réduit, surtout pour les problemes de taille relativement grande
et qu’il présente un bon compromis entre vitesse et précision ce qui montre son efficacité et
robustesse.

Notons que tous les résultats obtenus sont indépendants du nombre d’indices, ce qui prouve
que ces méthodes peuvent étre généralisées pour résoudre les problemes de transport flous a
indices multiples.

Perspectives

Nos perspectives peuvent étre résumées dans les points suivants :

1. Généraliser les méthodes étudiées dans cette these pour résoudre les problemes de trans-
port flous a indices multiples.

2. Proposer d’autres méthodes hybrides entre des méthodes exactes et métaheuristiques au
probleme de transport flou a quatre indices.

3. Résoudre les problémes de transport non balancés a n-indices ou n > 3.
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Résumé :

Dans cette these, nous nous intéressons a la résolution du probléme de transport flou a quatre indices
par deux méthodes, I’'une est exacte et ’autre est approchée. Nous présentons dans une premiére
partie, une adaptation d’une méthode exacte introduite par Zitouni et al. pour résoudre un tel probléme
dans le cas net (par opposé au mot flou).

Ensuite, dans la deuxiéme partie, nous proposons une méthode approchée (Metaheuristique). Il s’agit
d’une hybridation entre I’optimisation d’essaims particulaires (OEP) et les algorithmes génétiques
(AG). Elle est adressée essentiellement a résoudre les problemes de grande taille le cas ou les
méthodes exactes prennent en général, un temps considérable pour fournir une solution optimale. A
la fin de ce document, nous donnons une étude numérique comparative afin de tester la robustesse et
I’efficacité des deux approches.

Mots-Clés : Programmation linéaire, Probléme de transport flou, Probléme de transport & indices
multiples, Algorithmes génétiques, Algorithmes hybrides, Métaheuristiques,

Abstract:

In this thesis, we are interested in solving the four-index fuzzy transportation problem by two
methods, one is exact and the other is approximate. In the first part, we present an adaptation of an
exact method introduced by Zitouni et al. in order to solve such a problem in the crisp case (as opposed
to the fuzzy word).

Then, in the second part, we propose an approximate method (Metaheuristic). It is hybridization
between Particle Swarm Optimization (PSO) and Genetic Algorithms (GA). It is essentially addressed
to solve large problems where exact methods usually take a considerable amount of time to provide
an optimal solution. At the end of this work, a comparative numerical study is given to test the
robustness and efficiency of both approaches.

Keywords: Linear programming, Fuzzy transportation problem, Multi-index transportation problem,
Genetic algorithms, Hybrid algorithms, Metaheuristics.
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