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Introduction

Notre travail est de rechercher des problemes de type a frontiere libre dans un domaine
biologique ou médicale. Nous donnons d’abord une bréve explication de ce qu’est le pro-
bléme de la frontiere libre. Il nous a semblé que cette question était trop large et vague. Une
étude complete des problémes a frontieres libres dans les domaines biologiques ou médicaux
a conforté le probleme du lien interdisciplinaire entre les mathématiques et le domaine mé-
dical.

Notre souci n’est pas de faire ressortir les outils mathématiques utilisés dans les

articles mais bien plus les résultats obtenus dans les travaux de recherches. On devait trouver
des résultats et des domaines liés par une méthode mathématique peu connue du monde
biologique et médical.

On remarquait qu’il existe trés peu de bases de données mathématiques exactes ou dans une
base de données multidisciplinaire, les mots par exemple frontiére libre ou frontiére mobile
ont des significations complétement différentes. Il était donc difficile de mener une étude
approfondie pour plus de détails voir [1, 2, 3]. On a choisi de nous concentrer sur I’étude
de la diffusion de I'oxygene dans une cellule malade, puis d’élargir la recherche a d’autres
problemes connus ou découverts lors de notre recherche, de plus nous n’avons pas voulu
approfondir les recherches qui ont été faites sur plusieurs différentes formulations mathéma-
tiques des problemes a frontieéres mobiles, mais mettre en évidence les éléments nécessaires
aux mathématiciens pour travailler sur ces domaines, car nous ne pouvons pas sélectionner
les travaux de recherches les plus pertinents, il est nécessaire d’utiliser des astuces pour faire
la sélection. Un probléme a frontiere libre est considéré comme un probleme non linéaire,
et peut étre défini comme étant une équation aux dérivées partielles dont les inconnues sont
comme suit :

- la fonction, solution proprement dite de ’équation. Cette fonction est bien définie sur
un domaine connu. En général cette fonction représente une grandeur classique comme

concentration, déplacement, température, pression...

- La partie du domaine dans laquelle la fonction inconnue satisfait une contrainte sup-
plémentaire est déterminée par sa frontiere.



2 INTRODUCTION

- La partie de la frontiere qui est inconnue est appelée frontiere libre.

Le probleme modéle est appelé probleme de Stefan qui est par exemple comme un glagcon
dans I'’eau ou on remarque que la surface du glacon change constamment.

Il parait tres important que parmi beaucoup de problemes a frontiere libre on trouve les
problemes de diffusion d'un gaz ou d’un liquide gaz, d’interface liquide-liquide, liquide-gaz,
gaz-gaz, de lubrification, de cavitation, voir [4, 5].

Enfin nous remarquons qu'’il est évident qu'on trouve de nombreux problémes liés au corps
humain peuvent apparaitre comme des problémes aux frontieres libres, un domaine dans le-
quel les mathématiques peuvent contribuer a de nombreuses avancées médicales.

Notre travail se compose de trois chapitre homogenes et structurés quant a leurs objectifs,
précédés par une introduction générale qui met en évidence l'art du sujet et les questions
abordées. Le travail s’articule essentiellement sur quelques méthodes numériques et ana-
lytiques pour la résolution de problémes d’équations aux dérivées partielles. La premiere
méthode utilisée est basée sur les différences finies, or la deuxieme méthode analytique ap-
proximative est obtenue par un polynéme de troisieme et quatrieme degré.

Dans le premier chapitre, on a construit une méthode numérique pour résoudre un probleme
de diffusion non-linéaire pour lequel il n’existe pas une méthode de résolution numérique
satisfaisante. On a poursuivi la possibilité de solution numérique sur la base d’'un schéma
explicite de différence finie.

Dans le second chapitre, on a également consacré une partie a la présentation d’'un schéma
bien connu des différences finies de Dufort-Frankel pour résoudre le probleme de diffusion
de l'oxygene a I'intérieur d’'un milieu qui est modélisé par un probléme initial de valeurs aux
frontieres mobiles pour une équations aux dérivées partielles unidimensionnelle dépendant
du temps.

Dans le troisieme chapitre, nous avons traité la résolution numérique d’un probléme a fron-
tiere mobile unidimensionnelle. Son objectif principal consiste a suivre la frontiere mobile
qui représente la profondeur de pénétration de 'oxygene a l'intérieur d'une cellule malade
en trouvant une solution qui est obtenue par un polynome de troisiéme degré et quatrieme
degré en utilisant la méthode d’intégrale. Le travail de chaque chapitre se termine par une

conclusion avec un résumé des principaux résultats obtenus.



Chapitre 1
Probleme de diffusion

Dans ce chapitre on construit une méthode numérique pour résoudre un probléeme de
diffusion non linéaire pour lequel il n’existe pas une méthode de résolution numérique satis-
faisante.

Les méthodes existantes, applicables a ce probleme, sont du type implicite qui nécessitent la
solution d’un systeme algébrique, tel que dans la plupart des cas c’est un systeme non linéaire
a chaque niveau de temps.

Dans les problemes de diffusion typique, on a remarqué que les valeur du temps 7T se situe
entre quelques minutes et plusieurs heures tandis que le pas de temps est d’ordre 0.1 seconde
ou moins. Un schéma implicite de différence finie nécessite généralement plus de temps d’or-
dinateur que ce qui est pratiqué dans de tels cas. Ces considérations semblent nous indiquer
que nous devons poursuivre la possibilité de solution numérique sur la base d’'un schéma ex-
plicite de différence finie.

Nous proposons dans ce chapitre un schéma explicite analogue a (1.1) et étudions son effica-
cité dans la résolution du probleme non linéaire ci dessous. En particulier nous montrons que
cette méthode a une erreur de troncature d’ordre k + h* et que pour certains coefficients de
diffusion «(u) notre schéma explicite satisfait la condition de stabilité de Von Neumann avec
restrictions relativement mineurs sur & et h.

Ces résultats sont illustrées par des exemples numériques.
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1.1 Probleme :

Mathématiquement le probleme de diffusion non linéaire est définie sous la forme non di-
mensionnelle suivante :

ou

ou Oalw)s)
— - ———22 =) 0<zx<1 0<tLT 1.1
ot o == == (1.1
avec les conditions aux limites suivantes :
0
P z=0, z=1 (1.2)
ox
et la condition initial at = 0 est :
u=f(z) 0<zx<1 (1.3)

Le coefficient de diffusion «(u) est une fonction de u seule, supposée avoir une drivée bornée
dans la région de la solution. La fonction initiale f(z) est supposée satisfaire

0< fla) <1 (1.4)

1.2 Développement Heuristique

On transforme notre probléme de diffusion non linéaire d’équations aux dérivées partielles
(EDP) par des équations de différences finies (EDF). L’idée du traitement numérique d’une
équation aux dérivées partielles est d’obtenir un bon schéma de discrétisation permettant
d’avoir une erreur de troncature controlée et petite pour que la solution approchée tende
vers la solution exacte.

Ecrivant 'équation (1.1) sous la forme :

2 2
% —a/(u) (%) — a(u)% =0 (1.5)
Nous proposons d’approcher ’équation (1.5) par une équation aux différences finies : On ex-
prime la dérivée premiére temporelle a 'aide des différences finies en avant et les dérivées
secondes au moyen de différence centrale, la substitution correspondante des premiere déri-
vées est une combinaison de différence en arriere et en avant.

Il est bien connu que si 'on combine I'opérateur de différence avant :

n n+1 n
AU =U" =1,
avec I'opérateur de différence arriere :

VU =Ur - Ut



1.3. CONDITIONS AUX LIMITES S

On obtient 'opérateur de la différence centrale :
c’est-a-dire :
V(AU = A(VU!) = 62U (1.6)

Finalement sur la base de nos remarques heuristiques nous proposons d’approximer (1.6) par
I'’équation aux différences finies suivante :

Ce type de schéma de différence constitue la base de notre méthode explicite pour la ré-
solution du probleme aux limites présenté dans ce chapitre. Ce schéma est bien explicite
puisqu’on calcule la solution a l'instant ¢,,,; a partir de la solution a I'instant ¢,,, il convient de
mentionner que ce schéma en arriere et avant conserve une certaine symétrie qui se perd en

utilisant 'une ou l'autre différence a ’exclusion de Pautre.

Remarque 1.1. La relation (1.7) permet de calculer explicitement la solution au temps t,4
en fonction de la solution au temps ¢, aux nceuds du maillage, sauf pour les deux nceuds
d’extrémités i = 0 et i = 1 pour ces deux nceuds, on utilise les conditions aux limites.

1.3 Conditions aux limites

Dans notre probleme on a un mélange des conditions de Drichlet et de Neumann
( Les conditions aux limites sont mixtes ), on a une condition de Neumann en 0 et en 1, une
condition de Drichlet en 0.
Pour 'approximation des conditions aux limites on utilise les mémes techniques précédentes
[6]. On introduit des points de grille (z;_1,¢,) a gauche de la ligne x = 0 et (z;41,%,) a la
droite de la ligne x = 1.

1.4 La condition de Neumann en 0

On effectue un développement de Taylor en 0 (différence en arriére) on aura :

n_

Z2(0,t,) = >———=L
( ’ ) h

o =0 (1.8)

la condition de Neumann au long de la limite droite : on effectue un développent de Taylor
au long de la limite droite (différence en avant) on aura :

du gy Uy
o) = L g (1.9)
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ces conditions sont combinées avec ’équation aux différences (1.7) pour formuler I'analogue
algébrique de notre probleme aux limites.
La condition de Drichlet en ¢ = 0 nous donne :

UY = f(x;),i=0,1,....,.J (1.10)
Alors
Ugtt = Uy + a(UM(AUG) (1.11)
Urtt = UM+ a(UM (82U + o/ (UM (AUM(VU) avec i=1,..,J —1 (1.12)
Urtt =Ur — a(UT)(VUY) (1.13)
tel que
k
a(u) = ﬁa(u) (1.14)
et
—/ k /
a'(u) = ﬁa (u) (1.15)

La solution numérique est alors obtenue en calculant U"** récursivement pourn = 0, 1,2, ..., N—
1 par l'utilisation de (1.11), (1.12) et (1.13)

1.5 L’erreur de troncation

Nous tournons maintenant notre attention vers une étude quantitative de 'approximation
faite en remplacant le probléme aux limites (1.1), (1.2) et (1.3) par I'analogue algébrique
(1.10), (1.11), (1.12) et (1.13).

Théoreme 1.2. (LAX-RICHTMYER) Ce qu’il faut, c’est la convergence de la solution de la mé-
thode des différences finies, avec la solution de UEDP. La convergence peut étre compliquée et pas
toujours possible mais la stabilité est plus facile de montrer; la stabilité est garantie que Uerreur
d’arrondi ne détruit pas le calcul.

L’importance des concepts de cohérence et de stabilité est vue dans le théoréme d’équivalence de
Lax-Richtmyer, qui est le théoréme fondamental de la théorie des schémas aux différences finies

pour le probléme des valeurs initiales.

Théoreme 1.3. Un schéma aux différences finies cohérent (Consistance) pour une EDP pour
laquelle le probléeme de la valeur est bien posé est convergent si et seulement s’il est stable.
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1.6 Etude de la consistance du schéma explicite

La consistance distingue la facon dont I’équation avec des différences finies s’approche de
I'équation aux dérivées partielles.
La consistance : un schéma aux différences finies est consistant a 'équation exacte si 'EDF
tend vers 'EDP lorsque les pas de discrétisation en temps et en espace tendent vers zéro in-
dépendamment. Suivant Richtmeyer et williamson [6], [7].
Nous définissons l'erreur de troncature de (1.7) comme suit :

wt gy (A (Ve (Ou\T 0"
st - (3) (55) - (3) oo (53

e[ (5)]

Pour calculer cette erreur de troncature ce dessus on exprime toute les quantités en fonction

de U] (la solution exacte aux nceuds du maillage) en effectuant des développement en série
de Taylor au voisinage du point (ih, nk) .

Nous portons maintenant notre attention a une étude quantitative de 'approximation faite en
remplacant le probléme aux limites (1.1), (1.2), (1.3) par 'analogue algébrique (1.10), (1.11),
(1.12) et (1.13).

Pour toute fonction U(z,t) ayant des dérivées continues de quatrieme ordre dans la région
de la solution nous obtenons du théoreme de Taylor [8] :

wptt —ur (Ou\" 0Ptk
T —(E)ﬁ o7 2
Aup  (Ou\" Pu\"h  OPu* h?
h —<a—>+(a7) 27956

i 1.17
Vor _(ou\" (0" P i 7
R \ox 0x% ), 2 or3 6

7

Sul B (8%)” J*u* h?

h2 da? 9t 12

)
. 8216* aBu* 83u** a4u*

t
OU 55 25 e < ot
leur moyenne appropriés .

représentent les dérivées indiquées évaluées aux points de va-

Pour des raisons de commodité, nous supposons que toute les dérivées non indiquées comme
évaluations de valeur moyennes sont évaluées aux point (z;,t,) et nous supprimons I'indi-
cation explicite de dépendance sur « de a(u) et o/(u). Les substitutions indiquées par (1.17)
impliquent :



8 CHAPITRE 1. PROBLEME DE DIFFUSION

g Ou kO (@) 0%u  h? 0w () Ou 2_@@@+h_28_ua3u**+haua2u
! an i\ 20x0x? 6 Ox Ox® 20z 0x?

=t 2 or 922 12 0at

o
R2 (0%u\® B3 OPudPu  h2OudPut b3 O2udPur bt OPur PPur ou ou\?
N5ttt = +— —tdw =) +
4 \ 0x? 12 022 0x3 6 Or Jr3 120z2% 0x3 16 Ox3 Oz ot ox
N
ox?

Nous combinons les termes similaires pour obtenir :

Ey

B ﬁ@?u* N h2 /£a2u a3u* B a?,u** B /h_283u* 83u** _/ 1% 83u* N 83u**
T2 o Y1202\ 925~ 02° ) V36025 028 “\60r\ 9z5 | 0a®

(e ad
4 Ox3 12 Ox4

Nous avons donc pour les bornes appropriés N; et N :

(1.18)

E, = Nik + Nyh? (1.19)

En notation d’ordre : £, = O(k + h?).

Par un raisonnement similaire on peut montrer que les approximations utilisées aux frontieres
ont des erreurs de troncature de méme ordre. Nous illustrons 'argument en montrant que Fj
Perreur de troncature a la frontiére gauche (1.2) est d’ordre k + h?.

un+1 —un u® — un ou 0%*u
By = 20 - 0_Q1h20_a+a@ (1.20)

Nous utilisons les substitutions appropriés de (1.17) pour obtenir :

_E@%*_ﬁ_a@_g ﬁ82u+h_283u*+h_384u*
07 9 pe2 0x2  h|20x2 6 0x3 ' 24 Oxt

e . . ou\" o .
Nous avons utilisé la condition aux limites o) = 0 pour obtenir 'expression entre paren-
X
0
theses. La méme condition aux limites (1.2) implique :
ug —u";  ho*u N R2 93w R Ot
h 2022 6 023 24 Ozt

D’apres la condition (1.8) on aura :

h? 93u B h 0%u n h3 0*u*
6 03  20x2 24 Ozt

Alors

B k 0*u* _ ah? [ 0*u** N ot
"7 992 24 \ 9zt T 02t
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Donc nous avons :

Ey = O(k + h?) (1.21)

Un argument symétrique montre que F; l'erreur de troncature de 'approximation utilisée a
la frontiere droite satisfait aussi :

Ey = O(k + h?) (1.22)

Le fait que I'erreur de troncature soit d’ordre un ou plus dans chaque taille de maille signi-
fie que le probléme continue (1.1) et son analogue discret proposé dans la section 1.2 sont
proches pour les petites valeurs de k et h. L'espoir est que les solutions seront également
proches.

On remarque que I’étape suivante consiste a étudier les effets du calcule de la solution a partir
de 'analogue algébrique et I'analyse de stabilité est entrepris dans ce qui suit :

1.7 Stabilité pour le schéma de I’équation :

On doit s’assurer que la solution discréte obtenue par un schéma aux différences finies
donne une représentation correcte de la solution de 'EDP. Suivant le processus de discré-
tisation, I'analyse de stabilité est nécessaire, en particulier lorsqu’il s’agit d’'une équation de
différence explicite.

Ceci nous permet de s’assurer que '’équation conduit ou non a une solution stable.
Ces calcules sont effectués sur des ordinateurs avec une précision finie, il y a aussi des erreurs
d’arrondi lors d’'un calcul itératif. Le but de ’étude de stabilité est donc de déterminer quelle

est I'implication des erreurs (Perturbations).

1.8 Stabilité

Un systéme ou un schéma est dite stable si les erreurs d’arrondi ou les perturbations de la
solution numérique ne sont pas amplifiées au cours des itérations.

1.8.1 Discussion : Non linéarité

Soit ’équation différentielle suivante :

2
% — o (u) <%) — a(u)a2u =0 (1.23)



10 CHAPITRE 1. PROBLEME DE DIFFUSION

et '’équation de différence correspondante :

ntl g Au™\ [ YVu? 52un
St () (%) o0 ase

On s’écarte du comportement linéaire de deux manieres comme suit :

Il y a d’abord la présence de «(u) et de sa dérivée o'(u). Dans les problemes de diffusion «
est généralement un polynome et donc ces fonctions donnent lieu a des produits de u et de
ses dérivées.

La deuxiéme source de non-linéarité est le carré de la dérivée premiere de u par rapport a x
dans (1.23).

Nous rappelons que ce terme nous a conduit a introduire le schéma de différence en avant et
en arriere (avancé retardé) et apparait en (1.24) comme le produit de différences.

Dans notre analyse de ces équations, nous traiterons ces deux sources de non-linéarité sépa-
rément.

Tout d’abord, nous considérons une équation simple impliquant uniquement la derniére
source de comportement non-linéaire.

Considérons I'équation aux dérivées partielles :

ou 0u ou\?
=) = 1.2

ot O0x? & (8:5) 0 (1.25)
et 'analogue de différence arriére-avant correspondant :

uttt — ul 52ul Aul? Vu?
A AL _ﬁ(h)(h>:o (1.26)

avec v = a(u) et 8 = o'(u) sont constants. Ces équations ne contiennent que les effets non
linéaires du terme de premiére dérivée dans (1.23) et par conséquent simplifier 'analyse de
stabilité.

1.9 Critére de stabilité de Von Neumann

L’analyse de stabilité de Von Neumann est basée sur la décomposition des erreurs nu-
mériques des approximations en séries de Fourier, bien que cette méthode ne saisisse pas
I'influence des conditions aux limites.

Nous écrivons d’abord (1.26) sous la forme de calcul :

G = a4 (0 + B(A) (V) (1.27)

ou
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_ kK _ k
V=opveth=4,

Suivant la technique introduite par Von Neumann et récemment utilisée par Williamson [6],
pour analyser la stabilité des analogues aux différences finies pour diverses équations aux
dérivées partielles linéaires, nous supposons que la solution de I'’équation aux différences
(1.27) a une représentation en série de Fourier.

1.10 Série de Fourier

Pour une fonction u continue de période 7" = 27. On suppose que / |u|dt converge sur un
I

intervalle I de longueur 7.
On appelle série de Fourier associée a u, la série trigonométrique :

00
C 6imt
E m
m=1

On appelle coefficients de Fourier exponentiels du u, les nombres complexes définis par :

I :
Cy, = ?/0 u(t)e™ ™

Remarque 1.4. 1l est possible dans certains cas, de faire de tels développements pour des
fonctions quelconques. Soit u une fonction non périodique définie sur l'intervalle [a,b] et f
une fonction périodique de période 7" > a — b telle que la restriction fj, 5 = u

L’équation (1.27) a une représentation comme série de Fourier sous la forme :

u; = u(ih, nk) E u(n, m)e eImzi

Afin de remplacer ceci dans (1.27) nous avons besoin des produits Cauchy suivants :

oo oo
1+1 g n m e]mx’d*l g u n p e]pxz

Onax;y; =x; + halors :

m=1 p=1
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oo 00
no,n - _ JMTi41 JpTi—1
ufpupy = uln,m)e™ Y Cu(n, p)elt

m=1 p=1

On a aussi 7;_; = x; — h alors :
u?_’_lu?_l = Z Z u(n, m)u(n’ p)ej[xi(m-l-p)-i-h(m—p)]

oo oo
mo= u(n, m)e’™e Zu(n p)elPri-t Z

m=1 p=1 m=1

w(n, m)u(n, p)ellnP)zi—ph

Mg

1

3
I

L’expansion du produit des différences dans (1.27) donne :

(Aui')(Vuy') = (u?+1 — ) (uy —ui ) = U Uy — (“?)2 —uf g u o +ulud

nous substitutions les produits de Cauchy ci-dessus dans (1.27) pour obtenir :

ultt = Zu n,m)e’ ™ —|—’yZu n, m)(e/m@ith) _ geimzi 4 gim(@i=h)) iiu(n m)
m=1 p=1

m=1 m=1

u(n, p)(ej[wi(m+p)+mh} — eIlm+p)zi] + el(mAp)zi—ph] _ jlzi(m+p)] ejh(m—p))

ultt = Z u(n, m)e’™ 4+ 5 Z w(n, m)el™i (™ — 2 4 emimhy 1 3 Z Zu(n,m)u(n,p)
m=1 m=1 m=1 p=1

ejwi(m-lrp)(ejmh — 14 e dPh _ ejh(m—p))

el + emIa

En posant a = mh et en utilisant la relation trigonométrique cos(a) = —3 I'équa-
tion devient :

oo oo o

ultt = Z u(n, m)e’™* 4 5 Z u(n, m)e?™ [2cos(a) Z Z u(n, p)e?=im+p)
m=1 m=1 m=1 p=1

[t | 4 =ik _ ciln=p)]

oo oo oo [e.@]

ultt = Z u(n, m)e™* 4 2% Z u(n, m)e’™*[cos(a) — 1] + Z Zu u(n, p)el®imp)
m=1 m=1 m=1 p=1

[/ — 1][1 — e "]
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Nous fixons maintenant m et examinons le terme général dans cette série pour tout m :

u(n + 1, m)e?™ = u(n, m)e’™ [1 + 2A(cos(a) — 1) + BZu(n,p)(ejmh — 1)(efTP — eP@izh)y]
P

Alors :

u(n+1,m) =[1+ 2%(cos(a) — 1) + BZu(n,p)ejgcip(eja — 1)1 — e PM)u(n,m)  (1.28)

Le coefficient de u(n, m) sur le coté droit de cette équation est appelé facteur d’amplification.
Ce facteur détermine la quantité d’amplification des coefficients u(n,m) lorsque nous pas-
sons du n iéme niveau de temps au (n + 1) iéme niveau de temps dans le calcul de la solution
(1.27). Le critere de stabilité de Von Neumann exige que ces facteurs d’amplification soient
limités par un en magnitude pour tous les m. Cette condition garantit qu’aucun composant
de la solution ne peut croitre en raison du processus de calcul.

On a €/* = cos(a) + jsin(a) donc 'équation (1.28) peut également étre écrite :

u(n +1,m) = u(n,m)[1+ 25(cos(a) — 1) + B(cos(a) + jsin(a) — 1)(2 u(n, p)e®®

—> uln, p)d )]

donc
u(n +1,m) = u(n, m)[1 + 2%(cos(a) — 1) + B(cos(a) + jsin(a) — 1)(u — ul ;)]
= u(n,m)[1 + 2¥(cos(a) — 1) + BVul(cos(a) — 1) + jBVulsin(a)]

et
G =1+ 27(cos(a) — 1) + BVul(cos(a) — 1) + jBVul'sin(a) (1.29)

si Pamplitude u(n, m) de la perturbation diminue d’une itération a I'autre, 'erreur diminue et
la perturbation finit par disparaitre. Cela entraine la condition :

u(n+1,m)

u(n,m)

Gl =

‘ = |1+ 2¥(cos(a) — 1) + BVu}(cos(a) — 1) + jBVulsin(a)| < 1
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Remarque 1.5. Au cas ou le probleme impliquerait des coefficients variables, des non-linéarités
et des conditions aux limites compliquées. Dans de tel cas, 'analyse de Von Neumann ne peut
étre appliquée que localement. De plus, en raison de la base sur 'analyse de Fourier, la mé-
thode n’est strictement valable que pour les points intérieurs, c’est-a-dire a ’exclusion des
conditions aux limites.

1.11 La condition de stabilité

Théoréme 1.6. Si:

1. ¥ +38Vul >0
2. 0< 29+ BVul <1

Pour chaque i a un n iéme niveau de temps, alors (1.27) satisfait le critére de stabilité de Von

Neumann pour le calcul de la solution au (n + 1) iéme niveau de temps.

Démonstration. Pour le nombre complexe G définie par (1.29), la condition |G|< 1 est équi-
valente a |G|*< 1.

Si nous développons |G|? et imposons cette condition :

|G]?= |1+ 27(cos(a) — 1) + BVu}(cos(a) — 1) + jBVulsin(a)*< 1

[1+2%(cos(a) — 1) + BVul(cos(a) — 1) + 2¥(cos(a) — 1) + 45 (cos(a) — 1)* + 278V u?(cos(a) —
1) + BVul(cos(a) — 1) + 278(cos(a) — 1)* + B*(Vul)*(cos(a) — 1)* + f%sin*(a)] < 1

cos(a)[27 + SVu} + 27 — 87" — 4908V} + Vu} — 435V} — 28°(Vup)?] + cos*(a)[47% +
BV + B (Vu})?] = 27 = 26V} — 29 + 432 + 498V + 2 (Vu})? + B*(Vuy')?sin®(a) <0

On a cos*(a) + sin*(a) = 1 on trouve :

47° + 436V ufcos™ (a) + [47 + 26V u}' — 25°(Vup))? — 87 — 875V} |cos(a) + 477
— 45 — 2BV + 43PV + 252(Vul)2 < 0

Définir

(1.30)

M = [45* 4+ 438V u}]

et
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P = 47 + 238Vu? — 23*(Vu}')?

Avec ces substitutions, la condition (1.30) prend la forme :

Mcos*(a) + (P — 2M)cos(a) + M — P < 0
cos(a)(Mcos(a) + P — M) — Mcos(a) + M — P <0

qui s’écrit comme suit :

(Mcos(a) + P — M)(cos(a) —1) <0

C’est clair que le second facteur n’est pas positif car cos(a) < 1, donc cette condition est équi-
valente a :

Mcos(a)+ P —M >0
Ona M > 0donc:

cos(a) > 1 — % (1.31)

Puisque cos(a) > —1, nous pouvons assurer la condition (1.31) en exigeant

LT
M
Ce qui équivaut a :
P
—— M>0
2

D’apres la définition de M et Pon a :

45 + 28Vl — 232(Vul)? S5
442 + 43 BVul -

29 + BVu} — B*(Vu})* — 45° — 498Vu! > 0

27 + BVul — (27 + BVul)? > 0
(27 + BVui) (1 =27 = fVuy) > 0

L’hypothese que ces deux facteurs sont négatifs conduit a une contradiction, les deux facteurs
seront positifs si :

2y + BVul >0
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1 -2y —BVul >0

Alors

0<2y+BVul <1 (1.32)

Cet argument peut maintenant étre inversé. Nous voyons que (1.32) assure que (1.31) tient
ce qui a son retour implique (1.30) et le théoreme est prouvé. O

Un commentaire sur ’hypothése (1) semble étre en ordre. Dans les problémes réels 7 et 3
sont généralement de la méme amplitude approximative tandis que Vu! est inférieur a un
en amplitude, généralement inférieur 4 0.5. Le terme o> est bien sur positif, donc I’hypothése
semble tres raisonnable. Nous notons que la condition de stabilité (1.32) implique la solution
Uu.

Ceci est une conséquence directe de la nature non linéaire de I'’équation que nous résolvons.
Une telle dépendance des conditions de stabilité a la solution inconnue ne se produit pas
dans les problemes linéaires.

Exemple :

Pour illustrer 'application du théoréme 1.6 nous considérons I’équation différentielle sui-

o (o T
ot Ox or?

vante.

avec les conditions aux limites :

0
—u:() pour z=0 et z=1
Ox

Un probleme algébrique se compose des équations aux différences correspondantes :

ultt =l 4 £52u? + ﬁ (Vu?) (Au’f)

! h? h?
ou uy —u”
Pour r =0ona — = 0 alors >———' = 0 donc u} = u",
Ox h
uz — Uy

.0
Pour x = 1 on a aussi a—u = 0 alors

= 0 donc uj = uy
T

Remarque 1.7. Dans ce cas on s’est arréte a 'étape ¢ = 3 car notre intervalle [0, 1] est séparé
par h = 0.5

Pour:s=0ona:
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Lontl _on n
donc on trouve : uj" = uj + ﬁVul

Pouri=1lona:u!™ =u}+ %5%’{ + %(Au’f) (Vul)

k
Pouri=2ona:u)"™ =ul — E(Au{‘)

Le probleme algébrique se compose pour k = 0.1 et h = 0.5 des équations aux différences

upth = ul + 0.46%u) + 0.4(Vul) (Aut)
uy™ =y — 0.4(Au})

Pour les valeurs initiales uj = 0, u{ = 0.5, uy = 1 nous utilisons un algorithme explicite :

Algorithme 1.8. Schéma Explicite
k=0.1;h=0.57r=k/h%

u(l,1) =0;u(2,1) = 0.5;u(3,1) = 1;
for n=1:N do

u(l,n+1)=u(l,n) +r=*u2,n)—u(l,n);

G(n) =2*r—+rx[u2,n)—u(l,n);

w(2,n+1) = u(2,n)+r*xu(3,n)—2xu(2,n)+u(l,n)|+rxu3d,n)—u2,n)]*u2,n)—u(l,n);
u3,n+1) =u(3,n) —r=[u(3,n) —u(2,n);

endfor

disp(’La valeur de u’)

disp(w);

disp(’La valeur de G’)

disp(G);

pour NV égal a 33 on obtient :
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1.12 Discussion des résultats

Nous remarquons pour chaque valeur de n a chaque instant de temps les perturbations ne
sont pas amplifiés et le schéma explicite converge.
Le parametre de stabilité GG indique ici que la procédure de calcul est stable. La solution a
I'exception pour l'oscillation initiale de la valeur de u} se comporte d'une maniere typique
des processus de diffusion. 11 s’installe progressivement a un état stable.
Si nous doublons maintenant le pas de temps, nous obtenons I’équations :

ug™ = ug + 0.8Vul
' =l 4 0.85%ut + 0.8AuTVul
uy ™ = ul — 0.8Au}

Pour les mémes valeurs initiales, nous utilisons un algorithme explicite :

Algorithme 1.9. Schéma Explicite
k=0.2;h=0.57r=k/h%

u(l,1) =0;u(2,1) = 0.5;u(3,1) = 1;

for n=1:N do

w(l,n+1) =wu(l,n) +r* [u(2,n) —u(l,n);
G(n) =2*r—+rx[u2,n)—u(l,n);
w(2,n+1) = u(2,n)+r*xu(d,n)—2xu(2,n)+u(l,n)|+rxu3d,n)—u2,n)]*u2,n)—u(l,n);
u3,n+1) =u(3,n) —r=[u(3,n) —u(2,n);
endfor

disp(’La valeur de u’)

disp(w);

disp(’La valeur de G’)

disp(G);
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1.12.1 Résultat :

A Topposé de notre premier calcul on remarque qu’il y a a chaque itération des oscillations
en valeur. Le parametre de stabilité indique un calcul instable et les résultats semblent le
vérifier.

La nature oscillatoire et croissante des valeurs calculées est le type de comportement auquel
nous attendons dans les procédures de calcul instables, il faut donc prendre un pas de temps
petit.

Les résultats de cette partie indiquent que les non-linéarité du terme de la dérivée premiere
peut étre traité par calcul.

L’équation que nous avons traité (1.25) n’est pas une équation de diffusion. Afin de repré-
senter un processus de diffusion, '’équation implique nécessairement le premier type de non-
linéarité discuté dans la section 1.8.1 Car si le coefficient de diffusion est constant le terme
faisant intervenir la dérivée premiére n’appairait pas.

Dans la section suivante, nous étendons ces résultats a une équation de diffusion.

1.13 Stabilité pour le schéma de I’équation de diffusion

On remarque que le coefficient de diffusion «(u) est une propriété des matériaux en cours
de diffusion dans tout probleme physique. Dans cette section nous considérons une méthode
de calcul pour résoudre I'’équation de diffusion non-linéaire suivante :

ou ou\> " 0*u
E <E)_x> — (mug + 72)@ =0 (1.33)

ou 7, et 7y, sont constants.
Différentiation décentrée retardée avancée pour (1.28) est :

U?H —ul Aul? Vul n 52u?
T—%( 5 )( A )—(%uiJer) 2 =V (1.34)

Pour l'analyse de stabilité, nous réécrivons cette équation sous la forme de calcul.

utt — ui — 1 (Au) (Vi) — (nug + 72)52“? =0 (1.35)

(2

En associant le rapport 5 avec les coefficients comme avant :

_ k - k
"= ﬁ’h ety = ﬁ%

En suivant la méme procédure d’écrite au dessus, nous supposons :
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= u(ih,nk) = Z u(n, m)el™ i
m=1

Nous avons besoin du produit de Cauchy suivant :

00 00
n,mn E Jma; E JPTiq1
’U,iui+1— nme v unpe ¢
m=1 p=1

Onax;y, =x; + halors :

Uiy = Z Zu(n, m)u(n, p)e’lFmp)phl

m=1 p=1

En remplacant dans (1.35) on trouve :

ultt = Z u(n, m)e’me 4+ 4 Z Z u(n, m)u(n, p) [/l HP)zitehl _ geilmip)z: o ojllmtp)ri—phl)
m=1 m=1 p=1

+ Z Z u(n, m)u(n, p) [ej[a:i(m+p)+mh] — eilm+p)a] 4 pil(mtp)zi—ph] _ 6j[wi(m+p)]ejh(m—p)]

m=1
donc
uftt = Z u(n, m)e’™ 4+ 4 Z Z u(n, m)u(n, p)ed MIPT[IP 9 4 oiPh] 45 Z Z u(n, m
m=1 m=1 p=1 m=1 p=1
u(n, p)e MR [Imh ] _ pd(m=p)h o o=iph] 4 Z u(n, m)e’™" [2cos(a) — 2]

m=1

nous avons défini mh —a =0

Le seul terme de cette équation qui n’apparaissait pas dans notre expansion de (1.27) est le
premier terme impliquant ;.

Les autres termes sont identiques a ceux analysées ci dessus. Un terme typique de ce déve-
loppement a la forme.

u(n+1,m)el™ = u(n, m)e!™ +yu(n, m)e ™ Z u(n, p)e’Pri [P —24-e 7P 1 29,u(n, m) e’ ™ (cos(a) —
p=1
1) + Yru(n, m)Vul'e’™ i (cos(a) — 1) + iqu(n, m)Vule ™ isin(a)

Encore une fois, la somme qui reste peut étre interprétée au moyen de I’expansion origi-
nale comme une différence de la solution. Le facteur exponentiel se divise et nous obtenons

maintenant :
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u(n +1,m) =[1 + 2¥»(cos(a) — 1) + 718%u? + 71 Vu?(cos(a) — 1) + i7, Vulsin(a)]

(1.36)
u(n, m)
Le facteur d’amplification pour (1.35) est :
G =1+ 2%(cos(a) — 1) + 716%ul + 71 Vul'(cos(a) — 1) + iy Vul'sin(a) (1.37)

Nous somme intéressés par la condition |G|< 1 ou de facon équivalente |G|*< 1.
si nous développons la magnitude de G et collectons les termes, nous obtenons I'expression :

|G]*= 1+ 29a(cos(a) — 1) + 7 6%ul + 71 Vul(cos(a) — 1)]* + [y1 Vulsin(a)]® < 1
Donc :

|G]*= 1+ 475 (cos(a) — 1)* + 49(cos(a) — 1) + 71284 (u]')? + 2716°u} + 491720 (cos(a) — 1) +
T12(Vul)?(cos(a) — 1)? + 29, Vul' (cos(a) — 1) + 477 Vul (cos(a) — 1)? + 29,26} Vul (cos(a) —
1)+ 72(Vu 2 (sin(a))? < 1

|G|?= 14+47,2cos* (a)+472° —87a  cos(a) +4Tacos(a) — 4o+ 20 (Ul ) > 4+-271 62 ul +47, 202 ul cos(a) —
ARl + 72 (Tl Veos () + 12 (Tul Y — 2322 (VulVeos(a) + 27 (Vul Yeos(a) — 29 (Vul) +
419 (Vul)cos® (a) + 47i%(Vul) — 8717 Vulcos(a) + 2926 u)Vulcos(a) — 2926 uVul +
72 (Vul)?sin®(a) < 1

|G|?= cos*(a)[472” + 4717 (Vul)] + cos(a)[—8%* + 49 + 4 b ul — 271 % (Vul)? 4+ 291 (Vu?) —
8V Vul + 29 282ulVul] + 1 + 492 — 49, + 71 20% (ul)? 4 27, 6% ul — 471 %0u? 4 27,2 (Vul)? —

271 (Vul) + Ao (Vul') — 29, %6%ul Vuy

Nous définitions :

L = 47" + 477 Vuy
N = 45, + 27, VUl + 471 d?ul — 291 2(Vul)? 4 29,2 (Vul) 6 u?

et imposons la condition de Von-Neumann pour obtenir :

Leos?(a) + (N — 2L)cos(a) + 712(6%u})? + 2y 6*u + L — N <0 (1.38)
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Malheureusement cette expression ne se préte pas a la procédure de factorisation utilisée
dans la section ci dessus, cependant (1.38) fournit une condition de stabilité. Si nous consi-
dérons le coté gauche de (1.38) comme une fonction de cos(a), nous pouvons examiner la
valeur maximale de cette fonction. En exigeant que ce maximum satisfasse la condition de
Von-Neumann, nous obtenons un moyen de tester la stabilité d'un processus de calcul.

On a désigné le coefficient de cos®(a) par L qui est similaire a la quantité M dans la preuve
du théoréme 1.6. On suppose que L > 0 et justifions cette hypothese sur la base 7 et 7, sont
susceptibles d’étre du méme ordre de magnitude et Vu;' est presque certainement inférieur a
un en magnitude.

Enfin sous cette hypothese, le maximum doit se produire a 'un des points terminaux de
Iintervalle —1 < cos(a) < 1 et donc I'évaluation de la fonction a ces points conduit aux
conditions suivantes.

4L — 2N + % (8*u})? 4+ 2716%uf < 0
V12 (0%u7)* + 2767w <0
En termes de coefficients de I'équation

al6(%2)” + 16(71)(32) Vup — 8(72) — 4(31) Vup +4(71)*(Vu)® — 8(71) (72) 6w (1.39)
— A1)Vl Sl + (1)2(82u)? + 2(3) 0%t < 0 '
et
(7)*(0%u})® 4 2710%u < 0 (1.40)

Les conditions (1.39) et (1.40) fournissent les critéres de stabilité pour le calcul de la solution
(1.35).

1.14 Le procédure de calcul

Les conditions (1.39) et (1.40) et la condition (1.32) pour la stabilité de '’équation la plus
simple impliquent la fonction solution dans la condition de stabilité.
Ceci est a prévoir car il est bien connu que la stabilité d'une équation non linéaire dépend de
la solution elle méme [6], [9], [10]
Les conditions de stabilité obtenues ici suggérent que nous calculons les parametres de stabi-
lité a chaque niveau de temps lors du calcul de la solution.
Pour cette raison, il n’est pas possible de suivre la procédure de calcul habituellement utilisée

dans la solution des équations linéaires. Dans le cas linéaire, nous choisissons
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les maillages sur la base d'une condition de stabilité dépendant des coefficients de I'’équa-
tion mais pas de la solution. Nous pouvons ensuite continuer tout au long de ce maillage fixe.
La stabilité est donc a priori une condition pour les équations linéaires.
Nous savons avant d’obtenir la solution si le processus de calcul est stable ou non.
Les conditions de stabilité obtenues ici suggerent une autre procédure. A savoir que nous
calculons les parametres de stabilité a chaque niveau de temps lors du calcul de la solution.
Etant donné que les différences qui apparaissent dans les conditions de stabilité sont égale-
ment nécessaires pour la solution de 'équation de différence, cela nécessiterait peu de temps
d’ordinateur. Si ces parametres de stabilité indiquent que la procédure de calcul devient in-
stable, le pas de temps peut étre diminué. Si d’autre part, la procédure est bien dans les
limites de la stabilité on pourrait tenter d’augmenter le rythme de calcul en augmentant le
pas de temps, ce type de processus n’est pas sans précédent.
Dans la solution numérique des équations différentielles ordinaires, il est courant de calculer
a chaque pas de temps, un parametre indicatif de la croissance d’erreur dans la solution. Le
pas de temps est ajusté lors du calcul sur la base de ce parametre. Si une croissance d’erreur
est indiquée, le pas de temps est diminué. Si le pas de temps peut étre augmenté sans sacri-
fier la précision, cela se fait. La procédure décrite ci-dessus pour les équations aux dérivées
partielles est similaire, sauf que nous suivons la stabilité au lieu de I'erreur.

1.15 Conclusion

Nous notons en résumé que l'utilisation du schéma de différence en arriére et en avant a
gagné un ordre de précision en h. L'utilisation de différence en arriere ou la différence en
avant seule dans I'approximation de la dérivée premiere du terme (1.5) entraine une erreur
de troncation d’ordre (k + h).

Dans la solution numérique des équations aux dérivées partielles, il est courant de calculer a
chaque pas de temps, un parametre indicatif de croissance d’erreur dans la solution.

On pourra exposer des schémas des différences similaires pour des équations non-linéaires
plus générales et montrons qu’ils conduisent & des erreurs de troncature d’ordre k? + h

En plus la méthode explicite peut étre appliquée pour résoudre un probléeme de diffusion
non-linéaire sauf que nous n’utilisons un maillage non régulier, cela signifie que le pas de
temps change car nous devons changer d’étape au cas ou la stabilité n’existerait pas.
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TABLE 1.1 — Un calcul stable

n
Ug

n
Uy

n
Ug

2y + BVuy

0.0

0.5

1.0

1.0

0.2

0.6

0.8

0.96

0.36

0.5552

0.72

0.87808

0.4368

0.5553024

0.6528

0.8474010

0.484201

0.551522

0.613801

0.8269284

0.51113

0.555119

0.58889

0.8175956

0.528726

0.551626

0.575382

0.80916

0.537886

0.552186

0.56588

0.80572

RNV AW N—-OB

0.54361

0.552022

0.560403

0.8033648

0.54675

0.55204

0.557051

0.802116

0.549001

0.55203

0.55505

0.8012116

0.550213

0.55203

0.553842

0.8007268

0.55094

0.55203

0.55312

0.800436

0.55138

0.552031

0.55284

0.8002604

0.55164

0.552032

0.552423

0.8001568

0.5518

0.55203

0.55227

0.800092

0.551892

0.552034

0.552174

0.8000568

0.551949

0.55207

0.552118

0.8000484

0.551997

0.55206

0.5520988

0.8000252

0.551998

0.5519903

0.5520833

0.7999969

0.551995

0.5520306

0.5520622

0.8000142

0.5520092

0.552029

0.5520496

0.8000079

0.5520171

0.5520293

0.5520414

0.8000049

0.552022

0.5520293

0.5520366

0.8000029

0.5520249

0.5520293

0.5520337

0.8000018

0.552027

0.5520293

0.5520319

0.8000009

0.5520277

0.5520294

0.5520309

0.7999993

0.5520284

0.5520293

0.5520303

0.8000004

0.5520288

0.5520293

0.5520299

0.8000002

0.552029

0.5520293

0.5520297

0.8000001

0.5520291

0.5520293

0.5520295

0.8000001

0.5520292

0.5520293

0.5520294

0.8000000

0.5520293

0.5520293

0.5520293

0.8

0.5520293

0.5520293

0.5520293

0.8

0.5520293

0.5520293

0.5520293

0.8

0.5520293

0.5520293

0.5520293

0.8

0.5520293

0.5520293

0.5520293

0.8

0.5520293

0.5520293

0.5520293

0.8

0.5520293

0.5520293

0.5520293

0.8

0.5520293

0.5520293

0.5520293

0.8

0.5520293

0.5520293

0.5520293

0.8
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TABLE 1.2 — Un calcul instable
n ugy uy uy 2y + BVuy
0 0 0.5 1 2
1 0.4 0.7 0.6 1.84
2 0.64 0.356 0.68 1.3728
3 0.4128 0.76879 0.4208 1.884792
4 0.69759 0.105012 0.99192 1.127129
5 | 0.2247216 | 0.7732589 | 0.2250416 | 2.0388298
6 | 0.6635514 | -0.3447189 | 0.6636154 | 0.7933838
7 | -0.1430648 | 0.4552260 | - 0.1430520 | 2.0786326
8 | 0.3355678 | - 0.7883844 | 0.3355704 | 0.7008382
9 | -0.5635940 | - 0.0006760 | - 0.5635934 | 2.0503344
10 | - 0.1132596 | - 1.1548454 | - 0.1132595 | 0.7667314
11 | - 0.9465282 | - 0.3562289 | - 0.9465282 | 2.0722394
12 | - 0.4742888 | - 1.5794704 | - 0.4742888 | 0.7158547
13 | - 1.3584341 | - 0.7883209 | - 1.3584341 | 2.0560906
14 | - 0.9023435 | - 1.9605253 | - 0.9023435 | 0.7534546
15 | - 1.7488889 | - 1.1632334 | - 1.7488889 | 2.0685244
16 | - 1.2803645 | - 2.3746761 | - 1.2803645 | 0.7245507
17 | -2.1558138 | - 1.5817918 | - 2.1558138 | 2.0592176
18 | - 1.6965962 | -2.763828 | - 1.6965962 | 0.7462146
19 | - 2.5503816 | - 1.9674441 | - 2.5503816 | 2.06635
20 | - 2.0840316 | -3.171997 | - 2.0840316 | 0.7296277
21 | - 2.9544039 | - 2.3781873 | - 2.9544039 | 2.0609733
22 | - 2.4934306 | - 3.5657543 | - 2.4934306 | 0.7421410
23 | - 3.3512896 | - 2.7699389 | - 3.3512896 | 2.0650806
24 | -2.886209 | -3.9704749 | -2.886209 | 2.061973
25 | - 3.2916487 | - 4.3668752 | - 3.2916487 | 0.7398188
26 | -4.1518299 | - 3.5714024 | - 4.1518299 | 2.064342
27 | - 3.6874879 | - 4.7696033 | - 3.6874879 | 0.7343077
28 | - 4.5531802 | - 3.9749977 | - 4.5531802 | 2.062546
29 | -4.0906342 | - 5.1675257 | - 4.0906342 | 0.7384868
30 | -4.9521474 | - 4.3722555 | - 4.9521474 | 2.0639135
31 | - 4.4882339 | - 5.5691022 | - 4.4882339 | 0.7353054
32 | - 5.3529285 | - 4.7743339 | - 5.3529285 | 2.0628757
33 | -4.8900528 | - 5.9679026 | - 4.8900528 | 0.7377202
34 | -5.7523326 | - 5.1727511 | - 5.7523326 | 2.0636652
35 | - 5.2886674 | - 6.3688133 | - 5.2886674 | 0.7358833
36 | -6.1527841 | -5.573952 | -6.1527841 | 2.0630657
37 | -5.6897184 | - 6.7681206 | - 5.6897184 | 0.7372782
38 | - 6.5524402 | - 5.9730381 | - 6.5524402 | 2.0635217
39 | - 6.0889185 | - 7.1686469 | - 6.0889185 | 0.7362173
40 | - 6.9527012 | - 6.3737322 | - 6.9527012 | 2.0631752




Chapitre 2

Schéma des différences finies de
DuFort-Frankel pour la résolution du
probleme de diffusion de I'oxygene

Dans ce chapitre, nous utilisons le schéma bien connu des différences finies de Dufort-
Frankel pour résoudre le probleme de diffusion de 'oxygene a I'intérieur d’'un milieu qui est
modélisé par un probleme initial de valeurs aux frontiéres mobiles pour une équation aux
dérivées partielles unidimensionnelle dépendant du temps.

Le probléme principal consiste a suivre la frontiére mobile qui représente la profondeur de
pénétration de 'oxygene a l'intérieur du milieu. Quelques expériences numériques sont éga-
lement fournies avec des comparaisons avec la solution analytique. L’analyse théorique est
donnée pour le schéma numérique.

Il est montré que tous les résultats obtenus par cette méthode sont comparés aux travaux des
auteurs antérieurs.

27
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2.1 Formulation physique

Le modéele mathématique du probleme de diffusion biologique a d’abord été réalisé par
Grank-Gupta [11]. Ils ont crée le modele mathématique du probléme de diffusion biologique
pour la premiere fois.

Tout d’abord, 'oxygene est autorisé a se diffuser dans un milieu, et une partie de 'oxygeéne
est absorbée par le milieu, étant ainsi retirée du processus de diffusion.
Le processus est supposé étre composé mathématiquement de deux niveaux.
Au premier niveau, la condition stable est que la surface du milieu est isolée apres l'injection
d’oxygene dans le milieu et que le transfert d’oxygene ne se produit ni de 'intérieur du milieu
ni de I'extérieur du milieu.
Au deuxieme niveau 'absorption de I'oxygene injecté par les tissus commence. Cette condi-
tion provoque le probléme a frontiere mobile.
L’objectif de ce processus est de trouver la position d’équilibre et de définir la position de la
frontiére mobile pendant cette phase et de déterminer la répartition de I'oxygene a travers le
milieu en fonction du temps. Hansen et Hougaard [12], Ferris et Hill [13, 14], Berger et al
[15], Gupta et Kumar [16],Baines MJ et Miller JV etMorton KW [17], Furzeland [18], Bou-
reghda [19, 20, 21], se sont intéressés au probléme de la diffusion de I'oxygene.
Le probleme a frontiere mobile de type parabolique est décrit mathématiquement comme
suit :
Si C(X,T) désigne la concentration d’oxygene libre de diffuser a une distance X de la sur-
face extérieur du milieu au temps 7', D est un coefficient de diffusion constant et m le taux
de consommation d’oxygene par unité de volume du milieu est aussi supposé constant pour
C(X,T) > 0, I'état stationnaire est défini par une solution de :

d*C

— —m=0

dX?

qui satisfait les conditions :
C=Cy=Constant, X =0 , t>0
On voit facilement que la solution recherchée est donnée par :

m 2DC
= — (X — Xp)? Xo=1/
2D( )" 0 m

Apres que la surface X = 0 a été scellée, la position de la frontiére reculée est désignée par

C

Xo(T') et le probleme a résoudre devient :

oC 92C
or DaX2

+m=0 , 0<X<Xo(T)
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ac
- = X = T >
ox ~ Y 0 0
ac
= — pr— >
O=52=0 , X=X(T) , T>0
C’:%(X—XO(T))Q , 0<X<X, , T=0

Ou 7T = 0 est le moment lorsque la surface est scellée.
En faisant les changements de variables :

X CD C

N TR T

et notant s(¢) la valeur de x correspondant a Xy(7'), le systeme ci-dessus est réduit a la forme

non-dimensionnelle suivante :

ou 0%*u
R I <z< .
8t+1 97 0 0<z<s(t) 2.1
@:0 z=0 t>0 (2.2)

ox
ou
u-a—x—O , x=s(t) (2.3)
u—%(l—xf:o , 0<2<1 t=0 (2.4)
avec

s(0) =1 (2.5)

Ou u est la concentration d’oxygene libre de diffuser. Parfois, nous laisserons tomber le = et
le ¢ pour plus de simplicité, sauf si nécessaire.

2.2 Solution a court instant

Comme discuté dans Boureghda [19, 21, 22] Crank et Gupta [11, 23], la condition initiale

(2.4) montre qu’a I'état stationnaire un gradient unitaire négatif de concentration existe en
surface, les méthodes numériques basées sur les différences finies sont susceptibles de donner
des solutions imprécises au voisinage de la surface pour des temps petits.
Il y aura un intervalle de temps, cependant avant que la perturbation en surface ait un effet
sur la solution au voisinage = = 1 a tout degré de précision spécifié. Ainsi une solution ana-
lytique approximative trouvée par Boureghda [19] en utilisant le développement de Fourrier,
peut étre utilisé pour s’éloigner de la singularité a + = 0, ¢ = 0 en supposant qu’il n’y a pas de
mouvement de la frontiere du temps. Ainsi, I’expression :

o0

1)kt
u(z,t) = % —t— % Z ( ]122 exp[—(k*m*t)]cos[knr(1 —2)] 0<z<1 t<0.020 (2.6)

k=1
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est suffisamment précis dans la plupart des cas. Ce probleme peut étre résolu exactement en
utilisant la méthode de séparation des variables ou transformée de Laplace. Donc le premier
donne :

o0

1 8 2n+1\° on + 1
u(x,t):§(3:2—1)+ zomexp[—< 5 )77%}003[( 5 )mv] (2.7)

n

tandis que le plus tard donne :

2
u(z,t) ~ %(1 — %) — 2\/§exp {4—?] + xerfc(Qi\/Z) (2.8)

On calcule u(z,t) a partir de(2.6) pour divers petits temps voir table 2.5 :Comparaison entre
solutions analytiques et numériques. Les courbes typiques de la Figure 2.1

démontrent la forme générale et confirment que la concentration n’a pas changé dans la
précision du tracé pres de la frontiere a x = 1. On voit que la convergence de la série infinie
est tres rapide.

concentration sans dimension

distance sans dimension

FIGURE 2.1 — Distributions de concentration pour ¢t = 0,0.01,0.02,0.03,0.04, 0.05.

2.3 Schéma numérique

Nous résolvons maintenant le probleme posé par Crank [1]. Dans la présente analyse,
les concentrations aux points intermédiaires entre les deux frontieres ont été calculées en
utilisant la technique d’application du schéma de Dufort-Frankel pour la solution numérique
d’un probleme a frontiere mobile unidimensionnel. Ce schéma a 'avantage d’étre explicite et
encore inconditionnellement stable.

Cependant la condition de consistance exige que dt tende vers zéro plus vite que dx, mais
I'exigence n’est en pratique pas trop sévere si le coefficient de la dérivée
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second est petit. Le schéma explicite a trois niveaux le plus simple pour la solution de

I’équation de diffusion

ou  0*u

prend la forme suivante

Uit — Wig—1  Uigry — 2Uij + U1

=0 2.10
20t 52 (2.10)
qui peut s’écrire sous la forme :
2 ot
Uj j+1 — 2r(5zui,j — Ujj—1 = 0 ou r= @ (211)

DuFort-Frankel [24] a proposé de réécrire 5§ui,j sous la forme u; 1 ; — 2u; j +u,;_; ; dans (2.11)
Ui j+1 + Wij—1
2

et u; ; modifié pour donner cela conduit au schéma

(1 + 27”)Ui’j+1 — 27”(’&1'717]‘ + ui+1,j) + (27’ — 1)um-,1 =0 (212)

revenant a notre probleéme, afin de résoudre le premier ensemble d’équations pour u; 2, nous
calculons la solution le long du premier niveau de temps en utilisant les schémas explicites
suivantes :

ol

Uil = Wij _ Uic1j — 2Uij + Uiy,

ot B (0x)?
1 0
Ug — Ug 2 9 0 _
1 0 0 0 0
Up — Uy, Up_q — 2Up + Up )
— 1=0 k=1,..;i—1 2.1
5t (022 * ! (2.14)

2.4 Solution numérique

Pour les solutions numérique du probleme (2.1)-(2.5), nous utilisons le développement de
la série de Taylor pres de la frontiere mobile dans la direction de I'espace, ou Crank [1] a
utilisé la formule de type Lagrange dans le probleme cartésien voir Figure 2.2 . Une formule

d’interpolation Lagrangienne a trois points peut étre écrit comme suit :

(x — ap)(z — )
(042 - Oéo)(OéQ — o

() = (x —a1)(z — ag) l

(x — ap)(z — )
(ap — ar)(ap — az) (

(a1 — ag) (a1 — az)

Oél) +

ap) + >u(a2)

En différenciant ce qui précéde par rapport a x, on obtient :
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ou 2 — (o + « 22 — (g + &
-7 ( 1 2) U(Oéo)—f— ( 0 2) u(al)
Jor (g — aq)(ap — ) (o1 — ap)(ag — an) (2.15)
2z — (ap + ) '
u(az)
(2 — ap)(aa — ay)
et:
Pu 2u () N 2u(ay)
02 (o — ) (o —az) (a1 — ap)(ag — aw)
(2.16)
N 2u(az)
(042 - Oéo)(OQ - 041)

L’application de (2.16) aux points (i — 1)dx, idx et au point mobile, et en se souvenant de

la condition aux limites (2.3) donne :

Pu 2 (ui_l_ﬂ_f_ ug )_ 2 {ui_l_&}
0x2  (bx)2\p+1 p oplp+1)) (6x)2|p+1 p

l« ax »a pPAX

m

[ =k we=-
B,

FIGURE 2.2 — Grille fixe

carup =0 et

ou 1 (—puil N (p— D, pup > 1 (—puil N (p—l)ui)

or oz \ p+1 »  plp+1)) z\ p+1 P

Ou up est les concentration de 'oxygene sur le frontiere mobile.
En appliquant les différences finies a (2.1) on calcule la concentration a partir du deuxieme

niveau pour j = 1,2, 3 en utilisant les équations suivantes :

1 ot
m[(l — 27”)’1110’)',1 + 47’71,1’]' — 25t] r =

(2.17)

U, j+1 =

1
+ 2r

Unj+1 = 7 27 (up—1j + Upt14) + (L —2r)u, ;-1 — 26t n=1,2,..,i—1 (2.18)
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et

Wij41 = Uij—1 + 4r {w - &} — 20t (2.19)
Dj+1 Dj

Dans la Figure 2.3 Les profiles de concentration a plusieurs moments calculés par la présente
méthode sont présentés, on voit qu’au fur et a mesure que le temps augmente, les profiles
deviennent plus plats.

.........................................................................................................................

Concentration sans dimension

t T T \
0.2 04 08 08

Distance sans dimension

FIGURE 2.3 — Distribution de la concentration pour I’état stationnaire ({ = 0) pour
t = 0.06, 0.08, 0.10, 0.14, 0.18 .

Nous savons que les concentrations aux points intermédiaires entre les deux frontieres ont
été calculées par les équations (2.17) et (2.18) mais preés de la frontiere mobile par (2.19)

I'emplacement du point frontiere mobile et les conditions traversant le maillage sont déve-

\/2Ui

ox
est physiquement impossible ou v, ;11 > wu;; pourrait étre causée par une instabilité alors la

loppées par Boureghda [19, 20, 22], ou p = et u va en diminuant on a u, ;41 < 0 ou
formule est appliquée a u,_; ; en utilisant p,_; = p;_; + 1.

Les résultats sont donnés dans les tables qui montrent qu'une solution précise peut étre ob-
tenue et comparée aux résultats des auteurs précédents. Les calculs ont été effectués avec
dx = 0.05 et 6t = 0.001 sont donnés dans la table 1 qui montre que les valeurs obtenus sont
en tres bon accord avec celles calculées a partir de la solution de Fourier pour les petits temps
et celles de la présente méthode numérique actuelle.

Un graphe a été tracé pour montrer la progression de la frontiere mobile par rapport au temps
en utilisant les valeurs de la table 2.5 : valeurs de 10%u et la position de la frontiére mobile.
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Dans la Figure 2.4 la position de la frontiere mobile a différents instants ¢, un résultat in-
téressant est observé a mesure que le temps augmente, le processus d’absorption dépasse
sensiblement la diffusion la frontiere mobile se déplace lentement.

Be-02

4024

2e-02

|
|
n " 4 n 4
T T T T T
0.1 02 0.3 0.4 05 0.8 0.7 0.8 09 1

Frontiére mobile s(t)

FIGURE 2.4 — Position de la frontiere mobile par rapport au temps en utilisant les valeurs
de la table 2.5

2.5 Conclusion

Nous insistons sur 'importance d’utiliser la solution analytique approchée pour les pre-
mieres étapes pour traiter la singularité aux x = 1, t = 0 ainsi qu'une frontiere mobile. On
note que la taille de maille diminue, la position de la frontiere mobile étant donnés par Crank
et Gupta [11], Boureghda [19]. De plus, les procédures numériques ne peuvent pas étre uti-
lisées jusqu’a la fin du processus d’absorption en raison du manque de points de maillage
nécessaires lorsque la frontiére mobile est proche de la surface scellée.

En conclusion des approches ont été discutées qui peuvent utiliser les prédictions du mo-
deéle dans le développement d’un traitement radioactif variant dans le temps des tumeurs
cancéreuses.
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t/x | 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
0.001 | 464317 320000 180000 080000 020000
460000 320000 180000 080000 020000
0.002 | 449537 319973 180000 080000 020000
455556 320000 180000 080000 020000
0.003 | 438196 319760 180000 080000 020000
435309 320000 180000 080000 020000
0.004 | 428635 319212 180000 080000 020000
433059 320000 180000 080000 020000
0.005 | 420211 318302 179999 080000 020000
471933 31439 180000 080000 020000
0.010 | 37162 309949 179804 079999 020000
390020 311433 179932 080000 020000
0.015 | 36102 298690 178766 079977 020000
360477 298302 178847 079987 020000
0.020 | 340423 286674 176604 079847 019997
342456 288149 177093 079906 019999

TABLE 2.1 — Comparaison entre les solutions analytiques (2.6) et numériques en utilisant la
présente méthode pour les petits temps. L'entrée supérieure correspond a la solution analy-
tique et 'entrée inférieure aux solutions numériques. Valeurs de 10°u et 6z = 0.05
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t/x | 0.0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 frontiere libre
0.010 | 387162 | 365072 | 243276 | 124986 | 45000 5000 —
395408 | 368880 | 242951 | 124951 | 44999 5000 1.00000
390020 | 367525 | 24350 125000 | 45000 5000 1.00000
387497 | 365668 | 243726 | 125000 | 45000 5000 1.00000
0.020 | 340423 | 325881 | 233277 | 124198 | 44977 5000 —
345862 329518 233523 124008 44949 0 0.99994
342456 | 327763 | 234228 | 124394 | 44990 5000 1.00000
340661 | 326222 | 233793 | 124370 | 44991 5000 1.00000
0.040 | —- — — —_ — — —_
278070 | 268216 | 204128 | 116199 | 43650 0 0.99517
275766 | 266751 | 204065 | 116727 | 44085 0 0.99643
274496 | 265576 | 203430 | 116556 | 43901 4918 0.99934
0.060 | —- —_ —_ — — —_ —
226641 219567 172287 102319 40152 0 0.98276
224783 | 21316 171927 | 102950 | O 0 0.97278
223746 217330 171251 102227 39645 4186 0.99220
0.100 | —- — —_ —_ —_— — —_
145578 141296 112548 68115 0 0 0.90136
144332 | 140539 | 113127 |0 0 0 0.85485
143287 139414 110966 66112 23232 619 0.93518
0.120 | —- —_ —_ —_ —_ —_ —_
111493 | 108074 | 85295 50195 0 0 0.81408
110797 | 10774 86325 0 0 0 0.74343
109228 106125 83265 47115 13324 0 0.87885
0.140 | —- —_ —_ — — —_ —
80331 77612 59640 31936 0 0 0.75031
80188 77810 60225 0 0 0 0.64197
77937 75442 57105 28536 4249 0 0.79756
0.170 | —- —_ —_ —_ — — —_
37843 35935 23554 0 0 0 0.56514
37063 35023 0 0 0 0 0.43242
35118 33378 20898 4079 0 0 0.60029
0.190 | —- —_ —_ — — —_ —
11824 10435 2286 0 0 0 0.35641
8535 6700 0 0 0 0 0.19750
9039 7827 750 0 0 0 0.33878
0.195 | —- — —_ —_ — —_ —_
5544 4535 0 0 0 0 0.18235
2880 1909 0 0 0 0 0.16128

TABLE 2.2 — Les valeurs de 10% et les positions de la frontiére mobile. Pour chaque temps,
I'entrée la plus haute correspond a la solution analytique approchée actuelle pour les petits
temps (basée sur le développement de Fourier (2.6)), la deuxiéme a la méthode numérique
actuelle (dz = 0.1), la troisieme a la méthode actuelle et la plus basse a la méthode de Crank
et Gupta [11] (6= = 0.05)



Chapitre 3

Un modele a frontiere mobile pour la
diffusion de I’oxygene dans une cellule
malade

Dans ce chapitre, nous utilisons une méthode analytique approximative pour la résolution
numérique d’'un probléme a frontieére mobile unidimensionnel.
Nous considérons le probleme de diffusion de 'oxygeéne ot 'oxygene est autorisé a se diffuser
dans une cellule malade qui absorbe et immobilise 'oxygene a un taux constant.
Notre principal probléme consiste a suivre la frontiere mobile qui représente la profondeur de
pénétration de I'oxygene a l'intérieur de la cellule malade. Nous pouvons trouver une solution
précise qui est obtenue par un polynéme de troisieme et quatrieme degré et nous montrons
quelques erreurs dans l'article publié par Seval Catal dans (App.Math.Comput 145 :361-
369,2003), Voir Djellab et Boureghda [25].

37
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3.1 Introduction

Un probleme a frontiere mobile peut étre défini comme une équation aux dérivées partielles
dont les inconnues sont : La fonction qui est proprement solution de ’équation. Générale-
ment cette fonction représente une grandeur classique, déplacement, température, pression,
concentration.

Cette fonction est définie sur le domaine connu. La partie du domaine dans laquelle la fonc-
tion inconnue satisfait une contrainte supplémentaire.

Cette région est déterminée par sa frontiere mobile et la position de la frontiere mobile doit
étre déterminée dans le cadre de la solution. Les problemes a frontieére mobile dans lesquels
la frontiere du domaine n’est pas connue surviennent dans des sujets tels que la lubrification,
la diffusion d’'un gaz, d'un liquide ou d’un liquide-gaz.

Nous savons que les problemes a frontiere mobile sont souvent appelés problemes de Ste-
fan, en référence aux travaux de J. Stefan qui a étudié la fonte de la calotte glaciaire Stefan
[26]. Dans la littérature, il existe de nombreuses méthodes bien connues pour résoudre le
probléeme de Stefan voir Douglas et Gallie [27]. Pour mener une recherche approfondie sur
les problémes a frontiére mobile dans plusieurs domaines était confronté a un bon probleme
interdisciplinaire entre les mathématiques et d’autres domaines pour plus de détails voir
J.R.Ockendon et W.R.Hodgkins [28], Crank [1] et Boureghda [19, 21, 22, 29].

L’objectif de ce travail est de présenter le probléeme de la diffusion unidimensionnelle de 'oxy-
gene et d’obtenir une solution approchée.

Le probleme de diffusion de 'oxygeéne dans les tissus est un probléeme parabolique qui appa-
rait dans de nombreuses applications telles que les cellules cancéreuses qui absorbent plus
d’oxygene que les cellules normales. Ce probléme a été étudié pour la premiere fois par Crank
et Gupta [11], ot un modele mathématique de diffusion biologique simule I'injection d’oxy-
gene dans une cellule infectée. La présence d’oxygene favorise 'absorption des rayonnements
dans les tissus, de sorte qu'une premiere phase du probleme permet a 'oxygene de diffuser
dans le milieu, et la concentration d’oxygene de surface est laissée constante. Cette phase
continue jusqu’a un état d’équilibre dans lequel I'équilibre est atteint et 'oxygene cesse de
pénétrer.

Dans la deuxiéme phase, la surface est scellé et 'oxygeéne est confiné au domaine. Le milieu
continue d’absorber de l'oxygene et par conséquent la limite indiquant la pénétration maxi-
male d’oxygene commence a reculer vers la surface scellée.

Notre défi principal est de déterminer la position de la frontiere mobile ainsi que la distribu-
tion d’oxygeéne au cours du temps. Ce type de probléme est connu sous le nom de probléme
a frontiere mobile implicite. Certaines méthodes numériques et analytiques ont déja été uti-
lisées pour trouver une solution a ce probléme, une méthode
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semi-analytique a été proposée dans Hansen et Hougaard [12], Baines et Miller [17], Dah-
mardah et Mayers [30] et Boureghda [19, 20, 22], le probleme de diffusion de I'oxygéne a
été étudié analytiquement.
Pour se familiariser avec certaines de ces techniques et méthodes, on peut se reférer aux
travaux Abbaszadeh [31], Abbaszadeh et Dehghan [32].

3.2 Modele physique

Cette section présente le modele physique de la diffusion de 'oxygeéne dans une cellule.
Pour la simplicité, on suppose que le milieu absorbe et immobilise I'oxygéne a une vitesse
constante. La frontiére mobile indique la limite de pénétration de I'oxygene. Voir Figure 3.1.
Dans les variables sans dimension, le processus d’absorption devient le probleme a frontiere
libre suivant qui est donné par Seval Catal [34] dans (App.Math.Comput 145 :361-369, 2003)

ou 0%u

— +1=— << 1
8t+ 97 0<zx<s(t) (3.1)
la condition limite
a—u =0 alasurfacescellé z=0 t>0 (3.2)
xr
ou . N ;
U = i 0 alafrontiere mobile =z =s(t) ¢t>0 (3.3)
s

et les conditions initiales a ¢ = 0 sont :
1
u:§(1—x)2 0<xz<1 (3.4)

avec
u=0 , z=s(t)=1 and t>0 (3.5)

On note que u(z,t) est la concentration d’oxygene libre de diffuser en un point z, a l'instant
t et la position de la frontiere mobile est s(¢).

3.3 Un commentaire sur ’article de Seval Catal

Seval Catal propose une solution analytique approchée du systeme (3.1) - (3.5), il suppose
qu’un polynéme du quatriéme degré est sélectionné contenant cinq parametres inconnus, qui
sont en général des fonctions du temps, comme suit :

u(z,s) = ay + ao(r — 8) + as(z — 8)* + ay(x — 5)* + as(z — s)* (3.6)
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Ol ay = ay(t), as = an(t), ag = as(t), ay = ay(t), as = as(t) sont des parameétres inconnus
a déterminer en fonction du temps t.
Avec une condition supplémentaire comme dans Crank et Gupta [11] et Gupta et Banik [33]
a la frontiere mobile est donnée par :
0%u

@_1:0 , oz =s(t) (3.7)

On écrit la concentration surfacique (0, t) par v, et 'équation du polynéme devient :

2 2 _
u(z,ug, 8) = 0.5(x — s)* + <5—4u0) (x—8)* + 0.5(8 o u0> (z — s)* (3.8)

53

qui satisfait les conditions (3.2), et (3.3) c’est-a-dire '’équation (15) dans l'article de Seval Ca-
tal [34] est fausse parce que la condition (2) n’est pas satisfaite dans I'article de Seval Catal.
Pour obtenir uy = u(0, t) et s(¢) en fonction du temps ¢, Seval Catal [34] préconise l'utilisation
du zéro et des premiers moment de I’équation (3.1), c’est-a-dire :

5 Ou S (0%
_ — — 1 .
/0 5 dx /0 (8952 )d:v (3.9)

s ou ° 0*u
/0 (x—s)ada::/o (x—s)<@—1)dx (3.10)

On integre les deux membres, on applique la régle intégrale de Leibniz au membre de gauche

et

et on peut écrire I'équation (3.9) comme suit :

d ° ds ou °
E(/@ udx) - u(s,t)a = (% — x)o = —s(t) (3.11)

qui apres substitution des équations (3.9), (3.2) et (3.3) et quelques manipulations nous

donnent :

du ds
85d—t° + (% + Bug) - = —20s (3.12)

De méme, nous pouvons écrire 'équation (3.10) comme :

d S d ) T Pu ° (0%
E(/o xu(w,t)dx) _SE(/O u(x,t)dx) :/0 (a:@—x)dx—s/o (@—1)6155 (3.13)

qui aussi apres substitution des équations (3.10), (3.2) et (3.3) et quelques manipulations nous
donne :
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d d
952% 4 (S 185u0)d—j = —15(2ug + $?) (3.14)

Respectivement les équations (3.12) et (3.14) fournissent

ds  60(4ug — s°)
dt — s(s2 — T2up)
dug  5(s* — 48u? + 42s%uy)

-0 _ 1
dt s2(s? — T2uyp) (3.16)

(3.15)

Enfin nous constatons que les équations (15), (16), (17), (18), et (19) dans l'article de Seval
Catal [34] sont faux. Nous remarquons que malgré la correction des erreurs de l'article publié
par Seval [34], nous confirmons que les résultats obtenus ne sont pas bons en les comparant
avec les résultats des auteurs précédents et qui prouvent que les erreurs de Seval [34] sont
des erreurs fondamentales qui ne semblent pas étre des fautes de frappe ou des erreurs de
calcul, ce qui signifie que la méthode la moins précise était la méthode de Seval Catal [34],
non seulement I'erreur commise mais aussi parce qu’il n’a pas pu obtenir un résultat plus
proche de la solution des autres auteurs comme indiqué dans la table 3.1 et pour cette raison
, nous avons choisi différents profile polyndmiaux comme dans la méthode suivante.

3.4 Meéthode de solution

Dans ce chapitre, nous proposons deux nouveaux profils polynomiaux du troisiéme et qua-
trieme degré comme suit pour la concentration superficielle.

3.4.1 Profil polynomial du troisieme degré pour la concentration
surfacique

Choisir un profil polynomial du troisieme degré dans la variable spatiale = contenant quatre
parameétres inconnus qui sont en général des fonctions du temps comme suit :

u(z, s) = ay(t) G :i)d + as(t) (g)z + as(t) (%) + ay(t) (3.17)

Qui sont déterminés en utilisant (3.2) et (3.3). En écrivant v, pour (0, t) '’équation du poly-
nome devient :
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—2 3ug(2 — 6up(l —
U(I,Uo,S) = ;LO(]__:E)?’_'_M(:[_I»)Q_M(]__ZE)
s ) S S (3.18)
up(1 —5)*(2+ s)
T 3
S
Pour obtenir u, et s(¢) on prend le zéro et les premiers moments de (3.1) qui sont donnés

respectivement par :

O Ju(x, t) SO 0Pu(x, t)
t
€ /s(t)<1 B )8U(I7t)d _ /S(t)(l —2) Pu(z,t) 1)d (3.20)
i T) g, dT = i x 92 x .

On peut écrire u(z, ug, s(t)) de (3.18) dans (3.19) et (3.20) et en tenant compte des conditions
aux limites (3.2) et (3.3) et quelques manipulations, on obtient :

sdug upds

et
s 352\ dug uy  3ups \ ds 52
- — — | — — — — = —ugy — — 3.22
(2 20)dt+(2 0 Ja - TS (8.22)

on résout (3.21) et (3.22), on aura le systeme différentiel suivant :

dug(t)  —2s*(t) — 20ug(t)

i 352(t) (3.23)

ds  —20ug(t) + 4s*(t)

At~ —3ug(t)s(t) (3.24)

Enfin si u, et s(0) sont connus on peut avoir la solution numérique du systeme (3.23)-(3.24)
par des méthodes connues.

3.4.2 Profil polynomial du quatrieme degré pour la concentration

surfacique

Choisir un profil polynomial de quatrieme degré dans la variable spatiale = contenant cinq

parametres inconnus comme suit :

u(, 5) = ay(t) (1 - 93)4 + as(t) G :ﬁ)g + ag(t) G :i)Q + cu(t)i_—i tas(t)  (3.25)

1—s
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Qui sont déterminés a l'aide de (3.2), (3.3) et d’'une condition supplémentaire a la frontiere
2

mobile donnée par 8_7; =1, x = s(t) avec t > 0 déduite de (3.1) et (3.3). En écrivant u, pour
x
u(0,t) I'équation du polynéme devient :

ul(, o, s) = (‘3“0 . %) 1_o)+ <4uO<3 —25) 28—2s>(1 Caps (6u0(1 (=34 )

+@26§;<1@2+ (12u0(i4545)2 - (1_8252_8)>(1_x) S
N (—uo(l —;)3(3 +5) (12_528)2)

(3.26)

Pour obtenir u, et s(¢), nous prenons respectivement le zéro et les premiers moments Eq
(3.19) et (3.20) respectivement. Nous écrivons u(x, ug, s) a partir de '’équation (3.25) dans les
équations (3.19) et (3.20) et en utilisant les conditions (3.2), (3.3) nous obtenons :

2s dug 2o s2\ ds

o0 20,2 V2 2

5dt+(5+20>dt ’ (3.27)
Quo  supg  s°  s2\ds 2s s\ dug 52
el LU A A I (A L i 3.28
(5 5 30 20)a \5 1)@ TS (3.28)

on résout (3.27) et (3.28), on aura le systeme différentiel suivant :

dug(t)  30ups® + 240uf + 5s*

3.2
dt —24us? — 5s* (3.29)
ds  —240ug + 60s>
— = 3.30
dt —24ugs — 5s3 ( )

Enfin si u, et s(0) sont connus on peut avoir la solution numérique du systeme (3.29)-(3.30)
par des méthodes connues.
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TABLE 3.1 — Comparaison de la position de la frontiere mobile s(t)
temps t | Crank et | Hansen et | Baines | Dahmardah | Gupta et | Présent | Présent
Gupta | Hougaard | etal et Mayers Banik 4eme 3éme
(1972) (1974) | (1978) (1983) (1989) | degré degré
0.051 0.9967 0.9964 — — 1.0000 | 1.0000 | 1.000000
0.060 0.9922 0.9918 | 0.9920 — 0.9969 | 0.9969 | 1.0000
0.080 0.9719 0.9716 | 0.9717 — 0.9756 | 0.9756 | 1.00000
0.100 0.9352 0.9350 0.9356 0.9350 0.9350 | 0.9350 0.9822
0.120 | 0.88789 | 0.8792 | 0.8796 0.8792 0.8743 | 0.8743 | 0.9285
0.140 0.7976 0.7989 | 0.7992 0.7989 0.7896 | 0.7896 | 0.8438
0.150 0.7449 0.7467 | 0.7467 — 0.7356 | 0.7356 | 0.7875
0.160 0.813 0.6834 | 0.6832 0.6835 0.6710 | 0.6710 | 0.7200
0.180 0.4961 0.5011 | 0.4985 0.5013 0.4879 | 0.4879 | 0.5368
0.190 0.3388 0.3454 | 0.3397 0.3460 0.3300 | 0.3300 | 0.4023
0.195 0.1613 0.2065 — 0.2085 0.1708 | 0.1708 0.3110
0.1955 — 0.1871 — — 0.1380 —_— —
0.200 — — — — — — 0.1749
0.202 — — — — — — 0.0628
Remarque : les tirets (— — —) indiquent que les chiffres correspondants ne sont pas
disponibles.
TABLE 3.2 — Chiffres comparatifs pour la concentration a la surface scellée u(0, t)
tempst | Crank et | Hansen et | Baines | Dahmardah | Guptaet | Présent Présent
Gupta | Hougaard et al et Mayers Banik 4eme 3éme
(1972) (1974) (1978) (1983) (1989) degré degré
0.051 0.245176 | 0.245176 — — 0.245176 | 0.245176 | 0.245176
0.060 0.223605 | 0.223605 —_— —_— 0.223778 | 0.223778 | 0.225200
0.100 | 0.143175 | 0.143177 | 0.143150 | 0.143177 | 0.142312 | 0.142312 | 0.149439
0.150 | 0.062981 | 0.063078 | 0.063020 — 0.060392 | 0.060392 | 0.071838
0.180 | 0.021269 | 0.021781 — 0.021781 | 0.018827 | 0.018827 | 0.029966
0.190 | 0.008151 | 0.009021 | 0.008930 | 0.009021 | 0.006417 | 0.006417 | 0.016448
0.195 0.001721 | 0.002884 —_— 0.002883 | 0.000744 | 0.000744 | 0.009742
0.200 —_— —_— —_— —_— — —_— 0.003062
0.202 — —_— —_— —_— — e 0.000395
Remarque : les tirets (— — —) indiquent que les chiffres correspondants ne sont pas

disponibles.
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TABLE 3.3 — Valeurs tabulées pour la frontiere mobile s(¢) et la température a la surface scellée

u(0,1)
s(t)
temps t | catal (2003) | Gupta et Banik (1989) | Présent 4e¢me degré
0.051 1.0000 1.0000 1.0000
0.060 1.0023 0.9969 0.9969
0.070 1.0100 0.9887 0.9887
0.080 1.0258 0.9756 0.9756
0.090 1.0554 0.9577 0.9577
0.100 1.1143 0.9350 0.9350
0.109 1.2977 0.9104 0.9104
0.110 | ... 0.9074 0.9074
0.120 | ... 0.8743 0.8743
Uo(t)

temps t | catal (2003) | Gupta et Banik (1989) | Présent 4éme degré
0.051 0.245176 0.245176 0.245176
0.060 0.221849 0.223778 0.223778
0.070 0.194307 0.201553 0.201553
0.080 0.164530 0.180698 0.180698
0.090 0.131503 0.161005 0.161005
0.100 0.092529 0.142312 0.142312
0.109 0.033332 0.126241 0.126241
0.110 | ... 0.124496 0.124496
0.120 | ... 0.107462 0.107462

Remarque : les tirets (— — —) indiquent que les chiffres correspondants ne sont pas

disponibles.
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Injection d'oxygéne

Yyvvvyvyvyy

Premiére étape

Frontiére
mobile

u(x,t)=0

Seconde étape

FIGURE 3.1 — Représentation de la diffusion de 'oxygene dans la cellule, la figure ci-
dessus représente la premiere étape ou 'oxygéne est inséré jusqu’a ce que I’équilibre
soit atteint. Dans la deuxiéme étape vers le bas la surface extérieure est scellée et I’oxy-
gene se diffuse et est absorbé a travers le milieu.
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FIGURE 3.2 — Position de la frontiére mobile par rapport au temps.
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FIGURE 3.3 — Distributions de concentration pour la surface fixe (x = 0) et pour ¢ > 0.051.
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Soid For the third degree and dash ———--—For the Fourth degree

Concentration u(x,t)
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Distance x

FIGURE 3.4 — Distributions de concentration a cinq moments différents.

3.5 conclusion

Il est évident que bon nombre des (3.1)-(3.5) et des problemes associés au corps humain ap-
paraissent comme des problemes a frontieres mobiles, ce domaine dans lequel les mathéma-
tiques peuvent contribuer a de nombreuses avancées médicales. Beaucoup de ces problemes
présentent des difficultés analytiques et numériques telles que la détermination d’une fron-
tiere mobile qui entrave leur résolution.

Dans ce chapitre, nous montrons quelques erreurs dans les solutions données par Seval Ca-
tal [34] et nous avons trouvé de nouvelles solutions approchées a frontiere mobile (3.17) et
(3.25) correspondant a la diffusion de 'oxygéne dans une cellule malade avec une absorption
simultanée a taux constant en choisissant les polynomes du troisieme et du quatrieéme ordre.
Dans cette étude, nous observons qu’une solution analytique approximative est obtenue,
celle-ci contient la position des points s, qui doivent étre déterminés, puis un systéme d’équa-
tions linéaires est également obtenu, ol la solution numérique du systeme conduit aux fonc-
tions inconnues dans le polynome supposé, nous pouvons obtenir la solution numérique du
systéeme par des méthodes connues pour résoudre I'équation différentielle si uy et s(0) sont

. . d .
connus. Nous savons d’apres la physique du probleme que d_j ce n’est pas positif et donc
d’apres (3.24) nous obtenons :

20wy — 4s® < 0 (3.31)

et de (3.30) nous obtenons

— 240up + 60s% >0 (3.32)
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pour 0 < s(t) < 1.

Selon la position initiale de la frontiere mobile s(0) = 1 condition (3.5) et les conditions (3.31)
et (3.32), nous avons pris la concentration surfacique uy, = 0.245176, au temps ¢t = 0.051 de
Grank et Gupta [11] et des valeurs numériques pour s et uy ont été calculées pour §t = 0.001.
Nous montrons également une comparaison avec d’autres méthodes utilisées pour résoudre
le probléme de diffusion de 'oxygene dans une cellule. Voir les tables 3.1 et 3.2, les résultats
numériques obtenus montrent un accord avec certains autres résultats des travaux antérieurs.
La frontiére mobile s(t) et la variation de concentration uy(t) a la surface fixe présentées
dans les tables 3.1 et 3.2 sont données sous forme de profil dans les Figures 3.2 et 3.3. Les
distributions de concentration avec la variable d’espace sont calculées et les résultats a cing
moments différents sont représentés a la Figure 3.4.

Enfin, nous mentionnons que la présente méthode est faible en termes de précision tout en
utilisant le polynéme du quatrieme degré et le temps CPU écoulé est de 0.000029 sur un
processeur Intel © Core”™ TM i3-2310M CPU @ 2.10 GHZ x 2 table 3.3.
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Title: NUMERICAL RESOLUTION OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
PROBLEMS FROM BIOLOGY AND MADICINE.

Abstract

Approximate analytical solutions and numerical solutions of a partial differential
equation are obtained which describe the diffusion of oxygen in an absorbing
medium. Essential mathematical difficulties are linked with the presence of a moving
boundary which marks the furthest penetration of oxygen into the medium and also
with the need to allow an initial distribution of oxygen through the medium. The
results calculated from different methods are compared with each other and found to
be in very good agreement.

Keywords: Free boundary problem, Moving boundary problem, Stefan problem,
Constrained integral method, Finite difference method, Absorption, Oxygen
diffusion.

Titre : RESOLUTION NUMERIQUE DE PROBLEMES D'EQUATIONS AUX
DERIVEES PARTIELLES ISSUS DE LA BIOLOGIE ET LA MEDECINE.

Résumé : Les solutions analytiques approximatives et les solutions numériques d’une
équation aux dérivées partielles sont obtenus qui décrivent la diffusion de I’oxygene
dans un milieu absorbant. Des difficultés mathématiques essentielles sont liées avec
la présence d’une frontiére mobile qui marque la plus éloignée penétration de
I’oxygeéne dans le milieu et aussi avec la nécessité de permettre une distribution
initiale d’oxygene a travers le milieu. Les résultats calculés a partir de différentes
méthodes sont comparés les uns aux autres et s’avérent étre en trés bon accord.

Mots-clés: Probleme a frontiere libre, Probléeme a frontiere mobile, Probléeme de
Stefan, Méthode intégrale contrainte, Méthode des différences finies, Absorption,
Diffusion d'oxygéne.
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