
  

                                                  
 

École Doctorale Sciences Technologies et Santé n°585 

Unité de Recherche CRIL  

 

 

 

Thèse de doctorat 
 

Présentée en vue de l’obtention du grade de 

Docteur en Informatique 
 

de l’Université d’Artois  

et  

de l’Université de Ferhat Abbas-Sétif 1 
 

par 

Ikram Nekkache 

 
Extraction des motifs fréquents sous contraintes 

 
 

 
Soutenue le 5 décembre 2021 après avis des rapporteurs, devant le jury d’examen : 

 
 
 

Mme Z. Aliouat, Professeur, Université de Ferhat Abbas-Sétif 1         Président 

M. B. Benhamou, Maître de Conférences HDR, Aix-Marseille Université    Rapporteur 

Mme H. Drias, Professeur, Université des Sciences et de la Technologie        Rapporteure 
                                             Houari Boumediene  

M. L. Sais, Professeur, Université d’Artois                      Directeur de thèse 

Mme N. Kamel, Professeur, Université de Ferhat Abbas-Sétif 1                     Co-directrice  
M. S. Jabbour, Maître de Conférences HDR, Université d’Artois       Examinateur 

 
 

 



Mise en page avec memcril (B. Mazure, CRIL) et thloria (D. Roegel, LORIA).



Remerciements

Je tiens à remercier en premier lieu mes directeurs, Mme Nadjet Kamel et Mr. Lakhdar Sais, pour
leur patience, leur confiance en moi et les pistes de recherches intéressantes proposées durant cette thèse.

Ma profonde reconnaissance revient à mon encadrant de thèse Mr. Said Jabbour, qui a suivi ce travail
de près et de loin avec un grand intérêt. Merci pour votre encadrement et vos encouragements, qui m’ont
permis de s’épanouir et de faire des progrès dans divers domaines. Merci pour votre soutien scientifique
et moral durant les moments difficiles que j’ai rencontrés et surtout lors de la rédaction.

Je tiens à remercier les membres de jury d’avoir accepté de juger ce travail.
Je tiens également à remercier tous mes amis et collègues du CRIL pour les nombreuses intéressantes

discussions que nous avons eu pendant les pauses-café.
Je tiens à exprimer ma plus profonde gratitude à mes chers parents, mes adorables frères et sœurs :

Ramla, Kamilia, Youcef, Adem et Meriem qui m’ont encouragée et soutenue toute au long de mes études.

i



ii



Je dédie cette thèse
à ma famille.

iii



iv



Table des matières

Table des figures 1

Liste des tableaux 2

Introduction générale 3

Partie I État de l’art

Chapitre 1 Logique propositionnelle & SAT 7

1.1 Logique propositionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.1 Syntaxe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.2 Sémantique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.3 Formes normales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2 Problème SAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.1 Définition du problème SAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.2 Résolution d’un problème SAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.3 Algorithmes de résolution de SAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2.4 Enumération dans SAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

v



Table des matières

Chapitre 2 Fouille des itemsets 23
2.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2 Approches de la fouille des itemsets fréquents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2.1 Approches spécialisées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2.2 Approches déclaratives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.3 Représentations condensées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.4 Extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

Chapitre 3 Fouille de séquences 40
3.1 Motifs séquentiels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.2 Approches de la fouille de séquences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.2.1 Approche générer et élaguer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.2.2 Approche pattern growth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.3 Représentations condensées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.4 Extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

Partie II Contributions

Chapitre 4 Vers un encodage compact des tâches d’extraction d’itemset basé sur SAT 59
4.1 Encodage Compact pour la fouille des itemsets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.2 Problème de l’arrangement linéaire optimal généralisé . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.3 Évaluation expérimentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

Chapitre 5 Détection et exploitation de symétries dans la fouille de motifs séquentiels 70
5.1 Symétrie dans la fouille de motifs séquentiels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5.2 Détection de la symétrie dans les bases de séquences . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

5.3 Élagage de symétries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5.3.1 Exploitation des symétries dans un algorithme de type apriori . . . . . . . . 74

5.3.2 Élagage de symétries basé sur le pré-traitement . . . . . . . . . . . . . . . . 76

5.4 Évaluation expérimentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

5.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

vi



Discussion et conclusion générale 88

Bibliographie

vii



Table des matières

viii



Table des figures

2.1 Approches de la fouille des itemsets. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.2 Arbre FP de la base de données D1 avec λ = 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.3 Relation entre les représentations condensées des itemsets fréquents : fermés et maxi-

maux. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.1 Approches de la fouille de séquences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.2 Exemple de génération de 3-séquences candidates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.3 Représentation verticale de la base de séquences ∆1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.1 Réorganisation des transactions : une approche gloutonne. . . . . . . . . . . . . . . . . 66

5.1 De la base de séquences ∆2 au graphe dirigé coloré G(∆2) . . . . . . . . . . . . . . . . 74
5.2 Temps d’exécution de différentes bases synthétiques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
5.3 Temps d’exécution de différentes bases symSynDatasetn_1. . . . . . . . . . . . . . . . 83
5.4 Élagage de symétries basé sur le prétraitement de différentes bases de séquences synthé-

tiques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.5 Élagage de symétries basé sur le prétraitement de symSynDatasetn_1. . . . . . . . . . . 87

1



Liste des tableaux

1.1 Sémantique des connecteurs logiques usuels. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1 Exemple d’une base transactionnelle D1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.2 Itemsets fréquents associés à leurs supports. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.3 Représentation verticale de la base de données D1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.1 Exemple de base de séquences ∆1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.2 Motifs séquentiels trouvés dans la base de séquences ∆1. . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.3 Base de séquences de projection de l’item c. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.1 Matrice booléenne de la base de transactions D1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.2 Matrice booléenne de la base de transactions D1 réordonnée. . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.3 Caractéristiques des bases de données. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.4 ParaSATMiner vs CESATIM vs ClosedPattern vs CoverSize. . . . . . . . . . 68

5.1 Exemple de base de séquences ∆2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
5.2 Exemple de pré-traitement de symétries sur une base de transactions. . . . . . . . . . . 77
5.3 Exemple de pré-traitement de symétries sur la base de séquences ∆2. . . . . . . . . . . . 77
5.4 Bases de séquences réelles. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
5.5 Bases de séquences synthétiques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
5.6 Détection de symétries sur des bases de séquences réelles. . . . . . . . . . . . . . . . . 79
5.7 Détection de symétries sur des bases de séquences synthétiques . . . . . . . . . . . . . . 79
5.8 Extraction de motifs séquentiels fréquents dans les bases de séquences synthétiques :

GSP vs GSPSym . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
5.9 Extraction de motifs séquentiels fréquents dans symSynDataset_1 : GSP vs GSPSym . 82
5.10 Résultats de l’élagage de symétries basé sur le prétraitement des bases de séquences

synthétiques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
5.11 Résultats de l’élagage des symétries sur les bases synthétiques symétriques. . . . . . . . 84
5.12 Élagage de symétries basé sur le prétraitement : comparaison d’algorithmes d’extraction

de motifs séquentiels sur des bases de séquences synthétiques. . . . . . . . . . . . . . . 85
5.13 Élagage de symétries basé sur le prétraitement : comparaison d’algorithmes d’extraction

de motifs séquentiels sur symSynDataset_1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

2



Introduction générale

Ces dernières années, les données sont considérées comme une ressource précieuse. Grâce aux
moyens fournis par la fouille de données, des connaissances peuvent être extraites des bases de don-
nées. Plus précisément, il s’agit d’un processus d’analyse des tuples d’une base de données pour établir
des relations entre les données ou obtenir des motifs. Afin de prendre de meilleures décisions dans di-
vers domaines, ces connaissances découvertes à partir des données ont été utilisées dans des applications
importantes telles que la finance, les réseaux sociaux, la bioinformatique et le commerce. Différentes
techniques ont été développées pour le problème de la fouille de motifs, à savoir les itemsets et les
motifs séquentiels.

La fouille des motifs fréquents est une tâche fondamentale dans le domaine de la fouille de données.
Elle consiste à extraire les motifs intéressants dans les bases de données en fonction des préférences de
l’utilisateur. Ces motifs peuvent être constitués d’un ensemble simple d’attributs (appelés les itemsets),
ou des motifs plus complexes (tels que les règles d’associations, les séquences et les graphes).

Souvent la fréquence est le critère dominant dans la fouille des itemsets. L’extraction des itemsets
fréquents révèle des associations implicites et pertinentes entre les items dans les bases de données. Une
première application concerne des transactions des produits achetés par des clients dans un magasin
[2]. Cette application a permis d’extraire des associations entre les produits achetés. Ces associations
servent à mieux comprendre le comportement des consommateurs afin d’établir de meilleures stratégies
de marketing ou de meilleures recommandations pour les clients. En raison de l’importance de cette
tâche, divers domaines d’application ont exploité la fouille des itemsets fréquents comme en bioinforma-
tique [96], dans la classification des images [37], dans la détection de logiciels malveillants [33]..., etc.
Par conséquent, plusieurs algorithmes ont été conçus, par exemple, nous citons l’algorithme Apriori [3],
Eclat [145] et FP-growth [60]. Le développement de l’extraction des itemsets a conduit à l’extraction de
règles d’associations, étendue aussi à l’extraction des motifs séquentiels.

La fouille des séquences implique la découverte des motifs séquentiels qui représentent des sous-
séquences fréquentes à partir des bases de données de séquences. L’extraction des motifs séquentiels
fréquents révèle des relations entre des items ordonnés. L’extraction de motifs séquentiels a été utilisée
dans diverses applications. Par exemple, le domaine de la bioinformatique utilise des méthodes de la
fouille de séquences pour l’identification et la prédiction de sous-séquences dans les séquences d’ADN
[132] et de protéines [133], dans le domaine de la médecine pour identifier des motifs séquentiels inté-
ressants à partir des parcours de soins des patients [113] et dans l’analyse des transactions commerciales
[119]. Par conséquent, plusieurs algorithmes ont été proposés, comme l’algorithme GSP [120], SPADE
[144] et PrefixSpan [60].

Cette thèse est divisée en deux parties principales. La première est réservée à la présentation de l’état
de l’art, incluant divers concepts et algorithmes liés à nos contributions, impliquant principalement la
satisfiabilité propositionnelle, la fouille des itemsets et la fouille des séquences. Dans la deuxième partie,
nous avons introduit nos contributions à la fouille des itemsets en utilisant la satisfiabilité propositionnelle
et dans la fouille des séquences en exploitant les symétries.

Cette thèse est structurée en cinq chapitres. Le premier chapitre est consacré à la logique propo-
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Introduction générale

sitionnelle et au problème de satisfiabilité propositionnelle utile pour la compréhension du deuxième
chapitre.

Le deuxième chapitre porte sur la fouille des itemsets. Nous étudions d’abord certaines proprié-
tés des itemsets. Puis, nous présentons les principales approches spécialisées et déclaratives proposées
pour l’extraction des itemsets fréquents. Ensuite, nous montrons les représentations condensées les plus
connues des itemsets. Enfin, nous donnons un aperçu de quelques extensions du problème d’extraction
des itemsets.

Dans le troisième chapitre, nous présentons le problème de la fouille des séquences. Nous commen-
çons par introduire les différentes notions liées aux séquences. Ensuite, nous présentons les principaux
travaux pour extraire des motifs séquentiels fréquentes. Enfin, nous décrivons quelques variantes du pro-
blème d’extraction des séquences.

Dans le chapitre quatre, nous présentons notre première contribution qui est un encodage compacte
basé sur la satisfiabilité propositionnelle pour l’extraction des itemsets. Ensuite nous montrons comment
le problème de compression de l’encodage de la fouille des itemsets peut être vue comme un problème de
compression de matrice booléenne. Enfin, des expérimentations sont effectuées pour montrer la réduction
de la taille de l’encodage et son effet sur les performances.

Dans le dernier chapitre, avant de présenter notre deuxième contribution, nous donnons les diffé-
rentes notions de symétries. Puis, nous proposons une méthode de détection des symétries dans les bases
de séquences. Ensuite, nous présentons deux approches dédiées à l’exploitation de ces symétries pour
l’extraction de motifs séquentiels. La première approche consiste à intégrer les symétries détectées dans
un algorithme de type Apriori. Dans la deuxième approche, nous proposons d’exploiter les symétries
durant une étape de prétraitement en éliminant les symétries existantes dans les bases de séquences. En-
fin, à travers des expérimentations, nous montrons que l’exploitation des symétries améliore le processus
d’extraction de motifs séquentiels.

Nous terminons ce manuscrit par une conclusion générale.
Ce travail a donné lieu aux publications suivantes :
— Detecting and exploiting symmetries in sequential pattern mining in IJDMMM « International

Journal of Data Mining, Modelling and Management » 2021.
— Towards a Compact SAT-Based Encoding of Itemset Mining Tasks in CPAIOR « International

Conference on Artificial Intelligence and Operation Research» 2021.
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Chapitre 1

Logique propositionnelle & SAT

Sommaire
1.1 Logique propositionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.1 Syntaxe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1.2 Sémantique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.1.3 Formes normales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2 Problème SAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.1 Définition du problème SAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.2 Résolution d’un problème SAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.3 Algorithmes de résolution de SAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2.4 Enumération dans SAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

Ce chapitre introduit le concept de la logique propositionnelle, ensuite il introduit la définition du
problème de satisfiabilité (SAT) et ses algorithmes de résolution, à savoir les procédures DPLL et CDCL.
À la fin de ce chapitre, l’énumération de toutes les solutions du problème SAT est présentée.

1.1 Logique propositionnelle

La logique propositionnelle comporte deux aspects : le premier aspect concerne la syntaxe et le
deuxième aspect est la sémantique. Afin de comprendre la logique propositionnelle, nous expliquons
d’abord sa syntaxe.

1.1.1 Syntaxe

L’aspect syntaxique de la logique propositionnelle est formellement défini comme suit :

Une proposition atomique est une variable booléenne, qui prend une valeur faux ou vrai. La
valeur faux est représentée par le nombre 0 et la valeur vrai est représentée par le nombre
1. Une proposition atomique est indivisible. Nous utilisons les lettres minuscules p, q, r, etc.
pour désigner une proposition.

Définition 1 (Atome)
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Chapitre 1. Logique propositionnelle & SAT

Soit P un ensemble infini dénombrable de variables propositionnelles. Le langage de la lo-
gique propositionnelle est formé à partir d’un sous-ensemble de variables propositionnelles de
P , des parenthèses {(, )}, des connecteurs logiques {¬,∧,∨,→,↔} et des constantes boo-
léennes {⊤,⊥}.

Définition 2 (Langage propositionnel)

Une formule propositionnelle est une proposition sous la forme de l’une des expressions sui-
vantes. Nous utilisons les lettres grecques Σ,Φ,∆, etc. pour désigner une formule proposi-
tionnelle.

— Un atome est une formule ;
— Les constantes booléennes ⊤ et ⊥ sont des formules ;
— La négation d’une formule Σ notée ¬Σ ;
— La conjonction de deux formules Σ et Φ notée (Σ ∧ Φ) ;
— La disjonction de deux formules Σ et Φ notée (Σ ∨ Φ) ;
— L’implication de deux formules Σ et Φ notée (Σ→ Φ) ;
— L’équivalence entre deux formules Σ et Φ notée (Σ↔ Φ).

Définition 3 (Formule propositionnelle)

Soit {p, q, r, s} un ensemble de variables propositionnelles, alors ((p ∨ q) → (r ∨ (¬s))) est
une formule bien formée, contrairement à ((p ∨ q)→ (∨(¬s))).

Exemple

Un littéral est une variable propositionnelle p, appelé littéral positif, ou sa négation ¬p, appelé
littéral négatif. Le littéral p (resp. ¬p) est dit complémentaire du littéral ¬p (resp. p).

Définition 4 (littéral)

Soit Σ une formule propositionnelle, l’ensemble des variables propositionnelles de Σ est noté par
VΣ.

Après avoir défini la syntaxe de la logique propositionnelle, nous nous intéressons à sa sémantique
dans la section suivante.

1.1.2 Sémantique

En ce qui concerne l’aspect sémantique de la logique propositionnelle, l’interprétation d’une formule
propositionnelle est essentielle pour déterminer la vérité d’une formule. Elle est définie comme suit :

8



1.1. Logique propositionnelle

Une interprétation des variables µ est une application qui affecte à toute variable une valeur
de vérité {0, 1}.

Définition 5 (Interprétation des variables)

L’interprétation des variables propositionnelles peut être étendue aux formules propositionnelles en
utilisant les règles suivantes :

— µ(⊥) = 0 ;
— µ(⊤) = 1 ;
— µ(¬Σ) = 1 si et seulement si µ(Σ) = 0 ;
— µ(Σ ∨ Φ) = 1 si et seulement si µ(Σ) = 1 ou µ(Φ) = 1 ;
— µ(Σ ∧ Φ) = 1 si et seulement si µ(Σ) = 1 et µ(Φ) = 1 ;
— µ(Σ→ Φ) = 0 si et seulement si µ(Σ) = 1 et µ(Φ) = 0 ;
— µ(Σ↔ Φ) = 1 si et seulement si µ(Σ) = µ(Φ).
L’interprétation µ d’une formule est généralement exprimée sous la forme d’un ensemble de littéraux

tels que p ∈ µ si µ(p) = 1 et ¬p ∈ µ si µ(p) = 0. Une interprétation peut être partielle ou complète
comme définit ci-dessous :

Soit Σ une formule propositionnelle. Une interprétation µ définie sur l’ensemble de variables
de Σ est appelée :

— Partielle si |µ| < |VΣ| ;
— Complète si |µ| = |VΣ|.

Définition 6 (Interprétation partielle et complète)

Dans la suite de ce manuscrit, si aucune information sur la nature de l’interprétation n’est fournie,
celle-ci est considérée comme complète.

À partir d’une interprétation µ, la sémantique des connecteurs logiques, comme indiqué dans le
tableau 1.1, est utilisée pour déterminer la valeur de vérité de toute formule.

Σ Φ ¬Σ (Σ ∨ Φ) (Σ ∧ Φ) (Σ⇒ Φ) (Σ⇔ Φ) (Σ⊕ Φ)
1 1 0 1 1 1 1 0
1 0 0 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1 1 0

TABLE 1.1 – Sémantique des connecteurs logiques usuels.

La valeur de vérité d’une formule est obtenue en étendant celle des variables comme décrit précé-
demment. Par conséquent, la sémantique d’une formule dans une interprétation µ est définie par la valeur
de vérité des variables qui composent µ.

Soient Σ = (p∨q)∧(p⇔ r) une formule propositionnelle et µ = {p,¬q, r} une interprétation.
Nous avons µ(Σ) = µ(1 ∨ 0) ∧ µ(1⇔ 1) = µ(1 ∧ 1) = 1.

Exemple

9



Chapitre 1. Logique propositionnelle & SAT

Une interprétation µ est dite modèle de Σ, noté µ |= Σ, si et seulement µ rend Σ vraie, c’est-
à-dire : µ(Σ) = 1.

Définition 7 (Modèle)

Dans la suite, nous notons l’ensemble des modèles d’une formule Σ parM(Σ).

Deux formules propositionnelles Σ et Φ sont dites équivalentes, noté Σ ≡ Φ, si et seulement
siM(Σ) =M(Φ).

Définition 8 (Formules équivalentes)

Une formule Σ est dite satisfiable (ou cohérente) (ou consistante) si elle admet au moins un
modèle.

Définition 9 (Formule satisfiable)

Une formule Σ est dite insatisfiable (ou incohérente) (ou contradictoire) (ou inconsistante) si
elle n’admet aucun modèle.

Définition 10 (Formule insatisfiable)

Une formule est valide (ou tautologie) si toute interprétation de Σ est un modèle de Σ.

Définition 11 (Formule valide)

La suite de cette section est consacrée à la définition des différentes formes normales définies pour
représenter les formules propositionnelles.

1.1.3 Formes normales

La forme normale négative (NNF), la forme normale conjonctive (CNF) et la forme normale disjonc-
tive (DNF) sont les trois formes particulières les plus utilisées.

Un monôme υ est une conjonction finie de littéraux distincts. En d’autres termes, un monôme
est de la forme υ =(p1 ∧ p2 ∧ · · · ∧ pn) où chaque pi est un littéral.

Définition 12 (Monôme)
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1.1. Logique propositionnelle

Une clause ω est une disjonction finie de littéraux distincts. C’est-à-dire une clause est de la
forme ω = (p1 ∨ p2 ∨ · · · ∨ pn) où chaque pi est un littéral.

Définition 13 (Clause)

— clause unitaire est une clause constituée seulement d’un seul littéral ;
— clause binaire est une clause qui contient exactement deux littéraux ;
— clause de Krom est une clause qui contient au plus deux littéraux ;
— clause positive (resp. négative) est une clause qui ne contient pas de littéraux négatifs

(resp. positifs) ;
— clause mixte est une clause constituée de littéraux positifs et négatifs ;
— clause vide est une clause notée⊥ et ne contenant aucun littéral. Elle est par définition

insatisfiable ;
— clause tautologique est une clause contenant un littéral et son complémentaire. Elle

est par définition vraie ;
— clause de Horn (resp. clause reverse Horn) est une clause qui contient au plus un

littéral positif (resp. négatif).

Définition 14 (Variantes de clauses)

Une formule Σ est sous forme normale négative (NNF), noté NNF(Σ), si elle se compose
uniquement de conjonctions, de disjonctions et de littéraux.

Définition 15 (Forme NNF)

Soit Σ la formule définie sur les littéraux {p, q, r} comme suit : Σ = r ∧ (¬p ∨ q). Σ est une
NNF(Σ).

Exemple

Une formule Σ est sous forme normale conjonctive (CNF), notée CNF(Σ), si et seulement si
Σ est une conjonction de clauses. Une formule Σ en CNF est définie formellement comme
suit :

CNF (Σ) =
∧
ω∈Σ

(
∨
pi∈ω

pi)

Définition 16 (Forme CNF)
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Chapitre 1. Logique propositionnelle & SAT

Soit {p, q, r} un ensemble de littéraux et la formule Σ = (p∨q)∧(q∨¬r). Σ est la conjonction
des deux clauses (p ∨ q) et (q ∨ ¬r). Par conséquent Σ est une CNF(Σ).

Exemple

Une formule Σ est sous forme normale disjonctive (DNF), noté DNF(Σ) si et seulement si Σ
est une disjonction de monômes. Une formule Σ en DNF peut être représentée comme suit :

DNF (Σ) =
∨
υ∈Σ

(
∧
pi∈υ

pi)

Définition 17 (Forme DNF)

Soit {p, q, r} un ensemble de littéraux et Σ = (p∧q)∨(q∧¬r). Σ est constituée de disjonction
de monômes (p ∧ q) et (q ∧ ¬r) et on a Σ est sous forme DNF.

Exemple

Toute formule de la logique propositionnelle peut être réécrite vers l’une des trois formes
normales. De plus, la formule originale et celle obtenue sont logiquement équivalentes.

Propriété 1

Soit la formule propositionnelle Σ = (p ∧ q) ∨ (s ∧ ¬(q → r)), Σ peut être écrite sous forme
normale comme suit :

— NNF(Σ) = (p ∧ q) ∨ (s ∧ q ∧ ¬r) ;
— CNF(Σ) = (p ∨ s) ∧ (p ∨ q) ∧ (p ∨ ¬r) ∧ (q ∨ s) ∧ (q) ∧ (q ∨ ¬r) ;
— DNF(Σ) = (p ∧ q) ∨ (s ∧ q ∧ ¬r).

Exemple

Dans la section suivante, nous rappelons la définition du problème de satisfiabilité, puis nous expo-
sons les différents algorithmes pour résoudre un problème de satisfiabilité. Enfin, nous étudions comment
énumérer tous les modèles d’une formule propositionnelle.

1.2 Problème SAT

Le problème de la satisfiabilité propositionnelle, ou SAT en abrégé, est un problème de décision
important et bien étudié en informatique. En effet, le problème SAT est le premier problème de décision
prouvé NP Complet [28], ce qui fait de lui un problème de référence dans la classe NP. Ce problème a fait
et fait l’objet de nombreuses recherches depuis des décennies. Le problème SAT se définit formellement
comme suit :

12



1.2. Problème SAT

1.2.1 Définition du problème SAT

Le problème SAT est le problème de décision qui consiste à déterminer si une formule Σ sous
forme normale conjonctive CNF(Σ) admet ou non un modèle.

Définition 18 (Problème SAT)

La procédure de détermination de la satisfiabilité d’un problème SAT est appelée un solveur ou
prouveur SAT. Elle a en entrée une formule sous forme normale conjonctive (CNF). Il est généralement
plus simple de modéliser en logique propositionnelle certains problèmes de décision donné suivi par
l’appel à un solveur SAT pour répondre à la question de la satisfiabilité de la formule résultante de
l’encodage, c’est-à-dire si la formule admet ou non un modèle. Ce processus est résumé dans le tableau
suivant.

Problème : SAT
Entrée : Formule propositionnelle Σ
Question : M(Σ) ̸= ∅?
Sortie : SAT ou UNSAT

Le reste de cette section est consacré aux approches les plus utilisées pour la résolution du problème
SAT dans la pratique, à savoir la procédure DPLL et la procédure CDCL en tant qu’extension de DPLL.
Enfin, nous étudions les approches d’énumération de tous les modèles de ce problème.

1.2.2 Résolution d’un problème SAT

De nombreux algorithmes et méthodes ont été proposés pour résoudre les problèmes SAT. Ces algo-
rithmes utilisent les principes de la résolution [109, 47], la réécriture [17, 114], l’énumération [29], la
recherche locale [14], les diagrammes binaires de décision [5], etc. En pratique, les algorithmes basés
sur le principe de résolution et les algorithmes énumératifs sont les plus utilisés. Ces approches reposent
généralement sur la procédure DPLL [29]. Les récents algorithmes sont basés sur une combinaison fine
de la procédure DPLL et d’une méthode basée sur le principe de résolution. Ces solveurs SAT modernes
sont appelés également CDCL (Conflict Driven Terms Learning) [95].

Résolution logique

L’une des techniques les plus importantes pour la résolution du problème SAT est la règle de résolu-
tion [109]. Cette règle s’applique entre les clauses d’une formule Σ, permettant de dériver de nouvelles
clauses. Sa définition formelle est la suivante :

Soient deux clauses ω1 et ω2 contenant respectivement un littéral p et son complément ¬p. La
clause τ = ω1 ∪ω2−{p,¬p} est appelée résolvante entre ω1 et ω2 sur p et notée η[p, ω1, ω2].
Cette clause est obtenue à partir de l’union de ω1 et ω2 privée de p et ¬p.

Définition 19 (Résolvante)
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Chapitre 1. Logique propositionnelle & SAT

Soient ω1 = (p∨q∨r) et ω2 = (¬p∨r∨s) deux clauses, nous avons η[p, ω1, ω2] = (q∨r∨s).

Exemple

Soient Σ une formule, ω1 et ω2 deux clauses de Σ et la résolvante τ entre ω1 et ω2 sur p. Nous
avons les deux propriétés suivantes :

1. (p ∨ ω1) ∧ (¬p ∨ ω2) |= τ ;

2. Σ ≡ Σ ∪ {τ}.

Propriété 2

L’opération de résolution est utilisée pour dériver une clause résolvante à partir de deux clauses, dont
l’une de ces clauses contient un littéral et l’autre contient son complémentaire.

Une clause ω est appelée une dérivation par résolution à partir d’une formule CNF Σ, s’il
existe une série de clauses π = [ω1, ω2, . . . , ωk] telle que ωk = ω et ∀i ≤ k, soit (1) ωi ∈ Σ,
soit (2) il existe ωm et ωn, ωi = η[x, ωn, ωm] avec 1 ≤ m < i et 1 ≤ n < i.

Définition 20 (Dérivation par résolution et réfutation)

Toute dérivation par résolution d’une clause vide (ω = ⊥) à partir de Σ est appelée réfutation. Dans ce
cas, Σ est insatisfiable.

La deuxième technique importante est la subsumption. Cette règle permet de retirer des clauses d’une
formule.

Une clause ω1 subsume une clause ω2 si tous les littéraux de ω1 sont contenus dans ω2.

Définition 21 (Subsumption)

Soient ω1 = (p ∨ q) et ω2 = (p ∨ q ∨ ¬r) deux clauses, la clause ω1 subsume la clause ω2.

Exemple

Une autre technique appelée fusion est définie comme suit :

La règle de fusion consiste à retirer toutes les occurrences d’un littéral dans une clause et ne
conserver qu’une seule occurrence de ce littéral. Soit une clause ω dans une formule Σ. La
fusion de ω = (p1 ∨ p2 ∨ · · · ∨ pn ∨ l ∨ q1 ∨ q2 ∨ · · · ∨ qm ∨ l ∨ r1 ∨ r2 ∨ · · · ∨ rk ∨ l) donne
ω′ = (p1 ∨ p2 ∨ · · · ∨ pn ∨ q1 ∨ q2 ∨ · · · ∨ qm ∨ r1 ∨ r2 ∨ · · · ∨ rk ∨ l).

Définition 22 (Fusion)
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1.2. Problème SAT

Le principe de la résolution adopté dans les algorithmes de résolution de problèmes SAT comprend
l’application des trois règles de résolution d’une formule CNF(Σ), de subsumption et de fusion. Lorsque
l’algorithme obtient une clause vide durant la résolution ou lorsque aucune résolution n’est plus possible,
l’algorithme s’arrête. La première situation signifie que le problème est insatisfiable car la résolution est
complète pour la réfutation. En d’autres termes, si la formule Σ n’est pas satisfiable, il est garanti d’avoir
une clause vide. La seconde situation signifie que le problème est satisfiable car l’algorithme a atteint une
situation où toute nouvelle résolvante est subsumée par une clause existante, par conséquent la formule
Σ est satisfiable.

Il existe d’autres systèmes de preuve par résolution. Certains sont plus performants, comme la ré-
solution étendue [126], tandis que d’autres sont plus faibles, comme la résolution unitaire [32]. Une
résolution unitaire est une preuve par résolution où l’une des clauses à résoudre est une clause unitaire.
Bien que la résolution soit simple, elle est difficile à mettre en œuvre efficacement en raison du nombre
exponentiel des clauses à générer pour atteindre la clause vide. Cela nécessite généralement un espace
mémoire élevé et un temps de calcul prohibitif. Afin de réduire le nombre de clauses résolvantes pro-
duites, de nombreuses restrictions basées sur la structure de la preuve par la résolution ont été proposées.
Elles sont généralement plus faciles à mettre en œuvre comme le principe de la méthode de Davis Putnam
[30].

1.2.3 Algorithmes de résolution de SAT

Procédure DP

L’une des premières méthodes pour résoudre le problème SAT est proposée par Davis et Putnam en
1960 [30], nommée DP et décrite dans l’algorithme 1. Cette méthode repose sur l’utilisation de l’élimina-
tion des littéraux comme principe de résolution du problème SAT. En effet, il s’agit d’un raffinement de
l’approche de Robinson. Plus précisément, l’algorithme procède de la manière suivante : étant donné une
formule CNF Σ en entrée, l’algorithme vérifie d’abord si la formule n’est pas vide, c’est-à-dire (Σ = ∅),
ou falsifiée (⊥ ∈ Σ). Si aucune de ces deux situations ne se produit, l’algorithme sélectionne un litté-
ral p de Σ, génère toutes les résolvantes possibles en utilisant ce littéral c’est-à-dire entre l’ensemble
des clauses de Σ qui ont le littéral p et son complémentaire ¬p en commun. Dans ce cas, l’algorithme
simplifie la formule Σ en supprimant toutes les clauses où le littéral p et ¬p apparaissent dans Σ et les
remplacent par les clauses résolvantes. Le processus se répète jusqu’à ce qu’une clause vide (Σ à UN-
SAT) soit générée ou que la formule soit vide (Σ à SAT). À chaque itération, le sous-problème contient
une variable de moins mais le nombre de clauses de la formule peut augmenter à cause de la résolution.
Toutefois, la complexité de cet algorithme est exponentielle en temps et en espace.

Algorithm 1: DP Algorithm
Data: Σ formula in CNF
Result: SAT or UNSAT

1 while (VΣ ̸= ∅) do
2 x = pickBranchingVariable(VΣ) ;
3 VΣ = VΣ − {x} ;
4 Σ← Σ− (Σx ∪ Σ¬x) ;
5 Σ← Σ ∪ η[x,Σx,Σ¬x] ;
6 if (∅ ∈ Σ) then
7 return UNSAT;
8 return SAT;
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Chapitre 1. Logique propositionnelle & SAT

Procédure DPLL

Davis et al. ont proposé ensuite l’algorithme DPLL [29]. Cet algorithme est une alternative à l’al-
gorithme DP. Mais contrairement à ce dernier, DPLL n’utilise pas explicitement la règle de résolution
et procède par division. La méthode DPLL structure l’espace de recherche sous forme d’un arbre de re-
cherche. Ensuite, elle explore toutes les affectations possibles jusqu’à avoir une affectation satisfaisante
ou conclure qu’une telle affectation n’existe pas. L’algorithme 2 décrit la procédure DPLL. Ce processus
est une procédure récursive qui parcourt en profondeur d’abord l’arbre binaire où chaque nœud corres-
pond à une interprétation partielle. Une telle interprétation est étendue par un littéral de décision et par
une séquence de propagations unitaires qui consiste à identifier les affectations de variables implicites.
La prochaine variable à affecter (pickBranchingVariable) est sélectionnée conformément à une heuris-
tique (par exemple selon le nombre d’occurrences des variables, la taille des clauses, etc.). Par exemple,
l’heuristique MOMS (Most Occurrences in Minimal Size) sélectionne la variable qui apparaît la plus
fréquemment dans les clauses les plus courtes a été proposé par Freemann en 1996. La procédure DPLL
procède par le principe de séparation une fois qu’elle a sélectionné une variable l, elle divise la formule
Σ en deux sous-formules Σ|l et Σ|¬l. Par conséquent, les feuilles de l’arbre représentent deux cas, soit
une satisfiabilité de la sous-formule ou une contradiction s’il y a au moins une clause vide dans la sous-
formule, et dans ce cas la procédure DPLL effectue un retour arrière chronologique (remise en cause de
la valeur de vérité de la variable de décision précédant la conséquence d’une clause vide) afin d’explorer
une nouvelle branche de l’arbre.

Algorithm 2: DPLL Algorithm
Data: Σ : formula in CNF
Result: SAT or UNSAT

1 if Σ = {∅} then
2 return SAT
3 if Σ = {⊥} then
4 return UNSAT
5 if ∃ω ∈ Σ | ω = (l) then
6 return DPLL(Σ|l) ;
7 l← pickBranchingVariable(Σ) ;
8 return (DPLL (Σ|l) or DPLL (Σ|¬l)) ;

L’utilisation de techniques « choix+propagation » et « retour arrière chronologique » sont suffisantes
pour une exploration complète de l’espace de recherche du problème. De nouvelles règles sont mise en
œuvre pour éviter l’inconvénient d’explorer un nombre important d’interprétations inutilement.

Solveur SAT moderne

Depuis les années 1990, des problématiques du monde réel tels que la vérification de modèles, la
planification, etc., ont été encodées avec succès en SAT. Ces problèmes sont caractérisés par des formules
propositionnelles à grande échelle avec un nombre important de clauses et de variables, rendant les
solveurs DPLL incapables de résoudre ces problèmes. Pour s’attaquer à ces problèmes, de nouvelles
heuristiques pour optimiser le processus de résolution ont été proposées, couplées à l’analyse des conflits
donnant lieu aux solveurs CDCL. Bien que le solveur CDCL est basé à l’origine sur l’algorithme DPLL,
son mécanisme est orienté vers l’apprentissage de clauses. Nous allons maintenant décrire brièvement
les différents composants utilisés dans des solveurs SAT modernes.
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1. Stratégies des clauses apprises : lorsqu’un conflit survient, la procédure DPLL effectue un re-
tour arrière chronologique vers la décision (n-1), sans prendre en considération des raisons qui
ont menées à ce conflit. Contrairement à l’analyse de conflit utilisé dans les solveurs SAT mo-
dernes qui permet d’effectuer un retour arrière non-chronologique vers un nœud de décision plus
haut dans l’arbre de recherche. Le même conflit peut être rencontré plusieurs fois au cours de
la recherche. Afin d’éviter cette situation, une approche consiste à ajouter une clause, qui repré-
sente un conflit, permet d’éviter de rencontrer le même conflit dans la suite de la recherche. Cette
clause est appelée « clause apprise ».

2. Stratégies de réduction de la base de clauses apprises : l’analyse des conflits et l’apprentissage
de clauses ont considérablement amélioré l’algorithme DPLL. Cependant, l’augmentation de la
base des clauses apprises doit être gérée au risque de ralentir fortement le processus de propa-
gation unitaire. Pour éviter cela, tous les solveurs SAT modernes utilisent des fonctions heuris-
tiques [10, 12, 71] pour réduire la base des clauses apprises (Reduction Learning Clauses). Des
heuristiques sont introduites pour gérer la fréquence de nettoyage des clauses apprises (fonction
TimeToReduce) [35, 9, 12].

3. Heuristiques basées sur les activités des variables : la plupart des heuristiques de sélection de
variables sont basées sur des paramètres syntaxiques. Avec le développement des solveurs SAT et
l’émergence de l’analyse de conflits, une nouvelle variété d’heuristique dynamique est apparue,
qui sélectionne la variable en fonction de son activité au cours du processus de résolution. Dans
[147], les auteurs proposent une heuristique nommée VSIDS, qui associe des valeurs d’activité à
toutes les variables. Ensuite, à chaque conflit, l’activité des variables existantes dans les clauses
apprises est incrémentée. Dans le solveur Minisat [34], l’activité des variables n’est pas limitée
aux variables apprises de l’analyse de conflit mais implique toutes les variables qui apparaissent
dans les clauses qui provoquent un conflit.

4. Stratégies de redémarrage : la première stratégie de redémarrage dans les solveurs SAT a été
introduite dans [52]. Par la suite, de nombreuses autres stratégies de redémarrage ont été propo-
sées [66, 110, 57, 104]. Gomes et al. [53] ont montré expérimentalement que l’exécution d’une
approche en variant l’ordre des variables sur un même problème entraîne des temps de résolution
différents. Cette politique de redémarrage consiste à suspendre l’interprétation partielle en cours
et à relancer la recherche en revenant à la racine de l’arbre de recherche, tout en conservant cer-
taines informations accumulées durant les itérations précédentes telles que les clauses apprises,
les activités des variables.

Procédure CDCL

CDCL est une méthode de type « décision+propagation ». L’algorithme 3 décrit ce type de solveur.
L’algorithme initialise une base de clauses apprises ∆ avec un ensemble vide (ligne 1), une interprétation
partielle µp à 0 (ligne 2) et un niveau de décision dl à 0 (ligne 3). À chaque itération, une propagation
unitaire est effectuée sur la formule Σ∪∆ (ligne 5). Un littéral est sélectionné comme littéral de décision
(ligne 7). Ce littéral est propagé selon une certaine polarité (ligne 9) au niveau de décision dl (ligne 11).
Si tous les littéraux sont affectés, alors la formule est satisfaite (ligne 8) et µp est un modèle de Σ. Si
la taille de la base de clauses apprises ∆ devient volumineuse, celle-ci est réduite par une procédure
de réduction de la base (reductionLearningClauses) (ligne 12). À chaque fois qu’un conflit survient par
propagation (lignes 14− 19), l’algorithme vérifie si le niveau de décision est égal à 0, ce qui signifie que
la formule est incohérente, auquel cas le problème est insatisfiable (ligne 14). Si ce n’est pas le cas, une
clause ω′ est dérivée par une procédure d’analyse de conflits (ligne 15) et un niveau de backjump bl est
calculé à partir de la clause apprise ω′ (ligne 16). Ensuite, un retour arrière est effectué à ce niveau de

17



Chapitre 1. Logique propositionnelle & SAT

Algorithm 3: CDCL Algorithm
Data: Σ : CNF formula
Result: SAT or UNSAT

1 ∆← ∅ ; /* Learning clauses */
2 µp ← 0 ; /* Partial interpretation */
3 dl← 0 ; /* Decision Level */
4 while True do
5 α← propagate(Σ ∪∆, µp) ;
6 if α = null then
7 x← pickBranchingVariable() ;
8 if all variables are affected then return SAT;
9 l← assignToPolarity(x) ;

10 dl← dl + 1 ;
11 µp ← µp ∪ {ldl} ;
12 if timeToReduce() then reductionLearningClauses(∆);
13 else
14 if dl = 0 then return UNSAT;
15 ω′ ← AnalyzeConflit(Σ ∪∆, µp, α) ; /* Learning clause */
16 bl← AnalyzeConflit(Σ ∪∆, µp, ω

′) ; /* backjump level */
17 ∆← ∆ ∧ ω′ ;
18 backjump(Σ ∪∆, µp, bl) ;
19 if restart() then restart(µp, dl);

backjump bl (ligne 18). Après un certain seuil de conflits, le solveur CDCL relance la recherche depuis
la racine de l’arbre (ligne 19).

1.2.4 Enumération dans SAT

Ces dernières années, l’utilisation de la satisfiabilité propositionnelle pour résoudre certains pro-
blèmes a conduit à étendre le champ d’application des solveurs SAT. Cependant, dans certaines applica-
tions il faut trouver l’ensemble de toutes les solutions possibles. Ce problème qui consiste à énumérer
tous les modèles d’une formule est plus difficile que le problème SAT puisque le nombre de modèles est
potentiellement exponentiel. Plusieurs algorithmes énumératifs ont été proposés pour répondre à cette
problématique [93, 26, 75, 115, 83, 107, 73].

Certains algorithmes énumératifs (ou de retour arrière chronologique) déterminent l’ensemble mini-
mal des affectations couvrant tous les modèles de la formule originale, même si certains modèles peuvent
être couverts par plus d’une affectation partielle. Par conséquent, les travaux sur l’énumération de mo-
dèles se sont concentrés sur les techniques permettant de réduire la taille des affectations satisfaisantes
trouvées. L’une des approches les plus utilisées en pratique pour résoudre un problème SAT est les al-
gorithmes énumératifs reposant généralement sur la procédure DPLL. En effet, un grand nombre de
domaines d’application de SAT s’appuient sur des algorithmes efficaces pour l’énumération de modèles
propositionnels. Par exemple, l’énumération de modèles est utilisée pour les problèmes de vérification
de modèles [73, 75, 93], compilation de connaissances et dans des solveurs hybrides [11], dont les au-
teurs ont proposé un solveur énumératif d’affectations propositionnelles, appelé Math-SAT en adaptant
la procédure DPLL. Le tableau suivant résume un aperçu sur l’énumération de modèles.
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Problème : Enumération dans SAT
Entrée : Formule propositionnelle Σ
Sortie : L’ensemble de modèlesM(Σ)

Une revue des principales techniques des algorithmes d’énumération des modèles d’une formule
CNF est discutée dans [125]. L’utilisation des clauses bloquantes est l’une des techniques les plus utili-
sées dans les algorithmes d’énumération de modèles.

— Stratégie de Clauses bloquantes : Enumérer les modèles via les clauses bloquantes consiste à
ajouter des clauses à la formule lorsqu’un modèle est trouvé pour empêcher la découverte des
modèles déjà trouvés [107, 75, 83, 73]. La clause bloquante est obtenue en utilisant la néga-
tion des littéraux du modèle obtenu. Plus précisément si µ = {x1, . . . , xn} est un modèle de la
formule, alors la clause bloquante ωB = (¬x1 ∨ . . . ∨ ¬xn) est ajoutée à la formule. D’autres
techniques de simplification des affectations partielles sont proposées pour optimiser l’énuméra-
tion de modèles [94]. Pour une présentation plus complète sur ce sujet, le lecteur pourra se référer
utilement à ces ouvrages [94, 138].

L’algorithme 4 présente un algorithme de base pour obtenir tous les modèles d’une formule proposi-
tionnelle [94].

Algorithm 4: Basic model Enumeration Algorithm

1 Function EnumerateModels(Σ, µ) :
2 UnitPropagate(Σ, µ) ;
3 if ()∈ Σ then
4 return False ;
5 if Σ == ∅ then
6 µ′ = MinimizePartialAssignment(µ) ;
7 Save(µ′) ;
8 BlockPartialAssignment(µ′) ; /* Eliminate assignments that intersect

µ′ */
9 return True ;

10 (xi, vi) = SelectBranchVariable(Σ) ;
11 (lp, ln) = (vi == 1) ? (xi,¬xi) : (¬xi, xi) ;
12 s1 = EnumerateModels(Σ ∪ {(lp)}, µ ∪ {(xi, vi)}) ;
13 s2 = EnumerateModels(Σ ∪ {(lp)}, µ ∪ {(xi, 1− vi)}) ;
14 return s1 ∨ s2 ;

Procédure DPLL énumérative

La procédure DPLL est étendue dans l’algorithme 5 pour énumérer tous les modèles d’une formule
Σ par ajout de clauses bloquantes ωB . Seules les lignes 1 et 2 sont modifiées. Lorsqu’un modèle est
trouvé, il est ajouté à l’ensemble de modèlesM(Σ) (ligne 5). La fonction BlockAssignment est appelée
pour générer une clause bloquante ωB à partir du modèle. Ensuite, la formule Σ est étendue par la clause
bloquante ωB . Le solveur relance la recherche à partir de la racine de l’arbre de recherche.
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Algorithm 5: DPLL_Enum : DPLL for model enumeration
Data: Σ : formula in CNF
Result:M(Σ) : set of models of Σ

1 M(Σ)← ∅ ;
2 µ← ∅ ;
3 if µ |= Σ then
4 ωB ← BlockAssignment(µ) ;
5 Σ← Σ ∧ ωB ;
6 return µ ; /* new found model */

7 if Σ |= ⊥ then return ∅;
8 if ∃ω ∈ Σ | ω = (l) then return DPLL(Σ|l);
9 l← pickBranchingVariable(Σ) ;

10 Mr ← DPLL_Enum(Σ|l) ;
11 Ml ← DPLL_Enum(Σ|¬l) ;
12 returnMr ∪Ml ;

Procédure CDCL énumérative

L’algorithme 6 est le pseudo-code obtenu en modifiant l’algorithme 3 afin d’énumérer tous les mo-
dèles d’une formule Σ. Seules les lignes 7-11 sont modifiées. À chaque fois qu’un modèle est produit, le
modèle est ajouté à l’ensemble de modèlesM(Σ). Ensuite, une clause bloquante ωB est générée (fonc-
tion BlockAssignment) (ligne 11), ωB est ajoutée à la formule Σ (ligne 12). Dans ce cas, la procédure
effectue un retour arrière pour relancer la recherche d’un nouveau modèle (ligne 13).

Dans certains problèmes comme la fouille des motifs fréquents, le nombre de modèles est très impor-
tant dans le pire des cas. Ce qui rend le nombre de clauses bloquantes à ajouter très important également.
Cet ajout rend la complexité spatiale des algorithmes exponentielle. D’autre part, l’ajout de ces clauses
peut ralentir considérablement la propagation unitaire connue pour être la fonction la plus coûteuse en
temps. Un autre inconvénient lié aux clauses bloquantes est que chaque fois qu’une solution est trouvée,
le solveur redémarre la recherche à partir de la racine de l’arbre de recherche ce qui pourra avoir un grand
impact sur l’heuristique de choix de variables et la stratégie de redémarrage utilisée.

Contrairement aux clauses apprises, les clauses bloquantes ne peuvent pas être supprimées
pour éviter de redécouvrir des modèles déjà trouvés.

Remarque

Dans [69], Jabbour et al. ont proposé une extension de la procédure CDCL pour l’énumération des
motifs fréquents dans une séquence. Cette approche améliore le processus d’énumération en recherchant
tous les modèles proches d’un modèle trouvé à une itération donnée. Plus précisément au lieu d’effectuer
des retours arrière après chaque modèle, un simple backtrack est opéré au niveau de l’avant- dernière
décision. De plus, la clause bloquante est restreinte aux négations des littéraux de décision.
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Algorithm 6: CDCL_Enum : CDCLL for model enumeration
Data: Σ : formula in CNF
Result: M(Σ) : set of models of Σ

1 ∆← ∅ ; /* Learning clauses */
2 µp ← 0 ; /* Partial interpretation */
3 dl← 0 ; /* Decision Level */
4 M(Σ)← ∅ ;
5 while True do
6 α← propagate(Σ ∪∆, µp) ;
7 if α = null then
8 x← pickBranchingVariable() ;
9 if all variables are affected then

10 M(Σ)←M(Σ) ∪ µp ; /* new found model */
11 ωB ← BlockAssignment(µp) ;
12 Σ← Σ ∧ ωB ;
13 dl← 0 ;
14 else
15 l← assignToPolarity(x) ;
16 dl← dl + 1 ;
17 µp ← µp ∪ {ldl} ;
18 if timeToReduce() then reductionLearningClauses(∆);
19 else
20 if dl = 0 then return False;
21 ω′ ← AnalyzeConflit(Σ ∪∆, µp, α) ; /* Learning clause */
22 bl← AnalyzeConflit(Σ ∪∆, µp, ω

′) ; /* backjump level */
23 ∆← ∆ ∪ ω′ ;
24 backjump(Σ ∪∆, µp, bl) ;
25 if restart() then restart(µp, dl);
26 returnM(Σ) ;

1.3 Conclusion

Le problème SAT est l’un des problèmes de décision les plus connus. Par conséquent, il a fait l’objet
de beaucoup de travaux qui ont donné lieu à diverses approches pour sa résolution. Le problème SAT
utilise un langage simple et des méthodes pouvant résoudre de manière efficace des problèmes jugés
jadis difficiles.

Dans ce chapitre, nous avons introduit les deux aspects de la logique propositionnelle, à savoir sa
syntaxe et sa sémantique, puis nous avons présenté trois formes normales particulières en logique pro-
positionnelle. Ensuite, nous avons défini le problème SAT et ses algorithmes de résolutions, à savoir les
procédures DPLL et CDCL. Enfin, nous avons présenté les méthodes qui permettent d’énumérer tous les
modèles d’une formule CNF.

Dans le chapitre suivant, nous présenterons le problème de la fouille des itemsets et ses deux caté-
gories d’algorithmes à savoir les approches spécialisées et les approches déclaratives et plus particuliè-
rement l’utilisation de la logique propositionnelle pour extraire les itemsets fréquents.
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Fouille des itemsets

Sommaire
2.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2 Approches de la fouille des itemsets fréquents . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2.1 Approches spécialisées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.2.2 Approches déclaratives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.3 Représentations condensées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.4 Extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

L’un des problèmes les plus étudiés dans le domaine de la fouille de données est l’extraction des
itemsets. Historiquement, la motivation derrière l’extraction des itemsets et les règles d’association est
venue de la nécessité d’analyser les données de transactions des supermarchés, désigné communément
par le problème du panier de la ménagère (Agrawal et al.[2]) permettant de mettre en évidence la cor-
rélation entre certains produits achetés par des clients. Dans ce chapitre, nous allons passer en revue les
principes fondamentaux de la fouille des itemsets. Dans la section 2.1, nous commencerons par quelques
définitions de base. Dans la section 2.2, nous présentons des approches spécialisées et des approches
déclaratives pour extraire les itemsets fréquents. Des représentations condensées des itemsets fréquents
sont étudiées dans la section 2.3. Le problème de la fouille des itemsets fréquents est étendu à d’autres
variantes dans la section 2.4.

2.1 Définitions

Nous considérons un ensemble fini et non vide d’items Ω.

Un itemset I sur Ω est un sous-ensemble de Ω, c’est-à-dire, I ⊆ Ω.

Définition 23

Le cardinal d’un itemset est noté par |I|.

Un itemset I est appelé un k-itemset s’il est constitué de k items, c’est-à-dire |I| = k.

Définition 24
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Nous utilisons les lettres alphabétiques minuscules a, b, c, etc... pour désigner les items et les lettres
alphabétiques majuscules I, J,K,etc... pour désigner les itemsets. Nous notons l’ensemble de tous les
itemsets sur Ω par 2Ω.

L’itemset {a,b,d} est un 3-itemset car il est constitué de trois items a, b et d.

Exemple

Une transaction Ti est une paire (i, I) formée d’un identifiant de transaction i tel que 1 ≤ i ≤
m et d’un itemset I .

Définition 25

Notons bien que chaque identifiant de transaction correspond à un itemset unique. Pour une transac-
tion Ti = (i, I), la taille de Ti est notée par |Ti| = |I|.

Une base de données transactionnelle D = {T1, T2, . . . , Tm} est un ensemble de m transac-
tions.

Définition 26

La table 2.1 représente un exemple d’une base de données transactionnelle D1 = {(1, {c, e, f, g}),
(2, {b, d, e, f, g, h}), (3, {a, b, d}), (4, {a, b, d, f, h}), (5, {b, c, e, f, g, h}), (6, {c, g}), (7, {a, b, d, h}),
(8, {c, e, g}), (9, {a, b, d}), (10, {b, c, d, e, f, g, h})} de 10 transactions définie sur l’ensemble de 8 items
Ω = {a, b, c, d, e, f, g, h}. Notons que la base de données des transactions peut être représentée comme
une matrice booléenne, où chaque transaction est un vecteur booléen de tous les items.

Tid Transaction
1 {c, e, f, g}
2 {b, d, e, f, g, h}
3 {a, b, d}
4 {a, b, d, f, h}
5 {b, c, e, f, g, h}
6 {c, g}
7 {a, b, d, h}
8 {c, e, g}
9 {a, b, d}

10 {b, c, d, e, f, g, h}

(a) Représentation horizontale
de D1

Tid a b c d e f g h
1 0 0 1 0 1 1 1 0
2 0 1 0 1 1 1 1 1
3 1 1 0 1 0 0 0 0
4 1 1 0 1 0 1 0 1
5 0 1 1 0 1 1 1 1
6 0 0 1 0 0 0 1 0
7 1 1 0 1 0 0 0 1
8 0 0 1 0 1 0 1 0
9 1 1 0 1 0 0 0 0
10 0 1 1 1 1 1 1 1

(b) Représentation booléenne de D1

TABLE 2.1 – Exemple d’une base transactionnelle D1.

Étant donné une base de transactions D et un itemset I , la couverture de I dans D, notée Cov(I,D),
est définie comme suit :
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La couverture d’un itemset I comprend toutes les transactions qui contiennent l’itemset I ,
c’est-à-dire Cov(I,D) = {i ∈ N | (i, J) ∈ D et I ⊆ J}

Définition 27

La définition suivante décrit le support de I dans la base de données D, noté Supp(I,D).

Le support d’un itemset I est la taille de la couverture Cov(I,D), c’est-à-dire Supp(I,D) =
|Cov(I,D)|.

Définition 28

Dans la base transactionnelle D1, nous avons Cov({b, d, e},D) = {2, 10} et
Supp({b, d, e},D) = |{2, 10}| = 2.

Exemple

SoitD une base de transactions sur Ω et λ un seuil minimum de support. Le problème de l’extraction
des itemsets fréquents est formellement définie de la manière suivante :

Le problème de la fouille des itemsets, notéFIM(D, λ), consiste à énumérer tous les itemsets
fréquents, c’est-à-dire

FIM(D, λ) = {I ⊆ Ω | Supp(I,D) ≥ λ}

Définition 29

La table 2.2 illustre l’ensemble des itemsets fréquents trouvés dans la base représentée dans la table
2.1. Le seuil minimum de support spécifié λ est égal à 5.

Itemset Support
{b} 7
{c} 5
{d} 6
{e} 5
{f} 5
{g} 6
{h} 5
{c, g} 5
{e, g} 5
{b, h} 5
{b, d} 6

TABLE 2.2 – Itemsets fréquents associés à leurs supports.
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Soient D une base de données de transactions et λ un seuil minimum de support. Soient I
et J deux itemsets. Si I ⊆ J alors Supp(I,D) ≥ Supp(J,D). Par conséquent, si J ∈
FIM(D, λ) alors I ∈ FIM(D, λ).

Propriété 3

La propriété 3 signifie que tous les sous-itemsets d’un itemset fréquent sont également fréquents.
Par conséquent, la contrainte de support est anti-monotone. Cette propriété est largement utilisée pour
élaguer l’espace de recherche des algorithmes d’extraction des itemsets fréquents.

2.2 Approches de la fouille des itemsets fréquents

De nombreux algorithmes ont été proposés pour résoudre le problème de trouver des itemsets fré-
quents. Parmi les algorithmes de base, nous pouvons citer Apriori [3], Fp-Growth [60], Eclat [145]. Ces
algorithmes utilisent une base de transactions D et un seuil minimum de support λ en entrée et four-
nissent l’ensemble des itemsets fréquents en sortie. D’une part, le point commun de tous les algorithmes
d’extraction des itemsets fréquents est qu’ils produisent les mêmes résultats pour une base transaction-
nelle et une valeur de seuil minimum de support. D’autre part, la différence entre ces algorithmes pour
trouver des itemsets fréquentes est la stratégie de recherche utilisée, en largeur d’abord ou en profondeur
d’abord, qui détermine la manière de générer l’ensemble des itemsets suivants et la manière d’explo-
rer l’espace de recherche. La seconde différence concerne la forme de la base de transactions utilisée,
qu’elle soit horizontale, verticale ou booléenne. Cela affecte la façon dont le support des itemsets est
calculé [40].

En général, il existe deux grandes catégories de méthodes de la fouille des itemsets, comme le montre
la figure 2.1. La première implique les méthodes spécialisées pour extraire des itemsets intéressants,
comme Apriori et FP-growth. Cependant, afin de s’adapter aux nouvelles contraintes des utilisateurs, un
grand nombre de ces méthodes utilisent des techniques qui nécessitent de nouvelles implémentations.
Pour résoudre ce problème, des travaux ont récemment utilisé des approches déclaratives, à savoir la
programmation par contraintes (CP) et la satisfiabilité propositionnelle (SAT) pour bénéficier de leur
flexibilité et de leur généricité vis-à-vis des nouvelles contraintes des utilisateurs.

Itemset Mining

Approches
spécialisées

Basée
Apriori

Basée
FP-Growth

Approches
déclaratives

CP SAT

FIGURE 2.1 – Approches de la fouille des itemsets.

2.2.1 Approches spécialisées

Dans la catégorie des approches spécialisées, nous présentons les algorithmes de base pour résoudre
le problème d’extraction des itemsets fréquents. Ce problème est un problème d’énumération, qui vise à
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énumérer tous les itemsets en satisfaisant la contrainte de support minimum définie par l’utilisateur. Une
approche naïve consiste à générer tous les itemsets possibles, puis à ne conserver que les itemsets qui
vérifient le seuil minimum de support. Cependant, étant donné que le nombre des itemsets possibles est
de 2m−1, pour m items différents, une telle stratégie est inefficace. Afin d’éviter une exploration entière
de l’espace de recherche, des algorithmes s’appuient sur la propriété d’anti-monotonie, c’est-à-dire si un
itemset est non fréquent, alors tous ses sur-ensembles sont également non fréquents. Dans cette catégorie,
nous pouvons se référer au premier algorithme proposé « Apriori ».

Apriori : algorithme horizontal de recherche en largeur

Apriori est un algorithme itératif proposé par Agrawal et al. [3] pour trouver des itemsets fréquents
par niveau. Le pseudo-code de l’algorithme Apriori est donné dans Algorithme 7. Apriori analyse
d’abord la base de transactions pour déterminer le support de chaque item (ligne 1). Il identifie ensuite
l’ensemble de tous les items fréquents, désigné par F1 (ligne 2). Ensuite, Apriori effectue une stratégie
de recherche en largeur d’abord pour trouver un ensemble fréquent plus large (ligne 4 à 10). Durant le
processus de recherche, Apriori utilise les itemsets fréquents du niveau k− 1 (représenté par Fk−1) pour
générer l’ensemble des k-itemsets candidats (spécifiés par Ck). Cela se fait en combinant des paires de k-
itemsets, ces k-itemsets partagent tous les items sauf un (ligne 5). Pour les 1-itemsets fréquents {a}, {b}
et {d}, Apriori combine ces itemsets pour générer les 2-itemsets candidats : {a, b}, {a, d}, {b, d}.

Après avoir généré des k-itemsets candidats, l’algorithme vérifie si les k−1-sous-itemsets de chaque
candidat sont fréquents afin de ne pas violer la propriété d’anti-monotonie. Si l’un des k−1-sous-itemsets
du k-itemset candidat I est non fréquent, ce dernier ne peut pas être fréquent, et il est donc supprimé de
l’ensemble des candidats Ck (ligne 6). Pour déterminer le support de tous les itemsets candidats restants
dans Ck, l’algorithme analyse ensuite la base de transactions et calcule le support de chaque candidat
(ligne 7). Si chaque candidat a au moins un support supérieur ou égal au seuil minimum de support λ
défini par l’utilisateur, il est ajouté à l’ensemble des k-itemsets fréquents Fk (ligne 8). Ce processus est
itéré et les k-itemsets servent à leurs tours pour la génération de k+1-itemsets candidats. Si aucun autre
candidat n’est trouvé, l’algorithme s’arrêtera et retourne à l’utilisateur tous les itemsets fréquents (ligne
11).

Algorithm 7: Apriori Algorithm
Data: D : a horizontale transaction database, λ : a user-specified threshold
Result: The set of all frequent itemsets

1 Scan the database to calculate the support of all items in Ω ;
2 F1 ← {a|a ∈ Ω ∧ Supp({a},D) ≥ λ} ; /* F1 : frequent 1-itemsets */
3 k ← 2 ;
4 while (Fk ̸= ∅) do
5 Ck ← CandidateGeneration(Fk−1) ; /* Ck : candidate k-itemset */
6 Remove each candidate I ∈ Ck that contains a (k − 1)-itemset that is not in Fk−1 ;
7 Scan the database to calculate the support of each candidate I ∈ Ck ;
8 Fk ← {I|I ∈ Ck ∧ Supp(I,D) ≥ λ} ; /* Fk : frequent k-itemsets */
9 k ← k + 1 ;

10 return (
⋃

k=1...k Fk) ;

Une des limites de l’algorithme Apriori est le coût des balayages multiples nécessaire de la base de
données pour calculer le support des itemsets candidats. La deuxième limite est causée par l’étape de
génération de tous les candidats possibles dans l’algorithme Apriori. De nombreux itemsets candidats
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n’existent pas dans la base de transactions. La complexité en temps de l’algorithme Apriori est O(d2m)
tel que d est le nombre d’items et m est le nombre de transactions[61]. Des recherches approfondies
ont été menées pour améliorer ou étendre Apriori. Par exemple, dans [97] une technique de hachage est
utilisée pour calculer efficacement le support des itemsets candidats, et une technique de partitionnement
est proposée dans [111].

Eclat : algorithme vertical de recherche en profondeur

Eclat est un algorithme proposé par Zaki dans [145] pour l’extraction des itemsets fréquents en ex-
plorant l’espace de recherche en profondeur d’abord. Cet algorithme est une amélioration des limites
de l’algorithme Apriori. L’idée de cet algorithme est de ne pas maintenir de nombreux itemsets en mé-
moire afin d’éviter la surcharge de la mémoire. Le pseudo-code d’Eclat est présenté dans l’Algorithme
8. Il utilise en entrée une base verticale sous forme d’un couple (Item(x), tid(x)), où tid(x) est une liste
d’identifiants des transactions dont l’item x apparaît. La représentation verticale de la base de données
présentée dans la table 2.1 est indiquée dans la table 2.3.

Item (x) tid(x)

a {T3, T4, T7, T9}
b {T2, T3, T4, T5, T7, T9, T10}
c {T1, T5, T6, T8, T10}
d {T2, T3, T4, T7, T9, T10}
e {T1, T2, T5, T8, T10}
f {T1, T2, T4, T5, T10}
g {T1, T2, T5, T6, T8, T10}
h {T2, T4, T5, T7, T10}

TABLE 2.3 – Représentation verticale de la base de données D1.

L’algorithme Eclat prend en entrée une base de données verticale D (items et leurs listes tid) et un
seuil minimum de support λ. Il trouve les itemsets fréquents en se basant sur le concept de classes d’équi-
valence et la recherche en profondeur d’abord (ligne 4). Deux k-itemset font partie de la même classe
d’équivalence, s’ils partagent (k − 1)-itemset comme préfixe. Par exemple les deux itemsets {a, b, c} et
{a, b, d} sont de la même classe d’équivalence. Pour déterminer le support d’un itemset I ∪ J sans scan-
ner la base de transactions originaleD il suffit de calculer |tid(I ∪J) = tid(I)∩ tid(J). Par conséquent,
Eclat effectue une opération d’intersection entre toutes les listes tid(I) et tid(J) (ligne 5), c’est-à-dire
tid(I) ∩ tid(J). Le support de l’itemset I ∪ J est déduit Supp(I ∪ J,D) = |tid(I ∪ J)|. Par exemple,
soit la base de transactions présentée dans la table 2.3 et l’itemset {a, d}, sa liste des tid({a, d}) peut
être obtenue comme suit tid({a, d}) = tid(a) ∩ tid(d) = {T3, T4, T9} et on peut donc en déduire que
Supp({a, d},D) = |{T3, T4, T9}| = 3. Si le support Supp(I,D) est supérieur ou égal à λ (ligne 6)
alors l’itemset I est ajouté à l’ensemble des itemsets fréquents E. Ensuite, l’algorithme Eclat est appelé
récursivement avec l’ensemble E pour explorer toutes les extensions de I (ligne 8).

L’algorithme Eclat présente d’importants inconvénients. Tout d’abord, Eclat peut passer du temps à
examiner des itemsets qui n’existent pas dans la base de données car il génère des candidats sans scanner
la base de données. Deuxièmement, bien que les listes tid soient précieuses, elles peuvent occuper beau-
coup d’espace mémoire, en particulier pour les bases de données denses où tous les items apparaissent
dans presque toutes les transactions.
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Algorithm 8: Eclat (Equivalence CLAss Transformation) Algorithm
Data: D : a set of itemsets with their tidsets, λ : a user-specified threshold
Result: The set of all frequent itemsets

1 for (itemset I ∈ D such that |tid(I)| ≥ λ) do
2 Output I ; /* I is a frequent itemset */
3 E = ∅ ; /* frequent itemsets that are extensions of I */
4 for (itemset J ∈ D sharing all but the last item with I) do
5 tid(I ∪ J) = tid(I) ∩ tid(J) ; /* calculate the tidset of I ∪ J */
6 if |tid(I ∪ J)| ≥ λ then
7 E = E ∪ {I ∪ J} ; /* add I ∪ J to frequent extensions of I */
8 Eclat(E, λ) ; /* recursive call using E */

FP-growth : algorithme de croissance de motifs

Les algorithmes de croissance de motifs tels que FP-growth [60] ont introduit des avancées signifi-
catives pour résoudre les limitations des algorithmes comme Apriori et Eclat. L’idée de base des algo-
rithmes de croissance de motifs consiste à analyser une base de données et de découvrir que les itemsets
fréquents en évitant la génération des itemsets candidats qui n’existent pas dans la base de données.

FP-growth utilise une structure de données qui compresse la base de données en un arbre de mo-
tifs appelé FP-tree (Frequent Pattern tree), où chaque branche de l’arbre représente une ou de multiples
transactions de la base originale. L’algorithme FP-growth effectue quatre phases pour extraire les item-
sets fréquents. Les deux premières phases de FP-growth sont présentés dans l’algorithme 9 et les deux
dernières phases sont présentés dans l’algorithme 10.

Algorithm 9: FP-tree construction algorithm
Data: D : a transaction database, λ : a user-specified threshold
Result: FP-tree : frequent pattern tree

1 Scan the transaction database D once ;
2 Collect the set of frequent items F and their supports ;
3 Sort F in support descending order as L, the list of frequent items ;
4 Create the root of an FP-tree, T , and label it as "null" ;
5 for each transaction T ∈ D do
6 Select and sort the frequent items in Trans according to the order of L ;
7 Let the sorted frequent item list in Trans be [p|P ], where p is the first element and P is the

remaining list ;
8 Call insert_tree([p|P], T ) ;
9 if P /∈ ∅ then call insert_tree(P, N) recursively;

10 End algorithm
11 Function insert_tree([p|P], T) :
12 if T has a child N such that N.item-name = p.item-name then
13 increment N’s count by 1 ;
14 else
15 create a new node N, and let its count be 1 ;
16 its parent link be linked to T ;
17 its node-link be linked to the nodes with the same item-name via the node-link structure ;
18 End function

29



Chapitre 2. Fouille des itemsets

Algorithm 10: FP-growth algorithm
Data: FP-tree : frequent pattern tree, λ : a user-specified threshold
Result: The set of all frequent itemsets

1 if Tree contains a single path P then
2 for each combination β of the nodes in the path P do
3 generate pattern α ∪ β with support = minimum support of nodes in β ;
4 else
5 for each combination ai in the header of Tree do
6 generate pattern β = ai ∪ α with support = ai.support ;
7 construct β’s conditional pattern base and then β’s conditional FP-tree Treeβ ;
8 if Treeβ ̸= ∅ then
9 call FP-growth(Treeβ , β) ;

— Extraction des items fréquents : la phase initiale de FP-growth consiste à analyser la base de
données et à extraire tous les 1-itemsets fréquents F1 et leur support dans la base de données.
Puis, l’ensemble des 1-itemsets fréquents est trié par ordre décroissant de support, les items ayant
le même support sont ordonnés par l’ordre alphabétique. Par exemple, pour la base de données
D1 et λ = 5, le résultat de la phase initiale est F1 = {{b} : 7, {d} : 6, {g} : 6, {c} : 5, {e} : 5,
{f} : 5, {h} : 5}.

— Construction d’un arbre FP : dans la seconde phase un arbre FP est construit. La première étape
consiste à créer la racine de l’arbre (représentée par null). La seconde étape consiste à effec-
tuer une deuxième analyse de la base de transactions D pour identifier les branches de l’arbre
qui correspondent aux transactions. Avant de créer une branche, la transaction courante Ti est
réordonnée selon les items fréquents F1. Chaque item d’une transaction est représenté par un
nœud dans la branche. Si une nouvelle branche à construire partage un ou des nœuds préfixes
communs avec une branche existante dans l’arbre, le compteur de ces nœuds est incrémenté et
les nœuds distincts sont ajoutés au dernier nœud préfixe. Nous utilisons la puissance {item}cp
pour représenter le compteur cp d’un item. Enfin, les nœuds ayant le même item sont reliés par
des arêtes orientées en pointillés. Par exemple, la transaction T1 = (1, {c, e, f, g}) est réordon-
née en T1 = (1, {g, c, e, f}), cette transaction contient quatre items {g} : 6, {c} : 5, {e} : 5,
{f} : 5. Alors, une branche (null → {g}1 → {c}1 → {e}1 → {f}1) est créée dont {g}
est lié à la racine, {c} est lié à {g}, {e} lié à {c} et {f} est lié à {e}. La deuxième transac-
tion T2 = (2, {b, d, e, f, g, h}) est réordonnée en T2 = (1, {b, d, g, e, f, h}), cette transaction
contient six items {b} : 7, {d} : 6, {g} : 6, {e} : 5, {f} : 5 et {h} : 5. Alors, une branche
(null → {b}1 → {d}1 → {g}1 → {e}1 → {f}1 → {h}1) est créée. Nous remarquons comme
cette branche n’a aucun préfixe commun avec l’arbre, cette branche sera liée à la racine. Consi-
dérons maintenant la transaction T3 = (3, {b, d}) (après le réordonnement). Les nœuds {b}, {d}
sont des nœuds préfixes communs dans l’arbre FP. Par conséquent, leurs compteurs sont incré-
mentés en (null → {b}2 → {d}2 ) sans créer une nouvelle branche. La transaction réordonnée
T4 = (4, {b, d, f, h}) est représentée par une branche (null → {b}3 → {d}3 → {f}1 → {h}1).
Cette branche est obtenue en incrémentant les compteurs des nœuds préfixes {b}3 et {d}3, puis
en créant le nœud {f}1 et en le liant au dernier nœud préfixe {d}3, ensuite en créant le nœud
{h}1 et le lier au nœud {f}1. Ces opérations sont effectuées pour toutes les transactions restantes
de la base de données. La figure 2.2 illustre un arbre de motifs FP construit à partir de D1 et un
seuil minimum de support λ = 5.

— Construction d’un arbre conditionnel pour chaque item : la troisième phase consiste à construire
une base de motifs conditionnels puis un arbre de motifs conditionnels pour chaque item fré-
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quent (ligne 7). Ce processus commence par les items fréquents dans l’ordre croissant. Une
base de motifs conditionnels d’un item a est formée à partir de l’arbre FP, où chaque transac-
tion est l’ensemble des items préfixes de l’items a depuis une branche dans l’arbre FP. Ensuite,
un arbre de motifs conditionnels est construit en utilisant la base de motifs conditionnels. Par
exemple, l’item h apparaît dans cinq branches de l’arbre FP, et donc la base de motifs condition-
nels du suffixe h contient cinq transactions : {b, g, c, e, f} : 1, {b, d, g, c, e, f} : 1, {b, d, g, e, f} :
1, {b, d, f} : 1, {b, d} : 1. L’arbre de motifs conditionnels ne contient que le nœud {b}5 et les
items {d}, {g}, {c} et {e} ne sont pas considérés car leurs supports sont inférieurs au seuil mini-
mum de support λ = 5.

— Extraction des itemsets en utilisant l’arbre de motifs : la dernière phase consiste à extraire les
itemsets fréquents en fouillant l’arbre de motifs conditionnels. Les itemsets fréquents sont géné-
rés en combinant l’item suffixe avec les nœuds des branches ayant un support supérieur ou égal
à λ. L’arbre de motifs conditionnel de l’item h permet de générer l’itemset fréquent {b, h}.

La complexité de FP-Growth dépend fortement de la recherche des itemsets dans l’arbre FP-Tree,
ce qui dépend de la profondeur de l’arbre. La complexité de l’algorithme FP-growth est O(le nombre
d’items fréquents × la profondeur maximale de l’arbre).

null
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FIGURE 2.2 – Arbre FP de la base de données D1 avec λ = 5.

2.2.2 Approches déclaratives

Dans des travaux récents, deux approches déclaratives basées sur les contraintes sont utilisées pour
résoudre les problèmes de la fouille des itemsets, à savoir la programmation par contraintes (CP) [105,
81, 112, 56] et la satisfiabilité propositionnelle (SAT) [67, 70, 31]. Dans cette section, nous présentons
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un modèle basé sur la programmation par contraintes et un encodage basé sur la satisfiabilité proposi-
tionnelle pour l’extraction des itemsets fréquents.

Programmation par contraintes pour l’extraction des itemsets

Raedt et al. [105] ont formulé le modèle initial pour le problème d’extraction des itemsets fréquents
basé sur la programmation par contraintes. Avant d’introduire ce modèle, nous rappelons que la program-
mation par contraintes est un paradigme déclaratif, qui permet de modéliser un problème sous forme de
contraintes. Il s’agit d’un problème de satisfaction de contraintes (CSP), défini comme suit :

• Un ensemble fini de variables V ;
• Un ensemble des domaines D de variables V , où chaque variable va ∈ V est associée

à un ensemble fini de valeurs possibles Dom(va) ;
• Un ensemble fini de contraintes C, où une contrainte est définie sur un sous-ensemble

de V .

Définition 30 (CSP)

La résolution du problème de satisfaction des contraintes (CSP) consiste à trouver une affectation
en satisfaisant toutes les contraintes. Différents solveurs ont été proposés pour résoudre le problème de
satisfaction des contraintes et énumérer toutes les affectations des variables satisfaisant l’ensemble de
contraintes.

Dans l’approche proposée dans [105], les items et les transactions sont représentés par des variables.
Pour représenter un itemset I , une variable booléenne va est associée à chaque item a, va = 1 si l’item
a ∈ I , sinon va = 0. Pour exprimer la couverture de l’itemset I , une variable booléenne ti est associée à
chaque transaction Ti, ti = 1 si l’itemset I ⊆ Ti, sinon ti = 0.

Soit un itemset I et une base de transactions D en représentation binaire, la couverture d’un itemset
Cov(I ,D) est exprimée dans la contrainte suivante :

∀ Ti ∈ D : ti = 1↔
∑
a∈Ω

va(1−Dia) = 0 (2.1)

où va, ti ∈ {0, 1} et va = 1 si et seulement a ∈ I et ti = 1 si et seulement si Ti ∈ Cov(I ,D). La
contrainte 2.1 garantit que la variable ti est mise à 0 si l’itemset I est inclus Ti. Autrement dit, si un item
a ∈ I est absent de Ti, alors va(1 − Dia) = 1, par conséquent la contrainte

∑
a∈I va(1 − Dia) = 0 est

violée, dans ce cas ti est mise à 0.
Le support Supp(I,D) est obtenu en comptant le nombre de transactions Ti pour lesquelles ti = 1.

La contrainte suivante représente la contrainte de support.

∑
Ti∈D

ti ≥ λ (2.2)

Où ti ∈ {0, 1} et ti = 1 si et seulement si Ti ∈ Cov(I ,D).
Le modèle du problème d’extraction des itemsets fréquents est formé de la contrainte de couverture

(2.1) et de la contrainte de support (2.2).
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La modélisation du problème de la fouille des itemsets fréquents dans la base D1 avec λ = 5
en CP correspond aux contraintes suivantes :
t1 = 1↔ va + vb + vd + vh = 0
t2 = 1↔ va + vc = 0
t3 = 1↔ vc + ve + vf + vg + vh = 0
t4 = 1↔ vc + ve + vg = 0
t5 = 1↔ va + vd = 0
t6 = 1↔ va + vb + vd + ve + vf + vh = 0
t7 = 1↔ vd + ve + vf + vg = 0
t8 = 1↔ va + vb + vd + vf + vh = 0
t9 = 1↔ vc + ve + vf + vg + vf = 0
t10 = 1↔ va = 0
t1 + t2 + t3 + t4 + t5 + t6 + t7 + t8 + t9 + t10 ≥ 5

Exemple

Une amélioration du modèle est apportée en utilisant les contraintes réifiées permettant de réduire la
taille de l’arbre de recherche.

Une contrainte réifiée lie une valeur de vérité d’une contrainte C à une variable booléenne x :
x↔ C.

Définition 31

La version réifiée de la contrainte de support est exprimée sur chaque item par la contrainte suivante :

∀a ∈ Ω : va = 1→
∑
Ti∈D

tiDia ≥ λ (2.3)

La contrainte (2.3) garantit si un item n’est pas couvert par λ transactions alors cet item ne sera pas
inclus dans l’itemset candidat.

Le modèle amélioré est formé de la contrainte de couverture (2.1) et de la contrainte réifiée de support
(2.3).

Reprenons l’exemple précédent. La contrainte t1+t2+t3+t4+t5+t6+t7+t8+t9+t10 ≥ 5
est substituée par l’ensemble de contraintes suivant :
va = 1→ t3 + t4 + t7 + t9 ≥ 5
vb = 1→ t2 + t3 + t4 + t5 + t7 + t9 + t10 ≥ 5
vc = 1→ t2 + t3 + t4 + t5 + t7 + t9 + t10 ≥ 5
vd = 1→ t2 + t3 + t4 + t7 + t9 + t10 ≥ 5
ve = 1→ t1 + t2 + t5 + t8 + t10 ≥ 5
vf = 1→ t1 + t2 + t4 + t5 + t10 ≥ 5
vg = 1→ t1 + t2 + t5 + t6 + t8 + t10 ≥ 5
vh = 1→ t2 + t4 + t5 + t7 + t10 ≥ 5

Exemple
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Ce modèle est équivalent au modèle initial et les mêmes itemsets fréquents que le modèle initial peuvent
être trouvés. En pratique, ce modèle génère un nombre important de contraintes (n+m) pour l’extraction
des itemsets à partir de grandes bases de données avec n items distincts et m transactions.

Encodage SAT pour l’extraction des itemsets

Dans cette section, nous présentons un encodage SAT proposé par Jabbour et al. [67] pour le pro-
blème de la fouille des itemsets fréquents. Fondamentalement, pour encoder le problème de l’extraction
des itemsets dans SAT, et de manière similaire à l’encodage en CSP, il faut introduire un ensemble de
variables et un ensemble de contraintes sur ces variables. Pour représenter un itemset candidat I , une
variable propositionnelle pa est associée à chaque item a tel que pa = vrai si l’itemset I contient a.
Pour la couverture de I , de nouvelles variables qi sont également introduites pour chaque identifiant de
transaction i ∈ {1 . . .m}. De plus, un ensemble de contraintes sont introduites impliquant ces variables.
Tout d’abord, la contrainte permettant de capturer la couverture d’un itemset est comme suit :

m∧
i=1

(¬qi ↔
∨
a̸∈Ti

pa) (2.4)

Cette contrainte exprime que qi est fausse si et seulement si l’itemset candidat n’est pas dans la transac-
tion Ti, c’est-à-dire il y a au moins un item a dans l’itemset candidat qui n’appartient pas à la transaction.

Les auteurs ont proposé la contrainte de cardinalité suivante pour exprimer que seuls les k-itemsets
sont autorisés, tel que k est égal à un seuil minimum de taille noté min :

∑
a∈Ω

pa ≥ min (2.5)

Enfin, la contrainte de fréquence, peut être simplement exprimée comme suit :

m∑
i=1

qi ≥ λ (2.6)

La tâche de l’extraction des itemsets fréquents correspond à l’énumération de modèles de la formule
CNF, notée ΣD,λ. Cette formule est formée essentiellement de la conjonction de contraintes (2.4) et
(2.6).
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Reconsidérons la base de transactions illustrée dans 2.1. Le problème de la fouille des itemsets
fréquents consiste à énumérer les modèles de la formule suivante :

¬q1 ↔ (pa ∨ pb ∨ pd ∨ ph)
¬q2 ↔ (pa ∨ pc)
¬q3 ↔ (pc ∨ pe ∨ pf ∨ pg ∨ ph)
¬q4 ↔ (pc ∨ pe ∨ pg)
¬q5 ↔ (pa ∨ pd)
¬q6 ↔ (pa ∨ pb ∨ pd ∨ pe ∨ pf ∨ ph)
¬q7 ↔ (pd ∨ pe ∨ pf ∨ pg)
¬q8 ↔ (pa ∨ pb ∨ pd ∨ pf ∨ ph)
¬q9 ↔ (pc ∨ pe ∨ pf ∨ pg ∨ ph)
¬q10 ↔ (pa)
q1 + q2 + q3 + q4 + q5 + q6 + q7 + q8 + q9 + q10 ≥ λ

Exemple

2.3 Représentations condensées

L’une des limitations importantes du problème de la fouille des itemsets fréquents est le nombre
des itemsets fréquents qui dépend fortement du seuil minimum de support défini par l’utilisateur. Par
conséquent, il est difficile d’avoir une analyse pertinente face à un grand nombre d’itemsets. De plus, si
les itemsets sont fréquents, les sous-ensembles de ces itemsets sont fréquents, on peut donc considérer
que les itemsets fréquents contiennent de nombreuses répétitions. Afin de réduire le nombre des itemsets
fréquents découverts, différents algorithmes ont été conçus pour extraire des représentations condensées
des itemsets fréquents. Une représentation condensée est un ensemble d’itemsets fréquents réduit qui
résume l’ensemble entier des itemsets fréquents. En pratique, la représentation condensée peut être de
plusieurs ordres de grandeur plus petite que l’ensemble des itemsets fréquents. En effet, la recherche
de ces représentations compressées est souvent plus rapide que la recherche de l’ensemble complet des
itemsets fréquents. Parmi les nombreuses représentations condensées proposées pour les itemsets, les
plus connues sont : les itemsets fermés, les maximaux et les générateurs. La relation entre ces représen-
tations condensées des itemsets est illustrée dans la figure 2.3.

Les itemsets fermés

Une représentation condensée des itemsets fréquents est constituée des itemsets fermés qui n’ont pas
de sur-ensembles ayant le même support. Le problème de l’extraction des itemsets fermés est formelle-
ment défini de la manière suivante :

Le problème de la fouille des itemsets fermés, noté par CIM(D, λ), consiste à énumérer tous
les itemsets fermés. C’est-à-dire

CIM(D, λ) = {I|I ∈ FIM∧ ∄J ∈ FIM telque I ⊂ J ∧ Supp(I,D) = Supp(J,D)}

Définition 32
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Itemsets fréquents

Itemsets fermés

Itemsets maximaux

FIGURE 2.3 – Relation entre les représentations condensées des itemsets fréquents : fermés et maximaux.

Pour la base de transactions D1 et λ = 5, seuls sept parmi les onze itemsets fréquents de la
base D1 sont fermés : {b} : 7, {f} : 5, {g} : 6, {b, d} : 6, {b, h} : 5, {c, g} : 5 et {e, g} : 5.

Exemple

Notons que tous les itemsets fréquents ainsi que leurs supports peuvent être déduits à partir de
l’ensemble des itemsets fermés, sans les rechercher dans la base de données.

Propriété 4

Les approches spécialisées ont étudié les itemsets fermées dans [128, 92, 146, 98, 6, 130], l’algo-
rithme LCM (Linear time Closed itemset Miner) [129, 128, 127] est le plus populaire en raison de son
efficacité. D’autre part, des approches déclaratives ont été proposées pour l’extraction des itemsets fer-
més. Dans [105], une contrainte de fermeture a été proposée pour étendre le modèle CP pour l’extraction
des itemsets fermés par l’ajout de la contrainte suivante :

∀a ∈ Ω : va = 1↔
∑
Ti∈D

ti(1−Dia) = 0 (2.7)

La contrainte (2.7) garantit qu’un itemset soit fermé. En effet, si l’item a est présent dans toutes les
transactions Ti tel que ti = 1, alors a doit être dans l’itemset i.e., va = 1.

Pour l’approche SAT, Jabbour et al. [68] ont proposé une extension de leur encodage pour les itemsets
fermés en ajoutant la contrainte (2.8). ∧

a∈Ω
(pa ∨

∨
i∈1..m, a ̸∈Ti

qi) (2.8)
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La contrainte (2.8) exprime que si l’ensemble des transactions ne contenant pas l’item a sont fausses,
alors l’itemset candidat doit contenir a.

Les itemsets maximaux

Une autre représentation condensée des itemsets fréquents sont les itemsets maximaux. Cette repré-
sentation concerne des itemsets fréquents qui n’ont pas de sur-ensembles fréquents.

Le problème de la fouille des itemsets maximaux, noté parMIM(D, λ), consiste à énumérer
tous les itemsets maximaux. C’est-à-dire

MIM(D, λ) = {I|I ∈ FIM∧ ∄J ∈ FIM telque I ⊂ J}

Définition 33

Les itemsets maximaux de la baseD1 avec λ = 5 sont : {{f} : 5, {b, h} : 5, {c, g} : 5, {e, g} :
5, {b, d} : 6}.

Exemple

La représentation des itemsets maximaux est un sous-ensemble de la représentation des itemsets fermés
MIM ⊆ CIM ⊆ FIM. Par conséquent, le nombre des itemsets maximaux est plus réduit que celui
des fermés.

Les itemsets maximaux peuvent être utilisés pour dériver tous les itemsets fréquents, mais il
faut plusieurs balayages de la base de transactions pour récupérer le support de chaque itemset
fréquent.

Propriété 5

De nombreux algorithmes ont introduit plusieurs techniques pour extraire efficacement l’ensemble
des itemsets maximaux [128, 16, 54, 20] en adaptant des méthodes d’extraction des itemsets fréquents
(Apriori, FP-growth,...).

Pour capturer les itemsets maximaux, une contrainte de maximalité a été ajoutée dans le modèle CP
proposé dans [105] :

∀a ∈ Ω : va = 1↔
∑
Ti∈D

tiDia ≥ λ (2.9)

Dans [70], la maximalité a été encodée également en SAT en ajoutant la contrainte (2.10) à l’enco-
dage des fermés. ∧

a∈Ω
(¬pa → (

∑
Ti∈D|a∈Ti

qi < λ)) (2.10)
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Les itemsets générateurs

Une représentation condensée des itemsets fréquents sont les itemsets générateurs. Cette représenta-
tion concerne des itemsets fréquents qui n’ont pas de sous-ensembles ayant le même support.

Le problème de la fouille des itemsets générateurs, noté par GIM(D, λ), consiste à énumérer
tous les itemsets générateurs. C’est-à-dire

GIM(D, λ) = {I|I ∈ FIM∧ ∄J ∈ FIM telque J ⊂ I ∧ Supp(I,D) = Supp(J,D)}

Définition 34

La taille de l’ensemble des itemsets générateurs est toujours supérieure ou égale à la taille de l’ensemble
des itemsets fermés. Les itemsets générateurs ont été introduits la première fois dans [15]. Récemment,
un cadre générique et efficace pour extraire des motifs générateurs en fournissant une recherche en pro-
fondeur d’abord a été présenté dans [118].

Dans [19], les auteurs ont proposé la contrainte suivante pour garantir qu’un itemset candidat soit un
itemset générateur. ∧

a∈Ω
(pa →

∨
Ti∈D | a̸∈Ti

(
∧
b∈Ti

¬pb)) (2.11)

2.4 Extensions

Dans cette section, nous présentons des travaux conçus pour répondre à des limitations de la tâche
d’extraction des itemsets fréquents. Ces améliorations ont conduit à l’apparition de nouvelles variations
du problème de la fouille des itemsets. L’introduction de contraintes est une technique pour limiter le
nombre des itemsets extraits. Cette technique permet de filtrer les itemsets moins intéressants. Diverses
contraintes plus ou moins complexes ont été introduites. Ces contraintes peuvent être appliquées comme
une étape de post-traitement après l’extraction de tous les itemsets fréquents. Cependant, cette approche
naïve est inefficace. Une meilleure stratégie consiste à inclure des contraintes dans le processus d’extrac-
tion pour réduire considérablement la taille de l’espace de recherche et ainsi améliorer les performances.
Les premiers algorithmes de la fouille des itemsets qui incluent des contraintes sont basés sur l’algo-
rithme Apriori, qui permettent à l’utilisateur de spécifier des items pouvant être présent ou absent dans
les itemsets fréquents, c’est-à-dire les contraintes sont des expressions booléennes sur les items [121].

Une autre limitation de la fouille des itemsets fréquents est qu’elle traite tous les items de la même
manière, bien qu’en pratique, certains items soient moins susceptibles d’apparaître dans les itemsets
fréquents que d’autres. Cette limitation a conduit à l’étude des items non fréquents dans les bases de
transactions ou appelé des items rares [87] et au développement des algorithmes pour résoudre ce pro-
blème, en utilisant différents seuils de support qui reflètent les natures des items au lieu d’un seuil de
support unique pour tous les items, tels que MSApriori[87], CFPGrowth[65] et CFPGrowth++[76] pour
extraire des itemsets fréquents. L’utilisateur peut utiliser ces algorithmes pour sélectionner différents
seuils de support pour chaque item. Par conséquent, ces algorithmes peuvent découvrir des itemsets fré-
quents qui comprennent à la fois des items rares et des items fréquents. De nombreuses recherches ont
également été menées pour trouver des itemsets rares dans les bases de données [78, 123, 124] plutôt que
des itemsets fréquents, car les ensembles des itemsets fréquents ne sont pas toujours les plus intéressants
dans les applications réelles notamment dans les domaines de la médecine, de la finance, et la sécurité.
L’extraction de motifs rares est un problème difficile, car les motifs rares sont généralement beaucoup
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plus nombreux que les motifs fréquents. Par conséquent, afin d’éviter de découvrir un nombre énorme de
motifs rares, diverses définitions de ces motifs ont été proposées, et il existe différentes restrictions sur la
définition d’un motif rare. Il existe deux sous-ensembles des itemsets non fréquents : les itemsets rares
parfaits [79] et les itemsets rares minimaux [123, 124]. L’algorithme AprioriInverse[79] vise à extraire
des itemsets parfaitement rares, dont le support de chaque itemset n’est pas inférieur à un seuil de sup-
port minimum et n’est pas supérieur à un seuil de support maximum. En outre, tous les sous-ensembles
d’un itemset parfaitement rares doivent également avoir un support qui ne dépasse pas le seuil de sup-
port maximal. Mais pour les itemsets rares minimaux qui peuvent être considérés comme des itemsets
presque fréquents, il s’agit d’un ensemble des itemsets non fréquents dont tous ses sous-ensembles sont
fréquents.

Cependant, certaines recherches ont été menées pour éviter un autre inconvénient des algorithmes
spécialisés destinés à être appliqué une seule fois, pour extraire des itemsets à partir des bases de transac-
tions statiques. Dans un environnement dynamique, c’est-à-dire lorsque la base de données de transac-
tions est mise à jour, ces algorithmes doivent être réexécutés pour récupérer les motifs mis à jour. Cette
méthode est inefficace car souvent des modifications mineures sont apportées à une base de données, et
il n’est pas nécessaire de relancer la recherche de motifs. Pour résoudre ce problème, deux principaux
types d’algorithmes ont été développés :

1. Les algorithmes de fouille incrémentale sont conçus pour mettre à jour l’ensemble des itemsets
fréquents lorsqu’une base de données de transactions est mise à jour par l’insertion de nouvelles
transactions, la suppression ou la modification des transactions [77, 82, 85, 134, 122].

2. Les algorithmes de fouille des flux ont été proposés pour faire face à un flux potentiellement infini
de transactions. Ces algorithmes utilisent des méthodes approximatives pour calculer le support
des itemsets et pour traiter les transactions rapidement [21]. estDec [24] et estDec+[116] sont
deux méthodes bien connues pour l’extraction des itemsets fréquents dans les flux. Des algo-
rithmes permettant de trouver et de maintenir des itemsets fermés [27] et des itemsets maximaux
[36] dans les flux ont également été développés.

Afin de traiter des types de base de données plus complexes, l’extraction des itemsets fréquents a
été étendue à l’extraction des itemsets pondérés. Un poids est attribué à chaque item pour indiquer leur
importance relative dans la base de données utilisée pour extraire des itemsets pondérés. L’extraction des
itemsets pondérés consiste à trouver des itemsets qui ont un poids minimum [142, 139, 140].

L’extraction des itemsets pondérés a été étendue à l’extraction des itemsets à haute utilité, HUIM en
abrégé (High-utility itemset mining). La quantité des items est indiquée dans les transactions de la base
de données utilisée pour extraire des itemsets à haute utilité. L’objectif de HUIM est de trouver tous les
itemsets qui ont une utilité supérieure ou égale à un seuil d’utilité minimum dans une base de données
de transactions [89, 84, 86, 88, 42, 148, 143].

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons discuté le problème de la fouille des itemsets à partir des bases de
transactions. Nous avons étudié les principales approches existantes permettant de découvrir des itemsets
fréquents, à savoir les approches spécialisées et les approches déclaratives basées sur les contraintes.
Nous avons également présenté les différentes variantes de problème autour du problème de l’extraction
des itemsets fréquents. En étudiant les approches déclaratives pour l’extraction des itemsets, un défi
majeur pour ces approches est relié au passage à l’échelle dû à la taille de l’encodage des grandes bases
de transactions. À cet égard, nous proposons de compresser l’encodage SAT pour la fouille des itemsets.
Dans le chapitre suivant, nous allons aborder la question de la fouille des motifs séquentiels.
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Le problème de la fouille de motifs séquentiels fréquents est l’une des tâches importantes en fouille
de données. Elle consiste à découvrir les sous-séquences qui apparaissent dans une base de séquences
avec une fréquence supérieure ou égale à un seuil spécifié par l’utilisateur. Ce problème peut être vu
comme une extension du problème de la fouille d'itemsets.

Dans ce chapitre, nous allons introduire le problème de la fouille de séquences et les différentes
techniques existantes pour sa résolution. Dans la section 3.1, nous décrivons brièvement les propriétés
des séquences et des bases séquentiels puis nous définissons le problème de la fouille de séquences.
Ensuite, la section 3.2 présente un aperçu autour de l’algorithmique utilisée pour résoudre le problème de
fouille de séquences. Enfin, dans la section 3.4 nous résumons les différentes extensions de la découverte
de motifs séquentiels fréquents.

3.1 Motifs séquentiels

Dans cette section, nous allons présenter les définitions et notations relatives aux séquences suivies
par quelques exemples illustratifs.

Nous considérons un ensemble fini et non vide d’items Ω. Nous rappelons qu’un itemset est défini
comme un ensemble fini d’items distincts X ⊆ Ω. Le cardinal d’un itemset est noté par |X|. Un itemset
X est un k-itemset s’il contient k items, c’est-à-dire sa taille est égale à k.

Commençons par la définition d’une séquence.

Une séquence est un tuple ordonné d’itemsets notée s = ⟨a1, a2, . . . , an⟩ sachant que aj ⊆ Ω
(1 ≤ j ≤ n).

Définition 35
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Par exemple, considérons la séquence ⟨{a, b, c}, {d}, {e, f}, {g, h, i}⟩ qui représente quatre
transactions effectuées par un client. Les items entre accolades représentent un ensemble
d'articles (itemset) achetés en même temps. Cette séquence indique qu'un client a acheté les
articles a, b et c en même temps, puis il a acheté l'article d, avant d'acheter les articles e et f en
même temps, et enfin l'achat g, h et i.

Exemple

Nous allons maintenant définir une dérivée d’une séquence : une sous-séquence.

Soit sa une sous-séquence de sb, c'est-à-dire sa ⊑ sb, si la séquence sa est contenue dans
la séquence sb. Une séquence sa = ⟨a1, . . . , an⟩ est dite contenue dans une autre séquence
sb = ⟨b1, . . . , bm⟩ s'il existe des entiers 1 ≤ i1 < i2 < · · · < in ≤ m tel que ak ⊆ bik
(1 ≤ k ≤ n).
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Soit sa = ⟨{a}, {e}, {g, i}⟩ et sb = ⟨{a, b, c}, {d}, {e, f}, {g, h, i}⟩ deux séquences. sa est
une sous-séquence de sb car {a} ⊆ {a, b, c}, {e} ⊆ {e, f} et {g, i} ⊆ {g, h, i}. Par contre la
séquence ⟨{a}, {b}⟩ n’est pas une sous-séquence de ⟨{a, b}⟩.

Exemple

Nous rappelons maintenant quelques éléments en lien avec la fouille de séquences.

Une séquence s = ⟨a1, a2, . . . , an⟩ est dite k-séquence si elle contient k items.

Définition 37

Par exemple, la séquence ⟨{a, b, c}, {d}, {e, f}, {g, h, i}⟩ contient 9 items alors c’est une 9-
séquence.

Exemple

Une base de données de séquences ∆ est un ensemble de tuples (sid, s), où sid est un identi-
fiant de séquence et s est une séquence.

Définition 38
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Nous utilisons Sid(∆) = {sid|(sid, s) ∈ ∆} pour exprimer l’ensemble des identifiants de séquences
associé à la base de données de séquences ∆. Nous notons également les itemsets non singletons dans ∆
par Siset(∆) =

⋃
(sid,s)∈∆{a|a ∈ s, |a| ≥ 2}.

Considérons la base de données des séquences ∆1 présentée dans la table 3.1 et définie sur l’ensemble
des items Ω = {a, b, c, d, e, f, g}.

sid Séquence
1 ⟨{a, b}, {c}, {d, e}, {f}, {g}⟩
2 ⟨{b, c}, {a}, {d}, {e, f, g}⟩
3 ⟨{b}, {c}, {d, e}, {f}⟩
4 ⟨{b}, {d, e}, {f}⟩

TABLE 3.1 – Exemple de base de séquences ∆1.

Le support d’une séquence est défini par :

Le support d’une séquence sa dans une base de données de séquences ∆ est le nombre
de séquences dans la base contenant la séquence sa, c’est-à-dire support∆(sa) =
|{(sid, s)|(sid, s) ∈ ∆ ∧ (sa ⊑ s)}|.
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Soit s = ⟨{a}, {e}⟩. Le support de s dans la base de séquences présenté dans la table 3.1 est
support∆1(s) = 2.

Exemple

Une autre représentation du support d’une séquence sa communément utilisé dans la littérature est
appelé support relatif, qui est égal au pourcentage du nombre de séquences contenant la séquence sa
dans la base de séquences, c’est-à-dire support∆(sa) =

|{(sid,s)|(sid,s)∈∆∧(sa⊑s)}|
|∆| .

Notons qu’une seule occurrence d’une séquence est considérée dans un tuple d’une base de
séquences pour le calcul du support. Par exemple la séquence ⟨{b}⟩ n’est prise en compte
qu’une seule fois dans la séquence ⟨{a}, {b}, {b, c}, {d}, {b}⟩.

Remarque

La fouille de motifs séquentiels, notée par SPM (Sequential Pattern Mining), a pour objectif de dé-
couvrir toutes les sous-séquences fréquentes dans une base de données de séquences. Une séquence sa
est appelée un motif séquentiel fréquent ou une séquence fréquente si le support de la séquence sa satis-
fait un seuil minimum de support λ, c’est-à-dire si support∆(sa) ≥ λ. Ce seuil minimum de support λ
est un entier positif prédéfini par l’utilisateur. Il permet d’évaluer si un motif est intéressant pour l’uti-
lisateur. Un motif séquentiel fréquent représente la corrélation entre les tuples de la base de données de
séquences ∆.
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Soit λ = 2, s = ⟨{a}, {e}⟩ une séquence fréquente dans la base de séquences de l’exemple
3.1 car support∆1(s) ≥ 2.

Exemple

La tâche de la fouille de séquences est considérée comme un problème d’énumération. Son but est
d’énumérer tous les motifs avec un support supérieur ou égal au seuil minimum de support fixé par
l’utilisateur. Cette énumération de motifs peut être définie comme suit :

Le problème de fouille de motifs séquentiels est le problème d’énumération de l’ensemble de
séquences fréquentes, c’est-à-dire SPM(∆, λ) = {s|s ⊑ I ∧ support∆(s) ≥ λ}.
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Motifs séquentiels Support
⟨{b}⟩ 4
⟨{c}⟩ 3
⟨{d}⟩ 4
⟨{e}⟩ 4
⟨{f}⟩ 4
⟨{b}, {d}⟩ 4
⟨{b}, {e}⟩ 4
⟨{b}, {f}⟩ 4
⟨{c}, {d}⟩ 3
⟨{c}, {e}⟩ 3
⟨{c}, {f}⟩ 3
⟨{d, e}⟩ 3
⟨{d}, {f}⟩ 4
⟨{e}, {f}⟩ 3
⟨{b}, {d, e}⟩ 3
⟨{b}, {d}, {f}⟩ 4
⟨{b}, {e}, {f}⟩ 3
⟨{c}, {d}, {f}⟩ 3
⟨{d, e}, {f}⟩ 3
⟨{b}, {d, e}, {f}⟩ 3

TABLE 3.2 – Motifs séquentiels trouvés dans la base de séquences ∆1.

La table 3.2 illustre l’ensemble de motifs séquentiels fréquents trouvés dans la base représentée dans
la table 3.1. Le seuil de minimum support spécifié λ est de 75%.

Pour explorer l’espace de recherche des motifs séquentiels à l’aide des algorithmes de fouille de
séquences, deux manipulations basiques sont effectuées sur les séquences permettant d’étendre une sé-
quence par un item : l’extension de séquence (S-Extension) et l’extension d’itemset (I-Extension). Ces
opérations sont utilisées pour générer une (k + 1)-séquence à partir d’une k-séquence.

Soit la séquence sa = ⟨a1, a2, . . . , an⟩ définie comme un préfixe de la séquence sb = ⟨b1, . . . , bm⟩,
si n ≤ m, a1 = b1, a2 = b2, . . . , an−1 = bn−1 et an est égale au premier |an| items de la séquence bn
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selon l’ordre lexicographique⪯. L’ajout d’un item à la séquence sous forme d’un nouvel itemset conduit
à une extension de la séquence.

Une séquence sa obtenue avec une S-Extension est une séquence sb admettant la séquence sa
comme un préfixe et un item x qui apparaît dans un itemset {x} après tous les itemsets de
la séquence sa, c’est-à-dire sb est une S-Extension de la séquence sa = ⟨a1, a2, . . . , am⟩, si
sb = ⟨a1, a2, . . . , am, {x}⟩.
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Soit s = ⟨{a}⟩ une séquence. s′ = ⟨{a}, {b}⟩ est une S-Extension de la séquence s avec
l’item b.

Exemple

Dans l’autre cas, l’insertion d’un item à la fin du dernier itemset dans la séquence à étendre conduit
à une extension d’itemset.

Une séquence obtenue avec une I-extension est une séquence sc, si sa est un préfixe de sc avec
un item x joint au dernier itemset de la séquence sa, c’est-à-dire sc est une I-Extension de la
séquence sa = ⟨a1, a2, . . . , am⟩ avec un item x, si sc = ⟨a1, a2, . . . , am ∪ {x}⟩
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Soit s = ⟨{a}⟩ une séquence. s′ = ⟨{a, b}⟩ est une I-Extension de la séquence s avec l’item
b.

Exemple

Nous avons défini formellement dans cette section le problème de la fouille de séquences et les
diverses propriétés et caractéristiques des séquences. La section suivante traite les différentes approches
de la fouille de séquences.

3.2 Approches de la fouille de séquences

Dans cette section, nous présentons dans un premier temps un aperçu des principales techniques em-
ployées par les algorithmes de recherche de motifs séquentiels. Afin d’extraire efficacement les motifs
séquentiels, il est nécessaire de développer des algorithmes qui réduisent efficacement l’espace de re-
cherche en évitant l’exploration entière de l’espace de recherche pour toutes les séquences possibles. Ce
qui peut réduire considérablement l’espace de recherche. Récemment, une variété d’algorithmes SPM ont
été proposés. Tous ces algorithmes de recherche de motifs séquentiels nécessitent une base de données de
séquences ∆ et un seuil minimum de support λ en entrée et fournissent une liste de motifs séquentiels fré-
quents comme sortie. Il est important de noter que pour une base de données de séquences et une certaine
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valeur de seuil minimum de support, il n’y a toujours qu’une seule réponse correcte à une tâche d’extrac-
tion de motifs séquentiels. Partant de ce fait, si tous les algorithmes d’extraction de motifs séquentiels
sont exécutés avec les mêmes paramètres sur la même base de données, ils renverront la même collection
de motifs séquentiels. Par cette raison, la différence entre les divers algorithmes ne réside pas dans leur
résultat, mais dans la manière dont ils trouvent les motifs séquentiels. Pour rechercher efficacement les
motifs séquentiels, plusieurs algorithmes utilisent une variété de stratégies et de formats de données. Par
conséquent, certains algorithmes sont plus efficaces que d’autres. En général, nous pouvons distinguer
deux grandes familles d’approches utilisées dans les algorithmes du problème de la fouille de séquences.
La première concerne les algorithmes basés sur l’approche « générer et élaguer ». La deuxième approche
est basée sur l’approche de croissance de motifs « pattern-growth ». Ces approches diffèrent également
dans leurs méthodes d’exploration de l’espace de recherche. Certains algorithmes utilisent la recherche
en largeur et d’autres effectuent une recherche en profondeur.

Fouille
de

séquences

Approche
générer-élaguer

Approche
pattern-growth

FIGURE 3.1 – Approches de la fouille de séquences

La figure 3.1 illustre les classes des principales approches de la fouille de séquences.
La grande majorité des algorithmes de la fouille de motifs séquentiels appartiennent à la première

classe d’algorithmes (c’est-à-dire les méthodes basées sur l’approche générer-élaguer). Ces algorithmes
sont basés sur un paradigme de génération et d’élagage de candidats décrit dans la fouille de règles d’as-
sociation [2] et principalement fondé sur le principe d’Apriori [3], qui affirme que tout sur-motifs d’un
motif non-fréquent ne peut pas être fréquent. Ces approches ont le problème de produire de manière
répétée un nombre énorme de séquences candidates et de balayer la base de données pour conserver les
informations sur le nombre de support pour ces séquences tout au long de chaque itération de l’algo-
rithme, ce qui rend leur coût de calcul très élevé.

Partant de ce fait, une nouvelle approche a été proposé pour résoudre les problèmes de l’approche
générer-élaguer. Cette méthode est basée sur le paradigme de croissance de motifs (pattern-growth) et
exploite le principe de diviser pour régner pour une extraction efficace des motifs séquentiels. Dans le
cas de cette approche, une nouvelle représentation de la base de séquences différente de la représenta-
tion verticale ou horizontale est considérée. Dans l’approche pattern-growth, la base de séquences est
projetée de manière récursive sur un ensemble de bases de données plus petites basées sur les motifs
séquentiels actuels. En explorant uniquement les segments locaux fréquents [58], des motifs sont déve-
loppés dans chaque base de données de projection. La base de séquences divisée en une collection de
bases de données projetées plus petites permet de réduire continuellement l’espace de recherche à par-
courir. Le paradigme de pattern-growth élimine la nécessité des étapes de génération et d’élagage des
candidats que l’on retrouve dans les algorithmes basés sur Apriori.

L’extraction de motifs séquentiels fréquents offre un large éventail d’applications. Néanmoins, elle
présente certaines limites pour des applications particulières. Plusieurs extensions ou variantes du pro-
blème de la découverte de motifs séquentiels fréquents ont été proposées pour surmonter ce problème.
Ces extensions ont élargi le sujet de l’extraction des séquences fréquentes en utilisant une représentation
condensée de motifs telle que les motifs séquentiels fermés et maximaux, des motifs séquentiels multi-
niveaux et multi-dimensionnels, des méthodes incrémentales, des méthodes approximatives, l’extraction
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de top-k motifs séquentiels.
Nous allons maintenant nous intéresser à la classe des algorithmes qui utilisent l’approche générer et

élaguer.

3.2.1 Approche générer et élaguer

Une approche naïve d’extraction de motifs séquentiels consiste à générer toutes les sous-séquences
possibles dans la base de séquences. L’ensemble de sous-séquences possibles est très important car une
k-séquence contient 2k−1 sous -séquences. Ensuite, l’approche calcule le support de séquences générées
et élimine les séquences non-fréquentes. Cependant, une telle approche naïve est inefficace en termes de
temps et de mémoire utilisés car le nombre de sous-séquences peut être très important. Pour résoudre
ce problème d’explosion de l’espace de recherche, les premières propositions ont utilisé une approche
« générer et élaguer » permettant de réduire l’espace de recherche durant l’extraction des motifs. Cette
approche est basée sur le paradigme d’Apriori. Un motif non-fréquent est éliminé afin de ne pas générer
ses sur-séquences puisqu’ils seront non-fréquents. La première étape de cette approche est la génération
des motifs candidats. La seconde étape consiste à calculer le support de l’ensemble des motifs candidats.
Plus précisément, l’élagage de l’espace de recherche consiste à éliminer les séquences non-fréquentes
de l’ensemble des motifs candidats. Cette approche génère de nouveaux candidats à partir des motifs
résultant de l’étape de l’élagage et s’arrête lorsqu’il n’y a aucun motif candidat généré.

Différentes méthodes ont été utilisées pour représenter une base de séquence. Nous focalisons dans
un premier temps sur les algorithmes de la méthode de représentation horizontale.

Recherche en largeur avec une représentation horizontale

Une représentation horizontale de la base de séquences est présentée dans la table 3.1. Cette repré-
sentation est utilisée pour élaguer l’espace de recherche en largeur.

L’algorithme GSP (Generalized Sequential Patterns)

En 1995, Srikant et Agrawal ont proposé une série d’algorithmes qui ont introduit le problème de
motifs séquentiels [1]. Deux algorithmes spéciaux utilisés pour extraire des motifs séquentiels maximaux
sont AprioriSome et DynamicSome, et l’algorithme AprioriAll utilisé pour la découverte de tous les
motifs séquentiels, qui est une adaptation de l’algorithme Apriori pour les itemsets. En 1996, les mêmes
auteurs ont également proposé un algorithme appelé GSP (Generalized Sequential Patterns)[119], qui
utilise une base de séquences en format horizontal.

GSP est un algorithme pionnier pour la résolution de la problématique de la fouille de séquences.
Cet algorithme est une amélioration des premières propositions d’algorithmes pour l’extraction de motifs
séquentiels et qui est basé sur l’algorithme Apriori. L’algorithme GSP génère des séquences candidates
en fonction de leurs tailles. Ces candidats sont évalués pour éliminer ceux qui ne sont pas fréquents. Par
conséquent, GSP est classé comme un algorithme basé sur la technique générer-élaguer et il procède par
une recherche en largeur d’abord. L’algorithme 11 décrit l’algorithme GSP.

Dans un premier balayage de la base de séquences, l’algorithme GSP calcule les 1-séquences fré-
quentes et les attribue à F1 (ligne 1), c’est-à-dire qu’à la fin du premier balayage que GSP détermine les
items fréquents qui respectent le seuil minimum de support λ en fonction de l’occurrence de chaque item
dans la base de séquences. Le processus est itéré en calculant les motifs séquentiels fréquents de taille
k, noté (Fk), à partir des séquences de taille k − 1 noté (Fk−1) (lignes 2-8). Au début de k-ième itéra-
tion, l’algorithme GSP initialise l’ensemble des k-séquences fréquentes Fk par l’ensemble vide (ligne 3).
Chaque itération se compose de deux étapes importantes correspondant aux deux fonctions suivantes :
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Algorithm 11: GSP Algorithm
Data: ∆ : Sequence database, λ : Minimal frequency threshold
Result: The set of all frequent sequences

1 F1 ← {frequent 1-sequence};
2 for (k = 2 ; Fk−1 ̸= ∅ ; k ++) do
3 Fk ← ∅ ;
4 Ck ← genCandidates(Fk−1) ;
5 for (c ∈ Ck) do
6 freq(c)← compSupports(c,∆);
7 if (freq(c) ≥ λ) then
8 Fk ← Fk ∪ {c} ;
9 return (

⋃
k Fk) ;

génération de candidats et calcule de support. Afin de préciser le fonctionnement de GSP en détail, nous
décrivons ces deux phases essentielles dans l'algorithme :

— genCandidates : les séquences candidates Ck sont générées en joignant les (k − 1)-séquences
fréquentes si possible (ligne 4). L’objectif de cette étape est de générer le moins de candidats
possibles tout en maintenant la complétude de l’algorithme. Cette jointure nécessite que chaque
séquence fréquente s de Fk−1 se joint à d’autres séquences s′ de Fk−1 si les k−2 derniers items de
s sont les mêmes que les k−2 premiers items de s′. Par exemple, si l’ensemble de séquences fré-
quentes F2 est égal aux quatre séquences suivantes : ⟨{a}, {b}⟩, ⟨{a}, {c}⟩, ⟨{b}, {c}⟩, ⟨{b, c}⟩.
Pour obtenir des 3-séquences fréquentes, chaque 2-séquence fréquente doit se joindre avec les
autres 2-séquences qui ont le même dernier item avec ceux qui ont cet item en premier. La sé-
quence s = ⟨{a}, {b}⟩ se joint à s′ = ⟨{b}, {c}⟩ puisque le dernier item de s correspond au pre-
mier item de s′, dans ce cas la séquence candidate résultante ⟨{a}, {b}, {c}⟩ est une S-Extension.
La séquence s peut être étendue également avec la séquence ⟨{b, c}⟩ pour former la séquence
candidate ⟨{a}, {b, c}⟩ avec une I-extension. La figure 3.2 illustre un exemple de génération de
3-séquences candidates. Il n’y a plus de séquences correspondantes à joindre dans F2. Ensuite,
l’algorithme itère sur l’ensemble des k-séquences candidates, noté Ck (ligne 5).

⟨{a}, {b}⟩
⟨{b}, {c}⟩

⟨{a}, {b}, {c}⟩
(a) S-Extension

⟨{a}, {b}⟩
⟨{b, c}⟩

⟨{a}, {b, c}⟩
(b) I-Extension

FIGURE 3.2 – Exemple de génération de 3-séquences candidates

— compSupport : durant cette fonction, la base de données est analysée pour trouver les supports
de chaque k-séquence candidate c dans (Ck) afin de trouver des k-séquences fréquentes (Fk)
(ligne 6). La ligne 7 sert à vérifier par la suite si une k-séquence candidate c est fréquente. Une
k-séquence candidate ayant un support supérieur ou égal au support minimum λ est ajoutée à
l’ensemble Fk (ligne 8). Par conséquent, une k-séquence ayant un support inférieur au seuil
minimum de support est éliminée. L’ensemble des k-séquences fréquentes (Fk) est utilisé dans
l’itération suivante afin de générer les (k+1)-séquences candidates.

L’algorithme retourne à la fin l’ensemble extrait des motifs séquentiels fréquents (ligne 9).
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Recherche en profondeur avec une représentation verticale

Une base de séquences peut être vue en format vertical converti à partir d’une base de séquences ho-
rizontale. Une représentation verticale de la base indique les positions d’itemset où l’item apparaît dans
une séquence. La figure 3.3 illustre une représentation verticale de la base de séquences représentée hori-
zontalement dans 3.1. Généralement, cette représentation est utilisée pour élaguer l’espace de recherche
en profondeur. Un ensemble de listes de positions « poslists » pour chaque item x forme une représen-
tation verticale de la base de données d’entrée. D’une manière générale, étant donné une k-séquence r,
sa poslist L(r) suivra la position du dernier item r[k] dans chaque séquence de la base de données. Le
support de la séquence r n’est que le nombre de séquences différentes dans lesquelles r apparaît.

a

SID itemsets

1 1

2 2

3

4

b

SID itemsets

1 1

2 1

3 1

4 1

c

SID itemsets

1 2

2 1

3 2

4

d

SID itemsets

1 3

2 3

3 3

4 2

e

SID itemsets

1 3

2 4

3 3

4 2

f

SID itemsets

1 4

2 4

3 4

4 3

g

SID itemsets

1 5

2 4

3

4

FIGURE 3.3 – Représentation verticale de la base de séquences ∆1

L’algorithme SPAM (Sequential Pattern Mining)

En 2002, Ayres et al. ont proposé l’algorithme SPAM [13]. Cet algorithme est la première approche
pour extraire de motifs séquentiels à l’aide d’une stratégie de recherche en profondeur. Par conséquent,
comparé à la stratégie de recherche en largeur consistant à produire d’abord tous les motifs de longueur
un, puis tous les motifs de longueur deux, et ainsi de suite. Cet algorithme produit des motifs séquentiels
de différentes tailles. De plus, SPAM est un algorithme différent des autres approches car il utilise une
représentation binaire de la base de séquences. Le pseudo-code de SPAM est présenté dans l’algorithme
12. Il effectue un premier balayage de la base de données pour construire un vecteur de bits pour chaque
item. Dans ce vecteur, chaque bit représente une séquence de la base. Si l’item existe dans la séquence,
le bit correspondant est mis à 1. L’algorithme SPAM utilise deux processus pour générer des motifs
séquentiels candidats (S-Extension et I-Extension). En bref, afin d’étendre une séquence avec un item,
l’algorithme applique la fonction booléenne AND entre la représentation binaire de la k-séquence et la
représentation binaire de l’item à ajouter dans la séquence pour générer une (k+1)-séquence sous forme
de vecteur binaire également. Cette représentation permet d’améliorer efficacement le calcul du support.

L’algorithme SPADE

En 2001, Zaki et al. [144] ont proposé L’algorithme SPADE qui est inspiré de l’algorithme Eclat[145]
pour l’extraction des itemsets fréquents. Cet algorithme utilise une représentation verticale de la base de
séquences différemment aux premières approches GSP et AprioriAll. Chaque item i a un ensemble de
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Algorithm 12: SPAM Algorithm
Data: ∆ : Sequence database, λ : Minimal frequency threshold
Result: The set of all frequent sequences

1 Scan SDB to create V(SBD) and identify F1, the list of frequent items ;
2 for s ∈ F1 do
3 SEARCH(⟨s⟩, F1, {e ∈ F1|e ≻lex s}, λ) ;
4 Function SEARCH(pat, Sn, Iv, λ) :
5 Output pattern pat ;
6 Stemp ← Itemp ← ∅ ;
7 for j ∈ Sn do
8 if the S-Extension of pat is frequent then
9 Stemp ← Stemp ∪ {i} ;

10 for j ∈ Stemp do
11 SEARCH (the S-Extension of pat with j, Stemp{e ∈ Stemp | e ≻lex j}, λ) ;
12 for j ∈ In do
13 if the I-extension of pat is frequent then
14 Itemp ← Itemp ∪ {i} ;
15 for j ∈ Itemp do
16 SEARCH (the I-extension of pat with j, Stemp {e ∈ Itemp | e ≻lex j}, λ) ;
17 End Function

tuples noté L(i). Cet ensemble est formé d’une paire ⟨SID, pos(i)⟩. pos(s) est un ensemble des positions
de l’item i dans la séquence SID. Nous notons l’ensemble de tuples d’un item par L(i). Par consé-
quent, la liste des ensembles de tuples de chaque item forme une représentation verticale de la base de
séquences P . D’une manière générale, une k-séquence s maintient l’ensemble des positions du dernier
item k de la séquence s également dans un ensemble de tuples L(r). Cette transformation de la base
permet de calculer le support d’une séquence s plus efficacement, qui est égal au nombre de séquences
différentes dans lesquelles s apparaît, c’est-à-dire support∆(s) = |L(s)|. L’algorithme 13 présente le
pseudo-code de SPADE. Un processus est répété pour chaque séquence sa dans la base de séquences
P (ligne 2), l’algorithme affecte ces séquences à l’ensemble de séquences fréquentes (ligne 3). Ensuite,
la linge 6 sert à faire une jointure entre chaque séquence sb, dans l’ensemble P , qui sont dans la même
classe d’équivalence, de cette manière SPADE génère comme candidats toutes les extensions possibles
du préfixe sa sans balayer de nouveau la base de séquence. Plus précisément une séquence candidate est
obtenue seulement s’il y a une intersection entre les identifiants de séquences de sa et sb avec l’ordre
entre les identifiants de position pos(sa[k]) et pos(sb[k]) (ligne 7). Par exemple, soit deux k-séquence
sa et sb avec un préfixe commun de taille (k-1), sa est étendue avec le k-ième item de la séquence sb.
La ligne 8 vérifie si le support de la nouvelle séquence sab respecte le seuil minimum de support alors le
triplet de cette séquence est affecté à un ensemble Pa. Une fois que l’étape de jointure est finie, si l’en-
semble des séquences jointes Pa est non vide, SPADE procède la prochaine itération k + 1 en utilisant
comme base les tuples de séquences résultantes de Pa (ligne 11). L’algorithme s’arrête dans le cas où
l’ensemble de Pa est vide, c’est-à-dire s’il n’y a aucune jointure possible.

L’utilisation d’une base de séquences en format vertical offre l’avantage d’employer différentes stra-
tégies d’exploration de l’espace de recherche soit en largeur ou en profondeur.
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Algorithm 13: SPADE Algorithm

1 Initial Call : F ← ∅, k ← 0, P ← {⟨s, L(s)⟩|s ∈ Ω, support∆(s) ≥ λ}
Data: P : vertical sequence database, λ : Minimal frequency threshold, F : Frequents

sequences, k : level
Result: The set of all frequent sequences

2 for sa ∈ P do
3 F ← F ∪ {(sa, support∆(sa))} ;
4 Pa ← ∅ ;
5 for sb ∈ P do
6 sab = sa + sb[k] ;
7 L(sab) = L(sa) ∩ L(sb) ;
8 if support∆(sab) ≥ λ then
9 Pa ← Pa ∪ {⟨sab, L(sab)⟩} ;

10 if Pa ̸= ∅ then
11 SPADE(Pa, λ, F , k+1) ;

3.2.2 Approche pattern growth

Les algorithmes de croissance de motifs sont un autre type d’algorithme essentiel pour la découverte
de motifs séquentiels, en plus des approches de recherche générer-élaguer en largeur et des algorithmes
verticaux. Ces algorithmes de croissance de motifs sont des algorithmes de recherche en profondeur qui
ont été proposés pour remédier à un défaut des algorithmes précédemment cités, qui consiste à générer
des motifs candidats qui peuvent ou non exister dans la base de données.

Les algorithmes de croissance de motifs évitent ce problème en scannant récursivement la base de
données pour ne trouver que les motifs présents dans la base de données. Cependant, l’analyse de la base
de données peut être coûteuse. Des approches basées sur des algorithmes de croissance de motifs ont
développé le concept de base de données projetée pour réduire le coût des analyses de bases de données
[60, 100, 101].

Recherche en profondeur avec représentation de projection

La projection de la base de données peut être effectuée seulement sur les items fréquents. La table
3.3 correspond à la projection de la base de séquences ∆1 sur l’item c.

sid Séquence
1 ⟨{d, e}, {f}, {g}⟩
2 ⟨{b, _}, {a}, {d}, {e, f, g}⟩
3 ⟨{d, e}, {f}⟩
4 ⟨{b}, {d, e}, {f}⟩

TABLE 3.3 – Base de séquences de projection de l’item c.

FreeSpan (Frequent pattern projected Sequential pattern mining)

Dans [59], les auteurs ont proposé l’algorithme FreeSpan en s’inspirant de l’algorithme FPGrowth[58].
Cet algorithme est à l’origine d’autres recherches sur la projection de bases de données afin d’extraire
de motifs séquentiels fréquents. L’idée générale de l’algorithme consiste à projeter récursivement la base
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de séquences sur plusieurs sous-bases basé sur des items fréquents. Ces bases de projection sont plus
petites ce qui rend l’énumération des motifs séquentiels plus pratique et plus facile. De plus, l’utilisation
de l’approche de croissance de motifs permet de réduire la génération de sous-séquences candidates. Si
un itemset X est non fréquent alors toute séquence dont l’itemset projeté est un sur-ensemble de X qui
ne peut pas former un motif séquentiel, d’après une propriété de FreeSpan.

PrefixSpan

L’algorithme PrefixSpan proposé dans [102] est également basé sur le concept de projection de la
base de données récursive. Les auteurs ont amélioré leur algorithme FreeSpan en définissant un ordre
lexicographique entre les items pour éviter de générer des motifs en double. L’objectif principal est de
réduire le nombre de motifs candidats générés. Pour atteindre cet objectif, PrefixSpan fournit une ana-
lyse des préfixes communs. La première opération de PrefixSpan consiste à analyser la base de données
des séquences originales pour calculer le support des items et de trouver les items fréquents. Sur la base
de cette analyse, l’algorithme construit des sous-bases de données qui sont des projections de la base
d’origine dérivées à partir des préfixes identifiés. Une base de projection d’un préfixe est l’ensemble
de séquences dont le motif préfixe apparaît, et tous les items ou itemsets qui existent avant que le mo-
tif préfixe n’apparaisse pour la première fois seront éliminés, c’est-à-dire la base de projection contient
seulement les sous-séquences suffixes. Par la suite, PrefixSpan analyse la base projetée et calcule le sup-
port de différents items appartenant à cette base pour développer le motif séquentiel en I-Extension ou
S-Extension, pour chaque base. L’approche de croissance de motifs employée dans l’algorithme Pre-
fixSpan sert à explorer seulement les motifs existant dans la base contrairement à de nombreux autres
algorithmes de fouille de motifs séquentiels. Cependant, PrefixSpan et d’autres algorithmes de croissance
de motifs ont l’inconvénient de prendre beaucoup de temps pour analyser de manière répétée la base de
données et créer des projections de base de données. En outre, si elle n’est pas mise en œuvre correcte-
ment, la création de projections de base de données peut consommer une grande quantité de mémoire,
car dans le pire des cas, elle nécessite de copier presque toute la base de données pour chaque projection
de base de données. Afin de surmonter ce problème, PrefixSpan emploie une technique d’optimisation
« pseudo-projection ». Plus précisément, cette technique consiste à remplacer chaque séquence par un
pointeur vers la séquence. Par conséquent, le coût de temps d’exécution et de mémoire est optimisé.

Dans cette section, nous avons présenté deux types principaux des algorithmes de fouille de sé-
quences, des algorithmes basés sur le principe générer-élaguer qui effectuent la génération de candidats
en utilisant une représentation horizontale de la base de séquences comme AprioriAll et GSP, des algo-
rithmes de recherche en profondeur qui effectue la génération de candidats en utilisant une représentation
verticale de la base de séquences comme SPADE, SPAM. Le deuxième type concerne des algorithmes
basés sur le paradigme pattern-growth tel que FreeSpan et PrefixSpan. Dans la section suivante, nous
présenterons d’autres variations du problème de la fouille de séquences fréquentes.

3.3 Représentations condensées

Dans cette section, nous allons introduire des représentations condensées proposées pour les motifs
séquentiels tels que les motifs séquentiels fermés, maximaux et générateurs.

Motifs séquentiels fermés

Les techniques d’extraction de motifs séquentiels discutée dans la section précédente fonctionnent
bien dans les bases de données contenant des séquences fréquentes courtes. Cependant, les performances
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de ces algorithmes se dégradent lorsque la fouille de séquences concerne de longues séquences fréquentes
ou lorsque des valeurs de seuil minimum de support très faibles sont utilisées. En s’appuyant sur les
recherches d’extraction d’itemsets fermés, les chercheurs ont proposé d’étendre les motifs séquentiels
fréquents au sujet des motifs séquentiels fermés avec des algorithmes efficaces comme CloSpan [135] et
Bide [131].

Une représentation condensée des motifs séquentiels fréquents est les motifs séquentiels fermés qui
n’ont pas de sur-ensembles ayant le même support. Le problème de l’extraction des motifs séquentiels
fermés est formellement défini de la manière suivante :

Le problème de la fouille des motifs séquentiels fermés, noté par CSM(∆, λ), consiste à
énumérer tous les motifs séquentiels fermés. C’est-à-dire CSM(∆, λ) = {sa|sa ∈ SPM ∧
∄sb ∈ SPM telque sa ⊏ sb ∧ support∆(sa) = support∆(sb)}

Définition 43

Considérons la base de séquences ∆1 et λ = 75%, les motifs séquentiels fermés sont :
{⟨{b}, {e}⟩ : 4, ⟨{c}, {e}⟩ : 3, ⟨{b}, {d}, {f}⟩ : 4, ⟨{c}, {d}, {f}⟩ : 3, ⟨{2}, {d, e}, {f}⟩ :
3 }.

Exemple

Le premier algorithme CloSpan (Closed Sequentiel pattern mining)[135] est une extension de l’al-
gorithme PrefixSpan. CloSpan est construit sur le concept de croissance de motifs séquentiels. Il extrait
efficacement les motifs séquentiels fermés en fouillant les parties partagées des bases de données pro-
jetées pendant le processus d’extraction et de l’élagage de tout espace de recherche redondant, ce qui
améliore considérablement l’efficacité de l’extraction. L’idée derrière cette approche est de stocker les
séquences générées d’abord dans un arbre de séquences lexicographique en utilisant les mécanismes
I-Extention et S-extension et ensuite extraire toutes les séquences fréquentes (fermées et non fermées).

CloSpan introduit une condition d’élagage de l’espace de recherche tout au long de ce processus
d’extraction : lorsqu’il identifie deux bases de données projetées à base du même préfixe, il peut cesser
d’étendre ce préfixe, il s’agit d’un processus d’élagage des bases de données projetées équivalentes.
Les auteurs démontrent que comparer les tailles de deux bases de données de projections permet de
déterminer si les deux bases de données de projection sont identiques pour deux séquences dont l’une
est une sous-séquence de l’autre.

Dans le deuxième algorithme Bide (BI-Directional Extension)[131], les motifs séquentiels fermés
sont extraits sans avoir à maintenir les candidats. Cet algorithme propose un processus d’élagage plus
efficace car il vérifie la fermeture d’une séquence à l’aide d’une extension dans deux directions. L’ex-
tension vers l’avant (forward extension) est une extension traditionnelle I-Extension en ajoutant l’item
à la fin de l’itemset. La seconde direction de l’extension vers arrière (backward extension) est utilisée
également pour étendre la séquence, le nouvel item est situé au début de l’itemset ou entre deux autres
items. Dans le cas où une séquence ne pourrait pas être étendue vers l’avant ou vers l’arrière donc cette
séquence est fermée.

Des algorithmes récents pour l’extraction de motifs séquentiels fermés tels que Clasp [51], CloFast
[46] et CM-Clasp [41] utilisent une représentation verticale de la base de séquence. Par conséquent, ces
algorithmes sont plus performants que les algorithmes précédents.
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Motifs séquentiels maximaux

Les motifs séquentiels sont également étendus vers des motifs séquentiels maximaux. Les motifs
séquentiels maximaux sont des motifs séquentiels fréquents qui n’ont pas de sur-ensembles fréquents.
Le problème de l’extraction des motifs séquentiels maximaux est formellement défini de la manière
suivante :

Le problème de la fouille des motifs séquentiels maximaux, noté parMSM(∆, λ), consiste
à énumérer tous les motifs séquentiels maximaux. C’est-à-dire MSM(∆, λ) = {sa|sa ∈
SPM∧ ∄sb ∈ SPM telque sa ⊏ sb}

Définition 44

Considérons la base de séquences ∆1 et λ = 75%. Seulement trois motifs séquentiels
fréquents sont des motifs séquentiels maximaux : {⟨{c}, {e}⟩ : 3, ⟨{b}, {d, e}, {f}⟩ : 3,
⟨{c}, {d}, {f}⟩ :3 }.

Exemple

L’avantage de cette variation de motifs est qu’ils peuvent être utilisés pour acquérir tous les
motifs séquentiels fréquents sans balayer la base de données, mais leur support ne peut être
récupéré qu’en effectuant une analyse supplémentaire de la base de données [45].

Propriété 6

Pour l’extraction de motifs séquentiels maximaux, plusieurs algorithmes ont été proposés [45, 39, 49, 55,
91], notamment des algorithmes de recherche en largeur comme AprioriAdjust [91]), des algorithmes de
croissance de motifs tels que MaxSP [39] et des algorithmes verticaux (par exemple VMSP [45]). En
outre, des techniques approximatives telles que DIMASP [49] ont été présentées.

Motifs séquentiels générateurs

Des travaux ont également été menés pour l’extraction des motifs séquentiels générateurs. Ces motifs
sont l’ensemble de motifs séquentiels fréquents qui n’ont pas de sous-ensembles ayant le même support.
Le problème de l’extraction des motifs séquentiels générateurs est formellement défini de la manière
suivante :

Le problème de la fouille des motifs séquentiels générateurs, noté par GSM(∆, λ), consiste
à énumérer tous les motifs séquentiels générateurs. C’est-à-dire GSM(D, λ) = {sa|sa ∈
SPM∧ ∄sb ∈ SPM telque sb ⊏ sa ∧ support∆(sa) = support∆(sb)}

Définition 45
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Considérons la base de séquences ∆1 et λ = 75%. Les motifs séquentiels générateurs sont :
{⟨{c}⟩ : 3, ⟨{d, e}⟩ : 3, ⟨{5}, {6}⟩ : 3 }.

Exemple

De plus, les générateurs peuvent être combinés avec des motifs fermés pour générer des règles avec
un antécédent minimum et un conséquent maximum, ce qui permet de dériver la quantité maximale
d’informations sur la base à partir d’une quantité minimale d’informations [44]. GenMiner [90], FEAT
[48] et FSGP [136] sont des algorithmes de croissance de motifs pour l’extraction de motifs séquentiels
générateurs. Un algorithme plus récent nommé VGEN [44], qui étend l’algorithme CM-Spam, s’est
révélé plus performant que FEAT et FSGP.

3.4 Extensions

Les algorithmes basés sur la génération de candidats et les algorithmes de croissance de motifs pour
l’extraction de motifs séquentiels fréquents ont été couronnés de succès, les chercheurs sont encouragés
à étudier comment étendre ces méthodes pour gérer des tâches d’extraction de motifs plus complexes.

Dans cette section, nous allons introduire quelques extensions des méthodes d’extraction de motifs
séquentiels fréquents.

L’extraction de motifs séquentiels multidimensionnels est une extension intéressante du problème de
l’extraction de motifs séquentiels [38, 103, 117], qui considère une sorte de base de données de séquences
plus avancée dans laquelle chaque séquence peut être étiquetée avec une dimension ayant des valeurs
symboliques. Elle consiste à énumérer les motifs séquentiels liés à différentes valeurs de dimensions.

Cependant, certains travaux mettent en évidence l’une des limites des algorithmes conçus pour l’ex-
traction des motifs séquentiels à partir des bases de séquences statiques. Ces algorithmes sont destinés à
être appliqués une seule fois à une base de données de séquences pour obtenir des motifs. Si la base de
données est ensuite mise à jour, les algorithmes doivent être réexécutés pour récupérer les motifs mis à
jour. Cette méthode est inefficace car, de temps en temps, seules des modifications mineures sont appor-
tées à une base de données qui ne nécessitent pas de relancer la recherche de motifs. Plusieurs techniques
d’extraction de motifs séquentiels incrémentaux ont été développées pour résoudre ce problème[63].

Les algorithmes d’extraction de flux comme IncSPAM [63], SPEED[106], eISeq [23] sont une forme
d’algorithme incrémental qui a été conçu pour extraire des motifs séquentiels dans un flux de séquences
éventuellement infini [23, 63, 106]. Des algorithmes ont également été conçus pour extraire des motifs
séquentiels maximaux comme SPEED [106] et de motifs séquentiels fermés dans des flux de données
tels que l’algorithme Seqstream [25].

Une autre extension de l’exploration de motifs séquentiels qui est l’extraction de motifs séquentiels
top-k [43]. Il s’agit de découvrir les k motifs séquentiels les plus fréquents dans une base de données
de séquences. Ce problème est intéressant car il est souvent difficile pour les utilisateurs n’ayant aucune
connaissance préalable de la base de données d’établir le seuil minimum de support en utilisant les
algorithmes typiques de fouille de motifs séquentiels. Si le seuil minimum de support est trop faible, trop
de motifs peuvent être trouvés, ce qui rend les algorithmes très lents. Dans l’autre cas si le seuil minimum
de support est trop élevé, trop peu de motifs peuvent être trouvés. Des techniques sont proposées pour la
découverte de motifs séquentiels top-k surmontent ce problème en permettant aux utilisateurs de spécifier
directement la quantité de motifs k à découvrir plutôt que de leur permettre de configurer l’option du seuil
minimum de support.
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3.5. Conclusion

Un autre axe de recherche se penche sur la découverte de motifs séquentiels pondérés. Cela permet
d’extraire des motifs séquentiels avec des poids (souvent dans l’intervalle [0,1]) attribués à chaque item
pour indiquer leur pertinence relative [22, 108, 141]. Le but de la découverte de motifs séquentiels pondé-
rés est de découvrir des motifs séquentiels qui ont un poids minimum. L’extraction de motifs séquentiels
pondérés a été étendue vers l’extraction de motifs séquentiels à haute utilité (High-utility sequential pat-
tern mining HUSPM), qui prend en compte non seulement le poids des items mais aussi leur quantité
dans les séquences [4, 7, 80, 137]. L’objectif de HUSPM est de trouver tous les motifs séquentiels qui
ont une utilité supérieure ou égale à un seuil minimum d’utilité dans une base de données de séquences.

Des algorithmes d’extraction de motifs séquentiels sont optimisés en intégrant des contraintes afin
de trouver des motifs plus intéressants et de réduire le nombre de motifs séquentiels trouvés [38, 99, 119,
62, 64].

Il existe deux méthodes possibles pour intégrer des contraintes. La première approche consiste à les
utiliser comme une étape de post-traitement sur l’ensemble de tous les motifs séquentiels pour filtrer les
motifs inintéressants. Cependant, l’un des inconvénients de cette stratégie est que l’énumération de tous
les motifs séquentiels peut prendre beaucoup de temps et une grande quantité de mémoire. La deuxième
approche consiste à intégrer les contraintes dans le processus d’extraction afin d’élaguer l’espace de
recherche.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit le problème de la fouille de séquences à partir de base de sé-
quences. Cela peut être considéré comme une extension de la fouille des itemsets. Ensuite, nous avons
étudié les approches principales utilisées dans les algorithmes permettant de trouver l’ensemble des mo-
tifs séquentiels fréquents. Enfin, nous avons présenté différentes variantes du problème de la fouille de
séquences.
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Chapitre 4

Vers un encodage compact des tâches
d’extraction d’itemset basé sur SAT
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Le problème de la fouille des itemsets a été modélisé et résolu à l’aide de la programmation par
contraintes (CP) et de la satisfiabilité propositionnelle (SAT). Dans ces deux modèles déclaratifs bien
connus, le problème est codé sous la forme d’un réseau de contraintes ou d’une formule propositionnelle.
Malheureusement, le passage à des données de grande taille reste un vrai challenge pour ces approches
dû à la taille de l’encodage. Dans ce chapitre, nous présentons notre contribution pour réduire la taille de
l’encodage basé sur SAT. Dans la section 4.1, nous proposons une représentation plus compacte de cet
encodage SAT en réécrivant certaines contraintes clés. Dans la section 4.2, nous prouvons que cette re-
formulation peut être exprimée comme un problème de compression de matrice booléenne. Ensuite, nous
proposons une approche gloutonne qui nous permet de réduire considérablement la taille de l’encodage.
Dans la section 4.3, nous fournissons des expérimentations de l’approche proposée.

4.1 Encodage Compact pour la fouille des itemsets

Dans cette section, nous proposons une amélioration de l’encodage basé sur SAT des tâches d’ex-
traction des itemsets. Jetons un coup d’œil à la contrainte de fermeture (2.8). Pour de grandes données
réelles, souvent |T | ≪ |Ω|. C’est-à-dire, le nombre d’items manquants dans chaque transaction est beau-
coup plus grand par rapport à ceux qui y apparaissent. Par conséquent, dans le pire des cas, le nombre
de clauses associées à la contrainte (2.8) avoisine |D| × |Ω|. De toute évidence, lorsque le nombre de
transactions est important, un tel nombre de clauses est la principale limitation de l’extensibilité des ap-
proches SAT pour la fouille des itemsets fréquents. En outre, les clauses de la contrainte de fermeture
peuvent être de grande taille, puisque pour pour un item a, nous devons considérer toutes les transactions
ne contenant pas a.

Pour faire face à cet important obstacle, nous proposons une amélioration de l’encodage basé sur la
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satisfiabilité propositionnelle décrit dans la section (2.2.2). Remarquons d’abord que la formule (2.4)

m∧
i=1

(¬qi ↔
∨
a̸∈Ti

pa)

peut être formulée de façon équivalente, en éliminant ↔, comme la conjonction des deux formules
suivantes (4.1) et (4.2) : ∧

a∈Ω

∧
i∈1...m | a̸∈Ti

(¬pa ∨ ¬qi) (4.1)

∧
Ti∈D

((
∨

i∈1...m | a̸∈Ti

pa) ∨ qi) (4.2)

La contrainte (4.1) relie chaque item à des transactions où il n’apparaît pas. Cette contrainte peut
également être reformulée comme un ensemble d’implications :∧

a∈Ω
(pa →

∧
i∈1...m | a̸∈Ti

¬qi) (4.3)

La contrainte (4.3) exprime que si pa est affecté à vrai, alors l’ensemble de toutes les variables boo-
léennes associées aux transactions Ti ne contenant pas a sont propagées à faux. Une première approche
pour réduire la taille de l’encodage consiste à détecter des sous-termes en (

∧
i∈1...m | a̸∈Ti

¬qi), le côté droit

des implications en (4.3), et l’introduction de variables auxiliaires pour représenter ces sous-termes. Pour
illustrer une telle méthode, reprenons l’exemple 2.1. Le sous-terme (¬q3 ∧ ¬q6 ∧ ¬q9) apparaît quatre
fois en (4.3).

pa → (¬q1 ∧ ¬q2 ∧ ¬q5 ∧ ¬q6 ∧ ¬q8 ∧ ¬q10)
pb → (¬q1 ∧ ¬q6 ∧ ¬q8)
pc → (¬q2 ∧ ¬q3 ∧ ¬q4 ∧ ¬q7 ∧ ¬q9)
pd → (¬q1 ∧ ¬q5 ∧ ¬q6 ∧ ¬q8)
pe → (¬q3 ∧ ¬q4 ∧ ¬q6 ∧ ¬q7 ∧ ¬q9)
pf → (¬q3 ∧ ¬q6 ∧ ¬q7 ∧ ¬q8 ∧ ¬q9)
pg → (¬q3 ∧ ¬q4 ∧ ¬q6 ∧ ¬q9)
ph → (¬q1 ∧ ¬q3 ∧ ¬q4 ∧ ¬q6 ∧ ¬q8 ∧ ¬q9)

Par conséquent, une nouvelle variable r peut être utilisée pour représenter ce sous-terme. Comme
le sous-terme (¬q3 ∧ ¬q6 ∧ ¬q9) est de polarité positive, il suffit d’ajouter la définition (r → (¬q3 ∧
¬q6 ∧¬q9)), et de substituer ce sous-terme par r dans chaque implication qui le contient. La formule qui
en résulte est équivalente pour encoder l’ensemble de modèles. Ce processus nous permet de gagner 5
clauses au total soit 12 clauses sont remplacées par 7 clauses : 4 clauses (implications en impliquant r)
et 3 clauses binaires (associées à la définition de r). Néanmoins, un tel processus nécessite un algorithme
de recherche de sous-termes fréquents.

Dans ce travail, nous proposons une nouvelle approche pour identifier efficacement de tels sous-
termes. Notre approche est basée sur la réorganisation des transactions et l’introduction de nouvelles
variables offrant un moyen original de compacter l’encodage présenté ci-dessus. Dans la suite, nous in-
diquons par g(a) (respectivement f(a)) l’identifiant de la dernière (respectivement première) transaction
contenant a dans la base de données.
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4.1. Encodage Compact pour la fouille des itemsets

Pour un item a, nous dénotons par f(a) (respectivement g(a))) la transaction interne (resp.
externe) contenant a. C’est-à-dire f(a) = min

1≤i≤m
{i | a ∈ Ti} et g(a) = max

1≤i≤m
{i | a ∈ Ti}

Définition 46

En utilisant f(a) et g(a), la formule (4.3) peut être exprimée comme la conjonction de (4.4), (4.5) et
(4.6). ∧

a∈Ω
(pa →

∧
i≤f(a) | a̸∈Ti

¬qi) (4.4)

∧
a∈Ω

(pa →
∧

f(a)<i<g(a) | a̸∈Ti

¬qi) (4.5)

∧
a∈Ω

(pa →
∧

g(a)≤i≤m

¬qi) (4.6)

En fait, en considérant la formule (4.6), à partir de g(a), toutes les transactions avec des identifiants
plus grands, leurs variables associées doivent être propagées à faux. Dans la suite, nous montrons com-
ment une telle propagation peut être capturée différemment en reformulant de manière compacte de telles
formules en utilisant des variables supplémentaires.

En associant à chaque transaction Ti une nouvelle variable booléenne ri, la formule (4.6) peut être
reformulée comme la conjonction des formules (4.7) et (4.8) :∧

a∈Ω, g(a)≤i≤m

(pa → rg(a)) (4.7)

∧
i∈1...m−1

(ri → ¬qi) ∧ (ri → ri+1) (4.8)

La formule (4.8) forme une chaîne de propagation permettant, lorsque ri est affecté à vrai, de pro-
pager tout qi à faux de i à m. Une telle chaîne de littéraux propagés peut être exploitée pour différents
items a permettant de réduire la taille d’encodage. Dès lors, pour propager les variables associées aux
transactions supérieures à g(a) lorsque pa est affecté à vrai, il suffit d’ajouter la contrainte pa → rg(a).

De manière similaire, pour capturer les propagations à faux des transactions précédant, f(a) lorsque
pa est affecté à vrai, il suffit d’ajouter une chaîne de propagation dans le sens inverse en utilisant de
nouvelles variables si associées aux transactions de la table. Par conséquent, la formule 4.4 peut être
remplacée par les formules 4.9 et 4.10. ∧

a∈Ω, i≤f(a)

(pa → sf(a)) (4.9)

∧
i∈2...m

(si → ¬qi) ∧ (si → si−1) (4.10)

Maintenant en considérant à la fois f(a) et g(a), la contrainte de couverture peut être réécrite sous la
forme suivante :
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∧
i∈1..m−1

(ri → ¬qi ∧ ri+1) (4.11)

∧
i∈2..m

(si → ¬qi ∧ si−1) (4.12)

∧
a∈Ω

(pa → rg(a) ∧ sf(a) ∧
∧

i∈]f(a),g(a)[,a̸∈Ti

¬qi) (4.13)

Comme pour ri, les variables booléennes si sont ajoutées pour garantir la propagation des variables
de transaction vers le haut, c’est-à-dire si si est vrai, alors toutes les transactions qj telles que j ≤ i sont
propagées à faux.

Notons que la réduction de la taille d’encodage dépend de l’ordre des transactions choisi.

Notons également qu’en exploitant le nouveau encodage de la couverture et la contrainte de fermeture
(2.8), on peut déduire la contrainte suivante :∧

a∈Ω
(pa∨¬sf(a) ∨ ¬rg(a) ∨

∨
i | a̸∈Ti, f(a)<i<g(a)

qi) (4.14)

En effet, la formule (4.14) est dérivée de la formule (2.8) en remplaçant tous les littéraux qi avec i
inférieure à f(a) par ¬sf(a) et celles supérieures à g(a) par ¬rg(a).

Rappelons que notre objetfif est de réduire la taille de l’encodage tout en améliorant le processus
de propagation. La taille de l’encodage dépend de l’ordre des transactions. Pour un ordre donné sur les
transactions de D, le nombre de clauses dans le pire cas de notre transformation peut être exprimé par la
formule suivante : ∑

a∈Ω
(g(a)− f(a) + 1) + 3× |Ω|+ 4× |D|

En effet, chacune des formules (4.11) et (4.12) admet 2 × |D|. La formule (4.14) est en forme
clausal contenant |Ω| clauses. Enfin, la formule (4.13) est une implication qui est constituée de 2 ×
|Ω|+

∑
a∈Ω(g(a)− f(a) + 1) clauses binaires.

Notons que le meilleur ordre possible correspond à ceux où les transactions contenant chaque
item sont contiguës. Dans ce cas, la meilleure taille d’encodage est égale à 3× |Ω|+ 4× |D|.

Remarque

Notre problème d’optimisation consiste à minimiser
∑

a∈Ω(g(a)− f(a)). La difficulté de trouver le
meilleur ordre de transaction peut être vue comme un problème de compression de matrice booléenne.
En effet, en considérant une formulation en 0-1 de la base de données des transactions, notre objectif
est de réarranger les lignes de la matrice de telle sorte que les 1 valeurs de chaque ligne soient aussi
consécutives que possible, c’est-à-dire rendre l’intervalle ]f(a), g(a)[ aussi réduit que possible. Notre
problème est une généralisation du problème bien connu de l’arrangement linéaire optimal [50]. Nous
notons ce problème GOLA pour l’arrangement linéaire optimal généralisé.

Définissons formellement notre problème de matrice de compression booléenne.
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4.1. Encodage Compact pour la fouille des itemsets

Soit M une (0-1)matrice. Le problème optimal de la compression de matrice consiste à trouver
une permutation σ sur des lignes de M telles que

∑
1≤i≤m h(i) est minimisé, où h(i) =

(g(i)− f(i)). où f(i) (respectivement g(i)) représente le premier (respectivement le dernier)
1 qui apparaît dans la colonne i.

Définition 47

Reconsidérons la table 2.1. La représentation de la table D1 en (0-1)matrice est illustrée dans
la table 4.1. En réorganisant les transactions de la matrice, la matrice résultante est représentée
dans la table 4.2.

Exemple

a b c d e f g h
t1 0 0 1 0 1 1 1 0
t2 0 1 0 1 1 1 1 1
t3 1 1 0 1 0 0 0 0
t4 1 1 0 1 0 1 0 1
t5 0 1 1 0 1 1 1 1
t6 0 0 1 0 0 0 1 0
t7 1 1 0 1 0 0 0 1
t8 0 0 1 0 1 0 1 0
t9 1 1 0 1 0 0 0 0
t10 0 1 1 1 1 1 1 1

TABLE 4.1 – Matrice booléenne de la base de transactions D1.

GOLA est un problème NP-difficile.

Proposition

a b c d e f g h
t3 1 1 0 1 0 0 0 0
t9 1 1 0 1 0 0 0 0
t7 1 1 0 1 0 0 0 1
t4 1 1 0 1 0 1 0 1
t2 0 1 0 1 1 1 1 1
t10 0 1 1 1 1 1 1 1
t5 0 1 1 0 1 1 1 1
t1 0 0 1 0 1 1 1 0
t8 0 0 1 0 1 0 1 0
t6 0 0 1 0 0 0 1 0

TABLE 4.2 – Matrice booléenne de la base de transactions D1 réordonnée.
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Notons que Garey et al. [50] ont prouvé que le problème classique de l’arrangement linéaire
optimal (OLA en bref) est NP-difficile. La version de décision de ce problème est définie
comme suit : étant donné un G = (V,E) et un entier positif k, la question est de répondre s’il
existe une bijection f : V → {1, 2, . . . , |V |} de sorte que

∑
(u,v)∈E |f(u)− f(v)| ≤ k. Il est

facile de remarquer que notre problème généralise l’arrangement linéaire optimal. La solution
de GOLA est exactement celle de l’arrangement linéaire optimal. Les arêtes représentent les
lignes et les sommets représentent les colonnes.

Preuve

Plusieurs travaux dans la littérature, ont abordé le problème de la compression d’une matrice boo-
léenne. Par exemple, Booth et Lueker [18] ont montré en 1976 que pour une matrice M donnée, il
existe un algorithme en temps linéaire qui détermine si M possède la propriété des un-consécutifs. Cela
consiste à prouver s’il est possible de permuter les lignes de sorte que dans chaque colonne, tous les uns
soient consécutifs. Ainsi, si la relation possède la propriété des un-consécutifs, nous pouvons réorganiser
les colonnes de sorte à pouvoir accéder aux items de chaque ligne en une seule recherche. Cependant,
cela ne sera généralement pas possible et il est difficile de minimiser le nombre de recherches lorsqu’une
matrice ne possède pas la propriété des un-consécutifs.

4.2 Problème de l’arrangement linéaire optimal généralisé

Dans cette section, nous discutons du problème GOLA en utilisant des approches complètes. No-
tons qu’en ce qui concerne le problème OLA, il est possible d’envisager certaines heuristiques dédiées
permettant un taux de compression élevé en recherchant les meilleures valeurs possibles de

∑
a∈Ω

(g(a)−

f(a)). Pour obtenir la solution optimale, une approche possible consiste à coder le problème vers Max-
SAT partielle afin de bénéficier des algorithmes de l’état de l’art, constamment améliorés ces dernières
années. Pour ce faire, nous considérons une bijection entre l’ensemble des transactions {T1, . . . , Tm}, les
lignes de la matrice, et les positions. Pour chaque transaction Ti, m nouvelles variables booléennes sont
introduites pour capturer les positions possibles dans la solution optimale recherchée de Ti, c’est-à-dire
tij est vrai si et seulement si Ti est placé en position j.

La combinaison des contraintes (4.15) et (4.16) exprime une bijection entre l’ensemble des lignes et
les nouvelles positions c’est à dire que chaque ligne doit être positionnée exactement dans une position
de 1 à m. (4.15) exige que chaque transaction soit placée dans une position et (4.16) indique que deux
transactions ne peuvent pas être placées dans la même position.∑

j∈1...m
tij = 1 for all i ∈ [1..m] (4.15)

∑
j∈1...m

tji = 1 for all i ∈ [1..m] (4.16)

Pour capturer les bornes associées à chaque item a, nous lui associons deux ensembles de variables,
à savoir xa,1, . . . , xa,m. xa,i indique que la transaction i contient l’item a. La contrainte (4.17) permet de
lier xa,i à tij .

∧
a∈Ω

m∧
j=1

(
∨

Ti | a∈Ti

tij → xa,j) (4.17)
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f(a) et g(a) peuvent être exprimés comme suit :

f(a) =
m∑
i=1

i× (xa,i ∧
∧

1≤j<i

¬xa,j)

g(a) =

m∑
i=1

i× (xa,i ∧
∧

i<j≤m
¬xa,j)

Enfin, la fonction objective peut être exprimée comme suit :

minimize
∑
a∈Ω

(g(a)− f(a)) (4.18)

Une solution de (4.15) ∧ (4.16) ∧ (4.17) soumise à la fonction objective (4.18) correspond à un
meilleur réarrangement pour la compression matricielle permettant de compresser efficacement notre
encodage. Néanmoins, ce problème est NP difficile. Pour contourner la complexité élevée de ce pro-
blème, il est judicieux de concevoir une autre approche offrant un facteur de réduction non optimal mais
qui est traitable. Pour ce faire, une approche gloutonne peut être utilisée à la place. Elle est définie comme
suit.

Nous sélectionnons récursivement l’item a qui est le moins fréquent dans la base de données cou-
rante. Ensuite, toutes les transactions contenant a sont placées au début deD. L’objectif est de minimiser
g(a). Cette opération est répétée en considérant l’item le moins fréquent dans les transactions restantes
c’est-à-dire, D \ {Ti, a ∈ Ti}. Remarquons que deux stratégies peuvent être considérées : soit choisir
l’item le moins fréquent dans D \ {Ti, a ∈ Ti} ou dans toute la base de données D.

Reconsidérons la base de données de transactions D1 décrite dans la table 2.1. En appliquant
l’approche gloutonne, la base de transactions obtenue est représentée dans la figure 4.1. La
chaîne d’implications associée est illustrée sur le côté gauche de la figure.

Exemple

Enfin, l’encodage complet associé à la base de transactions réordonnées (figure 4.1) est donné par la
formule booléenne suivante :

(pa → r5) ∧ (pb → r8) ∧ (pc → s5) ∧ (pd → r7)∧
(pe → ¬q10 ∧ s4) ∧ (pf → r9 ∧ s3) ∧ (pg → s4) ∧ (ph → r8 ∧ s2)∧∧
5≤i≤9

(ri → ri+1 ∧ ¬qi) ∧
∧

2≤i≤7
(si → si−1 ∧ ¬qi)

4.3 Évaluation expérimentale

Nous présentons maintenant les expérimentations réalisées pour évaluer les performances de notre
approche. En particulier, nous étudions le temps nécessaire pour énumérer les modèles de la formule
obtenue par notre approche. Pour effectuer des comparaisons, nous considérons le solveur MiniSAT
[35], adapté pour énumérer tous les modèles en effectuant une recherche à base de retours arrière sans
redémarrage comme décrit dans l’algorithme 5 de type DPLL. Plus précisément, l’algorithme sélectionne
d’abord les variables représentant les items. En effet, chaque affectation sur les variables associées aux
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r1 → ¬q1 ← s1
↓ ↑
r2 → ¬q2 ← s2
↓ ↑
r3 → ¬q3 ← s3
↓ ↑
r4 → ¬q4 ← s4
↓ ↑
r5 → ¬q5 ← s5
↓ ↑
r6 → ¬q6 ← s6
↓ ↑
r7 → ¬q7 ← s7
↓ ↑
r8 → ¬q8 ← s8
↓ ↑
r9 → ¬q9 ← s9
↓ ↑
r10 → ¬q10 ← s10

Tid Itemset
1 a b d

2 a b d

3 a b d h

4 a b d f h

5 b d e f g h

6 b c d e f g h

7 b c e f g h

8 c e f g

9 c e g

10 c g

FIGURE 4.1 – Réorganisation des transactions : une approche gloutonne.

items permet de propager toutes les variables qi associées aux transactions. Les variables des items sont
choisies en fonction de leurs fréquences dans la base de données, c’est-à-dire que le solveur sélectionne
en priorité les variables correspondants aux items les moins fréquents. Lors d’un conflit, aucune analyse
de conflit n’est effectuée. Un simple retour en arrière est effectué après chaque conflit ou lorsqu’un
modèle est trouvé.

Nos expérimentations ont été réalisées sur une machine équipée de processeurs Intel Xeon quad-
core avec 32 Go de RAM fonctionnant à 2,66 GHz sous Linux CentOS. Le temps limite a été fixé à
1800 secondes et la mémoire à 10 Go dans toutes les exécutions. Nous considérons les bases de données
provenant de FIMI 1 et CP4IM 2. Les caractéristiques des bases de données considérées sont données
dans la table 4.3. Pour chaque base nous fournissons le nombre total de transactions (#Transactions),

le nombre d’items distinct (#Items), sa densité (Densité) est égale à (
|Ti|

#Transactions×#Items
)

×100 et la taille du fichier (Size).

Instance #Transactions #Items Densité Size
Chess 3196 75 49.0% 340K
Mushroom 8124 119 19.0% 516K
T10I4D100K 100000 870 1.0% 3.9M
Retail 88162 16470 0.06% 4,2M
Connect 67558 129 35.62% 8.9M
T40I10D100K 100000 942 4.31% 15M
Pumsb 49046 2113 3.0% 16,7M
Kosarak 990002 41267 0.01% 32M
Accidents 340183 468 7.0% 34M

TABLE 4.3 – Caractéristiques des bases de données.

Nous suivons le schéma expérimental de Dlala et al. [31] dont le problème d’énumération des item-
sets fréquents est décomposé en énumération d’une séquence de sous-problèmes Σi = Σ∧¬pa1 ∧ . . .∧

1. http://fimi.ua.ac.be/data/
2. http://dtai.cs.kuleuven.be/CP4IM/datasets/
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4.3. Évaluation expérimentale

¬pai−1 ∧ pai où Ω = {a1, . . . , an} et Σ est la formule d’encodage basée sur SAT du problème de la
fouille des itemsets. Résoudre Σi consiste à considérer uniquement les transactions contenant ai. En-
suite, pour encoder Σi, notre approche de compression est utilisée. Dans la suite, nous notons CESATIM
notre encodage compact pour l’extraction des itemsets SAT en utilisant la décomposition comme dans
[31].

Algorithm 14: CESATIM
Input: D : a transaction database, λ : minimum support threshold
Output: S : the set of all Closed Frequent Itemsets CIM(D, λ)

1 Ω = {a1, . . . , an} ← items(D);
2 S ← ∅;
3 for i ∈ 1..n do
4 if Supp(ai,D) ≥ λ then
5 Dai ← {(j, Tj) ∈ D | ai ∈ Tj} ;
6 Γ← ∅ ;
7 for b ∈ items(Dai) do
8 if Supp(b,Dai) < λ then
9 Γ← Γ ∪ {b};

10 Φ← encode(Dai , λ) ∧ pai ∧
∧

1≤j<i

¬paj ∧
∧
b∈Γ
¬pb ;

11 S ← S ∪DPLL_Enum(Φ);
12 return S ;

L’algorithme 14 résume les principales étapes de notre approche de partitionnement de l’encodage
SAT pour l’extraction des itemsets fermés CIM. Il prend en entrée une base de transactions D définie
sur l’ensemble des items Ω, un seuil minimum de support λ, et renvoie en sortie l’ensemble des itemsets
fermés. Les items sont triés dans l’ordre croissant en fonction de leurs fréquences (ligne 1). L’ensemble
des itemsets fermés S est initialisé à l’ensemble vide (linge 2). À chaque itération un item ai est choisi
dans Ω (ligne 3). Si son support dans la base D est supérieur ou égal au seuil minimum de support λ
(ligne 4), la sous-base Dai de la base D des transactions qui contiennent l’item ai est considérée (ligne
5), et un ensemble Γ est initialisé à vide (ligne 6). Ensuite, pour simplifier l’encodage, l’ensemble des
items de Dai ayant un support inférieur à λ sont stockés dans Γ (ligne 7-9). Par la suite, la formule Φ
encodant la table Dai est générée conjonctivement avec le littéral positif pai , les littéraux négatifs des
items non fréquents dans la base D et les littéraux négatifs des items non fréquents dans la sous-base
Dai . Le solveur DPLLEnum est alors appelé pour trouver tous les modèles de la formule Φ.

Nous comparons les performances de CESATIM à ParaSATMiner et deux approches CP à savoir
tt ClosedPattern [81] et CoverSize [112].

Dans la table 4.4, nous présentons les résultats comparatifs de notre approche CESATIM en utilisant
différentes valeurs de seuil de support minimum. Pour chaque base de données transactionnelles, le
nombre de modèles (modèles fermés) et le temps total de CPU (en secondes) sont indiqués. Le symbole
(-) est utilisé pour indiquer que le solveur n’a pas été en mesure de terminer le processus d’énumération
dans le délai fixé. D’après les résultats, CESATIM surpasse ParaSATMiner et les approches CP sur
presque toutes les instances.
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Instance λ Closed Cover ParaSat #Clauses CESATIM #Clauses #Models
Pattern Size Miner

80 – 265.10 12.51 1617596 13.84 964643 > 8.103

60 – 295.47 16.48 2091800 18.50 1179210 > 1.104

Retail 40 – 334.23 23.53 3077550 27.45 1591962 > 2.104

20 – 439.94 39.95 6520011 48.13 2949890 > 5.104

10 – 586.16 72.23 15415367 88.36 6934878 > 1.105

40000 7.54 14.95 6.32 1518140 3.39 1065923 > 7.104

20000 50.22 75.48 21.51 3205501 8.45 2459758 > 5.105

Connect 10000 526.43 431.19 64.11 5448843 21.96 4428425 > 3.106

5000 – – 166.43 7549685 51.23 6310490 > 1.107

2000 1.51 1.22 0.21 55083 0.12 38584 ≃ 7.104

1500 6.30 4.09 0.79 128897 0.38 96691 > 5.105

1000 51.35 28.62 5.04 214078 2.21 171067 > 4.106

Chess 500 577.29 311.47 46.07 339787 20.37 285651 > 45.106

250 – – 173.44 414786 81.92 352443 ≃ 2.108

100 – – 463.07 465613 230.13 395220 > 5.108

100000 101.68 145.96 73.03 14765606 22.12 11654191 ≃ 1.105

Accidents 80000 319.25 283.98 142.73 17435639 35.76 14024172 ≃ 4.105

60000 – 866.21 294.79 22051341 66.49 17995214 > 1.106

40000 – – 723.79 31196169 159.74 26000938 ≃ 6.106

40000 20.99 389.43 4.12 428574 2.30 288083 > 2.104

35000 103.20 325.42 9.76 727145 4.25 500954 ≃ 2.105

Pumbs 30000 434.25 404.26 29.20 1341404 10.67 974194 ≃ 9.105

25000 – 994.35 132.86 2111763 39.65 1569301 ≃ 6.106

20000 – – 643.11 3801324 194.70 2821021 > 3.107

10000 4.16 51.43 2.69 0 1.48 0 ≃ 1.102

8000 5.08 51.13 4.11 0 1.88 0 > 1.102

T40I10D100K 6000 10.38 52.39 7.28 138699 2.65 138704 > 2.102

4000 30.51 53.26 9.98 1198000 3.80 893000 > 4.102

2000 144.89 58.22 23.63 16880498 10.59 11951802 > 1.103

500 106.87 24.04 3.00 916075 1.73 695817 > 1.103

400 147.14 25.56 3.60 1709425 2.21 1108283 > 1.103

T10I4D100K 300 217.40 27.73 4.61 3345488 3.02 1824098 > 4.103

200 314.17 29.12 6.51 6226063 4.39 3021183 > 1.104

100 497.10 32.40 15.24 14354996 10.79 6642109 > 2.104

50 – 45.05 85.52 34040358 67.90 17041570 > 4.104

4000 – – 26.81 8298064 24.22 5125364 > 2.103

3000 – – 37.35 10867305 35.41 6523942 > 4.103

Kosarak 2000 – – 62.27 15819901 60.15 9163330 > 3.104

1000 – – 141.90 35068843 136.87 20604547 ≃ 5.105

250 1.14 2.54 1.23 956487 0.90 742560 > 1.104

100 1.64 1.91 2.16 1149719 1.65 868463 > 3.104

Mushroom 50 2.70 2.47 2.37 1209497 1.86 893076 > 5.104

25 2.82 3.16 2.82 1251890 2.30 906841 ≃ 8.104

5 5.57 4.20 4.31 1300095 3.74 917710 > 1.105

TABLE 4.4 – ParaSATMiner vs CESATIM vs ClosedPattern vs CoverSize.

En particulier, notre approche énumère l’ensemble de tous les itemsets fermés de pumbs en seule-
ment 194,70 secondes, alors que ParaSATMiner a besoin de 643,11 secondes. ClosedPattern et
CoverSize ne sont pas en mesure de terminer l’énumération de tous les motifs dans le temps imparti.
Notamment, à l’exception pour la base Retail où ParaSATMiner surpasse CESATIM, sur tous les
autres ensembles de données, CESATIM obtient les meilleures performances. Pour expliquer les perfor-
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mances de notre codage compact, nous reportons dans les colonnes 6 et 8 le nombre total de clauses
générées par ParaSATMiner et CESATIM respectivement.

Le nombre de clauses générées par CESATIM correspond au nombre total de clauses de tous les
sous-problèmes générés lors des étapes de décomposition. Comme nous pouvons l’observer, en uti-
lisant notre approche, le nombre total de clauses est nettement inférieur. Par exemple, pour les don-
nées T10I4D100K, ParaSATMiner génère 34040358 clauses alors que CESATIM n’a besoin que de
17041570 clauses.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une approche efficace pour compacter l’encodage basé sur
SAT de la fouille des itemsets fréquents. Nous avons prouvé que cette reformulation compacte peut être
exprimée comme un problème de compression de matrice booléenne. Nous avons proposé une approche
gloutonne qui a permis de réduire significativement la taille de l’encodage. Les résultats expérimen-
taux montrent un taux de compression significatif par rapport à la taille originale de l’encodage. Il est
intéressant de noter que notre approche permet d’améliorer les performances par rapport à l’approche
ParaSATMiner et aux deux approches CP bien connues, à savoir ClosedPattern et CoverSize.
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Chapitre 5

Détection et exploitation de symétries dans
la fouille de motifs séquentiels
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La symétrie présente un grand intérêt dans de nombreux domaines, notamment en informatique, les
mathématiques, la physique et la chimie. Les symétries sont des régularités structurelles utiles ou des
connaissances qui peuvent être utilisées pour comprendre des entités plus complexes. Dans ce chapitre,
nous montrons comment cette relation cachée peut être très utile pour réduire l’espace de recherche
dans le cadre de la fouille des motifs séquentiels. Dans la section 5.1, nous commençons par donner
une définition de la symétrie dans les bases de séquences. La détection de cette symétrie est présentée
dans la section 5.2. Ensuite, nous décrivons comment les symétries peuvent être exploitées pour élaguer
l’espace de recherche dans la section 5.3. Nous proposons deux approches pour exploiter ces symétries.
La première permet de réduire l’espace de recherche par un élagage dynamique de l’ensemble des motifs
candidats possibles dans des algorithmes de type Apriori. La seconde approche élimine les symétries
dans une étape de prétraitement en réécrivant la base de séquences. Finalement, dans la section 5.4,
nous présentons des expérimentations montrant l’intérêt de supprimer les symétries dans des bases de
séquences réelles et synthétiques.

5.1 Symétrie dans la fouille de motifs séquentiels

Dans cette section, nous définissons le concept de symétrie dans l’exploration de motifs séquentiels.
Ce concept généralise le concept de symétrie défini dans le cadre du problème de la fouille des itemsets
fréquents [72]. Dans la suite, nous adaptons les notations et les définitions proposées dans [72] pour
la tâche de fouille de motifs séquentiels. Cependant, il existe une différence principale qui réside dans
le fait que dans l’énumération des itemsets, chaque transaction dans la base de données est composée
d’un ensemble d’items, alors que pour les motifs séquentiels, chaque transaction est une séquence ou un
ensemble ordonné d’itemsets.
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5.1. Symétrie dans la fouille de motifs séquentiels

Une permutation σ sur un ensemble Ω d’items est une application bijective de Ω à Ω.

Définition 48

Soit s = ⟨a1, a2, . . . , an⟩ une séquence d’items. Une permutation σ d’une séquence s est définie
comme suit : σ(s) = ⟨σ(a1), σ(a2), . . . , σ(an)⟩ où σ(aj) = {σ(i)|i ∈ aj} pour 1 ≤ j ≤ n. Puis, pour
une base de données de séquences ∆, on définit σ(∆) = {(sid, σ(s))|(sid, s) ∈ ∆}.

Soit ∆ une base de données de séquences. Un renommage f sur Sid(∆) est une correspon-
dance bijective entre Sid(∆) et Sid(∆).

Définition 49

Nous pouvons étendre un renommage f à ∆ comme suit : f(∆) = {(f(sid), s)|(sid, s) ∈ ∆}.

Soit ∆ une base de données de séquences. Une symétrie de ∆ est une permutation σ ∈ P(Ω)
telle qu’il existe un renommage de l’identifiant d’une séquence Sid(∆) où σ(∆) = f(∆),
c’est-à-dire f−1(σ(∆)) = ∆.

Définition 50

Chaque symétrie σ peut être exprimée par un ensemble de cycles {c1 . . . cn} où chaque cycle ci =
(ai1 , . . . , aik) exprime que σ(aij ) = aij+1 pour j = 1, . . . , k − 1, et σ(aik) = ai1 . Les cycles de la
forme (a, a) sont omis. Nous définissons le nombre de cycles n comme la taille de la symétrie σ, notée
|σ|.

Soit la base de données de séquences représentée dans la table 5.1. σ1 = (a, c) et σ2 =
(b, d)(e, f) sont deux symétries de ∆2.

Exemple

SID Séquence
1 ⟨{a, b}, {c}, {d, e}⟩
2 ⟨{b, c}, {a}, {d, e}⟩
3 ⟨{c, d}, {a}, {b, f}⟩
4 ⟨{a, d}, {c}, {b, f}⟩

TABLE 5.1 – Exemple de base de séquences ∆2.

σ1(∆2) = f1(∆2) où f1 est un renommage de l’identifiant de séquence défini comme suit :

f1(x) =


2 si x=1
1 si x=2
4 si x=3
3 si x=4
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Chapitre 5. Détection et exploitation de symétries dans la fouille de motifs séquentiels

et Σ2(∆2) = f2(∆2) où f2 est un renommage de l’identifiant de la séquence défini comme suit :

f2(x) =


4 si x=1
3 si x=2
2 si x=3
1 si x=4

L’intérêt des symétries dans les tâches d’extraction de motifs séquentiels est que les symétries elles-
mêmes peuvent être considérées comme une forme de régularité exprimant des connaissances pertinentes
dans diverses applications du monde réel.

Supposons que dans la base de séquences ∆2 (Table 5.1), chaque séquence représente l’ensemble des
articles achetés par un client à différents moments. La symétrie σ1 = (a, c) exprime que les articles a et
c sont interchangeables dans les différentes séquences, ce qui signifie que les deux articles sont achetés
à des moments similaires. Nous pouvons observer des régularités similaires à partir de σ2 = (b, d)(e, f).

En fixant le seuil du support minimum λ = 2, s1 = ⟨{a}, {c}⟩ et s2 = ⟨{b}, {d, e}⟩ sont des
motifs séquentiels fréquents de ∆2. Par symétrie, nous pouvons déduire que σ1(s1) = ⟨{c}, {a}⟩ et
σ2(s2) = ⟨{d}, {b, f}⟩ sont des motifs séquentiels fréquents de ∆2. À partir de la définition de la
symétrie, nous pouvons déduire la propriété suivante :

Soit ∆ une base de données de séquences et σ une symétrie de ∆. sa est un motif séquentiel
fréquent si et seulement si σ(sa) est un motif séquentiel fréquent.

Propriété 7

Supposons que sa soit fréquent. Cela signifie que support∆(sa) = |{(sid, s)|(sid, s) ∈ ∆ ∧
(sa ⊑ s)}| ≥ λ. Comme σ est une symétrie de ∆, nous pouvons en déduire que support∆(σ(sa)) =
|{(sid, s)|(sid, s) ∈ σ(∆) ∧ (σ(sa) ⊑ s)}| ≥ λ. De même, si σ(sa) est fréquent alors en considérant
σ−1 on déduit que sa est également fréquent.

Comme la symétrie est une permutation qui laisse la base des séquences invariante, la propriété 7
est valable pour d’autres motifs séquentiels intéressants tels que les motifs fermés et maximaux. Il est
intéressant de noter qu’une symétrie induit une relation d’équivalence entre les motifs. Par conséquent,
nous pouvons réduire encore l’ensemble des motifs séquentiels, en énumérant un seul motif par classe
d’équivalence. Les motifs intéressants restants peuvent être déduits par symétrie. Nous pouvons nous
référer à une telle représentation concise réduite en tant que motifs séquentiels fréquents, fermés et
maximaux modulo une symétrie.

5.2 Détection de la symétrie dans les bases de séquences

Dans cette section, nous décrivons notre approche de détection de symétries à partir d’une base de
données de séquences. L’un des moyens les plus populaires pour découvrir des symétries consiste à
réduire le problème à une tâche d’énumération des automorphismes de graphes [8].

Pour prendre en compte l’ordre des items dans les séquences, nous convertissons la base de données
de séquences en un graphe orienté coloré, où les sommets sont de trois types (ou couleurs), correspondant
respectivement aux items, itemsets et identifiants de séquences. Les couleurs des sommets sont prises en
compte lors du processus d’énumération des automorphismes du graphe (c’est-à-dire que les sommets
de couleurs différentes ne peuvent pas être permutés entre eux). Par exemple, les sommets correspondant
aux items ne peuvent pas être permutés avec les sommets correspondant aux séquences-id. Les couleurs
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sont illustrées dans la figure 5.1 par différents types de sommets. Les arêtes relient les items aux itemsets
et les itemsets aux identifiants de séquences, tandis que les arcs sont introduits pour exprimer l’ordre
entre les itemsets d’une séquence donnée, en reliant séquentiellement les itemsets de la séquence.

Par conséquent, nous réduisons formellement le problème de la découverte de symétries au problème
du calcul des automorphismes d’un graphe dirigé coloré.

Un graphe dirigé coloré est un triplet G = (V,A, η) avec V un ensemble de sommets et
A ⊆ V 2 un ensemble d’arcs et η est une fonction de V à N qui associe un entier positif (une
couleur) à chaque sommet.

Définition 51

Un automorphisme d’un graphe G = (V,A, η) est une permutation σ de l’ensemble des som-
mets V , telle que :

1. ∀v ∈ V , η(v) = η(σ(v)) ;

2. (u, v) ∈ A si et seulement si (σ(u), σ(v)) ∈ A.

Définition 52

Autrement dit, un automorphisme d’un graphe dirigé coloré est un isomorphisme du graphe dirigé
coloré sur lui-même. L’ensemble de tous les automorphismes de G est appelé groupe d’automorphisme
de G et est noté A(G).

Nous montrons maintenant comment une base de données de séquences peut être codée sous la forme
d’un graphe dirigé coloré.

Soit Ω un ensemble d’items et ∆ une base de séquences sur Ω. Nous définissons le graphe
orienté coloré G associé à ∆ par G(∆) = (V,A, η) où,

— V = Ω ∪ Sid(∆) ∪ Siset(∆) ;
— A = {(a, i)|a ∈ Siset(∆), i ∈ a} ∪ {(a, sid)|(sid, s) ∈ ∆, a ∈

s} ∪s=⟨a1,...,an⟩|(sid,s)∈∆ {⟨ai, ai+1⟩|1 ≤ i < n} et,
— η est défini comme suit :

∀v ∈ V, η(v) =


0 if v ∈ Sid(D)
1 if v ∈ Siset(D)
2 if v ∈ Ω

Définition 53

Pour des raisons de clarté, dans la définition 53, nous avons utilisé à la fois les arêtes et les arcs,
désignés par (.) et ⟨.⟩ respectivement. Par ailleurs, une arête entre deux sommets peut être représentée
par deux arcs. La conversion d’une base de données de séquences ∆2 (voir table 5.1) en un graphe orienté
coloré G(∆2) est représentée dans la figure 5.1.

Nous distinguons trois types de sommets colorés : les identifiants de séquences représentés par des
rectangles de couleurs gris clair, les items représentés par des cercles de couleurs gris foncé et les itemsets
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FIGURE 5.1 – De la base de séquences ∆2 au graphe dirigé coloré G(∆2)

représentés par des rectangles. Illustrons comment la séquence (sid1, ⟨{a, b}, {c}, {d, e}⟩) est encodée
dans le graphe. Tout d’abord, un sommet est associé à la séquence sid1, relié par des arêtes aux sommets
associés aux itemsets {a, b}, {d, e} et {c} (représenté par un seul item c). Chaque sommet représentant
un itemset est relié par des arêtes aux items qu’il contient. Par exemple, le sommet associé à {d, e}
est connecté aux sommets associés aux items d et e. Enfin, l’ordre entre les items de la séquence est
représenté par des arcs entre les sommets associés aux items {a, b} et {c}, et entre les sommets associés
aux items {c} et {d, e}.

Par construction, cette transformation garantit qu’il existe une correspondance entre les symétries
de la base de données des séquences et les automorphismes du graphe dirigé coloré comme défini ci-
dessous.

5.3 Élagage de symétries

Dans cette section, nous décrivons comment les symétries peuvent être utilisées pour réduire l’espace
de recherche des tâches de la fouille des motifs séquentiels. À cette fin, nous proposons deux approches
complémentaires. La première vise à exploiter les symétries dans des algorithmes d’énumération de mo-
tifs séquentiels de type Apriori, tandis que la seconde est indépendante de l’algorithme, car elle élimine
les symétries dans une étape de prétraitement, en réécrivant la base de données séquentielle des transac-
tions.

5.3.1 Exploitation des symétries dans un algorithme de type apriori

Décrivons la première approche. Plus précisément, nous montrons comment les symétries peuvent
être intégrées dans l’un des algorithmes de la fouille des motifs séquentiels bien connus, GSP (Genera-
lized Sequential Pattern) basé sur un algorithme de type Apriori (niveau par niveau) [120], décrit dans
l’algorithme 11.
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Décrivons maintenant comment les symétries peuvent être intégrées dans l’algorithme GSP (voir
algorithme 15, abrégé GSPSym ).

Algorithm 15: GSPSym Algorithm
Data: ∆ : Sequence database, λ : Minimal frequency threshold, S : Set of symmetries in ∆
Result: The set of all frequent sequences

1 F1 ← { frequent 1-sequences};
2 for (k = 2 ; Fk−1 ̸= ∅ ; k ++) do
3 Fk ← ∅ ;
4 Ck ← genNonSymCandidates(Fk−1,S) ;
5 for (c ∈ Ck) do
6 freq(c)← compSupports(c,∆) ;
7 if (freq(c) ≥ λ) then
8 F ← genSymFrequentPattern(c,S);
9 Fk ← Fk ∪ {c} ∪ F ;

10 return (
⋃

k Fk) ;

Introduisons quelques notations supplémentaires. Étant donné σ = (x1, y1) · · · (xk, yk) une sy-
métrie de ∆, nous définissons in(σ) comme l’ensemble {x1, . . . , xk} et out(σ) comme l’ensemble
{y1, . . . , yk}. Étant donné un ordre total ⪯ sur les itemsets I , σ est une symétrie ordonnée si xi ⪯ yi et
xi ⪯ xj pour tout 1 ≤ i < j ≤ k. Nous supposons dans la suite que les symétries sont ordonnées lexi-
cographiquement. Sans perte de généralité, nous supposons également que les items des itemsets d’une
séquence sont également ordonnés lexicographiquement. Nous pouvons maintenant définir firstσ(s)
comme le premier item de s apparaissant dans σ.

Soit s = ⟨{c}, {d, e}, {a, b}⟩) est une séquence, σ1 = (a, c) et σ2 = (b, d)(e, f) sont deux
symétries ∆2. Nous avons firstσ1(s) = c et firstσ2(s) = d.

Exemple

La propriété suivante nous permet d’exploiter les symétries dans l’algorithme GSP :

Soit c ∈ Fk un motif séquentiel candidat et σ une symétrie de ∆. Si firstσ(c) ∈ out(σ) alors
∃ c′ ∈ Fk avec c′ ̸= c un motif séquentiel candidat tel que σ(c′) = c.

Propriété 8

Soit firstσ(c) = a ∈ out(σ). Alors σ peut être réécrit comme σ = (x, a)σ′. Comme σ partitionne
l’ensemble des motifs candidats Fk en classes d’équivalence. Cela signifie qu’il existe un motif candidat
c′ ∈ Fk tel que firstσ(c′) = x avec σ(c′) = c.
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Considérons à nouveau la séquence c = ⟨{c}, {d, e}, {a, b}⟩ et la symétrie σ2 = (b, d)(e, f).
On a firstσ2(c) = d ∈ out(σ2). En effet, il existe c′ = ⟨{c}, {b, f}, {a, d}⟩ tel que σ2(c

′) =
c. Par conséquent, c′ est fréquent si et seulement si c est fréquent.

Exemple

La propriété 8 nous permet de réduire l’ensemble des motifs séquentiels candidats de Fk à un en-
semble de motifs non symétriques. Plus précisément, nous évitons de vérifier le support de ces motifs
séquentiels candidats symétriques sur la base de séquences, qui est l’étape la plus coûteuse dans les algo-
rithmes de type GSP. Cette réduction est mise en œuvre dans la fonction genNonSymCandidates(Fk−1,S)
(ligne 4). Dans cette fonction, lorsqu’un motif séquentiel candidat c est généré en joignant deux motifs
séquentiels fréquents de Fk−1, nous vérifions s’il existe σ ∈ S , tel que firstσ(c) ∈ out(σ). Dans
le cas positif, un tel motif candidat est éliminé car il peut être déduit par symétrie. Dans la fonction
genSymFrequentPattern(c,S), nous déduisons les autres motifs séquentiels fréquents par symétrie
(ligne 8) et les ajoutons à Fk (ligne 9). Comme nous pouvons l’observer, les motifs séquentiels fréquents
dans F (ligne 8) sont dérivés par symétrie sans calculer leurs supports dans la base de séquences. De
plus, lorsque le motif séquentiel candidat c n’est pas fréquent (freq(c) < λ) dans (ligne 7), le support
de son motif séquentiel symétrique n’est pas calculé.

Notons que dans GSPSym, nous n’exploitons les symétries qu’individuellement. D’autres ré-
ductions peuvent être obtenues par composition de plusieurs symétries. En effet, comme l’en-
semble des symétries avec un opérateur de composition forme un groupe, composer deux
symétries est aussi une symétrie. Cependant, cette question induit un sur-coût important en
termes de complexité de calcul.

Remarque

5.3.2 Élagage de symétries basé sur le pré-traitement

Décrivons maintenant la deuxième approche d’élagage des symétries. Elle vise à éliminer les symé-
tries dans une étape de pré-traitement. Notre approche d’élagage de symétries basé sur le pré-traitement
est une extension de l’approche proposée dans [72] pour le problème de la fouille d’itemsets.

Nous présentons ce pré-traitement basé sur les symétries pour la fouille des itemsets [72]. Soit σ1 =
(a, b) est symétrie d’une base de transactionsD. Les itemsets fréquents possibles impliquant les items de
σ1 peuvent se distinguer en trois cas : itemsets contenant l’item "a" et "b" noté I(a,b), itemsets contenant
uniquement l’item "a" noté Ia et les itemsets contenant uniquement l’item "b" noté Ib. Le pré-traitement
de symétries proposé dans [72] consiste à supprimer l’item b ∈ Ti si a /∈ Ti, c’est-à-dire si l’item a n’est
pas présent avec l’item b. Dans un cas général, une symétrie σ = (a1, x1), . . . , (an, xn) peut être éliminé
en supprimant l’item ∀k ∈ 1..n xk ∈ Ti si et seulement si les items ∀j, k ∈ 1..n j ≤ k, ∄ aj ∈ Ti.

La table 5.2 présente le pré-traitement de la symétrie σ = (3, 5)(4, 6)(7, 8) sur la base de transations
D.

Pour la fouille des séquences, nous définissons S = {σ1, . . . , σm} l’ensemble des symétries de
la base séquentielle ∆, et une symétrie σ ∈ S définie comme suit : σ = (a1, x1), . . . , (an, xn). Nous
définissons l’ensemble d’entrée (resp. de sortie) des items comme in(σ) = {a1, . . . , an} (resp. out(σ) =
{x1, . . . , xn}). On note également inj(σ) = {a1, .., aj} les j premiers items de in(σ). Nous associons
à chaque item xi ∈ out(σ) une liste d’items Lσ(xi) = {a1, . . . , ai}. Pour éliminer les symétries de ∆
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Tid Transaction
1 {1,2,3,4}
2 {1,2,5,6}
3 {7,8}
4 {9}

(a) Un exemple de base
de transactions D

Tid Transaction
1 {1,2,3,4}
2 {1,2}
3 {7,8}
4 {9}

(b) Un exemple de
base de transactions
DsansSym

TABLE 5.2 – Exemple de pré-traitement de symétries sur une base de transactions.

dans une étape de pré-traitement, pour chaque symétrie σ ∈ S, et pour chaque séquence de ∆, un item
xi ∈ out(σ) de la séquence est supprimé si et seulement si cet item n’est précédé d’aucun item de sa
liste associée Lσ(xi). Nous illustrons ce pré-traitement dans l’exemple suivant :

Soit σ = (a, c) une symétrie de ∆ et X une sous-séquence d’items. Les motifs séquentiels
possibles impliquant les items de s1 = ⟨{a}, X⟩, s2 = ⟨{a}, X, {c}⟩, s3 = ⟨{c}, X⟩ et
s4 = ⟨{c}, X, {a}⟩. Le pré-traitement de ∆ en utilisant la symétrie σ = (a, c) élimine l’item
c des deux séquences s3 et s4 car il n’est pas précédé de l’item a. En effet, en appliquant σ sur
s1 et s2, nous dérivons s3 et s4. En résumé, le pré-traitement nous permet d’éviter le calcul
de support des deux séquences s3 et s4. Ces deux derniers motifs séquentiels peuvent être
obtenues par symétrie. L’un des principaux avantages de ce deuxième élagage par symétrie est
qu’il est indépendant de l’algorithme d’extraction de motifs séquentiels utilisé.

Exemple

Soit σ1 = (a, c) et σ2 = (b, d)(e, f) deux symétries de la base de séquences ∆2. La table 5.3 présente
le pré-traitement de σ1 et σ2 sur la base de séquences ∆2.

SID Séquence
1 ⟨{a, b}, {c}, {d, e}⟩
2 ⟨{b}, {a}, {d, e}⟩
3 ⟨{a}, {b, f}⟩
4 ⟨{a}, {c}, {b, f}⟩

TABLE 5.3 – Exemple de pré-traitement de symétries sur la base de séquences ∆2.

5.4 Évaluation expérimentale

Notre évaluation expérimentale est menée sur des bases de séquences réelles et synthétiques lar-
gement utilisées dans la fouille de motifs séquentiels. Toutes les bases de séquences proviennent de la
page web de Philippe Fournier Viger SPMF (URL : http://www.philippe-fournier-viger.
com/spmf/index.php?link=datasets.php). Nous avons également considéré de nouvelles
bases de séquences, appelées bases de séquences synthétiques symétriques, dérivées d’une symétrie sur
des bases de séquences synthétiques.
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— Les bases de séquences réelles impliquent des séquences d’items, leurs caractéristiques sont dé-
crites dans la table 5.4. Pour chaque base de séquences réelles, nous fournissons le nombre de
séquences (|∆|), le nombre d’items (|Ω|) et la densité.

Dataset |∆| |Ω| densité
ProofSequences 35 13 2.69
Sign 730 267 2.73
Leviathan 5834 9025 0.64
PubMed 17237 19931 0.86
FIFA 20450 2990 6.84
BIBLE 36369 13905 2.61
BMSWebView1 59601 497 119.92
Kosarak 69999 21144 3.31
BMSWebView2 77512 3340 23.20
MSNBC 989818 17 58224.58

TABLE 5.4 – Bases de séquences réelles.

— Les bases de séquences synthétiques correspondent à des bases de séquences d’items. Elles sont
générées à l’aide du Quest Dataset Generator d’IBM, et converties au format SPMF. Nous consi-
dérons les bases de séquences présentes sur la page web SPMF. Les cinq premières bases de
séquences, synDataset_1 à synDataset_5, correspondent à des bases de séquences synthétiques,
nommées data.slen_10.tlen_1.seq.patlen_X.lit.patlen_8.nitems_5000 avec X = 2 à 6. Les
quatre dernières bases de séquences (synDataset_6 à synDataset_9) correspondent aux bases de
séquences synthétiques nommées data.slen_8.tlen_1.seq.patlen_X.lit.patlen_8.nitems_5000
avec X = 2 à 5. Les caractéristiques des neuf bases de séquences synthétiques sont décrites dans
la table 5.5. Pour chaque base de séquences synthétiques, nous indiquons le nombre de séquences
dans la base de données (|∆|), le nombre d’items (|Ω|), la taille des itemsets (|iSets|) et le nombre
d’itemsets dans une séquence (#iSets).

Synthetic Datasets |∆| |Ω| |iSets| #iSets
synDataset_1 50351 41911 30 8
synDataset_2 47784 53137 28 8
synDataset_3 47555 62296 27 9
synDataset_4 47987 69686 30 9
synDataset_5 48466 75476 26 10
synDataset_6 45534 41270 25 6
synDataset_7 45451 52551 28 7
synDataset_8 46130 61137 27 9
synDataset_9 47133 68240 26 10

TABLE 5.5 – Bases de séquences synthétiques.

— Les bases de séquences synthétiques symétriques sont générées par symétrie à partir des bases de
séquences synthétiques mentionnées ci-dessus. Étant donné une base de séquences synthétique
(∆), nous générons d’abord aléatoirement sans remplacement une permutation σ sur les items
de ∆. Soit ∆s = {(sid|∆|+i, σ(si)|(sidi, si) ∈ ∆}. Une nouvelle base de séquence synthétique
symétrique ∆Sym = ∆∪∆s est dérivée. De toute évidence, la permutation σ est une symétrie de
∆Sym. Étant donné une base de séquences synthétique synDataset_X , et n la taille de la symétrie
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utilisée dans le processus de génération, nous notons la base de séquence synthétique symétrique
associée par symSynDatasetn_X .

Pour la méthode de détection de symétrie, nous avons utilisé bliss (URL : http://www.tcs.
hut.fi/Software/bliss/index.html), qui est un outil libre pour le calcul des groupes d’au-
tomorphisme et des formes canoniques des graphes [74].

Nous fournissons plusieurs expérimentations pour d’abord mettre en évidence la présence de symé-
tries dans des bases séquentielles et ensuite pour montrer l’effet de leurs exploitations dans l’élagage de
l’espace de recherche.

Notre première expérimentation vise à montrer la présence de symétries dans les bases de séquences
d’extraction de motifs séquentiels. Les bases de séquences réelles (voir Table 5.6) et les bases de sé-
quences synthétiques (voir Table 5.7) présentent plusieurs symétries (#Sym) détectées en un temps
raisonnable (time en secondes).

Dataset #sym time(s)

ProofSequences 0 0.85
Sign 4 5.97
Leviathan 46 0.57
PubMed 72 3.10
FIFA 7 2.35
BIBLE 240 6.57
BMSWebView1 0 3.6
Kosarak 1244 3.08
BMSWebView2 0 4.8
MSNBC 109 1.43

TABLE 5.6 – Détection de symétries sur des bases de séquences réelles.

Synthetic Datasets #sym time(s)

synDataset_1 3029 1.77
synDataset_2 3892 2.50
synDataset_3 2096 3.52
synDataset_4 1578 4.52
synDataset_5 1235 5.60
synDataset_6 2748 1.25
synDataset_7 2628 1.96
synDataset_8 1891 2.95
synDataset_9 1836 3.62

TABLE 5.7 – Détection de symétries sur des bases de séquences synthétiques

La présence de symétries dans des bases de séquences de fouille de motifs séquentiels montre que,
dans de nombreux cas, plusieurs items sont interchangeables. Ces résultats ouvrent une voie de recherche
sur l’interprétation et l’exploitation de telles régularités structurelles.

Prenons, à titre d’illustration, deux bases réelles, à savoir la BIBLE et le Léviathan. Ces deux bases
de séquences sont obtenues en convertissant respectivement la Bible et le roman Leviathan de Thomas
Hobbes (1651) en bases de séquences. Dans ces bases de séquences, chaque mot correspond à un item.
Ainsi, les symétries détectées entre les mots, nous permettraient de comprendre les corrélations entre
les mots. Une symétrie entre les mots d’un texte, met en évidence une forte similarité qui mérite d’être
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approfondie et analysée. Plus précisément, dans nos expérimentations, nous avons trouvé plusieurs mots
symétriques :

— Bible : (3912, 3913) (verified, guilty) ; (2947, 2950) ( fled, escaped) ; (5243, 5250) ( nahshon, ga-
maliel) ; (6855, 6857) ( meadows, gleaned) ; (6722, 6723) ( privily, fortify) ; (9886, 9889) (crou-
cheth, spite) ; (6698, 6704) (jether, inclined) ; (6696, 6698) (upbraid, jether).

— Levithan : (3176, 3178) (oft, disputed) ; (5002, 5003) (penalties, unwarranted) ; (5350, 5351)
(deduce, adviseth) ; (3524, 3525) (formed, founded) ; (7945, 7946) (admonishing, convinced) ;
(3558, 3559) (miracle, educated).

La deuxième expérimentation vise à évaluer l’effet de la symétrie sur la recherche de motifs sé-
quentiels fréquents. Les symétries sont intégrées dans l’algorithme GSP comme indiqué dans l’Algo-
rithme 15. Nous avons utilisé l’implémentation de GSP intégrée par Antonio Gomariz Penalver dans
SPMF (URL : http://www.philippe-fournier-viger.com/spmf/index.php?link=
download.php).

Dans la table 5.8, nous fournissons les résultats comparatifs obtenus par GSP et GSPSym sur des
bases de séquences synthétiques. Dans notre expérimentation, nous considérons différentes valeurs du
seuil du support minimum λ (en pourcentage du nombre de séquences dans le jeu de données). Pour
chaque méthode, nous fournissons le nombre de motifs séquentiels fréquents trouvés (#FP ), le temps
en secondes nécessaire pour les calculer (Time) et l’espace mémoire utilisé par les différentes méthodes.
Pour GSPSym, nous mentionnons également le nombre de motifs séquentiels fréquents déduits par sy-
métrie (#FPbySym). Tout d’abord, les deux algorithmes produisent le même nombre de motifs séquen-
tiels. GSPSym surpasse GSP à la fois en temps CPU et en espace mémoire (en gras dans le tableau)
nécessaire au calcul des motifs séquentiels fréquents. GSPSym est meilleur en termes de temps CPU
(respectivement d’espace mémoire) sur 35 (respectivement 39) instances parmi un total de 48 instances
de données. Le synDataset_9 est omis car les algorithmes GSP et GSPSym n’ont pas pu énumérer tous
les motifs séquentiels fréquents (espace mémoire insuffisant).

Dans la troisième expérimentation, notre objectif est de montrer l’effet des symétries sur des bases
de séquences synthétiques fortement symétriques. Ces bases de données sont dérivées de l’ensemble
symSynDataset_1 obtenu en faisant varier à la fois la taille de la symétrie utilisée (n donné en pourcen-
tage du nombre d’items de la base de données) et la valeur du seuil de support minimum (λ). La table
5.9 démontre que sur les bases de séquences synthétiques fortement symétriques, l’exploitation des sy-
métries permet des réductions significatives à la fois en temps et en espace. Sur toutes les instances des
bases de données, GSPSym est meilleur que GSP . Pour une meilleure vue et lisibilité, les figures 5.2 et
5.3 mettent en évidence les résultats comparatifs entre GSP et GSPSym sur les deux premières bases de
séquences synthétiques et sur deux bases de séquences synthétiques symétriques, tout en faisant varier le
seuil de support minimum. Des améliorations similaires sont obtenues sur les autres bases de séquences.
Comme nous pouvons l’observer, le gain est plus important pour les faibles valeurs du seuil de support
minimum.

En résumé, des symétries sont présentes dans les bases de séquences et le temps pour les détecter est
raisonnable. Sur les bases de séquences synthétiques et sur bases de séquences synthétiques fortement
symétriques, l’exploitation des symétries améliore les performances des algorithmes d’énumération de
motifs séquentiels fréquents (GSP) en temps et en espace.

Dans la dernière expérimentation, nous fournissons l’évaluation expérimentale de notre deuxième
approche d’élagage de symétries basée sur le pré-traitement. Comme cette deuxième approche est in-
dépendante de l’algorithme, nous avons considéré dans nos expérimentations plusieurs algorithmes de
fouille de motifs séquentiels, notamment SPADE [144], SPAM [13] et PrefixSpan [101]. Tous ces al-
gorithmes sont fournis par Philippe Fournier Viger, et peuvent être trouvés sur le site web de SPMF.

Les premiers résultats décrits dans les tables 5.10 et 5.11 fournissent pour chaque base de séquences,
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Synthetic
λ

GSP GSPSym

datasets #FP Time(s) Memory (MB) #FP # FPbySym Time(s) Memory (MB)

0.35 % 1 0.020 449.37 1 0 0.021 484.80
0.3 % 33 0.219 757.05 33 0 0.164 480.91
0.25 % 2123 7.381 1325.55 2123 979 5.546 896.51

synDataset_1 0.2 % 2214 13.597 1381.55 2214 968 9.751 1034.26
0.15 % 287075 1323.32 4255.17 287075 207324 954.23 3756.19
0.1 % 799649 13434.88 6299.08 799649 425875 8394.68 3256.32

0.35 % 1 0.007 621.41 1 0 0.024 487.83
0.3 % 1 0.018 435.38 1 0 0.023 488.27
0.25 % 1 0.020 436.89 1 0 0.018 435.19

synDataset_2 0.2 % 786 5.528 1021.10 786 256 4.046 864.25
0.15 % 23706 394.03 1734.90 23706 9847 250.77 2010.69
0.1 % 172897 12219.29 4168.55 172897 77279 9882.24 3320.78

0.35 % 1 0.006 705.59 1 0 0.026 613.38
0.3 % 1 0.016 557.39 1 0 0.025 614.65
0.25 % 9 0.135 743.65 9 4 0.060 624.15

synDataset_3 0.2 % 114 3.821 990.17 114 50 2.647 872.82
0.15 % 19714 443.105 1977.87 19714 8631 370.30 1668.14
0.1 % 602401 17021.967 5287.97 602401 283248 10186.73 3247.23

0.35 % 1 0.02 630.609 1 0 0.038 754.29
0.3 % 1 0.023 685.16 1 0 0.039 739.31
0.25 % 7 0.181 973.57 7 3 0.112 739.91

synDataset_4 0.2 % 2222 19.821 1285.69 2222 976 13.589 767.41
0.15 % 46818 821.785 1473.21 46818 20058 639.889 937.63
0.1 % 277354 23904.609 4480.280 277354 25621 19547.902 1045.84

0.35% 8 0.176 945.65 8 3 0.87 775.01
0.3 % 8 0.074 706.53 8 3 0.069 623.56
0.25% 17 0.399 828.61 17 7 0.297 728.59

synDataset_5 0.2 % 540 21.755 1326.47 540 235 15.028 1075.98
0.15 % 21536 799.013 3515.13 21536 7900 569.23 2999.30
0.1 % 462350 30323.89 6195.88 462350 8362 27225.91 3251.18

0.35 % 1 0.02 743.65 1 0 0.028 385.69
0.3 % 4 0.059 411.51 4 1 0.060 454.29
0.25 % 65 0.309 657.20 65 27 0.247 564.87

synDataset_6 0.2 % 250 3.285 1207.52 250 168 2.209 1011.46
0.15 % 13731 239.097 2514.41 13731 653 193.74 1941.67
0.1 % 696189 8199.479 7562.85 696189 10457 6935.749 3651.51

0.35 % 1 0.015 496.57 1 0 0.026 386.06
0.3 % 1 0.017 497.70 1 0 0.022 409.13
0.25 % 2 0.045 490.399 2 0 0.029 472.53

synDataset_7 0.2 % 652 2.727 829.01 652 243 1.297 694.28
0.15 % 14389 142.444 2790.50 14389 485 94.391 1254.76
0.1 % 145308 7272.784 7078.05 145308 11845 5911.14 6019.24

0.35 % 1 0.019 502.51 1 0 0.020 525.32
0.3 % 1 0.02 530.17 1 0 0.025 539.87
0.25 % 8 0.830 619.069 8 2 0.658 588.64

synDataset_8 0.2 % 82 1.424 820.64 82 21 0.982 785.98
0.15 % 10225 158.834 2954.41 10225 293 87.4 10348.32
0.1 % 607316 91162.266 6747.95 607316 17152 77612.91 41799.38

Statistics 13 9 35 39

TABLE 5.8 – Extraction de motifs séquentiels fréquents dans les bases de séquences synthétiques : GSP
vs GSPSym
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n λ
GSP GSPSym

#FP Time(s) Memory (MB) #FP # FPbySym Time(s) Memory (MB)

0.4 % 1 0.039 726.245 1 0 0.033 667.098
0.35 % 1 0.091 643.583 1 0 0.085 642.717

50 % 0.3 % 11 0.398 653.470 11 4 0.319 649.247
0.25 % 1049 10.478 866.442 1049 405 8.253 811.385
0.2 % 1097 26.154 1079.791 1097 489 21.732 1034.331
0.15 % 16577 1149.453 919.243 16577 3768 930.644 750.469

0.4 % 1 0.053 661.121 1 0 0.089 577.434
0.35 % 3 0.120 710.230 3 0 0.343 753.684

40 % 0.3 % 33 0.441 674.620 33 12 0.420 801.748
0.25 % 328 4.886 1008.376 328 95 3.660 745.205
0.2 % 381 22.461 884.534 381 145 14.343 794.883
0.15 % 73633 1899.242 1590.913 73633 2260 1519.478 1292.657

0.4 % 1 0.089 677.447 1 0 0.161 700.893
0.35 % 1 0.027 735.651 1 0 0.104 723.505

30 % 0.3 % 34 0.609 794.585 34 9 0.814 767.908
0.25 % 1099 10.834 1187.797 1099 171 5.744 873.872
0.2 % 1181 33.543 1486.302 1181 239 30.817 1370.782
0.15 % 18253 1199.846 960.382 18253 2513 643.476 927.020

0.4 % 1 0.062 703.590 1 0 0.118 695.494
0.35 % 1 0.042 738.567 1 0 0.029 759.472

20 % 0.3 % 22 0.452 843.741 22 4 0.431 877.023
0.25 % 1068 11.577 1162.227 1068 42 4.761 1010.259
0.2 % 1130 25.255 1451.396 1130 217 17.674 964.017
0.15 % 26876 1435.629 1594.096 26876 2871 1055.668 1468.242

0.4 % 1 0.058 723.074 1 0 0.163 708.217
0.35 % 1 0.027 717.203 1 0 0.071 706.609

10 % 0.3 % 33 0.499 838.831 33 0 0.689 761.748
0.25 % 2123 18.580 1339.070 2123 285 7.836 847.213
0.2 % 2211 37.096 1222.337 2211 356 27.587 908.666
0.15 % 88703 2092.886 1654.746 3763 373 1246.012 973.367

Statistics 8 4 22 26

TABLE 5.9 – Extraction de motifs séquentiels fréquents dans symSynDataset_1 : GSP vs GSPSym
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5.4. Évaluation expérimentale
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FIGURE 5.2 – Temps d’exécution de différentes bases synthétiques.
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FIGURE 5.3 – Temps d’exécution de différentes bases symSynDatasetn_1.

le nombre total d’items (|Ωocc|) et le nombre d’items supprimés (|Ωrem|) par symétrie de la base de
séquences sur les bases de données synthétiques et symétriques. Les résultats montrent que de nombreux
items sont supprimés, jusqu’à 753 items sur synDataset_6. Sur les bases de séquences symétriques, le
nombre d’items supprimés peut atteindre plusieurs milliers d’items.

Synthetic Datasets |∆| |Ω| |Ωocc| |Ωrem| time(s)

synDataset_1 50351 41911 666562 387 123.687
synDataset_2 47784 53137 746942 222 174.784
synDataset_3 47555 62296 854674 120 204.787
synDataset_4 47987 69686 983317 36 212.440
synDataset_5 48466 75476 1100508 41 120.601
synDataset_6 45534 41270 559927 753 73.423
synDataset_7 45451 52551 661072 315 104.954
synDataset_8 46130 61137 770916 175 157.294
synDataset_9 47133 68240 887332 62 183.848

TABLE 5.10 – Résultats de l’élagage de symétries basé sur le prétraitement des bases de séquences
synthétiques.

83



Chapitre 5. Détection et exploitation de symétries dans la fouille de motifs séquentiels

Synthetic Datasets |∆| |Ω| |Ωocc| |Ωrem| time(s)

symSynDataset100%_1 100702 41911 1333124 17640 422.880
symSynDataset90%_1 100702 41911 1333124 16205 434.338
symSynDataset80%_1 100702 41911 1333124 14109 450.960
symSynDataset70%_1 100702 41911 1333124 12291 456.839
symSynDataset60%_1 100702 41911 1333124 10844 443.799
symSynDataset50%_1 100702 41911 1333124 8190 584.797
symSynDataset40%_1 100702 41911 1333124 6552 415.418
symSynDataset30%_1 100702 41911 1333124 4736 468.044
symSynDataset20%_1 100702 41911 1333124 3271 446.164
symSynDataset10%_1 100702 41911 1333124 1268 445.265

TABLE 5.11 – Résultats de l’élagage des symétries sur les bases synthétiques symétriques.

Dans les tables 5.12 et 5.13, nous avons comparé plusieurs algorithmes récents dont SPADE, SPAM
et PrefixSpan sur les bases de données séquentielles originales et celles obtenues par pré-traitement. Nous
observons que les améliorations sont meilleures avec SPAM qu’avec SPADE. PrefixSpan avec un seuil
de support minimum faible est meilleur sur les bases de séquences 1, 3, 5, 7 et 8. Dans les différentes
tables, nous fournissons dans la dernière ligne (Statistics), pour chaque méthode, le nombre d’instances
sur lesquelles elle est la plus performante. De même, un échantillon des résultats des tableaux 5.12 et
5.13 sont représentés dans les figures 5.4 et 5.5. Mentionnons également qu’aucun des algorithmes de
fouille de motifs séquentiels considérés n’a pu résoudre le dernier ensemble de données synthétiques
(synDataset_9).
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5.4. Évaluation expérimentale

Synthetic
λ

SPADE SPADE_PruneSym SPAM SPAM_PruneSym PrefixSpan PrefixSpan_PruneSym

datasets
Time Memory Time Memory Time Memory Time Memory Time Memory Time Memory

(s) (MB) (s) (MB) (s) (MB) (s) (MB) (s) (MB) (s) (MB)

0.35 % 0.002 467.620 0.001 446.623 0.002 438.632 0.002 436.335 0.041 345.099 0.034 343.833
0.3 % 0.012 472.633 0.009 465.669 0.024 462.127 0.011 473.596 0.179 436.418 0.049 404.329
0.25 % 0.202 485.123 0.252 335.823 0.183 440.251 0.132 422.373 0.403 371.227 0.307 348.150

synDataset_1 0.2 % 0.237 638.858 0.167 546.872 0.140 514.701 0.264 510.323 0.351 379.298 0.320 363.926
0.15 % 4.718 287.918 4.420 682.797 4.478 585.429 4.123 594.841 11.182 278.667 0.847 215.613
0.1 % 15.457 949.984 13.670 895.397 33.219 161.179 28.085 151.040 18.301 525.016 6.457 474.283

0.35 % 0.002 536.205 0.002 534.591 0.001 539.840 0.001 541.447 0.062 419.585 0.037 404.185
0.3 % 0.002 500.218 0.002 536.931 0.002 569.761 0.001 577.435 0.056 454.430 0.044 414.339
0.25 % 0.002 537.683 0.001 574.056 0.003 500.047 0.001 494.205 0.035 433.183 0.045 445.420

synDataset_2 0.2 % 0.247 529.048 0.203 560.080 0.137 579.996 0.089 579.920 0.175 458.020 0.132 450.813
0.15 % 1.021 636.576 0.886 720.084 2.239 587.968 1.330 447.959 1.394 595.437 1.108 556.764
0.1 % 6.108 1099.609 5.752 617.319 27.474 605.016 17.275 510.524 12.431 595.214 5.813 420.606

0.35 % 0.003 582.507 0.002 617.642 0.003 620.568 0.002 604.173 0.062 490.805 0.041 460.052
0.3 % 0.003 664.545 0.006 638.727 0.002 618.542 0.007 625.561 0.056 544.228 0.063 501.077
0.25 % 0.005 578.911 0.003 586.865 0.008 662.319 0.004 732.410 0.062 522.551 0.044 585.071

synDataset_3 0.2 % 0.065 657.719 0.024 651.639 0.089 598.703 0.065 604.234 0.113 582.041 0.087 559.767
0.15 % 1.021 678.204 1.123 640.941 1.868 624.557 1.887 813.30 1.553 592.359 0.727 600.347
0.1 % 1.2577 1436.813 1.2119 996.211 4.117 914.726 3.001 628.832 624.531 948.865 7.785 673.463

0.35 % 0.002 720.907 0.022 701.579 0.002 716.527 0.022 699.103 0.055 543.963 0.034 526.312
0.3 % 0.003 682.541 0.002 783.072 0.003 704.879 0.002 718.555 0.049 549.636 0.049 598.154
0.25 % 0.044 733.752 0.003 822.922 0.009 741.529 0.007 771.169 0.056 580.150 0.045 625.325

synDataset_4 0.2 % 0.390 849.079 0.155 729.988 0.565 769.180 0.197 683.235 0.485 703.681 0.241 613.057
0.15 % 1.402 183.679 1.225 110.326 3.152 863.329 2.199 826.110 2.448 767.923 0.963 688.034
0.1 % 10.703 1197.185 9.594 922.969 5.611 756.518 4.034 567.203 21.286 1050.527 11.709 691.439

0.35% 0.005 743.246 0.004 713.192 0.005 729.957 0.005 786.343 0.079 718.585 0.060 637.379
0.3 % 0.004 841.118 0.002 814.123 0.028 825.407 0.04 789.998 0.115 714.283 0.101 665.554
0.25% 0.003 753.119 0.003 905.397 0.012 732.213 0.014 813.184 0.394 888.916 0.236 760.184

synDataset_5 0.2 % 0.044 903.293 0.083 787.919 0.273 778.030 0.222 729.695 0.187 775.920 0.156 716.089
0.15 % 1.165 888.406 1.338 808.444 2.441 971.234 3.171 940.417 1.579 317.814 1.354 209.917
0.1 % 14.274 1276.955 15.460 1265.571 74.817 883.852 60.030 263.272 16.884 727.389 12.850 844.168

0.35 % 0.001 395.850 0.002 375.974 0.001 408.250 0.002 378.064 0.064 579.643 0.054 578.033
0.3 % 0.002 411.048 0.002 377.317 0.003 415.064 0.002 408.126 0.055 597.644 0.049 613.450
0.25 % 0.016 413.806 0.035 424.289 0.014 368.479 0.016 434.376 0.074 605.529 0.063 619.047

synDataset_6 0.2 % 0.027 404.060 0.019 427.635 0.049 374.598 0.028 436.975 0.262 572.810 0.228 615.508
0.15 % 0.780 460.813 0.660 477.987 1.243 434.478 1.146 509.235 1.649 610.646 0.924 466.658
0.1 % 11.527 530.183 10.944 676.401 23.494 488.940 18.060 358.090 35.727 1203.301 13.644 962.450

0.35 % 0.002 463.340 0.002 478.054 0.002 485.862 0.001 465.689 0.040 466.147 0.083 380.578
0.3 % 0.002 516.357 0.001 493.278 0.002 504.333 0.001 488.670 0.033 391.505 0.038 391.269
0.25 % 0.002 564.035 0.002 469.020 0.003 533.203 0.002 521.848 0.043 393.199 0.024 414.510

synDataset_7 0.2 % 0.075 471.774 0.079 546.572 0.064 521.917 0.048 600.713 0.263 529.824 0.072 403.668
0.15 %. 0.691 578.227 0.698 597.523 0.849 551.451 0.784 469.069 1.081 496.833 0.402 450.424
0.1 % 3.959 669.059 3.883 766.651 16.262 722.355 14.227 646.501 7.871 551.719 4.728 355.758

0.35 % 0.001 596.299 0.001 571.556 0.002 829.453 0.003 855.248 0.038 433.588 0.029 480.759
0.3 % 0.001 580.681 0.001 579.466 0.022 893.709 0.023 938.676 0.054 451.974 0.039 502.572
0.25 % 0.005 643.378 0.004 656.296 0.184 962.747 0.186 947.426 0.043 473.265 0.049 447.298

synDataset_8 0.2 % 0.012 610.162 0.012 618.977 0.098 887.245 0.089 812.064 0.069 562.758 0.164 434.596
0.15 % 0.472 614.542 0.441 608.727 2.975 456.827 2.780 757.778 1.008 623.475 0.472 524.082
0.1 % 9.307 708.454 9.063 491.857 53.847 558.078 42.213 498.209 17.103 640.346 4.720 406.929

Statistics 20 22 38 25 16 19 36 29 7 12 42 36

TABLE 5.12 – Élagage de symétries basé sur le prétraitement : comparaison d’algorithmes d’extraction
de motifs séquentiels sur des bases de séquences synthétiques.
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Chapitre 5. Détection et exploitation de symétries dans la fouille de motifs séquentiels

Synthetic
λ

SPADE SPADE_PruneSym SPAM SPAM_PruneSym PrefixSpan PrefixSpan_PruneSym

datasets Time Memory Time Memory Time Memory Time Memory Time Memory Time Memory
(s) (MB) (s) (MB) (s) (MB) (s) (MB) (s) (MB) (s) (MB)

0.35 % 0.011 706.495 0.032 690.168 0.010 730.254 0.025 709.388 0.073 555.832 0.056 611.287
0.3 % 0.017 703.956 0.014 736.152 0.046 711.683 0.018 716.944 0.082 555.023 0.070 610.388

100 % 0.25 % 0.127 739.135 0.145 706.205 0.195 702.150 0.129 691.785 0.296 668.466 0.161 605.359
0.2 % 0.217 711.832 0.180 701.082 0.514 716.527 0.286 713.529 0.252 663.878 0.257 656.486
0.15 % 0.667 753.609 0.731 626.950 4.967 725.417 2.732 660.020 1.067 757.500 0.989 691.595
0.1 % 7.251 525.060 7.854 363.926 77.525 731.206 49.843 412.888 16.559 441.878 16.627 801.379

0.095 % 11.039 521.034 9.068 331.722 87.076 708.773 78.281 704.320 23.448 1057.247 21.610 439.646

0.35 % 0.002 787.515 0.003 763.920 0.002 787.515 0.003 772.316 0.059 582.760 0.054 617.187
0.3 % 0.012 775.091 0.010 750.505 0.023 765.915 0.034 778.083 0.098 608.428 0.134 664.188

90 % 0.25 % 0.147 851.437 0.220 830.029 0.160 867.270 0.235 850.768 0.244 655.993 0.224 683.748
0.2 % 0.124 937.979 0.088 737.564 0.099 752.769 0.077 769.795 0.404 807.372 0.197 734.710
0.15 % 0.679 987.686 0.701 923.456 3.168 1022.875 2.844 1002.181 1.111 773.254 9.462 771.946
0.1 % 7.152 427.644 6.516 359.559 53.210 1118.464 40.340 977.353 19.027 591.040 15.859 318.385

0.095 % 9.375 1265.211 8.930 951.437 55.031 605.469 47.324 1000.012 25.810 610.954 22.516 465.995

0.35 % 0.003 814.483 0.003 747.489 0.002 733.577 0.002 726.783 0.072 625.949 0.070 638.761
0.3 % 0.005 798.747 0.004 782.532 0.011 785.073 0.038 814.969 0.060 649.700 0.066 639.659

80 % 0.25 % 0.035 887.598 0.154 892.464 0.071 890.384 0.060 769.748 0.147 605.337 0.113 696.181
0.2 % 0.223 905.239 0.077 774.223 0.128 755.378 0.179 867.454 0.313 715.037 0.210 670.913
0.15 % 0.797 1090.625 0.956 805.670 3.461 1088.028 2.853 927.185 1.429 957.405 1.276 713.638
0.1 % 6.726 1076.764 6.154 1360.963 55.304 1339.070 44.503 772.606 19.250 575.651 16.125 425.012

0.095 % 9.635 1367.227 8.338 1221.533 59.647 1359.018 50.128 867.996 26.001 807.929 23.286 554.692

0.35 % 0.003 781.696 0.003 790.893 0.002 767.513 0.002 751.662 0.055 630.028 0.059 647.769
0.3 % 0.008 877.239 0.007 750.462 0.013 860.471 0.013 875.025 0.082 714.642 0.067 641.577

70 % 0.25 % 0.018 770.280 0.021 938.305 0.049 931.836 0.045 812.057 0.130 678.392 0.130 641.884
0.2 % 0.018 842.894 0.022 771.255 0.104 776.635 0.098 939.181 0.215 739.475 0.201 800.632
0.15 % 0.646 926.712 0.771 810.502 2.811 1083.290 2.065 836.900 1.408 293.430 1.521 284.104
0.1 % 6.782 1421.621 6.337 1261.535 49.887 659.043 40.141 1094.829 19.139 791.113 17.517 704.420

0.095 % 8.844 1609.352 8.462 1269.869 53.995 867.032 64.633 1121.578 24.128 872.269 22.571 785.559

0.35 % 0.002 802.884 0.003 805.739 0.003 818.900 0.003 816.450 0.079 718.585 0.060 637.379
0.3 % 0.015 876.917 0.015 884.472 0.023 901.740 0.024 718.543 0.115 714.283 0.101 665.554

60 % 0.25 % 0.175 861.909 0.112 959.136 0.151 955.175 0.124 791.756 0.394 88.916 0.236 760.184
0.2 % 0.284 868.657 0.090 793.464 0.060 1065.151 0.053 905.711 0.187 775.920 0.156 716.089
0.15 % 1.041 1122.076 0.847 800.658 3.074 1104.578 2.176 952.935 1.579 317.814 1.354 209.917
0.1 % 8.394 556.544 6.574 1359.377 43.389 1175.642 35.921 901.446 16.884 727.389 12.850 844.168

0.095 % 10.603 700.436 8.868 1290.630 63.842 1129.262 46.222 1173.138 25.570 878.256 21.624 790.209

0.35 % 0.002 860.650 0.003 788.364 0.010 794.021 0.002 817.948 0.050 638.509 0.055 735.343
0.3 % 0.008 800.222 0.007 855.568 0.013 813.841 0.014 929.211 0.080 716.662 0.074 690.653

50 % 0.25 % 0.311 848.996 0.236 908.293 0.248 811.385 0.164 866.170 0.267 739.130 0.280 881.620
0.2 % 0.091 974.603 0.238 944.562 0.229 832.861 0.154 857.444 0.305 773.621 0.263 723.735
0.15 % 1.204 1195.259 1.389 1187.055 2.774 315.616 2.729 434.853 2.286 782.534 2.066 404.172
0.1 % 8.900 1110.469 10.486 1137.663 11.273 1551.556 55.120 1585.946 21.943 1125.260 21.401 1262.445

0.095 % 11.685 1334.601 10.144 1298.052 80.092 861.246 78.417 830.952 28.349 1460.766 25.876 1314.453

0.35 % 0.003 844.106 0.003 812.753 0.009 864.666 0.007 869.677 0.071 686.698 0.067 706.107
0.3 % 0.015 953.307 0.015 897.285 0.018 876.125 0.014 856.849 0.085 772.436 0.085 672.624

40 % 0.25 % 0.040 842.837 0.095 932.461 0.151 840.139 0.121 912.165 0.174 778.229 0.162 770.269
0.2 % 0.038 876.778 0.107 1006.701 0.282 930.905 0.111 1028.232 0.260 763.735 0.229 738.660
0.15 % 3.905 1089.596 3.209 1286.746 4.855 1118.273 4.408 1106.679 6.736 1090.087 6.058 1004.87
0.1 % 10.886 446.039 9.296 436.916 46.561 1189.473 46.063 1134.007 25.192 979.233 25.821 692.228

0.095 % 13.382 1553.918 13.305 1540.954 66.679 910.113 53.315 896.189 33.008 1116.724 33.792 735.456

0.35 % 0.003 863.878 0.003 829.711 0.002 829.453 0.003 855.248 0.057 701.251 0.059 782.080
0.3 % 0.014 951.410 0.015 929.614 0.022 893.709 0.023 938.676 0.089 730.119 0.076 712.149

30 % 0.25 % 0.227 975.103 0.187 1064.119 0.184 962.747 0.186 947.426 0.448 1184.279 0.396 872.590
0.2 % 0.094 861.498 0.146 957.052 0.098 887.245 0.089 1112.064 0.242 913.296 0.322 705.832
0.15 % 1.177 998.787 0.886 941.880 2.975 1456.827 2.780 1057.778 2.034 1059.486 1.924 782.750
0.1 % 10.994 1506.796 9.429 1501.169 53.847 1158.078 42.213 998.209 21.696 858.441 22.030 644.916

0.095 % 13.806 1466.037 11.852 1336.127 81.160 976.309 63.811 1047.169 27.532 990.659 28.642 742.445

0.35 % 0.003 935.786 0.003 916.393 0.026 891.943 0.003 921.040 0.059 750.747 0.059 743.611
20 % 0.3 % 0.012 846.464 0.008 865.649 0.016 841.785 0.015 838.448 0.069 801.071 0.097 736.076

0.25 % 0.190 1050.694 0.181 933.527 0.199 885.194 0.146 840.710 0.268 914.770 0.371 848.033
0.2 % 0.203 950.167 0.159 1046.336 0.119 1013.439 0.083 933.492 0.265 879.495 0.226 847.946
0.15 % 1.558 1573.521 1.490 1152.428 3.477 661.649 2.959 584.600 3.035 508.469 3.048 311.772
0.1 % 12.074 991.023 11.753 796.374 5.643 911.551 53.618 971.718 22.968 620.627 22.014 610.495

0.095 % 15.610 1394.244 14.249 1287.739 98.708 900.933 60.528 800.556 31.718 1356.288 31.007 764.042

0.35 % 0.002 900.974 0.002 929.835 0.003 945.587 0.002 893.630 0.065 723.567 0.060 778.550
0.3 % 0.014 870.632 0.011 1016.572 0.061 898.527 0.025 1028.506 0.105 782.859 0.093 746.272

10 % 0.25 % 0.282 957.376 0.279 890.984 0.304 976.407 0.300 937.179 0.387 919.278 0.607 840.953
0.2 % 0.247 1059.361 0.199 901.614 0.203 1026.445 0.194 873.584 0.320 954.454 0.531 805.079
0.15 % 4.175 1174.194 2.738 1071.313 5.643 911.551 4.567 874.583 8.596 1331.308 6.596 989.471
0.1 % 17.964 792.592 16.631 411.137 66.929 978.480 49.875 1054.168 33.308 339.007 23.579 139.107

0.095 % 21.326 672.125 20.430 1104.222 69.341 961.205 57.760 904.509 44.486 551.097 35.345 499.454

Statistics 29 23 50 48 19 28 54 42 23 17 49 53

TABLE 5.13 – Élagage de symétries basé sur le prétraitement : comparaison d’algorithmes d’extraction
de motifs séquentiels sur symSynDataset_1
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5.5. Conclusion
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FIGURE 5.4 – Élagage de symétries basé sur le prétraitement de différentes bases de séquences synthé-
tiques.
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FIGURE 5.5 – Élagage de symétries basé sur le prétraitement de symSynDatasetn_1.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étendu le cadre de la symétrie aux tâches d’extraction de motifs sé-
quentiels. Après avoir formulé le concept de symétries dans les bases de données séquentielles, nous
avons montré comment de telles symétries peuvent être détectées grâce à une réduction au problème de
la recherche des automorphismes de graphes colorés dirigés. Ensuite, nous avons décrit deux approches
d’élagage des symétries. Dans la première, les symétries ont été exploitées pour améliorer les algorithmes
de fouille de motifs séquentiels, notamment les algorithmes de type Apriori. La seconde approche vise à
éliminer les symétries lors d’une étape de pré-traitement en réécrivant la base de données séquentielle.

Les résultats expérimentaux menés sur plusieurs bases séquentielles bien connues montrent que ces
bases contiennent plusieurs symétries révélant des régularités intéressantes qui peuvent être considérées
comme un nouveau type de connaissance. Les résultats confirment le grand intérêt de l’utilisation des
symétries pour la réduction de l’espace de recherche. Ceci est particulièrement pertinent pour toutes les
tâches d’énumération de motifs.
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Discussion et conclusion générale

Dans cette thèse nous nous sommes intéressés à une tâche fondamentale en fouille de données, qui
est la fouille des motifs fréquents. Cette tâche est appliquée dans plusieurs domaines importants. Il s’agit
de trouver des motifs pertinents et utiles à partir de différents types de bases de données. Dans cette thèse,
nous avons focalisé notre attention sur les bases de transactions pour la fouille des itemsets ainsi que sur
les bases de séquences pour la fouille des séquences. Notre contribution pour l’extraction des itemsets
consiste principalement à améliorer une approche déclarative basée sur la satisfiabilité propositionnelle
par la compression d’un encodage SAT pour la fouille des itemsets. Tandis que notre deuxième contribu-
tion dans le domaine de la fouille de séquences a porté sur la détection des symétries dans les séquences
et leurs exploitations pour améliorer le processus d’extraction de séquences.

Dans le cadre de la fouille des itemsets, nous avons commencé par montrer comment la compression
de l’encodage SAT pour la fouille des itemsets peut être vue comme un problème de compression de
matrice booléenne. Puis, nous avons adapté un encodage SAT pour la fouille des itemsets en introduisant
de nouvelles variables et contraintes. Afin de réduire la taille de notre encodage, nous avons proposé
de réordonner les transactions de la base originale en utilisant une approche gloutonne. Notre encodage
permet de compresser l’encodage par réduction du nombre de clauses générées. Des expérimentations
montrent l’intérêt de notre approche proposée.

Dans le cadre de la fouille des séquences, nous avons proposé une méthode de détection des symétries
dans les bases de séquences. Ensuite, nous avons montré comment le problème de la fouille des séquences
peut être amélioré en exploitant les symétries. Premièrement, nous avons intégré ces symétries détectées
dans un algorithme de type Apriori. Deuxièmement, nous avons proposé de faire un prétraitement de la
base de séquences en nettoyant les symétries pour optimiser l’espace de recherche. Nos contributions
montrent que l’exploitation des symétries dans la fouille de séquences permet de réduire l’espace de
recherche et donc les temps de calculs.

Perspectives

Les travaux effectués pendant cette thèse ouvrent de nombreuses perspectives. Tout d’abord l’ap-
proche de compression de l’encodage basé sur la satisfiabilité propositionnelle proposée pour la fouille
des itemsets est une approche générale qui a réduit significativement la taille de l’encodage et le nombre
de clauses générées. Cette optimisation a montré une amélioration des performances et ouvre la voie à
une extension de notre approche de compression à d’autres tâches de fouille de données comme la fouille
des règles d’association ou des séquences. Une deuxième perspective de nos travaux concerne l’approche
gloutonne utilisée pour réorganiser la base de transactions. Trouver d’autres heuristiques d’ordonnance-
ment peut aider à réduire encore d’avantage la taille de l’encodage.

Dans notre seconde contribution, nous avons proposé une méthode pour rechercher des symétries
globales dans les bases de séquences en transformant la base de séquences en un graphe orienté co-
loré. Ces symétries sont énumérées en calculant les automorphismes du graphe obtenu. Il sera pertinent
de trouver des symétries locales pendant la génération des candidats. En effet, pendant la génération,
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la structure de table de séquence change et détecter des symétries sur la nouvelle table permettrait la
découverte de nouvelles symétries non présentes dans la table originale.

Une autre perspective de notre approche d’extraction de motifs séquentiels concerne l’exploitation
des symétries détectées pour l’élagage de l’espace de recherche. En effet, dans le travail effectué, les
symétries ont été intégrées dans un algorithme de type Apriori. Il sera intéressant d’étudier la possibilité
d’intégrer les symétries pour l’extraction de motifs séquentiels dans les algorithmes de recherche en
profondeur et de les comparer avec l’algorithme GSPSym.
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Résumé
L’extraction de motifs fréquents est l’une des tâches fondamentales de la fouille de données. Elle consiste

à découvrir des motifs intéressants pour l’utilisateur à partir des bases de données. Différents types des motifs
peuvent être trouvés à partir de divers types de données, tels que les données transactionnelles, les séquences, les
graphes et les arbres.

Cette thèse s’intéresse aux deux tâches bien connues de la fouille de motifs à savoir la fouille des itemsets
fréquents et la fouille des motifs séquentiels.

La première contribution de cette thèse concerne l’utilisation des approches déclaratives de type SAT pour
l’extraction des itemsets fréquents fermés. Ces approches sont connues pour être flexibles en permettant d’ajouter
des contraintes pour extraire des motifs particuliers. L’un des problèmes majeurs de ces approches est le passage
à l’échelle dû à la taille de l’encodage des grandes bases transactionnelles. Pour réduire la taille de ces encodages,
nous avons proposé des représentations plus compactes. Plus précisément, nous montrons que notre approche
peut être vue comme un problème de compression de matrices booléennes. Nos résultats montrent une réduction
significative de la taille de l’encodage.

Notre seconde contribution consiste à exploiter les symétries dans le cadre de la fouille des motifs séquentiels.
La recherche de ces symétries est effectuée en encodant la table des séquences sous forme d’un graphe orienté
coloré. Les symétries sont alors énumérées en calculant les automorphismes du graphe. Finalement, nous pro-
posons deux approches pour exploiter les symétries détectées. Dans la première, nous montrons comment nous
pouvons améliorer l’extraction de motifs séquentiels en intégrant les symétries découvertes dans un algorithme
de type Apriori. Dans la seconde approche nous démontrons comment ces symétries peuvent être utilisées en
prétraitement. Cela est réalisé en modifiant la base de séquences originale.

Mots-clés: Motifs fréquents, itemsets, motifs séquentiels, symétries, satisfiabilité propositionnelle.

Abstract

Frequent pattern mining is one of the fundamental tasks of data mining. It consists in discovering interesting
patterns for the user from the databases. Different types of patterns can be found from various types of data, such
as transactional data, sequences, graphs and trees.

This thesis is concerned with the two well-known tasks of pattern mining, namely frequent itemsets mining
and sequential pattern mining.

The first contribution of this thesis concerns the use of declarative approaches of the SAT type for mining
frequent closed itemsets. These approaches are known to be flexible by allowing constraints to be added to mine
particular patterns. One of the major problems of these approaches is the scalability due to the size of the encoding
of large transactional databases. To reduce the size of these encodings, we have proposed more compact represen-
tations. More precisely, we show that our approach can be seen as a Boolean matrix compression problem. Our
results show a significant reduction in encoding size.

Our second contribution consists in exploiting the symmetries within the framework of mining sequential
patterns. The search of these symmetries is performed by encoding the sequence table in the form of a colored
directed graph. The symmetries are then enumerated by calculating the automorphisms of the graph. Finally, we
propose two approaches to exploit the detected symmetries. In the first, we show how we can improve the sequential
pattern mining by integrating the symmetries discovered in an Apriori-like algorithm. In the second approach
we demonstrate how these symmetries can be used in preprocessing. This is achieved by modifying the original
sequences database.

Keywords: Frequent patterns, itemsets, sequential patterns, symmetries, propositional satisfiability.
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