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Notations

Soient G un groupe, n un entier positif, et z,y, deux éléments de G. On utilisera les

notations suivantes :

£

%

[z,y] = a7y Loy = z7 200 2¥ = ylay.
GO =G, GW = G =[G, G] le sous-groupe dérivé de G et G™ le (n 4 1)*™ terme de
la série dérivée de G.

Ce(X) le centralisateur de H dans G.
Z0(G)=1,21(G) = Z(G) ={9geG|lxg=gr  Vz e G} lecentre de G et Z,(QG)

le (n + 1) terme de la série central supérieure de G.
N¢(H) le normalisateur de H dans G.
H |G le sous-groupe H est caracteristique dans G.
HsnG le sous-groupe H est sous-normal dans G.
A est la classe des groupes abéliens.
C est la classe des groupes de Cernikov.
Cp = est le groupe quasicyclique.
F est la classe des groupes finis.
LN est la classe des groupes localement nilpotents.
N est la classe des groupes nilpotents.
LF est la classe des sous-groupes localment finis.
HascG le sous-groupe H est ascendant dans G.

Si X est une classe des groupes, alors G est dit un M NAX-groupe s’il est minimal

non-X groupe.

Si X et )V sont deux classes de groupes, alors le produit X') désigne la classe des

groupes G' qui admettent un sous-groupe normal N € X tel que % e .

ZA est la classe des groupes hypercentraux.



Introduction

Soit X une classe de groupes. On dit qu’un groupe G est un non-X-groupe minimal,
si tous ses sous-groupes propres sont des X-groupes et si G lui-méme n’appartient pas a
X.

L’objectif est de chercher la structure des non-X- groupes minimaux. Plusieurs auteurs
ont étudié ce probléme dans le cas des groupes finis et les résultats les plus importants
ont été obtenus par G. A. Miller et H. Moreno en 1903 [26], qui ont montré que tout
groupe non-abélien minimal fini est métabélien d’ordre divisible par au plus deux nombres
premiers. Aussi, en 1924 O.Yu. Schmidt [35] a Classifié les groupes finis non-nilpotents
dont tous les sous-groupes propres sont nilpotents en démontrant que de tels groupes sont
résolubles de longueur au plus égale a 3 et leurs ordres sont divisibles par deux nombres
premiers distincts.

En suite, en 1964 I’étude des groupes non- X minimaux a été réalisée pour la premiére
fois dans le cas des groupes infinis avec la parution de 'article de M. F. Newman et
Wiegold [29] ou on trouve une classification des groupes non-nilpotents minimaux infinis.
Cette derniére, et bien qu’elle ne fut pas compléte, a incité plusieurs auteurs a étudier ce
genre de problémes et de nombreuses publications ont été faites dans ce sens et beaucoup
de résultats sur les groupes infinis non-X minimaux, pour diverses propriétés (ou classes)
de groupes X, ont été obtenus. On pourra voir par exemple [5], [38], [1], [2], [41], [34],
[17] et [28].

H. Smith dans son article [38] a étudi¢ les groupes localement nilpotents non-nilpotents
minimaux sans sous-groupes maximaux. Il a été prouvé en particulier qu’ils sont des p—
groupes localement finis et s’ils ne sont pas parfaits, alors tous leurs sous-groupes sont
sous-normaux et leur abélianisation sont des groupes quasicycliques.

B. Bruno et R. E. Phillips [5], ont prouvé que chaque groupe non-(fini-par-abelien)
minimal localement gradué est exactement une extension d’un produit direct d'un nombre
fini de ¢— groupes quasicycliques par un p-groupe cyclique fini, ol p et ¢ sont des nombres
premiers qui ne sont pas nécessairement distincts.

En combinant le résultat de Asar [2] et celui de Napolitani et Pegoraro [28], nous

avons qu’un groupe localement gradué dont les sous-groupes propres sont nilpotent-par-



Cernikov est lui-méme nilpotent-by-Cernikov. Il résulte de ce résultat que les groupes
non-nilpotents minimaux localement nilpotents sont résolubles. Par conséquent, le résul-
tat de Xu [41] peut étre mis & jour comme suit : les groupes non-(fini-par-nilpotents)
minimaux localement gradués sont exactement les groupes qui sont soit des groupes non-
(fini-par-abeliens) minimaux localement gradués, soit des groupes non-nilpotents mini-
maux localement nilpotents sans sous-groupes maximaux.

Arikan et Trabelsi [1] ont généralisé certains résultats obtenus par Xu [41] sur les
groupes non-Baer minimaux résolubles & des groupes non-Baer minimaux localement
gradués. En particulier, ils prouvent que si G est un groupe minimal non-Baer localement
gradué infini, alors G est un p— groupe non-parfait localement nilpotent dénombrable,
pour un certain nombre premier p. De plus, si G, le sous-groupe dérivé de GG, est non
parfait, alors pour tous les entiers n > 2, G/v,,(G") est un groupe minimal non-nilpotent
ayant un sous-groupe maximal.

D’autre part, un exemple simple de groupe non-superrésoluble minimal contenant des
sous-groupes non-nilpotents appropriés peut étre trouvé par Satylo dans [34]

F. de Giovanni et M. Trombetti dans [17] ont étudié les groupes non-hypercentraux
minimaux localement gradués et de nombreuses propriétés de ces groupes ont été prou-
vées. En particulier, ce sont des p— groupes hyperabéliens localement finis, tous leurs
sous-groupes sont ascendants et leur abélianisation sont des groupes triviaux ou quasicy-
cliques. Aussi il a été prouvé que pour un groupe infini localement gradué, les propriétés
d’étre non-hypercentral minimal et non-hypercyclique minimal sont équivalentes.

Dans cette thése, on s’intéresse & 1’étude des groupes dont tous les sous-groupes
propres sont hypercentraux. Ces travaux ont quelque peu progressé, notamment dans le
cas de type fini. De plus, on a obtenu quelques résultats dans le cas de type infini. Et
aussi on a caractérisé les groupes minimaux non—(fini-par-hypercentraux). De plus on a
obtenu quelques résultats sur les groupes non-(Cernikov-par-hypercentraux) minimaux.
La thése se compose de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, on exposera une synthése des plus importants résultats
qui ont été obtenus dans cette direction. Notamment, nous exposerons des résultats sur
les groupes non-nilpotents minimaux, non-(fini-par-nilpotents) minimaux, non-(fini-par-
nilpotents de classe < k) minimaux, non-(abelien-par-finis) minimaux, non-(nilpotent-

par-finis) minimaux, non-(Cernikov-par-nilpotents de classe < k) minimaux, non-(nilpotent-



par—éernikov) minimaux et non-hypercentraux minimaux.

Dans le deuxiéme chapitre, on expose nos résultats sur les groupes non-hypercentraux
minimaux localement gradués de type fini et de type infini. Plus précisément, on établira
que si G est un groupe non-hypercentral minimal, alors G est un groupe parfait de

type fini n’admettant pas de sous-groupes propres d’indice fini et est un groupe
yp p groupes prop

simple infini. Et nous prolongerons les résultats de H. Smith [38],Théoréme 3.1. Aussi
nous rappelons les résultats de F. de Giovanni et M. Trombetti [17] sur les groupes
non-hypercentraux minimaux et les nombreuses propriétés prouvées sur ces groupes.

Dans le troisiéme chapitre, on expose nos résultats publiés [3] ainsi que d’autres ré-
sultats sur les groupes non-(finis-par-hypercentraux) minimaux de type fini. Les groupes
non-(finis-par-hypercentraux) minimaux localement gradués seront exposés avec des dé-
monstrations trés complétes des différents lemmes, propositions et théorémes.

Enfin, dans le quatriéme chapitre, on s’intéressera aux groupes non—(@ernikov—par—
hypercentraux) minimaux localement gradués. On donnera des résultats sur les groupes
non-(Cernikov-par-hypercentraux) minimaux localements gradués de type fini et de type

infini.



Chapitre 1

L’état de ’art

1.1 Introduction

L’étude des groupes possédant un systéme de sous-groupes vérifiant une propriété
donnée est trés ancienne, elle a commencé avec 'article de Miller et Moreno en 1903
[26] qui ont étudié et caractérisé les groupes finis non-abéliens dont tous les sous-groupes
propres sont abéliens et ils ont établi, entre autres, que de tels groupes sont métabéliens.
De plus, O.J. Schmidt en 1924[35], a classifié les groupes finis non-nilpotents dont tous les
sous-groupes propres sont nilpotents en démontrant que de tels groupes sont résolubles
de longueur < 3 et leurs ordres sont divisibles par deux nombres premiers distincts.
Il est naturel d’étendre ce type d’étude pour les groupes infinis. Dans ce chapitre nous
donnerons une synthese des résultats qui ont été obtenus dans cette direction par plusieurs
auteurs. Notons que pour une classe de groupes X, un groupe G est dit non-X minimal
si tous ses sous-groupes propres sont dans la classe X, alors que G lui-méme n’est pas un

X—groupe.

1.2 Groupes non-nilpotents minimaux

Un groupe G est dit non-nilpotent minimal si tout ses sous-groupes propres sont nil-
potents, alors que G lui méme n’est pas nilpotent. M.F. Newman et J. Wiegold [29], se
sont intéressé aux groupes non-nilpotents minimaux infinis. Nous donnerons les résultats

qu’ils ont obtenu. Dans ce qui suit, nous désignons par M NN les groupes non-N mini-



maux et M NN, les groupes non-N;, minimaux ou N et N}, désignent respectivement les

classes des groupes nilpotents et nilpotents de classe < k, ot k est un entier positif.

1.2.1 Groupes non-N\ et non-N, minimaux de type fini

Rappelons ce qu’est le sous-groupe de Frattini d’un groupe.

Définition 1.1 Soit G un groupe. Le sous-groupe de Frattini, qu’on note Frat(G), est
défini comme l’intersection de tous les sous-groupes maximaux de G. Si G n’admet pas

de sous-groupes mazimauz, alors Frat(G) = G.

Théoréme 1.2 Si G est un M NN —groupe ou M NN,,-groupe infini de type fini, alors

G
Frat(G)

est un groupe simple infini.

Ce théoréme veut dire que si les M NN —groupes et M NNj-groupes existent, alors
de tels groupes simples existent aussi. Ce qui a amené Newman et Wiegold [29] a étudier

les M NN -groupes et M NN, —groupes simples.

Théoréme 1.3 Si G est un M NN — groupe localement nilpotent, alors :
(1) G est un groupe infini dénombrable.

(i1) % est un p—groupe localement cyclique et si G # G', alors G est un p— groupe.

Ce sont les seuls résultats que M.F. Newman et J. Wiegold [29] ont obtenu sur les
M NN —groupes localement nilpotents. Ce qui les a amené a supposer de plus que les
groupes en question possédent des sous-groupes maximaux.

Les M NN —groupes résolubles localement nilpotents n’ayant pas des sous-groupes
maximaux existent. En effet, 'exemple de H. Heineken et I. J. Mohamed [23] est un
M NN —groupe métabélien localement nilpotent et n’ayant pas de sous-groupes maxi-
matux.

M. F. Newman et J. Wiegold [29] ont obtenu une description compléte des groupes
non-nilpotents localement nilpotents possédant des sous-groupes maximaux et dont tous
les sous-groupes propres sont nilpotents.

Soient p un nombre premier, n un entier positif et » = 0, 1. Notons B ’ensemble des
groupes B(p, n, r) ou B(p, n, r) est le groupe engendré par 'ensemble {b, hy, ho, ...} tel

que ces éléments vérifient les relations suivantes :
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[hi7 hj] = [h“ bp] = 1, ou Z,j = 1, 2,
[hi+1> b] = hi, outr = 1, 2,
[h1, b = 1; b"" = hr.

Théoréme 1.4 1) Tout M NN —groupe localement nilpotent ayant des sous-groupes
mazimauz est isomorphe a un groupe de B.
2) Tout groupe de B est un M NN -groupe localement nilpotent ayant des sous-groupes
MaTimaur.

3) Deux groupes de B ne peuvent pas étre isomorphes.
Le théoreme précédent admet la conséquence suivante :

Corollaire 1.5 Si G est un M NN -groupe localement nilpotent ayant des sous-groupes
mazimauz, alors G est un p-groupe métabélien de Cernikov pour un certain premier p et
% est cyclique d’ordre p", ot n est un entier positif.

Notons que M. F. Newman et J. Wiegold [29] n’ont pas traité le cas des M NN -groupes
localement nilpotents n’admettant pas des sous-groupes maximaux. Ce n’est qu’en 1997
que Howard Smith [36] a étudié de tels groupes en distinguant le cas parfait et le cas

non-parfait. Plus précisément, il a démontré le résultat suivant.

Théoréme 1.6 Soit G un M NN -groupe résoluble localement nilpotent n’ayant pas de
sous-groupes mazrimauz. Alors on a :
(i) G est un p-groupe dénombrable et % ~ Cpeo pour un certain premier p.
(i1) Tout sous-groupe de G est sous-normal.
(111) (G")P # G’ et toute image hypercentrale de G est abélienne. En particulier, G' =
Yo (G) pour tout n > 2.
(iv) Tout sous-groupe radicable de G est central.
(v) Le centralisateur de G' est abélien et G' est omissible (i.e. St H < G tel que
G = HG', alors H = G). En particulier, G n’admet pas de sous-groupes propres
d’indice fini.
(vi) G' n'est pas la cloture normale d’un sous-groupe fini de G.

(vii) L’hypercentre de G coincide avec le centre de G.



Les M NN —groupes résolubles localement nilpotents n’ayant pas des sous-groupes
maximaux existent. En effet, 'exemple de H. Heineken et I. J. Mohamed [23] est un
M NN-groupe métabélien localement nilpotent et n’ayant pas de sous-groupes maxi-

maux.

1.3 Groupes non-(fini-par-abéliens) minimaux

V.V. Belyaev et N.F. Sesekin [4] ont donné une description compléte des M N F . A—groupes

dans la classe des groupes localement finis. En particulier, on a le résultat suivant :
Théoréme 1.7 Si G est un M NFA—groupe localement fini, alors G est de Cernikov.

B. Bruno et R.E. Phillips [5], ont généralisé le resultat de V.V. Belyaev et N.F.
Sesekin [4] aux groupes localement gradués. Rappelons d’abord la définition d’un groupe

localement gradué.

Définition 1.8 On dit qu’un groupe G est localement gradué, si tout sous-groupe non-
trivial de type fini de G admet une image finie non-triviale; c’est-a-dire, V1 # H < G
ot H est de type fini, AN < H tel que N # H et % soit fina.

Théoréme 1.9 Soit G un groupe non-(fini-par-abélien) minimal localement gradué. Alors :
i) Pour un certain premier p et pour un entier positif n > 1, il existe un sous-groupe
normal A de G tel que A ~ Chs et un élément y dans G d’ordre une puissance
d’un nombre premier q tel que G = A (y).

i) V= % est d’ordre q et A est un V-module divisiblement irréductible.
Yy

1.4 Groupes non-(fini-par-nilpotents) minimaux

Notons M NFN les groupes non-(fini-par-nilpotents) dont tous les sous-groupes propres
sont finis-par-nilpotents. Dans un article paru en 1996, la classification des M N FN —groupes

est donnée par M. Xu [41] en distinguant le cas de type fini et le cas de type infini.
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1.4.1 MNZFN-Groupes de type fini

M.F. Newman et J. Wiegold ont montré qui si G est un M NN —groupe de type
fini, alors %t(G) est un groupe simple infini. M. Xu a prolongé ce résultat pour les

M N FN —groupes. Plus précisément, il a montré le résultat suivant :

Théoréme 1.10 Si G est un M NFN -groupe de type fini, alors :
(i) G est un groupe parfait.
(i1) G n’admet pas de sous-groupes propres d’indice fini.

(1i1) %t(G) est un groupe simple infini.

Notons que I'exemple d’Olshanski affirme 1’existence des M NFN —groupes de type
fini.

1.4.2 MNZFN-Groupes de type infini.

Notons M N F A les groupes non-( fini-par-abéliens) dont tous les sous-groupes propres
sont fini-par-abéliens et H M les groupes non-nilpotents dont tous les sous-groupes propres

sont sous-normaux et nilpotents.

Théoréme 1.11 G est un groupe de type infini dans la classe MNFN si, et seulement
si, G vérifie l'une des conditions suivantes :

(i) G est un M NFA—groupe.

(i) G est un HM -groupe.

1.5 Groupes non-(fini-par-nilpotents de classe < k)

minimaux

B. Bruno et R.E. Phillips [5] ont classifié les groupes infinis dont tous les sous-groupes

propres sont dans la classe FN, en se restreignant aux groupes localement gradués.

Théoréme 1.12 Soit k > 0 un entier. Les conditions suivantes dans un groupe locale-
ment gradué G sont équivalentes :
(i) G est un groupe non-FN minimal.

(ii) G est un groupe non-FA minimal.

11



(iii) G est un groupe non-F.A, de Cernikov et dont tous les sous-groupes propres sont

soit abéliens, soit finis.

1.6 Groupes non-(abélien-par-finis) minimaux

En 1984 B. Bruno a étudié les groupes dont tous les sous-groupes propres sont abélien-
par-finis dans la classe des groupes localement gradués périodiques en distinguant les cas

p—groupe et non-p—groupe. Plus précisément, elle a montré les résultats suivants :

Théoréme 1.13 (i) Soit G un groupe localement gradué périodique qui n’est pas un
p—groupe pour tout premier p. Alors G est un M N AF — groupe si, et seulement si,
G=GA GNA=1, ot A~ Cpe pour certain premier p et G' est un sous-groupe
normal minimal dans G et un q—sous-groupe abélien élémentaire pour un certain
premier q # p.

(i1) Soit G un p-groupe localement gradué pour un certain premier p. Alors G est un
M N AF—groupe si, et seulement si, G' est abélien, % ~ Cpo et HG' < G pour
tout sous-groupe propre H de G.
Le théoréeme précédent donne une bonne caractérisation des M N AF —groupes loca-
lement gradués dans la classe des groupes périodiques.
Notons que I'exemple de H. Heineken et I.J. Mohamed [23] est un p—groupe minimal
non-(abélien-par-fini).
B. Bruno [8] a conjecturé qu'un groupe non-parfait dont tous les sous-groupes sont
dans la classe AF est périodique. Cette conjecture fut démontrée en 1995 par B. Bruno

et R.E. Phillips [7]. Plus précisément, ils ont établi le résultat suivant :

Théoréme 1.14 Si G est un M NAF—groupe non-parfait localement gradué, alors G
est périodique.

Notons que B. Bruno et R.E. Phillips ont conjecturé que le théoreme précédent reste

" non-parfait" est enlevée. Cette conjecture est devenue une réalité

vrai si la condition
et a été démontré en 1997 par F. Napolitani et E. Pegoraro [28]. Ainsi il n’existe pas de
M N F A—groupes localement gradués non périodiques. Plus précisément, ils ont établi le

résultat suivant :

Théoréme 1.15 Si G est un M N AF—groupe localement gradué, alors G est périodique.

12



1.7 Groupes non-(nilpotent-par-finis) minimaux

B. Bruno dans [8] a étudié les groupes dont tous les sous-groupes propres sont
nilpotent-par-finis dans la classe des groupes localement gradués en distinguant les cas
localement nilpotents et non localement nilpotents. Plus précisément, elle a montré les

résultats suivants :

Théoréme 1.16 Soit G un groupe périodique, localement gradué et non localement nil-
potent. Alors G est un M NN F—groupe si, seulement si, G = VH et VNN H = 1, ou
H ~ Cp  pour certain premier p et V est un q—groupe special pour un certain premier

q#p tel que HC Cg (V') et % est un sous-groupe normal minimal dans G/V'.

Théoréme 1.17 Soit G un groupe localement nilpotent périodique. Si G est un M NN F—groupe,

alors G est un p—groupe pour certain premier p.
Asar [2] en 2000 a obtenu le résultat suivant :

Théoréme 1.18 Soit G un M NN F— groupe localement nilpotent. Alors % ~ Cpeo pour

un certain premier p.

B. Bruno dans [8] a conjecturé qu'un groupe non-parfait dont tous les sous-groupes
propres sont dans la classe N'F est périodique. Cette conjecture fut démontrée en 1995

par B. Bruno et R.E. Phillips[7]. Plus précisément, ils ont établi le résultat suivant :

Théoréme 1.19 Si G est un M NN F—groupe non-parfait localement gradué, alors G

est périodique.

Notons que B. Bruno et R.E. Phillips ont conjecturé que le théoréme précédent reste
vrai si la condition "non-parfait" est enlevée. Cette conjecture est devenue une réalité
et a été démontré en 1997 par F. Napolitani et E. Pegoraro. Ainsi il n’existe pas de
M NN F-groupes localement gradués non périodiques. Plus précisément, ils ont établi le

résultat suivant :

Théoréme 1.20 Si G est un M NN F— groupe localement gradué, alors G est périodique.
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1.8 Groupes ayant des sous-groupes propres nilpotent-
par-Cernikov

En 1997, F. Napolitani et E. Pegoraro [28] ont étudié les groupes dont tous les sous-

groupes propres sont nilpotents-par-Cernikov. Il ont montré le résultat suivant :

Théoréme 1.21 S5i G est un groupe localement gradué dont tous les sous-groupes propres
sont nilpotent-par-Cernikov, alors G est soit nilpotent-par-Cernikov, soit un p—groupe

parfait, dénombrable, localement fini et dont tous les sous-groupes propres sont nilpotents.
A. O. Asar [2] a completé le résultat précédent en démontrant le théoréme suivant :

Théoréme 1.22 Si G est un p—groupe localement nilpotent dont tous les sous-groupes

propres sont nilpotent-par-Cernikov, alors G est nilpotent-par-Cernikov.
En combinant les deux théorémes précédents, on a le corollaire suivant :

Corollaire 1.23 5i GG est un groupe localement gradué dont tous les sous-groupes propres

sont nilpotent-par-Cernikov, alors G est nilpotent-par-Cernikov.

En 1988, Otal et Penia [31] ont montré que si G est un groupe périodique localement
gradué dont tous les sous-groupes propres sont abélien-par-Cernikov, alors G est abélien-
par-Cernikov. Ils ont soulevé la question si un tel résultat est vrai pour tous les groupes
localement gradués. Ce n’est qu’en 1997 que F. Napolitani et E. Pegoraro [28] a l'aide
du théoréme 2.9.1 ont donné une réponse positive a cette question ; plus précisément, ils
ont montré que si G est un groupe localement gradué dont tous les sous-groupes propres
sont abélien-par-Cernikov, alors G est abélien-par-Cernikov. En 2003, B. Bruno et F.
Napolitani [6] ont généralisé ce résultat aux groupes dont tous les sous-groupes propres
sont (nilpotent de classe < k)-par-Cernikov. Plus précisément ils ont établi le résultat

suivant :

Théoréme 1.24 Soit k > 0 un entier. Si G est un groupe localement gradué dont tous les
sous-groupes propres sont (nilpotent de classe < k )—par—éemz’kov, alors G est (nilpotent

de classe < k)-par-Cernikov.
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1.9 Groupes ayant des sous-groupes propres Cernikov-

par-nilpotents

J. Otal et J. M. Pena [31] ont caractérisé les groupes infinis dont tous les sous-groupes
propres sont Cernikov-par-nilpotents de classe < k dans la classe des groupes localement

gradués. Plus précisément, ils ont montré le résultat suivant :

Théoréme 1.25 Soit k > 0 un entier. Un groupe G localement gradué est Cernikov-par-
nilpotent de classe < k si, et seulement si, tout sous-groupe propre de G est Cernikov-

par-nilpotent de classe < k.

1.10 Groupes non-(hypercentraux) minimaux
Rappelons la définition d’un groupe hypercentral.

Définition 1.26 i) On appelle “série ascendante ” dans un groupe G, un ensemble
de sous-groupes {Hp/ B < a} indexés par des ordinauz inférieurs ou égaux a un

ordinal o tel que :

-Hy=1,H,=0G.
- Si By < By, alors Hg < Hg, .
- Hg < H5+1.

- 8@ A est un ordinal limite, alors Hy = BU/\H 3
<

Onnote :1 = Hy < Hy < ... < Hg < Hgyy < ... < Hy, = G. De plus, si Hg < G pour
tout ordinal # < «, la série précédente est appelée " série normale ascendante".
ii) Un sous- groupe H d’un groupe G est dit ascendant s’il est un terme d’une série
ascendante dans G.
Dans ce qui suit, on donnera une généralisation de la série centrale finie, et on intro-

duira une généralisation de la classe des groupes nilpotents.

Définition 1.27 i) Une série ascendante 1 = Gy < G1 < ... < G, = G dans un

groupe GG est dite centrale si

Gp <G et Gpy1,/Gs < Z(G/Gg) pour tout ordinal B < «.
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i1) Un groupe ayant une série centrale ascendante est dit hypercentral.

i11) La série centrale ascendante d’un groupe G, peut s’étendre de maniére transfinie
comme suite : Zy (G) = 1, Z1 (G) = Z(G), Zs+1 (G) /Zs(G) = Z(G/Zs (Q))
pour tout ordinal et Z) (G) = 6L;AZ5 (G) pour tout ordinal limite A.

iv) Il eziste toujours un ordinal o tel que Z, (G) = Zy11 (G). Ce terme ot la série

centrale ascendante s’arréte est appelé ’hypercentre de G.

Remarque 1.28 [] est clair que tout groupe nilpotent est hypercentral, et aussi tout
groupe hypercentral et fini est nilpotent, donc la classe des groupes hypercentraux est une

classe de groupes nilpotents généralisée.
La proposition suivante fourni une deuxiéme définition des groupes hypercentraux.

Proposition 1.29 Un groupe est hypercentral si, et seulement si, il est égal a son hy-

percentre.

Le théoreme suivant montre la relation entre un groupe hypercentral et un groupe

localement nilpotent.
Théoréme 1.30 Tout groupe hypercentral est localement nilpotent.

Lemme 1.31 (Voir [10]) Soit N un sous-groupe normal d’un groupe localement nil-

potent GG. Si N est hypercentral et si % est de type fini, alors G est hypercentral.

Lemme 1.32 [21] Soit G un groupe localement gradué non périodique, dont tous les

sous-groupes propres sont hypercentrauzx alors G est hypercentral

La classe des groupes hypercentraux est stable par passage aux quotients, mais n’est
pas stable par extension.

En 2010 on a commencé a étudier les groupes non-hypercentraux minimaux, nous
avons obtenu des résultats sur les groupes dont tout les sous-groupes propres sont hy-
percentraux dans le cas de type fini, et en 2013 on a obtenu des résultats sur les groupes
minimaux non-hypercentraux dans le cas de type infini, mais en 2015; F. de Giovanni et

M. Trombetti ont publié¢ dans [17] les mémes résultats que nous avons obtenus.

Théoréme 1.33 Soit G un groupe non-hypercentral minimal localement gradué infini.

Alors :
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a est un p-groupe localement fini dénombrable pour un certain premier p.
G est local t fini dé brabl tai '

(b) G est hyperabelian.

(c) Si G'+#G, alors % ~ Cpeo pour un certain premier p.

(d) Z(G) est le dernier terme de la série centrale supérieure de G, et GI est le dernier

terme de la série centrale inférieure de G
(e) Le centralisateur Ce (G') est abélien
(f) Tout sous-groupe de G est ascendant

(g) Si N un sous groupe propre normal dans G, alors XN # G pour tout sous groupe
propre X de GG

(h) G’ n'est pas la cloture normale d’un sous-groupe fini de G.
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Chapitre 2

Groupes non-hypercentraux

minimaux

2.1 Introduction

Soit X' une classe de groupes. Un groupe G est dit non-AX minimal (on note G est un
groupe M NX) , si tous ses sous-groupes propres sont dans la classe X et si G lui-méme
n’appartient pas a X.

L’étude des groupes M NX infinis a commencé avec 'article de M. F. Newman et J.
Wiegold [29] qui ont étudié les groupes non-nilpotents minimaux infinis. En 2010 nous
avons commenceé & étudier les groupes non-hypercentraux minimaux infinis en distinguant
le cas de type fini du cas de type infini. Dans ce chapitre, on va d’abord donner les pro-
priétés des groupes non—Z.A minimaux de type fini, ou Z.A désigne la classe des groupes
hypercentraux. Plus précisément, on établira que si G est un groupe non-hypercentral mi-
nimal de type fini, alors G est un groupe parfait n’admettant pas de sous-groupes propres
d’indice fini, et %t(G) est un groupe simple infini. Ensuite, dans la derniére section de ce
chapitre, on exposera les résultats qu’on a obtenu sur les groupes non— 2.4 minimaux de
type infini, en prenant pour modele les résultats obtenus par H. Smith [35] sur les groupes
minimaux non-nilpotents localement nilpotents n’ayant pas de sous-groupes maximaux.

Malheureusement, on n’a pas pu mener a terme notre étude car F. de Giovanni et M.

Trombetti ont résolu ce probléme et ils ont publié¢ leurs résultats en 2015 [17].
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2.2 Groupes non-hypercentraux minimaux de type

fini

Dans cette section, on présente les résultats qu’on a obtenu sur les groupes M N Z.A
infinis de type fini.
Avant de démontrer le principal résultat de cette section, établissons quelques lemmes

préliminaires.
Lemme 2.1 St G est un groupe hypercentral de type fini et périodique, alors G est fini.

Démonstration : Soit G un groupe hypercentral de type fini et périodique. D’ot, G

étant nilpotent de type fini et périodique, est fini. =

Théoréme 2.2 Soit G est un groupe non-hypercentral infini et de type fini dont tous les
sous-groupes propres sont hypercentrauz, alors :

i) G n’admet pas de sous-groupes propres d’indice fini.

it) G est parfait.

iii) G/Frat(G) est un groupe simple infini.

Démonstration : Soit G un groupe non-hypercentral infini et de type fini dont tous
les sous-groupes propres sont hypercentraux.
i) Supposons que GG admette un sous-groupe propre N, normal et d’indice fini. Puisque
un sous-groupe d’indice fini dans un groupe de type fini est également de type fini,
N est de type fini. Or N est propre dans G, donc N est hypercentral, d’ou N
est localement nilpotent de type fini donc est nilpotent de type fini. D’oul G est
localement gradué infini et de type fini, car tout groupe polycyclique-par-fini est
localement gradué. On en déduit que G est périodique d’aprés [21, Lemma 2.2,
donc G est fini, ce qui est contradictoire et le (i) est démontré.

ii) Supposons que G soit non-parfait (G # G’). Comme % est abélien, il est locale-
G
G

Kel
i.e il existe g < % tel que % # % et GE: ~ % soit fini. D’ou’ il existe H <1 G
G

ment gradué. Par suite étant de type fini, il admet une image finie non triviale,

tel que H # G et % soit fini. On en déduit que G admet un sous groupe propre

d’indice fini, ce qui contredit (7), donc G est parfait.
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Avant de démontrer le troisiéme point, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.3 Soit G un groupe non-hypercentral minimal infini et de type fini, alors G

ne posséde aucun quotient hypercentral non-trivial.

Démonstration : Supposons que GG soit minimal non-hypercentral infini et de type fini

admettant un sous-groupe N normal propre dans G, tel que % soit hypercentral. Comme

G est de type fini, % est hypercentral de type fini, il est localement gradué de type fini.
Par suite % admet une image finie non-triviale, i.e il existe % < % tel que % #* % et
% ~ % soit fini, d’ou il existe H <1 G tel que H # G et % soit fini. On en déduit que

CN¥ admet un sous-groupe propre d’indice fini, ce qui contredit (7).
iii) Maintenant on va montrer que %t((;) est infini et simple, Comme G est de type
fini, G # Frat(G), de plus, comme G n’admet pas de sous-groupes propres d’indice

fini, on en déduit que %t(G) est infini. Reste a montrer que Frg(c) est simple. Pour

ce faire, soit N <1 G tel que
Frat(G) < N < G.

D’ou N est hypercentral. D’autre part comme Frat(G) < N, il existe donc un

-

sous-groupe M maximal dans G tel que N ¢ M, or M est propre dans G, donc M

est hypercentral. De plus, on a
M < NM <@,

par la maximalité de M, on en déduit que G = N M. D’autre part, on a

G MN M
N N NNnM

Il s’ensuit donc que N%M est hypercentral, et par conséquent % est hypercentral,

ce qui contredit le lemme précédent.

Corollaire 2.4 Soit G un groupe périodique dont tous les sous-groupes propres sont hy-

percentrauzx et sous-normauz. Alors G est résoluble et tous ses sous-groupes propres sont
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nilpotents. En particulier, st G est de type fini, alors G est nilpotent.

Démonstration : Comme tous les sous-groupes de G sont sous-normaux, GG est réso-
luble par le principal résultat de [27]. Montrons que tous les sous-groupes propres de G
sont nilpotents ; soit H un sous-groupe propre de GG, donc H est hypercentral et pério-
dique. Comme tous les sous-groupes de G sont sous-normaux G, tous les sous-groupes de
H sont sous-normaux dans H. On en déduit, par [27], que H est nilpotent. Maintenant,
supposons que G soit de type fini et montrons qu’il est nilpotent. Il est clair que 'on
peut supposer G infini. Si G n’est pas nilpotent, alors G est un groupe non-hypercentral
minimal, donc il est parfait par Théoréme 2.3, ce qui contredit le fait que G soit résoluble.

Corollaire 2.5 SiG est un M N ZA-groupe infini et de type fini, alors G est un MN(ZA)F -

groupe.

Démonstration : Soit G un M N ZA-groupe infini et de type fini et supposons que G
soit (ZA)F. 1l existe donc un sous-groupe normal N tel que N soit hypercentral et %

soit fini, ce qui est contradictoire d’aprés Théoréeme 2.3. m

Corollaire 2.6 SiG est un M N ZA-groupe infini et de type fini, alors G est MNF(Z.A)-

groupe.

Démonstration : Soit G un M N ZA-groupe infini et de type fini et supposons que GG
soit F(ZA). Il existe donc un sous-groupe normal N tel que N soit fini et % soit hyper-

central, ce qui est contradictoire d’aprés Lemme 2.4. m

2.3 Groupes non-hypercentraux minimaux de type
infini.

Le but de cette section est d’étudier les groupes minimaux non-hypercentraux de type
infini. Nos résultats sont une généralisation des résultats de Howard Smith [38] sur les
groupes infinis minimaux non-nilpotents n’ayant pas de sous-groupes maximaux.

Dans nos preuves nous aurons besoin de quelques informations concernant les groupes

de type infini non-parfait minimaux non-hypercentraux.
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Lemme 2.7 Soit G un groupe non-hypercentral minimal; G est localement gradué si,

seulement si, G est de type infini.

Démonstration : Soit G un groupe non-hypercentral minimal.Supposons que G soit
localement gradué de type fini, donc G admet une image non-triviale finie, c’est-a-dire,
il existe un sous-groupe propre N de GG, normal et d’indice fini. Ce qui est contradictoire
d’aprés Théoréme 2.3. Réciproquement, si G est de type infini, alors les sous-groupes de
type fini sont propres donc nilpotents, d’ott G est localement nilpotent et donc localement

gradué.

Corollaire 2.8 /21, lemma 2.2]Soit G un groupe non-hypercentral minimal localement

gradué, alors G est périodique
[ |

Corollaire 2.9 Si G est un groupe non-hypercentral minimal localement gradué, alors

G est localement nilpotent.

Démonstration : Soit G un groupe non-hypercentral minimal localement gradué.
D’aprés Lemme 3.1, G est de type infini, d’otl tous ses sous-groupes de type fini sont

propres donc nilpotents. Par suite, GG est localement nilpotent. m

Lemme 2.10 (Théoréme de P. Hall [22]) Si H et K sont deux sous-groupes nor-

maux hypercentraux d’un groupe G, alors HK est hypercentral.

Lemme 2.11 Si G est un groupe non-hypercentral minimal de type infini, alors G est
F-parfait.

Démonstration : Soit G un groupe non-hypercentral minimal de type infini et sup-
posons que G admette un sous-groupe propre N, normal et d’indice fini. Donc N est
hypercentral. Comme N est un sous groupe normal hypercentral d’un groupe localement

nilpotent G tel que % soit de type fini, d’aprés [10] G est hypercentral, contradiction. m

Lemme 2.12 Soit G un groupe non-hypercentral minimal de type infini et soit N un
sous groupe propre normal dans G alors G’ g N si, et seulement si, % est un groupe

non-hypercentral minimal.
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Démonstration : Soit G un groupe minimal non-hypercentral de type infini et soit
el
N
% est périodique (car G est périodique) et F-parfait i.e "n’admet pas de sous-groupes

N un sous-groupe propre normal dans G. On suppose que = soit hypercentral. Comme

propres d’indice fini donc il est abélian d’aprés [32, Théoréme 9.23], ot G' < N. =

Corollaire 2.13 Soit G un groupe non-hypercentral minimal de type infini, alors G’

n’admet pas de sous-groupe propre normal dans G et d’indice fini dans G'.

Démonstration : On suppose que G’ posséde un sous-groupe propre N normal dans
G tel que % soit fini. Comme G’ £ N, % est minimal non-hypercentral d’aprés Lemme
2.17, donc % est F-parfait. Comme % est fini-par-abélien, on en déduit qu’il est abélien,

ce qui est contradictoire. m

Proposition 2.14 Soit G un groupe non-hypercentral minimal de type infini, alors %

est minimal non-hypercentral.

Démonstration : Soit G un groupe non-hypercentral minimal de type infini. On a

G" 4G et G £ G” donc % est minimal non-hypercentral d’aprés Lemme 2.17. m

Proposition 2.15 Si G est un groupe non-hypercentral minimal de type infini, alors G

est un groupe non-(hypercentral-par-fini) minimal.

Démonstration : Soit G un groupe non-hypercentral minimal de type infini et sup-
posons que G soit hypercentral-par-fini. Comme G est F-parfait, on en déduit que G est

hypercentral, ce qui est contradictoire. m

Proposition 2.16 Si G est un groupe non-hypercentral minimal de type infini, alors G

est un groupe non-(fini-par-hypercentral) minimal.

Démonstration : Soit G un groupe non-hypercentral minimal de type infini et sup-

_G
’ Za(G)

F-parfait, on en déduit que G = Z, (G), donc G est hypercentral, contradiction. m

posons que G soit fini-par-hypercentral. Donc d’apres [14] est fini. Comme G est

Corollaire 2.17 Soit G un groupe non-hypercentral minimal de type infini. Si F' < G,

tel que F' soit fini, alors % est un groupe non-hypercentral minimal et F < Z (G) .
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Démonstration : Soit G un groupe non-hypercentral minimal de type infini et sup-

posons que % soit hypercentral. Comme F' est un sous-groupe normal et fini, alors G est

G

fini-par-hypercentral, ce qui contredit la proposition précédente. D’ot %

non-hypercentral

minimal. On sait que
G Ng(F)
Ce(F)  Cg(F)

~ 7 < Aut (F)

ot Aut (F') est le groupe des automorpgismes de F. Comme F' est fini, alors Aut (F) est
fini aussi, d’ou %(F) est fini. On a G est non-hypercentral minimal, donc G n’admet pas

de sous-groupes propres d’indice fini, d’ot G = C¢ (F), ce qui donne que F' < Z(G). m

Corollaire 2.18 Si G est un groupe non-hypercentral minimal de type infini, alors G

n‘admet pas de sous-groupe maximal.

Démonstration : Soit G un groupe non-hypercentral minimal de type infini. Donc G

est localement nilpotent et F-parfait, d’ott G n’admet pas de sous-groupe maximal. m

Théoréme 2.19 Soit G un groupe non-hypercentral minimal localement gradué. Alors

(1) G est un p-groupe localement fini et si G est non-parfait, alors % ~ Cpeo pour un

certain premier p.
(ii) Toute image hypercentrale de G est abélienne. En particulier, G' = =, (G) pour tout

entier n > 2.
(iii) G n’admet pas de sous-groupe propre d’indice fini.
(iv) Le centralisateur de G' est abélien.

(v) G' n’admet pas de sous-groupe G-invariant propre d’indice fini. En particulier, G’

ne peut pas étre la cloture normale dans G d’un sous-groupe fini.

Démonstration :
(i) Comme G est un groupe localement nilpotent et périodique d’aprés [21, Lemma
2.2], il est localement fini. Par Lemme 3.3, on en déduit que G est un p-groupe et
% o~ Cpeo d’aprés Lemme 2.12 pour certain premier p.
(ii)) On démontre que toute image hypercentrale de G est abélienne. Soit N un
sous-groupe normal de G tel que % soit hypercentral. Comme G est F-parfait, %

est F-parfait aussi. D’autre part, on a GG est périodique, donc% est périodique,
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d’aprés [32, Theorem 9.23|, on en déduit que % est abélien. Il reste & montrer que
G' = 7,(G) pour tout n > 2. On a % est nilpotent pour tout n > 2, donc il
est hypercentral. D’ot1, d’apres ce qui précede, % est abélien, i.e G' < v,(G).
Comme 7, (G) < v,(G) = G’ pour tout n > 2, on en déduit que G’ = ~,,(G) pour
tout n > 2.

(iii) D’apres Lemme 2.12, G n’admet pas de sous-groupe propre d’indice fini.

(iv) Soit z,y € Ce(G’). Comme

G Cpee = iLEJN (@)

on en déduit que (zG") et (yG’) sont des sous-groupes propres de % Donc il existe

r,s € N tel que
(zG") = (a,G") et (yG') = (a,G")

Supposons que s < r, donc
(yG') < (2G')

ce qui implique que

yG/ — :L,nG/
i.e y = 2"¢g pour un certain g € G’ et n € N. Dou
[, y] = [z,2"g] = [, g] [z, 2"]" =1

par suite C(G’) est abélien.

(v) D’apres Corollaire 2.14, G’ n’admet pas de sous-groupe propre G-invariant d’in-
dice fini. Supposons qu’il existe un sous-groupe fini H de G, tel que G' = HY =
H|G, H]. D’ou [G, H] < G et G'/|G, H] est fini, ce qui est contradictoire.
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Chapitre 3

Groupes
non-(fini-par-hypercentraux)

minimaux

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on va établir des résultats et quelques propriétés sur la classe des
groupes FZ.A. On va d’abord étudier les groupes non-F Z.A minimaux de type fini. Plus
précisément, on établira que si G est un groupe non-(fini-par-hypercentral) minimal de
type fini, alors G est un groupe parfait n’admettant pas de sous-groupes propres d’indice
fini. De plus, on établira que %t(@ est un groupe simple infini.

Dans la deuxiéme section de ce chapitre on présentera les résultats qui ont été obtenus
sur les groupes non-¥ Z.4 minimaux localement gradués. Plus précisément on démontre
que si G est un groupe localement gradué, alors G est un M NF ZA-groupe si, et seule-
ment si, G est soit un M N F A-groupe soit un MN ZA-groupe, ou FZA et F.A désignent

respectivement les classes des groupes fini-par-hypercentraux et fini-par-abéliens.
3.2 Quelques propriétés de la classe FZA

Dans cette section on va établir quelques propriétés de la classe FZA.

Proposition 3.1 Soient G un groupe, H < G et N 1 G. On a :
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(i) Si G est dans la classe FZ A, alors H est dans la classe FZA.
(i) Si G est dans la classe FZA, alors < est dans la classe FZ.A.

(iii) Si N est dans la classe F et si % est dans la classe FZA, alors G est dans la
classe FZA.

Démonstration : Soient G un groupe, H un sous-groupe de G et N un sous-groupe
normal dans G.

(i) Supposons que G soit dant la classe FZA. 1l existe donc un sous-groupe normal

K dans G tel que K soit fini et % soit hypercentral. Considérons le sous-groupe

KN H; il est clair que K N H est un sous-groupe fini normal dans H. D’autre part,

on a
H HK
KNH K
qui est un sous-groupe de % Il s’ensuit donc que KﬁH est hypercentral, et par

conséquent H est fini-par-hypercentral.

(ii) Supposons que G soit fini-par-hypercentral et soit K un sous-groupe normal dans

G tel que K soit fini et % soit hypercentral. Considérons le sous-groupe

NK K
N NNK
qui est fini,
NK )
T est fini
De plus, on a
v .G
2E S NE
d’autre part on a
G %
~ =~ Wi st hypercentral,
NE - T

d’ou % est hypercentral, et par conséquent % est fini-par-hypercentral.

(iii) Supposons que N soit dans la classe F et que % soit dans la classe F Z.A. 1l existe

el
donc un sous-groupe normal % dans % tel que A soit fini et 4r soit hypercentral.

N
N
Donc % est hypercentral. Comme N et % sont finis, M est fini aussi, Il s’ensuit

que G est dans la classe FZA.
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La classe des groupes FZ.A n’est pas stable par extension.

Lemme 3.2 Si G est un groupe fini-par-hypercentral, alors G admet un sous-groupe

G

caractéristique N fini tel que 5 soit hypercentral.

Démonstration : Soit G un groupe fini-par-hypercentral. Il existe donc un sous-groupe
normal et fini F' tel que % soit hypercentral. Considérons ’ensemble

K:{KgF:K<1G,%GZA}.

L’ensemble K est non vide car F' € K. Comme F est fini, il vérifie la condition minimale.
Par la propriété min tout ensemble non vide de sous-groupes de K admet un élément
minimal. Donc cet ensemble admet un élément minimal, qu’on note N. C’est-a-dire que

N < Fet N <G avec N fini et & est hypercentral. Si a € Aut(G), alors a (N) < G et

G G
~ —cZ
a(N) N 4
donc G
—c ZA.
NNa(N) A
Puisque
NnNna(N) <N,
on en déduit, par la minimalité de NV, que
NnNna(N)=N.

D’ou N < «(NN), par conséquent N est caractéristique dans G. =

Lemme 3.3 Soit G un groupe F-parfait. Si N est un sous-groupe normal dans G fini-

par-hypercentral, alors il est hypercentral.

Démonstration : Soit G un groupe F-parfait et soit N un sous-groupe normal dans

G fini-par-hypercentral. D’apres [14] % est fini, ou Z, (N) est 'hypercentre de N. On
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sait que

G N
Za(N) B NS (Za(N>>

N o N
Coeo(ztm)  Coay (200)

~ TSAut(

Zm)

or est fini, donc Aut (L) est fini aussi; d’ou

N
Za(N) Za(N)

_G
Za(N)

N
C%(N) (ZQ(N)>

D’autre part, on a G est F-parfait donc % est F-parfait aussi, donc

est fini.

Zo(V) ~ Cato (%)

d’ou
N <7 G ’
Zo (N) = \Za(N)
donc % est abélien, donc trivial car Z, (V) est ’hypercentre de N. On en déduit que

N = Z, (N) est hypercentral. m

Lemme 3.4 La classe FZA des groupes fini-par-hypercentraux est Ny-fermée.

Démonstration : Soit H et K deux sous-groupes normaux fini-par-hypercentraux d’un
groupe G. D’apres Lemme 3.2, il existe deux sous-groupes G-invariants N et M de H et
K respectivement tels que % et % soient hypercentraux. D’out N M est un sous-groupe
normal fini de HK et % = (%) (%) est hypercentral, car la classe de groupes
hypercentraux est { H, Ny }-fermée. Donc H K est fini-par-hypercentral. m

G

Corollaire 3.5 Si G' est un groupe non-FZA minimal localement gradué, alors z est

soit un groupe quasicyclique ou un p-groupe cyclique pour un certain premier p.

Démonstration : Soit G un groupe non-(fini-par-hypercentral) minimal localement

gradué. D’aprés Lemme 3.4, le produit de deux sous-groupes fini-par-hypercentraux nor-
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maux est un groupe fin-par-hypercentral. On en déduit que % est indécomposable, donc
il est soit quasicyclique, soit un p-groupe cyclique pour certain premier p. m

Il est bien connu qu’un groupe hypercentral G tel que % soit un p-groupe pour
un certain nombre premier p, est lui-méme un p-groupe. Comme conséquence, on a le

corollaire suivant.

Corollaire 3.6 Si G est un M NFZA-groupe localement gradué, alors tout image ho-

momorphe hypercentrale de G est un p— groupe pour un certain premier p.

Lemme 3.7 Soit G un MNFZA-groupe; G est localement gradué si, et seulement si,
G est n’est pas de type fini.

Démonstration : Soit G un M NJF Z A-groupe localement gradué et supposons que GG
soit de type fini. Donc G admet un sous-groupe propre N, normal et d’indice fini. Puisque
N est un sous-groupe d’indice fini d’un groupe de type fini G, N est aussi de type fini.
Or N est propre dans G, donc il est FZA. D’ou N est fini-par-nilpotent, et comme
% est fini alors G est fini-par-nilpotent-par-fini, donc il vérifie la condition maximale
sur les sous-groupes. Par suite, tout sous-groupe propre de G est fini-par-nilpotent, donc
G est fini-par-nilpotent (voir [5]), contradiction qui implique que G n’est pas de type
fini. Supposons que G soit un groupe M NFZA qui n’est pas de type fini. Donc tout
sous-groupe de type fini de G est fini-par-nilpotent, ainsi il admet un sous-groupe propre

d’indice fini, ce qui implique que G est localement gradué. m

Lemme 3.8 Si G est un groupe MNFZA localement gradué, alors il est localement

fina.

Démonstration : Soit G un groupe M NF Z A localement gradué, donc est localement
(fini-par-nilpotent) d’aprés Lemme 3.7. Par conséquent ’ensemble T des élements d’ordre
fini est un sous-groupe de G. Si T" est un sous-groupe propre de GG, alors % est un groupe
sans torsion non-trivial avec tous les sous-groupes propres hypercentraux, par conséquent
% est hypercentral puisque un M N Z A-groupe localement gradué est périodique d’aprés
[17]. Il en résulte que % est périodique d’apres Corollaire 3.6, contradiction. Donc G =T

est périodique, d’ott G est localement fini. m
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Lemme 3.9 Un groupe localement nilpotent fini-par-hypercentral est hypercentral. Donc
G est un M NFZA-groupe localement nilpotent si, et seulement si, il est un MNZA-

groupe localement gradué.

Démonstration : Soit G un M NF ZA-groupe localement nilpotent et soit H un sous-
H
Z(H)
est fini, ou Z(H) est I'hypercentre de H. Comme G est localement nilpotent, on en déduit

H
Z(H)
les sous-groupes propres de GG sont hypercentraux. Comme G n’est pas un groupe hyper-

groupe propre de G. Donc H est fini-par-hypercentral et d’aprés Théoréeme de [14]

que est nilpotent. Il en résulte que H = Z(H), d’ou H est hypercentral. Donc tous
central, GG est un groupe non-hypercentral minimal localement gradué. Réciproquement,
si G est un M N ZA-groupe localement gradué, alors il est localement nilpotent et donc
il ne peut pas étre fini-par- hypercentral, d’ott G est un M NF ZA-groupe localement

nilpotent. m

3.3 Groupes non-(fini-par-hypercentraux) minimaux

de type fini

Dans cette section, on va étudier les groupes non-(fini-par-hypercentraux) minimaux

de type fini.

Théoréme 3.10 Si G est un groupe non-FZA minimal infini et de type fini, alors :
i) G n'admet pas de sous-groupes propres d’indice fini.
ii) G est parfait.
iii) G/Frat(G) est un groupe simple infini.

Démonstration : Soit G un groupe non-(fini-par-hypercentral) minimal infini et de
type fini. Donc G n’est pas fini-par- hypercentral, mais tous ses sous-groupes propres
sont (fini-par-hypercentraux).

i) Supposons que G admette un sous-groupe propre N, normal et d’indice fini. Puis-
qu’'un sous-groupe d’indice fini dans un groupe de type fini est également de type
fini, N est de type fini. Or N est propre dans GG, donc N est fini-par- hypercentral,
d’out N est fini-par-localement nilpotent de type fini. Donc il existe un sous-groupe

caracteristique M fini et % est localement nilpotent de type fini donc hypercentral,
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alors G est fini-par-fini-hypercentral, d’ou G est fini-par-hypercentral, et le (i) est
démontré.

ii) Supposons que G soit non parfait (G # G’). Comme % est abélien, il est localement

el
G
existe g < % tel que g # g et % soit fini. D’ot il existe H <1 G tel que H # G
et % soit fini. On en déduit que G admet un sous-groupe propre d’indice fini. Ce

gradué. Par suite étant de type fini, admet une image finie non triviale, i.e il
G

qui contredit (i), d’ou G est parfait.

iii) Maintenant on va montrer que %t(a) est infini et simple. Comme G est de type
fini, G # Frat(G) ; de plus, comme G n’admet pas de sous-groupes propres d’indice
G

fini, on en déduit que +

Frac) oSt infini. Reste & montrer que ﬁt((}) est simple. Soit
N < G tel que

Frat(G) < N < G.

D’ou N est fini-par-hypercentral. D’autre part, comme Frat(G) < N, il existe donc
un sous-groupe M maximal dans G tel que N € M. Or M est propre dans G, donc
M est fini-par-hypercentral. De plus, on a

M < NM <G,

par la maximalité de M, on déduit que G = N M. D’autre part, on a

G MN M
N N NnM

Il s’ensuit donc que % est fini-par-hypercentral, et par conséquent % est fini-par-

hypercentral. Comme G est parfait et n’admet pas de sous-groupe propre d’indice

fini, on en déduit la contradiction que G = N.
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3.4 Groupes non-(fini-par-hypercentraux) minimaux

de type infini

3.4.1 Groupes MNFZA de type infini non-parfaits

Dans cette section, nous considérons les M N F Z A-groupes non-parfaits, en commen-

cant par le cas dans lequel %est un groupe quasicyclique.

Théoréme 3.11 Soit G un groupe; G est un M NF ZA-groupe tel que % soit quasicy-

clique si, et seulement si, G est un M N ZA-groupe non-parfait infini.

Démonstration : Soit G un M NF ZA-groupe tel que % soit quasicyclique. Donc G
est un groupe non-parfait infini et de type infini. Si N est un sous-groupe propre normal
dans GG et d’indice fini, alors G = NG’ car % n’admet aucun sous-groupe propre d’indice
fini. D’ou G € FZA d’aprés Lemme 3.4, ce qui est contradictoire. Donc G est F-parfait.
Il s’ensuit que tous les sous-groupes propres normaux de G sont hypercentraux d’aprés
Lemme 3.3. Comme il est clair que (G', x1, ..., z,,) est un sous-groupe propre normal dans
G pour tout entier positif n et pour tous z1, ..., z, € G, on en déduit que (xq,...,x,) est
nilpotent. Donc G est localement nilpotent. D’aprés Lemme 3.9, on conclut que G est un
M N Z A-groupe non-parfait de type infini. Réciproquement, soit G un M N Z A-groupe
non-parfait de type infini. D’aprés [17], G est localement nilpotent et % est quasicyclique.
Par conséquent, G est un M NF ZA-groupe tel que % soit quasicyclique, d’aprés Lemme
39. m
G

Nous considérons maintenant les M NF Z A-groupes non-parfaits G' tels que & soit

cyclique.

Lemme 3.12 Soit G un M NFZA-groupe tel que % soit un p-groupe cyclique non-
trivial pour un certain nombre premier p. Si G' est hypercentral, alors G' est un q-groupe

pour un certain nombre premier q # p.
Démonstration : Soit G un M NF ZA-groupe tel que % soit un p-groupe cyclique,
donc

il existe x € G tel que G = G’ (z) .
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Comme G est périodique, G’ s’écrit comme produit direct de ses r—sous-groupes de
Sylow, d’ou
G'= Dr G,
ren(G')
ou 7 (G") est 'ensemble de tous les nombres premiers divisant les ordres des éléments de

G'. Supposons que G, soit fini pour un certain nombre premier ¢ € 7 (G")\ {p} et soit
H=(G, :ren(G)\{d}).
D’ou H (x) est un sous-groupe propre de G et

G = G' ()

= & D G
1 (reﬂG';ﬂ\{q} ) )
= G,H(x)

comme Gj <1 G donc H < G d’ou H (x) est FZA, donc
G = G,H (x)
Gy G

H (x)
G! N H (x)

q

12

est FZA,

d’ou g est FZA, donc G est FZA, ce qui est contradictoire. Par suite, G/ est infini
q

pour tous r € 7 (G') \ {p} . Supposons que G, soit non-trivial et soit

K =(G, :ren(G)\Ap}),
d’ou K (x) est un sous-groupe propre de G et

G =G,K (r).
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G

Par conséquent - est FZA, d’ou g est fini-par-(p-groupe) d’aprés Corollaire 3.6, et il
p p

. K@, . e . P
en est de méme que -5 ~ K. Mais comme K est soit trivial, soit un p’-groupe infini,
P

on en déduit que K est trivial, ce qui implique que G est un p-groupe, donc localement

nilpotent. Il en résulte que G est un M N ZA-groupe d’aprés Lemme 3.9, ce qui est

contradictoire car % n’est pas quasicyclique. Par conséquent G, est trivial. Maintenant

soit ¢ € m(G") et soit
L={(G ren(G)\Aqg});

LG,
Gq
implique que L est trivial et G' = G} est un g-groupe pour un certain nombre premier

q#p- =

comme précédemment, on en déduit que % et ~ L sont fini-par-(p-groupes), ce qui
q

Corollaire 3.13 Soit G un M NFZA-groupe tel que % soit un p-groupe cyclique non-
trivial pour un certain nombre premier p. Si G est de rang fini, alors G est un groupe

de Cernikov.

Démonstration : Soit G un M NF ZA-groupe de rang fini; comme G’ est FZA,
d’apres Lemme 3.2, G’ admet un sous-groupe caractéristique fini NV tel que % soit ZA.
Comme % est un M NFZA-groupe, on en déduit que % est un g-groupe de rang fini
pour un certain nombre premier ¢ d’aprés Lemme 3.12, donc il est un groupe de Cernikov,

d’otl G est un groupe de Cernikov. m

Lemme 3.14 Soit G un M NF ZA-groupe tel que G' soit abelien et % soit un p-groupe

cyclique non-trivial pour un certain nombre premier p. Si G est de rang infini, alors
Z (G) est de rang infini.

Démonstration : Soit G un M NF ZA-groupe tel que % soit un p-groupe cyclique

non-trivial, donc il existe un élement = € G, tel que
G =G ()

et G’ est un g-groupe pour un certain nombre premier g d’apreés lemme 3.12. Supposons

que G soit de rang infini, donc G’ est de rang infini aussi. On a

Soc(G") = (N : N est normal minimal dans G')
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Comme G’ est abélien de rang infini, Soc (G’) est de rang infini aussi, d’ou Soc (G’) est

le produit direct d’une infinité de sous-groupes cycliques d’ordre ¢, donc

S = Soc(G")={xeG :27=1}
=~ Dr(bi), oiv [(bi)] =g,

d’ot, d’aprés [13, Lemma 2.6}, il existe une infinité d’éléments (a,),, .,y de S tel que

T:m,zerGng#.
1€

Posons T7 = <a2GZ- 1 €IN > ~ DI?] a$h, donc T est un sous-groupe propre de G’ de rang
1€

infini normal dans G, d’ou T} (x) € FZA, donc il admet un sous-groupe fini normal F

T (x)
F

tel que soit hypercentral. On en déduit que

T1 <ZL‘> - TlF % <ZE>F
F F F

71 (x)
F

est le produit direct de ses sous-groupes de sylow qui sont abeliens, donc est abelien.

Il en résulte que T} () est fini-par-abelient. Comme T} (z) est aussi abélien-par-fini, on

en déduit que

T1 <l‘>

m est fini

et donc

Ty (z)
Ty N Z(Ty (x))

est fini aussi,

par conséquent

Ty N Z(T) (z)) est de rang infini.

Mais
TN Z(Ty(z)) < Co (x) < Z(G),

donc Z(G) est de rang infini. m

Lemme 3.15 Si G est un MNFZA-groupe tel que G' soit hypercentral et % soit un
p-groupe cycliqgue non-trivial pour un certain nombre premier p, alors G' n’admet pas de

sous-groupe propre d’indice fin.
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Démonstration : Soit G un M NF ZA-groupe et supposons G’ hypercentral, comme

G

& est un p-groupe cyclique, il existe z € G tel que

G=G (z).

Supposons que G’ admette un sous-groupe propre L d’indice fini, d’aprés Lemme 3.12,
L est un g-groupe pour un certain premier ¢ # p. On peut supposer que L soit normal
dans G. Soit F' un sous-groupe fini de G’ tel que G’ = LF, donc L (z) est un sous-groupe
propre de GG, d’ou il est fini-par-hypercentral. On en déduit qu’il existe un sous-groupe
normal fini S de L (x) tel que %ﬂ soit hypercentral. Il s’ensuit que les sous-groupes de

Sylow de L(x)/S commute, donc [L,z] < S est fini. Il en résulte que
vt = (z)[L,a]

est fini, ce qui implique que

est fini. Donc G = G’z est fini-par-hypercentral, une contradiction qui donne que G’ est

F-parfait. m

Lemme 3.16 Soit G un M NF ZA-groupe tel que % soit un p-groupe cyclique non-trivial

pour un certain nombre premier p. Alors G est de rang fini.

Démonstration : Soit G un M NF ZA-groupe. Puisque G’est fini-par-hypercentral, il
admet un sous-groupe caractéristique fini N tel que % soit hypercentral d’aprés Lemme
3.2. Il suffit de montrer que % est de rang fini, on peut donc supposer que N est trivial et
G’ est hypercentral. Il s’ensuit, par Lemme 3.12, que G’ est un ¢-groupe pour un certain
nombre premier ¢ # p. Puisque G’ est F-parfait par Lemme 3.15, nous en déduisons

que G’ est abélien. Supposons, pour une contradiction, que G soit de rang infini. Si

—C_ est fini-par-hypercentral, alors =2 est fini-par-(p-groupe) par Corrollaire 3.6, donc

2(G) 2(G)
G'Z(G)

% est aussi fini-par-(p-groupe). Il s’ensuit que ﬁest fini car c’est un g-groupe.
el

Par conséquent, ) est fini. Cela donne, par [14], la contradiction que G est fini-par-

G
hypercentral. Donc 70

est un M NFZA-groupe de centre trivial, donc il est de rang
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fini d’aprés Lemme 3.14. D’apres Corollaire 3.13, on en déduit que % est un groupe

de Cernikov. Ainsi G est un groupe Cernikov-par-hypercentral d’aprés [24]. Soit M un
sous-groupe de Cernikov normal dans G tel que % soit hypercentral. Donc % et GITM
sont des p-groupes. Nous en déduisons que G/TM est trivial car c’est un ¢-groupe, donc %

est fini. Par conséquent, G est un groupe de Cernikov, ce qui contredit notre hypothése
sur le rang de G. Il en résulte que G a un rang fini. m
Nous sommes maintenant préts a caractériser les groupes non-(finis-par-hypercentraux)

minimaux avec une abélianisation cyclique non-triviale.

Théoréme 3.17 Soit G un groupe ; G est un M NF ZA-groupe tel que % soit un groupe

cyclique non-trivial si, est seulement si, G est un M NF A-groupe localement gradué tel

que 7 (G) contienne deux nombres premiers.

Démonstration : Soit G un groupe. Supposons d’abord que G soit un M NFZA-
G
G/
G est localement gradué et GG’ est fini-par-hypercentral, donc il admet un sous-groupe

fini caractéristique N tel que % soit hypercentral d’aprés Lemme 3.2. Il est clair que si %

groupe tel que = soit un p-groupe cyclique non-trivial pour certain un premier p. Donc

est un M NF A-groupe tel que 7 (G/N) contienne deux nombres premiers, alors il en est
de méme pour G par [5]. On peut donc supposer que G’ soit hypercentral et donc c’est
un g-groupe pour certain un premier ¢ # p d’aprés Lemme 3.12. Il s’ensuit que G est un
groupe de Cernikov d’aprés Lemme 3.16, et que G'est un groupe abélien divisible d’aprés
Lemme 3.15. Soit H un sous-groupe propre de G, donc H est fini-par-hypercentral et par
conséquent il admet un sous-groupe fini normal F' tel que % soit hypercentral. Puisque,
comme G, H aussi est un (g-groupe abélien)-par-(p-groupe cyclique), nous avons que

H = A(y) pour un sous-groupe abélien normal A de H et un certain y € H. On en
H . AF
F = F
est un M N F A-groupe tel que 7(G) = {p, ¢}. Réciproquement, soit G un M N F A-groupe

déduit que X (yF') est abélien, donc H est fini-par-abélien. Par conséquent, G
localement gradué tel que 7 (G) = {p, ¢}. D’aprés [5], G’ est un g-groupe abélien divisible
de rang fini et % est un p-groupe cyclique non-trivial. Il est clair que les sous-groupes
propres de GG sont fini-par-hypercentraux. Supposons que G soit fini-par-hypercentral et
% soit. hypercentral. Donc % est le
produit direct de ses deux sous-groupes de sylow, tous deux sont abéliens. D’ot %

abélien, ce qui donne la contradiction que G est fini-par-abélien. Par conséquent, G est

soit X un sous-groupe fini normal dans G tel que

est
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un M NF ZA-groupe tel que % soit un p-groupe cyclique non trivial. m

3.4.2 Groupes MNFZA de type infini parfaits

Dans cette section, nous considérons le cas des M N F Z A-groupes parfaits localement
gradués et nous prouvons qu’ils sont exactement les M N Z A-groupes parfaits localement

gradués.

Lemme 3.18 Si G est un MNFZA-groupe parfait et localement gradué, alors il est
F-parfait.

Démonstration : Supposons que le résultat soit faux et soit G un contre-exemple.

Donc G est un M NFZA-groupe parfait et localement gradué ayant un sous-groupe

G

~ est fini, G admet un sous-groupe F fini tel

propre N, normal et d’indice fini. Comme
que
G =NF.

Or N est propre dans G, donc N est fini-par-hypercentral. De plus, N admet un sous-

% soit. hypercentral. Notons que % est aussi un

contre-exemple, car si % est fini-par-hypercentral et si X est fini, il en résulte que G est

groupe X caractéristique fini tel que

fini-par-hypercentral, contradiction. Nous pouvons supposer que X est trivial et que N
est hypercentral. Ainsi
N~ D, N,

gen(N)
est le produit direct de ses sous-groupes de Sylow. Supposons que tout sous-groupe de
Sylow de N soit fini et soit p € 7 (N) N\ (F') et soit

H={N,:qen(N)\{p}}
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Donc

G = NF

= D, N, |F
gen(N)

— N,,( DrN, )F
4en(N)\{p}

= N,HF

et HF est un sous-groupe propre de G. Nous en déduisons que

G  NHF
Np a Np
HF
= m est fini-par-hypercentral
d’ou N% est fini-par-hypercentral et donc il est fini car G est parfait, ce implique que G

est fini, contradiction. Par conséquent, il existe p € 7(N) tel que N, soit infini. Soit

K= (Ny:qem(N)\A{p}
donc K F' est un sous-groupe propre de G et

G = NF

= D, N,|F
gen(N)

- Np( DrN, )F
4en(N)\{p}

— N,KF;

Comme précédemment, nous obtenons que N% est fini et donc N](}f ~ K est fini. Par
conséquent, % est un aussi un contre-exemple et donc on peut supposer que K soit
trivial et que N = N, soit un p-groupe. Notons que si F est un p-groupe, alors G/N est
nilpotent donc nous obtenons la contradiction que G = N car G est parfait. Soit ) un

g-sous-groupe de Sylow de F' tel que p # q. Puisque G est parfait, N(@) est un sous-groupe
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propre de GG, donc il est fini-par-hypercentral. Soit S un sous-groupe normal fini de N@)

QS

tel que % soit hypercentral. Il s’ensuit que =z est normal dans %, donc

(@8)"? =QV5=Qs
qui implique que QY est fini. Ainsi
Q° = (QN)F est fini
Supposons que 7 (F) \ {p} = {q, ...q+} et soit
M= NQY...Q¢

ol Y; est un g;-sous-groupe de sylow de F' pour chaque i € {1,...,7}. Donc M, étant le
produit d’'un nombre fini de sous-groupes propres normaux, est un sous-groupe normal

fini-par-hypercentral de GG. Par conséquent, il est admet un sous-groupe 7' caractéristique

M

fini tel que = soit hypercentral. On en déduit que % est aussi un contre-exemple, on peut

donc supposer que M soit hypercentral et que G = NF, ou 7 (F) \ {p} C {¢1,...¢-}. 1
s'ensuit que Qf...Q% est nilpotent et que chaque Qf = Q; est un g;-sous-groupe normal

dans G. Donc @Q;...Q0, est un sous-groupe normal fini de G tel que Qli 3 soit un p-

G
an-Qr

que GG = N. Par conséquent G est F-parfait. m

groupe fini. Puisque est aussi un contre-exemple, nous obtenons la contradiction

Lemme 3.19 Si G est un M NF ZA-groupe parfait localement gradué, alors il n’est pas

simple.

Démonstration : Soit G un M NF Z A-groupe parfait localement gradué et supposons
que G soit un groupe simple. Comme tous les sous-groupes propres de GG sont fini-par-
hypercentraux, ils sont hypercentral-par-finis d’apres [14] et donc ils sont (localement
résoluble)-par-finis. Il s’ensuit d’apres [25], que G ~ PSL(2,K) ou G ~ Sz (K) pour
un certain corps infini K. Mais ces deux groupes admettent des sous-groupes propres
non-ZAF d’aprés [30], ce qui est contradictoire. m

Dans le résultat suivant, nous caractérisons les M N F Z A-groupes localement gradués

parfaits.
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Théoréme 3.20 Soit G un groupe parfait localement gradué ; G est un M NF ZA-groupe
si, et seulement si, G est un M N ZA-groupe.

Démonstration : Soit G un groupe parfait localement gradué. Si G est un M NF ZA-
groupe, alors chaque quotient propre de G est aussi un M NF Z A-groupe d’aprés Lemme
3.18. On en déduit d’aprés Lemme 3.19 que G est 'union d’une chaine infinie de sous-
groupes normaux propres qui sont hypercentraux d’aprés Lemme 3.4. Donc G est lo-
calement nilpotent et il est un M N ZA-groupe d’aprés Lemme 3.9. Réciproquement,
supposons que G soit un M N ZA-groupe. Donc G est localement nilpotent, d’ou il ne
peut pas étre fini-par-hypercentral d’aprés Lemme 3.9. Puisque les sous-groupes propres

de G sont fini-par-hypercentraux, on en déduit que G est un M NFZ A-groupe. m
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Chapitre 4

Groupes
non-(Cernikov-par-hypercentraux)

minimaux

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on va étudier les groupes non-CZ.A minimaux. Plus précisément,
on établira que si G est un groupe non-CZ.4 minimal, alors G est un groupe parfait de
type fini n’admettant pas de sous-groupes propres d’indice fini. De plus, on établira que
%“G) est un groupe simple infini.

Dans la deuxiéme section de ce chapitre on étudie les M NCZA groupes de type
infini, ou CZA et C désignent respectivement les classes des groupes Cernikov-par-

hypercentraux et de Cernikov.

4.2 Quelques propriétés de la classe CZA

Dans cette section on va établir quelques propriétés de la classe C'ZA
Proposition 4.1 Soit G un groupe, H < G et N 1 G. On a :

(i) Si G est dans la classe CZ.A, alors H est dans CZA.
(ii) Si G est dans la classe CZA, alors £ est dans CZA.
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(iii) Si N est dans la classe C et si ¢ est dans la classe CZ.A, alors G est dans la

N
classe CZA.

Démonstration : Soit G un groupe, H un sous-groupe de G et N un sous-groupe
normal dans G. m

(i) Supposons que G soit dans la classe CZA. 1l existe donc un sous-groupe normal

L dans G tel que L soit de Cernikov et % soit hypercentral. Considérons le sous-

groupe L N H; il est clair que L N H est un sous-groupe de Cernikov normal dans

H. D’autre part, on a

H HL
LNH L
qui est un sous-groupe de % Il s’ensuit donc que % est hypercentral et par

conséquent H est Cernikov-par-hypercentral.
(ii) Supposons que G soit Cernikov-par-hypercentral et soit L un sous-groupe normal
dans G tel que L soit de Cernikov et % soit hypercentral. Considérons le sous-groupe

%de % Comime
NLN L
N NNL

qui est de Cernikov car la classe des groupes de Cernikov est stable par passage

aux quotients, % est de Cernikov. De plus, on a

G
NG
NL — ’
~ NL
d’autre part on a
G G
— ~ _L
—~ NL
NL
est hypercentral. D’ou % est hypercentral et par conséquent % est de Cernikov-

par-hypercentral.

(iii) Suposons que N soit dans la classe C' et que % soit dans la classe CZA. CI;I

existe donc un sous-groupe normal % dans % tel que % soit de Cernikov et 4+
~

soit hypercentral. On en déduit que % est hypercentral. Comme N et % sont de

Cernikov, M est de Cernikov aussi. I en résulte que G est dans la classe CZA.
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4.2.1 Groupes non—(Cernikov—par—hypercentraux) minimaux de

type fini

Dans cette sous-section on va étudier les groupes non-(Cernikov-par-hypercentraux)

minimaux de type fini.

Théoréme 4.2 Si G est un groupe non-C(ZA) minimal de type fini, alors :
i) G n’admet pas de sous-groupes propres d’indice fini.
it) G est parfait.
iii) G/Frat(G) est un groupe simple infini.

Démonstration : Soit G' un groupe non-(Cernikov-par-hypercentral) minimal de type
fini. Donc G n’est pas—(Cernikov—par— hypercentral), mais tous ses sous-groupes propres
sont (Cernikov-par- hypercentraux).
i) Supposons que G admette un sous-groupe propre N, normal et d’indice fini. Puisque
un sous-groupe d’indice fini dans un groupe de type fini est également de type fini,
N est de type fini. Or N est propre dans G, donc N est Cernikov-par-hypercentral,
d’ot N est fini-par-localement nilpotent de type fini donc il existe dans N un
sous-groupe caractéristique M fini tel que % soit localement nilpotent de type fini
donc hypercentral, d’ou G est fini-par-fini-par-hypercentral, donc G est fini-par-
hypercentral, et le (i) est démontré.

ii) Supposons que G soit non-parfait (G # G') ; comme % est abélien, il est localement

G
an

Kel
existe g < % tel que g =+ % et ZE: soit fini. D’ou il existe H < G tel que H # G

gradué. Par suite étant de type fini, admet une image finie non triviale, i.e il

et % soit fini, on en déduit que G admet un sous-groupe propre d’indice fini, ce qui

contredit (7).

Avant de démontrer le troixiéme point, nous besoin du lemme suivant.

Lemme 4.3 Si G est un groupe non-C(Z.A) minimal de type fini, alors G ne posséde

aucun quotient non trivial qui soit Cernikov-par-hypercentral.

Démonstration : Supposons que G soit non-C(Z.4) minimal de type fini ayant un

sous-groupe N normal dans G tel que % soit Cernikov-par-hypercentral. Comme G est de
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type fini, % est Cernikov-par-hypercentral de type fini, d’ot il est Cernikov-par-nilpotent,
donc il admet un sous-groupe normal % tel que % soit de Cernikov et % soit nilpotent
de type fini. Comme G est parfait d’apres (i7), il en est de méme de G/M, donc G = M.
On en déduit % est de Cernikov. Comme G est parfait et F-parfait, on obtient que G /N

est trivial, ce montre le point (i77).
iii) Maintenant, on va montrer que %t((;) est infini et simple. Comme G est de type
fini, G # Frat(G) ; de plus, comme G n’admet pas de sous-groupes propres d’indice

fini, on déduit que %t(G) est infini. Reste a montrer que est simple. Pour

G
Frat(G)
ce faire, soit N < G tel que

Frat(G) < N < G.

Donc N est Cernikov-par-hypercentral. D’autre part, comme Frat(G) < N, il existe
un sous-groupe M maximal dans G tel que N ¢ M. Or M est propre dans G, donc

M est Cernikov-par-hypercentral. De plus on a
M < NM <G,

par la maximalité de M, on déduit que G = N M. D’autre part on a

G MN M
N~ N ~NnM

M

~Noar est Cernikov-par-hypercentral, et par conséquent < est

Il s’ensuit donc que N

Cernikov-par-hypercentral, ce qui contredit le lemme précédent.

4.2.2 Groupes non-(Cernikov-par-hypercentraux) minimaux de
type infini.

Dans cette sous-section on va étudier les groupes non-(Cernikov-par-hypercentraux)

minimaux de type infini.

Lemme 4.4 Soit G un groupe non-( C’erm’kov—par—hypercentml) mimimal, et soit N un

sous-groupe normal dans G. Si N est un groupe de Cernikov, alors % est un groupe
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non-(Cernikov-par-hypercentral) minimal.

Démonstration : Soit G un groupe non—(Cernikov—par—hypercentral) minimal de type

infini et soit N un sous-groupe normal de Cernikov du groupe G. Supposons que % soit

K

Cernikov-par-hypercentral, il existe donc un sous-groupe normal % dans % tel que 3 soit
G

de Cernikov et 4« soit hypercentral, donc % est hypercentral. Comme N et % sont de
Cernikov, K est de Cernikov aussi. Par suite, il exite un sous-groupe normal KX dans G,
tel que K soit de Cernikov et % soit hypercentral, ce qui nous permet de conclure que

G est de Cernikov-par-hypercentral, contradiction. m

Lemme 4.5 Si G est un groupe non-( Cernikov-par-hypercentral ) minimal de type infini,
alors G admet un sous-groupe de torsion T'; c’est-a-dire que l'ensemble T = {z € G \

o(z) < oo} est un sous-groupe de G.

Démonstration : Soit G un groupe non-(Cernikov-par-hypercentral) minimal de type
infini et soit z,y deux eléments G d’ordre fini. Comme G est de type infini, le sous-

groupe de type fini (x,y) est un sous-groupe propre de G, d’ou (x,%) est Cernikov-par-

{&y)
N

soit nilpotent, d’ou xyN est d’ordre fini. Comme N est de Cernikov, il est périodique,

hypercentral. Il existe donc un sous-groupe N de Cernikov normal dans (x, i) tel que

d’ou xy est d’ordre fini. Cela nous permet de conclure que I’ensemble 7" des éléments de

G d’ordres finis forme un sous-groupe de GG, donc G admet un sous-groupe de torsion. m

Proposition 4.6 Soit G un groupe de CZ.A, alors il est admet un sous-groupe caracté-

G

ristique de Cernikov tel que a7 Soit hypercentral.

Démonstration : Soit G un groupe dans la classe CZ.A. 1l existe donc un sous-groupe

normal N, tel que N soit de Cernikov et % soit hypercentral. Considérons 1’ensemble
. G
H=<{H<N:HJG, HeOetﬁeZA ;
I’ensemble H est non vide car N € H, comme N est de Cernikov, il vérifie la condition

minimale. Donc ’ensemble H admet un élément minimal, qu’on note M. C’est-a-dire

que M < N, M < G, M est de Cernikov et % est hypercentral. Si o € Aut (G), alors
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a(M) <G et

G G
~ —cZ
aon = €A
donc o
e < 24
Puisque

On en déduit que
Mna(M)=M

D’ou M < a (M), par conséquent M est caractéristique dans G. =

Lemme 4.7 Soit G un groupe. Si H et K sont deux sous-groupes normauz Cernikov-

par-hypercentraux d’un groupe G, alors HK est Cernikov-par-hypercentral.

Démonstration : Soit G un groupe et soient H et K deux sous-groupes normaux
Cernikov-par-hypercentraux, donc normaux ((abélien—par-fini)-par-localement nilpotents).
Il existe donc deux sous groupes abélien-par-fini, N et M de H et K respectivement tels
que N et M soient de Cernikov et % et % soient hypercentraux. D’ou il existe deux sous-
groupes caractéristiques N; et M; abéliens vérifiant min dans N et M respectivement

N M . .
tels que - et - soient finis. Comme

H
M,  H
N T HANG . Tin
K
N C KANM, . Konin
sont ﬁni—par—hypercentraux, car Nﬂl et M£1 sont ﬁnis—par—hypel"centl"aux, N}fﬁl est le pro-

duit de deux sous groupes normaux finis-par-hypercenraux, il est fini-par-hypercentral.
Comme N; M est de Cernikov, HK est Cernikov-par-(fini-par-hypercentral), donc HK
est (Cernikov-par-fini)-par-hypercentral, d’ott HK est Cernikov-par-hypercentral. m

Corollaire 4.8 Si G est un groupe non-CZA minimal localement gradué, alors % est

soit un groupe quasicyclique ou un p-groupe cyclique pour un certain premier p.
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Démonstration : Soit G un groupe non-(Cernikov-par-hypercentral) minimal locale-
ment gradué. D’aprés Lemme 4.9, le produit de deux sous-groupes Cernikov-par-hypercentraux
normaux est un groupe Cernikov-par-hypercentral. On en déduit que % est indécompo-
sable, donc il est soit quasicyclique, soit un p-groupe cyclique pour certain premier p.

Théoréme 4.9 Si G est un groupe non-(Cernikov-par-hypercentral) minimal de type

infini, alors G est périodique.

Démonstration : Soit G un groupe minimal non—(Cernikov—par—hypercentra,l) de type

infini. Supposons GG non périodique et soit % un sous-groupe propre dans %, ou T est
le sous-groupe de torsion de GG. Donc % est Cernikov-par-hypercentral, il existe un sous-
H

groupe normal & de Z tel que & soit de Cernikov et % soit hypercentral. Comme < est
T T T N T

S

sans torsion, % est sans torsion et de Cernikov, donc % est trivial. Il en résulte que % est

hypercentral donc % est hypercentral aussi car les groupes non-hypercentraux minimaux

localement gradués sont périodiques d’aprés ([21], lemme 2.1). On en déduit que TQ, et
donc G, est non-parfait. Comme G /G’ est périodique, il en est de méme de TQ, ce qui

donne la contradiction que G =T. =

Corollaire 4.10 Si G est un groupe non-( C’ermkov—par—hypercentml) minimal de type

infini, alors G est localement fini.

Démonstration : Soit G un groupe non-(Cernikov-par-hypercentral) minimal de type
infini et soit H un sous groupe de G de type fini. Donc H est propre, d’ou H est un

groupe Cernikov-par-nilpotent périodique, donc fini. m

Lemme 4.11 Si G est un MNF(ZA)-groupe de type infini, F-parfait, alors G est
MNCZA.

Démonstration : Soit G un groupe n’est pas fini-par-hypercentral dont tous les sous-
groupes propres sont fini-par-hypercentraux. Comme tout les groupes finis sont de Cer-
nikov, tous les sous-groupe propres de G sont Cernikov-par-hypercentraux. Supposons

que G soit de Cernikov-par-hypercentral, donc IN < G tel que N soit de Cernikov et

G

~ soit hypercentral. Donc 34 < G tel que A soit abelien de Cernikov et % soit fini et
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G
4 ~ % soit hypercentral, donc % est fini-par-hypercentral. Comme A < G est abélien de
A
Cernikov et G est périodique, on en déduit que %(A) est fini [32, corollaire du Théoreme
3.29], donc A < Z(G) car G est F-parfait. D’ou

G ~Y

Z2G) =

S

A®)
A
est fini-par-hypercentral, donc G est fini-par-hypercentral, contradiction. m

Proposition 4.12 Si G est un groupe non-(Cernikov-par-hypercentral) minimal de type

infini, non-parfait et F-parfait, alors G' est hypercentral.

Démonstration : Soit G un groupe non—(Cernikov—par—hypercentral) minimal de type
infini, n’admettant pas de sous-groupes propres d’indice fini, on a G’ est CZ.A. Il existe
donc un sous-groupe N caractéristique de Cernikov tel que %/ soit hypercentral. Comme
N est de Cernikov, il admet un sous-groupe caractéristique R abélien divisible de Cer-
nikov, donc %(R) est fini car G est périodique, donc G = Cg (R) car G est F'—parfait,
d'ot R < Z(G). On a

G
— est fini — C’gﬁ( %) est fini
N
= 5% (%)
N G
= j=7 <E>
donc - G o o
76 =29~ 7 ~ Ba ¢4

d’ou G’ est hypercentral. m

Proposition 4.13 Soit G un groupe non-CZ.A minimal de type infini, F—parfait, alors

G est localement nilpotent.
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Démonstration : Soit G un groupe non-C 2.4 minimal de type infini; comme

G
— ~ Op=
GI
_ Vel
B ieLIJN a:G)
G = U ({(a;,G"), on en déduit que (G, xq,xs, ..., z,) est un sous-groupe propre normal

i€IN
dans GG pour tout entier positif n, et pour tout x1, xs,...,x, € G. Il en résulte que

(1,9, ..., ) est nilpotent, donc G est localement nilpotent. m
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Résumé

L’objet de cette thése concerne 1’étude des groupes minimaux non-€2, ou  est une classe de
groupes donnée, c’est-a-dire 1’étude des groupes n’appartenant pas a {1 mais dont tous les sous-
groupes propres sont dans . Beaucoup de résultats sur les groupes minimaux non-€, pour diverses
classes de groupes €, ont été obtenus par différents auteurs. Dans cette thése, on se propose de
décrire les groupes minimaux non-(fini-par-hypercentraux). Le principal résultat de cette thése
démontre que les groupes non-(fini-par-hypercentraux) minimaux localement gradués sont
exactement soit les groupes non-(fini-par-abéliens) minimaux localement gradués, soit les groupes
non-hypercentraux minimaux localement gradués.
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Abstract.

The aim of this thesis concerns the study of minimal non- groups, where Q is a given class of
groups, i.e. the study of groups not belonging to Q but all of proper subgroups are in 2. Many
results on infinite minimal non-£ groups, for various classes of £ groups, have been obtained by
different authors. In this thesis, we propose to describe the minimal non-(finite-by-hypercentral)
groups. The main result of this thesis asserts that the locally graded minimal non-(finite-by-
hypercentral) groups are exactly either locally graded minimal non-(finite-by-abelian), or locally
graded minimal non-hypercentral groups.
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