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Introduction

Au cours des derniéres décennies, plusieurs auteurs ont étudié la stabilité des problemes
contenant des équations des ondes, des équations thermoélastiques ainsi que des problémes

des équations viscoélastiques et des nombreux résultats ont été établis et publiés.

Problemes des équations d’ondes

Cavalcanti et al. [9], ont étudié 1’existence et la décroissance uniforme de la solution
d’une équation d’onde semi-linéaire avec un amortissement de type mémoire et une source
non linéaire sur la frontiére. De plus, Rivera et Andrade [40] ont considéré une équation
d’onde non linéaire unidimensionnelle soumis a un amortissement de type mémoire sur la
frontiere. Ces différents auteurs ont montré que cet effet (amortissement de type mémoire
sur la frontiere) est suffisamment fort pour garantir ’existence globale et la décroissance
uniforme, pour des données initiales petites, a condition que le noyau résolvant k décroit de

fagon exponentielle (ou polynomiale).

Cavalcanti et Guesmia [14], ont considéré le probléme suivant
([ wy — Au+ F(z,t,u,Vu) =0, dans  x (0,400)
u=0, sur I'g x [0, 4+00)

¢
u(z,t)=—[g(t— s)%(s)ds, sur I'; x [0, +00)
0

L 2 (,0) =up, u(.,0) =1, dans €,

ot 2 est un domaine borné dans R™ (n > 2), avec une fronti¢re I' = T'UT'; et v est la normale
extérieure unitaire & I'. En considérant & le noyau résolvant de —g’/g (0), la condition aux

limites prend la forme

o 1
o = (k) s T [0, +00),
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Les auteurs ont établi un résultat de décroissance générale qui dépend de la valeur de ug sur
[y et du taux de décroissance de k’. Dans leur travail, ils ont traité les cas ou k' décroit de
maniere exponentielle ou polynomiale jusqu’a zéro a l'infini. Lorsque ug = 0 sur Iy, ils ont
obtenu la décroissance exponentielle et polynomiale comme cas particuliers. Ces résultats ont
ensuite été généralisés au cas d’un systéme de type Timoshenko par Messaoudi et Soufyane
[35].

Cavalcanti et al. [11] ont étudié un probléme de la forme suivante

([ uy — Au+ f(f g9(t — 7)Au(r)dr =0, dans Q x (0,+00)

u=0, sur I'y x [0, 400)

< t
5" (¢~ 728 (r)dr + h{u) =0, sux Ty x [0, +00)

L u(.,0) =uo, w(.,0) =1y, dans €2,

pour des fonctions spécifiques g et h et ont établi des résultats de décroissance uniforme sous
des hypotheses assez restrictives a la fois sur la fonction d’amortissement A et le noyau g. En

—mt et la fonction h devait avoir

fait, la fonction g devait se comporter exactement comme e
un comportement polynomial au voisinage de zéro. Pour des hypothéses plus générales sur
g et h, Cavalcanti et al. [10] ont prouvé la stabilité uniforme de (1) & condition que g(0) et
l|9]|21(0,00) SOient suffisamment petits. Ils ont également établi des résultats explicites de taux
de décroissance pour certains cas particuliers. Ce dernier résultat de Cavalcanti et al. [10] a
été amélioré plus tard par Messaoudi et Mustafa [33] ol aucune hypotheése de croissance sur

h au voisinage de zéro n’a été imposée.

La stabilisation des équations d’onde ou des systemes d’onde par I’amortissement fric-
tionnel aux limites a été étudiée par de nombreux chercheurs. Différents mécanismes ont été
utilisés pour stabiliser de tels systemes et plusieurs résultats de décroissance et de stabilité
ont été obtenus. A cet égard, nous mentionnons parmi beaucoup d’autres travaux, le tra-
vail d’Alabau-Boussouira [2]|, Conrad et Rao [15], Guesmia et Messaoudi [17], Komornik et
Zuazua [23], Komornik [21], Komornik et Rao [22], Lasiecka [24], Lasiecka et Tataru [25] et
Zuazua [47].
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Messaoudi et Soufyane [36] ont traité le probléme suivant

.
U — AU + f(U) = 0,
u =0,
ou
ov

\ u(.,0) =up, u(.,0) =1y,

pour une classe plus large de noyaux k satisfaisant

k(0) >0, k(t) >0, K(t)<0,

dans Q x (0, +00)
sur I'g X [0, 400)
u(z,t)=— [3g(t—s) 7 (s)ds, surT; x [0,+00)

E'(t) > v (t) (—K'(t)),

ol v : [0,+00) — [0, +00) est une fonction qui satisfait la condition suivante

v#) >0, ~(t) <0 et /

+oo
¥(t) = +o0.

Ils ont établi un résultat de décroissance générale de I’énergie, ot1 la décroissance exponentielle

usuelle est un cas particulier.

Problemes thermoélastiques

Les problémes thermoélastiques ont été examinés par de nombreux auteurs et de nom-

breux résultats ont été établis. A cet égard, parmi différents travaux, nous citons les travaux
de Dafermos [16], Lebeau et Zuazua [26], Jian, Minoz Rivera et Racke [20], Liu [27], Rivera
et Racke [41] et Messaoudi et Al-Shehri [32]. En particulier, Messaoudi et Al-Shehri [32] ont

considéré le systeme

(

ug — pAu — (p+ A) V (divu) + VO =0,
cly — kA + Bdivu; = 0,
u(.,0) =up, u(.,0)=wuy, 0(.,0) =0,

u =0,
@

9 =0,

\

u(z,t) = — Oftg(t —9) (Mau + (1 + ) (divu) 1/) (s)ds,

dans Q x (0, +00)

dans 2 x (0, +00)

dans

sur 'y x [0, 400) (2)

sur I'; x [0,400)

sur I" x [0, +00),

dans un domaine 2 borné de R", avec une frontiere réguliere OS2 subdivisé en deux partie I'y
)

et I'y, ils ont trouvé un résultat de décroissance générale si la fonction k& décroit d’une maniére
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générale. Mustafa [38] a traité le systéeme (2) pour ug = 0 sur I'; et k vérifie ’hypothése

suivante
k (0) > 0, tli)m k(t) =0, K (t) <0, k" (t) > H(—k’ t)), t>0.

Il a montré une décroissance explicite de 1’énergie ou la décroissance exponentielle et la
décroissance polynémiale sont seulement des cas particuliers. Boulanouar [6] a étendu le
résultat de [38], dans le cas ot ug # 0 sur I';. Récemment, Boudiaf [5] a généralisé le résultat

de [32] en y introduisant un terme source non linéaire de type polynomial.

Problemes viscoélastiques

Dans [12], Cavalcanti et al. ont considéré le probleme

ug — Au + f(fg(t —7)Au(1)dr + o (z) us + |u|"u =0, dans Q x (0,00)
u(z,t) =0, sur 9 x (0, 00) (3)
u(z,0) =up (z), wus(z,0)=1u(x), dans 2,

ol a : 2 — R* est une fonction qui peut s’annuler sur une partie de Q mais satisfait
a (z) > ag > 0 sur sous-domaine w C {2 satisfaisant certaines restrictions géométriques, g (¢)
satisfait
619 () <g'(t) < —&g(t), Vt20,

ol &; et & sont deux constantes positives. Ils ont établi un résultat de décroissance expo-
nentielle. Ce travail a étendu le résultat de Zuazua [46], dans lequel il a considéré (3) avec
g = 0 et Pamortissement linéaire localisé. Berrimi et Messaoudi [4] ont établi le résultat de
[12] sous des conditions plus faibles & la fois sur a et g pour un probléme, oli un terme source

est en compétition avec le terme d’amortissement.

Dans [28], Wenjun Liu a considéré le systéme

|ue|” ugy — Au — Aug + f;g (t —7) Au(z,7) d7 + a (t) h (us) = blulP~2u, dans Q x (0, c0)
u(z,t) =0, sur 99 x (0, 00)
u(z,0) =y (), ut (2,0) = uy (z), dans €,
(4)
avec g satisfaisant

g'(t) < —€(t)g(®),
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ou £ est une fonction différentiable décroissante. Il a établi un résultat de décroissance
générale et explicite de I’énergie de la solution du probléme (4). Ce type de problémes
apparalt généralement comme un modele en viscoélasticité non linéaire (voir [8, 37]). Han et

Wang [18, 19] ont étudié (4) pour a(t) =1, b =0 et h (uz) = |u|™u; (m > 0).

Messaoudi et Mustafa [34] ont étudié le probléme suivant

|ue|Puy — Au — Augy + f(fg (t—s)Au(s)ds =0, dans Q x (0,00)
u(z,t) =0, sur 99 x (0, 00) (5)
u(z,0) =up (), ug (2,0) = vy (), dans {2,

pour la fonction de relaxation g qui satisfait la condition

g'(t) < —H(g(t)),

ol H est une fonction positive, H (0) = H’ (0) = 0 et H linéaire ou strictement croissante
et strictement convexe de classe C? au voisinage de l'origine. Ils ont obtenu une relation
explicite et générale entre la décroissance de I’énergie et la fonction de relaxation g sans

imposer d’hypotheéses restrictives sur le comportement de g & ’infini.

Récemment, Messaoudi et Al-Khulaifi [31] ont traité (5), avec g satisfaisant

J(t) < ~E@eP), V20, 1<p<

Ils ont obtenu un résultat de stabilité plus générale pour lequel les résultats de [29, 30] ne
sont que des cas particuliers. Mustafa [39] a considéré le probléme étudié dans [31], avec le

terme source non linéaire u|u|” et la fonction de relaxation g qui satisfait

g'(t) < —€(t)H(g(2))-

Il a obtenu un résultat de décroissance de ’énergie qui traité a la fois de ’optimalité et de

la généralité.

Cette these est consacrée a ’étude de comportement asymptotique de quelques systemes
d’équations d’onde, thermoélastique et viscoélastique. On améliore et on généralise divers

résultats antérieurs qui seront mentionnés dans les chapitres de cette these.
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L’objectif de cette these consiste donc a étudier la stabilité de trois problémes. Le pre-

. . o 1es . , e g y , .
mier probleme étudié est un systeme d’onde semi-linéaire sous ’action d’un amortissement
de type mémoire sur la frontiere du domaine, le deuxieme probléeme considéré est un systeme
d’équations thermoélastique avec un contrdle frontiere de type mémoire et le troisieme et
dernier probleme étudié est un systéme d’équations viscoélastique avec un terme amortisse-

ment distribué.

Cette these est composée de quatre chapitres et est organisée comme suit :

Dans le chapitre 1, on va donner quelques notations et rappels d’analyse fonctionnelle

qui seront utilisés dans les différents chapitres de cette these.

Dans le chapitre 2, on considere une équation d’onde semi-linéaire, ol ’amortissement
de type mémoire agit sur une partie de la frontiere. Cette équation est donnée par le systéeme

suivant

g — Au+ f(u) =0, dans Q x (0,+00)

u=0, sur 'y x [0, 4+00)

u(z,t)=—[;9(t—s) W (s)ds, surI'y x [0,+00)
\ u(.,0) =up, u(.,0) =1y, dans Q,

o le corps 2 est un domaine borné dans R™ (n > 2) avec une frontiére suffisamment réguliere
' =Ty UTY, v est la normale extérieure unitaire & I'. L’équation (6)s est une condition aux
limites non locale liée & V’effet mémoire, u = u (z,t) € R™ et g (¢) est la fonction de relaxation

qui est positive et décroissante. De plus, f € C! (R) est une fonction satisfaisant
uf (u) > bF (u), pourcertain b>2, ou F(u)= /Ouf (&) d¢,
avec
F(u) > dJu|!, Yu€eR,

pour une constante d > 0 et ¢ < 1 telle que (n —2) g < n.

Dans ce travail on considere ’hypothese sur le noyau résolvant &

F(0) 27 () (K OF, %20, 1<p<s
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et on montre la décroissance générale de ’énergie de la solution. Ce travail peut étre considéré
comme une extension de [36] ou les auteurs ont montré la stabilité du systéme (6) lorsque

le noyau résolvant k satisfait ’hypothese suivante

K (8) 2 7 (8) (=K (1) -

Le chapitre 3 est consacré a I’étude de la stabilité de la solution du systeme thermoélastique

suivant

u — pAu — (p+ A) V (divu) + VO =0, dans Q x (0, +00)
cl; — kAO + Bdivu; = 0, dans Q x (0, +00)
u(.,0) =up, u(.,0)=wuy, 0(.,0) =0, dans Q
] u= 0, sur 'y x [0, 4+00) (7)
t
u(z,t)=—[g(t—s) (u% + (e + A) (divu) 1/) (s)ds, sur Ty x [0,+400)
0
| =0, sur " x [0, +00),

ou le corps  est un domaine borné dans R™ (n > 2) avec une frontiere I', tels que {I'y,I'1}
est une partition de I'; v est la normale extérieure unitaire & I', u = u(z,t) € R™ est le
vecteur de déplacement, § = 6 (x,t) € R™ est la température absolue, c, k, i, A, 5 sont des
constantes positives, 8 # 0 est un nombre réel et la fonction de relaxation g est une fonction
positive est différentiable.

On va étudier le systéme (7) sous les mémes hypotheses proposées dans le chapitre 2
sur le noyau résolvant k, on trouve un résultat de décroissance générale de 1’énergie de la

solution. Ce résultat & fait ’'objet d’une publication [45].

Dans le chapitre 4, on va étudier une équation viscoélastique stabilisé par un terme
d’amortissement distribué sous forme f(f g(t—7)Au(T)dr + a(t) h (u) dans un domaine

borné dans R™, n > 1 de frontiere réguliere 0. Cette équation est donnée par le systeme

suivant
|ue|” ug — Au — Ay + f(fg (t —7)Au(r)dr + a(t) h (u:) =0, dans 2 x (0,00),
u(z,t) =0, sur O x (0,00), (8)
u(z,0) =y (), u (2,0) = uy (z), dans (2,

ou p est un nombre réel positive, g est une fonction de relaxation et o, h sont des fonctions

positives particulieres.



INTRODUCTION

Dans ce travail on considere ’hypothése sur la fonction de relaxation g

g () <—=¢@)H(g(),

ou H : (0,00) — (0,00) est une fonction positive, H (0) = H’(0) = 0 et H linéaire
ou strictement croissante et strictement convexe de classe C? au voisinage de l'origine. On
obtient un résultat de décroissance en fonction de g, a et h pour lesquels les deux taux de
décroissance exponentielle et polynomiale ne sont que des cas particuliers. Plus précisément,
nous allons obtenir une relation entre le taux de décroissance de 1’énergie et les fonctions g,
a et h lorsque t tend vers I'infini. On trouve un résultat de décroissance générale et explicite
de I’énergie. Ce travail constitue une généralisation des résultats obtenus par Mustafa dans
[39] ot il y considére le systeme (8) sans le terme amortissement distribué et avec un terme
source.

Pour obtenir les résultats souhaités dans cette these, on se base principalement sur la
construction des fonctionnelles de Lyapunov appropriées qui sont équivalentes & 1’énergie
des solutions de chaque probleéme. Aussi, on utilise quelques lemmes techniques, quelques
propriétés des fonctions convexes, 'inégalité de Young, I'inégalité de Holder, I’inégalité de
Poincaré, 'inégalité de Jensen et des hypotheses avec des modifications nécessaires et conve-

nables pour chaque probleme. Ces différentes notions seront explicitées dans le chapitre 1.



Chapitre 1

Notations et rappels d’analyse

fonctionnelle

Dans ce chapitre nous présentons briévement quelques notations et définitions élémentaires
d’analyse fonctionnelle (Les espaces de Lebesgue, les espaces de Sobolev, ...), nous rappe-
lons aussi quelques inégalités et notions élémentaires utiles qu’on utilise dans les différents

chapitres de cette these.

1.1 Notations

On note :

n
o |yl =4 /zzlyf est la norme euclidienne de y, ou y = (y1, Y2, ..., Yn) € R™
1=

o U= (11,1, ..., Vy,) est le vecteur normal unitaire extérieure en un point du bord de Q.

Pour toute fonction u : R® — R réguliére, on note

olely n
e D%y = Fr avec o = (a,Qz, ...,a,) € N? et |a| = z:z:1|%|
Ou Ou ou
O0x,’ 0z’ 7 Oz,

o Vu = gradu = ( ) est le gradient de .



1.2. ESPACES FONCTIONNELS

n §y )
e Au =) —— est le laplacien de u.
i1 Ox;
= g0 Uit = 5

Pour toute fonction u : R® — R réguliére avec u = (u1, ug, ..., Uy ), ON nOte

o Au = (Auq, Auy, ..., Auy,).

n

Ou; :
o divu=V.u=>, (9u est la divergence de u.
i=1 0%;

Soit €2 est un ouvert et 02 =T est sa frontiere.
e C () : Ensemble des fonctions continues dans 2.
e C*(Q) : Ensemble des fonctions de classe k dans .

e C*(Q) : Ensemble des fonctions de C* (Q) & support compactes.

1.2 Espaces fonctionnels

1.2.1 Les espaces L?({)
Définition 1.2.1 [7] Soit p € R avec 1 < p < 00 ; on pose
LP(Q) = {f : Q — R; f mesurable et |f|F € L'()}.

Avec

1/p
I£1x = 171 = | [If@Pas)
Définition 1.2.2 [7] On pose
L>®(Q) ={f: Q — R; f mesurable et 3 une constante C telle que |f(z)| < C p.p. sur Q}.

Avec

[ fllzee = I flleo = inf{C;[f ()| < C p.p. sur Q2}.

10
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Théoréme 1.2.3 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) [7] Soit (f,)

une suite de fonctions de L'. On suppose que

a) fo(z) — f(z) p.p. sur Q.
b) il existe une fonction g € L' telle que pour chaque n, |f, (z)] < g(z) p.p. sur Q.
Alors f € LY (Q) et || fn — fllzx — O.

1.2.2 Les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels essentiels pour la résolution des

problémes d’équations aux dérivées partielles (voir [1, 7]).
Soit €2 un ouvert borné et soit p € R avec 1 < p < 00.

1. Espace de Sobolev W™P((2)

Définition 1.2.4 [7] Etant données un entier m > 2 et un réel 1 < p < +oo, on définit
Wm™P(Q) par
W™P(Q) = {u € W™ P(Q), v/ € W™ 1P(Q)}.

On pose
H™(Q) = W™*(9).

L’espace W™P(Q) est muni de la norme

lullwms@) = lullzo + Y _I1D%ull ooy

a=1

et l’espace H™(Q) muni du produit scalaire
(u, v) gm(@) = (¥, V) 12(0) + Z(D"‘u, D%v)
a=1

est un espace de Hilbert.

2. Espace de Sobolev W1?(Q)

Définition 1.2.5 [7] L’espace de Sobolev W1P(Q) est défini par

WP(Q) = {u € LP(Q); Ig € LP(Q) tel que /

up' = —/ gp Ve e Co(Q)}.
Q Q
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1.2. ESPACES FONCTIONNELS

Pour p = 2, il est d’usage de remplacer la notation W12(Q) par H*(Q), ce dernier est un

espace de Hilbert, muni du produit scalaire

(U, ’U)Hl(Q) = (’U,, ’U)L2(Q) —+ (Ul, ’UI)L2(Q).

3. Espace de Sobolev W,”(Q)
Définition 1.2.6 [7] Etant donné 1 < p < +oo, on désigne par WyP(Q) la fermeture de

CL(Q) dans WP(Q). On note HL(Q) = Wy2(Q).

Notation 1.2.7 On désigne par W—1P(Q) lespace dual de WyP() avec (1 < p < +00) et
par H71(Q) lespace dual de H(Q).

De plus, on a les inclusions
H}(Q) c L*(Q) c H (),

avec injections continues.

4. Injections de Sobolev

Théoréme 1.2.8 (Rellich-Kondrachof) [7] On suppose 2 borné de classe C'. On a

1
Vg € [1,p"[ ot — =
p

1
N,

si p<N, alors ~ WhY(Q) C LY(Q) -
si p=N, alors ~ WY(Q) C LY(Q)

si  p>N, alors ~ WY (Q) c C(Q),

"=

(),
(),

Vg € [1,+o0],

avec injections compactes.

5. Théoréme de trace au bord

Théoréme 1.2.9 Soit Q un ouvert de classe C*, alors il existe un opérateur linéaire continu,
appelé opérateur trace et noté vy de H*(Q) dans L?(I") qui coincide avec l'opérateur de
restriction usuel pour les fonctions continues. En particulier, il existe une constante c¢; qui

ne dépend que de €, telle que

Ivoullz2y < allullm@), Yu € HY(RQ).

12



1.2. ESPACES FONCTIONNELS

Si on suppose que {LTo,T'1} constitue une partition de T, avec meas(Ty) > 0, on définit alors
Hi, (@) ={ue€ H'(Q) : u=0 sur To}.

Cet espace est fermé dans H(2) comme noyau de U'application (linéaire) continue r o~y ot
r: L*(T') — L*(To) est lapplication restriction. Donc (Hf, (), ||.|la1(q)) est un espace de
Hilbert, avec

Vu € Hyy(Q), llulla, @ = Vull2@).

De plus, on a Uinjection continue Hf () — L™(T1), 1 < m <

2(n—1
M, c’est-a-dire il
n —_—

eriste une constante cy, telle que

1wl zm(ry) < col| Vullz2 .-

1.2.3 Quelques inégalités utiles

Soit 1 < p < o0 ; on désigne par p’ 'exposant conjugué de p,

1 1
p p

Inégalité de Holder

Théoréme 1.2.10 [7] Soient f € LP(Q) et g € LP () avec 1 < p < oco. Alors f-g € L' et

/ Fal < £l
Q

Remarque 1.2.11 L’inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de linégalité de

Hoélder dans le cas p = q = 2. Alors

/ Fal < 1 lallgll
Q

Inégalité de Young

Théoréme 1.2.12 [7] Pour a,b> 0 ete >0, on a

€
.
abgpa + eP/P’bp

Sip=p' =2, ona
ab< Sa2 4 2
— 2 2

13



1.3. NOTIONS ELEMENTAIRES

Inégalité de Poincaré

Corollaire 1.2.13 [7] On suppose que Q est un ouvert borné. Alors il existe une constante

C' (dépendant de Q) et p) telle que

lullze < C||Vulze, Yu € WyP(Q) (1 <p < 00).

Inégalité de Jensen

L’inégalité de Jensen aura un role tres important dans la démonstration de notre résultat

principal.

Si F est une fonction convexe sur [a, b], f : @ — [a, b] et h sont des fonctions intégrables

sur Q, h(z) >0 et [, h(z)dz = k > 0, alors I'inégalité de Jensen affirme que
[ 1@ x)dm} <y [ FU@h()s
Q

1.3 Notions élémentaires

Produit de convolution

Définition 1.3.1 Soient f(z) et g(z) deux fonctions définies sur L*(R™) le produit de convo-
lution de f(x) et g(z) est une autre fonction qui se note généralement f * g et qui est défini

par

(f % 9)( / f(z — 1)g(v)dy, ¥z €R™. (1.1)

Regle de Leibniz généralisée

Elle est donnée par la formule

d ® B b® 9 f(x, 1) db(t) da(t)
dt o f(x’t)dx_/a(t) —g A+ fO0), )~ fla®),t)— - (12)

Formule de Green généralisée

La formule de Green est un outil fondamental pour la résolution des équations aux

dérivées partielles. Elle coincide, en dimension 1, avec la formule d’intégration par parties.

14



1.3. NOTIONS ELEMENTAIRES

Soit © un domaine borné dans R™ de frontiére réguliere T, soient f € H2(Q), g € H(Q)

et h € (H(Q2))", alors

/vAu dx:—/Vv.Vu dr + v@ dr’
Q Q r Ov

/ Vuw dz = — / u.div w dx + /u(w.v) dr,
Q Q r

ou
du
ov
Equations intégrales de Volterra

L’équation suivante

o(@) = £(2) + ) [ Rlo = 0)plt) dt = 1) + AR+ ),

ou , . TR
= E a—vi, v est la normale extérieure unitaire a 0f2.
Z;
=1

(1.3)

est une équation intégrale de Volterra de second espece, ou ¢ est la fonction inconnue, f et

R sont des fonctions données, A € R. La fonction R s’appelle le noyau de I’équation intégrale

de Volterra. Sa solution est donnée par la formule suivante

p(0) = J@)+ ) [ K =)0 di = @)+ Mk + 1),
ou la fonction k est le noyau résolvant de R et est défini par

k(z) = R(z) + A(R * K)(z).

15
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Chapitre 2

Stabilisation générale d’une équation

d’onde avec un controle frontiere de

type mémoire

2.1 Position du probleme

Dans ce chapitre nous considérons une équation d’onde semi-linéaire dans un domaine

borné, ou 'amortissement de type mémoire agit sur une partie de la frontiére. Le probleme

étudié est donné par le systeme suivant

( u — Au+ f(u) =0, dans Q x (0, +00)
u =0, sur I'g X [0, 400)
u(z,t)=—[y9(t—s) 3 (s)ds, sur Iy x [0,+00)

\ u(.,0) =up, u(.,0) =1y, dans €,

ol le corps 2 est un domaine borné dans R" (n > 2) avec une frontiére suffisamment

réguliere I' = 'y U Ty, v est la normale extérieure unitaire & I'. L’équation (2.1); est une

condition aux limites non locale de type mémoire, u représente le vecteur de déplacement

et g est la fonction de relaxation qui est positive et décroissante appartenant & W2 (RT) N

Wheo (RY).

De plus, f € C* (R) est une fonction satisfaisant

uf (u) > bF (u), pourcertain b>2, ou F(u)= /Ouf (&) d¢, (2.2)

16



2.2. NOTATIONS ET TRANSFORMATION

avec
F(u) > dJul|?, YueR, (2.3)

pour une constante d > 0 et ¢ < 1 telle que (n —2) g < n.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2.2, nous présentons quelques
notations et le matériel nécessaire a la démonstration de notre résultat principal et nous
énongons sans preuve le résultat d’existence et d’unicité de la solution du probléme (2.1).
Quelques lemmes techniques et I’énoncé de notre résultat principal seront donnés dans la

section 2.3. Dans la section 2.4 , nous prouvons notre résultat.

2.2 Notations et transformation

Dans cette section et afin d’établir notre résultat principal, on va préparer certains
éléments nécessaires a la preuve de notre résultat et on va énoncer sans preuve le théoreme
d’existence et d’unicité de la solution du probléme (2.1). On aura besoin des hypotheses
suivantes :

(H) Supposons que les partitions Iy et I'; sont fermées, disjointes et meas(I'p) > 0, telles

que
I'o={zeTl: m(z)r <0} (2.4)
ct
I'i={zeTl: m(z)v>4d>0} (2.5)
ol m(z) = x — xy, pour un point fixe zy € R™.
L’estimation du terme g—:j :

La dérivation de la troisieme équation du probléme (2.1) par rapport & t, donne

Uy = %u(w,t) = —% (/Otg(t - s)% (s) ds) ,

en utilisant la formule de Leibniz (1.2) et le produit de convolution qui est défini par (1.1),

on obtient

t ou ou
—_ / J— _ _—
Uy = [/0 g (t—s) 61/d8 +g(0) 61/]

ou ou
I

17



2.2. NOTATIONS ET TRANSFORMATION

on divise les deux membres de cette équation par g (0), on arrive &

%—_L u_'_/*%
v~ g(0) ] -

Cette équation est une forme d’une équation intégrale de Volterra de seconde espece

(1.3), dont sa solution est donnée comme suit (voir (1.4))

2o ot [ re= oo
1 +
= (0) [ug + (k *us)(t)], surI; x RY,

ou la fonction k est le noyau résolvant de —g’/g(0) (voir (1.5)), qui satisfait

1 / __i !

On prend n = 1/¢(0) et en utilisant I'intégration par parties et la condition up = 0 sur

['1, on obtient

G == |wer k= u@ i+ [ (- 9uls)ds

=—n(us + k(0)u + k' xu), surI'; x [0,+00). (2.6)

Sachant que les fonctions de relaxation considérées sont & décroissance plus générale, il
est utile de savoir si la fonction k£ hérite de quelques propriétés de la fonction de relaxation
g. Le lemme suivant répond & cette question.

Soit h : R* — R*, une fonction continue et k son noyau de résolvant, c’est-a-dire :

E(t)=h(t)+(kxh)(t). (2.7)
Il est évident que la fonction k est continue et positive (voir [14, 41]).

Lemme 2.2.1 Soitp > 1, v: Rt — R* est une fonction décroissante qui satisfait v(0) > 0

et
Gy = sup / (1+ / 21 (<)d<) " (1+ / e 1(<)d<) "
Ly de) T ds,
x(1+/0 ©) c) s
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2.2. NOTATIONS ET TRANSFORMATION

Supposons qu’il existe C et 1 — CCp > 0 tels que
C

h(t) < .
(1 + Jo 71 (<) dC) 2

Alors, il existe C tels que

~

C

k() < —
(1+ fy 77t () dc) ™

Preuve. On pose

ko (£) = k (2) (1+/0t - 1(C)d<)”1—2
by (£) = R (1) (1+/0t (C)dg);ﬂ.

On multiplie I’équation (2.7) par (1 + [iy?1(Q) dC) , on obtient

et

kp(t) = hp(t)+/0t( ¥~ (¢) d¢ k(t—s)h(s)ds

o
) o[ 00)
04"

(e [r0e)
x(1+/082p-1<<>d<) k(t—s>( 2p1<<d<)
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2.2. NOTATIONS ET TRANSFORMATION

et par conséquent,

sup k, (s) < sup hy,(s) +CC, supk (s) <C+CC, sup ky(s),

0<s<t 0<s<t 0<s<t

ce qui implique

os<1il<)tk p (8) < 1_000 , Vt > 0.
Par conséquent
k() < 1—%0,,‘
Donc )
k) < —C (1 + / () d() o
=1-cc, o ‘
D’ou

~

C

B(t) < —
(14 fg v © )™

En se basant sur le lemme 2.2.1, dans toute la suite on va utiliser I’équation (2.6) &
la place de la troisiéme équation du systéme (2.1).

Définissons maintenant :

o)) = [ (e — 8)[(t) — w(s)Pds,

(p09)(t) = /0 p(t = s)(¥(t) — ¢(s))ds. (2.8)

En utilisant I'inégalité de Holder, nous avons

(OB < ( / Iw(S)IdS) (Il o ). (2.9)
Lemme 2.2.2 Si ¢, ¢ € C* (R"), alors

(%) (O () =~ 30 O W OF +3 (¢ 0%) (1 (2.10)

i (oo ([ pas) wor).
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2.3. DECROISSANCE GENERALE

Preuve. Voir [14, 42, 44, 41]. =

Avant de définir la solution du systéme (2.1), on considére ’espace suivant :
V=Hp(Q)={ve H(Q): v=0 sur Io}.
Notre systéme (2.1) est bien posé au sens suivant :

Théoréme 2.2.3 Nous supposons que (2.2) — (2.5) sont vérifiées. Alors, il existe une seule

solution forte u du systéme (2.1) telle que

u€ L® (RT;H2(Q)NV),
ug € L* (RT; V),
U € L (R+, L2 (Q)) .

Preuve. La démonstration du Théoréme 2.2.3 est basé sur la méthode de Galerkin comme

dans [44, 43]. =

2.3 Décroissance générale

Dans cette section on va énoncer le résultat principal de notre travail. Précisément, on
va étudier le comportement asymptotique de la solution du systéme (2.1) lorsque le noyau
résolvant k vérifie ’hypothése suivante :

k: Rt — R est une fonction C? telle que
E(0)>0, k(t) >0, K (t) <0, K" (t) > ~v(t) (=K (t))?, (2.11)
out>0,1<p< g et v : RT — R* est une fonction qui satisfait les conditions suivantes

v(t) >0, v (t) <O0. (2.12)

On introduit la fonctionnelle d’énergie totale associée au probléme (2.1) par

E(t) = %/Q(|ut|2+|Vu|2) dm—i—/QF(u) dx—i—g/r (k@ uf = Kou)dly.  (2.13)

Lemme 2.3.1 L’énergie de la solution u de (2.1) satisfait
E'(8) = — / g Ty + / K (®)lu(t)|2dry — / K" o udl'y < 0. (2.14)
I 2Jn 2Jn
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2.3. DECROISSANCE GENERALE

Preuve. On multiplie (2.1); par u; et on integre sur €2, en utilisant la formule de Green
et (2.6), on obtient
1d

5% [|ut|2 + |Vu|2 + 2F (u)] dx

(9u

= —audl’
- Ay 1al’

=—n [ |ug®dly — 17/ k(0)uudly —n [ (k' * u)udly.
I

l-‘1 Pl

Ensuite, en utilisant le Lemme 2.2.2, on obtient

1 d

2t J,

=y [ jwpdrs — g / k(0) gDy + 7 / K (¢) Ju (H)2dTy — / K" 0 udTl,
It I 2 1IN} 2

(L) 53 (L ([v0e)ore)

_ jwedls + 7 / ¥ (¢) hu () Prs — | / K" o udl’;
'

_g% (/F (k () [u ()2 = K o u) dn) ,

[lus|? + |Vul® + 2F (u)] dz

donc

[ (O uOF - ¥ ou) dI‘l)

_ / fuo2dTs + / ¥ (¢) |u (§)2dT — / K" o udT;.
I 2 2 Jr,

Finalement, on obtient le résultat souhaité (2.14). m

i(l/ [lusl® + |Vul? + 2F (u)] dw+2/

Maintenant, on a les lemmes cruciaux suivants qui seront utilisés dans la preuve de notre

résultat.
Lemme 2.3.2 La solution u de (2.1) satisfait
lu(t) = u(s)|Z2wy < CE(0), Vs €[0,1].
Preuve. En utilisant le théoréme de trace et (2.13), on obtient, pour tout s € [0, ],
lu(®) = u(s)lZemy < ellVu(t) — Vu(s)llz
¢ (Va3 + 1Vu(s)l3)
¢ (E(t) + E(s))
CE(0).

IN A

IN
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2.3. DECROISSANCE GENERALE

n
Lemme 2.3.3 Supposons que k satisfait (2.11). Alors
+oo , 1-o0
/ @) [K )] dt < +oo, Vo <2
0

Preuve. Rappelant (2.11), on peut facilement voir que

1-0o

YO [-F 0] " = roErar[-F o)
< K" (t) [—k' (t)] l—o—p

On intégre, on obtient

/0 o [k @] "t < /0 k) [ @]

_1 +o00 " , 1—0—p
_ m/o ~@-p-o) K @) [-K )] d
K O™
T o_p—o | <F™

puisque o < 2 — p et —k’ est positive et décroissante. m
Lemme 2.3.4 Supposons que k satisfait (2.11). Alors la solution u de (2.1) satisfait

{ /F OOEFY o) dl“l] " < [ /F (Wow drl] > (2.15)

Preuve. En utilisant le fait que «y est décroissante, on obtient
t—s<t = ~A(t—s)>~(t)
= (=Kt —9))Pv(t—s) = (=Kt — s))"7().

En multipliant par |u(t) — u(s)|? et en intégrant sur (0,t) x I'1, on obtient

/Pl / (=K' (t — $))P1(t - 8)[u(t) — u(s)|*dsdls
/Fl / k(= 5))P1(®)lu(t) — u(s) dsdT',

puis en utilisant (2.11), on trouve
(V&) (=F)P o ) dT'; < / K" o udly.
I I

D’ou, on obtient (2.15). m
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2.3. DECROISSANCE GENERALE

Lemme 2.3.5 Supposons que k satisfait (2.11). Alors il existe C > 0 telle que la solution u
de (2.1) satisfait
/ v (t) (—k ou)dI‘l <Cl[- E’( )]2,, T
T

Preuve. 1l est facile d’obtenir

/Fl (=K ou)dly = / /t—k'<t—s> Ju (£) — w (s)* dsdT'y
= /Pl/ [—&' (¢ (1 9) 3 5t (|U(t)—u(s)| ),,f;}ﬂ,

x [~k (¢ — s)]'” (1-0) ;2155 (|u( ) — u(s)|2)zﬁ+a dsdT;

- /. [ K =1 (fue) - u (o)

X [K (t — 8)]7 17 (|u(t) — u(s)|?) 7 # dsdT;.

En utilisant 'inégalité de Holder, ou s = plelr” et s' = 2= et Je lemme 2.3.2, on aura
p—1
t ]
(Komary < | [ /K@=l oo~ (o) dsar
I I, Jo |
t ) p—(17+a
" U / (=K (¢ = )" [u(t) - u(s)[" dsdl
1 Jo ]
t e
< [ [ ir e -l dsary
1 Jo ]
[ =170
X / ((—k')p ou) dI‘l]
LJ/Ty
-t T
< ©| [ 1k (¢ o)) dsar
LJo

| /F (Ko dFl] e

Prenons o = %, on a

2p—2
2p—-1 1
2p—-1

/F (Fowdn<C { /0 =K (s)] dsdPl} [ /F (kY o) dI‘l] . (216)

On multiplie (2.16) par <y (¢), rappelant le lemme 2.3.3 et le lemme 2.3.4 et en utilisant

le lemme 2.3.1, on obtient
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2p—2
2p—1

5 (@) /F (Kouwdry < Oy [ /Ot[—k'(s)]%dsdrl] [

IA

o [ [Lr@tam) oo (kY ou)ar)] -

2p—1

IA

/rl (7 (t) (=K o) drl] e

p—2
2p—-1

o[ [ 461 @ asar]

D

1

[/F (k" o) drl]z"_l

IA

o[ [ (o) 1k () asar]
C-E (t)]%.

IN

n
Lemme 2.3.6 Sous les hypothéses du Théoréme 2.3.8, la solution u du probléme (2.1)
satisfait

% [/Q (2m.Vu + (n —go) uw) utd:c} (2.17)

< | mw|ug?dly — & / |us|*dx + / Ou (2m.Vu+ (n — &) u) dl'y
I Q N 81]
— [ | VupPdr — (2 — &) / Vul2dz — [(b— 2)n — eob] / Fu)dz, V>0,
I Q Q

tel que 0 < gg < 1.

Preuve. On multiplie ’équation (2.1), par (2m.Vu+ (n —&p)u) et on integre sur €, on

obtient
/ (2m.Vu + (n — &o) u) ugdz — / (2m.Vu + (n — &) u) Audz (2.18)
+ /Q (2m.Vu+ (n — &) u) f (u)dz =0,

d’autre part, on a

/Q (2m.Vu + (n — go) u) uydz = % (/Q (2m.Vu + (n — &) u) utdx)

—/ 2uym.Vudr — (n — 80)/|ut|2dw,
Q Q
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ce qui implique

% (/Q (2m.Vu + (n — &) u) utdw) = /Q (2m.Vu + (n — &) u) uydz (2.19)

+ / 2uym.Vugdx + (n — 60)/|ut|2dx,
Q Q

en remplagant (2.19) dans (2.18), on aura

% </ (2m.Vu + (n — &) u) utdx) :/ 2uym. Vupdz + (n — €o) / |us|*dz (2.20)
Q o o
+ / (2m.Vu + (n — &) u) Audz
Q

- /Q (2m.Vu+ (n — &) u) f (u) dz.

Grace a la formule d’intégration par partie et la relation divm = n, on déduit que

/2utm.Vutdx=/m. (2utVuy) dx=/m.V|ut|2dm
Q Q

(m.v) |uef2dTs — n / e (2.21)

I

Maintenant, on va estimer le troisiéme terme dans (2.20) comme suit

(2m.Vu) Audz + (n — €o) / uAudz, (2.22)
Q

/Q (2m.Vu + (n — &) u) Audz = /

Q

on commence par
/ (2m.Vu) Audx = / Ou (2m.Vu) dl' — / Vu.V (2m.Vu) dz.
Q r Ov Q
On utilise ’identité suivante
/ Vu.V (2m.Vu) dz = 2|Vul|* + m.V (|Vul?),
Q

on trouve

ou
31/ (
ou (
81/

+/d2’vm|Vu| dx
Q

/(2m.Vu)Audx = 2m.Vu)dl' — 2/|Vu|2dx—/mv |Vul?) dz
Q

2m.Vu)dl' — 2/|Vu|2dm—/(m1/ ) [Vu|?dl

= (n— 2)/|Vu|2d:1; - / (m.v) |Vu|2dI‘—|—/@ (2m.Vu)dl.
Q r r Ov
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Sachant que

on obtient

/ (2m.Vu) Audzx = (n — 2)/|Vu|2dx - / (m.v) |Vu|*dT +/ Ou (2m.Vu) dly
Q Q T ov

To

ou

+ . £ (2m.Vu) dI'y
9 9 u\ >
=(n—-2) | |Vul*de — | (mv)|Vu|*dl'+2 | (mwv)| 5] dlo
Q T T'o ov

ou

+ . Y (2m.Vu) dl'y

—(n—2) / Vul2de — / (m.v) |VuldT + 2 / (m.v) |Vul?dT,
Q T To

Iy

Oov
—(n—2) / Vultds — / (m.v) |Vul?dl + / (m.v) |Vul?dT
Q I To

ou

+ Lo (2m.Vu) dI'y. (2.23)

D’autre part on a
(n —€o) / uAudr = (n — so)/ %udfl — (n —eo) / |Vu|?dz. (2.24)
Q r, OV Q

En remplagant (2.23) et (2.24) dans (2.22), on obtient

/Q (2m.Vu + (n — £0) u) Audz = — (2 — &) /Q Vuf? - / (m.v) |VuldT (2.25)

r
ou

5 (2m.Vu + (n — &) u) dl'y,

+ [ (m.v)|Vul*dly +/
I

To

en utilisant (2.4), alors (2.25) devient

/Q (2m.Vu + (n — e0) u) Audz < — (2 — &0) /Q Val? — /F () [Vufar,

+ / % (2m.Vu + (n - &:0) u) dl';. (2.26)
I 31/
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2.3. DECROISSANCE GENERALE

Finalement, le dernier terme dans (2.20), devient
- /Q (2m.Vu+ (n —g)u) f (u)dz = — /Q (2m.Vu) f (u)dz — (n — €p) /Quf (u) dz
=— 2/ (m.v) F (u)dl'y + 2 /Q divmF (u) dx
—(n —80)/Quf(u)dx
=—2/ (m.v) F (u) dT'y +2n/ F (u)dx

— (n — &) / uf (u)dz. (2.27)
Q
En utilisant (2.2) et (2.5), alors (2.27) devient

—/9(2m.Vu+(n—50)u)f(u)d3:3—2/

r

—(n—eo)b/QF(u)dx

< —[(b—2)n—ob] / F (u) ds. (2.28)
Q
En combinant (2.21), (2.26) et (2.28), on trouve (2.17). m

(m.v) F (u)dly + 2n/ F (u)dz

Lemme 2.3.7 Il existe des constantes positives N, M, €y et to telles que la fonction de
Lyapunov
L(t)= NE(t)+ / (M. Vu + (n — e0) u) w] dz
Q

est équivalent & E (t) et satisfait

I'(t) < —dE () — ¢ / (K ow)(t)dTy, ¥t > to, (2.29)

I
ou d et c sont des constantes positives.

Preuve. On commence par la dérivation de la fonctionnelle L (t) par rapport & ¢, on obtient

L'(t)=NE'(t) + % [/Q (2m.Vu + (n — &) u) utdx] :

d’apres (2.14) et (2.17), on a

I'(t) <N (—n |ut|2dI‘1—|—g / k’(t)|u(t)|2dI‘1—g / k”oudI‘l)
F]_ Fl

IN]

+ [ m.v|u dl"l—so/|ut| dﬂ:—l—/ —(2m Vu + (n — go) u) dl'y

I
— | m.w|VulAdT; — (2 — & /|Vu|2dm
Ty
— [(b—2)n — gob] / F (u) dz. (2.30)
Q
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2.3. DECROISSANCE GENERALE

Maintenant, on va estimer le terme

% (2m.Vu + (n — &) u) dT'y.
I¥]

En appliquant 'inégalité de Young et I'inégalité de Poincaré, on trouve

2
/ Ou (2m.Vu + (n — &) u)dly <¢ [ |2m.Vu + (n — ) u|?dl’; + C. Ou dry
r, Ov r, r, | OV
ou?
<e | mw|Vul’dly+¢ [ |u*dT;+C. —| dI'y
I 't I 81/
ou |?
<e [ m.v|Vu|’dl; + s/|Vu|2d3: +C; —| dI'y,
I Q N ov
(2.31)

d’apres (2.6), on trouve que

%:—n(ut+k(0)u+/tk'(t—s)u(s)ds)

0

:—n(ut+k(0)u—/0tk’(t—s)(u(t)—u(s))ds—i—u(t)/otk’(t—s)ds)

et & partir de (2.8), on a

% e (wr k@ uouru ([Ke-9as))

=— 7 (us+k(0)u—kOu—k(0)u+k(t)w)
= — 1 (ug + uk (£) — KOu), (2.32)

en remplagant (2.32) dans (2.31), on obtient

Ou (2m.Vu + (n — o) u)dly <¢ [ m.v|Vul|?dl; +¢ / |Vul?dz + C. [ |ug®dly
r, Ov Iy Q Iy

+ Ck* (t) | |u|?dly + C. | |K'Qul?dly
1-'1 1—‘1
<e | m.w|Vul’dl; +¢ / |Vul?dz + C. [ |ug®dly
I Q Ty

O (1) / Vul?dz +C. | [KOulfdly,  (2.33)
Q 'y

29



2.3. DECROISSANCE GENERALE

ensuite, on remplace cette derniére inégalité dans (2.30), on trouve
U@ < -No [ i+ N7 [ K@uoPar -8 [ K oudr,
Iy 2 Jr, 2Jr,

+ [ movuldr; — e / fuoPdz + ¢ / m.v|Vaul2dT;
' Q IR

te / Vultde + C. | Jus|?dTs + Cuk? () / Vul2dz
Q INT Q

+¢. [ Wouldry — [ ma|VulRdry — (2 — eo) / Vu|2ds
Q

Fl 1-‘1
(- 2)n—60b]/F(u) dz,
Q
par suite
nN

L)<= (Nnp—C. —mw) | |wl’dl1—(1—¢) [ (m.v)|Vu*dT; — o K" o udly
I'h I 't

C(2—eo—e— CR (1) / Vul2de — & / lwsPdz+ C, [ K Oudry
Q Q Iy

(b 2)n— eol] /Q F(u)do (2.34)

et & partir de (2.9), on a

/Fl|k’<>u|2dI‘1 < /P1 (/0t|k’ (s)|ds) (K o) (t)

[M@ﬁl(woma>
(kO -£O) [ Kou)©),

IA

IA

alors (2.34) devient

L'(t) < —(Nn—C. —mw) | |ul*dl'y — (1 — 8)/ (m.v) |[Vul?dT; — % k" o udl’y
I I 'y

C(2—co—e— CR(2)) /Q|Vu|2dx — & /Q|ut|2dx —[(b—2)n — eob] /Q F (w)do

+C. (k(t) —k(0)) | (K ou)(t).

Ty

Posons

1 (b—2)n}.

6=60<m1n{1, 2

On choisit N assez grand pour que
Nn-C, — nllﬂzix|m1/| > 0.
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2.4. PREUVE DU RESULTAT PRINCIPAL

Maintenant, en utilisant le fait que

lim & (t) =0,

t—ro0
nous arrivons a

Al

L'(t) < —dE(%) K'oul'y = C | (K ou)(2)

I'1 I

< —dE(t) - c/F (k' o) (t)

On obtient le résultat souhaité. m
On va énoncer notre résultat principal de ce chapitre qui est donné par le théoreme

suivant :

Théoréme 2.3.8 Supposons que (2.2)—(2.5), (2.11) et (2.12) sont satisfaites, avec tlim k(t) =
—00
0 alors pour to assez grand, il existe une constante positive C' tel que la solution u du probléme

(2.1) vérifie, pour tout t > to,

' 1 e
E@)<C ! [ () ds + 1 (2.35)
De plus,
si [ B 2.36
i /0 () < +oo, (2.36)
alors L
' 1 o
E@®) <C !f(ffv” oI (2.37)
2.4 Preuve du résultat principal
On multiplie (2.29) par «y (t), on obtient
YOI O <~ OEO =) [ (0w () dr, (2.38)

d’apres le lemme 2.3.5, on a

" (2) /P (=K ow)dly < C[~E' (£)]71.
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2.4. PREUVE DU RESULTAT PRINCIPAL

Donc (2.38) devient
YOL (t) < —dy(®) B(t) + C[-E' (®)]7 .
On multiplie 'inégalité précédente par v*(t) E*(t) o o = 2p — 2, donne
FHOE WD) < —dy " (OE(E) + Oy () B0 [-E (1)

1

On utilise 'inégalité de Young, avec ¢ = a + 1 et ¢* , on obtient, pour tout € > 0,

YHOE L) < —dy" T OE(#) + C [y ()BT (t) - CE(1)]
= —(d—eC)y*(t)E*M(t) — C'E'(2).

On choisit &€ < & et on utilise le fait que ¥/(t) < 0 et que E'(t) < 0, on déduit que
(v*E°L) (t) < M EX L) < —ey* TR ETHE) - C'E' (1),

ce qui implique

(YT @) E(t)L(t) + C'E(t)) < —ey* T (1) B4 (2) (2.39)
On pose
F(t) = >t () E*(t)L(t) + C'E(t), (2.40)
F(t) ~ E(t).

Alors (2.39) devient
F'(t) < —ey*H (O F(t) = ey () FP7H(2). (2.41)
On integre sur (0,%) et on utilise le fait que F' ~ E, on obtient

_1
2p—2

1
!
!f(f y2-1(s)ds +1
Pour établir (2.37), on consideére (2.36). Supposons que 7(t) > 0. Alors la multiplication
de (2.29) par «y (¢), donne

YOI () < — dy (&) E () — o (8) / ¥ o udly
— W EQ)

n(®) t”s—’ps%u —u(t—s)|2ds
vl | [ @ ERr @) ) - ue - aldsars, a2

E@) <

32



2.4. PREUVE DU RESULTAT PRINCIPAL

ou

n(t) = / lut) —u(t—s)2ds < 2 / ()| + [[u(t — s)|2ds

IA

t
26a | IVu(t)l} + | Va(t - 5)ds
0

IA

2Cq / "(B() + B(t — ) ds

IN

t t
409/ E(t—s)ds = 46'9/ E(s)ds
0 0
+o00
< 409/ E(s)ds < +o00.
0

On applique 'inégalité de Jensen pour le deuxieéme terme de (2.42), avec

1

G(y)=y», pour y>0

et
F(8) =7 () (=K (s), h(s)=lu(t)—u(t—s)l;, pour s>0,

on obtient

YOI () < —dy () B (2.43)

{ (t) /F / P ()] llu(t) — u(t — s)|5 dsdly

Si n(t) = 0, alors I'inégalité précédente a toujours un sens car p > 1. En utilisant le fait

3 =

que y est décroissante, pour voir que

TR L () < —dy(t) E(t)

en (1) [v © [ [ 706 (K 6 1u(@) = u(t = ) dsars

3 =

< —dy(E({t)+C (/F (K" o u) dI‘1> ’
1
< —dy()E(t)+C (-E' ().
On multiplie cette derniére inégalité par le terme y* (t) E* (t) pour & = p — 1, on obtient
PO B () L (1) < ~do™ (6) B (1) + O (0) B (1) (~E ()75,
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2.4. PREUVE DU RESULTAT PRINCIPAL

on répete les mémes étapes (cas p > 1), on trouve
H'(t) < —dy™** (t) H* (t) = —dv® (t) HP (1),
ou
H(t)~E(t).

Une simple intégration sur (0,%) et on utilise le fait que H est équivalent & E, on arrive &

1

p—1

1
fot'yp (s)ds+1

E@gdl
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Chapitre 3

Stabilisation générale d’un systéeme
thermoélastique avec un controle

frontiere de type mémoire

Dans ce chapitre nous considérons un systéme thermoélastique soumis a ’effet d’un
amortissement viscoélastique, ou I’amortissement de type mémoire agit sur une partie de la

frontiere. Le but de ce chapitre est d’étudier la stabilité du probleme défini dans ce qui suit.

3.1 Position du probleme

Soit le probleme

U — pAu — (p+ A) V (divu) + VI =0, dans Q x (0, +00)
cl; — kAG + Bdivu; = 0, dans Q x (0, +00)
u(.,0) =ug, ut(.,0)=1uy, 6(.,0) =0, dans Q
Y u= 0, sur 'y x [0, 400) (3.1)
t
u(z,t)=—[g(t—s) (u% + (u+ A) (divu) 1/) (s)ds, sur Iy x [0,+00)
0
| 0=0, sur I" x [0, 4+00).

Ici le corps Q est un domaine borné dans R™ (n > 2) avec une frontiére suffisamment
réguliere I' subdivisé en deux parties I'y et I'; tel que I' = I'g U Ty, ¢, &, s, A, B sont des

constantes positives, ol u, A sont des modules de Lamé et 8 # 0 est un nombre réel,
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3.2. NOTATIONS ET TRANSFORMATION

v est la normale extérieure unitaire & I', u = u(z,t) et § = 6(x,t) représentent le vec-
teur de déplacement et la température absolue. g est la fonction de relaxation positive et
différentiable avec g (0) # 0. La condition au bord sur I';, donnée sous forme d’une intégrale,

exprime I’amortissement non local de type mémoire.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. On va donner quelques notations et
lemmes nécessaires pour la démonstration dans la section 3.2. Quelques lemmes techniques
et le résultat de stabilité générale avec la démonstration sont présentés successivement dans

les sections 3.3 et 3.4.

3.2 Notations et transformation

Dans cette section, on va préparer certains éléments nécessaires pour prouver notre
résultat principal. On a les hypotheses suivantes :

(H) Supposons que les partitions Iy et I'; sont fermées, disjointes et meas(I'g) > 0, telles
que

IFo={zel': m(z)r <0}
et
i={zel: m(z)v>4d>0},

ou m(z) = x — xy, pour un point fixe zyo € R™.

L’estimation du terme (,u% + (p+ A)(divu)v) :

La dérivation de la troisieme équation du probléme (3.1) par rapport & ¢, donne

d d

Uy = Eu(m,t) =—= /tg(t —s) (u% + (e + A) (divu) 1/) (s)ds |,

en utilisant la formule de Leibniz (1.2) et le produit de convolution qui est défini par (1.1),

on obtient

Up = — [/Otg’ (t—s) (u% + (p+ ) (divu) 1/) ds+ g (0) (u% + (p + A) (divw) 1/)]

== [o (2 + o ) o)) 9 0) (w52 + (a4 ) i) .
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3.2. NOTATIONS ET TRANSFORMATION

on divise les deux membres de cette équation par g (0), on arrive &

u% + (4 N (divu)r = —ﬁ [Ut + (g' * (ﬂ% + (p+ A)(divu)u))] :

Cette équation est une forme d’une équation intégrale de Volterra de seconde espece (1.3),

dont sa solution est donnée comme suit (1.4)

ou , 1 t
“a, + (u+ ) (divu)y = — 70 [ut + /0 k(t — s)ut(s)ds]
1
=—— k t I' x Rt
3(0) [ug + (k *ug)(t)], sur I} x R,
ou la fonction k est le noyau résolvant de —g’/g(0) (voir (1.5)), qui satisfait

I, _ 1,
k+m(g x k) = g(O)g'

On note par 7 = 1/g(0) et en utilisant 'intégration par parties et la condition uy = 0 sur
', nous arrivons a

u% + (14 N (divu)y = —n(us + k(0)u + K % u), sur Ty x [0,+00). (3.2)

Puisque nous nous sommes intéressés par les fonctions de relaxation a décroissance plus
générale, il est important de savoir si la fonction &k hérite de quelques propriétés de la fonction
de relaxation g. Le lemme suivant répond & cette question.

Soit h : RT — R*, une fonction continue et k son noyau de résolvant, c’est-a-dire :
E(@)=h(t)+ (kxh)(t). (3.3)
Il est évident que la fonction k est continue et positive (voir [14, 41]).

Lemme 3.2.1 Soitp > 1, v: Rt — RY est une fonction décroissante qui satisfait v(0) > 0
et

1

_ ! ! 2p—1 21)%2 e 2p—1 w2
6 = swp [ (14 [#r0a)” (14 [ )
ertyde) T ds.
<1+ [r@ac) T as

Supposons qu’il existe C et 1 — CCp > 0 tels que
C

(14 @)™

h(t) <
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3.2. NOTATIONS ET TRANSFORMATION

Alors, il existe C tels que

~

C .
(14 fo v () ) ™

k(t) <

Preuve. On pose

ko (8) = k (2) (1+/0t . 1(C)d()1_2
hy () =R (2) (1+/0t 2p-1 (C)dg)pld_

On multiplie ’équation (3.3) par (1 + f y?P=1(¢) dC) , on obtient

et

k(1) = hp(t)+/t (1+/t 2- 1(C)dC)2p1_2k(t—s)h(s)ds

- m+ [ (14 / P dc) v (1+ /Ot_sv2p—1(<)d<)_2"l_2

xkp (t — s) h(s)ds

On définie par

1

t t 3 t—s 3
6 = sw | (1+ [ <odc) (1+ [ 1(<)d<)
1 ) 2p-1 d 21)%261
x( n /0 © c) s

et par conséquent,

sup k,(s) < suph (s) +CC, supk (s) <C+CC, sup ky(s),

0<s<t <s<t 0<s<t
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ce qui implique

k < —— Vt>0.
osglilg)t » (8) < =G, vVt >0
Par conséquent
k1) < —C
P =1-c00,
Donc
C " oo e
< 1 L .
kO < -G (14 [ @)
D’ou

~

C .
(14 fy v (O )™

k(t) <

En se basant sur le lemme 3.2.1, dans toute la suite on va utiliser ’équation (3.2) & la
place de la troisieme équation du systéme (3.1).

Définissons maintenant :

(po)(t) = / o (t — 5)[1b(t) — (s)|ds,

¢
(08)(®) = [ (e = )0) ~ p(e))ds.
En utilisant I'inégalité de Holder, nous avons
0w @F < [ le(ids) (telo ) (3.4)
Lemme 3.2.2 ([{1]) Si ¢, ¥ € C*(R™T), alors
(*%) O () =~ 50 OB OF + 5 (o 0%) (1) (35
d t
i (@ow 0 - ([ v@as) wor).
Avant de définir la solution du systéme (3.1), on consideére I’espace suivant :
V=H () ={veH(Q): v=0 sur [o}.

En appliquant la méthode de Galerkin comme dans [13], on montre que notre systéme

(3.1) est bien posé au sens suivant :
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Théoréme 3.2.3 Soient k € W1 (RY) N WhHe (RT), up € (H2(Q)NV)",
6o € (H? (Q) NH; (Q)) et uy € V™, avec
ou
8_1/0 + nug = 0 sur I'y. (3.6)
Alors, le systéme (3.1) admet une seule solution forte (u,8) vérifiant
ueC (RY(H2(Q)NV)")NC (R V™) NC? (RY; (L2 (Q)"),
6 € C(R*; H?(Q) N H (Q)) NCt (RT; H (Q)) -

3.3 La décroissance générale de I’énergie de la solution

Dans cette section on va étudier le comportement asymptotique de la solution du systeme

(3.1). De plus, supposons que la fonction k vérifie 'hypothése suivante
E(0)>0, k(t) >0, K (t) <0, K" (t) > ~v(t) (=K (t))", (3.7)

out>0,1<p< g et v : RT — R* est une fonction qui satisfait les conditions suivantes

v(t) >0, v (£) < 0. (3.8)

On introduit la fonctionnelle d’énergie totale associée au probléme (3.1) par

1
()= /Q [luel? + 1 [Vl + (4 + X) (div)? + c6?] dz (3.9)
~ T Koudly+2 [ k(t)|ufdTy.
2 N1 2 Iy
Lemme 3.3.1 L’énergie de la solution u de (3.1) satisfait
240 :—n/|V0|2d:Jc—n/|ut|2dF1+gk’ (t)/|u|2dI‘1 (3.10)
Q I IR
-1 / (K" o u) (£)dT; < 0.
T

Preuve. On multiplie (3.1); par u; et (3.1)2 par 6 et on integre sur €, en utilisant (3.2),

(3.5) et la formule de Green, nous obtenons

B = —n/|V9|2dx—n/|ut|2dI‘1+gk’ (t)/|u(t)|2dF1
Q I'1 I
—g / (k" o) () dT
I
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et par conséquent, on obtient (3.10). m
Maintenant, pour étudier la stabilité de notre probléeme (3.1) on a besoin les lemmes

cruciaux suivants
Lemme 3.3.2 La solution u de (3.1) satisfait
lu(t) — u($) 22y < CE(0), Vs €[0,1].
Preuve. En utilisant le théoréme de trace et (3.9), on obtient, pour tout s € [0, ],
clVu(t) — Vu(s)|3
c (IVu@|l3 + Vu(s)ll3)

¢ (E(t) + E(s))
CE(0).

lu(t) — u(s)IZay)

IAIA

IA

n
Lemme 3.3.3 Supposons que k satisfait (3.7). Alors
+oo , 1—0o
/ 10 [k )] dt < oo, Vo <2
0

Preuve. Rappelant (3.7), on peut facilement voir que

1O [K O] T = 70K OF [-K @
< Ko[Fo] T

] l—oc—p

On integre, on obtient

/0 o[-k e < /0 T [-K @] e

—_ +oo , 1-0—p
_ 2_}% /0 —@-p- W W[-K®)] Ta

puisque o < 2 — p et —k’ est positive et décroissante. m

Lemme 3.3.4 Supposons que k satisfait (3.7). Alors la solution u de (3.1) satisfait

{ /F GO-kPow) dFl] e [ /F Wou) drl] i (3.11)
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Preuve. En utilisant le fait que ~ est décroissante, on obtient

t—s<t = ~7(t—s)>~(t)
= (Kt —9))Py(t—s) = (=K't — 9))Pr(2).

En multipliant par |u(t) — u(s)|? et en intégrant sur (0,¢) x I'1, on obtient
/ / (—K(t — 8))Py(t — 8)[u(t) — u(s)[2dsdTs
N}
/ / —K (t — 8))Py(t)|u(t) — u(s)|*dsdTy,
'

puis en utilisant (3.7), on trouve

(’)’(t)(—kl)p (e} ’U,) dFl S /1-\ ]{?” o udI‘l

I

D’ol, on obtient (3.11). m

Lemme 3.3.5 Supposons que k satisfait (3.7). Alors il existe C' > 0 telle que la solution u
de (3.1) satisfait

/P’Y(t)( "ou)dl' < C[— E'()]zpl.

Preuve. 1l est facile d’obtenir

/1“1 (—k'ou)dl'y = /1“1 /t—k'(t—s) lu(t) — u(s)|? dsdTy
= /1“1/ K (¢ (1 0) ;e (Ju () — u (s)] )pf;}m

X [ (t — )] (|u (t) — u(s)|) 17 dsdly

= /1_‘ / [ k.l ](1 U)p—1+rr (|U (t) —’U,(S)| )pf;-',l-a
x [k (t — 3)]p—1+a (Ju(t) — u(8)|2)1$+0' dsdTy.

En utilisant I'inégalité de Holder, ou s = p;i"l"’ et & = ’% et le lemme 3.3.2, on

trouve
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<[ T (¢ o) ()~ u (9 iy e
: Up/ ’“'t—sﬂ”lu()—u(n dsdry 7
[ (cerena]
<c /Ot K (t—s)]l“’dsdrlr%
<|[ (R ou) drl]”‘i'*",
Prenons o = 1, on a
/Fl TrommEe U"t O derl} . [/1“ (=K) ou) drl] T )

On multiplie (3.12) par « (), rappelant le lemme 3.3.3 et le lemme 3.3.4 et en utilisant

le lemme 3.3.1, on obtient

2p—2
=1

_1
2p—1

IN

Cv(t)®

= [/ [—& ()] 2dsdI‘1] )21 { X ((=K')? ou) dI‘l]

2p—2

C [ /0 L () [ ()]} dsdl“l} /F (0 (H) o) dI‘l]

_1
2p—1

IN

2p—2
2p—1 1

C [/(,+°°7 (s) [=K ()] dsdl“l} [/Fl (k" o) dI‘l] 1
C[-F (t)]% .

IA

IA
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3.3. LA DECROISSANCE GENERALE DE I’ENERGIE DE LA SOLUTION

Lemme 3.3.6 Sous les hypothéses (H) et (3.7) — (3.8), la solution u de (3.1) vérifie, pour
tout € > 0,

4 u. [M + (n— 1) u]lde < — /|ut|2d:1: — ,u/|Vu|2dac - N—H/ (divu)® de

+ C’/|V0|2d:1: _ K IVul?dTy — (u+ N6 [ (divu)®dly
Q 2 I I
+ 9 [ jwatary + ok @) [ updry — €2 [ (@ ow) ) ary
M I I € IN}

+e [ |ul*dTy, (3.13)

Iy
M = (My, My, ..., M,)T, tel que M;=2m.Vu

et C est une constante positive.

Preuve. Voir [32, 6, 38]. =

Maintenant, nous adoptons sans preuve le résultat suivant de [32].

Lemme 3.3.7 Il existe des constantes positives N, M, m, c et ty telles que la fonction de
Lyapunov
L(t) =NE(t)+/ut.[M+(n— 1) u] dz

Q
est équivalent & E (t) et satisfait
L'(t) < —mE(t) — c/ (K ow) (t)dly, Vit > 1. (3.14)
T

On va énoncer notre résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 3.3.8 Soit (ug,u1,00) € (V", (L2 (Q))", H (Q)) . Supposons que (H) et (3.7) —
(3.8) sont satisfaites, avec tli)m k (t) = 0 alors pour ty assez grand, il existe une constante

positive C' tel que la solution u du probléme (3.1) vérifie, pour tout t > ty,

1 e
Et)<C 3.15
t) < [fotfy2p—1 (s)ds+1 (3.15)
De plus,
+o0
Si / E(t) < +oo, (3.16)
0
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3.4. PREUVE DU RESULTAT PRINCIPAL

alors
1

f(f v (s)ds+1 (3.17)

E(t)gof[

3.4 Preuve du résultat principal

On multiplie (3.14) par =y (¢), on obtient

() L (8) < —my (8 B () — e (1) / (K ou) (&) dT; (3.18)

d’apres le lemme 3.3.5, on a

_1

5 (@) /F (=K ou)dly < C[—E' (£)]%-1 .
!
Donc (3.18) devient
YO L (t) < —my () B () + C[-E (1))
On multiplie 'inégalité précédente par v*(t) E*(t) ot o = 2p — 2, donne
PHOEL () < —my* T (B () + Oy () E(2) [—E'(lf)]"+r1 -
a+1

On utilise 'inégalité de Young, avec ¢ = a + 1 et ¢* = I=, on obtient, pour tout € > 0,

YHOE ML) < —my* T (O)EHE) + C [ey* T () B*T() — CE' (1))
= —(m—eC)y**t (t)E*T'(t) — C'E'(t).

On choisit € < % et on utilise le fait que 7'(t) < 0 et que E'(t) < 0, on déduit que

(v**E°L) (t) S MO E* )L () < —ey* T BTN ) - C'E' (1),

ce qui implique

(YT @) E*(t)L(t) + C'E(t)) < —ey* () E4F(2) (3.19)
On pose
F(t) = v (t)E*(t)L(t) + C'E(t), (3.20)
F(t) ~ E(t).
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3.4. PREUVE DU RESULTAT PRINCIPAL

Alors (3.19) devient
F'(t) < —cy* P () F*TH(t) = —cy® L) FP1(2). (3.21)
On integre sur (0,%) et on utilise le fait que F' ~ E, on obtient

_1
2p—2

1
[f(f y2r-1(s)ds + 1
Pour établir (3.17), on consideére (3.16). Supposons que 7(t) > 0. Alors la multiplication
de (3.14) par «y (¢), donne

E{)<C

y@)L' (t) < —my(t) E(t) — ey (t) A k' o udl'y

=—m’y (t)E(t)

+el // [ (5) (=K'Y" (5)]

n(t) = / lu(t) —u(t—s)2ds < 2 / ()| + [[u(t — s)|2ds

L

|l (t) — u (t — s)||3 dsdly, (3.22)

ou

IA

t
26a | [Vu(t)l} + | Va(t - 5)Bds
0

IA

2Ca / "(B() + B(t — ) ds

IN

¢ ¢
409/ E(t—s)ds = 409/ E(s)ds
0 0
400
< 409/ E(s)ds < 4o00.
0
On applique 'inégalité de Jensen pour le deuxiéme terme de (3.22), avec

G(y)=yr, pour y>0

et
F(8) =77 () (=K' (s), h(s)=lu(t)—u(t—s)ll;, pour s>0,

on obtient

v() L' (t) < —my (¢) E(t) (3.23)

{n@.Al/' )P (s)] llu(t) — w (t — s)|l; dsdTy

46

" =



3.4. PREUVE DU RESULTAT PRINCIPAL

Si n(t) = 0, alors 'inégalité précédente a toujours un sens car p > 1. En utilisant le fait que

~ est décroissante, pour voir que

v(@) L' (t)

On multiplie par v* () E“ (t) pour @ = p — 1 et on répete les mémes étapes (cas p > 1), on

obtient

<

—my (&) E () + e’ (8) [7 (0) / / 7 () (=K' () [lu (8) — u (¢ — 5) |2 dsdT"s

—my () E () + C' (/F

1

—my () E @)+ C' (—E' (¢

E@gd[

(K" o u) dFl) ’

3 =

)

1

f(f'yp (s)ds+1
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Chapitre 4

Résultat de décroissance générale
pour une équation viscoélastique avec

un terme d’amortissement faible

4.1 Position du probleme

Dans ce chapitre nous considérons une équation viscoélastique avec un terme amortissant
faible pour une classe plus large des fonctions de relaxation. L’objet de ce chapitre est

d’étudier le probleme suivant :

|ug|” ug — Au — Ay + f(f g(t—7)Au(r)dr + a(t)h(u) =0, dans Q x (0,00)
u(z,t) =0, sur 052 x (0, 00)

u(z,0) =y (), u (2,0) = uy (x), dans (2,
(4.1)

ol  est un domaine bornée dans R” (n > 1) avec une frontiére réguliere 92, p est un
nombre réel positive, le terme intégral est responsable de I’amortissement viscoélastique ou
g est une fonction de relaxation. le terme h (u;) est responsable de ’amortissement faible ol

h est une fonction donnée. a, h sont des fonctions positives particuliéres.
Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 4.2, nous présentons quelques

préliminaires nécessaires pour la suite de notre travail. Quelques lemmes techniques sont

présentés dans la section 4.3. Dans la section 4.4, nous énoncgons et prouvons notre résultat
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4.2. PRELIMINAIRES

principal.

4.2 Préliminaires

On considere les hypotheses suivantes :

(H1) p est une constante qui satisfait

0<p<2/(n—2), sin>3
p>0, sin=1,2.

(H2) g : [0,00) —> (0, 00) est une fonction différentiable qui satisfait

1—/+°og(s)ds=l>0 (4.2)

et il existe une fonction H : (0,00) — (0, 00) de classe C' avec H (0) = H' (0) =0, H
linéaire ou strictement croissante et strictement convexe de classe C? sur (0,7], r < g(0),

telle que

gt <-€@)H(g(), VE=0, (4.3)

ou £ est une fonction décroissante différentiable.
(H3) a: Ry — Ry est une fonction décroissante différentiable.
(H4) h : R — R est une fonction croissante dans C° telle que il existe des constantes
g, c1, ca > 0 et une fonction croissante G € C* ([0,+00)), avec G(0) = 0 et G est une

fonction linéaire ou strictement convexe dans C? sur (0, g] , telle que

cils| < |h(s)| < czmin{|s],[s|"} si |s| >,
"2+ h2(s) <Gl (sh(s)) sils|<e
et p satisfait
1<p<2 sin>2
1<p<oo sin<2
En utilisant les espaces standards de Lebesgue et Sobolev avec leurs produits scalaires

et les normes usuels et I'inégalité de Sobolev-Poincaré suivante

Igll, < cgIVell,, &€ Hy (), (4.4)
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4.2. PRELIMINAIRES

pour q satisfait
2<q¢<2n/(n—2) si n>3
g=>2 si n=1,2.

On introduit la fonctionnelle d’énergie totale associée au probleme (4.1) par
t
B() =5 / e+ dz + > (1 - /0 9(5) ds) /Q Vaf ds
+ % /Q |Vue|? dz + 3 (g o Vu) (t), (4.5)
ou o est définie par
(gov)(t) // (t—s)|v(t) —v(s)|* dsdz.

Remarque 4.2.1 1) L’hypothése (H4) implique que sh (s) > 0, pour tout s # 0.
2) En utilisant U’hypothése (H2) , on peut montrer facilement que

D’ou, il existe t; assez grand pour que
giti)=r=g@)<r, Vt>t. (4.6)

Comme g et £ sont positives décroissantes continues et H est une fonction positive continue,

alors pour tout t € [0,t4],

0<g(t) <g(t) <g(0)

I a< H <b
<t <t oS tWHEE)S

ol a et b sont des constantes positives. Par conséquent, pour tout t € [0,t4],

g <—-E@)H(g() < 50°9= o

3) Si H est une fonction strictement croissante et strictement conveze de classe C* sur

9(t). (4.7)

(0,7], avec H (0) = H'(0) = 0, alors il a une extension H qui est strictement croissante et
strictement conveze de classe C? sur (0,00).

Par exemple, si H (r) = a, H' (r) =b, H" (r) = ¢, on peut définir H, pour t > r par
ﬁ:§t2+(b—cr)t+(a+2r —br) (4.8)
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4.3. LEMMES TECHNIQUES

Pour compléter, on va énoncer sans preuve le résultat d’existence global suivant, voir
[28, 31].

Théoréme 4.2.2 Soit (ug,u;) € HE (Q)x H} (). Supposons que (H1)—(HA4) sont vérifiées.

Alors le probléme (4.1) admet une solution globale unique u qui satisfait

u,u; € C (Ry; Hy (Q)) .

4.3 Lemmes techniques

Dans cette section, on va établir quelques lemmes nécessaires pour pouvoir démontrer

notre résultat principal.

Lemme 4.3.1 Supposons que (H2) — (H4) sont satisfaites. Alors la fonctionnelle d’énergie

satisfait
E'(t) = % (g o Vu) (t) — %g (t) /Q |V (t)|? dz — o (t) /Quth (ug) dz < 0. (4.9)

Preuve. On multiplie I’équation (4.1), par u; et on inteégre le résultat obtenu sur €, utilisant

'intégration par parties et les hypotheéses (H1) — (H4), on obtient

d (1 1 t 1 1
- (m/9|u,g|f'+2 do+ (1 —/0 q(s) ds)/Q|Vu|2dx+ 5/9|Vut|2dw+ - (g0 V) (t))
1 1
5@V O -390 [ IVu@Pdo—a() [ wh(u)ds,
2 2 Q Q
par conséquent, on obtient (4.9). m
Lemme 4.3.2 Supposons que (H1) — (H4) sont satisfaites, la fonctionnelle K (t) définie
par
1
K, (t) = —/u|ut|putdm—|—/Vu.Vutdx, (4.10)
p+1Jq Q
satisfait, pour u solution de (4.1), l’estimation

|ut|p+2

l
K’t<——/V 2d /v ’d
()<= [IVeldo+ [ [Vufdo+ [ B
—al(t) / uh (u) dz, (4.11)
Q

pour tout 0 < B < 1, ou l est défini dans (4.2),

dz + % (k o V) (t)

I A O B _ _
Cﬂ_/o 59(8)—9/(8)d t k(t) ﬁg(t) g (t) (4'12)
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4.3. LEMMES TECHNIQUES

Preuve. On dérive la fonctionnelle K (t) par rapport & ¢, on obtient

Ki (t): L/ |Ut|p+2d$+/U|Ut|p’U/ttd$+/ |Vut|2dx+/VuVuttdx (413)

Par ailleurs, en multipliant ’équation (4.1), par u et on intégre sur €2, on trouve

/u|ut|”uttdx = /Au udx-l—/Autt ud:z:—// (t — s) Au (1) drudx
Q
—a t)/uh ug) dz.
Q

Grace a la formule de Green, on déduit que

¢
/u|ut|”uttdx = —/|Vu|2d3:—/Vu.Vuttdx—l—/Vu./ g(t—71)Vu(r)drdz
Q Q Q Q 0
—a (t)/uh (uz) dz.

En remplagant cette derniére égalité dans (4.13), on obtient

K () = p+1/|u P2 g — /|VU| dw+/|Vut| iz
+/w./ g(t—T)Vu(T)dex—a(t)/ﬂuh(ut)dx

= erl/|u P2 da — (1—/ (T)dT)/Q|Vu|2dx+/Q|Vut|2dx
+ /Q Vu. /0 g (t—7) (Vau(r) — Vu (b)) drde — a (2) /Q uh (us) da

en utilisant (4.2) et I'inégalité de Young, on aura

K. (1) SL/ |ut|”+2dx—l/ |Vu|2dx+/Q|Vut|2d:c—a(t)/ﬂuh(ut)dx
/|Vu| dot o (/ g (t—7) |V (r) - Vu(t)|d¢)2dx. (4.14)

Maintenant, 1'utilisation de 1’1nega11te de Cauchy-Schwarz donne

/n (/otg(t‘T) [Vu(r) = Vu (t)|d7')2dx

_ ¢ gt—r1) () — T sz
_/ﬂ</o VBg(t—7)—g (t—7) Vgt =m) =gt =) IVu () V(t)ld)d

<< tﬂg(Tg (r) T)df)// Bg (t— 1) — g (t — 7)] |V (7) — Vau () drdlz

t g (T —7)|Vu(r u Tdx
<< T T)df)// k(£ —7) |V (r) — Vau (8)]2 drd
<Cy (ko V) (¢ ). (4.15)
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4.3. LEMMES TECHNIQUES

Remplagons (4.15) dans (4.14) , on obtient (4.11). m

Lemme 4.3.3 Supposons que les hypothéses (H1) — (H4) sont vérifiées, la fonctionnelle

K, (t) définie par

Ky (t) = /Q (Aut—“;t'%) /0 gt — 1) (w(t) — u () drda,

satisfait, pour tout 0 < 6 < 1, Uestimation

K! (t)g—M/Q|ut|”+2dx— (/Otg(T)dT—5)/Q|Vut|2dx

p+1

+ g /Q |Vul? dz + % (ko Vu) (t) + ga2 t) /Q B2 (w,) da.

Preuve. Un calcul direct donne

/ (A — gl ) / gt — 1) (w(t) — u (7)) drde

/ Aut/ (t—1) —u(r))drdz
/ Auy / (t — 1) u () drdx

t
—|Zt|+ % /0 ¢ (t—7) (w(t) — u(r) drds
P t
_ Q'Ztqut/o g(t—7)ug(t)drdz.

(4.16)

(4.17)

(4.18)

D’autre part, en multipliant 1’équation (4.1), par fot gt —7)(u(t) —u(r))dr et on

integre sur {2, on obtient
/Q (Augy — t|Ut|pUtt) /0 gt—7)(u(t)—u(r))drds
—/QAU/O gt—7)(u(t)—u(r))drde

+, (/Otf'(t—T)Au(T)dT) (/Otgu—f)(u(t)—u(f»m) da

—I—/Qoz(t)h(ut)/o g (t—7) (u(t) — u(r)) drds,
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4.3. LEMMES TECHNIQUES

a l’aide de la formule de Green, on a
t
/ (Dueg — el usr) / 9(t— 1) (u(t) — u(r)) drdo
Q 0
t
= / Vu/ gt —71)(Vu(t) — Vu(r))drdz
Q 0

—/Q</tg(t )V (r )dT) (/Otg( )(Vu(t)—Vu(T))dT)dw
/ )/ (t—7)(u )) drds,

d’apres 1’égalité précédente, alors (4.18) devient

K (t) = (1— /Ot dr) /Q Vu. /0 (t — ) (Vu (t) — Vu () drdz (4.19)

2

+/Q(/t (t—7) (Vau(t) — Vu(r ))m) i
/ )/ (t—71)(u )) drdx

Q%/Og(t ) (u(t) — u (7)) drdz

_ /Q Vau /0 (- 7) (Vu(t) — Vu (7)) drda

- (/Otg(f)dr)/ﬂmtfd f°g(T dT /I 77 ()

L’hypothése (H2), I'inégalité de Young, I'inégalité de Poincaré et (4.15), nous permettent

d’estimer le premier et le troisiéme terme de (4.19) comme suit :

<1 /tg(T dT)/Vu /tg(t 7) (Vu (t) — Vu (7)) drdz
/|Vu| dm—l—%/ (/ (t—7)(Vu(t) — Vu(7‘))d7’)2 dz

/Q IVl da + 22 (ko Vu) (1 (4.20)

et
t

/Q o () b (ug) /O g (t—7) (u(t) — u(r)) drdz

Sga2(t)/9h2(ut)dx+§/ﬂ(/tg(t—T)(u(t)—u(7’))d7’)2dx

Sga2 (t) /Q h? (u)dm+%(k o Vu)(t). (4.21)
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4.3. LEMMES TECHNIQUES

Pour les quatriéme et cinquiéme termes de (4.19) , en utilisant 1'inégalité de Cauchy Schwarz

et I'inégalité de Young, nous obtenons

Q'?'%/Otg'(t—ﬂ(u(t)—u(T))dem
- |Z{7i‘t /Otk(t—T)(u(t)—u(T))dex— el “t/ By (t —7) (u(t) — u(r)) drdz
< 61/|u|2(”+1)dw+6 /(/ Vet —1)VE@E—7) (u(t) —u(r))d ) dz

fj/ (/Otg(t—T)(Vu(t)—Vu(’r))d7’)2d.'):
< 530 ( /Q |vut|2dm)p+l+c(fgkéiT)dT> /Q /Otk(t—T) lu (t) — u (7)? drds

ﬂ2C
5 B (kou)(t)

Cs+1
< 6B eEOY [ Vulas+ L gov ).
On prend (51 W, on obtient
p ¢
B CIC / g (t—7) (u(t) — u(r)) drds < ‘5/ Val? dz+ LY o vy (8).
aprtl o 6
(4.22)
Aussi,
¢
- / Vut/ g (t—7)(Vu(t) — Vu(r))drdx
Q 0
¢
< / Vs / (k(t =) — B (t — ) (Vu (t) — Vau () dsde
Q 0
Sg/ |V |* dz + % (ko Vu) (t). (4.23)
Q
En combinant (4.20) — (4.23), on obtient alors le résultat souhaité. m
Soit, la fonctionnelle
¢
K (t) = / / £ (t = )|V (7)? drdz, (4.24)
aJo

ot f(t) = f"g(r)dr
Lemme 4.3.4 Supposons que les hypothéses (H1) — (H2) sont vérifiées. La fonctionnelle

K3 (t) satisfait, ’estimation

K, () < —%(goV’u) (t)+3(1—l)/ IVu (¢)? da. (4.25)
Q
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Preuve. On dérive la fonction Kj3(t) par rapport a ¢, on obtient
K1) / / F/(t = )| Vu(r) 2drds + £(0) / Vu(t)[2dz,
en utilisant ’inégalité de Young et le fait que f’ (£) = —g (t), on voit que
K0 = 10) [ 1vu@Fdo— [ [ 9 Vu()Pdrds
= —/Q/Otg(t —7)|Vu () — Vu (t)|? drdz
i /Q Vau(b). /0 0t = ) (Y (7) — Vu (8)) drda
() /Q IV (8)2 da.
Mais
_2/ Vau(b). /tg (t — 7) (Vu (r) — Va (t)) drdz
< 1—l/|Vu(t| dﬂ:—l—fo 1—l // (t — 1) |Vu (1) — Vu (t)? drdz.

Alors, comme
FO<rO=0-0 e [g@ir<a-,

par conséquent, on obtient (4.25). m
Lemme 4.3.5 La fonctionnelle L (t) définie par
L(t)=NE((t)+ N1 K1 (t) + N2 K (1),
satisfait, pour des constantes N, N1, No > 0 convenablement choisies, l’inégalité suivantes
L) <—4(1-1) /Q Vol dz — /Q a2 der — /Q Vel do + }1 (g0 V) ?)
+c (/Q h? (u;) dz + /Q (Jue*? + Juh (ug)]) dx) , Vt>t (4.26)

et,
L) ~E(t), (4.27)

ol ty a été introduit dans (4.6).
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4.3. LEMMES TECHNIQUES

Preuve. On dérive par rapport & ¢ la fonctionnelle £ (), on obtient
L'(t) = NE'(t) + N1 K] (t) + N2 K3 (¢)
en utilisant (4.9), (4.11) et (4.17),

L@ < % (g o Vu) (t) — gg (t) /Q |Vu (t))? de — Na (t) /Quth (ug) dz
| t|p+2

_£N1/|Vu|2dx—|—N1/|Vut|2dm—|—N1/u_
Q

dx
o p+l

52Ny (ko Vi) ()~ Mia (1) [ uh(u)do

( erT)ldT /|u P2 dg — (/ (T)dT—(S) N2/Q|Vut|2dw

+§N2/Q |Vul? dz + w Ny (koVu)(t)+ gN2a2 (t) / h? (u;) dz.

Q
Soit g, = fgl g (7) dr, rappelant que ¢’ = (89 — k) et en prenant § = 1/N,, on obtient,
pour tout ¢ > t1,

l 1 g1N2 N 2
L (t <_—N——/V2d—( — )/ 2d
0 = (2 1 2) A VE e S

~(@da=1-N) [ [Vufdo+ SN (go Vi) ()

_Na(t) /Q uch (ug) dz — Niar (2) /Q wh (1) dm+%a2 ®) /Q B2 (uy) dz

_ (%N— eNZ = C, {2ZN1 +cN2]) (ko V) (£).

En choisissant NV; assez grand pour que

l 1
G- >4(1-0)

et N, assez grand tels que

g1 N2 M

> 1.
p+1 p+1

glNQ—]_—N1>1 et
Maintenant, comme 2 (s)
Bg” (s
T <9(8),
Bg(s)— g (s)

en utilisant le théoréeme de convergence dominé de Lebesgue, il est facile de montrer que

_ [ Bd(s)
BCs = / Bg(s)— g (s)ds — 0 lorsque B — 0.
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4.3. LEMMES TECHNIQUES

Par conséquent, il y a 0 < Gy < 1 tel que

1

si < alors [Cz < }
A<bo FCe 8 [LNi +cNf]

On choisit N assez grand et on choisit 5 satisfait

1 1
§N—CN22>0 et /B:W<50

ce qui signifie

1 1
§N—0N2 Cs [ lN1+CN2:| >0,

nous arrivons a

oW < —4(1—l)/Q|Vu|2dx—/Q|ut|”+2dx—/Q|Vut|2dx+i(gOVu) ®)
_Na(t) /Q weh (ug) dz — Nyae (£) /Q h () dx+%a2 ® /Q B (ue) dz

on déduit

|

L)

IN

—4(1—l)/Q|Vu|2dx—/Q|ut|”+2dm—/Q|Vut|2d9:+}l(goVu) ®)
+c (/Q h? (u;) dx + /Q (e ”*? + Juh (us)]) dx) :

D’autre part, on trouve
(t) - NE()| < Ni|K;(8)|+ Na2| N2 (2)]
[l e
< N | —————dz+ Ny | |Vu| |V dx
a p+1 Q

utp+1 t
+N2/| | /Og(t—T)|u(t)—u(T)|de:c

o p+l

+N2/Q|Vut|/0 g (t— 1) |V () — Vau (r)| drda

N 2 N1+ N, 2(p+1)
< -
< 2(P+1)/Q|u| d:c+2(+1/| Iz
t
+2(p+1)/ (/ git—7)|lu(t) —u(r )|d7-) d33+—/|Vu| d
2
N1+N2/|V "5 dx+—/</ (t—71)|Vul(t) — Vu('r)|d7-) de
N Ny + N
. 2(,0‘|1—1) /'V“| dz +ﬁ0‘:ﬁ[ ()]”/QIVutIde
FelgoVu) (t)+N7/|Vu|2d$+N1;N2/|VUt|2d$
@ Q
<

c[/Q|Vu|2dw—|-/Q|Vut|2da:+c(goVu) (t)].
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Ce qui signifie, pour certain constant C' > 0, que

/|ut|”+2d:1:+/ |Vu|2dx—|—/ |Vue|? dz + (g o Vu) (t) < CE (t)
Q Q Q

et donc
|L () — NE(t)| <cE(t).

Par conséquent, on peut choisir NV encore plus grand (si nécessaire) pour que (4.27) soit
satisfait. m

Maintenant, on choisit 0 < ; < ¢ telle que
sh(s) <min{e,G(¢)}, pour tout |s| <e;. (4.28)
Alors, il est facile de montrer que

& (s < |h ()] < hmin{ls|,|sI"} si|s| 2 e,

(4.29)
sP*2 + h%(s) < Gl (sh(s)) si|s| <e;.
Nous considérons la partition de (2 suivante
G ={zeQ:|ul <e},
Qg={$€QI |’U,t| >€1}.
A partir de (4.29), on a
Si min {|uz| , |us[’} = |ue|, alors
/ B2 (u) do < ¢, / weh (up) dz < —cE' (£). (4.30)
QQ Q2
Si min {|ug| , |ue|P} = |uel”, alors
/ B? (ug)dz < cy | |wf? b (ug) dz < / ush (ug) dz < —cE' (t). (4.31)
(923 Qo Qo
d’apres (4.30) et (4.31), on conclut que
/ B (u2) da < —cE' (2) (4.32)
Q2

En utilisant Hg (Q) — LP*! (Q), I'inégalité de Holder et I'inégalité de Poincaré, on aura
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4.3. LEMMES TECHNIQUES

Si min {|us| , |us[°} = |ue|, pour tout € > 0, on a

/ |uh(ut)|dx§/ (] [ ()| da Se/ Vul2de +Co [ B2 (u) do
Qo Qg Q2

Q2

Ss/ |Vul?dz + C. [ uh (uz)dz
Q2

<eE(t)— C.E' ().

Si min {Jua], ) = Juef?, alors
e &
unwldo < ([ 1*ae)™ ([ )l a)
Q2 Q2 92

1+1 P
<elullay [ Vo) do
Q2
, 3
<c (/ |Vul d:c) ( |h ()] )
Q

P

<c (/Q|Vu|2dx)é (/QQUth(ut)d:I:) ,

a partir de (4.33) et (4.34), on déduit que

/ (usl™? + [uh (w)]) de
Q2

: o
< / uth (ug) dz + ¢ (/ |Vu|? dx) (/ uh (uz) dw) ’
Qo Q Q2

+eE (t) — C.E' (¢)
< —cE'(t) +cE(t)? (—E'(t))» +¢E (t) — C.E' (t).

p+1
—— pour le terme

Utilisons (4.32), 'inégalité de Young avec s =p—+1et s’ =
1 p
E (1) (B (1)

et les propriétés de la fonction d’énergie E (t), nous arrivons &

/ h? (u;) dz —|—/ (lue”*? + uh (u)|) dz < ceE (t) — C.E' (t) .
Q2 1953
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Aussi,
/ h? (u;) dz —|—/ (el *2 + Juh (ue)]) dz
Ql Q1

< [ ulfPde + 6/ wldr + C. [ Rh?*(us)dx
(931 1971 M

< [ Julf? d:z:—l—ce/ |Vau|? dac—|—C’s/ h? (u;) dz
Ql Q1

Q1

< | ulPdr+ceE () +C. | R (uy)da. (4.36)
Ql Q1

D’apres (4.35), (4.36) et le lemme 4.3.5, pour ¢ assez petit, la fonctionnelle L (t) définie par
L(t)=L(t)+C:E(¢),

satisfait

I (t) < —dE (£) + (g0 V) (£) + ¢ /Q (Jusl? + 1 () de (4.37)

et
L) ~E(@).

4.4 Reésultat de décroissance générale

Dans cette section, on va énoncer et prouver notre résultat principal qui est donnée par

le théoréme suivant :

Théoréme 4.4.1 Supposons que les hypothéses (H1) — (H4) sont vérifiées. Alors, il existe
des constantes positives t1, k1, ko et gq telle que pour tout t > t1, la solution u du probléme
(4.1) satisfait
E(t) < kD7t (kl /t £(s)al(s) ds) , (4.38)
t1

ou

Dy (t) = /t 1 D21(8)ds et Dy (t) = tD (eot)

et D; est strictement décroissante et convezxe sur (0, min{e,r}], avec
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4.4, RESULTAT DE DECROISSANCE GENERALE

Preuve. D’abord, on utilise (4.7) et (4.9) pour conclure que, pour tout t > t;,
t1
/ g(s)/ V() — Vau (¢ — 5)|* dads
0 Q

_@/Otlg/(s)/gwu(t)_vu(t—s)|2dxds
—cE' (t).

IN A

A partir de (4.37), on a
L'(t) < —dE(t)—cE (f)+c /t 4 (s) /Q V() — Vu (¢ — 5[ dads

—I—c/ (|ut|”+2 + K2 (ut)) dz,
971

on prend
F({t)=L(t)+cE(t)~ E(t),

on obtient pour tout ¢ > ¢y,
t
F(t) < — dE () +c/ g(s)/ V() — V(¢ — s)[* dzds
t1 Q
to / (sl + 12 () .
1971

La multiplication de (4.39) par & (¢) et a(t), donne

(4.39)

E(H)at) F () < — de (£) () E (t) + c£ (£) / /|Vu _Vu(t — )| dods

et (t)a (1) / (lual?*? + 12 () do

Maintenant, nous considérons les quatre cas suivants.

Cas 1 : H et G sont linéaires. Alors

(4.40)

§)a(t)F'(t) < —dﬁ(t)a(t)E(t)JrCOé(t)/t 6(8)9(8)/QIVU(15)—VU(t—8)|2d$d8

Fet () a(t) /Q (Juel™™ + 12 () dz

d’apres (H2), (H4) et (4.9), on a

) a(®)F'(t) < —dé(t)a(t)E(t)—Ca(t)/t g’(S)/QIVU(t)—VU(t—8)|2d$d8

£ (1) e (1) / ueh (ur) da

971

< —df(t)a(t) E(t) —cla(®)+£() E' (1),
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4.4, RESULTAT DE DECROISSANCE GENERALE

Rappelons que £ <0, o/ <0 et E' <0, on obtient
(aF + (E+a)E) (t) < —dé()a(t) E(t).
Par conséquent, on utilise le fait que
(aF +(£+a) E) (t) ~ E(2)
et une simple intégration, on arrive a
E(t) <de Jiy és)a(s)ds.
Cas 2 : H est linéaire et G est non-linéaire. Alors

§@) () F'(t) < —d€(t) a(t) E(t) —ca(t) B' () + £ () (t)/Q (luel”* + 1? (w)) da,

1

on utilise le fait que ¢’ <0, o <0 et E/ <0, on obtient

EaF)'(t) < E@)at)F' ()
< —df(H)a(t)E(t) —co(t) E' () +c£(t) e (t) /Q (Juel”™* + B? (w)) da,
ce qui implique
(§aF + caE) (t) < —d¢ () a (t) B (t) + c£ (t) o (t) /Q (luel”™ + b? (w)) da.
Soit
Ry (t) = (§aF + caE) (t) ~ E(t),

alors I'inégalité précédente devient
Ry(t) S e E@) + € @a® [ (w1 F@)ds (441
M
Maintenant, on va estimer le dernier terme du second membre de (4.41), pour cela, on

utilise la fonction I () qui est défini par

1

I(t) =-—— ush (uz) dz
O = 10 Jo, "
et I'inégalité de Jensen pour obtenir
GrI@)>c | G'(uh(u))dx, (4.42)
Q1
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donc

a(t) A (Jue*? + A% (wp)) dz < e (2) A Gt (ush (us)) dz < ca(t) G (I (t)).

D’ol (4.41) devient
Ry(t) < —dé@)a@@)E®)+ctt)a@®) G (). (4.43)
En utilisant (4.43) et le fait que E' < 0, G’ > 0, G” > 0 sur (0, €], nous constatons que la

fonctionnelle R; (t), définie par

Ri(t)=C (505—((8))> Ro(t) + coE (1),

ol gy < €, ¢y > 0 et pour des constantes positives a;, as la fonctionnelle R; (t) satisfait

a1R1 (t) S E (t) S 0,2R1 (t) (444)
et
R0 =050 (o)) @+ (g ) O +ar @
e (5057%))) Ry (8) + coF' (£), (4.45)

insérant (4.43) dans (4.45), on obtient

E (t) o . E)\ A
P ) B0+ a0 (ag o) e aw)

+ coE' (1) . (4.46)

R, () < — dé (B a(t) G (

Soit G* la fonction convexe conjuguée de G au sens de Young (voir [3] p. 61-64), alors
G (5)=s(@) () -G @) ()] (447)
et G* satisfait 'inégalité de Young généralisée suivante
AB< G*(A)+G(B). (4.48)

Avec A=G (so%> et B = G (I(t)) alors, moyennant (4.9), (4.28) et (4.46) — (4.48),
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on trouve
RO < -&0a0EOC (ap)) +€0a®c (¢ (ap))
HeE(Ha G (@I 1)
< a0e0EOF (g +ek 020 g0 () )
FeE (H)a O T(H) + (1)
< “cananae(oFg) con Fo (058)
—cE' (t) + coE' (t).

Par conséquent, avec un choix convenable de &g et ¢, on obtient

B0 < ka0 (50) ¢ (o) (4.49)

on prend
G2 (t) = tGI (60t) y
alors (4.49) devient

R, () < k¢ (t)a (t) s (E(;’)) . (4,50)

Puisque
G, (t) = G' (got) + tG” (got)

et en utilisant la stricte convexité de G sur (0, €], nous concluons que G5 (t), Ga (t) > 0 sur

(0,¢] . Ainsi, en posant

R(t) = “1;(10(;)
et en utilisant (4.44) et (4.50), on aura
R(t) ~ E(t) (4.51)

et, pour k; > 0,
R (t) < ki€ (t) a(t) G2 (R(2)) -
Par suite, une simple intégration donne,

R(t) < Gy! (k1 / £(s)a(s) ds) (4.52)

\
ou

ds.
. Ga(s)"”
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Ici, nous avons utilisé les propriétés de G, et le fait que G; est strictement décroissante sur
(0,¢] . Utilisons (4.51) — (4.52), on obtient

E(t) < ksGT! <k1 /t ltg (s) e (s) ds) .

Cas 3 : G est linéaire et H est non-lindaire. Alors

D’abord, on utilise Lemme 4.3.4 et Lemme 4.3.5 pour déduit que
Ly (t) = L(t) + K5 (t)
est non-négative et satisfait, pour tout ¢ > ¢1,
Lt < —-(1- l)/ |Vul? dz — / |ug| T2 dz — / |V |? dac — 4_11 (g o Vu) (t)
Q Q Q
te ( /Q B2 (ue) da + /Q (Iel*? + b () ) dx)
< —bE(t)+c (/Q h? (u;) dz —I—/Q (|ut|er2 + |uh (us)|) dm) ,
ainsi, de (4.35) et (4.36), on obtient
L (t) < —mE(t) — C.E'(t) + c/Q (|ue”** + B® (uy)) da.
1

Soit Ly (t) = L1 (t) + C.E (t) ~ E (t), alors

L) < —mE(t)+c /Q (Juslf™ + B2 () de

< —mFE (t)—|—c/ uh (uz) dz
< —mE(t)—cE' Et) :

ce qui implique
Ly (t) < —mE (t),
ol m est un constant positive et L3 (t) = Lo (t) + cE (t) ~ E (t). Donc
m/tE(s)ds < Ls(t1) — L3 (t) < L3 (t1) .
tr

Ce qui implique
/ E (s)ds < oo. (4.53)
0
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Maintenant, on définit J (¢) par
J(t) = q/t A |V (t) — Vu (t — s)|* deds < q/oooc’E(s)ds < +o0,
ty
ou (4.53) permet de choisir une constante 0 < ¢ < 1 de sorte que, pour tout ¢ > ¢,
J(t) <1 (4.54)

On suppose aussi, sans perte de généralité que J (t) > 0, pour tout ¢ > #;; sinon (4.39)
donne une décroissance exponentielle.

De plus, on définit A (¢) par

A(t)z—/t g (s)/Q|Vu(t)—Vu(t—s)|2d3:ds,

on observe que
A(t) < —cE' ().

Puisque H est strictement convexe sur (0,7] et H (0) = 0, alors
H (0x) < 0H (z).

On munit 0 < § < 1 et z € (0,r]. L'utilisation de ce fait, hypotheses (H2), (4.54) et

I'inégalité de Jensen, il vient

AE) = qu()/ ) (- s))/q|Vu(t — Vu(t— s)[ dads

1 t
> qJ—(t)/ 06 (9 (e) [ aVu) = Vu(t -9 dads
© | :
> qJ—(t)/ (J(t) g )/q|Vu —Vu (t —s)|" dzds
£ (1) 1 ! 2
> £0n m/t J(t)g(s)/ﬂq|Vu(t)—Vu(t—s)| dxds)

(
_ Oy <Q/t1tg(8)/Q|Vu(t)—Vu(t—s)|2dxds)
<Q/t1t9(8)/Q|Vu(t)—Vu(t—s)|2dxds)
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oll H est une extension de H tel que H est une fonction strictement croissante et strictement

convexe de classe C? sur (0, 00) [voir (4.8)]. Ce qui implique

/tltg(S)/QWu(t)—Vu(t—s)|2dxdsS %H_l <%§§))

donc (4.40) devient

EWaWF () < —d@)a®)E®+EBa®H (%ﬁ)
—c& () B/ (1)

Ce qui implique

(€aF) (1) < £@)a(t)F (t)

< —&(a0EQ+e@a0T (08) k0w,

Soit F (t) = (€aF + ¢€E) (t) ~ E(t), alors

FI(8) < —dt () a () B (t) + ¢ () a () (%it))) . (4.55)

Pour gy < r et ¢g > 0, en utilisant (4.55) et le fait que E' < 0, H >0 H >0sur 0,r],

nous constatons que la fonction F; (t), définie par

B{)=H (50 g ((é))) Fi(t) + E ()

est équivalent & F (t) et

By (8) =<0 t)—”( S)F ( 0))) Fl()+ ' (¢
<-daOF (ag 3 EO+&0aOF (g )7 (2
LB (4.56)

Soit H" la fonction convexe conjuguée de H au sens de Young, alors
== —n\ L — —n\ 1
H(s)=s (H) (s)—H [(H) (s)} (4.57)
et H satisfait 'inégalité de Young généralisée
AB<H (A)+H(B). (4.58)
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Avec A=H (80 58))) et B=H (%(5)) , on utilise (4.9) et (4.56) — (4.58), nous arrivons

\
a

&
—~
=

F{t) < —d)a@®)EQH (EOE(O)) +cE()a(t)H (ﬁ' (fog((é))»
+e(t)a () H (F‘l (% ) tE®
(

&t 2@ EOT (g ) +eant ()at) g T (apd)
tea (t) gh (t) + E' (t).

VAN

En utilisant le fait que &g E((O)) <retH (50 g((é))) =H’ (50 g((o))> on trouve

Fy () < —dé (t) o (t) E (8) ( L ((;))) Teent (B)alt) ,;E—((f})ﬂ' (g_%;) B ()

Par conséquent, avec F3 (t) = F3(t) + cE (t) ~ E (t) et pour un choix convenable de €y, on

obtient, pour certain constante £ > 0 et pour tout ¢t > t;,

RO <-k0)a (g0) T (ap) =@ m (a50),  @s)

E(0) E(0)

ou
H2 (t) =tH' (Eot) .
Puisque

H; (t) = H' (eot) + tH" (eot) ,
alors, en utilisant la stricte convexité de H sur (0,7, on déduit que Hj (t), Hs (t) > 0 sur
(0,7] . Ainsi, en posant

alF 2 (t)
R(t) =

et en utilisant (4.59) et F; (t) ~ E (t), on aura
R(t) ~ E(t) (4.60)

et, pour k; > 0,
R (t) < —ki& () o (t) H2 (R (1))
Par suite, une simple intégrale sur (¢1,t) donne

R(t) < H! (kl ttﬁ (s)a(s) ds) , (4.61)
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H, (t) :/t?" f(s)ds

Ici, nous avons utilisé les propriétés de H, et le fait que H; est strictement décroissante sur

(0,7] . Utilisons (4.60) — (4.61), on aura

p<ni (i [ eaa).

Cas 4 : H et (G sont non-linéaires.

ou

D’aprés H est non linéaire dans le cas 3 et G non-linéaire dans le cas 2, alors (4.40)

devient
F () < —dE () a(t) B (t) + ct (B)ar(t) [ﬁ‘l (%’) el (t»} ,
F@t)=(EaF+E)(t)~E().
one A _ ()
gA(t gA(t
0 < e@ TTO
et

g ()
I(t)<W+I()

en utilisant le fait que H et G sont croissantes, on obtient

e (5) o (25 00).

" cruw < (B +10),

" 7 (L)) rerawy < (B o) (L5 +10).

Soi o (D041 = (4 67) (20 4 100),

fone F(t) < —d€ () o (t) B (£) + c€ (£) a () D! (%(t)) I )) ! (462
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en utilisant (4.62) et le fait que E' < 0, D’ > 0, D” > 0, nous constatons que la fonction

Fi (t), définie par
AM)=D (60 = ((é))) F(H)+cB(t)

est équivalent & F (t) et

F(t) =e 2 pr (e (t)) F)+D <gog—“)) F () + cE ()

E(0) °E(0) (0)
<—dt@W)a@) E®)D (eog((é))) +c§(t)a(t) D’ (Eog((é)))
2 (2010 e ) 4

Soit D* la fonction convexe conjuguée de D au sens de Young, alors
D*(s) = s(D) 7} (s) = D (D) (s)] (4.64)
et D* satisfait 'inégalité de Young généralisée
AB<D*(A)+D(B). (4.65)

Avec A=TD (0ZQ) et B=D1 (28 4 1 (¢)), & partir de (4.5), (4.28) et (4.63) — (4.65),
B(0) K0}

on a

Fl#) < —dE(t)a(t)E(t)D( EO)))Jrcg(t)a(t)D* (D,< E(((?)))
+c€ (t) o (8) I () + cqor (t) A (t) + cE' (t)
OO BOD (e ) +et @) BOD (ar W)

—cE' (t).

IN

Par conséquent, avec F; (t) = F1 (t) + cE (t) , qui satisfait, pour certains b, by > 0,
b1 F2 (t) < E (t) < bo 3 (t) (4.66)

et avec un choix convenable de g, on obtient

70 < ka0 (50) 7 (g ) = KOO (5). @60

ou
D2 (t) =tD (80t) .
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Puisque
Dlz (t) =7 (6ot) + 60tD” (E:gt) y

alors, en utilisant la stricte convexité de D sur (0, min{e, r}], on déduit que D (t), D2 (t) > 0

sur (0, min{e, r}|. Ainsi, en posant

R =",
a partir de (4.66) et (4.67), on aura
R(t) ~ E(t) (4.68)

et pour k; > 0,
R (t) < -k (t) a(t) D2 (R (1)), Vt > t1.

Alors, l'intégration sur (¢1,t) donne

R(t) < kD7 <k1 /tltf(s)a(s) ds) , (4.69)

ou

Dy (t) = /t ' %(S)ds.

Ici, nous avons utilisé, en ce basant sur les propriétés de D, le fait que D; est strictement
décroissante sur (0, min{e,r}] et lir%Dl = +4o00. Finalement, une combinaison de (4.68) et
_)

(4.69) , Pestimation (4.38) est établi. m
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Conclusion et perspectives

Conclusion

Dans cette these nous avons étudié la stabilité de trois systemes dynamiques : Onde,
thermoélastique et viscoélastique. On a amélioré et généralisé divers résultats antérieurs en

se basant sur des techniques récentes d’analyse mathématique.

Tout d’abord nous avons considéré un systéme d’onde semi-linéaire avec un amortis-
sement de type mémoire agissant sur une partie de la frontiere. Sous certaines hypotheses
sur le noyau résolvant k, nous avons montré la décroissance générale de 1’énergie de la so-
lution. La preuve est basée sur la méthode de construction de la fonctionnelle de Lyapunov
équivalente a la fonctionnelle d’énergie. Ce travail peut étre considéré comme une extension

de Messaoudi et Soufyane [36].

Ensuite, nous avons étudié le comportement asymptotique de la solution d’un systéme
thermoélastique soumis a l'effet d’un amortissement frontiere de type mémoire, sous les
mémes hypotheéses proposées dans le premier travail, nous avons montré la décroissance
uniforme de I’énergie. Ce travail peut étre considéré comme une extension de Boulanouar

[6] et de Messaoudi et Al-Shehri [32]. De plus, ce résultat & fait ’objet d’une publication [45].

Enfin, nous nous somme intéressé a ’étude d’un systéme d’équations viscoélastique sta-
bilisé par un terme d’amortissement distribué sous forme f(f g(t—s)Au(s)ds+a(t)h(u) et
on a trouvé un résultat de décroissance générale et explicite de 1’énergie. Ce travail constitue

une généralisation des résultats obtenus par Mustafa dans [39].
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Perspectives

En perspectives, on peut reconsidérer les deux premier chapitres pour un noyau résolvant
de méme type que la fonction de relaxation considérée dans le dernier chapitre.
Enfin et pour conforter nos résultats théoriques il sera judicieux de faire quelques simu-

lations numériques en utilisant les logiciels libres tels que Freefem++ ou Scilab.
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Résumé

Cette thése est consacrée a I'étude de comportement asymptotique de trois systemes
dynamiques de types : Onde, thermoélastique et viscoélastique. Dans les deux premiers
systémes on considére un amortissement frontiére de type viscoélastique et dans le troisieme
systéme I'amortissement est de type distribué. On a montré la décroissance générale de
I’énergie de la solution de chaque systéme, sous certaines hypothéses nécessaires et
convenables sur les noyaux résolvants. Pour obtenir ces résultats, différentes méthodes ont été
utilisées telles que la méthode de I'énergie, la construction des fonctions de Lyapunov et les
propriétés des fonctions convexes.

Mots clés : Onde, thermoélastique, viscoélastique, décroissance générale, convexité, noyau

résolvant, fonction de relaxation, amortissement, mémoire.
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Abstract

This thesis is devoted to the study of asymptotic behavior of three type dynamic systems:
Wave, thermoelastic and viscoelastic. In the first and second systems, the dissipation is given by
a boundary viscoelastic term and the third system being with a distributed damping term. We
prove a general decay of the energy of the solution of each system, under certain necessary and
suitable assumptions on the resolvent kernels. To obtain these results, we use the multiplier
method such as the energy method, the construction of Lyapunov functions and the properties
of convex functions.

Key words: Wave, thermoelastic, viscoelastic, general decay, convexity, resolvent kernel,

relaxation function, damping, memory.
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