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Résumeé

Dans ce travail, la méthode sous-équation de Fan est proposée pour résoudre I’équation de
Burgers-Fisher généralisée d'ordre fractionnaire temporelle, dans le cadre des dérivées
fractionnaire, les équations aux dérivées partielles non-linéaires d’ordre fractionnaire qui
est apparaissent naturellement dans différents domaines scientifiques comme la physique, la
viscoélasticité, la médicine, etc. Afin d’illustrer la précision et la validité de cette méthode
ont été démontrées en les appliquant a de nombreux exemples concrets, et il est important
de trouver des solutions analytiques ou du moins approximatives a ces problemes.
Mots-Clés : ¢quations aux dérivées partielles non-linéaires d’ordre fractionnaire, la

méthode sous-équation de Fan, EBFG-FT.

Abstract

In this work, the extended Fan sub-equation method is proposed to solve the generalized
time fractional Burgers-fisher equation, in the frame of fractional derivatives, non-linear
partial differential equations of a fractional order occur naturally in different scientific
fields such as physics, viscoelasticity, medicine, etc. In order to illustrate the accuracy and
validity of this method have been proven by applying them to many concrete examples, and
it is important or even necessary to find analytical or at least approximate solutions to these
problems.

Keywords : fractional order non-linear partial differential equations, the extended Fan
sub-equation method, GTF-BF.



LISTES DES NOTATIONS

N : ensemble des nombres entiers naturels.

R : ensemble des nombres réels.

C : ensemble des nombres complexes.

LP(Q) : espace des fonctions mesurables de puissance p € [0, +oo[ intégrables sur €2.
C(Q) : espace des fonctions continues sur €2.

C™(Q) : espace des fonctions f : Q — R dérivables n fois et f* continues.

AC(Q) : espace des fonctions absolument continues sur €.

AC™(Q) : espace des fonctions dérivables a I’ordre n — 1 et elle que f*~ D € AC(Q).
I'() : la fonction Gamma.

B(.,.) : la fonction Béta.

E,(.) : la fonction de Mittag-Leffler.

1? f : intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a > 0.

D f : dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre @ > 0.

¢D?f : dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre a > 0.
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INTRODUCTION GENERALE

Quand on a introduit la notion de dérivée, on s’est rendu compte qu’on peut appliquer le concept
de dérivée a la fonction dérivée elle-méme et par la méme introduire la dérivée seconde, puis les
dérivées successives d’ordre entier. L’intégration opérateur inverse de la dérivée, peut éventuellement
étre comme une dérivée d’ordre " moins un". On peut aussi se demander si ces dérivées d’ordres
successifs ont un équivalent d’ordre fractionnaire. La théorie de dérivée fractionnaire ou bien d’ordre
fractionnaire est aussi ancienne que le calcul classique tel que connu de nos jours. Ses origines re-

montent a la fin du 17 siecle, I’époque ou Isaac Newton et Gottfried Wihelm Leibniz ont développés

d}lf
T pour

désigner la dérivée n™ d’une fonction f quand il a annoncé dans une lettre a Guillaume 1’Hopital datée

du 30 septembre 1695, avec I’hypothese implicite que n € N qui lui a répondu : que signifie % sin = % ?

les fondements du calcul différentiel et intégral. En particulier, Leibniz a introduit le symbole

Sur ces questions des contributions de grands mathématiciens tels qu’Euler, Lagrange , Laplace,
Fourier, Liouville (1832;1837) ou Riemann (1847), ainsi que Griinwald (1867-1872) et Letnikov
(1868-1872). 1l semble qu’une contradiction dans les définitions ait empéché un succes plus grand de la
théorie qui n’est certes pas encore unifiée de plus, I’absence au début d’une interprétation géométrique
ou physique claire de la dérivée fractionnaire d’une fonction a largement contribue a beaucoup de
questions de recherche passionnantes demeurent sans réponse. Le paradoxe des définitions distinctes
fut résolu par la compréhension du caractere non local de I’opérateur de dérivation non entiere. Pendant
ces trois dernieres décennies, beaucoup d’intéréts ont été prétés au calcul fractionnaire et les champs
d’applications se sont diversifiés. Pendant ces trois dernieres décennies, plus d’intéréts ont été prétés au
calcul fractionnaire et les champs d’application se sont diversifiés [12, 41], on peut citer a titre non
exhaustif plusieurs domaines de recherches en relation avec la physique, la chimie, la mécanique, ...le
concept des opérateurs d’ordre fractionnaire a été défini aux 19" siecle par Riemann-Liouville. Le
but principal était de prolonger la dérivation ou I'intégration d’ordre fractionnaire en employant non

seulement un ordre entier mais également des ordres non entiers.
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Plusieurs définitions de la dérivée fractionnaire d’ordre « ont été données, les définitions les plus
utilisées sont celles au sens de Riemann-Liouville [45] et la dérivée au sens de Caputo. La déférence

entre ces deux définitions réside dans I’ordre d’évaluation.

Le développement de cette théorie a été utilisé notamment pour I’étude des équations non linéaires
d’ordre fractionnaire et plusieurs outils mathématiques ont été développés pour trouver les solutions
exactes de ce type d’équations. On en citera a titre d’exemple, la méthode sinus-cosinus [42], méthode
tanh [55], méthode de décomposition d’ Adomian (ADM) [14], 1a méthode de sous-équation [18, 32], la
méthode d’itération variationnelle (VIM) [23, 58] et la méthode d’intégrale premiere [7] ainsi que plu-
sieurs travaux de recherches effectués par A. Kadem et son équipe [5, 22, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 35].

Parmi ces méthodes, la méthode-tanh fournit un algorithme efficace et simple pour obtenir comme
des solutions particulieres pour des équations non linéaires. La réussite de la méthode réside c’est
que 'un des processus de contournement sur 1’intégration pour obtenir des solutions explicites, le
tanh et I’extension de la méthode-tanh appartenait a une classe des méthodes appelée les méthodes de
sous-équation, cette derniere méthode a été proposée par Fan. Fan [16] récemment a développé une
nouvelle méthode algébrique appelée la méthode de sous-équation de Fan pour obtenir des solutions
analytiques exactes pour des équations non linéaires et des équations non linéaires d’ordre fractionnaire.
I’idée principale de la méthode pour tirer pleinement profit de 1’équation elliptique générale comportant
cinq parametres. Par ailleurs, la méthode est fiable et donner des solutions plus générales et précise que
autres méthodes existantes. le puissant de la méthode sous-équation de Fan est largement appliquée

dans de nombreux travaux, voir [4, 16, 61, 62] ainsi que les références y référant.

Pour illustration on applique la méthode proposée a I’équation Burgers-Fisher généralisée d’ordre
fractionnaire temporelle. Dans notre cas on s’intéresse a 1I’équation Burger-Fisher (BF) [54] qui est
tres utile dans de nombreux domaines tels que la dynamique des fluides, la physique et 1’ingénierie,
etc .... Le modele Burger-Fisher a été étudié notamment par de nombreux auteurs a la fois pour la

compréhension conceptuelle des lois physiques et les tests diverses de méthodes numériques.

du(x,t)
dt

2
+ Bu’ (x,1) duc(li H_d L;E;C D _ yu (x,1) (l —ul (x, t)) .

pour 0 < § < oo.

En 1986 Satzuma considérait I’équation Burgers-Fisher [46] qui est en fait une combinaison d’un
terme de réaction, convection et de diffusion en d’autres termes, cette équation traduit les propriétés
d’un phénomene convectif qui sont données par 1’équation de Burgers d’une part et d’autre part le

transport de diffusion traduit par I’équation de Fisher . I’équation Burgers-Fisher généralisée avec
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d’ordre fractionnaire temporelle est donnée par

d%u(x,t) du(x,t) d*u(x,1)
ST + Bu’ (x,1) e - yu (x,t) (1 —u° (x, t)) .

pour 0 < @ < 1, ou y, 3, et 6 sont des constantes arbitraires.

Plusieurs travaux de recherche étaient axés sur I’étude de cette équation tant numériquement
qu’analytiquement. On en citera a titre non exhaustif [56] les objectifs de ce travail généralisées les
formes I’équation Burgers-Fisher, la méthode (1/G) d’expansion M. Yavuz [60] et la méthode de
Kudryashov généralisée [49] qui est une méthode analytique appliquant pour construire des solutions

exactes.

Cette these est constituée d’une introduction générale qui présente I’importance du théme ainsi
que les objectifs de notre travail dans quatre chapitres principaux. A la fin on donne une conclusion

générale et des perspectives.

e Dans le premier chapitre, nous présentons brievement les principes fondamentaux de la théorie
du calcul fractionnaire ainsi que son application dans certains domaines scientifiques suivi d’un

rappel des notions de base liées a la théorie de calcul fractionnaire.

e Le deuxieme chapitre est dédié a quelques méthodes pour la résolution de 1I’équation Burgers-
Fisher généralisée d’ordre fractionnaire temporelle, on en citera entre autre la méthode de
décomposition d’Adomian (ADM), la méthode de la fonction-Exp et la méthode d’expansion
(G'/G?) et leurs efficacités sont prouvées pour résoudre 1’équation BFG d’ordre fractionnaire

temporelle.

e Quant au troisieme chapitre, la méthode de sous-équation de Fan est appliquée pour trouver
des solutions d’ondes progressives des EDF non linéaires. Ces EDF comprennent 1I’équation
SF-NLSE avec quadratique-cubique non-linéaire, ainsi que d’autres équations d’ordre fraction-

naire.

e Dans le quatrieme chapitre, on donne notre résultat principal.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on introduit les éléments nécessaires pour la bonne compréhension de ce
manuscrit. Nous rappelons les définitions des intégrales et dérivées fractionnaires et quelques fonctions
spéciales.

Il existe plusieurs définitions mathématiques de 1’intégration et de la dérivation d’ordre fractionnaire.
Ces définitions ne menent pas toujours a des résultats identiques mais sont équivalentes pour une large
gamme de fonctions.

On donnera I’opérateur d’intégration fractionnaire ainsi que les trois définitions les plus utilisées des
dérivées fractionnaires a savoir celle de Riemann-Liouville, Riemann-Liouville au sens de Jumarie et

de Caputo, avec leurs propriétés les plus importantes.

1.1 Fonctions utiles dans le calcul fractionnaire

La compréhension des définitions et 1’utilisation du calcul fractionnaire seront facilitées en
donnant quelques définitions mathématiques nécessaires de quelques fonctions utiles telles que les
fonctions Gamma, Béta d’Euler et La fonction Mittag-Lefller puis on introduit quelques propriétés

liées a ces fonctions. Pour plus de détails voir [41, 44].

1.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma, par définition (voir I’intégrale fractionnaire), est intrinsequement liée au
calcul non entier. La fonction Gamma est une généralisation du factoriel pour tous les nombres réels.

Elle a été obtenue par Euler en 1729.
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Définition 1.1. La fonction Gamma I est définie par I’intégrale suivante :
—+00
I'(z) = f e 'dt, zeC telque Re(z) > 0. (1.1
0

avec 1! = &b
Exemple 1.1.
1. T(1) = 1, T (0%) = +co.

2. F(%) = f0+°° e't7dt =2 fom e Tdr = /7. (on pose le changement de variable ¢ = 72.)

I'(z) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < z < 1.

Quelques propriétés importantes de la fonction Gamma sont données ci-dessous

1. Une propriété importante de la fonction Gamma I'(z) est la relation de récurrence suivante :
I'z+1)=1z), Re(z) >0 (1.2)

qu’on peut démontrer par une intégration par parties

+00 +00
I'z+1)= f e'fdt = [-e'F),T + 2 f e ' ldt = 721(z)
0 0

En utilisant la relation (1.2), la fonction Gamma est étendue au demi-plan Re(z) < 0 par

I'(z+n)
@0

ou le terme (z), représente le symbole de Pochhammer défini pour tout nombre complexe z € Z et tout

I'(z) =

(Re(z) > —n,neN;z¢7Z, :{0,-1,-2,...}) (1.3)

entier non négatif n € N* par

(=1, @,=2z(z+1)...(z+n-1) (neN).

2. La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car I'(n + 1) = n!, Vn e N, eneffet ['(1) = 1 et
en utilisant la relation (1.2) nous obtenons :

I'n+1)=nl'(n) =n(n-1)! =n!.

3.T(n + %) = @oivT (par récurrence ¥n € N)

41!

1.1.2 La fonction Béta

Parmi les fonctions de base du calcul fractionnaire : La fonction Béta. Cette fonction joue un role

important spécialement avec une certaine combinaison avec la fonction Gamma.

Définition 1.2. La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour des nombres complexes «
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etB par:
1
B(a,B) = f 71 =0, Re(a) > 0,Re(B) > 0. (1.4)
0
La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :
()"
B(a,B) = r((z)—ﬁ Re(a) > 0, Re(B) > 0. (1.5)

Propriétés : La fonction Béta possede les propriétés suivantes :
1. 1l s’ensuit de (1.4) que :

B(a,B) = B(B, a), Re(a) > 0,Re(B) > 0.

2. B(a,B8) = Bla + 1,8) + B(a, 8 + 1).
3.B@+1,8)=LB@p+1) = %B(a,ﬁ).

1.1.3 La fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Lefller introduite et étudiée par Mittag Lefller [43] est une généralisation di-
recte des séries d’exponentielles. Son importance a été introduite au cours des deux dernieres décennies
en raison de son implication directe dans des problemes de la physique, de la biologie, de I’'ingénierie
et des sciences appliquées. Dans ce qui suit, nous allons rappeler un certain nombre de définitions et

certaines propriétés de la fonction Mittag-Lefller et ses généralisations.

Définition 1.3. Pour x € C la fonction de Mittag-Leffler est définie par

) K
E,(x) = ;m a>0 (1.6)

La fonction de Mittag-Leffler a deux parametres joue également un role tres important dans la théorie
du calcul fractionnaire. Cette derniere a été introduite pour la premiere fois par Wiman [57]. Elle a

été étudiée en détail ensuite par Agarwal et Humbert et elle est définie par le développement en série

suivant :
a B>0 1.7
Eop(x) = Zr(akw @.p (1.7)
Exemple 1.2.
L Ey@) =L lzl< 1.
1o 2k 1 too Pk 1.
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Théoreme 1.1. Poura =neN,1 € R, ona

d n
(a) E,(Ax")

d n
(E) FE, p(AX")

AE,(x),

AXPE (x,).

Proposition 1.2. Pour o, > 0,1 € R, ona

a—

L[ B (9) = S—

, > 0,45 < 1.
— S |AsY]

Preuve. Grace a la définition de la transformée de Laplace, on a

L7 Eqp(a™)] (s) = f P Eqp(A1™)e ™" dt
0

+00

+0o0 ank
—1 (/U ) —st

= d

f Z rak+p° “

+00

+0o0
— @ +5-1 _Stdt,

kz_(; T (ak +f) f ¢

= 0

posons le changement de variable st = 7; on obtient

—ak—p
L tﬁ_lEa, /lta — (lk+ﬁ—l _Tdt
|7 Eag)] (5) Zwkw) e
+
/lks—ak—ﬂ
= — T (ak +
; Tak+p) kTP
+00
= S-BZ(AS-“)",
k=0
+00 X
et pour |[As| < T;0na}, (4s™)" = /ls_p,, donc
k=0
_ﬂ S‘Z_B
L[FE, s (s) = —— = .
[ B = T = ey

1.2 Intégrales et dérivées fractionnaires

Nous présentons dans cette partie les différentes définitions, qui ne coincident pas en général.

Nous citons quelques unes parmi celles existantes dans la littérature, sachant que les deux définitions les
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plus utilisées sont celles de Riemann-Liouville et de I’opérateur défini par Caputo, y compris quelques

unes de leurs propriétés ainsi que la relation entre ces deux approches.

1.2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Dans ce paragraphe, nous rappelons la définition du calcul d’intégrale d’ordre non entier.
Pour introduire le calcul d’intégrale d’ordre non entier, nous commengons par donner la formule de
Cauchy pour I’intégration répétée d’une fonction analytique f(#) d’une variable réelle 7. La formule de
Cauchy [44](1789 - 1857), qui est obtenue comme suit :

Soit f une fonction continue sur I’intervalle [a, b]. Une primitive de f est donnée par 1’expression :

1) = f ' for.

Pour une primitive seconde et d’apres le théoreéme de Fubini on aura :

sz(t) = ftllf(u)du = ft(fuf(T)dT)du = f[(ftdu)f(‘r)d‘r
= ft(l—T)f(T)dT.

En répétant n fois, on arrive a la n" primitive de la fonction f sous la forme :

1

Lfo=1—,

f (t -1 f(r)dr,n e N't > a. (1.8)

avec a,t € R,a < t. Si n est remplacé par un nombre réel « et le terme (n — 1)! par sa généralisation
qui est la fonction Gamma, 1’équation (1.8) pourrait avoir un sens méme quand n prenant une valeur

non-entiere, il a définit I’intégrale fractionnaire de la maniere suivante :

Définition 1.4. [34] Supposons que @ > 0,a < t,a,a,t € R et f € L'([a, b]). L’intégrale fractionnaire

de Riemann-Liouville a gauche de la fonction f pour un ordre non entier « est définie par :

1 !
Lf0 = rs f (1 - fr)d, (19)

ou ['(@) est la fonction Gamma donnée par (1.1).

Remarque 1.1. Dans tout ce qui suit on utilise uniquement I’intégrale (a gauche).

Exemple 1.3. Lintégrale de f(r) = (t — a)’ au sens de Riemann-Liouville.

Soient @ > 0,8 > —1, alorson a :

1 t
1°f(t) = @ f (t — 1) Nt - a)dr. (1.10)
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En effectuant le changement de variable

T=a+ s(t—a),

ous=0quand T =aets=1quand 7 =t et dt = tds, alors (1.10) devient

1
1(t — a)’ ﬁ fo (t—a) (1 — )" 'sP(t — a)f*lds

(t - a)a/+ﬂ ! a-1
T fo (1 — 5)*'sPds,

a 1
(1 1:(61)) P f (1 — 5)* 1 B+D-14
o 0

En utilisant la définition de la fonction Béta (1.4) puis la relation (1.5), on arrive a :

— )8
fe = %B(a, B+1)
(t — a)** T(@)(B + 1)
T@) T@+B+1)
@+ 1)
INa+p+1)

(t —a)*.

Donc 'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f(f) = (t — a)® est donnée

par :
r@+1)

— )b
F(a+ﬁ+1)(t a)*”. (1.11)

1°(t —af =

On voit bien que c’est une généralisation du cas @ = 1 ot on a
1INt — a)f = L(t —ayt!
p+1

I’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o d’une constante est donnée par :

C
I°C = t—a)’.
T a9

En particulier, sia = 0,
a C t(l/

" T+ 1)

Proposition 1.3. pour a > 0,5 >0, on a

112G = af ") () = 525t — )",

2. (Igb = tF ") (1) = (b — 1)1,
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Proposition 1.4. [34] Soient a > 0,8 > 0 pour toute fonction f € L'([a,b]) on a :
UL f0) = I3 f(0) = LU (),

pour presque tout t € [a, b). Si de plus f € C([a, b)), alors cette identité est vraie NVt € [a, b].

Démonstration. La preuve découle directement de la définition et supposons d’abord que f €
L'([a,b])on a:

(e
@) fa -0 I f(r)dr

1 ! a-1 ’ -1
WL(I_T) L(T—é)ﬁ f(didr.

Or f € C([a, b]) et d’apres le théoreme de Fubini permet donc d’établir

1 s !
BULFO) = mras f ( L (t—r)“*(r—oﬁ-ldr)f@)d{.

En effectuant le changement de variable

L35 f (1))

T={+ (- 0s,

ous=0quandrt=_ets=1quand 7 =tetdr = (t — {)ds, on obtient :

1 t 1
BULF0) = T f <r—§>“+ﬁ-1( fo (1 —s)“-lsﬂ-lds)f@)dz.

Enfin, en tenant compte de la définition de la fonction Béta (1.4) puis de la relation (1.5), on obtient :

1
T+ a)

I f(0) = f (6= OF P FQOdE = TP P)1).

Ainsi, d’apres ce qui précede, les deux fonctions continues I, *y 1315 f coincident presque partout sur

[a, b], elles doivent donc coincider partout sur [a, b].

1.3 Dérivée fractionnaire

La différentiation d’ordre fractionnaire est une généralisation des concepts de la différentiation
d’ordre entier. Il existe plusieurs définitions mathématiques pour la dérivation d’ordre fractionnaire. On
va présenter trois approches Riemann-Liouville, Riemann-Liouville au sens de Jumarie, Caputo qui

sont les plus utilisées.

10
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1.3.1 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Sia > 0, on note [] la partie entiere de « : [a] est l’unique entier vérifiant [a] < a < [a] + 1.
Soitf : [a,b] — R : En s’inspirant de la relation classique % = dtz (I 1), on peut définir une dérivée

fractionnaire d’ordre @, 0 < @ < 1 par :

d® d
- _ =z Il—a
dr® dl( a)

Plus généralement, sia >0 et n = [a]+ 1, on peut poser :

da — ﬁ( n— (Y)
dree ~ dr
On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville a gauche.

Définition 1.5. [34] Soit f € L'([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b], la dérivée fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre @ > 0 notée D¢ f est définie par :

Yt € [a,b], D f(1) D”I”_“f(t) (1.12)

n a—1
F(n @) (dt")f( f(odr, t > a.

oun=[a]+1

En particulier, sia =n - 1,€ N*,a = 0, alors
n—

n—1 Id_ _ d (n—1)
DY 0 = ( dtn) f f(ydr = f By RO}

Ainsi la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la dérivée classique pour
a € N*.

Side plus0 < a < 1,alors n = 1,d’ou

i f (t—1)"f(1)dr.

b= s a

Exemple 1.4. 1/ La dérivée de f(f) = (t — a)’ au sens de Riemann-Liouville.

D“(t—a)ﬁ— & I" ¥t —a)

Soita >0telquen—1<a<netf> -1, d’apres (1.12),et la relation (1.11), (Voir I’exemple 1.3) on

a.
fe4 d' ] F(ﬁ + 1) d n—a+p
D~ “f‘ (1= af = Th-a+psDar @ (115

11
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En tenant compte de

d" n—a+f  _ r(ﬁ+l’l-6¥+1) _ —a
—ayer = HEER e (1.14)

On substitue le resultat (1.14), dans la formule (1.13), pour obtenir :

I 1
D(t — Cl)’g = %(f - Cl)ﬁ_a.

Donc la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de 1a fonction £(#) = (t — a)’ est donnée

par :
of_gf = LBFD s
D(t—a)f = TGt 1)(z aye. (1.15)
On pose a = % ets = % Alors,
D 3 F(% +1) 3_1
(t—a) m(f—a)
Ir@)
_ 22\
= T 9
= %(t—a)

2/ la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonction constante f(z) = C est non nulle, sa
valeur est :
DC

= I“(l ~ a/)(t— a)_a, a > 0

Proposition 1.5. pour a > 0,5 > 0, on a
1.(DS(t = af ™) (1) = s (t — @
2.(Dyb = 1P (1) = s (b — 1P

Lemme 1.6. Soient @ > 0 et n = [a] + 1, et f une fonction vérifiant

n

Df() =0 > f(t) = Z it —a)" I ¥ey, ¢, ey €R.

J=1

En particulier, si 0 < a < 1,alors
D f(1) =0 f(t) =c(t—a)*',Vc eR.

Proposition 1.7. [34] Soient @« > 0 et n = [a] + 1.5i f € AC"([a, b)), alors la dérivée fractionnaire

12
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DS f existe presque partout sur [a, D], de plus elle est representée sous la forme :

n—1
a _ f(k)(a) k—a 1 ' n—-a—1 p(n)
DEf(t) = ; e Y e f (t — 7y~ f (D). (1.16)

Cas particulier pour: 0 <a <1

@ —ﬂ — )@ ; ' oy
Daf(t)—r(l_a/)(t a) +F(1—a)£(t 7)Y f (1)dr.

La proposition précédente établit une condition suffisante d’existence de la dérivée fractionnaire.

1.3.2 Quelques propriétés de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Nous nous intéressons dans cette section aux propriétés de différentiation fractionnaire, les plus
souvent utilisées dans les applications.
1) Linéarité :
Pourn—-1<a<nm-1<B<m,ona:
Soit f et g deux fonctions a L'([a, b]) et A,u € R. On a alors la linéarité de I’opérateur de dérivée

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

D (Af + ug)(t) = ADf)(®) + u(Dg)(0), A, pr € R.

Ceci résulte directement des propriétés de I'intégration. Cette relation peut étre étendue. Soit f une
suite de fonctions appartenant a L'([a, b]) tel que Y12, fi et X ioo(D? f;) convergent uniformément sur

[a, b], alors

DIy filt) = Y (DLfo®)
k=0 k=0

2) En général
DY(DEf(1)) + DE(DL ().

Preuve. On a :

m—1
t—a)y @t
DDEf@) = DBy - Y [DFp]  m D
LDl @) = D) ;[ O]
et ]
< t—a)yt*
DR ) = DR py - S [Drtp] LD
D f (1) = D f ) ;[ 0 T
Par la suite les deux opérateurs de dérivation fractionnaire ne commutent que si [D("k f (t)]t:a = 0, pour
toutk = 0,1,2,....,n = L et [DF¥f(1)] _ =0, pourtoutk =0,1,2,...,m 1.

Ce qui complete la preuve.

13
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Une des propriétés importantes de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville avec

I’intégrale fractionnaire est la suivante :

Proposition 1.8. Soient a,f>0telquen—1<a <n,m—1<p < mtel que n,m € N*,
1) Pour f € L([a,b]),(1 < p < o0) alors :

(DI (@) = f(0),

est vraie pour presque tout t € [a,b] .

2)SiB > a>0,alors pour f € L([a,b]),(1 < p < ) la relation :
DYIEf@) = I (o),

est vraie pour presque partout t € [a, b].

En particulier, lorsque « = p € N et B > p, alors :
DIILf(0) = PP f (1),
3)Si f € L'([a,b]), I f) € AC"([a, b)), alors

(I )0 (a)
LDSH@) = ft) - ) ——————
; T@—-k+1)

(t _ a)a—k
En particulier si : 0 < @ < 1

Iz D)) = f()

1.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La définition (1.12) de la différentiation fractionnaire de type Riemann-Liouville a joué un
role important dans le développement de la théorie des dérivées et intégrales fractionnaires et pour
son application dans les mathématiques pures (solution des équations différentielles d’ordre entier,
définitions de nouvelles classes de fonctions, sommation des séries, etc...).

Cependant, la technologie moderne demande une certaine révision de I’approche mathématique pure
bien connue. De nombreux travaux ont apparu, spécialement dans la théorie de la visco-élasticité et de
la mécanique des solides, ou les dérivées fractionnaires sont utilisées pour une bonne description des
propriétés des matériaux. Une modélisation mathématique basée sur les modeles rhéologiques mene
naturellement a des équations différentielles d’ordre fractionnaire, et a la nécessité de la formulation
des conditions initiales de telles équations.

Les problemes appliqués demandent des définitions de dérivées fractionnaires autorisant 1’utilisation

des conditions initiales interprétables physiquement, lesquelles contiennent f(a), f (a), etc..., ce qui

14
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n’est pas le cas dans la modélisation par I’approche de Riemann-Liouville qui exige la connaissance
des conditions initiales des dérivées fractionnaires.

Malgré le fait que les problemes aux valeurs initiales avec de telles conditions initiales peuvent étre
résolus mathématiquement, la solution de ce probleme a été proposée par M. Caputo dans sa définition
qu’il a adapté avec F. Mainardi dans la structure de la théorie de viscoélasticité [9].

Dans cette section on donne la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo ainsi que

quelques propriétés essentielles.

Définition 1.6. La dérivée fractionnaire de Caputo “D¢ f(¢) d’ordre @ > 0, sur I'intervalle [a, b] est

définie par I’intermédiaire de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville par :

n—1

C (04 (04 f(k)(a)
Def(t) = DS fa»—;;-—;T—xt—af : (1.17)
ou
n=la]l+1sia ¢ N,n=aecta €N, (1.18)

Sia =0, alors :

“D)uf (1) = f(0).

En particulier, lorsque 0 < a < 1, la relation (1.17) prend la forme :

‘Dyf() = Dg (f(1) - f(a))

La dérivée fractionnaire de Caputo (1.17) est définie pour les fonctions f pour lesquelles la
dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville existe; en particulier elle est définie pour les fonctions
f € AC"(la, b]). On a le théoréme suivant :

Théoreme 1.9. Soit a > 0 et soit n donné par (1.18). Si f € AC"([a, b)), alors la dérivée fractionnaire

de Caputo DS f(t) existe presque partout sur [a, b].

a) Sia ¢ N, alors D f(t) est donnée par :

N _ n—aﬂ
CDIPWO = L7 f0,

1 t _ \r—a—1 gn)
—F(n—a) f(t T) [ (r)dr. (1.19)

En particulier, lorsque 0 < a < 1 et f € AC([a, b)), alors :

15
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D))

- f (-0 @,

= I°f ()

b) Sia €N, alors :
‘DL = f70).

Démonstration. D’apres (1.17) et (1.12) ona:
(k)
D"(f(t)—zf Dr - ay )

n=1 k)
i [f(t) S L >"]

k=0

(“Da )@

Par :

DIft) = D'IIf(r).

_ 1 i " _ \n—a—1
= foso ( dl) f (1= 1" f(Dydr,

On pose :

®(q

D’aprés (1.9),on a:

t

_ 1 nozl f(k)(a)
‘”(”‘rm_a)f [f()—Z (7~ )]

a

16
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En intégrant par partie, on aura :

L e S
o0 = o f (t=1) l(f(r)—z o (r—a)k)dr,

k=0

1 (t—1)" f(k)( ) AN
F(n_a/){ n—a [f( ) Z ( _a)]l‘r:u

n—a (k)
f b2 [f(t) Zf D —a)")dr}

I — NG
Tn—a+1) f(t_ﬂ | l[f(T)‘Z ! (T_a)k)‘h

k=0
In a+lD{f(t) Z f(k)( ) t—a)k).

En répétant ce procédé n fois, on trouve :

@(1)

(k)
In a+nDn( (l) Z f ( ) k)

n—1 (k)
nre D [f(r)—zf Dy, - >]

k=0

Z f( @ (¢ — a)* est un polyndme de degré n — 1, par conséquent
o(t) = L1, " D" f (D).
Ainsi,

DS )1 = D'e(1)
= D'I'I°D'f(1).
= I"°D"f(1).

_ 1 _ ~\n—a—1 ¢(n)
= Tn-o f(t T) [ (rydr

d’ou le résultat.

Théoreme 1.10. [34] Soit @ > 0 et soit n donné par (1.18) etf € C"([a, b]). Alors la dérivée fraction-

naire de Caputo (‘DS)f est continue sur [a, b].

17
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1. Sia ¢ N, alors D f(t) est donnée par (1.18). En particulier, elle prend la forme (1.19) pour

O<ax<l.

2. SiaeN, alors :

“D2f)(t) = ™).

La déerivée fractionnaire de Caputo (DY), comme celle de Riemann-Liouville, représente I’opération

inverse a gauche de l’intégrale fractionnaire I .

Exemple 1.5. 1. la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f(¢) = eV.

t
D% 1 n—a— a T
D = oy f (=

— ; 1 _ \n—a—1lgn _Ar
_ F(n—a/)f(t oyl e dr

/lkk

_ n—a—1 -t
- F(n—a)f(t 7 21 gl dr

(o8]

/lntn—a—l
- - 1 - n a-1 kd
I'(n - a/) f ( T
En faisant le changement de variable
T=yt, dt=tdy
ouy=%quandr=aety=1quandr=71.
On obtient
Lo —a+k 2 /lk
CDZ(e/U) — f(l y)n a—1 k+l ldT (Sl a= 0)
I'(n - a)
/lntn—a+k & /lk
= — —B Jk+1
I'h-a) Z (n-a )

18
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En utilisant la définition de la fonction Béta (1.4) puis de la relation (1.5) on arrive a :

Ak S A T(n— )Tk + 1)
I'lh-a) e KTnh—-a+k+1)

CDZ (e/lt)

- t)k
— /lntn—(x Z ( )

“ I'k+n—-a+1)
/lntn_aEl,n—oﬁl(t/l)-

D’apres la définition de la fonction Mittag-Leffler (1.6), donc on a la dérivée fractionnaie au sens de

Caputo de la fonction f(f) = e* donnée par :

‘D) = X1 Epas1(12) (1.21)

2. la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f(#) = (t — a)’ est donnée par :

LE+D_

‘DUt —a) = TG_at D (1.22)

En particulier, I’utilisation de la formule (1.19) pour calculer la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

d’ordre @ > 0 d’une constante C € R exprime que cette dérivée est nulle c’est-a-dire :

“‘D*C)=0.

1.4.1 Quelques propriétés de dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Un des intéréts du calcul fractionnaire est qu’il généralise aussi certaines propriétés des dérivées
et intégrales classiques : la dérivée fractionnaire de I’intégrale du méme ordre donne I’identité, la
dérivée d’une dérivée redonne sous certaines conditions une dérivée, I’intégration par parties reste
valable et les opérateurs fractionnaires se conjuguent tres bien avec les transformées de Fourier et
Laplace. Cette derniere propriété est omniprésente dans de nombreux domaines d’application présents
dans la section précédente :

Linéarité
Soient les deux fonctions f et g telles que “D® f(r) et “D*g(¢) existent. La dérivation fractionnaire de

Caputo est un opérateur linéaire :
DYASL + ug)(t) = ACDf)(t) + u(‘Dg)(1), A, u € R, (la démonstration est évidente)

Compositions entre opérateurs
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Proposition 1.11. [44] Soit @ > 0,8 > 0,n = [a] + 1, on a les propriétés suivantes :
1. Si f € Ci([a,b)),q = [a+B]+ 1, alors

(‘Dy <Dif) ()= (“DLf) ().

2. 8i f € C"(a, b)), ou f € AC"([a, b)), alors

(k)
UCDLFYD) = f(1) - Z L@ oy
En particulier si0 < a < 1

(I CDgNH®0) = f(©) - f(a)

3. Soient a > 0 et f € L™[a, b], alors
Dy f®) = (D).
4. On suppose que n — 1 < a < n,m,n € N* et soit la fonction f telle que ‘DS f existe, alors :
‘DyD" f(t) = D" f(t) # D™Dy f(¢).

’avantage principal de I’approche Caputo est que les conditions initiales des équations diffé-
rentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme forme comme pour les équations

différentielles d’ordre entier.

1.4.2 Relation entre ’approche de Riemann-Liouville et celle de Caputo

Le théoreme suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle au

sens de Riemann-Liouville.

Théoréme 1.12. Soita >0avecn—1<a<n (neN).

Si f : [a,b] — R, est une fonction telle que les dérivées fractionnaires DS f et D f existent alors :

n—1
. f(k)(a) k—
D)) f(@) =D f(r) - - (t—-a)"% (1.23)
; I'k—-a+1)
En particulie, 0 < a < lona:
(DO = D0 - L Ot -ar .
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Cette derniere relation peut aussi s’ écrire
(k)( )
(DS = D | @) - Z L@ —ap|.

Remarque 1.2. 1/Si f(a) = f'(a) = f"(a) = --- = f* V(a) = 0, la dérivée au sens de Caputo coincide

avec celle de Riemann-Liouville pour tout @ € R, C’est-a-dire :

“DIf(t) = DLf(t)

2/ La définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est le cas particulier des dérivées au
sens de Riemann-Liouville. Si la fonction est absolument continue et si I'intégrale de sa dérivée
existe, les opérations d’intégration et de dérivation peuvent étre permutées : on calcule I’intégrale
fractionnaire de la dérivée de la fonction. On dit alors que la dérivation fractionnaire obtenue ainsi
est définie au sens de Caputo. Les dérivées au sens de Caputo sont plus familieres du point de vue
physique car elles conduisent a une valeur nulle pour la dérivée d’une constante. De plus, les conditions
initiales d’une équation différentielle fractionnaire au sens de Caputo s’expriment en termes de dérivée
d’ordre entier tandis que les conditions initiales d’une équation différentielle fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville s’expriment par des opérateurs fractionnaires qui n’ont pas de sens physique défini
[34, 44].

1.5 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville au sens de Juma-
rie

Définition 1.7. [24] Soit f : R — R une fonction continue et @ un nombre réel strictement négatif.
On appelle la dérivée fractionnaire au sens de Jumarie d’ordre a de f et on la note DY f(¢) la fonction

définie par

DY f(t) = ﬁ f(; (t—=1) ' f(r)dr,t > 0. (1.24)

Exemple 1.6. Soit f la fonction définie sur R par

f@) =

ou K est une constante réelle. Poura < Oetr>0;ona

1 t
DYf(f) = s f (t—x) " Kdx
0
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Alors

a0,
—al (—a)

_K

Ir'a-a

D f(1)

-

Définition 1.8. [24] Soit f : R — R une fonction continue et 0 < @ < 1. On appelle dérivée

fractionnaire au sens de Jumarie d’ordre @ de f et on la note DY f la fonction définie par

1 d ("
DI f(t) = — t—1)" — f(0))dt,t > 0. 1.25
0 m_a)dtf()< ) — O, > (1.25)
Remarque 1.3. 1. Si f(0) = 0 alors D¢ f est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre

a def.
2. La dérivée fractionnaire au sens de Jumarie est une définition non locale.

3. La dérivée fractionnaire au sens de Jumarie pour O < @ < 1 d’une constante est nulle.

Exemple 1.7. Soit f la fonction définie sur R par
fx)=x* O0<a<let keN

Pour x >0;ona

1 d [
D* = =— - tak—() dt
W = s | G0 (- 0)
0
U d [
= — — 1) Y™ dt
F(l—a)dxf(x )
0
Posons
= xv.
Alors
p 1
1
D” — el 1+(zk—af 1=y)¢ (zkd
() F(l—a)dxx (1 —v)y “v*dv
0
1 d 1+ak—
= ———x "B (1 - k+ 1
F(l—a)dxx (1-aak+1)
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C’est-a-dire

Tak+1) d
T(ak+1+1—-a)dx
I (ak+1)
IF'ak-a+1)

1+ak—a

D f(x)

ak—a

Définition 1.9. [24] Soit f : R — R une fonction continue. Pour n < a < n+1, la dérivée fractionnaire

au sens de Jumarie est définie par
DILf0] = (DF"f)™”. n>1 (1.26)
Exemple 1.8. Soit f la fonction définie sur R par
fx)=x", n<a<n+l et y>0

Calculons D{ f(x). Pour x > 0 :
On pose

B=a-n.

Alors
0<p<1.

C’est-a-dire

DELf o] = (D)

D’autre part, on a

1 d |
Dif(x) = ——f(x—t)_ﬁ(ty—o)dt
I'(1 ,8)dx0
1 dj‘ )
= - (X—t)ﬁtydt
l"(l—,B)dx0
Posons
r=xv.
Alors
1
_ 1 d I+y-B B,y
D‘if(.X) = I‘(l——ﬁ)ax (I—V) v'dv
0
1 d
= F(1—_@5)&“-/33(1—ﬁ,«y+1)
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C’est-a-dire

Lo+D  d
F'y+1+1-pB)dx
Fiy+1)

Fy-g+1)

DEf(x)

Y—B
Alors

DFof) = D (i) ot

IF'y-pg+1)\dx
F'iy+1)

F'y-pg-—n+1)

y-B-n

Par la suite r D
+
D) = o YD
y—a+1)
Théoreme 1.13. [24] Soit f : R — R une fonction continue et supposons que [ admet une dérivée
fractionnaire au sens de Jumarie d’ordre ak avec 0 <@ <1 1 etke N. Alors

la formule de Taylor-Young d’ordre fractionnaire est donnée par

hak

ak an

fa+h) = f@)+
k=1

avec
}11_{%8(}1) =0.

Corollaire 1.14. [24] Soit f : R — R une fonction continue et 0 < a < 1. Alors

f(x+h) - f(x)

Dif(x)=T(a+ 1)}}1%

ha
Démonstration : Pourn = 1;On a
B h*DS f(x) N
f(x+h) = f(x)+ —F(a+ D + h%e(h)
C’est-a-dire Foot ) — £ D £
x+h)— f(x T f(x
7 “Ta+n oW

Alors
1imf (x+h)— f(x)  Dif(x)
=0 he T+

C’est-a-dire
S(x+h) - f(x)
ha

Théoreme 1.15. [24] Soient u,v : R — R deux fonctions continues non différentiables et 0 < a < 1.

D f(x) =T (@+ 1) lim
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Alors
D{(uv)(x) = v(x)D{u(x) + u(x)D5v(x) (1.28)

Démonstration : D’apres le corollaire précédent, on a

() (x + h) — (uv)(x)

Di(wv)(x) = I'(a+1) }lir% e

- T@+D limu(x + hyv(x + h) — u(x)v(x)

B h—0 he
Par suite
o _ Culx+h)[vix+h) —v(x)]
Di(wv)(x) = TI'(ae+1) }ll_r)ré a
T (@ + 1) Jim ) = 4@V

h—0 h®

= v(x)DSu(x) + u(x)Div(x)

Théoreme 1.16. Soient u,v : R — R deux fonctions continues, v est non différentiable et u o v est
différentiable, alors
DS [u(v(x)] = ' ()DSv(x), O0<a< 1. (1.29)

Démonstration : On a

u(w(x + h) — u (v(x))

Dilu(v(x)] = T(a+1)lim T
3 . fu(vx+ h) —u((x)) (v(x + h) —v(x)
B F(a+1)}gl&[ v(x + h) — v(x) ( he )]
C’est-a-dire
N e u((x + ) — u(v(x) . v(x+h) —v(x)
Dilutveol = [i‘i% War v | [r R ]

u' (V)DSv(x).

Théoréme 1.17. Soient u,v : R — R deux fonctions continues, v est différentiable et u o v est non
différentiable, alors
D{[u(v(x))] = Diu(v)(v'(x))*, O<a <. (1.30)

Démonstration : On a

u(v(x + h)) — u(v(x))
ha
o fu(x+ ) —u(wx) ((v(x + h) — v(x))®
Pl Dl |\ = =) ( he )]

D [u(v(x))] [(@+1) }lirré
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C’est-a-dire

N . u(v(x+h)) —u((x) . (vx+h)—v(x)\"
DS [u(v(x))] I'(@+1)lim ] X [}}_I}I(}(T) ]

h—0  (v(x + h) — v(x))*
Diu(w)(v'(x))".
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1.6 Exemples d’applications de la dérivation fractionnaire :

Le calcul fractionnaire apparait de plus en plus fréquement dans les champs de recherche non
seulement mathématique mais aussi physique.
Cependant, le probleme posé au début est I’interprétation physique de la dérivation fractionnaire.
L’absence d’une telle interprétation a ét€ abordée lors de la premiere conférence internationale en 1974
qui a eu lieu 2 New Haven ainsi lors des autres conférences qui ont suivi en 1984 en Angleterre a
I’université de Strathclyde et en Tokyo. Récemment, plusieurs études théoriques et expérimentales
ont été consacrées a cette question. Ils ont trouvé que certains systemes thermiques électrochimiques,
viscoélastique sont régis par des équations différentielles fractionnaires.
Les domaines d’applications du calcul fractionnaire deviennent de plus en plus nombreux, par exemple
I’électrochimie, la finance la mécanique , la biomédecine , etc. Dans la suite, on cite quelques modeles
physiques qui sont décrits par la dérivation fractionnaire.
Rhéologie :
La dérivée fractionnaire procure un excellent instrument pour la description des propriétés de plusieurs
matériaux et processus. Elle intervient lors de la modélisation mécanique des gommes et des caou-
tchoucs, plus généralement les matériaux a mémoire de forme, grace a I’intégrale associée dans sa
définition.
A titre d’exemple, dans [53] les auteurs ont introduit la dérivation fractionnaire pour modéliser I’amortis-
sement dans les équations de mouvement ou les matériaux employés comme isolateurs ou amortisseurs
sont viscoélastiques. La nouveauté est que I’introduction de la dérivation fractionnaire réduit le nombre
de parametres du modele, par exemple pour la modélisation du comportement contrainte-déformation

d’un solide, Bagley et Torvik [53] ont introduit un modele a quatre parametres au lieu d’une dizaine,
(1+bDY) o (1) = (G + G, D) (1),

ou o et € désignent respectivement la contrainte et la déformation et ou b, Gy, G et a sont les parametres
du modele.

Mécanique : Diffusion anormale

Beaucoup d’auteurs ont affirmé que 1’'usage des opérateurs fractionnaires est souhaitable pour la
description des milieux hétérogenes. Par exemple, dans 2004 ils ont remarqué que le milieu est capable
de retenir une certaine mémoire, de plus le transport de masse n’obéit pas a la loi de diffusion normale.
Pour modéliser ce phénomene, I’approche de dérivation fractionnaire est adaptée (voir Metzler et
Klafter [40]) On présente deux possibilités pour la modélisation de la diffusion anormale dans les
milieux ou les particules des fluides subissent des retards irréguliers.

1. ’équation de Fokker-Planck fractionnaire :

Cette équation modélise le mouvement Brownien avec un champ des forces extérieures. Afin de décrire
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le transport anormale, Metzler et Klafter [40] ont introduit une version fractionnaire en temps
1-y d 2
0P(x,t) = D, |0,F(x) + Eax P(x,1),

ot D! est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, P(x, f), d, F(x) sont respectivement la
densité, le coeflicient de la diffusion, la force extérieure.

2. Le modéle mobile/immobile (MIM) fractionnaire :

Le modele classique MIM est basé sur I’existence des milieux avec des zones stagnantes. La version
fractionnaire a été proposé par Schumer [47], I'utilisation de la dérivée fractionnaire est motivée
par le fait que le MIM fractionnaire représente une combinaison entre les équations de transfert de
masse dans les zones mobile et immobile, de plus ce modele a des solutions qui décrivent fidelement
les caractéristiques importantes d’évolution du soluté. L’ équation qui relit les densités des particules

mobiles ( dans une région E1) et immobiles (dans E2) est donnée par
(0, + A 1, (X)°D]" + 2, 1,(x)°D"*) P(x,1) = ,(dd, — v)P(x, 1)

o “D),i = 1,2, représente la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, d, v, P(x, f) sont respecti-
vement le coefficient de la diffusion, la vitesse d’advection et la densité. L’ ordre de la dérivation v; est
I’exposant de stabilité de la densité des particules (mobiles et immobiles) et A; représente I’intensité de
stagnation dans la région E;,i = 1,2.

Outre les quelques exemples développés ci-dessus, il y a de nombreux phénomenes physiques qui sont
régis par les opérateurs fractionnaires (dérivation et intégration), soit comme un outil de commande
soit comme un outil de modélisation dans le domaine de biologie, mécanique, automatique, théorie du
contrdle, finance. . .

Cependant, I’analyse théorique des équations différentielles fractionnaires n’a pas obtenue une attention
importante. En particulier, la théorie d’explosion en temps fini n’a été étudiée qu’a partir des dernieres
décennies.

La principale motivation de nos contributions est I’étude théorique des équations différentielles frac-
tionnaires en temps et/ou en espace. Pour mettre en lumiere les points importantes, nous présentons les

différents chapitres présentés ci-apres.

28



CHAPITRE 2

QUELQUES METHODES POUR RESOUDRE
L’EQUATION DE BURGERS-FISHER
GENERALISEE TEMPORELLE D’ORDRE
FRACTIONNAIRE

Le présent chapitre est consacré a la présentation de quelques méthodes analytiques qui permettent
de résoudre les équations diftférentielles d’ordre fractionnaire : la méthode de décomposition d’ Adomian
(ADM), la méthode de la fonction-Exp et la méthode (G' / G2) -expansion.

2.1 Méthode de décomposition d’Adomian (ADM)

Dans la seconde partie du XXe siecle, George Adomian (21 mars 1922 - 1996) un mathématicien
américain a proposé une nouvelle méthode [2] pour résoudre les équations différentielles et aux dérivées
partielles linéaires et non linéaires , les problemes algébriques, les équations intégrales, les équations
intégrodifférentielles, les équations différentielles ordinaires d’ordre supérieur. La technique utilise une
décomposition de I’opérateur non linéaire en une série de fonction, chaque terme de cette série est un
polyndme généralisé appelé polyndme d’ Adomian .

La méthode décompositionnelle consiste a calculer les solutions des équations sous la forme d’une

série infinie convergente vers la solution du probleme donné [11].
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2.1.1 Description de la méthode

La technique est basée sur une décomposition d’une solution de 1’équation fonctionnelle non
linéaire suivante :
Fu=g, (2.1)

ou F représente un opérateur différentiel ordinaire ou partiel non linéaire comprenant des termes
linéaires et non-linéaires et g est une fonction connue. La partie linéaire est généralement décomposée

en L + R, et N est la partie non-linéaire. 1’équation précédente peut s’écrire sous la forme suivante :

Lu+ Ru+ Nu =g, (2.2)

N

ou
L : est un opérateur différentiel facilement inversible.
R : représente le reste de 1I’opérateur linéaire.

N : un opérateur différentiel non-linéaire.

Nous pouvons écrire 1I’équation (2.2) comme suit :
Lu=g—Ru— Nu. (2.3)
En multipliant 1’équation (2.3) par L™!, on obtient :
L' (Lu) = L™'g — L"Y(Ru) - L"'(Nu), (2.4)
ou L' = ff .- f(.)(dt)" est 'inverse de 1’opérateur L.

Puisque
L' (Lu) = u - ¢,

et ¢ est la constante de I’intégration. Par conséquent, 1’équation (2.4) devient :
u=¢+L"'g—L"Ru)- L' (Nu). (2.5)

La méthode d’ Adomian consiste a rechercher la solution sous forme d’une série :

u= i Un, (2.6)

n=0

Le terme non-linéaire de Nu sera décomposé par la série infinie des polyndmes Adomian :

Nu = iAn. (2.7)
n=0
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Les termes A, sont appelés polynomes d’ Adomian et sont obtenus grace a la relation suivante :

La | (s
Ao, 1, e ty) = — [N(;/luiJL_o, n=012,..., (2.8)

ou A est un parametre réel introduit par convenance.
En substituant les équations (2.6) et (2.7) dans (2.5), on obtient :

D=+ Lg—L'RY u, - LY A, (2.9)
n=0 n=0 n=0
D’ou on déduit :
Ug = ¢ + L_lg
u = —L_lRuo - L_lAO

Uy = —L_IRM] - L_IA] (210)

Uy = =L 'Ru, — L7'A,

Il est a noter que cette identification n’est pas unique mais c’est la seule qui permet de définir explicite-
ment les u,. La relation (2.10) permet de calculer tous les termes de la série sans ambiguité car les A,
ne dépendent que de ug, uy, ..., u,.

En pratique, il est presque impossible de calculer la somme de la série ), u, (sauf pour des cas tres

n=
particuliers). Aussi se contente-t-on généralement d’une solution approchée ¢,, sous la forme de série

(p,,znz_l:ui,nzl

i=0

tronquée :

La question qu’on peut se poser est comment déterminer les (A,),>o et a quelles conditions la méthode

converge.

2.1.2 Les polynomes d’Adomian

L’étape la plus importante de la méthode est celle du calcul des polyndmes d’ Adomian.

Définition 2.1. Les polyndmes d’Adomian sont définis par la formule :

Ao(ug) = N(up)

(= 2.11)
An(uo’ Uy, =y l/ln) = %ﬁ lN(Z /lll/ll'):| .
=0 =0

La formule proposée par G. Adomian pour le calcul des polyndomes d’ Adomian (A,),>o est la suivante

[3]:
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Ao(up) = N(up)

0
Ay(ug,u) = Mla—N(uo)
u
0 1 0?
Ar(ug, ur,up) = Mza—N(Mo) + EM% auzN(uo)
8 82 3 3
As(ug, uy, uz, u3) = M3£N(Mo) + uzulﬁN(uo) + 3143 3N (uo)

Cette formule s’écrit sous la forme :

n
A, = Z c(r, N (up),n > 1,
v=0
ou c(v, n) représente la somme de tous les produits (divisées par m!) des v termes u; dont la somme des

indices i est égale a n, m étant le nombre de répétitions des mémes termes dans le produit.

2.1.3 Convergence de la méthode ADM

A quelle condition ) u, et ), A, convergent-elle ?
n>0 n>0
>, u, Est-elle solution de 1’équation canonique ?
n>0
Pour pallier a ces difficultés on propose une forme structurelle de la méthode qui sera mieux adaptée a

une étude de la convergence
En effet, de la relation (2.10) on déduit :

Théoreme 2.1. Si la série ), A, converge, alors la série Y, u, converge et la réciproque est vraie.

n>0 n>0
Si ZAn < 00 alorsZ 1, < +00 (2.12)
n>0 n>0

Les premieres preuves de convergence ont été citées par Yves Cherruault. Elles sont basées sur la
méthode du point fixe.

Donnons les grandes lignes de la démonstration [10](voir pour plus de détails).

Notons d’abord que la méthode décompositionnelle appliquée a (2.1) se ramene a la recherche d’une

suite :
Sp=uy+uy+---+uy,
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vérifiant la relation récurrente suivante :

(2.13)

S() :O,l/lo =g
Sne1 =Ny +S,), n=0,1,2,...

D’oun le théoreme suivant :

Théoreme 2.2. Si I’opérateur N est une contraction (i.e sa norme vérifie |N|| < & < 1) alors la suite
(S ) satisfaisant la relation de récurrence S .1 = N(uy + S) avec Sy = 0,n > 0 converge vers S ou S
qui est la solution de S = N(ug + S).

Preuve. De la relation (2.13), on a :

1S, =Sl

INuo + §4) = N(uo + S)|
INITIS » = STl

oIS, =Sl

SIS w1 = Sl

NS 2 = S|

ININ A

IA

IA

oIS = Sl

D’out la convergence de la suite (S ), vers S.

Par ailleurs, on a :

et comme ), u, est convergente d’apres le Théoreme 2.1, on a alors le résultat suivant :
n>1

Corollaire 2.3. Si N est une contraction alors les séries des u, et des A, sont convergentes. De plus,

>, Uy est solution de I’équation :
n>0

Fu=g.
2.1.4 Application aux équations différentielles d’ordre fractionnaire
Exemple 2.1. Soit I’équation de Burgers-Fisher d’ordre fractionnaire suivante [15] :
u + puuy —uy = qu(l —u"), O0<a<l, t>0, (2.14)

avec la condition initiale [33]

u(x,0) = \/% - %tanh([(x), (2.15)
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ou p et g sont des constantes alors que K = %(1 + 7).

Cette équation a été utilis€ée comme base pour une large variété de modeles pour I’espace du gene dans
la population et propagation des ondes chimiques.

Encore une fois en appliquant la méthode de décomposition d’Adomian, I’équation (2.15) peut €tre

écrite sous forme d’opérateur
Diu(x,t) = =[p(®w)/1 + 1)y — tyx — qu + gP(w)]. (2.16)
Appliquons D des deux cotés de I’équation (2.16) et en utilisant les conditions initiales (2.15) on aura
u(x,t) = u(x,0) = D;[p(Pu)/1 + 1)y — Uy, — qu + qOu)], (2.17)

ot ®(w) = u' = ¥ A,(up, uy,us, ...) sont appelés les polyndomes d’ Adomian. Ces polyndmes peuvent
n=0
étre calculés pour toutes les formes de non-linéarité par Adomian.

D’apres la formule (2.11) les polynomes d’Adomian (A,),>o sont les suivants

Ao(ug) = uf,
Ai(ug,u) = (r+ Duguy,
1
As(uo, uy, up) = (r+ Dugus + r(r + 1)146_1(§M%),
1
As(ug, uy, up,,uz) = (r+ Dugus + r(r + l)u{)—luzul +r(r+ 1)(r— l)u(’)_z(gu?).

La méthode d’ Adomian consiste a chercher la solution sous forme d’une série :

(o9

u(x, 1) = Z u,(x,1).

n=0

Et par la suite I’analyse ADM de I’équation (2.17) donne

1 1
Uy = \/5 -3 tanh(Kx), (2.18)
un+1(~x’ t) = _D;Q[P(An/l + r)x — Upxx — qUp + qAn] (219)

En utilisant la relation récursive ci-dessus, les trois premiers termes s’averent étre

M](X, t) = —D;Q[P(Ao/l + r)x — Upxx — qUp t+ qAOL
uw(x,t) = =D;*[p(A1/1 + 1) — Ui — qui + gA1],
uz(x,t) = =D;[p(A2/1 + 1)y — Usex — quz + gAs],
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et ainsi de suite, le reste des composants de la série de décompositions peuvent €tre obtenus. Sachant, le
composant u, le reste des composantes u,,, peuvent €tre directement évalués et les solutions de sa séries
sont calculées numériquement. Selon les formes longues de u;, u, et u3, nous n’écririons pas ici leurs
formes explicites. Cependant, il est clair que la détermination de plus de composants, bien que simple,

est fastidieuse et donc nous utiliserons les quatre composants pour obtenir une solution approximative.
u(x, 1) = uo(x, 1) + ur (x, 1) + ua(x, 1) + us(x, 1).

Comme nous I’avons déja dit, il faut plus de termes pour améliorer le niveau d’approximation.
Il est également montré a partir des Figs. a et b, la solution Adomian est d’accord avec la solution

exacte de Burgers—Fisher équation [33].

1

u(x. 1) = % - %tanh(K(x —ety| | (2.20)

p2+q(1 +r)2
p(1+r)

danslecasa=1letc =

(a) La solution exacte pour I’équation généralis€ée (b) Solution numérique pour I’équation fraction-
Burgers-Fisher (2.20) avec des valeurs fixes r = naire généralisée Burgers-Fisher avec des valeurs
2,p=0,1etqg=-0,0025 fixesr=2,p=0,1,g = -0,0025, et = 1

2.2 Méthode de la fonction-Exp

La méthode Fonction-Exp , a été proposée par [21] consiste a trouver des solutions solitaires, des
solutions périodiques et des solutions de type compacton des équations différentielles non linéaires.
L’équation KdV modifiée et 1I’équation Dodd—Bullough—Mikhailov ont été choisies pour illustrer
I’efficacité et la commodité de la méthode suggérée, et a été systématiquement étudiée par He et Abdou,
Bekir et Ahmet Boz, Wu, X.H., He, J.H. (2007), Noor et al. (2008), Navickas et al. (2010), [13] etc...
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. La méthode de la fonction-Exp était proposée initialement pour résoudre les PDEs , cette méthode
a déja été suggérée pour évaluer une solution pour 1’équations différentielles partielles. Toutefois,
ses application au calcul fractionnaire sont rares, Zhang et ses collegues (2010) ont proposé une
méthode de la fonction-Exp fractionnelle avec 1’aide de la fonction Mittag-Leffler, qui est, cependant,
insaisissable pour les non mathématiciens. En 2013 [20] cette méthode a été étendue avec succes au
calcul fractionnaire est de simplicité extraordinaire avec laquelle nous pouvons facilement déduire
solutions solitaire pour les équations d’ondes fractionnaires non linéaires et elle est devenue un outil
efficace pour les équations diftérentielles fractionnaires [8]. La méthode de la fonction-Exp peut devenir
une nouvelle méthode prometteuse et puissante pour les équations non linéaires.

Dans cette partie, les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville au sens de Jumarie et la méthode de
la fonction-Exp utilisées pour la construction des solutions exactes de 1’équation de Burgers-Fisher

généralisée temporelle d’ordre fractionnaire.

2.2.1 Description de la méthode

Considérons les équations aux dérivées partielles non-linéaires d’ordre fractionnaires avec une
fonction inconnue u, le polyndome G en fonction de u et ses dérivées partielles, impliquant les dérivées

du plus haut ordre et les termes non linéaires,
G(u, DYu, D°u, D! D%u, DY DPu, D*D°u, .. .) = 0; 0O<a,p<1 (2.21)

La transformation fractionnaire complexe a été proposée par [38] pour convertir une fractale temporelle
ou spatiale a son partenaire continu, la base physique a été illustrée par He dans sa récente revue articles
([38], He et al., 2012 ; Hu et He, 2016). Wu et Liang a donné une analyse mathématique treés claire de
la relation entre les dimensions fractales et calcul fractionnel dans [59].

La transformation complexe fractionnaire suivante avec des constantes arbitraires non nulles A et &,

nous transformons 1’équation différentielle fractionnaire en une équation diftérentielle ordinaire :

At” ExP
1) = » 6= 222
uw) =ud. (= ri st T (2.22)
Réduire Eq.(2.21) a une équation différentielle ordinaire (ODE) d’ordre entier suivante :
Hu,u',u”,...)=0; (2.23)

ou prime désigne une dérivée par rapport a &.

Avec les nombres entiers positifs g, &, k, et j, ainsi avec les constantes inconnues a, et b, la fonction-Exp
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peut étre écrite sous la forme :
h

D aqqu
u() = = (2.24)
>, bpert

p=—k
Nous pouvons évaluer les valeurs de £, j et g, k respectivement en équilibrant I’ordre le plus élevé et

I’ordre le plus bas dans la fonction Exp.

2.2.2 Application de la méthode Fonction Exp pour I’équation Burgers-Fisher

généralisée temporelle d’ordre fractionnaire

Nous appliquons la transformation suivante pour résoudre I’équation Burgers-Fisher généralisée
temporelle d’ordre fractinnaire en utilisant la méthode proposée [48]

En utilisant le changement de variable suivant ,
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At
u(x, l) = M(f),f =kx— m (225)

maintenant, en substituant (2.25) dans (2.14), on obtient
Ku' + (A —kBu®) u' + yu(l —u’) =0 (2.26)

Appliquer la transformation

&) = vi (&) 2.27)

on obtient I’équations défférentielle ordinaire non-linéaire
” /2 ’
Kow' + kX1 =6)v + (1 —kBv)ow +yo*(1 —vn* =0 (2.28)

Selon la méthode de la fonction-Exp, nous supposons que la solution de Eq.(2.28) peut étre exprimée

sous la forme

h
a.e?
o q:z_g 1 a_ge 8 + -+ + qpel (2.29)
u(l) = — = . . .
j p b_je /¢ +---+bjek
> bpel"
p=—k
Equilibrer I’ordre le plus élevé en Eq.(2.28) pour vv” et v?v', on obtient
., hse(3k+2j)§+---
v o= —hge( e (2.30)
o (Bk+))¢ (Bk+2))¢
, hoePrts 4 ... hoePkt=0)e ...
vy = =2 (2.31)
Bioe® 4o Tyt 4 .-
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En équilibrant I’ ordre le plus élevé de la fonction-Exp dans Eq.(2.30) et Eq.(2.31), nous obtenons
2k +3j =3k + 2], k=]

De méme, en équilibrant I’ordre le plus bas dans Eq.(2.28) pour vv" et v?v', nous avons

. ase~@sHIE 4

= 2.32
YT T e (2.32)
et
), age CEE o oeGerng 03
P T et T et - .

En équilibrant I’ordre le plus bas de la fonction-Exp dans Eq.(2.32) et Eq.(2.33), nous obtenons
2g +3h = 3g + 2h, g=nh

Pour les choixde k = j=1etg =h =1, Eq.(2.29) devient,

aie© +ag+a_1e
ble@) + by + b_le(‘f) '

v({) = (2.34)

En remplacant Eq.(2.34) par Eq.(2.28), nous obtenons les cas suivants avec différents choix paramé-

triques de a_y, ag, b_1, by et by.

Cas1: E 52 5
—KT =Y —Y
1=0,a0=0,b_,=0,b; =0, = k=
a_ ap 1 1 5 8
Eq.(2.28) devient
—yow =BV +V)+ BV + (B + Yy +y(6— 1) = 0; (2.35)
on obtient
a | e( MP[HEI]MQ )
vix,t) = ——— (2.36)
by
alors la solution exacte est
a e(kxl"%ﬂlﬁzk]ﬂt“) 5
u(x, 1) = [—1 . ] (2.37)
Cas2: 2k? 4k? — y6? o)
— — "y —
1=0,a0=0,b_, =0,a, =b;,y=—,1= Jk =
o= PERAEY =g 26 1+06
Eq.(2.28) devient
W Q2+ (1 +WN =G =12 =3w =20° =0; (2.38)
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u

15x108 |
1.0x108 |

500000 |

20 -0 0 :
-20 0 - )

Ficure 2.2 — Les tracés 2D et 3D montrent les solutions exactes pour les valeurs @ = 0,25,1 = =3,6 = 2.

on obtient
ka1 +a]-®
ale( Tl+al )
V(x9 t) = k' [1+a]-2® (2.39)
ale(W) + bO
alors la solution exacte est
kxT[1+a]-% %
6116( ITl+a] )
M(X, t) = kx[1+a]-1Y (2‘40)
ale( [T+a] ) + bO
0 t .
5 B
10 .U
1.0 ol
10.5U 06
0.4r
0.0 o
10 | | | X
20 . = . : )

Ficure 2.3 — Les tracés 2D et 3D montrent les solutions exactes pour les valeurs @ = 0,5,4 = =3,6 = 2.

Cas 3: £y5 442 5
+
a1 =0,a,=0,b_,=0,by=0,1= %,k - %
Eq.(2.28) devient
YW =25 (5 — DV + A — yov)w — BAyS(v — I = 0; (2.41)
nous avons
aoe_( kxl"{_][—;—i]n—]lra )
v(x,t) = — (2.42)
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alors la solution exacte est

a e_(kxl"%l[}rz]—]/lta) %
u(x, t) = [Ob—] . (2.43)
1
Cas4: 2 s
a1 =0,b.,=0by=0,a,=b,6=1,1="2 k=2
B B
Eq.(2.28) devient
YO +V) =B - Dy - B =0; (2.44)
on a
a e_(er[rl[JIiglEAza)
v, ) =1+ Oa—l (2.45)
alors la solution exacte est
a e_(kxFP[TgL—]ﬂt“) %
u,)=[1+>— (2.46)
aj
u
t 4 6 40000
0
20000 30000
20000
u 10000 20000
0
-20 10000
720 X
-20 -10 10 20

Ficure 2.4 — Les tracés 2D et 3D montrent les solutions exactes pour les valeurs @ = 0,78, 1 = —=8,0 = 2.

Remarque 2.1. Les solutions exactes de 1I’équation de Burgers-Fisher généralisée temporelle d’ordre
fractionnaire ont été générées par la méthode de la fonction-Exp. Les tracés 2D et 3D illustrent les
solutions exactes, ces chiffres montrent que quand x et r augmentent, la solution u# diminue pour les

solutions exactes correspondantes.

2.3 La Méthode d’expansion- (G' / G2)

Récemment, Li et al. [36] ont présenté une nouvelle méthode pour extension des fonctions
pour trouver les solutions des ondes mobiles d’une équation d’évolution non linéaire, appelée la mé-

’ 2
thode d’expansion -(w/g) ou w et g sont deux fonctions qui satisfont ((%) =a+b (?) +c (%) ), ou

(w’ g—wg =ag*+bwg+ cwz), telle que a, b, ¢ sont des constantes arbitraires, si on prend (w =g,a=—ub=-2,
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ceci n’est autre que la méthode d’expansion —(G' / G) récemment proposée par Wang et al. (2007), les
idées principales de la méthode proposée sont telle que les solutions d’ondes mobiles d” une équation

d’évolution non linéaire peuvent étre écrites sous la forme d’un polyndme qui est fonction de (G' / G)

dG(é)
dE

étre déterminé en tenant compte de ’homogénéité de 1’équilibre entre les dérivées d’ordre supérieur et

ot G = G(¢) c’est une solution d’une EDO du deuxiéme ordre, G' = le degré du polyndme peut
les termes non linéaires d’ordre supérieur dans EEN...

Dans cette section, nous appliquons la méthode d’expansion-(G' /Gz) ,(si w=G'/G,b = 0) propo-
sées par [36] pour découvrir une stratégie pour la solution approximative de I’équation Burgers-Fisher
généralisée temporelle d’ordre fractionnaire. L’équation Burgers-Fisher TF donnée par substitution
sont transformées d’équations différentielles ordinaires non linéaires pour la dérivée fractionnaire
de Riemann-Liouville au sens de Jumarie. La solution a ondes mobiles est approximativement par
la méthode d’expansion —(G' / G2) avec des parametres inconnus qui peuvent €tre exprimés par des
fonctions trigonométriques, fonctions exponentielles, fonctions rationnelles, ou fonctions hyperboliques.
Ces résultats révelent que la méthode proposée est tres efficace et simple pour la solution de 1’équation

aux dérivées partielles d’ordre fractionnaire non linéaire.

2.3.1 Description de la méthode

Dans cette section, nous donnons les principales étapes de la méthode d’expansion -(G' / Gz) pour
la résolution les équations différentielles partielles d’ordre fractionnaire non linéaire comme suit :
Etape 1. Nous considérons I’équation différentielle partielle d’ordre fractionnaire non linéaire suivante

0 Ouy, 0 Ouy 0 0
p(ul...uk’ﬂ...ﬂ om0k ﬂ“'ﬂ,D?m"'Dfuk,Dflbh“'foluk,---, (2.47)

ot ot dx;,  O0x, O0x, Ox,
Dﬁnul e Dfnuk, ... = 0.

O<a<pB<l1
ol u = u(t, x, x2,...,Xx,) et P est polynomiale en fonction de u, la solutions d’ondes mobiles de Eq.
(2.47) en utilisant la transformation
u=u(t,x;,x2,....,%,) =U),{ =L(t, x1,%2,...,%) (2.48)

Convertit I’équation différentielle partielle Eq. (2.47) en I’équation différentielle ordinaire non linéaire

suivante :

” ”

QU ---U,U,---ULU, ---Up,..)=0 (2.49)

Lorsque Q est un polyndme de U({) et les déférentes dérivés, le premier désigne la dérivation par
rapport a {.
Etape 2. Nous supposons que la solution de 1'Eq. (2.49) peut étre exprimée par un polynéme en (G /G>
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) tel que ‘ _
m G’ i G —i
U@ =ay+ ) ai(@) * b,-(@) l (2.50)
i=1
ou ayp,a; et bi(i =1,2,3,...,m) sont constantes a déterminer, avec a,, ou b,, peut étre nuls, ne peuvent

pas €tre simultanément nuls , la valeur de m est un entier positif qui sera déterminé, le parametre m est
habituellement plus élevé en équilibrant les dérivés d’ordre supérieure avec les termes non linéaires
Eq.(2.49).
Lorsque G = G({) satisfait a une équation différentielle ordinaire de second ordre linéaire elle se met
sous la forme )

G\ G’
ouu # 1 et A +# 0 sont des nombres entiers.
Substituer I’Eq. (2.50) en utilisant I’Eq. (2.51) a I’'Eq. (2.49). Ensuite, en rassemblant tous les termes

du méme ordre que (G' / GZ). En mettant chaque coefficient a zéro, on obtient un ensemble d’équations

algébriques qui peuvent étre résolues pour trouver les valeurs de ag, a; , b;, A et p.

Etape 3. Ayant les valeurs ay, a; , b; ,A4 et u de (Etape 2) et la solution de Eq. (2.49), nous
pouvons chercher la solution de I’équation d’évolution non linéaire Eq.(2.47).
Les solutions générales peuvent €tre catégorisées en trois cas avec A et B sont des constantes arbitraires
non nulles .

Si A > 0, on obtient alors la solution générale

G’ () _ A [A cos VAul + Bsin \//l_,u{] (2.52)
G*(0) M | Bcos \Aul — A sin \Aul '
Si Au < 0, on obtient alors la solution générale
G©@ 1 4A e N
2—4 = — [ V2 ]Aul - (2.53)
G 24 4A Nl VW — B
ce qui équivaut a
G _ Acosh (2 i) + Asinh (2 VAuZ) + B .5
G*(0) A |Acosh (2 i) + Asinh (2 VAuZ) - B

SiAd#0,u =0, on obtient alors la solution générale

G(@Q_ A
G*({) A(B+AQ)
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2.3.2 Application de la méthode d’ Expansion -(G' / Gz)

Dans cette section, nous utilisons la méthode d’ expansion —(G' / Gz) a I’équation Burger-Fisher
généralisée temporelle d’ordre fractionnaire [19]. Considérons 1’équation fractionnaire de Burger-Fisher

0%u ou u

= 1- 2.
5 +puax Fpo Bu ( u) (2.55)

ou p et 8 sont des parametres et 0 < a < 1.

Nous supposons la transformation fractionnaire
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ot
D =U),{=kx+ ———— 2.56
u(x,1) = U((),{ = kx ri+a) (2.56)
ou k et o sont des constantes arbitraires, celle-ci permet de réduire 1’éq. (2.55) en une équation

différentielle ordinaire suivante :
oU' + pkUU’ = kK*U" - BU + BU* =0 (2.57)

avec U = ‘;—[ZJ. En équilibrant le terme non linéaire U? avec U~ on aura m = 2 et qui ne conduit 2

. . , g ’ ’”
aucune solution mais I’équilibrage UU avec U donne m =1,

Gl G/ _1
U(g) =ap+a (a) + bl (a) (258)
ol ay, a; et b; sont des constantes arbitraires.

En substituant les équations (2.58) et (2.51) dans I’équation (2.57) et en rassemblant tous les termes de
méme puissance de ( G’ /G?) et en mettant chaque coefficient de ( G /G?) égal a zéro, ce qui donne un

systeme des équations algébriques et la résolution de ces équations algébriques donne un ensemble de

solutions.
Cas1:
k=0 1 i ! 0,b, = 2K (2.59)
=0, = U, =——,0=0,00 = —,a1 =V, = — .
/’l /’l 40_2/1 0 2 1 1 ﬁ
Cas2: 8 5 . :
a
k=0,u= A=—oc=0,a0= —,a; =a;,b = — 2.60
H 160a; o 7= 2 @ =dno 164, ( )
Cas3: ,82 : 1
o
k:O,,u——m,/l:/l,O':O',aozi,al:—F,bl:0 (261)
Cas4: ( )
2 k(p* +4p 1 2kA
p
k=kju=—-—==,1=,0=- ,ap= =, a1 = —,b; =0 2.62
H 16K21 o 2 ap 3 a b 1 ( )
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En remplacant Eq. (2.59) par Eq. (2.54) dans Eq. (2.58) et en simplifiant, nous obtenons ce qui suit.

Acosh(
Acosh(

)+As1nh(m+ ))+B -

) +A smh(mm)) B

En remplacant Eq. (2.60) par Eq. (2.54) dans Eq. (2.58) et en simplifiant, nous obtenons ce qui suit.

r(1+ )

(2.63)

1 1
Ul(Xl‘)_E 5

T(1+a)

1 1|Acosh — ) + Asinh =)+ B
Ur(nt) = 5+ (x7m) (xm) (2.64)
Acosh(zrm ))+Asmh(2m+w)) B
+1 Acosh (zr(1+ )) +Asinh (zr(l+a)) +B]|
4 Acosh(zr(1+ ))+Asmh(2m+0)) B
En remplacant Eq. (2.61) par (2.54) dans Eq. (2.58)et en simplifiant, nous obtenons ce qui suit.
1 1|Acosh + A sinh +B
Us(if) = = — = (r(1+ )) (r<1+ )) (2.65)
2 2 Acosh(r(lm)) +As1nh(m+w)) B

En remplacant Eq. (2.62) par Eq. (2.54) dans Eq. (2.58) et en simplifiant, nous obtenons ce qui suit.

Acosh(%—m)+Asmh(— —M)+B

U (.0) 1 1 AT (1+a) 4Ar(1+a) (2.66)
4(X, )= =-— = .
2 2 Acosh(— — (Z;:fﬁz; ) +A smh(— — (Z;:ffz;a) -B

Représentation graphique des solutions de 1’équation Burger-Fisher généralisée temporelle d’ordre

fractionnaire

Remarque 2.2. On conclu que la méthode d’expansion—(G' / GZ) est concise, directe, tres efficace et

puissante pour la résolution les équations non linéaires de physique mathématique.

2.3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposés quelques méthodes pour construire différents types des
solutions exactes d’ondes progressives d’une équation Burguer-Fisher d’ordre fractionnaire. L' efficacité
des méthodes ( la méthode de décomposition d’Adomian (ADM), la méthode de la fonction-Exp et la
méthode d’expansion —(G' / Gz) ) peut étre démontrée sur une grande variété d’équations diftérentielles
non-linéaires d’ordre fractionnaire pour obtenir de nombreux types de solutions exactes d’ondes
progressives. Ces solutions peuvent étre utiles pour décrire certains phénomenes non linéaires. La
procédure de calcul de ces méthodes et d’autres montrent qu’un programme informatique tel que

Mathematica ou Maple joue un rdle important dans la résolution précise des équations differentielles
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0.941

0.74;

(@a)B=1,A=3,B=6,=0,5 ®)pB=0,5A=3,B=6,0=0,5

FiGure 2.5 — La solution exacte U, (x, 1), U, (x,t) pour 0 <t <20,-20 < x <20

non-linéaires d’ordre fractionnaire.

45



CHAPITRE 3

METHODE DE SOUS-EQUATION DE FAN

3.1 Introduction

La méthode tanh fournit un algorithme simple et efficace pour obtenir des solutions particulieres
pour larges variétés d’équations non linéaires. La réussite de la méthode consiste dans le fait qu’on
contourne I’intégration pour obtenir des solutions explicites basé sur le fait que les solutions de so-
liton sont essentiellement localisées . L’écriture les solutions de soliton d’une équation non linéaire
comme les polyndmes des fonctions hyperboliques, 1’équation peut changer en un systeéme non linéaire
d’équations algébriques. Dans ce chapitre, nous présentons une extension effective a la méthode tanh
et développer une nouvelle méthode algébrique proposée par Fan et Hon [17] appartenant a la sous-
équation de Fan rechercher des nouvelles solutions pour des équations différentielles non-linéaires
d’ordre fractionnaire qui peut étre exprimé en polyndme dans une fonction élémentaire qui satisfait un
plus général sous-équation, appelée sous-équation de Fan [61], que d’autres sous-équations comme
équation de Riccati, équation ordinaire auxiliaire, équation elliptique et équation de Riccati généralisée,
il est donc tres important de trouver des nouvelles solutions a la sous-équation. Heureusement, la
sous-équation de Fan peut construire des solutions exactes plus générales a la sous-équation qui peut
capturer toutes les solutions des équations susmentionnées.

La méthode sous-équation de Fan trouve des nouvelles solutions d’onde progressive d’équations dif-
férentielles non-linéaires d’ordre fractionnaire et les solutions obtenues comprennent des solutions
polynomiales, solutions exponentielles, solutions rationnelles, solutions triangulaires a ondes pério-
diques, hyperboliques et solitons Jacobi et Weierstrass doublement des solutions d’ondes périodiques.
Les idées principales de la méthode proposée ont supposé que les solutions d’ondes progressives d’une
équation différentielle non-linéaire d’ordre fractionnaire peuvent étre exprimées par un polyndme de
Y(¢), ou W(¢) satisfait une équation différentielle ordinaire(voir 3.5) dans la section (3.2)), le degré du

polyndme peut étre déterminé en considérant 1’équilibre homogene entre les dérivées d’ordre supérieur
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et les termes non linéaires d’ordre supérieur apparaissant dans une équation différentielle non-linéaires
d’ordre fractionnaire donnée et les coefficients du polyndme issus du processus d’utilisation de la
méthode proposée. La méthode sous-équation de Fan est présentée et appliquée pour trouver des solu-
tions d’onde progressive des équations différentielles non-linéaires d’ordre fractionnaire. Ces équations
différentielles non-linéaires comprennent I’équation de (1+1)-dimensionnelle dispersion non linéaire
modifiée Benjamin-Bona-Mahony équation avec évolution fractionnaire, L’équation SF-NLSE avec

quadratique-cubique non-linéaire, 1I’équation généralisée de Zakharov.

3.2 Description de la méthode

Considérons une équation différentielle non-linéaire d’ordre fractionnaire générale de deux

variables indépendantes x et ¢ qui est donnée par
P(u,Dfu,uy, ttyy,...) =0 (3.1

Ou u(x, 1) est une fonction inconnue, P est un polyndme de u(x,?) et de ses dérivées partielles ou
I’ordre le plus élevé des dérivées et des termes non linéaires est impliqué. De plus, D(.) est la dérivée
fractionnaire modifiée de Riemann Liouville. Cette méthode s’effectue par les étapes suivantes :
Etape 1. En combinant les variables indépendantes x et ¢ en une seule variable &, nous supposons la
transformation de I’onde progressive [37]

At

u(x, t) = M(f),é‘: = kX - m (32)

ou k et A sont des constantes arbitraires, elle nous permet de réduire 1’éq. (3.1) en une équation
différentielle ordinaire suivante :

N ,u',u ,...)=0 (3.3)
N est un polyndme de u(¢) et ses dérivées, avec u (€) = Z—Z, u' (&) = ZTZ, etc. ..

Etape 2 . Supposons que la solution de (3.3) soit décrite comme suit

A_, A_
u(é) = +- 4+ +Ag+APE +---+AYE A, #0 (3.4)
0= Fey we AT ATE °
Ici A;(i =0,1,2,...,n) sont des constantes a déterminer ultérieurement. De plus, ¥ = W(¢) satisfait

I’équation différentielle ordinaire suivante

YE) =€ (3.5
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ou €= =1 et w; sont des constantes. Ainsi, les dérivées par rapport a & peuvent étre calculées par rapport

a la variable ¥ comme suit

4 du
Z W,"“PldTP, (36)
Lu Z i 4 +Z widu (3.7)
= w; w; 5 oo .
d§2 2 a¥ d¥?
Les solutions de I’équation (3.5) sont :
w3
¥= Q(%é—’, 82, g3)’ Wy = W4 = O’ w3 > O’ (38)
—4W1 —4W()
g = et g3 =
w3 w3
\P — _ﬂ + % Slnh(2 \/‘,ng)’ Wo = W3 =Wy = O, wyH > 0 (3.9)
2W2 2w 1%}
lI’:—2W—1+%sm(\/ 26); wo = w3 =wy =0, wy <0 (3.10)
Wo
Wy
\P:_&SechZ(gér); Wo=wi=ws =0,  wy>0 (3.11)
w3
P22 XM i =wi=wa =0,  wy<0 3.12)
%] 2
1
lP:—z; W0:W1:W2:W4:O (313)
w3é
wq W2
W= g o OREVIng:  ws=we=0, o=y >0 (3.14)
1
¥ = _@"'_Wlfz; Wy = W3 = Wy :O, wi +#0 (315)
w1 4

Etape 3. Nous déterminons I’entier positif n apparu dans (3.4) en équilibrant les dérivées d’ordre
supérieur et les termes non linéaires d’ordre supérieur dans 1’éq.(3.3) Plus précisément, nous définissons
le degré de u(¢) comme D(u(€)) = n, ce qui donne lieu a un degré d’expressions différentes comme
suit :

Principe d’équilibre :
n+N—-2=gN+ p(n+s), Nimpair
N+n=gn+ p(n+s), N pair
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dN

u

D(d?) =N+n,

D(uq(d u)”) =gn+ pn+s).
dxs

Etape 4.Quand n est déterminé, on remplace (3.5)-(3.7) dans 1’équation (3.3) , et on collecte tous
les termes ayant les mémes pouvoirs d’ensemble, le c6té gauche de I’équation (4.5) est converti en
polynome. Dans ce polyndme, nous rassemblons tous les termes de méme puissance et les mettons a
z€ro, ce qui donne un systeéme d’équations algébriques impliquant les parametres A;(i = 0, 1,2, ..., n).
Apres avoir déterminé ces parametres, ensuite en substitue les résultats et les solutions générales de
(3.8)-(3.15) dans I’équation (3.5), ce qui donne des solutions de 1’équation (3.4) et nous obtenons les
solutions exactes de (3.1). Pour montrer I’efficacité de la méthode décrite dans la partie précédente,

nous présentons quelques exemples.

3.3 Application de la méthode

3.3.1 L’équation SF-NLSE avec quadratique-cubique non linéaire

Dans cette section, notre but est de trouver les différents types des solutions d’ondes optiques
pour I’équation Schrodinger non linéaire d’ordre fractionnaire spatiale et temporelle ( SF-NLSE ) par la
méthode de la sous-équation de Fan (E-FAN). Les dérivés classiques sont de nature locale, i.e en utilisant
des dérivés classiques, nous pouvons décrire des changements dans un voisinage d’un point mais
I"utilisation des dérivés fractionnaire peut décrire des changements dans un intervalle. Explicitement,
la dérivé fractionnaire est de nature non locale. Cette propriété rend ces dérivés compatible pour en
simulation un assez grand nombre de phénomenes physique tels que les vibrations sismiques, théorie
de solitons etc . ... Donc, il est impératif d’étudier les solitons avec des dérivés d’ordre fractionnaire.

L’équation SF-NLSE avec quadratique-cubique non linéaire est de la forme

{00, = iYPrre = i0Grrer + A (17 @) +0(I01") ¢} = iD}¢ +agy + (br gl + b l6]') 6, (3.16)

tel que DY représente 1’opérateur fractionnaire temporelle d’ordre @, 0 < @ < 1, les variables spatiales
et temporelles x, f respectivement. La fonction ¢ (x, f) nous donne du profile ondulé. Les coeflicients
a,by,by,0,y,0, 4, et 0 sont toutes des constantes réelles.
Nous utilisons la transformation

¢ (x,1) = Q(E)e’™, (3.17)

ou Q(¢) n’est autre que la forme de I’impulsion

£=x-2p (3.18)
(04
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et le composant de I’impulsion est
W 1) = —kx + 217 + 6, (3.19)
w

ou k est la fréquence du soliton, w est le numéro d’onde du soliton et 8 est le constante de phase. En

utilisant (3.17)-(3.19) dans (3.16) et en comparant les parties réelles et imaginaires

Q" = py QY +p1Q = (1 Q + (by — k) Q*) Q=0 (3.20)
(v+2ak + 6 + 3yk* + 40k’ ) Q' = (y + 40k) Q" + (31 + 20) Q*QY' = 0, (3.21)
ou
p1 = w + 0k + ak® + yk> + ok?, (3.22)
2 = a+ 3yk + 60k’ (3.23)

Les fonctions linéairement indépendantes dans 1’eq (3.21),
v = =2ak — o = 3yk* — 4ok, y + 4ok =0, 31+20=0. (3.24)

Ainsi, Eq. (3.24) donne la vitesse du soliton en présence de termes de la perturbation et les contraintes
sur les parametres de perturbation.

La méthode de la sous-équation de Fan suggere la solution sous la forme [62]

n

u=u@=) ai’©, (3.25)

j=0

De plus, ¢ = ¢(£) satisfait I’équation elliptique générale suivante

(6@ =& +E0E) + E42E) + £6©) + £46"©), (3.26)

ou &;(i =0,1,2,3,4) sont des constantes réelles.

En appliquant 1’équilibre homogene a (3.20), nous avons n = 2, et la solution sera sous la forme

Q = ag + a19(€) + A’ (§), (3.27)

En substituant les équations (3.26) et (3.27) a I’équation (3.20), nous rassemblons tous les termes de
méme puissance ¢/¢* et les mettons a zéro, ce qui donne un systeme d’équations algébriques impliquant
les parametres ag, ai, a.

Nous sélectionnons les variables de facon appropriée, afin d’avoir le plus de &(i = 0, 1, 2, 3,4).[52], qui

donne
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430 \/alp2(=0) (kA = by)? — 5a:0(kA — by)(3a2(by — kA) + 2a:b))
- 60a20 (b, — k) ’
&lp2a3(kA-by)?
m§3 - 4'02(})2_](/1)2 .

a = > >
&Eip20(by — kA)

2V30&, Vo

) =

by — kA

ap

Nous avons les solutions de solitons suivantes

Casl:

Si & = 95,6 = 20195,& = 20,095,865 = 2019, & = 05 il peut exister les parametres 4,9, qui
satisfont 193, les solutions de (3.16) sont ¢}7, n=1,2,...,24).

Certains des solitons importants sont énumérés ci-dessous.

Type 1 : mais quand 19% — 49,195 > 0,99, # 0,9,19; # 0. La famille de solitons optiques sombres est

obtenu comme

P1(x, 1) = |ap +a; | - (3.28)

/ 2 _ le |92
ﬂl 4192193 tanh(zf 191 4192193) + 191 ei‘I’
21,

2
92 — 49,93 tanh(3£ \[0? — 40,93) + O »
>, e’ .

+ar | —

Type 2 : mais quand ﬂ% —4,15 < 0,919, £ 0,93 # 0. Les familles suivantes de solitons périodiques

1/4192193 —19% tan(%f,/4ﬁ2ﬂ3 —19%) —19] .
20, ¢

obtenus :

P3(x, 1) = |ag +ar | - (3.29)

+a

2
/ — 92 le _ 92y _
|- 4192193 191 tan(zf 4192193 191) 191 ei‘}’.
2%,

CasII: Si é:() = ﬁ%,fl = 2191193,§2 = 0,-53 = 2191192,64 = 19% est I’un des (]5717], (7] = 1,2,. ey 12) On

obtient une famille de solitons optiques sombres :

¢ (x, 1) = (3.30)

V=60,0; tanh(1¢ V=60,03) + V—60,0; H ”
e

apg + a; (— 29
2

( \=60,05 tanh(1¢ V=60,05) + \/—602193)2 v
+a | — e .
20,
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CasIII : Si & = & = 0, nous avons la solution suivante de (3.16) de la forme </>f7” ,(n=1,2,...,10).
Cas IV : Si &) = & = 0,nous avons la solution suivante de (3.16) de la forme %v’ n=12,...,16).

)
Pouréy = 1.6 = 52 & = 4,

V(© = a0+ arcn(@) + aren(€y’| ", (3.31)
qui donne le soliton optique lumineux vive pour m — 1,
(&) = [ao + ay sec h(€) + ax(sec ()| €™, (3.32)
et les solutions singulieres périodiques pour m — 0,
1(© = | a0 + a1 cos(€) + ar(cos(@))*| ™, (3.33)

Conclusion :

Dans cette étude, nous avons construit de nouvelles familles différentes de solitons et de solitons optique
combiné avec I’aide de cinq parametres. Les familles des solitons simple sous la forme lumineux,
solitons sombres et quelques solutions périodiques, alors les familles de solitons optiques combinés
sont sous la forme des solitons brillant-sombre et solitons sombre-singulier.

La visualisation et le comportement dynamique des solitons ont été démontrés dans la figure 1, avec

I’aide de Mathematica, avec les différentes valeurs des parametres.
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(a) bl = 5,b2 = 3,/11 = 1,/12 = 2,/13 = 3,0/ = (b) b] = 5,b2 = 3,/11 = 1,/12 = 2,/13 = 3,0’ =
05,v=5k=4,0=4,0=2,0=3,1=-2,w= l,y=5k=4,0=4,0=2,0=3,1=-2,w =
3,v=2 3,v=2

FiGure 3.1 — La solution de la famille des ténébres solitons optiques ¢/ (x, 1)

3.3.2 L’équation dispersive non linéaire (1+1) dimensionnelle modifiée Benjamin-
Bona-Mahony

L’ équation proposée qui peut étre écrite [6], comme

dPu

g e @l + Uy = 0,0 < B < 1 (3.34)

ou a représente le coefficient de non linéarité et S est un parametre décrivant ’ordre du dérivé
fractionnaire temporel. La méthode de la sous-équation du Fan est utilisée pour construire les solutions
exactes des solitons de I’Eq. (3.34). L’idée principale derriere la méthode est d’utiliser quelques
relations de base entre les équations d’évolution compliquées et quelques équations différentielles
ordinaires non linéaires, simples et solubles. Les solitons simples et mixtes sont obtenues.

Selon la méthode sous- équation de Fan Yomba [62], la solution d’onde peut étre exprimée, par

w=u@)= ) a¥'Q) (3.35)
i=0
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ou «; sont des constantes a déterminer ultérieurement et ‘Y'({) satisfait I’équation elliptique générale

donnée, par

4
, 2 .
(Y©) =) n¥Q) (3.36)
i=0
En particulier, si hg, hy, hy, hs, hy # 0, les trois parametres r, p et g existent, tels que
a¥\? 2
(d_g) = ho + ¥ + WP + h¥ + hyW = (r + p¥ + q9°) (3.37)

Application de la transformation complexe fractionnaire définie [38], comme

u(x, 1) = u(?), ¢ = kx — ﬁ (3.38)
Eq. (3.34) pour convertir en ODE non linéaire
Uk-c)—aU?U +KU" =0. (3.39)
Intégration de Eq (3.39), on obtient
3(k—c)U —kaU? +3K°U" +d =0 (3.40)

ol d est une constante d’intégration. Equilibrer I’ordre de U” et U? dans (3.40) , on peut trouver la

valeur de n = 1, donc la solution prend la forme,
U =ay+aY (), (3.41)

ou «, a; sont des constantes a déterminer et ¥ satisfait a I’équation (3.36). En substituant les équations
(3.41) et (3.36) a I’équation (3.40), nous rassemblons tous les termes de méme puissance et les mettons

a z€ro, ce qui donne un systeme d’équations algébriques impliquant les parametres a;(i = 0, 1)

3
constante : 3(k — ¢)ag — a/kozg + §k3a1h1 +d =0,
¥ : 3(k - c)a; — 3akata; + 3kah, =0, (3.42)
9
V2 : “3akagal + §k3a1h3 =0,
¥ —akai + 6kPahy =0,
Les variables peuvent étre choisies de maniere appropriée afin d’avoir le maximum de £;(i = 0, 1,2, 3,4)

arbitraire. Pour cela «a, a; ,c et d sont considérés comme des variables. Apres la résolution du systéme
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(3.42) les valeurs de ag, a; ,c et d est:

4 hga?
= k|
MEEN (3.43)
d =23 5 (8hih} — 4hohshy + 1),

¢ = i (8K2hohy — 3K2h3 + 8hy).

Les solutions pour d’ondes progressives de Eq (3.34) peuvent étre obtenues, comme (voir les details
dans I’article [6])
ux,) =UQ) =ay+ ¥ (3.44)

Pour les valeurs spéciales de #;, il existe différents types de solutions Yomba [61], comme
CasI:
Si

ho =1’ hy = 2rp,hy = 2rq + p*, hs = 2pg, hs = ¢°,

alors ¥ est I’un des vingt-quatre ‘I’{ (I=1,2,3,...,24). Dans ce cas, deux autres types de solutions

peuvent étre obtenues.

Type1:
Sip?>—4rg>0et pg+0,(gr+0),

3 p? —4qr

U1 ({) = F %k \/pz - 4ql" tanh Tf , (345)
3 N

Us(0) = T+ —k\/p? —4qr | coth %g , (3.46)
(04

Us;(0)=+F \/Ek p? —4qr {tanh ( \Vp? — 4qr§) + isec h( p? - 4qr{)} , (3.47)
2a

Type 2 :
Lorsque p? —4rg < 0et pg # 0, (gr # 0) ,

)
Us(0) = + w/%k 4qr — p? [tan[—mg“]), (3.48)

2

Us () =+ \/%k Vagr = p* {tan (Vagr - p¢)  see (Vagr - p¢)). (3.49)
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A B2) (4qr — p?) — A~Jaqr — p? hqr — 2
S V( ) (4gr — p?) = A~JAgr = p? cos (\f4qr — p¥¢) | .50
V2 Asin (Nigr—770) + B
Cas1Il:
Si

ho = rz,hl = 2rp, hy, =0,h; = 2p(], hy = q2’

Uy (0) = ¢k\/%[\/—6qrcoth[ V_26qrg]], (3.51)

Us (0) = Tk \/%{ \/—6gr (tanh ( \/—6qr§) +isech ( \/—6qr§))} : (3.52)

3.3.3 L’équation généralisée de Zakharov

Nous appliquons la méthode de sous-équation de Fan pour résoudre I’équation de Zakharov

généralisée [32] La forme de I’équation généralisée de Zakharov est

(3.53)

i, + Uy, — 2 |u|2 u+2uy =0,
2
Vi = Vix + (Ju[ )2 = 0.

Ici le coefficient a est une constante réelle arbitraire. L’ auto-interaction non linéaire dans le sous-
systeme a haute fréquence, tel qu’un terme correspondant a un effet d’auto-focalisation dans le plasma
la physique peut étre décrite via le troisieme terme de la premiere équation de (3.53).

Pour obtenir des solutions exactes de (3.53), nous utilisons la transformation

u(x, 1) = p(x, 1) e, (3.54)

ou k, A sont des constantes qui doivent étre déterminées ultérieurement. En utilisant I’expression

(3.54) dans I’équation (3.53), nous obtenons
(0 + 2kpy) + prx — (A + k*)p — 2ap” +2pv =0 (3.55)

Vi = Vi + 02, = 0. (3.56)

nous supposons la transformation de 1’onde progressive

p=p&), v=v&, &=wlx-2k),
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ou w est une constante qui doit étre déterminée ultérieurement. Elle nous permet de réduire (3.55)

et (3.56) en une équation différentielle ordinaire (EDOs)

W’ — (A +k)p —2ap® +2pv =0 (3.57)

@K* - 1" + (p*)” =0, (3.58)
en intégrant I’éq. (3.58) par rapport a £ on obtient

2

0
= — 3.59
1 — 4k? ( )
En substituant I’équation (3.59) a (3.57)on trouve
W p” — A+ E)p = 2ap° + L,ﬁ =0 (3.60)
1 — 4k? ' '

En équilibrant p” et p*, on obtient n = 1. la méthode de la sous-équation de Fan admet la solution
suivante

p&) = \P(f) +Ag + A Y (), (3.61)

ou A_j,Ag, Ay sont des constantes a déterminer et W satisfait I’équation (3.5).
En substituant les équations (3.61) et (3.5) a I’équation (3.60), nous rassemblons tous les termes de
méme puissance ' et les mettons a zéro, ce qui donne un systeme d’équations algébriques.
En résolvant le systeme ci-dessus, et en utilisant Mathematica [50] nous obtenons les résultats suivants
(voir les détails dans I’article [32] )

2
Ao = 0.4 = CNOB (1 #) ot \/B,,B: 1+ 42, (3.62)

JI+aB +a/,8 1T 6w (1 +ap)

Wy = Wy, w1 = w3 =0,wy = wy,wy #0.

BB “2(1+ k) - ?
A = _\/,3_7 VA = By ws VAL = \/ﬁ_)/[ ( i ) v wZ], (3.63)
4 \/_ 2 [5(1)2(1)2 -2 (/l + kz)] 24 \/§w2w3

Y = 10(,()2(,02 —(1+ 4k), wy = wo, w1 = 0, Wy, w3 # 0, W4 = wy.

En utilisant (3.62), (3.61) et les cas (7-13) dans la page 153 [32], nous obtenons
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A+ K N
Pt = K@IV% cosh | Vao; (w (x = 2kn)| + “’1\/% + sec [ Vo, (w (x = 2k1)|
(3.64)
A+ K2 Naww:
Pa(x, 1) = [(66: \/% cos | V=ws (@ (x — 2kt))] + & 1 +“zﬁﬁ + sec| Vs (@ (x - 2k1)]
(3.65)
\B [(1+ K) - 0w, | (w (x - 2k0)) cw
py(x,f) = — \/W{ — e (3.66)

En remplacant (3.64)-(3.66) dans (3.59) et (3.54) respectivement, nous avons

[(/l + kz) - wzwz] VB W=
T h — 2k
ui(x,1) { AN cos [\/w_z(w (x 1))] + N
sech [ \/aT2(w (x - Zkt))]}ei(k’ﬁ/m,
= ! [(/1+k2) “ wz] VB w V-wp
vi(x, 1) 1 4k2{ 6t (L5 aP) cosh[\/w_z(w (x— 2kt))] + —
sec h| v (w (x = 2kn) |2,
[(/l+k2) w a)z] VB wN=pB
T V- — 2k
N e B A M e
sec [ V@3 (@ (x - 2k0) <,
I (G e N 0 V=B
T V- — 2%k
va(x, 1) 1= 4k2{ 6wm COS[ W, (w(x t))] + —

sec [ Vs (w(x - Zkt))]}z,

X, 1) =4q— ¢ ’
“ Vitag|  6ewy-wr (1 +ap) w (¥ = 2k1)

| G [0+ ) - 0P| @ (x - 2k e ’
| Virap | Govaniiap | eG-2[[
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CHAPITRE 4

CALCUL DE LA SOLUTION EXACTE DE
L’EQUATION DE BURGERS-FISHER
GENERALISEE TEMPORELLE D’ORDRE
FRACTIONNAIRE

4.1 Introduction

Plusieurs articles ont été publiés pour résoudre 1’équation différentielle fractionnaire non linéaire
telles que la méthode de sous-équation fractionnaire [4, 18], la méthode de la fonction-Exp [8, 20], la
méthode d’itération variationnelle fractionnaire [58], la méthode d’approximation cubique B-spline
[39],etc....

Dans ce chapitre on présente la méthode sous-équation de Fan qui a fourni de nouvelles solutions
analytiques par rapport aux autres méthodes. Dans notre travail [1] I’étude porte sur 1I’équation Burgers-
Fisher généralisée temporelle d’ordre fractionnaire d’un point de vue plus général afin d’extraire de
nouvelles solutions exactes d’une classe générale de I’équation Burgers-Fisher généralisée temporelle

d’ordre fractionnaire, qui a la formule suivante
U + Ui, — e = yu(l — u°), 4.1

ou 0 < @ < 1, a désigne la dérivée fractionnaire au sens Riemann—Liouville et 8,y et § sont des
constantes arbitraires.
Cette méthode consiste a transformer I’équation diftérentielle partielle d’ordre fractionnaire en équations

différentielles ordinaires et cette méthode peut €tre appliquée a des nombreuses équations non linéaires.
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Dans ce travail, nous utilisons Mathematica pour les calculs et la programmation.

4.2 Ondes progressives pour I’équation Burgers-Fisher générali-

sée temporelle d’ordre fractionnaire

Dans cette section, on détermine les solutions exactes d’ondes progressives de I’équation Burgers-
Fisher généralisée temporelle d’ordre fractionnaire qui est considérée sous la forme (4.1) En utilisant

[38],
At

= =kx— ————— 4.2
u(x, 1) = u§),& = kx Il+al (4.2)
on obtient
Ku" + (A= kBu®)u + yu(l — u’) = 0. (4.3)
On applique la transformation
u(€) = vi (). (4.4)

Nous obtenons I’équation suivante qui est similaire a la forme la plus générale de 1I’équation d’oscillateur
non linéaire de deuxieme ordre avec beaucoup de parametres arbitraires. Sous quelques restrictions sur

les parametres, on a trouvé de nouvelles équations intégrables [51].
” l2 ’
Bosw + 121 =8)v + (A =kBv)dsw +y5*(1 —v? =0 (4.5)

Moyennant la méthode de sous- équation de Fan et d’apres le principe d’équilibre on équilibre v'v avec

V21", on obtient n = 1. Ainsi, la solution de (4.5) est de la forme

Ay

¥ &) + Ay + AY(E), (4.6)

V(&) =

ol A_j,Ap et A; sont des constantes a déterminer et ¥ satisfait I’équation (3.5). En substituant les
équations (4.6) et (3.5) dans I’équation (4.5) et en rassemblant tous les termes de méme puissance et en
les mettant égaux a zéro ce qui donne un systéme des équations algébriques impliquant les parametres
A;(i=0,1,2,...,n). En utilisant (4.6) , (3.5), (3.6) et (3.7), on obtient

p 1
v(§) = (_A—I\IT@

Ar(eVwo + wiP(€) + waW2(E) + w3 P (&) + waWH(€))

)€ Vwo + wiP(€) + maW2(E) + w3 P3(E) + waWH(E)) +
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" 3
v = ( wi +wy'Y(&) + 5 W3‘1’2(§)+2W4‘P3(§))( Aigrm tAD+

‘Pz(f)

(Wo + wiP(€) + ma¥?(€) + w3 (€) + waP*(E)QAL 7 ),

1
T3
en remplacant v'et v’ dans (4.5) en faisant correspondre les coefficients de ¥ 4 zéro, nous trouvons le

systeme des équations pour A; et w;
kBSA® | + kK* A% wo + kK*6A% jwo = 0

—0AA%, — y5*A? | + 2kBSA% Wy + 2K25A_ | Agwy + K2A% wy + %kchA%lwl =0
Y62 A2 | — GAA_ Ay — 3y5° A% | Ao + kBSA_1A] + kBOA | A} — 2K2A_ 1A wo+
PSA_ A wy + %kzéA_lewl +K2AT Wy =0
2y82A_ 1Ay — 3y6PA_ 1A — 3y0 A% Ay = 2KPA_ A ywy + KPGA_ A w+
K26A_ | Agw, + K2 A% \wy — %k26A31w3 =0
Y6AG — yOT AL + 2y57 A 1A + 5AAGA| — 6y5°A_1AgA| — kKBSAGA| — kBOATA_ +
K2 A2wo — K26ATwg + %k%AoAlwl — 2KPA_ 1A wy + 4KPSA_ Ajws + %chSAoA_lw3+
kA% wy — K*6A% jwy = 0
252 AgA| — 3y6*A | A] + GAAT — 3y5*A_ AT — 2kBSAGAT + K ATw) — %k26A%w1+
K26AgA 1wy — 2K*A_1Ayws + 4K*GA_ 1A ws = 0

3
Y62 A2 — 3y52AoAT — kBOAT + KPAZw, + §k25A1A0W3 — 2KPA_ 1A 1wy + 4K2SA_1Aywy = 0

1
Y8 AT + P ATws + 5/<25A$w3 + 2k*0ApA 1wy = 0
KA3wy + K26ATw, = 0

En résolvant le systeme ci-dessus et en utilisant Mathematica [50] nous obtenons les résultats suivants :

Ai=ws=0 4.7)
240 k(2 + 8)w; 2y6%A,;
AOZ—, Al:—, W3:—
3 2v62 K22 + 6)
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(26 + 62)(—4yS +y83 + 12kBA, — 3kB5*A, — 1814))

Yo = 27K2(=2 + 0)A?
2(—4kBS + kBS® + 315)

e 3K2(=2 + 6)
v62 + kBSA,

Wy = Ta

avec Ag, A # 0 et wy, w, étant des constantes arbitraires.

A_1 = A() = O, Wo = Wyq = 0 (48)
6% + kK*w, —¥6% + kBOA,
Al = ———, Wy = ———F
kB85 12
261 2y8%A,
W= —, W3 = —————,
T R(=2+96) TR +96)

avec wy, A1 # 0 et wy, wy étant des constantes arbitraires.

A] = AQ = 0, Wq = W3 = 0 (49)
kwo(1 + 6) BOA_;
A =0 TP Wo = —
86 k(1 + 0)
2064 + y6*A_y) 52
wi = , Wy = ———
! K22 + 6) 2 k2

avec wi,A_; # 0 et wy, wy étant des constantes arbitraires.

4.2.1 Le premier cas

Posons w, = 0 dans (4.7) , alors

A_1:W4:W2:0
2+0 —yo -2y%6°
AOZ—’ AI:L, WSZL
3 kB K2 +0)

(4B +20B)(2kB(—4 + 5%) +92)

wo = 2Tky(=2 + 6)
2(—4kB5 + kBS® + 316)
e 3(—2+0)
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Donc, on a w, = wy = 0, d’apres (3.8) nous obtenons une solution de fonction Weierstrass elliptic

W
vi(§) =Ag+Ap (%f, 82,83) , ws > 0,

—4w,
w3

—4w)

tel que g, = o et g3 =

¢ sont appelés invariants de Weierstrass fonction elliptique.

On remplace A_; =0, Ay = %,Al = _k—;f, & et ws dans 1’équation (4.6) nous obtenons

(248 yo [ | - At
nile ) = (T) B @W{ 2K3B(2 + ) (kx_ T+ a))’gz’g3]’ ¢-10)

en substituant (4.10) dans (4.4), on obtient

246\ 6 —y263 r At® ’
3 TP\ s\ T Tarm) 58

| AKB(2 + O)KB(—4 + 6%) + 3] ARBQ2 + 6P [2kB(=4 + %) + 9]
- 372(—2 1 6)5° 8T 2773(=2 + 6)5° ‘

ui(x,t) =

82

4.2.2 Le deuxieme cas

Cas 2.1 : Si nous restreignons w3 = 0 en (4.8), on trouve

A_1:A0:O, W0:W3:W4:O
_ —y6 + kBSA, 261

_ ‘)/52 + k2W2 Wi =
- T R(=2+0)

A
1 Bs w2 2 >

onremplace A_; = Ag = 0etA; = 1wy dans I’équation (4.6) et en utilisant (3.9) et (3.10) nous
P 185 q

obtenons une solution de type triangulaire et une solution de type hyperbolique successivement (w, < 0

etwy > O)
B SAA, o e v62 — kBOA,
va(x, 1) = (24 0)(—y® 1 KGOA)) [ 1+ sm((kx T+ a)) E ) . (4.11)
B SAA, o e —y8% + kBSA,
vi(x, 1) = (—2+6)(—762+kﬁ6A1)[ 1ismh(2(kx F(1+a/)) B ) , (4.12)
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en substituant (4.11) et (4.12) dans (4.4) on obtient

1

[ SAA [ A 62 — kBsA ||’
uy(x, 1) = ! 1+ sin | |kx - yor —KgoA NI
| (=2 + 6)(—y6? + kBOA,) | I'(+a) k>
- _ 1
51A, , At —v6% + kBSAL |||
= —1 £ sinh|2|kx — .
u3(%: 1) (24 o)y +kBoAy | " ( ( Tra+ a/)) K2
Cas 2.2 : Si nous restreignons w; = 0 en (4.8), on trouve
A_IZA():O, W0:W1:W4:O
A 6% + k*w, —y6% + kBSA, 2y6%A,
=, Wy = ————, w3 = —————,
! kB 2 2 T K2 +96)
_ y8 +lPwy

onremplace A_; = Ay =0etA; =

W56 dans I’équation (4.6) et en utilisant (3.11) et (3.12) nous

obtenons une solution d’ondes solitaires en forme de cloche (w, > 0)

(y6 —kBA) 2 +6) AL \/—y(52 + kBOA,
1) = m? [ kx - 4.13
va (x:0) 26 N T e 42 *-13)
et une solution de type triangulaire (w, < 0)
(¥6 —kBA) (2 +6) A ¥6% — kBSA,
) = fex — 4.14
vs (1) 2y6 N\ T Trare 452 (+14)

En substituant (4.13) et (4.14) dans (4.4) on obtient

|os-kan@+s L, a° [—y52 + kBsA, ||
us (x, 1) = [ 276 sec h l(kx O a)) pTE ||
(Yo —kBAD)Q+0) |, ar y6% — kBSA, ||

2y5 e [(kx (1 + a)) N" e ||

=

us (x,1) =
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représentation graphique de la solution analytique exacte u;(x, t) présentée pour des valeurs ¢ = %

et intervalle (x, 1) € ( ) dans Fig 4.1.

=L 1
2°2

o5 N

0.02
0.0¢

‘ 0.01}
0.00
-0.5
0.0 -0.5 : : ‘ ‘
X 0.5 -04 -0.2 02 04
©a=1 dr=3

FiGure 4.1 — La solution de type triangulaire u; (x, t) de Eq.(4.1)en substituant les valeurs ¢ = %,Al =
-1,y =4 et =6dans Eq.(4.11).

représentation graphique de la solution analytique exacte uy(x, ) présentée pour des valeurs 6 = % et

intervalle (x,¢) € ('71, %) dans Fig 4.2.
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(@) a=0.6 b)a=0.8

E—— - ' ' X
204 07—
04 -0Z,55 02 O

-200¢
-300¢
-400 ¢
-500¢
-600}

(d) t=0.5

©a=1

FiGure 4.2 — Solution d’ondes solitaires en forme de cloche uy (x, ) de Eq.(4.1) en substituant les
valeurs 6 = §,A; = 1,k =2 et A = 2 dans Eq.(4.13).

4.2.3 Le troisieme cas

2
. . w
Cas 3.1 : Si nous restreignons wy = ﬁ en (4.9) on trouve

A]ZA():O, W4=W3=O,

k(1 + 5)w§ k2wf
L. Wo=—-—"7"35
4B6w, 4y6?
2(61 +y6*A_)) y6?
1= 5 ) Wy = ——>5
k*(2 4+ 0) k
k(1+8)w?

on remplace A} = Ag = 0etA_ = oy dans 1’équation (4.6) et en utilisant (3.14) nous

obtenons la solution de type exponentiel comme suit

kw? (1 +6)

Ve (x, 1) = , wp >0 4.15)

286 |wy — 2e* ‘/W_z(kx'%)wz
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En substituant (4.15) dans (4.4) on obtient

kw? (1 + 6)
ug (x,1) = — . wy >0
286 |wy — 2e* Va(ks i )y,

représentation graphique de la solution analytique exacte u(x, f) présentée pour des valeurs § = 1 et

intervalle (x,¢) € ('71, %) dans Fig 4.3.

2

() a = 0.8
Ue

045

0.40

096,

0.30 \

~04-02 02 04

a=1 (d) t=0.5

FiGure 4.3 — la solution de type exponentiel ug (x, ) of Eq(4.1) en substituant les valeurs ¢ = %, v =
S k=2etd=2inEq.(4.15).

Cas 3.2 : Si nous restreignons w, = 0 et w; # 0 dans (4.9) on remplace A; = Ap = 0Oet A_| =
W dans I’équation (4.6) et en utilisant (3.15) nous obtenons une solution de type polynomial

=261 + 2k*wy + k*6w,

vy (x, 1) = > :
2y682 [iwl (kx - Fé’f:&)) - m]

(4.16)

w1
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En substituant (4.16) dans (4.4) on obtient
—-261 + 2k2W1 + k25W1

Uy (x, l) = )
2y6? [%wl (kx - L) - m]

T(l+a) Wi

Cas 3.3 : Si nous restreignons wy = 0 en (4.9) de cette fagon (4.9) devient

A]IA():O, W4:W3:W0:0

A —261 + 2k2wy + kK*w, S 2(64 + y6*A_)) y6?

-1 = ’ wp = » Wy = —

! 2y652 : K22 + 6) TR

onremplace Ay =Ay=0etA_| = W dans I’équation (4.6) et en utilisant (3.9) et (3.10)

nous obtenons une solution de type triangulaire et une solution de type hyperbolique

=204 + 2k2W1 + k2W16

vg (x,1) = . - : wy <0 (4.17)
2y82 2 |-1 2 sin (((kx - 7225 ) =y )|
—261 + 2K*w; + K*w\6
Vo (1) = — Wi W;t . Wy >0 (4.18)
Wl . Y
2622 | -1 + sinh (2 (kx — ) v )|
En substituant (4.17) et (4.18) dans (4.4) on obtient
1
264 + 2k*w; + KP*wi 6 ’
uS(-X, t) = W . 1 ) W2 < O
_2762ﬁ [—1 + sin (( kx — F(1+a)) \V—ws )]
' —260 + 22w, + k2w, 6 ’
uyg(x,1) = T : - . wy >0
| 27623 [~1 + sinh (2 (kx - 72 ) Vs )|
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CONCLUSION GENERALE ET
PERSPECTIVES

La théorie de calcul fractionnaire attire de plus en plus d’attention dans les communautés ma-
thématiques, scientifiques et d’ingénierie en raison de leurs vastes applications dans la vie réelle dans
la modélisation mathématique des systemes physiques, ingénierie, biologiques, et dans de nombreux
autres domaines.

En général, il est difficile de résoudre certains types d’équations non linéaires d’ordre fractionnaire
en raison de leur complexité. Par contre ce qui est tres intéressant c’est que ces équations d’ordre
fractionnaire dont les solutions permettent de comprendre facilement les problemes de la vie réelle et
peuvent étre appliquées aux disciplines de 1’ingénierie et des sciences. .

Dans cette these, la méthode sous-equation de Fan étendue est appliquée avec succes afin de trouver la
solution de 1’équation de Burgers-Fisher d’ordre fractionnaire temporelle. Les résultats montrent que
cette méthode est un outil mathématique puissant pour résoudre une équation fractionnaire non linéaire
pour un ordre de dérivation , 0 < @ < 1. Moyennant cette méthode, il est possible de la généraliser en
considérant deux ordres de dérivation "a et 87,0 < @ < 1 et 0 < 8 < 1 d’une maniere similaire a celle
présentée dans cette these. C’est également une méthode prometteuse pour résoudre d’autres équations
fractionnaires non linéaires.

Nous examinerons des géométries plus complexes dans de futures études, au cours desquelles nous
vérifierons 1’adaptation et 1’utilité de cette méthode pour des problemes dimensionnels spatio-temporels

plus importants.
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