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NOTATIONS

Notations

Soit € un ouvert borné et connexe de RY, tel que N > 1 on a les notations suivantes :
r la frontiere de (2.

€ tenseur de déformation linéarisée.
o tenseur des contraintes.
a;jrn,  coefficients de I’élasticité.
le champ de déplacement.
f forces volumiques.
d degré topologique.
Id I’application identité.

E tenseur de déformation non linéaire.
Uy, les composantes normales de wu.

Uy les composantes tangentielles de wu.
On les composantes normales de o.

of les composantes tangentielles de o.
K coefficient de frottement.

s.c.i. semi-continue inférieurement.
pP-p- presque partout.
t.q.  tel que.

Espaces fonctionnels

D (9) I’ensemble des fonctions de classe C* et a support compact sur 2.
LP(Q) = u mesurable sur 2 et /]u\p dr < o0 p, 1 <p<oo.
Q
L>*(Q) = {u mesurable sur € et 3 une constante C telle que |u(z)| < C p.p. sur Q}.
WP () = {u € LP(Q); Vu € (LP(Q))N}.

(
WyP(Q)  adhérence de D(Q) dans WP (Q).

Soit p : @ — [1, +o00] une fonction mesurable.



NOTATIONS

@) (Q) = u mesurable sur ) et / ™ dz < oo

W) (Q) = {u € LP@)(Q); Vu € (Lp(x)(Q))N}.

W&’p(x)(ﬂ) adhérence de D(Q) dans W@ (Q).

Pp(z) module convexe.



INTRODUCTION GENERALE

Introduction générale

En mathématiques, une équation aux dérivées partielles (parfois appelée équation différentielle)
en abrégée EDP, est une équation différentielle dont les solutions sont les fonctions incon-
nues dépendant de plusieurs variables vérifiant certaines conditions concernant leurs dérivées
partielles.

La plupart des phénomenes mécaniques, physiques, biologiques, économiques, etc., sont
modélisés a 'aide des équations aux dérivées partielles linéaires ou non linéaires.

L’analyse mathématique des équations aux dérivées partielles nécessite un choix appro-
prié des espaces fonctionnels et une définition claire de la notion de solution.

En physique, I’élasticité est la propriété d’un matériau solide a retrouver sa forme d’ori-
gine apres avoir été déformé. La déformation élastique est une déformation réversible. Un
matériau solide se déforme lorsque des forces lui sont appliquées. Un matériau élastique re-
trouve sa forme et sa taille initiales quand ces forces ne s’exercent plus, jusqu’a une certaine
limite de la valeur de ces forces.

Les raisons physiques du comportement élastique different d’un matériau a un autre.
Pour les métaux, le treillis atomique change de taille et de forme quand des forces leur
sont appliquées (ajout d’énergie au systeme). Quand les forces sont supprimées, le systeme
retourne a son état original ou 'énergie est la plus faible. Pour le caoutchouc et autres
polymeres, 1'élasticité est due a I'extension des chaines de polymere lorsque les forces sont
appliquées.

L’élasticité linéaire concerne les petites déformations proportionnelles a la sollicitation.

Aux plus grandes déformations, 1’élasticité devient non linéaire pour certains matériaux.

Au cours des dernieres décennies, 1’élasticité est devenue 'objet d’un regain d’intérét
considérable, tant dans ses fondements physiques que dans sa théorie mathématique. L’'une
des raisons de cette récente attention est qu’il est de plus en plus reconnu que les modeles
linéaires classiques d’élasticité, dont la théorie mathématique est désormais fermement établie,
ont un domaine d’application limité, en dehors duquel ils devraient étre remplacés par les
véritables modeles non linéaires qu’ils en effet approximatif. Une autre raison, similaire dans
son principe, est que la validité des modeles classiques de dimension inférieure, tels que les

équations de von Karman a deux dimensions pour les plaques élastiques non linéaires, n’est
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plus laissée incontestée. Un besoin a été laissé pour une meilleure évaluation de leur relation
avec les modeles tridimensionnels correspondants qu’ils sont censés approximer.

Il existe de nombreux traitements mathématiques de 1’élasticité linéarisée, parmi lesquels
le traité de Gurtin [1972] est classique. D’autres traitements modernes, orientés mathématiquement,
sont donnés par Knops & Payne [1971], Fichera [1972a, 1972b], Duvaut & Lions [1972], Vil-
lagio [1977], Necas & Hlavacek [1981], Dautray & Lions [1984], Grisvard [1987] et Merouani
[1996].

Concernant les techniques utilisées, plusieurs auteurs ont étudié le systeme de 1’élasticité
avec des lois de comportement particulieres en utilisant diverses techniques dans les espaces
de Sobolev a exposant constant. Par exemple; dans [5], Ciarlet a utilisé le théoréme de
fonction implicite pour montrer 1’existence et I'unicité d’une solution; dans [7], Dautray-
Lions ont étudié le probléme linéaire dans un domaine & frontiere réguliere ; dans [26, 27, 28],
ils ont étudié le systeme de Lamé (élasticité) dans un domaine a frontiere polygonale ; dans
[40], Zoubai et Merouani ont étudié I'existence et 1'unicité des solutions faibles du probleme
melé pour systeme de 1'élasticité non linéaire par les techniques de degré topologique.

La bibliographie citée ici ne prétend pas étre exhaustive et les lacunes ne sont pas liées
a lignorance et a la mauvaise volonté de 'auteur.

Ce travail a pour objectif d’étudier 'existence et 1'unicité des solutions de quelques
problemes aux limites de type elliptique gouvernés par le systeme de 1’élasticité non linéaire,
avec une loi de comportement généralisée, dans des espaces de Sobolev a exposant constant
ou variable.

Sur les espaces de Sobolev a exposant variable [9], il a été publié 15 articles avant 2000,
31 entre 2000 et 2004, et 242 entre 2005 et 2010. Ces chiffres illustrent bien un regain d’intérét
pour ces types d’espaces dont I’étude avait été initiée en 1931 par Orlicz (cf. [33]).

La premiere étude sur les espaces de Lebesgue a exposants varibales (généralisés) a été
réalisée par Orlicz ([33]) en 1931. Dans les années 1950, I’étude de tels espaces prend de
I'ampleur avec les travaux de Nakano (cf. [30] ). Par la suite, Kovacik et J. Rédkosnik
(cf.[22]) en 1991 ont approfondi I'analyse fonctionnelle des espaces de Lebesgue et de
Sobolev a puissances variables. Ils montrent dans leurs travaux que les espaces de Lebesgue
et de Sobolev a puissances constantes et ceux a puissances variables ont plusieurs propriétés
communes, exceptée une : la notion de continuité. En effet I’espace LP™® (p(z) non constant)

n’est pas stable par translation.
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Notre these est composée de quatre chapitres.

Au premier chapitre, on introduit les éléments nécessaires pour une bonne compréhension
de la suite des problemes traités. On commence par un rappel sur les espaces de Lebesgue
et de Sobolev classiques et les espaces de Lebesgue et de Sobolev a exposants variables. On
présente également quelques rappels sur le degré topologique de Brouwer (dimension finie)
et le degré topologique de Leray-Schauder (dimension infinie). Enfin, on rappelle quelques
propriétés des opérateurs monotones et pseudo-monotones.

Au deuxieme chapitre, on s’intéresse au probleme mélé pour le systeme de 'élasticité
non linéaire avec une loi de comportement généralisée. Apres 'interprétation physique de ce
probleme, une formulation variationnelle est d’abord établie, ensuite on étudie I'existence de
la solution faible moyennant deux méthodes, la premiere en utilisant le théoreme de Schauder
et la deuxieme via les techniques de degré topologique.

Au troisieme chapitre, on étudie le probleme de 1’élasticité non linéaire avec des condi-
tions au bord de type Dirichlet, Neumann et Robin dans des espaces de Sobolev a expo-
sants variables. Pour chaque probleme, on établit la formulation variationnelle. Ensuite, on
démontre 'existence d'une solution approchée du probleme. Puis, moyennant des estima-
tions a priori sur la solution approchée, on effectue un passage a la limite sur les différents
termes et surtout le terme non linéaire.

Le quatrieme chapitre est consacré a 1’étude du probleme de 1’élasticité non linéaire dans
les espaces de Sobolev a exposant variable avec les conditions aux limites de Dirichlet sur
une partie de la frontiere et la condition non linéaire de Tresca sur I’autre partie du bord. On
donne d’abord, I'interprétation physique du probleme, puis la formulation variationnelle a
savoir une inéquation variationnelle non linéaire. Ensuite, on démontre un théoreme d’exis-
tence et d’unicité de la solution faible de cette inéquation variationnelle. Les techniques
utilisées sont celles de J. L. Lions [25].

Enfin, on termine ce travail par une conclusion et quelques perspectives.



Chapitre 1

Rappels et définitions

Dans ce chapitre, nous collectons plusieurs outils de base qui seront nécessaires tout au
)
long de ce travail. Le lien commun entre ces outils, c¢’est qu’ils sont préparatoires pour les

principaux résultats des différents chapitres.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces de Lebesgue et Sobolev classiques

Les espaces de Sobolev constituent un bon cadre fonctionnel dans I’étude des équations
aux dérivées partielles elliptiques. Il s’avere donc judicieux d’en faire une breve présentation
avant d’aborder I'étude de ces équations. Nous reprenons dans cette section certains énoncés
de Brezis [3] et de Gallouét et Herbin [17], pour une présentation plus complete des espaces
de Sobolev, on pourra aussi voir Adams [1].

Soit € un domaine ouvert de RY, D() désigne 'ensemble des fonctions de classe C>®
et a support compact dans 2.

Pour 1 < p < +00, l'espace de Lebesgue LP({2) est défini par :
LP(Q)) = {u : Q@ — R mesurable; /]u|”dm < +oo} ,
Q

muni de la norme

U +— ||u||Lp(Q) = (/Q’u|pdl’) s

pour en faire un espace de Banach.
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Pour p = oo, on note
L>*(Q) = {u : 2 — R mesurable; esssup|u| < —1—00} :
Q

avec

esssuplu| = inf {C' > 0; |u(z)| < C p.p. dans 2} .
Q

L>(Q) est muni de la norme suivante :
u = ||| e ) = essgsup|u].

LP(Q) est réflexif et séparable pour 1 < p < +o0 et son dual est isomorphe & L¥'(Q) avec
+5 =1L
Pour 1 < p < +00, l'espace de Sobolev WP(Q) est défini par :

Whe(@) = {ue L(Q); Vue (L/(@)"}.

qui, munit de la norme

=

P

w sl = (lullo, + 1Vl )

est un espace de Banach.
) ()
On note pour 1 < p < 400, W,7(Q2) = D(N) .

Comme pour 1 < p < o0, I'espace D(Q) est par définition dense dans W, 7 (), on
peut identifier le dual de W, 7() & un sous-espace de 'espace des distributions D’(2) par :
L

p p—
Théoréme 1.1.1 [17] (Rellich) Soit Q un ouvert borné de RN (N > 1) et 1 < p < +o0.

Toute partie bornée de Wy (Q) est relativement compacte dans LP (Q). Ceci revient & dire

. . 1 . . .
que de toute suite bornée de Wy' (), on peut extraire une sous-suite qui converge dans

L7 ().

Le théoreme précédent reste vrai avec WP () a condition de supposer la frontiere
lipschitzienne.
Dans la manipulation des espaces de Sobolev, tres souvent on fait appel a certaines

injections dites de Sobolev. Nous rappelons ici quelques injections dans le théoreme suivant.
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Théoréme 1.1.2 [17] Soit Q un ouvert de RN, N > 1 qui est soit borné a frontiére lip-
schitzienne, soit égal a RY.

1. Si1<p< N, alors W (Q) C L¥" (), avec p* = N
c’est-a-dire qu’il existe C € Ry (ne dépendant que de p, N et Q) tel que

P , et ['ingection est continue,

Yu e W (Q), [ull o ) < Cllullprny - ce qu'on note WP (Q) — LF" (Q);
on a en particulier
W (Q) — L¥-1 (Q).
Pour N =1, le cas p = N est autorisé. On a donc aussi
WhH(Q) < L™ (Q) si N = 1.
2. 8ip> N, alors
Whe (Q) c ¢ (Q)

ou, pour o > 0, C%* (Q) est l’ensemble des fonctions holdériennes d’exposant o défini par
Co*(Q) = {ueC(QR)\Ik €R; |u(z) —uly)| < kllz—y|*, V(z,y) € 2*}.

3. Dans le cas ot € est borné a frontiére lipschitzienne, WHN (Q) — L1 (Q) pour tout q
tel que 1 < q < 400 (et le cas ¢ = 0o est autorisé si N = 1). Ce résultat est fauz dans le
cas ot Q = RV,

S1 ) est un ouvert borné sans hypothese de régularité sur la frontiere, les trois assertions

précédentes restent vraies si 'on remplace 'espace WP () par ['espace Wol’p ().

1.1.2 Espaces de Lebesgue et de Sobolev généralisés

Nous rappelons dans cette partie quelques définitions et propriétés des espaces de Le-
besgue et Sobolev a exposant variable (voir par exemple [6], [8], [9], [10], [13], [14] pour les
démonstrations et plus de détails).

Pour un ouvert  C RY, soit p : @ — [1,+o0o[ une fonction mesurable, appelée
I’exposant variable.

Dans toute la suite, nous adoptons les notations suivantes :

C.(Q) = {plp e C(Q), p(z) > 1 pour tout = € O},

10
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et

t = esssupp(x).

- i
p~ = essinfp(z), p st

On définit I'espace de Lebesgue généralisé LP)(Q), appelé aussi espace de Lebesgue a
exposant variable, comme ’ensemble des fonctions u : 2 — R mesurables pour lesquelles le

module convexe
prr(10) = [ Jula) P da

est fini.
Pour p(x) > 1, la fonction de Ry — R donnée par Y +— Y? est convexe, donc aussi la

fonction u — ppey(w). De plus pour p™ < +o00, on pose la fonction

i Uu u(x
U= HUHLP<Z>(Q) = inf {/\ >0 pp) (X) _ /Q ()

remarquons que ||ul|,p@) o) = 0 implique que A = 0 alors on doit avoir u = 0, pour que

A

p()
de <1, (1.1)

cette borne inf soit finie.

Pour tout a € R et u € LP@(Q) utilisant la convexité de py,) on a

. au+ (1 —a)0
lou]| poor ) = mf{A >0 pp(a) <+)) < 1}

= inf {/\ >0 || ppa) (%) < 1}
u

= |a|inf {)\ >0 Pp(a) <)\> < 1} = |al||ull Lo )

Aussi soient u et v dans LP(®)(Q) tels que

u v
|l T <1, et Dl T— | <1
Prta) <Huumm>) Fr(e) (Hvl\mwm))

alors
HUHLP(I)(Q)
u+v < u
Pr() (|uLP(I)(Q)"’”U“LP(I)(Q)) - HUHLp(z)(Q) + HUHLP(Z)(Q) Pr() Hu”LP<I)(Q)
0] Lrer ; )
—v ) <1
||u||LP(z>(Q)+HUHLP(I)(Q)pp(m) 1ol Lo o) ) =
d’ou avec
A = [[ull o @) + [Vl o @
on obtient

[+ vl o ) < Jullee @) + 101l e @)

11
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donc la fonction donnée (1.1) définit bien une norme de LP®)(€2), appelée la norme de Luxem-
bourg [8].

Lespace (LP®(Q), |||l o)) est un espace de Banach et D(€) est dense dans LP(")(Q).
De plus, si p~ > 1, LP®)(Q) est uniformément convexe donc réflexif et son dual est isomorphe
A LYE(Q), ot oL oL = 1,

On a aussi I'inégalité suivante appelée inégalité de type Holder :

/ uvdx
9]

pour tous u € LP@(Q) et tous v € LF'@(Q).

1 1
< (p—_ ; F) el o 2oy < 2l o e

On définit a présent 'espace de Sobolev généralisé aussi appelé espace de Sobolev a

exposant variable
W) (Q) = {u € LP™(Q); Vu € (Lp(””)(Q))N}
qui, munit de la norme
u— [ullwrre @) = llull e ) + VUl e )

est un espace de Banach.
L'espace Wy *™(Q) désigne la fermeture de C3°(Q2) dans W1#(®) ().
Soit p € Co(Q), p~ =1 et u € WSP™(Q), on a l'inégalité de Poincaré

[ul| rer ) < ClVul| o ()

ou C dépend de p(z) et donc de €.

En particulier, si p~ > 1, l'espace VVO1 P (I)(Q) est un espace de Banach séparable et
réflexif. Son espace dual est noté par W1 @)(Q).

Dans ’écriture des formulations variationnelles apparait en général le module convexe

Pp(z), €€ qui nous amene a énoncer les résultats suivants :

12
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Proposition 1.1.3 [1/] Siu,, u € LP®(Q) et p* < 400, les relations suivantes sont vraies :

(Z) HUHLP(I)(Q) <1 (T@Sp, = 17 > 1) g pp(@(“) <1 (Tespf = 17 > 1)7
.. - +

(i) Nl sy > 1= [0llcoy < P () < [0l
+ -

(i) ullzsiroy < 1= Nl oy < P () < Nl

(ZU) lim pp(m) (Un) =0« JLI{.IOHunHLp(z)(Q) = 0.

n—o0

Proposition 1.1.4 [1/] Si q € C.(Q) et si pour tout x € Q, q(z) < p*(x) alors linjection
de WHP@(Q) dans L1 (Q) est continue et compacte, ot
Np(z)

p* (.’E) _ N—p(z)
00 st p(xz) > N.

si p(z) < N,

En particulier, Uingection de Wol’p(x)(Q) dans LP®) () est continue et compacte.

Proposition 1.1.5 [39] On note

(N—=1)p(z) 3
() = N (2] si p(x) < N,
o0 si p(x) > N.

Soit ¢ € C(082). Si pour tout x € 98, q(x) < p°(x) alors Uinjection de WP (Q) —
LP"@(99) — LI (9Q) est continue et compacte.

Définition 1.1.6 [12] La fonction continue p : Q — [1,+00) satisfait la condition de conti-
nuité Holdérienne, s’il existe une constante C' tel que

— 1
Va, y € Q avec |z —y| < =.

Ip(z) — p(y)| < 5

~ —loglz —y
Remarque 1.1.7 Bien que cette condition de réqularité n’est pas nécessaire pour définir
les espaces de Lebesgue et Sobolev a exposant variable, elle s’avére étre tres utile pour ces
espaces pour introduire quelques propriétés, telle que C®(Q) est dense dans WP (Q) et
WP (Q) = W@ Q)N W (Q). De plus sil < p~ < pt < N, alors Vinjection de Sobolev
de WHP@(Q) dans L@ (Q) reste vraie pour q(x) = p*(x) (pour plus de détails voir [8]).

13
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Remarque 1.1.8 D’apres linégalité de Poincaré, il est évident que les normes

U — (| Vull ey ) et u — ||ul|yrre o) sont équivalentes sur Wol’p(x)(Q).
Remarque 1.1.9 /2] Soient a >0, b >0 et soit 1 < p~ < pt < 400, alors

(a + b)p(x) < gr'-l (ap(r) + bp(r)) )

1.2 Degré topologique

Soit © un ouvert borné de RY, N > 1, ou un ouvert borné d’un espace de Banach E.
Soit f € C(, RY) (ou f € C(Q, E)) et y € RY (ou y € E). On cherche & montrer qu’il
existe z € Q solution de I'équation f(x) = y.

On commence par donner l’existence (et 1'unicité) d’une application, appelée degré topo-
logique, en dimension finie puis en dimension infinie. Cette application nous permet parfois

d’obtenir le théoreme d’existence de solution recherché.

1.2.1 Degré topologique de Brouwer : la dimension finie

Définition 1.2.1 Soit N > 1. On note A [’ensemble des triplets (f,2,y) ou Q est un ouvert
borné de RN, f € C(Q, RY) ety e RN t.q. y & {f(x), x € 9Q}.

Théoréme 1.2.2 [20] (Brouwer, 1933) Soit N > 1 et A donné par la définition 1.2.1.
1l existe une et une seule application d : A — Z, appelée “degré topologique de Brouwer”,
vérifiant les propriétés suivantes :

e (Normalisation) d(Id, Q, y) =1 siy € Q.

o (Additivité) d(f, Q, y) = d(f, Q,y) +d(f, Q2 y) st QLUQ C QU NQ =0 et
y & {flz), € Q\Q UL}

e (Invariance par homotopie) Si h € C([0,1] x Q,RY), y € C([0,1],RY) et y(t) ¢
{h(t, x), x € 0N} (pour tout t € [0,1]), on a alors d(h(0,.), 2, y(0)) = d(h(t,.), Q, y(t))
pour tout t € [0, 1].

Proposition 1.2.3 Le degré topologique de Brouwer vérifie la propriété suivante :

si d(f, Q, y) # 0 alors il existe x € 2 tel que f(x) =vy.
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1.2. DEGRE TOPOLOGIQUE

Remarque 1.2.4 La proposition 1.2.3 nous donne une méthode pour trouver des solutions
a des problémes non linéaires. Soit N > 1, Q un ouvert borné de RN, f € C(Q, RY) et
y € RN. On cherche a montrer qu’il existe v € Q t.q. f(x) =y.

Pour cela, on construit une application h de [0,1] x Q dans RN t.q.

1. h(1,.) = f,

2. h(0,.) = g avec g linéaire inversible et y € {g(z), x € Q}.

3. h(t,x) # y pour tout t € [0,1] et tout x € OS).

On obtient alors d(f, Q, y) = d(g, Q, y) # 0 et donc il existe x € Q t.q. f(x) =1y.

1.2.2 Degré topologique de Leray-Schauder : la dimension infinie

Définition 1.2.5 Soit E un espace de Banach (réel). On note A. l’ensemble des triplets
(Id — f, Q, y) ot Q est un ouvert borné de E, f est une application compacte de Q dans E
(ce qui est équivalent a dire que f est continue et {f(:v), S ﬁ} est une partie relativement

compacte de E) ety € E t.q. y ¢ {x — f(x), x € 0Q}.

Théoréme 1.2.6 [20] (Leray, Schauder, 1934) Soit E un espace de Banach et A, donné
par la définition 1.2.5. 1l existe une et une seule application d : A. — 7Z, appelée “degré
topologique de Leray-Schauder”, vérifiant les propriétés suivantes :

e (Normalisation) d(Id, Q, y) =1 siy € Q.

e (Additivité) d(Id—f, Q, y) = d(Id—f, Qy, y)+d(Id—f, Qa, y) si Q2 UQy C Q, Q1N =
Detyé{z— flz), z€Q\Q UL}

o (Invariance par homotopie) Si h est une application compacte de [0,1] x Q — E,
y € C([0,1], E) et y(t) ¢ {z —h(t,x), z € IN} (pour tout t € [0,1]), on a alors d(Id —
h(0,.), 2, y(0)) = d(Id — h(t,.), Q, y(t)) pour tout t € [0, t].

Proposition 1.2.7 Le degré topologique de Leray-Schauder vérifie la propriété suivante :

sid(Id— f, Q,y) #0 alors il existe x € Q tel que x — f(x) = y.

1.2.3 Théoremes de point fixe

Théoréme 1.2.8 [17, 35] (Point fize de Brouwer) Soit N > 1, R > 0 et f € C(Bg, Br)
avec Bp = {z € RY, ||z|| < R}. Alors f admet un point fize, c’est-d-dire qu’il eziste x € By
t.q. f(z) ==x.
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1.3. OPERATEURS MONOTONES ET PSEUDO-MONOTONES

Théoréme 1.2.9 [17, 35] (Point fize de Schauder) Soit E un espace de Banach, R > 0,
Br ={z € E, ||z|| < R} et f une application compacte de Bg dans Bg. Alors f admet un

point fize, c’est-a-dire qu’il existe x € Bg t.q. f(z) = x.

1.3 Opérateurs monotones et pseudo-monotones

Dans ce qui suit, V' est un espace de Banach réflexif et séparable et A une application

de V dans V.

Définition 1.3.1 On dit que
i) A est monotone si :

Vu,v €V, (A(u) — A(v),u —v) > 0.

i1) A est hémicontinue si : pour tous u,v,w € V, Uapplication
t — (A(u + tv),w) est continue de R dans R.

iii) A est coercif si :
A
lim —< (), w)

= +o00.
fully—s+o0  ||ullv

Définition 1.3.2 [25] Un opérateur A de V' dans V' est dit pseudo-monotone si :
i) A est borné,

ii) lorsque u, — u dans V' faible et limsup (A(u,), u, —u) <0 alors
liminf (A(u,), u, —v) > (A(u),u —v), Yo € V.

Proposition 1.3.3 [25] On a l'implication

A borné, hémicontinu et monotone = A pseudo-monotone.

Théoréme 1.3.4 [25] Soit A un opérateur pseudo-monotone non linéaire de V- dans V' (V

est un espace de Banach séparable et réflexif), ¢ une fonction conveze propre s.c.i., tel que

il existe vy tel que p(vy) < 00 et
(A(u), u —vo) + ¢(u)

Alors, pour f donné dans V', il existe u € V' solution de
(A(u) — f,v—u) +¢(v) —p(u) >0, Yo e V. (1.2)
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1.3. OPERATEURS MONOTONES ET PSEUDO-MONOTONES

Définition 1.3.5 [3// On dit qu’un opérateur A de V' dans V' définit un opérateur de Leray-
Lions, s’il vérifie les hypothéses suivantes :

i) A(u) est un opérateur borné, au sens o il transforme les bornés de V' en des bornés de
V.

ii) A(u) est continu de tout sous-espace de V' de dimension finie dans V' faible.

ii1) A est coercitif.

iv) A est monotone.

Ces hypotheses suffisent pour montrer que A est surjectif, aussi A(u) = f admet une

solution pour tout f € V'.
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Chapitre 2

Etude du probleme melé pour le
systeme de 1’élasticité non linéaire par

degré topologique

Dans ce chapitre, nous considérons le probleme meélé pour le systeme de I'élasticité non
linéaire avec loi de comportement généralisée. Les coefficients de 1’élasticité dépendent de x
tandis que la densité des forces volumétriques dépend du déplacement. L’objectif principal
de ce chapitre est d’appliquer le théoreme de point fixe de Schauder et les techniques de
degré topologique pour prouver un théoreme d’existence et d’unicité des solutions faibles du

probleme variationnel correspondant.

2.1 Notations et position du probleme

On va considérer un exemple de probleme elliptique fondamental quant a ses applications
a la théorie de la Mécanique des Solides : le systeme de 1'élasticité [36].

Soit © un ouvert borné et connexe de RY (N = 3 dans les applications), & frontiere
lipschitzienne I'; soit I'y une partie de I' de mesure superficielle strictement positive et
soit I'; le complémentaire de I'y dans I'. On note par u = (uy, us, u3) le déplacement de la
substance et o le tenseur des contraintes dont les composantes 0;;(1 < 7, j < 3) sont données

par :
3

oij(u(x) = > agn(@)em(u()), 1 <i, j < 3. (2.1)

18



2.2. FORMULATION FAIBLE DU PROBLEME

L’équation (2.1) décrit une relation linéaire entre le tenseur des contraintes o et tenseur
de déformation linéarisée € de composantes

e (ule) = 5 (G2 + 52 ) 1< i< 22)
7 i

Les coefficients d’élasticité a;ji, vérifient les propriétés suivantes :

1°) propriétés de symétrie :
Qijkh = Gjikh = Qijnk, V1 <4, j, k, h <3, (2.3)
2°) propriété d’ellipticité :
3 3
da >0, V¢; € R, Z aijkn ij Skn = @Zfizj~ (2.4)
k,h=1 ij=1
On considére alors le probleme suivant : étant données des fonctions f = (f1, fa, f3) de

(L*(Q))% et g = (g1, g2, g3) de (L*(T'1))3, trouver une fonction u = (uy, ug, uz) solution de

3
- iazj (u) = fi(xr,u) dans Q; V1<i<3; (2.5)
j=107;
u; =0 sur Ty, V1I<i<3; (2.6)
3
>_0ij (w)n; = gi(z) sur Ty V1I<i<3. (2.7)
j=1

Les équations (2.5)-(2.7) décrivent les petits déplacements u a partir de ’état naturel
d’un solide élastique non homogene soumis a une densité volumique de forces f dans €, et
a une densité superficielle de forces g sur 'y, les déplacements u étant fixés et nuls sur I'.

La loi (2.1) correspond & un matériau anisotrope. Lorsqu’en outre ce matériau est non
homogene, les coefficients d’élasticité a;;, dépendent de z ; on suppose alors que les fonctions
a;;kn appartiennent a L () ;1 <14, j, k, h < 3, et que la propriété d’ellipticité est uniforme,
c’est-a-dire qu’il existe une constante a > 0, indépendante de z, telle que (2.4) soit vérifié

presque partout sur 2.

2.2 Formulation faible du probleme

On multiplie I’équation (2.5) par v € V' et on inteégre sur {2, on aura :

—Z [ o= [ o) ds
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2.3. THEOREME D’EXISTENCE

ol
V= {v € (Hl(Q))3; v =0 sur Fo},
est un sous-espace vectoriel fermé de (H'(€2))?, muni de la norme -1y = 11l -

On applique la formule de Green; on obtient :

Z/a@] 81}, dx— Z/U” w) njvdl = Z/fl z,u(z)) v(z)de,

2,j=1 1]1

de (2.7) et la symétrie du tenseur de déformation linéarisée on a :

ZZ/GZW‘ x) epn(u)e;j(v dx—/f x,u(x )dx+/ g(x)v(z)dl, Yv e V.
I

1,j=1k,h=1

2.3 Théoreme d’existence

2.3.1 Existence avec le théoréme de Schauder

On travaille dans cette section avec les hypotheses suivantes :

da>0et f>0t.q. a<ajr(s) <P p.p. pour tout s € R;

f e (L=(Q x R)*; (2.8)

gi; est une fonction continue, V1 <17, 5 < 3.

Sous les hypotheses (2.8), on cherche a montrer I'existence de u, solution du probleme

non linéaire suivant :

V7
Z 3 [egledamule)es (vl =
/f(:c,u(:r))v(x)dx + /g (z)v (z)dl, Vv € V.

L Q Ty

Théoréme 2.3.1 Sous les hypothéses (2.8), il existe u solution de (2.9).

Preuve : Pour u ¢ (LQ(Q))?’ fixé, on a l'existence et 'unicité de u solution du probleme

suivant : )

m

V?
> [ agn(@)em(u(z))ey (o())dz =
kh:lé

u
3
2
]:

/f dx+/g() () dT, Vo € V.

I't

1

-~

\
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2.3. THEOREME D’EXISTENCE

Plus précisément, pour montrer Iexistence et I'unicité de u solution de (2.10), on ap-
plique le lemme de Lax-Milgram [5].

On pose T'(u) = u. L’application T" est donc une application de E dans E avec
E = (L3 ().

Un point fixe de T" est une solution du probleme (2.9).

Pour démontrer 'existence d’un tel point fixe, on va utiliser le théoreme de point fixe
de Schauder.

Tout d’abord, on va montrer que 'image de 1" est dans un borné de V.

En prenant v = u dans (2.10), et en utilisant « cité dans les hypotheses (2.8), on aura

par 'inégalité de Korn [36]

aCic a1 s < / f (a2, ()ule)de + / g () u(x)dr, (2.11)

ou Ck est la constante de I'inégalité de Korn.

Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, la borne L*™ de f et le théoreme de trace on trouve :

2
aCk HUH(Hl(Q))3 < G ”UH(LQ(Q))?’ + HQH(L2(F1))3 HUH(LQ(IH))?’
< Cillull gy + CoC llull 1oy -

ce qui implique

C + CoC
ully = ull iy < “aCr R,
ainsi
H“H(L?(Q))S < R
Donc

we By ={ue (L))" Jull paeyp < R}

Et par suite, 'image de T est dans un borné de V c (H' (22))” et donc (par le théoreme
de Rellich) dans un compact de (L2(€2))”. En prenant R assez grand, I'application T envoie
donc By dans By et {T'(u), T € Bg} est relativement compacte dans (L2(£2))”.

Pour appliquer le théoreme de point fixe de Schauder, il reste a montrer la continuité de
T.

Soit (W )nen une suite de (L2(Q))’ t.q. @, — u dans (L%())®, quand n — +00. On

pose u, = T(@,). Apres extraction d’une sous suite, on peut supposer que U, — U p.p. et
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2.3. THEOREME D’EXISTENCE

qu'il existe w € V t.q. u, — w faiblement dans V (et donc aussi u, — w dans (L2(2))°).

On va montrer que w est solution du probleme (2.10). En effet, soit v € V', on a
Z Z / Wik (T )kn (Un () €15 (v(2))da = / f(x )dl“+/ g(z)v(z)dl, Vv e V.
1,j=1k,h=1 I
En passant a la limite quand n — 400 (en utilisant la convergence dominée), on aura
Z Z / aikn(T)ern(w)eij(v(z))de = / f(z (x)dx —i—/ g(x)v(x)dl, Yv e V.
i,j=1k,h=1 I

Ceci prouve que w = T'(u) = u. On a donc prouvé, apres extraction d’une sous suite,
que T(u,) — T(w) dans (L*(Q))*.
On a ainsi démontré la continuité de T'. On peut donc appliquer le théoreme de point fixe

de Schauder et conclure a 'existence d’un point fixe de 7', ce qui termine la démonstration.

2.3.2 Existence avec le degré topologique

On reprend le méme probleme précédent (2.9) :

i%/whmz»wWWx
é d$+/ (z)v(z)dl, Yo € V.

I

qui est la formulation faible du probleme (2.5)-(2.7).

On se place sous les hypotheses suivantes :

)
(i) €;; est une fonction continue, V1 <14, j <3,

(1) da, B> 0; o < ajpn(x) < B p.p. dans (2,

(¢4i) f est une fonction de Carathéodory, et (2.12)
30, > 0 et d e (L) |f(x,s)| < d(x) +Cals],
(iv) tim L85
\ S§—00 S

Théoréme 2.3.2 Sous les hypothéses (2.12), il existe une solution u de (2.9). Si de plus f

ne dépend pas de u alors la solution est unique.
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2.3. THEOREME D’EXISTENCE

Preuve : La méthode de degré topologique demande des estimations a priori ¢’est-a-dire
des estimations sur u, sans connaitre son existence.

Supposons donc u solution de (2.9). Le gros avantage de considérer (2.9) plutot que
(2.10) est d’avoir uniquement wu, et non pas u et u, et ceci simplifie considérablement les
estimations.

On réécrit le probleme sous la forme :
U E V

> @igkn (€)epn(w(z))ey (v(x))de = (F(u), v)y

1,j=1k,h=1
Q
olt F(u) est, pour u € (L2(Q))”, I'élément de V' défini par :
(F( /f:xu )dx+/g()v(x)df.
Iy
D’apres 'hypothese (iii), 'inégalité de Cauchy-Schwartz et le théoreme de trace, on a :

|[(F(u),0)] < /If(:v,U(fL"))l v(2)| dx + I,f/(ifu“)llv(x)ldF

< / d| o] da + Cs / | |v|dx+ / gl o] dT

< Nl gy Tl + Co Tl gz Il gae 3+ngLgpl)snvumns
< Ml z2gys 10l ay + Co llull 2@y vl gy + CoC llvlla gy

<

Donc

1E @)y < [ld]] 120y + C2R + CCo. (2.13)

Nous allons démontrer que

F:(L2(Q) — V'

est continue, pour cela on a besoin du théoreme de convergence dominée de Lebesgue.

Soient u, & € (L2(€2))*, on a :

(Flu),v) = /fxu dx—f—/rlg
(F(@),v) = /Qf(x,ﬂ( dx—f—/rlg
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2.3. THEOREME D’EXISTENCE

d’ou :

[F@) = F@ly, = sup [(Flu) = F(@), v)y. |
lvlly =1

= suwp (f(w) = f(u)) vdz

llvlly =1

sup  (I1£(u) = £ @)yt Il
llolly =1

sup  (117w) = J@  gzop 01l )

llolly =1

< F )~ F@ oy

IN

IA

Donc, si (uy,),,cy est une suite de (L*(€2))? telle que u,, — u dans (L*(2))?, on a :
1E (un) = F(@)ly: < [[f (un) = F@)]] (12
Donc, 3 (u,) sous suite, telle que :
Uy, — U p.p. sur £,

et IH € (L*(Q))? telle que :
lun| < H p.p. sur .

On remarque ensuite que f(u,) — f(u) car f est continue p.p. sur €.

D’apres U'hypothese (iii), |f(u,)| < d(z) + Cs Ju,|, et comme |u,| < H, on trouve :
|f(u,)| < d(x)+ CoH p.p. sur €,
et donc par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue
[f(un) = F(@)]l(12(q)2 — 0 lorsque n — oo,

et par suite

| F(un) — F(w)l]],,, — 0 lorsque n — o0,

d’ou la continuité de F'.

Pour S € V', le probleme linéaire

weV,

> > [ agm(@)emw@))ey w()ds = (S, v}y

i,j=1k,h=1 A

(2.14)
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2.3. THEOREME D’EXISTENCE

admet une unique solution w € V' (voir [5]). On note B, 'opérateur qui a S dans V' associe
w solution de (2.14).

L’opérateur B, est linéaire continu de V' dans V et V s’injecte compactement dans
(L*(€2))*. On en déduit que I'opérateur B, est compact de V' dans (L%(Q)).

Le probleme (2.9) est équivalent a résoudre le probleme de point fixe u = B, (F(u)).

On va montrer, par degré topologique, que le probleme suivant admet une solution
ue (L3(Q)°,
u= B,(F(u)).

Pour t € [0, 1], on pose 'application h telle que :

he[0,1] x (LA(9)" — (L2()°,

(t,u) — h(t,u) = B,(tF(u)).
Pour R > 0, on pose Br = {u € (L2(Q)* t.q. [ull (r2 < R}. On va montrer que
u—h(t,u) =0
te(0,1], ue (L¥Q)°

(2) h est continue de [0, 1] x Bx dans Bg;
(3) {h(t,u), t €[0,1], u € Br} est relativement compact dans (LA(Q))*.

Si on suppose qu’on a démontré (1), (2) et (3), on n’a pas de solution a l’équation
u—h(t,u) = 0 sur le bord de la boule Bg, et on peut donc définir le degré d(Id—h(t,.), Bg,0).

Ce degré ne dépend pas de ¢, on a donc :

d(Id — h(t,.), Br,0) = d(Id— h(0,.), Bg,0)
— d([d, BR,O) =1.

On en déduit l'existence de u € Bpg tel que u — h(1,u) = 0, c’est-a-dire
u = B,(F(u)).

Donc u est solution de (2.9).
Il reste donc & montrer (1), (2) et (3). Commengons par démontrer (3) (pour tout R > 0).

On suppose que ||ul|(;2(q) < R. On a:

F(u) e V', et (F(u),v)y, ., = /Qf(m,u(x))v(x)dx +/F g (z)v (z)dl,
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2.3. THEOREME D’EXISTENCE

et
|F )y < 1] 2oy + C2R + CCo.

Donc :

HIF(@llys < 1] gaqayys + CoR+CCy = B, ¥ € 0,1].

Posons h(t,u) = B,(tF(u)) = w et montrons qu'il existe R dépendant que de R, Cy, C,
Csy, et a tel que

It )l < B
Par définition, w est solution de
(NS V
2.15
3 > [agu@)en ey = (F). 1)y, VeV 21
i,
Q

En prenant v = w dans (2.15), on obtient par I'inégalité de Korn :
) ~
aCk [|w| e < IE Wy lwlly, < R|lwl], -

Ce qui implique
1At W)l = llwll, < R,

avec

R B ”dH(Lz(Q))s +CQR+OCO

aCly n aCk

E:

On en déduit par le théoreme de Rellich que I’ensemble {h(t, u), t €[0,1], u € ER} est
relativement compact dans (L2(€2))*. Ce qui montre bien (3).

Montrons maintenant le point (2). Soit (¢, )nen C [0, 1] telle que ¢, — ¢ lorsque n —
+00 et (Up)nen C (LA(Q))” t.q. uy — u dans (L2(2))°. On veut montrer que h(t,, u,) —
h(t,w) dans (L2())*. Soit w, = h(t,,uy) et w = h(t,u). Pour montrer que w, — w dans
(L())*, on cherche a passer & la limite sur P'équation suivante :

7

w, €V,
3 3
> /%kh x)epn(wy)ei(v)de =
1,0=1k,h=1 0 (216)
tn/fun)v dx+t/g()v(x)df.
Q T
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2.3. THEOREME D’EXISTENCE

On sait déja que (wy,), o est bornée dans V', car la suite (uy)nen est bornée dans (L))
(c’est ce qu’on a montré a I'étape précédente : si [[un | 12y < R alors [lw,[;, < R).

La suite (wy),,cy st bornée dans V', et a une sous suite pres, on a donc

w, — w dans V faible et w,, — W dans (L2(Q))3,

u, — wup.p.etdHEe€ (L2(Q))3; |un| < H p.p..
Comme w, — W dans (L*(R)), alors
w, — W p.p. et IK € (L2(Q))3; lw,| < K p.p..

Soit v € V' et comme ¢;; est continue alors iy (wy,) — €xn (W) p.p., donc

3 3 3 3
Z Z az]kh z)epn(wn, 51] ) — Z Z az]kh )ern (W )5ij(v) p-p,
,j=1k,h=1 i,j=1k,h=1
on a aussi
3 3
Z Z ijkn () €xn(wn )i (V)| < B Z |ekn(wn)] Z lesj(v)] € Ll (€2).
i,j=1k h=1 k,h=1 ij=1

Donc par le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue
E § /awkh 5kh W, 81] dl’ ” § § /awkh 5kh 51]( )d
1,j=1k,h=1 1,j=1k,h=1 Q

Et comme f(u,) — f(u) p.p- et |f(u,)| < |d| + Cy|H|. Alors f(u,) — f(u) dans

(LQ(Q))3 et par suite
/Qf(un)vdx — éf(u)vdx.

En passant a la limite dans (2.16), on obtient donc :

ZZ/GUM x)egn(W)eij(v da:—t/f vdx—i—t/ (x)v (z)dl,

1,j=1k,h=1

et donc w = h(t,u) = w.
L’application h est donc continue. Ce qui montre bien (2).

Il reste maintenant a démontrer (1). On veut montrer que :

u—h(t,u) =0

R > 0;
€[0,1], u e (L2(Q))?
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2.3. THEOREME D’EXISTENCE

Soit t € [0,1], et u = h(t,u) = tB,(F(u)), c’est-a-dire

p

ueV,
23: 23: aijkn(2)epn(w)e;; (v)dr =
i,j=1k,h=1 5 (2.17)
t | fluwdr +t [ g(z)v(x)dl, Vo € V.
]

On choisit v = u dans (2.17). Par ’hypothese (ii) et I'inégalité de Korn, on a donc :
2
aCl [[ulli () < /Q |f (w)ul dz + A |9 ()] [u (x)| dL.

On va déduire de cette inégalité I'existence de R > 0 t.q. ||ul| ;2(q)2 < R. Cest ici qu’on

utilise ’hypothese (iv), i.e. lim f(x,s)

s—+oo S
On raisonne par 'absurde. Supposons qu’un tel R n’existe pas. Alors il existe une suite

= 0.

(Up )nens d’éléments de V' telle que

2
[tnll 2y = 1 et aCk [[unl[( ) < /Q !J‘(un)v«bnldﬂﬂr/F |9 ()] [un ()] dT.
1

Up,

[unlly

aCk ||vn||?H1(Q))3 < / dx +/
Q Iy

La suite (v,)nen+ est bornée dans V', et par suite, & une sous-suite pres, v,, — v dans
(L*(2))°.

On a aussi

Montrons que ceci est impossible. Posons v,, = . On a donc ||v,]],, =1 et

||UnH(H1(Q))3

g9()

————v, | dl.
[ | (H'(Q))*

vn n

v, — v p.p. dans (),

lvn| < Havec H € (LQ(Q))?’.

Et comme ||v,|,, = 1, on a

aCyk §/ Mvn dx—l—/ 9(2) vy, | dL.
Q HunH(Hl(Q))3 Iy HunH(Hl(ﬂ))3
On pose
Q ||Un||(H1(Q))3 Iy Hun||(H1(Q))3

et on montre maintenant que X,, — 0 lorsque n — 400, ce qui est impossible puisque X,

est minoré par la constante aCkx qui est strictement positive.
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2.3. THEOREME D’EXISTENCE

1)l Jonl

HunH(Hl(Q))3
de convergence dominée que

/ S (un)

HunH(Hl(Q))3
On montre tout d’abord la domination. On a

— Montrons que — 0 p.p. avec domination, on aura alors par le théoreme

vp| dr — 0 lorsque n — +o0.

U, d| + Cy |lu, d
[fl)l At Cofun] o |d] +Cy ol
||Un||(H1(Q))3 ||Un||(H1(Q)3 ||Un||(H1(Q)3
d
< Lo
Hun||(L2(Q))3

S ‘d’—{—CZH?

donc

< (|d|+ CoH)H € (L' ().

Un

HunH(HI(Q))?’
On montre maintenant la convergence p.p.. On a v, — v p.p. donc JA; mes(A°) =0

et v,(x) — v(z) Vo € A.

ler cas : si v(z) > 0; v,(z) — v(x), mais nETm||un]\(L2(Q))3 = +o0 donc u,(xr) =

() [[ttn | g1 ()2 — +00.

flune) o Fale)u(z)

Hun”(Hl(Q))3 () ||UnH(H1(Q))3

S (un())

Un(.’E) (,Un(x))2 —0 quand n — +o0.

Up () =

On a utilisé ici  lim f(s)/s = 0.

s—>+00

2éme cas : si v(x) < 0; on a de méme lim f(un(z))

———"—v,(z) =0, car lim f(s)/s=0.
n—+oo Hun”(Hl(Q))3 §—>—00

3éme cas : si v(z) =0;

nll(H(@)? Unll ()
< ([d(@)] + Co |va(@)]) [vn(2)]
— O carv(z)=0.

En résumé on a v, — 0 p.p. sur Q.
HunH(Hl(Q))3

On a ainsi montré que

—————v, | dx = 0.
Hun”(Hl(Q))S

lim
n—-+00 Q

Un
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2.3. THEOREME D’EXISTENCE

— Montrons maintenant que le terme

J:

9@ fenl

||Un||(H1(Q))3 ||Un||(H1(Q))3
r

g9()

————v,| — 0 lorsque n — 4-o00.
||un||(H1(Q))3

Un

0< HQ(@”(L?(H))?’ ”Un”(m(rl))3

CoC HUnH(Hl(Q))3

||un||(H1(Q))3
CoC
< — 0 quand n — +o0,
||Un||(L2(Q))3
car on a ||u,l|(z2(q) — +00 quand n — +o0.

Donc :
@)l el

n=+oo Jp, ||un||(H1(Q))3

dal’ = 0.

Ceci, est en contradiction avec X,, > aC'x pour tout n € N*.
On a donc montré qu'il existe R > 0 t.q. (u = h(t,u)) = [Jul| 12y < R. Ce qui montre

(1). On a ainsi montré l'existence de solution a (2.9).
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Chapitre 3

Différents problemes aux limites pour
le systeme de I’élasticité non linéaire
dans des espaces de Sobolev a

exposants variables

Plusieurs auteurs ont étudié le systeme de 1’élasticité avec des lois de comportement
particulieres et en utilisant diverses techniques dans les espaces de Sobolev a exposants
constants. Dans ce chapitre, nous considérons le probleme de Robin pour le systeme de
I’élasticité non linéaire avec loi de comportement généralisée. Les coefficients de 1’élasticité
dépendent de x et la densité des forces volumétriques dépend du déplacement. Nous considérons
ce probleme comme un opérateur de Leray-Lions et 'objectif principal de ce chapitre est
d’appliquer les techniques de Galerkin et la théorie des opérateurs monotones pour prouver
un théoreme d’existence et d’unicité de la solution faible dans des espaces de Sobolev a

exposants variables.

3.1 Notations et position du probleme

Tout d’abord, nous introduisons les notations essentielles adoptées dans ce chapitre. Soit

Q) un ouvert borné et connexe de RY (N = 3) & frontiere lipschitzienne I'. Pour un champ
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3.1. NOTATIONS ET POSITION DU PROBLEME

de déplacement donné u, on associe le tenseur de déformation non linéaire £ défini par

(Vu" + Vu+ Vu'Vu)

er—t

dont les composants sont :

1 Ou, 8u] Oy Oy

Le tenseur des contraintes non linéaire correspondant o(u) = (0;;(u(x)))1<i, j<3 est alors

>,1§i,j§3. (3.1)

donné par :
3

o (u(@) = 3 ayn(@) Bu(Vule)), 1 <, j <3, (3.2)

k,h=1
qui décrit une relation non linéaire entre le tenseur des contraintes (0;;), =1, 2, 3 €t le tenseur

de déformation (L), Les coefficients de 1'élasticité a;;, vérifient les propriétés de

i,j=1,2,3"

symétrie suivantes :

Aijkh = Qjikh = Qijnk, V1 <1, j, k, h < 3.

Le but de ce chapitre, est de démontrer un théoreme d’existence et d’unicité des solutions

faibles du probleme elliptique non linéaire suivant :

( 3 a

—0;;(u(z)) = fi(z,u(z)) dans 2, 1 <1i <3,
=10;
3
oi(u(@)) = 22 agrn(x)Epn(Vu(z)) dans Q, 1 <4, j <3,
ksh=1 3.3)
1 5 (3.
Ei; (Vu(zx)) = 3 (8% 812 + Z %7“;7? %%’?) dans Q, 1 <14, j <3,

3
Soi (@) +Kuy=0sur T, 1 <4 <3,
j=1

(
ou K est un réel positif et n = (7;) est la normale unitaire extérieure a I".

Le probleme (3.3) modélise le comportement d’un matériau hétérogene avec la condition
de Robin sur la frontiere. La considération de ce matériau n’est en aucun cas restrictive. En
effet, nous pouvons appliquer cette étude a d’autres matériaux élastiques plus particuliers,
mais ce cas permet de décrire facilement les différentes étapes de ce travail. Le tenseur des
contraintes considéré ici est non linéaire. Comme cas particuliers, certains modeles ont été
étudiés dans des espaces de Sobolev a exposants constants, citons a titre d’exemple Ciarlet
[5], Dautray-Lions [7] et Lions [25].

Citons quelques cas particuliers du probléme (3.3) :
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3.2. QUELQUES PROPRIETES DES OPERATEURS E;;

1. Le probleme de déplacement pour un matériau homogene ou hétérogene de St.

Venant-Kirchoff ou :
- Les forces volumétriques appliquées f sont mortes (ne dépendent pas de u),

- Le tenseur des contraintes est sous la forme (matériau de St. Venant-Kirchoff) :

oij(u(@)) = A(trE(Vu(x))) + 2uE;(Vu(z)),
1<, 5<3, A>0,u>0,

2. Les coefficients d’élasticité ont la forme :
Qijpg = A0ijOpg + (0ipGiq + 0igdjp), 1 <0, j, p, ¢ <3

ol A et u peuvent dépendre ou non de z,
3. Les forces volumétriques appliquées f ont la forme f(§) = |£|° (2)-1 &,

4. Certains modeles appelés “LES” (Large Eddy Simulations) utilisés en mécanique des

fluides. Ces problemes sont :
—div(Y(x)a(Vu(x))) = f(z).
Pour ¢ = 1 et a(&) = |¢[P™)72¢, Iéquation ci-dessus s'écrit :
—div(|Vul"'™ 2 Vu) = f.

L'opérateur Ay : t — Ay (1) = div(|Vu["™ 7 Vu) s'appelle le p (x)-Laplacian.

Le cadre fonctionnel du probléme considéré (3.3) est celui des espaces de Lebesgue
et Sobolev avec exposants variables (voir paragraphe 1.1.2.). La nécessité de travailler avec
le concept des espaces de Sobolev a exposants variables est motivée par I'apparition de ces
espaces lors de la modélisation des fluides électrorhéologiques et thermorhéologiques (voir

[37]) et en traitement d’images (voir [4]).

3.2 Quelques propriétés des opérateurs E;

Pour la suite de ce travail, nous aurons besoin de quelques propriétés du tenseur de
déformation (3.1).

Pour cela, on a le théoreme suivant :
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3.2. QUELQUES PROPRIETES DES OPERATEURS E;;

Théoréme 3.2.1 (quelques propriétés des opérateurs E;;)

Pour u € WP@) (Q) = (I/Vol’p(:v)(ﬂ))3 N (W2’p(x)(§2))3, avec 3 < p(x) < +o0.

Les composantes Ey, du tenseur de déformation de St. Venant-Kirchoff E vérifient les
propriétés suivantes :

1) (Continuité) les Exy (&), k, h =1 a 3, sont des fonctions continues,

2) (Coercivité) Ja > 0; tel que By, () & > | Vi, j, k, h=1 a3,
3) Ein (Vu) g;;;_ e LY(0),Yi, j, k,h=1 a3,
)

U

4) (Monotonie) soient les fonctions gz? :Q — ]—00, 3], 2 — 9ui (1) et du’ Q) —
J J

|—00,3], . — %(m), i, 7 =1 a 3; alors les opérateurs
Ei;(.) de wre) (Q) dans (Wp(m) (Q))/7 i,j=14a3,
sont monotones.

Preuve du Théoréme 3.2.1 :
1) La continuité de Eyy, :

Pour 3 < p(x), l'espace WP (Q) est une algebre, donc
u, v € WO (Q) = uv € WP (Q).

3
On a donc pour u € WP®) (Q) = (Wol’p(x)(ﬂ)> N (I/Vz’p(g”)(Q))3 :

e Whe@)(Q
(‘3xk 8xk 8xh ( )7

uk 8uh Oy, 3um
Z
et par conséquent Fy, (Vu) € Whr@(Q). En plus, pour 3 < p(x), on a l'injection continue
WrE)(Q) < C(Q2), donc Eyy, k, h = 1 & 3 sont continues.
2) La coercivité :
Pour la coercivité des composantes Ey, voir [32].
3) Exn (Vu) g_ e LYQ),Vi, j, k,h=143,

En utilisant la remarque 1.1.9, on a :

p(x)
| B, (V) P@) = (1)

2 )
1 7 +_1 Ouy, oup p(z) > Qum, Ou P
1 " +_1 = +_1 Ou (@) Ou v & Oum O P



3.2. QUELQUES PROPRIETES DES OPERATEURS E;;

donc
B, (Vu) € LP9(Q), k, h=143,

et comme p(x) > p'(z) des que p(z) > 3, on a :
B, (Vu) € LP@(Q), k, h=14 3.

Prenons alors v € WP® (), on a % € [P™(Q), V1 <4, j < 3. On a donc par
J

I'inégalité de Holder :

81)2‘
an

Eyp, (Vu) cL'(Q),i, 7,k h=143.

4) La monotonie :

Oum,

En utilisant la regle 1(a? 4 b%) > —ab, avec a = %= et b= 9= on a:
i j
1 ( Ou; Ou; 1 3 Oum 2 Oum, 2
Ejuw) 25 (G o) —12 (o) +(52) )=
1 (0w | Ouj 1 5 (o 5 (s 2 . N
§<8x;+8xj>_é_l(z(8x?> +Z_:1<8z7>)’z’j_1a3’

et par conséquence :

(Eij(u) = Eij(v),u —v) >

(BT £ ) (B B0 ). ™

_1
4
m=1

Pour conclure, il faut démontrer que le second membre de (3.4) est positif. Pour cela,

on sépare le second membre de (3.4) en partie linéaire et non linéaire.
. . N Jz Agj fro
Soit la fonction linéaire 2 =% R3*3 —3 R, définie par

ou ou 1 [/ Ouy ou;
A — A _ = i j =1
( ij © Jx)(x) ij (8$i ($)a D ($)) 5 (31:]- (z) + o (93)) y 4,0 a 3,

. .o, Tz B;j PP
et la fonction non lindaire Q —% R3*3 —% R, définie par

3

(Bijols)(z) = Bij (S—Z(a:), j—;(x)) = —i (i (g? (a:))Z +) (g;‘y (x>)2> i, j=14a3.

j=1

1=

Les fonctions A;; et B;; sont continues pour p(x) > 3. Reste a montrer que, Vi, j = 1
a 3, les A;; sont croissantes sur R, les B;; croissantes sur R~ et les A;; +B;; croissantes sur
1
] =00, 3]
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3.2. QUELQUES PROPRIETES DES OPERATEURS E;;

1. Démontrons que les A;; sont croissantes : soit la fonction

Ou;

QR R, définie par <% o Jx> (x) =

L

811,1'
0x]~

(),4,5 =143,

On note

et

la fonction ¢t —> %t de R — R, étant croissante sur R, on a :

l<8ui_8vi aui_avi> _ 1/(81@_ >< —avi)dx
2 \0x; Ox; 0r; Oux; 2 Jo \ Oz, . Oz
_ 1 ‘ ou; O || -
2 || 0x; &rj 2@

Dongc, les A;; sont croissantes.

2. Démontrons que les B;; sont croissantes : soit la fonction
Jz 3 3 B
Q-5 R° xR® = R,

définie par

(Bij o Jo)(x) = By (t;, 1) = —i <Z (g? )2 +23: (gz;(x)f) Ji,j=14a3.

j:1 =1

Comme au point 1., on note

Oy 7= 0%

ti]’:—

By (tyem) =~ (Z (2w +Z (5 <x>)2> ,

donc
A 3
2 2
By (tj,m) = ~1 ( St Tji)
=1 j=1
—— (6 x Mazx (t2 72) = —3%2
-4 1<i, j<3 © U
La fonction f(3) = —2? étant continue et croissante sur R™, on en déduit que les B;;

sont croissantes sur R™.
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3.2. QUELQUES PROPRIETES DES OPERATEURS E;;

3. Démontrons que les A;; + B;; sont croissantes : les démonstrations des points 1. et 2.
impliquent que la somme A;; 4+ B;;, Vi, j = 1 a 3, correspond a la somme des deux fonctions

f(52) + g(52) = 5 — 25*, R — R, évidemment continue et croissante sur ]—oo, %], comme

différentielle de la fonction convexe h(z) = 25 — 15¢% sur |—o0, 1]. Donc, (3.4) est vérifiée

et par conséquence
(Eij(u) = Eij(v),u —v) 2 ((Aij + Bij)(u) — (Aij + By)(v),u —v) 20, Vi, j=14a3.
Autrement dit, les Ej;(u), 4, j = 1 & 3, sont monotones de WP*)(Q) dans (W»() (Q))/,
i, j=143.
Corollaire 3.2.2 Sous les mémes hypothéses, du théoreme ci- dessus, l’opérateur
—div(aijin(z)Eij(.)) est monotone de WP (Q) dans (Wp(m)(Q))/.
sous I’hypothese
Ja, feRY; a < ajen(x) < B, pp., Vi, j, k, h=1a3.

Démonstration

On a :
V(u,v) € WH(Q)?, (—div(aijen (@) Eij(u)) — (—div(agm () Ey(v)),u — v) =

> [ agen @)y () — By(o) (22— 22 i

ij=1J0

Le point 4. du théoreme 3.2.1 implique que

d’ou le résultat désiré.
Remarque 3.2.3 Le théoréme 3.2.1 reste vrai pour u € HP® (Q) ou u € XP@) (Q), tel que

@ (Q) _ {u c (WLP(:E) (Q))3 N (W2,P(m)(Q))37 /Q

u(x)sz:O},

et
3

XP@ (Q) = ([/Vl,p(ﬂc)(g))3 N (W22@ ()",
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3.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D'UNICITE

3.3 Théoreme d’existence et d’unicité

On distingue trois cas :

Le premier cas : K est suffisamment grand

Dans ce cas, on obtient le probleme de Dirichlet [29] :

(

\

3.0
—> =—oi;(u(x)) = fi(z,u(x)) dans Q, 1 <i <3,

=10z,

oij(u(z)) = Z; a;jkn () Ekh(Vu(a:)) dans 2, 1 <14, j <3, (35)

Ei; (Vu(x)) = ; (émz + 8@; —|— %1;’:? %%?) dans 2, 1 <1, 5 <3,

ui:OsurF,lgiS?).

Le deuxiéme cas : K =0

Dans ce cas, on obtient le probleme de Neumann [41] :

—i%aij(u(:c)) = fi(z,u(x)) dans 2, 1 <1i < 3,

j=1
3
oi(u(x)) = > agin(x) Epn(Vu(z)) dans Q, 1 <4, j <3,
kh=1
5 3 (3.6)
Eij (Vu(z)) = (gjjf + 52+ > %ﬁ"?%) dans ©, 1 <14, j < 3,
J ! m=1 ‘ J

1

2

3

Yooy (u(z))n;=0surI', 1 <i < 3.

Le troisieme cas : K # 0

Dans ce cas, on obtient le probleme de Robin (cas général) :

(

30 —0;(u(z)) = fi(z,u(z)) dans 2, 1 <7 < 3,

j=10x;
oij(u(z)) = Z aijen () Epn(Vu(z)) dans , 1 <4, j <3,
h:
3
Ei; (Vu(z)) = 3 (8ui + g? + > %Z;’j %1;:“) dans Q, 1 <4, j < 3,

ox;
J m=1

(3.7)

3
Yooij(u(x))n+Ku;=0sur I', 1 <i < 3.
j=1

3.3.1 Etude du probleme de Dirichlet

Cherchons une forme faible adéquate de (3.5). Soit u € WP®) (Q) = (W&’p(m)(ﬁ)) N

(WQ,P(:E)(Q))S muni de la norme définie par |[.[|yow o) = |- ||( 10 g ) :
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3.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D'UNICITE

On a d’apres le théoreme 3.2.1

v
Clijkh(.’ll')Ekh (VU) 8U

(Q), 4, j, k, h=143,

vu que a;rn € L2 ().

Il est donc naturel de chercher v € WP® (Q) et de prendre les fonctions test dans
WrE) ().

On rappelle aussi que si f(.,s) € (L7'® (Q))B7 I'application v — /f(x, u(zx))v (z) dz est

linéaire continue de WP® (Q) dans R. C’est donc un élément du dual de WP®) (Q) (ce dual
est noté (W” o (Q)) ), on note encore f cet élément de (W” o (Q)) , c’est-a-dire que pour
fe (Lp'(x)(Q))B, on a

<f’ U> (Wp(z)( WP(I) /f Z, u )dl‘ Vo € Wp( %) (Q)

La forme faible de (3.5) que 'on considere est donc :

u € WP (Q)

)Py azjkhmEkh(w(x»gZ a 3.9

4,j=1k,h=1

<f U><WP(W)(Q)) Wr() (Q \V/'U < WP () (Q)

On travaille avec les hypotheses suivantes :

1) aijen € L= (Q); 3ap > 0; aijen > ap p.p. dans Q,
p(x) 3
2) f = (i fo f) € (L7 (@)
pour montrer 'existence de u, solution du probleme (3.8).
Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses (3.9), il existe u € WP®) (Q) solution de (3.8). Si de

plus f ne dépend pas de u, et (Ep, (C) — Exn (1)) (G5 — mij) > 0, V¢, n € R¥*3) (5, mij € R,

Gij 7# mij, alors il existe une unique solution u de (3.8).

Pour la démonstration du théoreme 3.3.1, nous aurons besoin des propriétés du tenseur

de déformation E (théoreme 3.2.1) et les lemmes suivants :

Lemme 3.3.2 Soit p: Q — |1, +o00[. Si f,, — f dans LP® (Q) et g, — g faiblement dans
LY@ (Q). Alors
/ fngndr — / fgdx lorsque n — oo.
Q Q
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3.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D'UNICITE

Lemme 3.3.3 (Opérateur coercif dans RY) Soit T : RN — RN continue. On suppose
que T' est coercif, c’est-a-dire que

T (v).w
[l

— +00 quand |v| — +oc.
Soit b € RYN. Alors, il existe v € RY t.q. T (v) = b. L'opérateur T est donc surjectif.

Démonstration du lemme 3.3.3 :

On utilise le degré topologique de Brouwer (ce qui possible car on est en dimension
finie). On pose h (t,v) =tT(v) + (1 —t)v . Pour t =0, on a h(0,v) = v (donc h (0,v) = I,
ou I est l'opérateur v — v). Pour ¢ = 1 on a h(1,v) = T'(v). Pour appliquer le degré, on
remarque d’abord que I'application h : [0, 1] x RY — RY est continue (car T" est continue).

On veut ensuite montrer qu’il existe R > 0 t.q.
t€0,1], veRY et h(t,v) =b= |v| < R. (3.10)

On suppose qu’on a démontré (3.10). Quitte a augmenter R, on peut aussi supposer que
|b| < R. On pose Bg = {x eRY t.q. |z] < R}. Par invariance par homotopie du degré, on
a donc que d (h(t,.), Br,b) ne dépend pas de t, et donc :

d(T7BRab) :d(I7BRab)

Comme b € Bg, on a d(I,Bg,b) =1 et donc d (7T, Bg,b) = 1. On en déduit 'existence
de v € Bpg tel que T (v) = b.

Il reste a démontrer qu'’il existe R > 0 vérifiant (3.10).

Soit t € [0,1] et v € RN t.q. h (t,v) = b, c’est-a-dire tT'(v) + (1 —t)v = b.

On a donc tT'(v).v + (1 —t) v.v = b.v < |b] |v| et donc, si v # 0,

T (v).v T (v).v V.0
t ) +(1=t)|jv|=t ) +(1—t)— < |b.
[l [l [l
Comme £y 4o lorsque |w| — +00, il existe R > 0 t.q.

|w]

T(w).
lw| > R = min (% |w|> > [b].

On en déduit que |v| < R. Ceci termine la démonstration.

Ce lemme se généralise a n’importe quel espace de dimension finie :
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Lemme 3.3.4 (Opérateur coercif en dimension finie) Soit V un espace de dimension
finie, et T : V — V' continue (noter que dimV’ = dimV < +o00). On suppose que T est
coercif, ¢’est-a-dire :
(T () )y
[olly

Alors, pour tout b € V' il existe v € V t.q. T(v) = b.

— 400 quand ||v|,, = +o0.

Démonstration du lemme 3.3.4 :
On se ramene a RY. Soit N = dim V. On choisit une base de V, notée (ey, ..., ex), et on
note (ej, ..., €y) la base duale de V' (c’est-a-dire (e}, ;) , = d;;). On définit une application

I de RY dans V et une application J de RY dans V' par
N N
I(a)= Zaiei et J(B) = Zﬂief pour a, 3 € RY.
i=1 i=1

L’opérateur I est une bijection linéaire de RY dans V et 'opérateur .J est une bijection
lindaire de RY dans V.

Soit T=JtoTol. L’opérateur T est continu de RY dans RY.

Soit v € RY. On pose v = I (a) et 8 =T (a) (donc 8 = J~' (T (v))). On a donc

_ N N N
T(a).a = fa= Z@iai = <Zﬁje;, Zaiei> =
i=1 j=1 i=1

(J(8) ?I<O‘)>V/,V = J(B) (Zaiez) = <T(U)aU>V/,V'

En prenant comme norme sur RY, ||| = || ()], I'hypothese de coercivité sur T

donne alors _
T(a).a

la—+oo |||

Par équivalence des normes en dimension finie, on a donc aussi

T (a) .o
|at|] =400 |Oé’

= +00.

On peut donc appliquer le lemme 3.3.3 a T.
Soit b € V'. On pose B = J~1(b). Le lemme 3.3.3 donne l'existence de a € RY t.q.
T (a) = . On pose v = I (@) et on a alors T (v) = ToI(a)=JoT (a)=J(B)=b. Ona

ainsi montré 'existence de v dans V' t.q. T'(v) = b.
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Démonstration du théoréme 3.3.1

Existence de la solution en dimension finie

L’espace W@ () est séparable. 11 existe donc une famille dénombrable (f,,),, .- dense
dans WP(®) (Q). Soit V;, = Veect {f;, i = 1,...,n} I'espace vectoriel engendré par les n premiéres
fonctions de cette famille. On a donc dimV,, < n, V,, C V,41 pour tout n € N* et on a
nLGJN—W = WP@) (Q). On en déduit que pour tout v € W@ (Q), il existe v, € Vj,, telle que
v, — v dans WP® (Q) lorsque n — +o00.

Dans cette étape, on fixe n € N* et on cherche u,, solution du probleme suivant, posé en

dimension finie : )

3 3 fouu (@) Bl Tu,fo) G do 5.11)

e <f7 U) (WP(I>(Q)>/7WP(Z>(Q) ; \V/U € Vn.

L’application v — (f,v) ( est une application linéaire de V,, dans R (elle

Wp(x)(Q))',wp(:t)(Q)
est donc aussi continue car dim V,, < +00). On note b, cette application. On a donc b, € V!

et
<bmv>v,4,vn =/ U>(wp<z>(g))’,wp<z>(g) :

Soit w € V,,. On note T,, (u) 'application de V,, dans V! qui a v € V,, associe

3 3 an
> /aijkh(l/’)Ek;h(vu(ZE))a dz.
i=1kh=1.Ja T

Cette application est linéaire, c’est donc aussi un élément de V! et on a

3 3 81
(T 0) O, = 3 3 [ o) Bun(Vula) 5 do
" i,j=1k,h=1J0Q Tj

On a ainsi défini une application 7" de V;, dans V. On va montrer que 7" est continue et
coercive. On pourra ainsi en déduire, par le lemme 3.3.4, que T est surjectif, et donc qu’il
existe u, € V,, vérifiant T (u,) = b,, c’est-a-dire u,, solution du probleme (3.11).

a- Continuité de 7T,,. Pour simplifier les notations, on note V. =1V, et T' = T,,. On

42



3.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D'UNICITE

munit V' de la norme définie par [|.||,; = |||y () Soit uet @ e V, on a:
IT (@) =T @y, = _max (T (@) =T @ v)yy|
veV, |jvlly, =1
3 3 o
= max Yo >0 | aijen() (B (Vu) — Eg, (VU)) ——dx
VeV, olliyp(a) o) =1 |ig=1kh=1 J Ox;
30038 ov;
S max Z Z / aijkh(ac)(Ekh (VU) — Ekh (Vﬂ)) dr| .
VEWP( (), [Vl gy p(a) ) =Lir=1khm1 |02 Ox;
On pose
a = ||a’ijk2h||Loo(Q) 5
on obtient alors par l'inégalité de Holder
I7 () T (@) > 3 B (V) — B (V7)o [
w)—T @), < max 2a kh (VU) = Lo, (VU) || 1/ (@) .
v veEWP() (1), [lvlly=1 1,J=1k,h=1 L @ axj Lp(ac)(Q)

IN

3
max 18a Y || Ewn (Vu) — Epn (VO)|| o) 12wt
vEWPE (@), olly=1  khel L= 1w

3
< 18%%;1 | Ekn (Vu) = Egn (V)| )

Donc si (up),,cy st une suite de V' t.q. u, — u dans V, on a
3
17 (n) =T (@l < 18 2 B (Vun) = B (VB[ g
=1
Du théoreme 3.2.1, on a Ejy, est continue, et par suite Eyy, (Vu,) — Ex, (V) p.p., on a
aussi d’apres la remarque 1.1.9, Eyy, (V) est bornée dans LP(®)(Q), donc elle est bornée dans
LP'@)(Q) car p(x) > p'(z), dés que p(x) > 3. Donc par le théoreme de convergence dominée
de Lebesgue Ey;, (Vu,) — Ej, (VT) dans LP® (Q), Vk, h = 1 & 3. On a ainsi montré que
T (u,) — T (u) dans V', et donc que T est continue.
b- Coercivité de T,
Grace a I'hypothese (1) de (3.9), et la coercivité de Eyy; (voir théoreme 3.2.1),
3003 Ou,;

(T )y = 2 3 [ (o) B (V) 3

ij=1k,h=1J0Q

> 81aa0/ IVul™ da
0
en utilisant maintenant (ii) et (iii) de la proposition 1.1.3, on trouve
(T () )y > Slaagmin { [Tl 0 IVl 0}
> Crmin {Jull, [l }.
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avec C7 = 8laay.
On a ainsi montré que 1" est coercive. On peut donc appliquer le lemme 3.3.4. II donne

'existence d’une solution au probleme en dimension finie (3.11).
Existence de la solution en dimension infinie

On a montré I'existence d’une solution au probleme (3.11). On va maintenant tenter un
passage a la limite sur ce probleme lorsque n +— 400 pour montrer ’existence d’une solution
au probleme ( 3.8). Pour cela nous allons :

(a) obtenir une estimation sur w,,.

(b) un passage a la limite sur le probleme (3.11) de maniere a avoir 'existence d’une solution
u du probleme (3.8) comme limite des solutions w,, de probleme (3.11).

(c) astuce pour montrer que la limite du terme non linéaire est bien le terme qu’on veut.

(a) Estimation sur u,

Par la coercivité de Fy, si on prend v = u,, dans (3.11), on obtient :

1 [ 1V dz < 1 iypioayy Il

D’apres la proposition 1.1.3 on a :

. - + x

C1 min {Hunl‘zx)}vp(m)(g) ) HunHi)NP(Z)(Q)} <G /Q ‘Vun’p( )dxa
d’ou

: P~ Pt

Cl min {HunHWP(z)(Q) ) ||un||Wp(z)(Q)} S ||f||(wp(z)(Q))' ||un||wp(z)(Q) :
(b) Passage a la limite
D’apres (a) la suite (uy), oy est bornée dans WP (Q), qui est réflexif. On en déduit

qu’il existe une sous-suite encore notée (u,), oy telle que u, — u faiblement dans W2 (Q).

La suite (Ej;, (Vun)), oy est bornée dans LF'® (Q), qui est réflexif. Donc il existe p €

LV (®) () telle que, & une sous-suite pres,
By (V) — p faiblement dans L7 ® (Q) .
Soit v € WP@) (Q), donc il existe v, € V,,, n € N* t.q.

v, — v dans WP@ (Q) |
Vv, — Vv dans (Lp(x) (Q))g.
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On remplace v par v, dans (3.11), on obtient :

8 Uni

3 5 [ (o) B (V) G e = (1)

Puisque (f,v,) — (f,v), Epn (Vu,) — p faiblement dans L7 (®) (Q) et % — % forte-
ment dans LP®) () (car Vv, — Vv dans (LP(®) (Q))g fortement), donc par le lemme 3.3.2,

on a

3 3 ‘
a;
Zlkhzzlé (@ )pamj

Z]:

(3.12)
(f, U>(wp(z)(g))’7wp(z>(g) , Vv € Wr) ().

On a ainsi prouvé l'existence de u € WP®) (Q) t.q. u est la limite faible dans W?®) ()
de la suite (u,), oy €t t.q. la limite faible dans LF'@ (Q) de la suite (Ey, (Vuy,)), oy, Dotée p,
vérifie (3.12). Si p était égal a Eyp, (Vu), on aurait terminé. Malheureusement, ceci n’est pas
évident car Ej;, est non linéaire.

(c) Limite du terme non linéaire

Pour terminer, il reste a démontrer que

81)2'

3 3
DY /aijkh(x)pa dr = (3.13)
1,j=1k,h=1JQ xj

3 3 o0,

> 2 /%kh( ) B (Vu(z)) 2—dz, Yo € WP (Q).

ij=1k.h=1J0Q 0z

(I) Pour montrer (3.13), on commence par étudier la limite de

8'&7”'
Z Z az‘jkh(ﬂf)Ekh(Vun(x)) 5 dx.
t,J=1k,h=1 .73]'
L’astuce consiste a utiliser (3.12). En effet
3 3 auni
> 2 /az‘jkh(l’)Ekh(Vun(I)) gy 0 = (frun) = (fru),
ij=1k,h=1.JQ T

car

u, — u dans WP@ (Q) faiblement.

Mais on sait que u satisfait (3.12), et donc :

(fiu) = 23: 23: /%‘jkh(x)pg]"

i,j=1k,h=1JQ
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D’ou

lim i i /aijkh(x)Ekh(Vun(x)) 8x]d$

(II) Démonstration de (3.13)
Soit v € WP (Q), il existe (v,), oy tel que v, € V,, pour tout n € N et v,, — v dans

WrE) (Q) lorsque n — +00. On va passer a la limite dans le terme
5 2 Oy
> 5 [ () Eun(Vun () 2,
i,j=1k,h=1JQ Ty

grace a 'hypothese (1) de (3.9) et la monotonie de Ejyy, (voir théoreme 3.2.1).
En effet,

| /\

@ijkn () (Egn, (Vup (2)) — Egn(Vu,(2))) (aum — va> dr =

Z k, 8xj 61’j

ﬁ“Mw
@\

/ i (@) oy (Vtn () Dni

/ ijn () Exn (Vun(l"))% ]' 0 B

TiMw“

1k,h=1

- hil/gaijkh(l’)Ekh (Ven(@)) 5. i

i,j=1k,h=

= Tl,n - T2,n - T3,n + T4,n-

3
i,
3

8 ni
> /aijkh(x)Ekh (an(x))av dx
h=1JQ Lj

i

On a vu que en (I) :

. e O
hr}rq Tin= > >, /Qaijkh(ﬁ)P%dx-

m—¥+oo i;j=1k,h=1 j

) 3 3 8Ui
lim Tp,, = > > /aijkh($)08—d$a
o x

n—+00 i,j=1kh=1 j
par produit d’une convergence forte dans LP@® () et d’une convergence faible dans L' ®) ()
(lemme 3.3.2).

De méme,
ou;
lim Tgn Z Z aijkh( )Ekh (VU) d$,

n—r+00 i,j=1k,h=1 axj
par le produit d'une convergence forte dans L”(*) (Q) et d’une convergence faible dans

@) (Q),
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Enfin, on a aussi

3 3 81}
lim Ty, = en (@) B (V) —-dz,
Jim L= 533 [ o) B (T0) 5t ds

par le produit d'une convergence forte dans L”® (Q) et d'une convergence forte dans
LP@) ().
Le passage a la limite dans I'inégalité donne donc :

3 . .
5 3 [ agua) (0= B (90) (G2 = 52 ) do > 0 pour ot 0 € W9 (@),
Q (%cj 63:j

j=1k,h=1

1
On choisit maintenant astucieusement la fonction test v. On prend v = u + —w, avec
n

w € WP@ (Q) et n € N*. On obtient ainsi :

3 1 811]1
Z Z / aijkn(z) | p— Egn | Vu+ =V dx > 0,
=1k,h=1JQ n 0

1
n; h= [Ej

1,]

donc

3003 1 ow;
> / aijkn(x) | p— Egn | Vu + va 3 dx <0,
Q

i,j=1k,h=1 Z;

1
mais v + —w — u dans WP® (Q), donc
n

kh (Vu + %Vw) — B, (Vu) dans LP @ (Q).

En passant a la limite lorsque n — 400, on obtient alors

5 5 (o) (0= Bun (V) G < 2 ().

Par linéarité (on peut changer w en —w), on a donc :

3 3 w;
3 35 [ ) (0~ B (Vi) 5 ().
i,j=1k,h=1JQ Lj

On en déduit que

Z Z %kh( )p 2 Z az’jkh(i)Ekh (Vu) , @ Q).

ij=1k.h=1 a% ij=1k.h=1 Ox;

On a donc bien démontré que u est solution de (3.8).

Unicité
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Supposons que f ne dépend pas de u, et (Ey, (¢) — Ew () (Gj — mi5) > 0, V¢, n € R¥3,

Gijs Mij € R, si et seulement si ;; # 7;;. Solent u; et uy deux solutions de (3.8), donc

3 3 avi
> / az‘jkh(I)Ekh(Vm(:c))a dx
i,j=1k,h=1.JQ T,
<f7 >(WP(I) )) 7V\/‘p(mc)(Q) ,V’U € Wp(x) (Q) ) (314)
et
3 (%i
Z Z az’jkh(iU)Ekh(VUQ(x))a dx
Jj=1k,h=1JQ T
= (20) (witor @Y w0y » V0 € WP (Q) . (3.15)
On fait la différence des deux équations (3.14) et (3.15), et on remplace v par u; — us.
On obtient :

3 Quyi  Ouy;
Py > / aigin () (Ein <Vu1>—Ekh<Vu2>>( L “2)dx=o.
J=lkh=1J0 dr;  Ox;

Or
8u1i 8u2i
M = aijkh(l’) (Ekh (Vul) — Ekh<VU2)) (aCL’J — aZL’j > Z 0,
Ouy; Oug; 9 ve s iz
et M >0, si pe #+ I on a donc Vu; = Vuy dans (Lp(“”)(Q)) , et par I'inégalité de
L €y

3
Poincaré u; = uy dans (LP®(Q))3, et par suite u; = uy dans <W01’p(x)(Q)> :

3.3.2 Etude du probleme de Neumann

Le probleme (3.6) étant celui de Neumann, on doit imposer les conditions nécessaires

d’existence a savoir la condition de compatibilité :

[ sas=o

Cherchons maintenant une forme faible de (3.6). Remarquons que si v € H?® (Q), alors,

81%-

J

e LYQ), 4,7, k, h=14a3,

grace le théoreme 3.2.1.

Ou
HP@ (Q) = {u c (Wl,p(m) (Q))3 N (W2,p(z)(Q))3 7 / u(z)dr = 0} ;
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est un sous espace fermé de (W'(®) (Q))3 N (W2’p(ﬂ”)(§2))3, muni de la norme définie par
[ull o ) = VUl ooy au’équivalente a la restriction de la norme de (Witel) (Q))3 a
HP®) ().

En outre, si f € (LF'®@ (Q))S, alors I'application v — /f(x, u(z))v (x) dx est un élément
de (H”™®) (Q)), on note encore f cet élément de (HP®) f(ZQ))’ , Cc'est-a-dire que pour f €
(Lp'(z)(Q))S, on a

<f U)(HF @)(Q))" HP@)( /f x, U )dl‘ Yov € Hp (z) (Q)
Donc la forme faible de (3.6) est :
u € HP®) (Q)

ov

3.3 = 3.16
Z %: /aijkh(x)Ekh(V“<x>>ax = ([, U>(Hp(w)(g))/,Hp(rc)(Q) , Yo e BP9 (Q). (3.16)
=1k h=1 j

On travaille avec les hypotheses (3.9) pour montrer 'existence de u, solution du probleme

(3.16).

Théoréme 3.3.5 Sous les hypothéses (3.9), il eviste u € HP®) solution de (3.16). Si de
plus f ne dépend pas de u, et (Ew, (C) — Ew (1)) (Gj — mi5) > 0, V¢, n € R™?, (5, my; € R,

Gij # nij, alors il existe une unique solution u de (3.16).

Pour la démonstration du théoreme 3.3.5, on utilise le lemme 3.3.2, le lemme 3.3.4 et les

propriétés du tenseur de déformation E (théoreme 3.2.1).

Démonstration du théoréme 3.3.5

Existence de la solution en dimension finie

L’espace HP®) (Q) est séparable comme un sous espace vectoriel fermé d'un espace

séparable. Il existe donc une famille dénombrable (f,,) dense dans HP®) (). Soit Y, =

neN*
Vect{f;, i =1,...,n} l'espace vectoriel engendré par les n premieres fonctions de cette fa-
mille. On a donc dimY,, < n, Y, C Y, 1 pour tout n € N* et on a nLEJN—Yn = H?®@ (Q). On
en déduit que pour tout v € HP® (Q) il existe v, € Y, , telle que v, — v dans HP® (Q)
lorsque n — +o00.
Dans cette étape, on fixe n € N* et on cherche u,, solution du probleme suivant :
Uy €Y,

8vi

3 3 (3.17)
Z %: /awkh Ekh(vun( ))8x-dm = <f7 'U>(Hp(z)( Q) Hp(@)(Q , Yo eY,.
=1k h=1 J

Q
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L’application v — (f, v>(Hp(x)(Q)), Hr() () €St une application linéaire de Y, dans R, donc
elle est continue. On note ¢, cette application. Donc ¢, € Y, et
(ens Uy v, = 0 @o @)y o (@) -

Soit u € Y,,. On note S,, (u) 'application de Y,, dans Y, qui a v € Y,, associe

an
8@-

23:: é/amkh VEn(Vu(z))=—dz.

Cette application est linéaire, donc c’est un élément de Y, et on a

dx.

3003 ov;
(Sn (W), V)yry, = 22 32 [ aijen(z) Ern (Vu(z)) o
i,j=1k,h=1 T
Q
On a défini une application S de Y,, dans Y. On va montrer que S est continue et
coercive. On pourra ainsi en déduire, par le lemme 3.3.4, qu’il existe u, € Y,, solution du
probleme (3.17).
a- Continuité de S,
On pose Y =Y, muni de la norme définie par [[ufly = [|u||gpw q) et on pose S = S,.

Soituetu €Y, ona:

15 () =S @)y, = _max (S (u) =5 (@), >Y,Y(

vey, [Jofly=1
3038 ov;
< max D> / aisn(@) (Epn (Vat) — i (V) 2
VEHPE (), [0l ygp(e) y=Lirj=1k b1 A 0z;
En utilisant maintenant 1'inégalité de Holder, on obtient
B 3 3 (%Z
15 (u) = S @)y < max 2a 32 22 B (Vi) = B (V)| o || 5~
veHP@(Q), [Vl gpa) (=1 ij=1k,h=1 Zj |l Lo ()

3
< 18akhz [ Exn (V) = Egn (V) || 1)
h=1

avec
a = ||a’ijkh||L00(Q) .

Donc si (up),,cy st une suite de Y t.q. u, — % dans Y, on a

3
15 (un) =S @)y < 18ak;1 1Ekn (Vun) = En (V)| o
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Puisque Ey, est continue et bornée dans L@ (), des que p(x) > 3, alors Eyy, (Vu,) —
Ey, (V) dans LP(®) (Q), Yk, h =1 & 3. Donc S est continue.
b- Coercivité de S,

On a:
3.3 ou;
(S(w) wyry = > > [ ayjin(®)Ern (Vu(z)) 5—dx,
’ i,j=1k,h=1 31‘;‘

> 81a0a/ |Vu|p(x) dx
Q
> Crmin { [Vl ) IVl 0
> Cymin { Jull§ lulf )
D’otu, l'opérateur S est coercive. Cela donne l'existence d’une solution au probleme
(3.17).
Existence de la solution en dimension infinie

(a) Estimation sur u,

Si on substitue v par u,, dans (3.17), on obtient :

01/9 |Vun’p(m) dr < ”fH(Hp(z)(Q))/ HunHHp(z>(Q) )

par la coercivité de Ejy,.

D’autre part

i {1y 10 By } < € [ [V, o
donc
Cxmin { gy - T oy} < 1S Doy I o -

(b) Passage a la limite

Puisque (uy,), oy est bornée dans HP@ (Q) qui est réflexif, donc il existe une sous-suite
notée (uy), oy telle que u, — u faiblement dans H?®) (Q).

La suite (Ey;, (Vun)), ey est bornée dans L7 @) (Q), donc il existe p € LF'® (Q) telle que,
a une sous-suite pres, Ey, (Vu,) — p faiblement dans LP'®) (Q) .

Soit v € HP® (Q), donc il existe v, € Y,,, n € N* t.q.

v, = v dans HP® (Q) |

Vv, = Vv dans (L7 (Q))g.
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On remplace v par v, dans (3.17), on obtient :

DS a,-jkh(a:)Ekh(Vun(x))%;Tjdx:<f,vn). (3.18)

ij=1k,h=1 A

En passant a la limite dans (3.18), en utilisant le lemme 3.3.2 , on obtient alors

3.3 ov; -
> 2 aijkh(ﬁ)Pax'dx = (/. v>(HP(I)(Q))’7HP(Z)(Q) , Yo e B (). (3.19)
J

i,j=1k,h=1 A

(c) Limite du terme non linéaire

Il reste a démontrer que

(3.20)

En effet,
Qi

32 5 faguale) Bun (Vo a) G = (o) = {F.0).

1,j=1k, 0

(IT) Démonstration de (3.20)

Maintenant on va passer a la limite dans le terme

23: i @ijkh(x)Ekh(VUn(x))avm

dzx.
i,j=1k,h=1 H 3%‘

En effet,

0< 3

1,j=1k,

]

auni avni
éaz]kh( )(Ekh (Vun) Ein VUn <8xj - 8xj)d

1

6um

3 3 .
@ik (2) Egp (V) —— 8303 ijlkhzl/az]kh z) B, (Vuy,) —— oz,

\ T

WMw

s

1k

-y

i,j=1k,

7, 1

TMe o

1 L

0
3 3

/awkh )Ekn (an) i g Z > / iikh () Egp (Vuy,)

Q =thh=lg

:Tl,n _TZ,n_T3,n+T4,n-
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3.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D'UNICITE

D’apres (I) et le lemme 3.3.2, on a :

lim T Sy Oui g
B = 23 foumtorg i
lim T 33 Ovi
e M _ijzlk,hzlé @i (2)P oz,

lim T 3 By (Vo) 24
o= 2 oo 00
lim T, 3 B (Vo) 2
P oo 4n_mzlk%:14aijkh< 7B (V70) O .

D’ou le passage a la limite dans I'inégalité donne :

5.3 ou;  0v;

E Lo > HP@)
Z:: %; /%kh ) (p — Ekn (Vv)) (891:j (%vj) dr >0, Vv €
Q

1
Maintenant on prend v = u 4+ —w, avec w € HP® (Q) et n € N*. On obtient :
n

3 3 awz
Z > /amkh (p Ey, <Vu + Vw)) x <
j=1k,h=1 8xj
Q

1
mais v + —w — u dans H?® (), donc
n

Ekh <VU + le) — Ekh (VU) dans Lp’(x) (Q) .
n

En passant a la limite lorsque n — 400, on trouve :

Py (@),

WM“

Lj

Ow;
/aukh P Ekh (VU)) aw
Q

Par linéarité, on obtient :

ow;
/ iz () (p — Exp (V) aw dz =0, Yw € H® (Q),
1 0 Q?j

T
T

) 1k,

d’ou

sz

3
=2
1,j=1k,

i,j=1k, 1 J

3 3 ow;
> > fau [esmnla) B (V00 5
h=1 X
Q Q

Donc u est une solution de (3.16).
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3.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D'UNICITE

Unicité
Supposons que f ne dépend pas de u et (Ex, (¢) — Exn () (Cij — mij) > 0, V¢, n € R3*3,

Gij» mij € R, si et seulement si (;; # 7;;. Solent u; et uy deux solutions de (3.16), donc

3 3 0Ui
Z > /aijkh(x)Ekh(vU1($))a dr =
IR, E (3.21)
<f7 ’U>(HP(5U)(Q))/7H;D(;E)(Q) 5 Yv € Hp(x) (Q) s
et
3 3 avi
> > az‘jkh(x)Ekh(Vuz(x))8 dr =
irj=1k h=1 T (3.22)
Q

<f7 U>(Hp(cc)(Q)) Hp<z) \V/U c Hp (z) (Q)
On remplace v par u; — ug dans (3.21) et (3.22). On obtient :
3

Z Z /Q@ijkh(ﬂﬁ) (Exn (Vuy) — Exgn(Vug)) (au” - au%) dxr = 0.

j=1k,h=1 a.CCj a.’IJ]’

D’out Vu; = Vuy dans (Lp(x)(Q))g, et par suite u; = us p.p..

Remarque 3.3.6 Dans le cas 1 < p(x) < 3 et

H= {u e (W@ (2))°, /

Q

u(x)dr = 0} ,
muni de la norme ||lul| g = [[Vul| o) o). le probléme variationnel du probléme (3.6) suivant

u € H,

3 3 O
> aijkh(x)Ekh(vu(aj))a “dr = (f, U)H' JH Vv e H.

i,j=1k,h=1 A

admet une solution sous les hypothéses suivantes

)
Vi, j, k,h=1a3,

1) Exp sont des fonctions continues et monotones,

2) (Croissance) 3C € R; |Egy ()| < C <1 + |§|p($)_1> , V€ € R, (3.23)

3) aijen € L (2); Jag > 0; ayjkn > ao p.p. dans ,
) f

4 (Lﬁ (Q)>3 .
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3.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D'UNICITE

3.3.3 Etude du probleme de Robin

Comme pour les problemes (3.5) et (3.6), la formulation faible du probleme (3.7) est :
(

u € XP@ (Q)
i hi_/%kh ) Ern (Vu(z ))dv’dx Z O-zj (u (x)) njvdl
e

7,7=1

L <f U><Xp(:t)(ﬂ)) Xp()(Q) YORS Xp (Q)a
ou
(
u € XPW@ (Q)
3 3
3 3 fau@)Eu (Vu(o) o + K [u(@)o (o) ar (3.24)
i,j=1k,h=1 A J r )
\ = (/, U>(xp(z>(g)) Xp()(Q) ? Vo € XP() (Q),
puisque

3
ZO’U (u(x))n; = —Ku; sur I.

Avec XP®@ (Q) = (Whr@) (Q))SH(WQW(””) (Q))3 muni de la norme définie par |[.||x,e) ) =
H||(W1,p(z)(Q))3

Sous les hypotheses (3.9), on montre l'existence de u, solution du probleme (3.24).
Théoréme 3.3.7 Sous les hypothéses (3.9), il existe u € XP@) (Q) solution de (3.24). Si de
plus f ne dépend pas de u, et (Exn (C) — Egn (n)) (G5 — mij) > 0, V¢, n € R3¢, miy € R,

Gij 7 Mij, alors la solution est unique.

Démonstration du théoréme 3.3.7

Existence de la solution en dimension finie

L’espace XP(*) ()) est séparable. Donc il contient une partie dénombrable (f,),cy-
dense dans XP@) (Q). Soit Z, = Vect{f;, i =1,...,n} 'espace vectoriel engendré par les
n premieres fonctions de cette partie. On a donc ngN U Z, = XP@) (Q). On en déduit que pour
tout v € XP(®) (Q), il existe v, € Z,, telle que v, — v dans XP(® (Q) lorsque n — +o0.

On fixe n € N* et on cherche u,, solution du probleme (3.25), posé en dimension finie :

;

Uy € Ly,
3 3
>y /aijkh(x)Ekh(Vun(x))g;’? dx + K/un (x)v (z)dl (3.25)
i,j=1k,h=1 A J r )
<f7 >(Xp(z) )) XP(@) (0 VU S Z
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3.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D'UNICITE

L’application v — (f, v>< est lindaire de Z,, dans R, donc elle est continue.

Xr(@)(Q))', Xp@)(Q)
On note d,, cette application. D’ou d,, € Z/ et

<dﬂ7 U>Z’ <f7 >(XP(Z) )) ,XP(I)(Q) .
Soit u € Z,. On note x, (u) 'application de Z,, dans Z! qui a v € Z,, associe

i: hi:/azjkh(x)Ek:h(vu<fB))g;}Z x

Q

v (x)dl.

Cette application est linéaire, donc c’est un élément de Z/, et on a

(o (000, = 32 55 o) Bun (V)

i =1kh=1

v (x)dl.

On a ainsi défini une application y de Z,, dans Z/. On va montrer que x est continue et
coercive dans le but d’appliquer le lemme 3.3.4 pour montrer que le probléme (3.25 ) admet
une solution wu,,.

a- Continuité de Y,

On note Z = Z, muni de la norme définie par [|.[|, = ||.[[xsw) (- Et on note x = xn.

Soit u et w € Z, on a :

u) —x (u)|l, = max u) — H,v
() = x @l = _max [ (x () = x () )]
< i 3> [ auwle) (B (V) - B vay 24
>~ max a; kh kh U) — Ligp U x
veXr@ (@), follyoyi ket | D
Q
+K/|(u—ﬂ)v\df,
I
de l'inégalité de Holder, on trouve
Ix () — x @) 25" 3 B (V) — By (V)| O
X (u) —x @), < max a wh (Vu) — By (VU) || 102 =
z veEXP(®)(Q), lwllz—1  4,j=1k,h=1 L @) axj Lr(@)(Q)

+ 2K ||U - ﬂ||(Lp’(z)(F))3 ||v||(Lp(z)(F))3 )
3 3

< max 6a Ey, (Vu) — Eyy, (Vu ' v; (e
= 0eXr@(Q), o]l _y z:zlk,hzﬂ || kh( ) kh( )HLP( )(Q) || ||W1 (@) ()

+ 2K ||U - EH(L})/(I)(F))S ||UH(Lp(z)(F))3 )

maintenant, en utilisant la proposition 1.1.5, il existe une constante C t.q.

3
Ix (u) = x @)z < 18@}%21 [ Ekn (V) = Egn (V) || 1) )
+ 2K s |Ju — ﬂ”(wl P() (Q ) ||U||(Lp<z>(p))3 )
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3.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D'UNICITE

avec p' (z) < oo, Vo € I
Donc si (up),,cy st une suite de Z t.q. v, — @ dans Z, on a
3
X (un) = x (@] 2 < 18@}%31 [ Ekn (Vin) = Egn (VO) || o) 0

+ 2K [lun = Tl 0y py? 1 g oy

comme Ej, est continue et bornée dans L' ®)(Q), alors Ey, (Vuy,) — Eyy, (V) dans LP'@®) (Q) ,Vk, h =
1 a 3. Donc yx est continue.
b- Coercivité de y,

On a
3

(0t = 3 fagu(a) un (Vate) s

ig=lhh=1s

> 81a0a/ IVuP'™ da + K/ lul? dr,
Q r
> 8lapga min {HVU“Lp(x) HVUHLW) + K/ luf? dr,
r
> 8lagamin {|Vul?, 0y IVl g b
> Crmin {IVul 0 1905000 }-
St [[Vull o) (q) > 1 alors
(x (u) 7u>z/7z > C ||Vu||}[7/;(z

IVl )

> Clwﬂ ully,
d’ou
(X (w),u) 5 4 IVl poroy _
[Jull , [Jull ,
- -1 - -
A% @
avecO<Cg,:Hu”Lw<l.
[lull

De méme si || Vu| gy < 1, alors

T e
Z

Donc l'opérateur y est coercive. Et par suite le probleme (3.25) admet une solution w,,

dans Z,.
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3.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D'UNICITE

Existence de la solution en dimension infinie

(a) Estimation sur u,

On prend v = u,, dans (3.25), on obtient :

Cl/leuer(x) dﬂ?—i—K/F |un|2dF S ||f||(xp(z)(g))' ||Un||Xp(z)(Q)

Si |Vl o ) > 1, on a

C,Cy ||un||Xp @(Q /|Vun|p(x dx+K/ |un| ar,
d’ou
Clc?{)_ ||Un|‘§(;(x)(g) < ||fH(XP(:c)(Q))/ ”unHXp(x)(Q) )

S|Vt poey ) < 1, on a

CACE oy < 17ty Nmllcroney -

(b) Passage a la limite

D’apres D'étape précédente la suite (uy,), .y est bornée dans XP®) (2), donc il existe une
sous-suite notée (u, ),y telle que u, — u faiblement dans X7 (€2).

La suite (Ey, (Vun)),,cy est bornée dans L7 @) (Q), donc il existe p € LF'® (Q) telle que,

a une sous-suite pres,
By (V) — p faiblement dans L7 ® (Q) .

On utilise alors (3.25) avec v = v,, on obtient :

3 3 a ni
2 5 [ ) B Vewn () 2 2}z + K / Uyl
J r

i,j=1k,h=1 A

(3.26)
= <f7 Un>(xp(z)( )) Xr(@)(Q VU S Z

D’apres le lemme 3.3.2 et le théoreme de convergence dominée de Lebesgue on a

3 3 3% 3 3 ov;
2,2 [agu@ BaTu@)Gde » 5 S fagupd s
7j=1 =1 i j=1

Q Q

J
et
K/unvndf — K/uvdf.
r r

De plus on a (f,v,) = (f,v).
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3.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D'UNICITE

Donc le passage a la limite dans (3.26) donne :

23: i aijkn(T)p dx—i—K/

=1k h=14 (3.27)
<f, U><xp(ac)( )) Xp(@)(Q VU € Xp(a:) (Q)
(c) Limite du terme non linéaire
Maintenant on démontre que
3 3 v,
ooy /awkh(m)p de+K [u(z)v(z)dl =
irj=1k.h=1 Ox; r
Q
3 3
DS / aijin () B (Vu(a)) ——da + K [ (z) v (z) dT, Yo € XP (Q)
i,j=1k,h=1 Lj r
9)
ou bien
3 3 v
> /az‘jkh(ﬂ?)pa dx
1,J=1k,h=1 o €Lj
s s oo (3.28)
ZE:/%M@&MWMW—%mW£XWWm
i,j=1k,h=1 8%
Q
(I) On a
3 3 Oy 3 3 ou;
fin > 5 [ o) BT ) Gtdr = 35 5 [ auate)oStian
n=00; i—1k,h=1JQ T ij=1k,h=1JQ 0
En effet,
3 3 aunz 2
> 5 agunle) Bu(Vun(e) G2 + K [ funf 48 = (Frua) = (7).
i,j=1k,h=1JQ X T

3 a ni
lim Z > /aijkh(x)Ekh(Vun(x)) 8u dx+K/|un|2dF
h=1JQ x r

J

7 1k 1 r
mais
1imK/|un|2dr=K/\u|2dr,
n—oo
donc
. 3 3 aum 3 3 auz
lim 52 5 [ o) B (Vun(0) G2 = 35 52 [ agua(whps e
n—00; i=1k,h=1JQ (%] ij=1k,h=1JQ a%’

99



3.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D'UNICITE

(IT) Démonstration de (3.28)

Maintenant on va étudier la limite de

a’Um

dzx.

Z Z az’jkh(iﬁ)Ekh(VUn(x))

i,j=1k,h=1 8$j

m 3 3 / disin(@) (En (Viin) = B (Von) (% - 8“7”') d

n—r+00; j—lk h=1J0Q Ox; O

> 5 [ ae) (o B <w>>(

1,7=1k,h=1

(?ui _ (%i
ax]’ 8.17]'

) dr >0, Yo € XP¥ ().

On prend v = u + —w avec w € XP@ (Q) et n € N*, et en passant a la limite lorsque
n

n — 400 (comme on a fait dans le deux premiers problemes), on trouve

2 3 [oungiiar = 3 S [ aub 90 3 “ @),

ij=1k,h=1J0Q j=1k,h=1 Lj

d’ou la solution de (3.24).

Unicité
Supposons que f ne dépend pas de u et (Exy () — Eun (1) (Cy — 1) > 0, ¢, n € RS,
Gijs Mij € R, (i 7 my;. Solent uy et uy deux solutions de (3.24), donc

3 3 8 i
>y / i (1) Eun( Vs (1) v + K[ iy () v () dT
i,j=1kh=1JQ T r

et

Ly

i,
= <f, ’U> (XP(“”)( )) Xp(@) (Q VU S Xp(:r) (Q) (330)

On prend v = u; — uy dans (3.29) et (3.30) on obtient alors

3.3 Ouy;  Ouy;
Z: hzz /azgkh ) (Exn (Vuy) — Egn(Vug)) (81;01] — 612 ) dz
Q

/ul—u2\ dFZO,
r
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3.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D'UNICITE

et donc
5, 3 Ouy;  Oug;
2. 2 /aijkh(x) (Eyn (Vur) — B, (VUQ))< L2 ) dz =0
ij=1k,h=1JQ 0:;5]- axj
et
K/ ‘Ul — UQPdF = O,
r
car
5,03 Ouy;  Ousy;
> > aijrn(@) (Brn (Vur) — Egn(Vug)) ( L ) >0,
i,j=1k,h=1 Oz, z;
et

K |uy —ug]? > 0.

On a donc Vu; = Vus dans (Lp(”")(Q))g, d’ott u1 = uy p.p..
Remarque 3.3.8 Dans le cas 1 < p(x) < 3 et
XP@) (Q) = (W17p(m)(Q))37

le probleme variationnel du probléme (3.7) suivant

ue (Whro(Q))?*,

Il
—~
=

S
~

VS
~—~
I
R
i
&
B
S~—
w
N~—
—
S
o
]
&
&
=
w
<C
e
m
—~
3

)

=

G
—~

)
SN—
SN—"

w

\

admet une solution dans (I/Vl’p(g“")(Q))3 sous les hypothéses (3.23).
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Chapitre 4

Le systeme de I’élasticité non linéaire
avec frottement dans des espaces de

Sobolev a exposants variables

Dans ce chapitre nous considérons le systeme de 1’élasticité non linéaire dans un domaine
borné et connexe, de frontiere I'. On décompose I' en trois parties : inférieure, supérieure
et latérale. Le déplacement de la substance, qui représente 'inconnu du probleme, est sup-
posé satisfaire les conditions aux limites de Dirichlet homogenes sur la partie supérieure,
et non homogenes sur la partie latérale, tandis que sur la partie inférieure, les conditions
de frottement sont considérées. De plus, le probleme est gouverné par une loi de compor-
tement généralisée du systeme de 1’élasticité avec un tenseur de déformation fortement non
linéaire. Le cadre fonctionnel dans lequel on résoudra ce probleme est celui des espaces de
Sobolev avec des exposants variables. La formulation variationnelle du probleme conduit a
une inégalité variationnelle, pour laquelle nous prouvons I’existence et 'unicité de la solution

dans notre théoreme principal 4.3.1 dans la section 4.3.

4.1 Notations et position du probleme

Soit w un domaine borné de R? situe dans le plan d’équation x5 = 0. On suppose que w
représente la surface inférieure du domaine occupé par la substance. La surface supérieure
I'; est définie par

{(2/,23) € R?, w35 = h(a') et 2’ € w},
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4.1. NOTATIONS ET POSITION DU PROBLEME

ou h est une fonction définie et bornée sur w, c’est -a- dire il existe h, et h* réels tel que
0 < he < h(2') <h* V(' 0) = (21,79,0) € w.
On étudie le déplacement d’une substance dans
Q={(2/,23) eR’: (2/,0) Ew et 0<z3<h(z)}

de frontiere ' = wUT; UT;, ot ', est la surface latérale de €.
On note par u = (uy, us, u3) le déplacement de la substance et o le tenseur des contraintes
dont les composantes 0;;(1 <, j < 3) sont données par la loi de comportement suivante

3

oij(w(@)) = Y aipn(x) Egn(Vu(@), 1 <, j <3, (4.1)
ke h=1

ou les ;i vérifient les propriétés de symétrie suivantes :
Aijkh = Qjikh = Qijhk, V1 < 4, 7, k, h < 3.

La loi de comportement (4.1) décrit une relation non linéaire entre le tenseur des
contraintes o et le tenseur de déformation £ de composantes

3

1 {0u; Ou; ou,, Ou
E.(V S L4 ]+§ -, 1<4,5<3. 4.2
z]( u(l’)) 2 (8.17] 8{El —1 8:52 aCEj ) ’ =hJ= 3 ( )

La normale extérieure unitaire sur I' est notée n = (ny, n2, ng). La normale unitaire sur
w est le vecteur (0,0, —1).

La convention d’Einstein, qui consiste a effectuer la somme sur les indices répétés, sera
utilisée sauf mention contraire.

On définit les composantes normales et tangentielles u,, et u; = (uy,, Uy, uyy) de déplacement
u par

Up = UM = UNG, Uy, = U — Uy Ny (4.3)
Les composantes normales et tangentielles o, et o, = (0y,,0,,04), du tenseur des
contraintes, sont définies par :

on = (o.n).n = oy ming, o, = 0N — TpN;. (4.4)

Dans cette section, on s’intéresse a I’étude du systeme suivant :

_a%jaij(u(x)) = fi(z),i=1,2, 3, (4.5)
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4.1. NOTATIONS ET POSITION DU PROBLEME

ou f = (f1, f2, f3) représente une densité massique des forces extérieures.

Pour les conditions aux limites, on suppose que :

u=0sur [y, (4.6)
u=gsur Iy, (4.7)
u.n = 0 sur w. (4.8)

La condition (4.8) signifie qu’il y a un effort tangentiel exercé par la surface w sur
la substance. Cet effort tangentiel ne peut pas dépasser un certain seuil. La loi de Tresca

suppose que ce seuil est fixé et connu
loy| < K sur w, (4.9)

ou K est une fonction positive donnée appelée coefficient de frottement et |oy| est le module
de la contrainte tangentielle définie sur w par (4.4).

Tant que le seuil K n’est pas atteint par la contrainte tangentielle o;, la substance se
déplace avec un déplacement donné s, qui est le déplacement de la surface inférieure w.
Lorsque le seuil K est atteint, la substance et la surface se déplacent tangentiellement 1'un
par rapport a I'autre et il y a glissement proportionnel. Ce qui peut se résumer comme suit
1)

loy| < K = uy = s,

sur w (4.10)
loy|= K = 3\ > 0 tel que u; = s — Aoy,
ou le réel positif A est inconnu.
Remarque 4.1.1 Sur w la troisieme composante de u est nulle :
us =0 sur w. (4.11)

En effet, d’aprés la condition (4.8) on a
U.N = ung + Usng + ugng = 0 sur w,
ot n = (ny,ng,n3) = (0,0, —1) est le vecteur normal unitaire extérieur ¢ w . Donc

us =0 sur w.
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4.1. NOTATIONS ET POSITION DU PROBLEME

Le probleme complet consiste donc a trouver le champ de déplacement wu, vérifiant

I’équation et les conditions aux limites suivantes :
4
_%Ui'( u(z)) = fi(x)dans Q, 1 <i <3,

oij(u(z)) = Z aijin(T) Epn(Vu(z)) dans Q, 1 <4, j <3,

k,h=1

EZ] (VU(:L‘)) — 1 (8111 ‘I’ 8IJ _|_ Z 8u7n 8u'r]n) danS Q 1 < Z ] < 3

u = O sur 'y, (4.12)
u=gsurly,
u.n = 0 surw,

’Ut| <K:>ut:S
sur w.

loy|= K = 3\ > 0 tel que u; = s — Aoy,

\

Pour la formulation variationnelle du probléeme (4.12), on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1.2 La condition (4.10) est équivalente a la relation scalaire suivante :
(ur — s).0¢ + Kluy — s| = 0 sur w. (4.13)

Preuve (Adaptée de [24])
— Si |oy| < K alors u; = s, d’ou (4.13). Si |oy] = K alors il existe A > 0 tel que

U = § — )\O't, d’ou
(us — 8).00 + Kl|ug — s| = =N o|* + Moy|* = 0.

— Inversement, on suppose que (4.13) ait lieu.
- Si |oy| = K, alors

(ut — S).O't = —"Ll/t — SHO't|7

donc il existe A > 0 tel que

Up — 8§ = —AOy.
- Si |oy| < K, alors
(ug — 8).op + Klug —s| =0 > —|uy — s||o¢| + K|ug — s
= Jue = s|(K = |ov])
donc

lug — s| =0,
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4.2. FORMULATION VARIATIONNELLE DU PROBLEME

soit
Uy = S.
D’ou le résultat.
Remarque 4.1.3 Sur w, on a
u.n =0,
donc d’apreés (4.3)
Ut = U.

Par conséquent, la relation scalaire (4.13) s’écrit
(u—s).01 + Klu—s| =0 surw. (4.14)

C’est cette relation que nous utiliserons pour formuler le probléeme variationnel de (4.12).

4.2 Formulation variationnelle du probleme
On introduit le cadre fonctionnel suivant :
V(Q) = {(p € (T/Vl’p(x)(Q))3 N (W2’p(“)(Q))3 tp=0sur IUT'L, o.n =0 sur w} ,

muni de la norme ||.||v(q) = ||-H(W1,p<z)(9))3‘

Soit G € (I/Vl’p(g”)(ﬂ))3 N (I/Vz’p(:”)(Q))3 telle que G|r,ur; = g et G.n = 0 sur w.
Et soit f; € L¥®(Q), on multiplie 'équation (4.5) par ¢; — (u; — G;) ot p € V (), on

integre sur {2 et on utilise la formule de Green. On obtient :

9 /
/ Uij(u)a_ (pi — (wi — Gi)) da'dxs — / oijn; (i — (ui — Gy)) do
Q Ly r
Q
Comme ¢ — (u — G) € V(Q), alors
/Faijnj (QOZ — (Ul — Gl)) do = / 0415 (QOZ — (Uz — Gl)) dl’l,
or d’apres (4.4) on a o;;n; = oy, + 0,n; et donc

/Faijnj (pi — (u; — Gy)) do = /wati (pi — (u; — Gy)) da’ + /w on (i — (u; — Gy)) nida’.
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De méme (¢; — (u; — G;))n; = 0 sur w alors

/Faijnj (i — (uj — Gy)) do = /wat. (¢ — (u—G))da'.

En revenant a (4.15) on obtient

/0,]( 12 (o —(ui—Gi))dx’d:vg—/at.(<p—(u—G))d93’

895] w
/ fz @i — Uy )) dl’/d$3. (416)

Dans (4.16) on ajoute et on retranche le terme

[ Kool w6~ shav

on trouve
/Qaz-j(u)g%j(%—(ui—Gi )dfﬂ'd:c3+/wK(\<P—S!—I(U—G)—S\)dw’—
[oute ==y~ [ Koo~ u-6) - sl)d’
Posons

A=/at.<so—<u—G>>dw'+/K<w—s|—r<u—G>—s\>da:'

w

En utilisant la remarque 4.1.3 le terme A devient
A= / (op.(p — 8) + K|p — s|) da’
Il faut remarquer que
oi.(p —8) > —|og|.|lp — 5| > —K|p — s| sur w,

donc

On a alors I'inéquation suivante
0
/ aij<u>% (= (= G da'de + [ Kl = o] = |(u = G) = s))
J w
/ fi (i — (u; — Gy)) da'dxs.
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On remplace o;; par son expression (4.1) et on trouve

Z/ D E(V) 5 (91— = G el + [ K (fo == lfu=G) = )

k,h=1 w

/ fz Wi — (U )) dx’ dxs, Yo € V(Q)

d’otut la formulation variationnelle du probleme (4.12) est de trouvé u vérifiant le probleme

suivant : )
u—GeV(Q),
3 3
> 2 (lijkh(l‘)Ekh<vu)a%j (pi — (u; — Gy)) da'das
i,j=1k,h=1
+/K(I<p—s!—\(u—G)—s|)dg;/ (4.17)
/ fle G))da'dzs, Vip € V(Q).

4.3 Théoréme d’existence et d’unicité

On travaille dans cette section avec les hypotheses suivantes :

Vi, j, k,h=1a3et3 <p(xr) <+oo:

(Hy) 3ag > 0; 8> 0t.q. ag < aggn(r) < B p.p. dans Q, (4.18)
p(x) 3

(Hy) f=(f1,f2f3) € (LWH (Q)) )

Sous les hypotheses (4.18), nous voulons montrer 1’existence de u solution du probleme

(4.17).

Théoréme 4.3.1 Soit G € (W@ () 0 (W2@)(Q))° vérifient Glryor, = g et G.on = 0
sur w. Sous les hypothéses (4.18), il existe une solution w de (4.17). Si de plus
(Ekh (C) — Ekh (?7)) (CU — 7]1]) > O, VC, n € R?’X?’, Cij7 Th’j € R, Cij 7£ nij; GZOTS ZCL solutz’on est

unique.

Pour démontrer ce théoreme, on utilise le théoreme 1.3.4.
Preuve :
Tout d’abord, nous essayons de réécrire le probleme (4.17) sous la forme (1.2), puis on

applique le théoreme 1.3.4.
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— On a V() est un espace de Banach séparable et réflexif, car V(£2) est un sous-espace
vectoriel fermé de (Wl’p(m)(Q))g N (W2’p(””)(§2))3 et (VVI’J”(:”)(Q))3 N (W2’p(“)(§2))3 est
un espace de Banach séparable et réflexif.

— On a l'application
V() - R
3 3
i DY %;

i,j=1k,h=1

/ aijin () Bpn (V) g2 da dy
Q

est linéaire et continue, donc est un élément de V'(Q2), on note par T'(u — G) cette

application, on a donc

<T(u — G), Z Z /a,]kh Ekh Vu)g

1,j=1k,h=1

— De méme, on a 'application

V(Q) =R
O /f(pd:t:’dxg

est linéaire et continue, donc est un élément de V'(2), on note par f cette application,

on a donc
(f, ‘P>v/(Q),V(Q) = /Qf@diﬂldﬂf?n
donc, le probleme (4.17) devient :
(T(u—G)p—(u— G))V’(Q),V(Q) +J(p) = Ju—G) = (fp—(u— G>>V’(Q),V(Q) 5
ou bien
(T = G) ~ fro— (4= Oyiayyiay +I(0) — T —G) >0, Vg € V(Q),

ou
J(p) = / K| — s|dz’.
— L’opérateur T est pseudo-monotone, car

a) T est borné,
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en effet, soit u borné dans V(2), on a

1T (Wl = sup [(T(uw),9)]
peEV(Q)
lelly (@)=1
3 3
= sup ZZ /aijkh (x) Exn (Vu) agpidx’dxg
PEVQD) |; j=1k,p=17C Or;
lelly@y=1 ’
3 3
< a(pi /
< sup @ijin () Egp, (Vu) =—da'dxs) .
PEV(Q) i1k =1 1/ O 0
HWHV(Q)zl i ’

Comme u € V() et p(z) > p'(z) des que p(z) > 3, et © borné, alors
Ew(Vu) € LP@(Q), V1 < k, h < 3. (4.19)

En utilisant maintenant I’hypothese (H;) et I'inégalité de Holder avec (4.19) on obtient

O

”T(U)HV’(Q) <28 sup > > ||Ekh(vu>”m’<w>(9) d_x;

PEV(Q) i j=1kh=1
lelly (@)=1

3 3
<68 sup > > [|Ewn (VU)o olleillwree @
eV (Q) i=lk,h=1

3 3 ‘

Lp(z) (Q)

lelly (@)=1
3
<188 sup > [[Ewn (V)| oo 1ol e ()
peV(Q) k,h=1
llelly (@)=1
3
<188 sup > [[Ewn (V)| e o llellve
PeV(Q) k=1
llelly ()=1
3
<188 X 1B (Vu)ll e
k=1

de (4.19) on obtient
/\Ekh(Vu)]pl(’”)da; < o0, V1 <k, h <3,
Q

et de (i) et (iii) de la proposition 1.1.3 on a :
A /— 1+ /(x
it {1 Bl s 11 2 | < / | B(Vr) P @ < o0,

donc, V(k, h) € {1,2,3}, || Bl 1) (o) st bornée, par conséquence [|T'(u)|[v(q) est bornée.
b) T est hémicontinu

Soient u, v, w € V() et A € R. Montrons que l'application de R dans R : A —
(T'(u+ Av),w) est continue.
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Soit {A,} une suite de R qui converge vers \.

Posons :
3 3 o,
Fnlz) = Z Z @ik (T) Bgn(Vu + A, Vo) 75—
i j=1k,h=1 L
et .
Flz) = Z Z ijin () Epn(Vu + )\Vv)@ -
1,j=1k,h=1 J

Les Eyj étant continues, on a donc

lim Ey,(Vu+ A\, Vo) = Eg(Vu + AVo),

n—-+o0o

alors pour tout h et tout k € {1,2,3}, on obtient :

3 3
ow
Z Z @ijkn () Egn(Vu 4+ A VU)(‘?_ converge vers
7 ]zlk h=1 Lj

3
ow
Z @ijin () Egn(Vu + )\VU)% p.p. dans €,
j

1,j=1k,h=1

et on a aussi avec '’hypothese (H;) et la définition des Fyy, :

3 3
> 5 o) E(Va+ M V0%| < 35S 1B (Vu+ AT 2
i,j=1k,h=1 ’ ij= lkh 1
3
< z_ 20 (|5 ] + |3

Oum Ovm
oy, + >\n Ozp,

)

Oum Ovm
Th + )\n Oz

Q;Qv

e E

+

m=1

comme A, est convergente dans R alors 3m € R : |\,,| < m, donc

3
ou v ou v
Pl <38 hz((8 2o ) (|G| 4+ m | 32 )
5
m U U, Vin ow;
) (] ) (2] ]2 )) Jasl
On définit maintenant la fonction L par :
_ Ouh vy, ouy, vy,
o) = 532 37 ([ onf5e]) + ([ o5
1,j=1k,h=1
8um vy, Oy, vy, ow;
+Z( O 3_5%) ( Oy, Oy, )) Ox; |
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4.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D'UNICITE

On en déduit que L € LP®(Q) C L*(Q).

Donc du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on en déduit que :
(T(u~+ \v), w) — (T(u+ Iv),w),

ce qui montre que 1" est hémicontinu.
c) T est monotone

Grace a ’hypothese (H;) et la monotonie des Ej;, (voir théoréme 3.2.1) on a :

3 3
(1) =T = 35 [ asualo) (Bun(V) — Bua(v) (522 - 5 vt > 0,
1,j=1k,h=1 Q axj 81']‘

donc T' est monotone.
Comme T est borné, hémicontinu et monotone alors 7' est pseudo-monotone.
— La fonctionnelle J est propre, convexe et semi-continue inférieurement sur V'(€2). En
effet, soient u et v deux éléments de V(2) et A € [0,1] on a

d) J est convexe, car
JOu+ (1= o) = /K(|>\u+(1—)\)v—s|)dx’
_ /wK|)\u+(1—>\)v—)\s—s+>\s|)
_ /K|/\u—s (1= N (v— s)|)da’
[ KM= + [ K== s

/K]u—s|dx+ /K|v—s|dx

< AJ(u) + (1= N)J(v).

IN

IA

e) J est semi-continue inférieurement, car

/K(\u—s|—|v—s])dm’

|[J(u) = J(0)| =

< /\K||u—v[d:c’
_1
< K | zoo oy [w[ @ [ — ] 1@ )2
_1
< K| 2oy [w]P@ Cllu — vl wrp ())s
1
< CK| 2o wylw]*@ [Ju — vy ()
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O C est la constante de l'injection continue de V() dans (L¥(®)(w))?. Ainsi, J est lip-
schitzienne donc a fortiori semi-continue inférieurement sur V(2). En appliquant le théoreme
1.3.4, on obtient alors l'existence des éléments u — G dans V() satisfaisant I'inéquation va-
riationnelle (4.17).

Unicité :

Supposons maintenant que I'inéquation variationnelle (4.17) a deux solutions u; et us.

On a donc :
3 3
>y /aijkh(x)Ekh(Vul)% (p; — (u1; — Gy)) da'dws+
1,j=1k,h=1 0
/kﬂw—ﬂ—mn—m—ﬂMfz (4.20)
/ f (e Q) de'das, Voo € V(9),
et

i i /azgkh Ekh(vu2> (901' - (U2i — Gl)) dm’dx;;—i—

=1k h=1 A

L/(W—ﬂ—Wm—@—ﬂmﬂz o
/f (ug — G)) dx'dzxg, Vo € V().

On prend ¢ = uy — G dans (4.20) et ¢ = uy — G dans (4.21), d’ou

35 | 500) (B () = Bun(Fu) 5 (s = Go) s = G) <0

i,j=1k,h=1
mais
0
Z Z / aijkn(2) (Epn(Vur) — Egn(Vug)) 8_ (w1; — ug;) =0,
1,j=1k,h=1
d’apres 'hypothese (Hy) et la monotonie de Fyy,.
D’ou
0
Z Z azgkh ) (Exn(Vuy) — Egn(Vug)) =— oz, - (u1; — uz;) = 0.
1,J=1k,h=1
Donc Vu; = Vuy dans (LP®(Q))%, et par I'inégalité de Poincaré on obtient u; = us

dans (LP®)(2))?, et donc u; = uy dans (Wl’p(“’”)(Q))g.
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4.3. THEOREME D’EXISTENCE ET D'UNICITE

Remarque 4.3.2 Dans le cas 1 < p(x) < 3 et

3

V(Q) = {cp € (Wl’p(””)(Q)) cp=0surTUTlL, on =0 sur w} ,

muni de la norme ||.|v) = ||||< s, le probléme wvariationnel du probléme (4.12)

Whr)(Q))
admet une solution sous les hypothéses (3.23).
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons étudié des questions d’existence et d’unicité des solutions
faibles dans les espaces de Sobolev a exposants constants ou variables de quelques problemes
aux limites gouvernés par le systeme de 1'élasticité non linéaire. La nécessité de travailler
dans les espaces de Sobolev a exposants variables pour résoudre ce type des problemes, est
motivée par I’apparition de ces espaces dans la modélisation des fluides électrorhéologiques
et thermorhéologiques [37] et dans le traitement d’image [4].

Les techniques utilisées pour étudier ce type des problemes sont de :

- degré topologique,

- compacité,

- monotonie.

En utilisant ces techniques, nous avons démontré un théoreme d’existence et d’unicité
des problemes suivants :

- Au deuxieme chapitre, le probleme meélé, dans des espaces de Sobolev a exposants
constants, par les techniques de degré topologique,

- Au troisieme chapitre, les problemes de Dirichlet, Neumann et Robin dans des espaces
de Sobolev a exposants variables, par les techniques de monotonie et compacité.

- Au quatrieme chapitre, le probleme de Tresca.

Les perspectives de ce travail, dans un premier temps, nous étudierons les mémes
problémes cités ci-dessus avec second membre dans L' (2) ou mesure, et deuxiemement,

comme extension possible, nous étudierons également ces problemes dans le cas dynamique.
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Abstract:

The problems presented in this thesis, relate to the study of nonlinear elasticity system with a
generalized constitutive law and with various boundary conditions. The obtained results consist in
the existence and the uniqueness of solution of the corresponding variational problems. The
methods used to show these results are the theory of topological degree, the theory of monotonic
operators and the theory of variational inequalities.

The positive point in this work, is the existence of the solutions in the functional framework
constitutes Lebesgue and Sobolev spaces with variable exponent.

Keywords:

Nonlinear elasticity, Generalized constitutive law, Topological degree, Theory of monotonic
operators, Theory of variational inequalities, Lebesgue and Sobolev spaces with variable exponent.

Résumé :

Les problemes présentés dans cette these, portent sur I'étude de systéme de I|'élasticité non
linéaire avec une loi de comportement généralisée et avec différentes conditions aux limites. Les
résultats obtenus consistent en |'existence et I'unicité de solution des problémes variationnels
correspondants. Les méthodes utilisées pour montrer ces résultats sont la théorie de degré
topologique, la théorie des opérateurs monotones et la théorie des inéquations variationnelles.

Le point positif dans ce travail, est I’existence des solutions dans le cadre fonctionnel constitue des
espaces de Lebesgue et Sobolev a exposant variable.

Mots clés :

Elasticité non linéaire, Loi de comportement généralisée, Degré topologique, Théorie des opérateurs
monotones, Théorie des inéquations variationnelles, Espaces de Lebesgue et Sobolev a exposant
variable.






