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 ملخص

i 
 

 ملخص

 

ٌظُهز عذم خطٍح كثٍزج .      عولٍح هعالجح هٍاٍ الصزف الصحً الحوأج الوٌشطح هً ًظام غٍز خطً هعقذ للغاٌح

تستخذم عولٍح هعالجح هٍاٍ الصزف الصحً عذج هزاحل هي . واضطزاتاخ وتغٍزاخ غٍز هتىقعح فً الوذخلاخ

قادرج على التطىر  (تكتٍزٌا)ٌتوثل هثذأها فً استخذام كائٌاخ دقٍقح هعٌٍح . الوعالجح ، ولكي أهوها الوعالجح الثٍىلىجٍح

إى تطىر هذٍ الكائٌاخ الحٍح الذقٍقح هشزوط تىجىد الأكسجٍي الوذاب فً الواء ، . عي طزٌق استهلاك الوىاد الولىثح

سٍتن . وتالتالً فإى التحكن فً الأكسجٍي الوذاب ضزوري فً هعالجح هٍاٍ الصزف الصحً تىاسطح الحوأج الوٌشطح

استخذام طزٌقتٍي للتحكن فً تزكٍز الأكسجٍي الوذاب فً هفاعل حٍىي لوعالجح هٍاٍ الصزف الصحً الحوأج 

 التكٍفً للثٌٍح PIتحكن ) والشثكاخ العصثٍح الاصطٌاعٍح PIتقٌٍح التحكن الأولى هً هزٌج تٍي هٌظن : الوٌشطح

 للتحكن فً تزكٍز الأكسجٍي الوذاب ، تٌٍوا تستخذم الشثكاخ العصثٍح لضثظ PIتستخذم هذٍ التقٌٍح هٌظن . (العصثٍح

ستتن . تقٌٍح التحكن الثاًٍح هً هزٌج هي طزٌقح الٌسة الوتذرجح والشثكاخ العصثٍح. ki و PI kp هعاهلاخ الوٌظن 

 . التقلٍذي لإظهار أدائهنPIهقارًح ًتائج الوحاكاج لتقٌٍتً التحكن هع هٌظن 

 :الكلمات الدالة

هعالجح هٍاٍ الصزف الصحً تاستخذام الحوأج الوٌشطح ، والشثكاخ العصثٍح الاصطٌاعٍح ، وطزٌقح الاًحذار ، 

 .PIوهٌظن 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Résumé 
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Résumé: 

     Le procédé du traitement des eaux usées par boues activées est un système non linéaire 

très complexe. Il présente un grand non linéarité, des perturbations et des changements 

inattendus à  l'entrée. Le procédé du traitement des eaux usées utilise plusieurs étapes du 

traitement, mais le traitement le plus important, c'est le traitement biologique. Son 

principe consiste à utiliser certains micro-organismes (bactéries) capables de se 

développer en nourrissant des matières polluantes. Le développement de ces micro-

organismes est conditionné par la présence de l'oxygène dissous dans l'eau, donc, le 

contrôle de l'oxygène dissous est indispensable dans le traitement des eaux usées par 

boues activées. Deux techniques seront utilisées pour contrôler la concentration de 

l'oxygène dissous dans un bioréacteur de traitement des eaux usées par boues activées: la 

première technique de commande est une combinaison entre un régulateur PI et les 

réseaux de neurones artificiels (commande PI adaptative d'une structure neuronale). Cette 

technique utilise le régulateur PI pour commander la concentration d'oxygène dissous, 

tandis que les réseaux de neurones sont utilisés afin d'ajuster  les paramètres du régulateur 

PI 𝑘𝑝  et 𝑘𝑖 . La deuxième technique de commande est une combinaison entre la méthode 

de descente du gradient et les réseaux de neurones.  Les résultats de simulation  des deux 

techniques de commande seront comparés avec un régulateur PI classique pour montrer 

leur performance. 

Mots clés: 

Traitement des eaux usées par boues activées, les réseaux de neurones artificiels, la 

méthode de descente du gradient, le régulateur PI. 
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Abstract: 
 

     The activated sludge wastewater treatment process is a very complex non-linear 

system. It presents a strong non-linearity, disturbances and unexpected changes at the 

input. The wastewater treatment process uses various steps of treatment, but the most 

important one is the biological treatment. Its principle consists by using certain micro-

organisms (bacteria) able of developing by feeding on polluting matter. The development 

of these microorganisms is very affected by the presence of dissolved oxygen in the 

water, therefore, the control of dissolved oxygen is essential in the treatment of 

wastewater by activated sludge. Two techniques will be used to control the dissolved 

oxygen concentration in an activated sludge wastewater treatment bioreactor: the first 

control technique is a combination between a PI regulator and artificial neural networks 

(adaptive PI control with a neural structure). This technique uses the PI regulator to 

control the dissolved oxygen concentration, while neural networks are used to adjust the 

PI parameters 𝑘𝑝  and 𝑘𝑖 . The second control technique is a combination of the gradient 

descent method and neural networks. The simulation results of the two control techniques 

will be compared with a conventional PI regulator to show their performance. 

Keywords: 

Wastewater treatment by activated sludge, artificial neural networks, the gradient descent 

method, the PI regulator. 
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Introduction générale  
 

    L'eau est une ressource précieuse et indispensable à l'existence de toute espèce 

humaine, végétale ou animale. Sans l'eau la vie serait impossible car tout dépend d'elle et 

elle est utilisée dans plusieurs domaines: elle permet de se laver, de faire la vaisselle, 

d'éteindre les feux, d'irriguer les champs et d'arroser les plantes et plus encore.   

    Cependant, à cause du développement qu'a connu l'être humain ces derniers siècles 

dans plusieurs domaines, en particulier, dans le domaine industriel et agricultural, les 

eaux sont devenues altérées, car ce développement était accompagné par une utilisation 

intensive des pesticides et des engrais dans les activités agricoles pour augmenter le 

produit. Tout cela a conduit à la détérioration de l'air et du sol, et à la pollution de l'eau 

dans les eaux des mers et des rivières en provoquant un empoisonnement de la vie 

marine, sans oublier l'effet du réchauffement climatique qui a détérioré l'écosystème et la 

santé humaine. Donc, le traitement des eaux usées est devenu une obligation. 

    Le procédé le plus utilisé dans le traitement des eaux usées est celui de boues activées. 

Son principe consiste à ajouter aux eaux usées des bactéries ou micro-organismes 

capables de dégrader les matières polluantes. Ces micro-organismes ont besoin de 

l'oxygène dissous dans cette opération de dégradation. Donc, la présence de l'oxygène 

dissous dans un procédé de traitement des eaux usées par boues activées est un paramètre 

très important qui a un effet direct sur la croissance des micro-organismes et l'efficacité 

du traitement, sinon les micro-organismes ne seront pas capables de dégrader les matières 

polluantes [1-2]. Donc, le contrôle de l'oxygène dissous dans un procédé de traitement des 

eaux usées par boues activées est devenu une nécessité. 

    Parmi les techniques de commande les plus utilisées pour contrôler la concentration de 

l'oxygène dissous dans un procédé de traitement des eaux usées par boues activées est la 

commande ou le régulateur PID classique [3-6]. Malheureusement, un régulateur PID 

classique dont les paramètres qui sont fixes n'est pas toujours capable d'assurer les 

performances désirées, surtout quand le système à commander ou contrôlé présente des 
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non linéarités, des incertitudes, des perturbations et des changements inattendus comme 

c'est le cas avec le procédé de traitement des eaux usées par boues activée [7-8].  

    Afin d'améliorer les performances du contrôleur dans le procédé de traitement des eaux 

usées, la technique de commande ou bien le contrôleur utilisé doit être adaptatif. La 

commande adaptative diffère donc d'un régulateur PI classique du fait que ses paramètres 

sont variables et ajustés en temps réel en se basant sur l'état du système commandé [9-

12]. 

    Dans notre thèse, deux techniques de commande seront utilisées pour contrôler la 

concentration de l'oxygène dissous dans un bioréacteur de traitement des eaux usées par 

boues activées: 

* La première est la commande PI adaptative d'une structure neuronale. Elle est basée sur 

deux techniques: un régulateur PI classique et la technique intelligente des réseaux de 

neurones RBF. Le régulateur PI est utilisé pour commander la concentration de l'oxygène 

dissous, tandis que la technique des réseaux de neurones est utilisée pour auto-ajuster en 

permanence les paramètres du régulateur PI 𝑘𝑝  et 𝑘𝑖 . Cette combinaison permet 

d'améliorer les performances et l'adaptabilité du contrôleur PI contre les perturbations. 

* La deuxième est la commande proposée qui utilise la méthode de gradient avec la 

technique intelligente des réseaux de neurones RBF.   

L'ensemble du travail est enchainé comme suit: 

    Le premier chapitre sera consacré aux notions générales sur le traitement des eaux 

usées par boues activées y compris; les stations d'épurations, les différents types des eaux 

usées ainsi que leur origine, les différentes étapes de traitement des eaux usées; le 

prétraitement (le dégrillage, dessablage, déshuilage-dégraissage), traitement primaire 

(décantation, coagulation-floculation, flottation) et traitement secondaire ou biologique 

qui a  pour objectif d'éliminer les substances qui sont échappées au traitement primaire en 

utilisant des micro-organismes. 

    Dans le deuxième chapitre et le troisième chapitre, deux méthodes seront expliquées:  
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- La méthode d'Euler qui sert à résoudre numériquement les équations différentielles.  

- La méthode d'optimisation de descente du gradient. 

    Ces deux algorithmes ou méthodes seront ensembles utilisées dans la commande 

proposée celle de la méthode de gradient avec la technique intelligente des réseaux de 

neurones RBF. 

    Le quatrième chapitre sera consacré aux notions théoriques des réseaux de neurones 

artificiels: définition, les fonctions d'activations les plus utilisées, la structure d'un réseau 

de neurones MLP, et un réseau de neurone RBF, l'algorithme d'apprentissage de rétro-

propagation. 

    Le cinquième chapitre présentera une démonstration des deux techniques de 

commande utilisées; la commande PI adaptative d'une structure neuronale et la 

commande proposée celle du gradient avec la technique des réseaux de neurones RBF. 

Sous un environnement Matlab, ces deux techniques de commande seront utilisées pour 

commander la concentration de l'oxygène dissous dans un bioréacteur de traitement des 

eaux usées par boues activées. Nous comparerons les résultats de simulation obtenus par 

ces deux techniques de commande avec ceux d'un  régulateur PI classique pour montrer 

leur intérêt dans la commande dans les systèmes non linéaires.  

Enfin, nous finirons par une conclusion générale. 
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I-1) Introduction 

    Les eaux usées sont principalement des eaux qui ont perdu leurs puretés par la présence 

des polluants issus des différents usages: domestiques, industriels, agricoles ou autres. 

Cette contamination des eaux les a rendues impropres à l'utilisation par les êtres humains, 

les animaux et les plantes.  

    On peut distinguer trois types de pollution: pollution physique, chimique et organique. 

La pollution physique comprend les matériaux solides à savoir les pierres, les matières 

plastiques, etc. Sa source physique pourrait être les déchets ménagers. La pollution 

chimique  comprend les matières chimiques et minérales et les métaux lourds. Sa source 

chimique vient des pesticides, des déchets agricoles et industriels. La pollution organique 

comprend les huiles industrielles, les matières organiques dissoutes et leur source peut 

être des déchets ménagers et industriels. Les risques qui en résultent sont la pollution de 

l'environnement, l'intoxication de l'eau et les maladies microbiennes. Quelque soit la 

nature des polluants, les eaux usées doivent être traitées dans une station d'épuration des 

eaux usées avant d'êtres jetées dans les milieux naturels qui sont généralement les mers, 

les rivières et les océans. 

    Le procédé de traitement des eaux usées est composé de plusieurs phases. Chaque 

phase traite un type particulier de pollution. Les étapes de traitement qui caractérisent 

chacune des phases sont : le prétraitement, les traitements primaire et secondaire. 

* Le prétraitement est un traitement de type physique qui est une phase d'épuration 

grossière dans laquelle on élimine toutes les matières volumineuses et grossières (pierres, 

flacons, etc.) qui pourraient endommager les installations et perturber les étapes de 

traitement ultérieures.  

* Le traitement primaire est de type physico-chimique qui permet d'éliminer les matières 

en suspension décantables en utilisant des réactifs chimiques.  

* Le traitement secondaire est de type biologique qui permet d'éliminer les matières 

dissoutes. Cette phase de traitement biologique représente la phase clé de la chaîne 
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globale du traitement [13]. Son principe  de fonctionnement repose sur le développement 

des populations bactériennes capables de dégrader les matières solubles biodégradables et 

les matières en suspension.  

    Ce chapitre est consacré aux notions générales du traitement des eaux usées. Il est 

introduit d'abord par une définition des eaux usées puis par la définition de la station 

d'épuration. Ensuite, on aborde les différents types des eaux usées ainsi que les différentes 

étapes de traitement (le prétraitement, le traitement primaire et secondaire). Enfin, on 

terminera par une conclusion. 

I-2) Définitions  

I-2-1) Matières en suspension (MES) 

    Les matières en suspension sont des particules solides et colloïdales qui sont visibles à 

l'œil. Elles peuvent êtres d'une taille allant de 0.1 à 1 𝑚𝑚. Leur élimination peut être 

effectuée par une opération de filtration ou centrifugation. 

I-2-2) Matières colloïdales  

    Elles sont des particules d'une taille allant de 0.01 à 100 𝜇𝑚. Leur élimination est 

effectuée par une opération de coagulation. 

I-2-3) Matières solubles  

    Elles sont des matières dont la taille est inférieure à 0.01 𝜇𝑚. Leur élimination est 

effectuée durant le traitement biologique par des microorganismes. 

I-2-4) Microorganismes  

    Les microorganismes sont essentiellement des bactéries étant capables de dégrader les 

matières polluantes présentes dans les eaux usées. Elles sont nécessaires pour le 

traitement biologique des eaux usées.  
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I-2-5) La demande chimique en oxygène (DCO) 

    La demande chimique en oxygène est un paramètre qui mesure la quantité d'oxygène 

nécessaire pour la dégradation chimique des matières organiques (présentes sous forme 

solide, colloïdale et dissoute) contenant dans un liquide. Ce paramètre est exprimé en 

𝑚𝑔 𝑂2 . 𝑙−1. 

I-2-6) La demande biologique en oxygène (DBO5) 

    La demande biologique en oxygène est un paramètre qui mesure la quantité d'oxygène 

nécessaire à la destruction des matières organiques (présentes sous forme dissoute) 

contenant dans un liquide par une voie biologique. Il est utilisé pour mesurer le degré de 

contamination après cinq jours de réaction. 

    La demande biologique en oxygène DBO5 se résume à la réaction chimique suivante: 

Substrat + microorganisme +𝑂2 → 𝐶𝑂2 + 𝐻2𝑂 + énergie + biomasse 

I-3) Définition des eaux usées 

    Les eaux usées sont des eaux dont la qualité a été altérée par les différents produits 

polluants (des déchets domestiques, industriels, agriculturals ou autres) et par les milieux 

dans lesquels elles sont déversées. Ces eaux usées ne doivent pas être jetées dans les 

milieux naturels avant qu'elles ne soient traitées pour éliminer ces polluants indésirables. 

I-4) Les différents types des eaux usées 

    Les pollutions qui se trouvent dans l'eau peuvent êtres d'origines: domestique, 

industrielle agricole et pluviale. 

I-4-1) Les eaux usées domestiques  

    Les eaux usées domestiques sont les eaux provenant des différents usages domestiques 

tels que; les eaux de cuisine, les eaux des appareils ménagers, les eaux de toilettes et de 

salle de bain, etc. Elles sont essentiellement caractérisées par la présence des matières 

minérales, des matières organiques azotées et phosphatées.  
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I-4-2) Les eaux usées industrielles 

    Les eaux usées industrielles sont des eaux rejetées par les industries. Beaucoup 

d'industries utilisent une grande quantité d'eau au cours de production (lavage des 

matières premières, refroidissement, fabrication des laines, etc.). Elles sont caractérisées 

par la présence des différentes substances qui se diffèrent d'une industrie à une autre selon 

l'activité industrielle.  

I-4-3) Les eaux usées agricoles 

    L’agriculture peut être considérée comme une source importante de la pollution des 

eaux. Dans le domaine agricultural, divers produits d'origine industrielle et agricole sont 

utilisés tels que les engrais, les pesticides, les fertilisants, les produits phytosanitaire 

(insecticides, herbicides, fongicides, etc.). Les eaux issues des terres agriculturales  sont 

chargées par ces différents produits non assimilées ni par le sol ni par les plantes. Ce qui 

entrainera la pollution du milieu qui s'y trouvent.   

I-4-4) Les eaux usées pluviales 

    Les eaux de pluies qui s'écoulent sur le sol, pourraient se mélanger avec des différents 

impuretés; résidus de pesticides, les huiles et les carburants des véhicules, etc.  Elles sont 

souvent jetées directement dans les rivières causant une dégradation du milieu aquatique.  

I-5) Définition d'une station d'épuration 
 

    Une station d'épuration est une usine qui a pour objectif de dépolluer les eaux usées de 

toutes sortes des polluants pour obtenir des eaux épurées dont la qualité répond aux 

normes mondiales exigés [14]. La station d'épuration comporte généralement une phase 

de prétraitement dans laquelle on élimine; les matières solides de grandes tailles, les 

sables et les graisses par différents systèmes (dégrillage, dessablage et déshuilage). Puis 

vient une phase du traitement primaire qui permet d'éliminer une grande partie des 

matières en suspension. Ensuite vient la phase du traitement biologique qui vise à 

éliminer les matières en suspension et les matières organiques dissoutes. 
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    Généralement, après le traitement secondaire, les eaux épurées sont prêtes à êtres 

rejetées dans les milieux naturels.   

    Les différentes étapes du traitement ainsi que les tâches effectuées sont schématisées 

dans la figure 1. 

 

Figure I.1: Les étapes du traitement de la station d'épuration 

I-6) Les grandes étapes du traitement des eaux usées 

    Les étapes du traitement des eaux usées peuvent êtres divisées en trois grandes étapes: 

le prétraitement, le traitement primaire et secondaire ou bien biologique. Ces différentes 

étapes du traitement ainsi que les différentes tâches effectuées sont présentées selon le 

degré d'élimination des matières polluantes et les procédés qui sont mis en œuvres.  
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I-6-1) Le prétraitement 

    Le prétraitement vise à éliminer les matières les plus grossières et volumineuses et les 

éléments susceptibles de gêner les autres étapes du traitement. Le prétraitement peut 

subdiviser en trois étapes successives liées les unes aux autres. Elles sont respectivement 

les suivantes: 

* Le dégrillage: il permet d'éliminer les déchets volumineux tels que les flacons, les 

pierres, les plastiques, les tissus, …etc.  Le principe consiste à faire passer les eaux usées 

à travers des grilles métalliques afin d'en retirer les déchets volumineux [15]. Les déchets 

retirés sont déposés en décharge. 

* Le dessablage: il a pour objectif de retirer les sables et les graviers pour protéger les 

organes mécaniques (pompes) et éviter de perturber les autres étapes du traitement. Les 

eaux usées venant de l'étape précédente (dégrillage) se retrouvent dans un bassin. 

Cependant, elles gardent des déchets tels que les sables et les graviers qui tomberont par 

la suite au fond du bassin par l'effet de leur poids, puis, ils sont récupérés par aspiration, 

ensuite, ils sont collectés pour êtres envoyés en décharges.  

* Le dégraissage-déshuilage: il permet d'éliminer les graisses et les huiles pour éviter 

l'encrassement de la station d'épuration. Le principe consiste à injecter de l'air dans le 

bassin pour faire remonter les matières légères (les graisses et les huiles). La récupération 

des graisses et des huiles se fait à la surface. Les matières collectés seront incinérées ou 

recyclées pour la fabrication des savons ou détergents selon la qualité du lavage. 

 

Figure I.2: Prétraitement 
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I-6-2) Le traitement primaire 

    Le traitement primaire permet d'éliminer le maximum des matières en suspension et de 

matières organiques facilement décantables [16]. Il comporte trois étapes du traitement: 

* La décantation: elle permet d'éliminer jusqu'à 50 % des matières en suspension. Le 

principe  consiste à séparer les matières solides des matières liquides (séparation solide-

liquide).  Les matières solides se déposent au fond du décanteur par l'effet de leur masse 

pour former les boues primaires [17]. 

* La flottation: elle permet d'éliminer les particules dont la masse volumique inférieure à 

celle du liquide qui les contient. Par opposition à la décantation, la flottation est un 

procédé de séparation solide-liquide ou liquide-liquide [18]. Les particules flottantes 

seront éliminées par raclage de surface. 

* La coagulation et floculation: la coagulation sert à transformer les particules organiques 

liquide en matières solide. Elle consiste à déstabiliser les particules en injectant des 

produits chimiques pour faciliter leur agrégation [19]. La floculation permet d'agglomérer 

de substances colloïdales pour former des flocs plus gros afin de faciliter leur décantation. 

Les matières solides extraites forment les boues primaires. 

 

Figure I.3: Traitement primaire 

I-6-3) Le traitement secondaire ou biologique 

    Le traitement biologique a pour objectif principal d'éliminer les matières organiques 
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consiste à mettre en contacte les eaux usées avec des micro-organismes capables de 

dégrader ou assimiler les matières organiques [20].  

 

Figure I.4: Traitement secondaire ou biologique 

    Après que les eaux usées subissent ces étapes d'épuration, maintenant, elles sont prêtes 

à êtres jetées dans les milieux naturels (généralement des rivières). 

I-7) Procédé de traitement des eaux usées par boues activées 

    Le but du traitement biologique est d'éliminer la pollution organique soluble (qui a 

échappé au traitement primaire) à l'aide des micro-organismes.  La chaîne du traitement 

est composée d'un bioréacteur, d'un clarificateur et d'une boucle de recyclage des boues 

(figure 5) [21]. 

 

Figure I.5: Schéma général d'une station à boues activées  
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    Les eaux usées venant du traitement primaire, seront dirigées vers un bassin d'aération 

où elles seront en contact avec des micro-organismes (biomasses) responsables de 

l'épuration.  

    Le bassin d'aération est un réacteur biologique alimenté en permanence en oxygène par 

des aérateurs de surface (turbine), suppresseur ou par un compresseur d'air. Les micro-

organismes assimilent  et transforment les matières organiques solubles en boues.  En 

sortie du bioréacteur, on obtient un clarificateur qui a comme fonction de séparer les 

boues floculées de l'eau épurée par décantation.  

    Puisque la croissance des micro-organismes (biomasses) au sein du bioréacteur n'est 

pas suffisante, une partie des boues décantées est recyclée vers le bioréacteur afin de 

compenser la perte engendrée par le débit de sortie du bassin d'aération. Les boues en 

excès sont extraites pour rejoindre le système du traitement des boues.  Les eaux épurées 

sont maintenant prêtes à êtres jetées dans la nature et les boues décantées seront 

déchargées. 

    Les eaux traitées après le traitement biologique contiennent des nutriments, donc, ils 

peuvent êtres utilisées dans l'irrigation des terres agricoles sans recours aux engrais 

artificiels qui sont coûteux [22-23]. Elles peuvent êtres utilisées aussi pour arroser les 

espaces verts et les jardins publics, éteindre les incendies, la récupération des sous-

produits utiles tels que les papiers, les plastiques, etc.  

I-8) Conclusion  

    Le traitement des eaux usées est un processus très important  qui consiste à épurer les 

eaux usées de toutes sortes d'impuretés afin de préserver la santé des êtres humains, éviter 

les maladies microbiennes et protéger l'environnement.  

    Le traitement des eaux usées se fait dans une station d'épuration à travers  plusieurs 

étapes du traitement et chaque étape traite un type particulier de pollution. Le traitement 

le plus important c'est le traitement biologique. Son principe de fonctionnement repose 
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sur le développement des micro-organismes qui se nourrissent des substances sous la 

présence de l'oxygène dissous. 
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II-1) Introduction 

    Les équations différentielles ont des applications nombreuses dans plusieurs domaines: 

physiques, chimiques, mécaniques et biologiques, etc [24], et il serait trop long d'en faire 

une liste. A la différence des équations différentielles linéaires, il n'existe pas des 

méthodes analytiques systématiques qui permettent de résoudre les équations 

différentielles non linéaires.  Pour cette raison, les méthodes numériques sont existées 

afin de résoudre numériquement les équations différentielles non linéaires. Parmi les 

méthodes numériques les simples et les plus utilisées, c'est la méthode d'Euler.  

    La méthode d'Euler est une méthode numérique classique à un pas constant. Elle est 

utilisée pour résoudre par approximation des équations différentielles (linéaires ou non 

linéaires) du premier ordre avec une condition initiale [25].  

    Dans ce chapitre, on présente premièrement une introduction générale sur les équations 

différentielles ordinaires. Ensuite, une brève description sera donnée sur la résolution 

numérique des équations différentielles. Pour finir, on abordera la résolution numérique 

des équations différentielles par la méthode d'Euler (trois méthodes d'Euler seront 

expliquées: la méthode d'Euler explicite, implicite et modifiée). 

II-2) Les équations différentielles ordinaires (EDO) 

    Une équation différentielle ordinaire (EDO) est une équation qui dépend d'une variable 

𝑡 et d'une fonction 𝑦 𝑡  et qui contient des dérivées de 𝑦 𝑡 . La forme générale d'une 

équation différentielle d'ordre 𝑛 s'écrit comme [26]: 

𝐹 𝑡,𝑦,𝑦 ,𝑦  , . . . ,𝑦 𝑛  = 0                                                                                                           (2.1) 

    L'ordre de cette équation différentielle est déterminé par l'ordre le plus élevé de ses 

dérivées.  

𝑦: représente une fonction d'une variable 𝑡, et 𝑦,𝑦 ,𝑦  , . . . ,𝑦 𝑛  représentent ses dérivées 

successives. 
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    On va se limiter aux équations différentielles du premier ordre, car n'importe quelle 

équation différentielle d'ordre 𝑛 >  1 peut être ramenée à un système de  𝑛  équations 

d'ordre 1. 

II-3) La résolution numérique des équations différentielles  

    L'immense majorité des systèmes physiques, chimiques, mécaniques et biologiques, 

etc, pourraient êtres décrits par des équations différentielles non linéaires. Cependant, il 

faut noter que la résolution analytique ou explicite des équations différentielles non 

linéaires n'est pas souvent simple et dans la plupart du temps sera trop difficile, voire 

même impossible. Donc, on fait recours à des méthodes numériques. 

    Les méthodes numériques employées pour résoudre les équations différentielles sont 

des méthodes approximatives basées sur la discrétisation de la variable du temps 𝑡 en un 

certain nombre de pas. On peut distinguer plusieurs méthodes numériques: des méthodes 

numériques à un pas fixe ou à un pas variable, des méthode explicites ou implicites. 

II-4) La méthode d'Euler  

    La méthode d'Euler est la première méthode de résolution numérique des équations 

différentielles. Elle fut introduite par Leonhard Euler en 1768 [27-28]. Son principe 

consiste à discrétiser l'intervalle de la variable du temps 𝑡 en un certain nombre de pas 

fixe ℎ.  

II-4-1) La méthode d'Euler explicite 

    Soit une fonction 𝑓 définie sur l'intervalle 𝐼 =  𝑡0 , 𝑡𝑘+1 , 𝑘 ∈ 𝑁 et une fonction 𝑦 

dérivable sur 𝐼 telle que: 𝑦 𝑡0 = 𝑦0 ,  𝑦0 ∈ 𝑅  et  𝑦  𝑡 = 𝑓 𝑡, 𝑦 𝑡   pour tout 𝑡 ∈ 𝐼 est 

une primitive de 𝑓 [29]. 

    La résolution numérique de l'équation 𝑦  𝑡 = 𝑓 𝑡,𝑦 𝑡   consiste à discrétiser 

l'intervalle 𝐼 = [𝑡0 , 𝑡𝑘+1] en 𝑘 + 1 sous-intervalles de même longueur ℎ avec 𝑡1 − 𝑡0 =

𝑡2 − 𝑡1 = ⋯ = 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 = ℎ (ℎ est appelé le pas de discrétisation).  
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Figure II.1: Principe de la méthode d'Euler 

Soit l'équation différentielle suivante: 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓 𝑡,𝑦 𝑡  , 𝑦  𝑡0 = 𝑦0                                                                                            (2.2) 

Trouver la solution de cette équation différentielle (2.2) revient à calculer l'intégrale 

𝑓 𝑡,𝑦 𝑡   entre les deux points 𝑡0 et 𝑡1: 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑑𝑡 =  𝑓 𝑡,𝑦 𝑡  𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

𝑡1

𝑡0

                                                                                                      (2.3) 

𝑦 𝑡1 − 𝑦 𝑡0 =  𝑓 𝑡,𝑦 𝑡  𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

                                                                                             (2.4) 

    On peut donc calculer 𝑦 𝑡1  en connaissant 𝑦 𝑡0  (condition initiale) à condition qu'on 

doit  savoir aussi calculer l'intégrale  𝑓 𝑡,𝑦 𝑡  𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0
. 

    Généralement, on n'arrive pas calculer cette intégrale puisqu'on ne connait pas la 

solution exacte. Par contre, on peut l'approcher à l'aide des méthodes d'intégration 

numériques.   

    L'approximation de l'intégrale  𝑓 𝑡,𝑦 𝑡  𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0
 peut être construite par différents 

schémas: schéma des rectangles à gauche, rectangles à droite, rectangles à point milieu. 

ℎ ℎ 

𝑓 𝑡0,𝑦 𝑡0   

𝑓 𝑡1,𝑦 𝑡1   

𝑓 𝑡,𝑦 𝑡   

𝑡0 𝑡1 𝑡2 ⋯ 𝑡𝑘  

𝑓 𝑡2,𝑦 𝑡2   
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Si on utilise le schéma des rectangles à gauche, on obtient la figure 2. 

 

Figure II.2: Méthode d'Euler explicite: schéma du rectangle à gauche 

L'approximation de l'intégrale  𝑓 𝑡,𝑦 𝑡  𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0
 par la méthode du rectangle à gauche 

revient à calculer l'air de ce rectangle, on obtient: 

 𝑓 𝑡,𝑦 𝑡  𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

≈ ℎ𝑓 𝑡0 ,𝑦 𝑡0                                                                                                (2.5) 

Si on remplace l'approximation de l'intégrale  𝑓 𝑡,𝑦 𝑡  𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0
 dans l'équation (2.4), on 

obtient alors la méthode d'Euler explicite [30]: 

𝑦 𝑡1 = 𝑦 𝑡0 + ℎ𝑓 𝑡0 ,𝑦 𝑡0                                                                                                   (2.6) 

Remplaçant maintenant la valeur exacte 𝑦 𝑡1  par la valeur que l'on espère approchée 𝑦1, 

on aura: 

𝑦1 = 𝑦0 + ℎ𝑓 𝑡0 ,𝑦0 , 𝑡1 = 𝑡0 + ℎ                                                                                   (2.7) 

Pour les valeurs 𝑘 + 1 l'algorithme de la méthode d'Euler explicite s'écrit: 

𝑦𝑘+1 = 𝑦𝑘 + ℎ𝑓 𝑡𝑘 ,𝑦𝑘 ,       𝑡𝑘+1 = 𝑡𝑘 + ℎ                                                                            (2.8) 

 

 𝑓 𝑡,𝑦 𝑡  𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

≈ ℎ𝑓 𝑡0, 𝑦 𝑡0   

 

 

ℎ 𝑡 𝑡1  𝑡0 

𝑓 𝑡,𝑦 𝑡   

𝑓 𝑡1 ,𝑦 𝑡1   

𝑓 𝑡0 ,𝑦 𝑡0   
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II-4-2) La méthode d'Euler implicite 

    En utilisant la méthode des rectangles à droite pour approximer l'intégrale 

 𝑓 𝑡,𝑦 𝑡  𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0
, ce qui donne le schéma numérique d'Euler implicite (figure 3). 

 

Figure II.3: Méthode d'Euler implicite: schéma du rectangle à droite 

    Le même procédé appliqué à la méthode des rectangles à gauche est utilisé avec celle 

des rectangles à droite. On obtient: 

𝑦 𝑡1 = 𝑦 𝑡0 + ℎ𝑓 𝑡1 ,𝑦 𝑡1                                                                                                   (2.9) 

Donc, l'algorithme de la méthode d'Euler implicite s'écrit comme: 

𝑦𝑘+1 = 𝑦𝑘 + ℎ𝑓 𝑡𝑘+1 ,𝑦𝑘+1 ,       𝑡𝑘+1 = 𝑡𝑘 + ℎ                                                                 (2.10) 

Il s'agit d'une méthode implicite car elle ne permet pas dans tout les cas d'expliciter 𝑦𝑛+1 

en fonction de 𝑦𝑛 . 

II-4-3) La méthode d'Euler modifiée 

    On peut aussi approcher l'intégrale  𝑓 𝑡,𝑦 𝑡  𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0
  par la méthode des rectangles à 

point milieu,  on trouve le schéma numérique d'Euler modifiée (figure 4). 

 

 𝑓 𝑡,𝑦 𝑡  𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

≈ ℎ𝑓 𝑡1,𝑦 𝑡1   

 

 

ℎ 𝑡 𝑡1  𝑡0 

𝑓 𝑡, 𝑦 𝑡   

𝑓 𝑡1 ,𝑦 𝑡1   

𝑓 𝑡0 ,𝑦 𝑡0   
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Figure II.4: Méthode d'Euler modifiée: schéma du rectangle à point milieu 

L'algorithme de la méthode d'Euler modifiée est donné par l'équation suivante: 

𝑦 𝑡1 = 𝑦 𝑡0 + ℎ𝑓  𝑡0 +
ℎ

2
,𝑦  𝑡0 +

ℎ

2
                                                                            (2.11) 

Cette équation ne permet pas de construire directement un schéma numérique, puisque la 

valeur 𝑦  𝑡0 +
ℎ

2
  ne correspond pas à un point de discrétisation. Cependant, On peut 

utiliser le développement limité de série de Taylor pour approximer le terme 𝑦  𝑡0 +
ℎ

2
 : 

𝑦  𝑡0 +
ℎ

2
 ≈ 𝑦 𝑡0 +

ℎ

2
𝑦′ 𝑡0 = 𝑦 𝑡0 +

ℎ

2
𝑓 𝑡0 ,𝑦 𝑡0                                                  (2.12) 

L'algorithme de la méthode d'Euler modifiée devient alors: 

𝑦 𝑡1 = 𝑦 𝑡0 + ℎ𝑓  𝑡0 +
ℎ

2
,𝑦 𝑡0 +

ℎ

2
𝑓 𝑡0 ,𝑦 𝑡0                                                       (2.13) 

Remplaçant maintenant la valeur exacte 𝑦 𝑡1  par des valeurs approchées 𝑦1, on obtient: 

𝑦1 = 𝑦0 + ℎ𝑓  𝑡0 +
ℎ

2
,𝑦0 +

ℎ

2
𝑓 𝑡0,𝑦0                                                                             (2.14) 

 𝑓 𝑡,𝑦 𝑡  𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

≈ ℎ𝑓(𝑡0 +
ℎ

2
,𝑦(𝑡0 +

ℎ

2
)) 

 

 

 

𝑡0 +
ℎ

2
 

𝑡 𝑡1  𝑡0  

𝑓 𝑡,𝑦 𝑡   

𝑓(𝑡0 +
ℎ

2
,𝑦(𝑡0 +

ℎ

2
)) 

𝑓 𝑡0 ,𝑦 𝑡0   
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Pour les valeurs 𝑘 + 1 l'algorithme de la méthode d'Euler modifiée s'écrit par les 

équations suivantes: 

 
𝑘1 = 𝑦𝑘 +

ℎ

2
𝑓 𝑡𝑘 ,𝑦𝑘 

𝑦𝑘+1 = 𝑦𝑘 + ℎ𝑓  𝑡𝑘 +
ℎ

2
, 𝑘1 , 𝑡𝑘+1 = 𝑡𝑘 + ℎ 

                                                        (2.15) 

Exemple: 

    Soit une équation différentielle non linéaire dont on connait la solution exacte pour 

pouvoir faire une comparaison avec les méthodes numériques celles d'Euler explicite et 

modifiée: 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓 𝑡,𝑦 𝑡  = 𝑡 − 𝑡𝑦 𝑡 , 𝑦  0 = 3.5                                                                  (2.16) 

L'algorithme de la méthode d'Euler explicite est donné par l'équation suivante: 

𝑦𝑘+1 = 𝑦𝑘 + ℎ𝑓 𝑡𝑘 ,𝑦𝑘 = 𝑦𝑘 + ℎ 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘𝑦𝑘 ,       𝑡𝑘+1 = 𝑡𝑘 + ℎ                                 (2.17) 

L'algorithme de la méthode d'Euler modifiée est le suivant: 

 
𝑘1 = 𝑦𝑘 +

ℎ

2
ℎ 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘𝑦𝑘 

𝑦𝑘+1 = 𝑦𝑘 + ℎ𝑓  𝑡𝑘 +
ℎ

2
−  𝑡𝑘 +

ℎ

2
 𝑘1 , 𝑡𝑘+1 = 𝑡𝑘 + ℎ 

                                     (2.18) 
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Figure II.5: Méthode d'Euler explicite et modifiée 

Les valeurs numériques de la solution exacte de cette équation différentielle non linéaire 

ainsi que sa résolution numérique par la méthode d'Euler explicite et modifiée sont 

montrées dans le tableau 1. 

Itérations 𝑘 La méthode d'Euler 

explicite 

La méthode d'Euler 

modifiée 

La solution 

exacte 

1 3.5000 3.5000 3.5000 

2 3.5000 3.1875 3.2062 

3 2.8750 2.4697 2.5163 

4 1.9375 1.7808 1.8116 

5 1.2344 1.3538 1.3383 

6 1.0000 1.1548 1.1098 

7 1.0000 1.0750 1.0278 

Tableau II.1: Comparaison de la performance   

Le pas de discrétisation utilisé ℎ = 0.5. 

Les résultats donnés dans la figure 5 ou par le tableau montrent clairement que la 

méthode d'Euler modifiée est plus précise que celle explicite.  

 



Chapitre II: La résolution numérique des équations différentielles  

22 
 

Remarque: 

Les résultats peuvent êtres améliorés en utilisant un pas de discrétisation plus petit. 

II-5) Conclusion  

    La résolution analytique des équations différentielles non linéaires n'est pas souvent 

faisable, voire même impossible.  Le seul moyen qui existait pour résoudre ces équations 

différentielles non linéaire, c'est la résolution numérique.  

    Il existe deux types des méthodes numériques permettant de résoudre les équations 

différentielles non linéaire: les méthodes numériques qui utilisent  un pas fixe et celles 

avec un pas variable. La méthode d'Euler est parmi les méthodes numériques qui utilisent 

un pas fixe.   

    Dans ce chapitre, trois algorithmes dérivés de la méthode d'Euler ont été expliqués; 

l'algorithme de la méthode d'Euler explicite, implicite et modifiée. Les résultats montrent 

que la méthode d'Euler modifiée présente moins d'erreur que celle explicite.  
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III-1) Introduction 

    Les problèmes d'optimisation, particulièrement les problèmes d'optimisation numérique 

se posent dans plusieurs domaines: informatique, ingénierie, recherche opérationnelle, 

économie, théorie du contrôle et de la commande, etc. 

    L'optimisation est une branche des mathématiques qui a pour objectif de chercher la 

meilleur solution d'un problème (par rapport à un critère) en faisant changer certains 

paramètres. Parmi les méthodes d'optimisation les plus utilisées, on peut distinguer la 

méthode de descente du gradient. C'est une méthode d'optimisation numérique qui 

cherche à minimiser ou maximiser un problème. 

    La méthode de descente du gradient est utilisée dans l'entraînement des modèles en 

apprentissage tels que: la régression logistique, les machines Learning et notamment les  

réseaux de neurones artificiels.  

    Il existe plusieurs dérivés de l'algorithme de descente du gradient tels que : GD, GD 

avec momentum, Adagrad, Adadelta, NAG,  RMSprop, Adam, Nadam [31-37]. Ici, on ne 

présente que les trois premiers algorithmes cités. 

    Ce chapitre s'intéresse sur la méthode de descente du gradient. On commence tout 

d'abord par donner une définition de la méthode de descente du gradient. Ensuite, trois 

algorithmes dérivés de la méthode du gradient seront expliquées: l'algorithme du gradient 

avec un taux d'apprentissage fixe, l'algorithme du gradient adaptatif, et l'algorithme du 

gradient avec un momentum. Pour chacun de ces algorithmes nous présenterons des 

exemples démonstratifs. On finira par une conclusion qui récapitule les avantages et les 

inconvénients de chaque algorithme utilisé.  

III-2) Méthode de descente du gradient  

    L'algorithme de descente du gradient fait partie d'une famille des algorithmes à 

directions de descente. Le principe de cette méthode de descente est qu'à partir d'un point 

actuel, on effectue  un déplacement dans la direction apposée par rapport au gradient afin 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Algorithme_%C3%A0_directions_de_descente
https://fr.wikipedia.org/wiki/Algorithme_%C3%A0_directions_de_descente
https://fr.wikipedia.org/wiki/Algorithme_%C3%A0_directions_de_descente
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de trouver le point suivant dans lequel la fonction à minimiser prend une valeur inférieure 

à celle qu'elle a en point actuel. Il existe plusieurs méthodes permettant de déterminer la 

direction de descente, parmi les méthodes les plus utilisées, c'est la méthode du gradient. 

III-2-1) Méthode du gradient à pas fixe 

    Soit 𝑓 la fonction objectif à minimiser. Pour ce faire, on se donne  un point de départ 

𝑥0 arbitrairement choisi  pour déterminer l'itération suivante 𝑥1. Il faut penser qu'on veut 

se rapprocher du minimum de la fonction objectif 𝑓 en utilisant un algorithme de 

descente. Pour que cet algorithme puisse converger vers la valeur minimale de la fonction 

objectif 𝑓, il doit satisfaire la condition: 𝑓 𝑥1 ≤ 𝑓 𝑥0 . 

 

Figure III.1: Principe de la méthode de la descente du gradient  

On cherche alors 𝑥1 sous la forme 𝑥1 = 𝑥0 + 𝜌0𝑑0, où 𝑑0 est un vecteur non nul de 𝑅𝑛  et 

𝜌0 un réel strictement positif.  

On appelle 𝑑0 direction de descente et 𝜌0 est  le pas de descente ou bien le taux 

d'apprentissage. 

La condition qui garantit la convergence de l'algorithme vers la valeur minimale de la 

fonction objectif 𝑓 est: 𝑓 𝑥1 ≤ 𝑓 𝑥0 . 

Point de départ 

𝑥0 𝑥1 𝑥𝑜𝑝  𝑥 

Valeur minimale 

𝑓 𝑥𝑜𝑝   

𝑓 𝑥1  

𝑓 𝑥0  

𝑓 𝑥  
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 𝑓 𝑥1 ≤  𝑓 𝑥0 ⇒ 𝑓 𝑥0 + 𝜌0𝑑0 ≤  𝑓 𝑥0                                                                            (3.1) 

Donc, on cherche à déterminer l'expression de la direction de descente 𝑑0 qui satisfait la 

condition: 𝑓 𝑥0 + 𝜌0𝑑0 ≤  𝑓 𝑥0 . 

On remplace la fonction 𝑓 𝑥1  au voisinage de 𝑥0 par son développement de Taylor de 

premier ordre: 

𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥0 + 𝜌0𝑑0 = 𝑓 𝑥0 + 𝜌0𝑓
′ 𝑥0 𝑑0                                                                    (3.2)  

 𝑓 𝑥1 ≤  𝑓 𝑥0 ⇒ 𝑓 𝑥0 + 𝜌0𝑓
′ 𝑥0 𝑑0  ≤  𝑓 𝑥0 . Donc: 𝜌0𝑓

′ 𝑥0 𝑑0 ≤ 0. 

Si on choisit 𝑑0 = −𝑓 ′ 𝑥0 , on est sûr que :− 𝜌0 𝑓
′ 𝑥0  

2
≤ 0, donc, l'algorithme de la 

méthode du gradient s'écrit comme: 

𝑥1 = 𝑥0 + 𝜌0𝑑0                                                                                                                             (3.3) 

Avec : 𝑑0 = −𝑓 ′ 𝑥0 . 

Le schéma général d'une méthode de descente est le suivant :  

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝜌𝑘𝑑𝑘                                                                                                                         (3.4) 

Avec : 𝑑𝑘 = −𝑓 ′ 𝑥𝑘 . 

On appelle méthode du gradient à pas fixe si 𝜌𝑘 = 𝜌. 

Exemple 1:  

    On veut minimiser la fonction 𝑓 𝑥 =  𝑥 − 1 2 + 4.5 en utilisant la méthode du 

gradient avec différentes valeurs du taux d'apprentissage 𝜌. Le point initial 𝑥0 = 5. 

L'algorithme de la méthode de descente du gradient à pas fixe peut s'écrire: 

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝜌𝑑𝑘 . 

Avec: 𝑑𝑘 = −
𝜕𝑓 𝑥 

𝜕𝑥𝑘
= −2 𝑥𝑘 − 1 . 
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Figure III.2: Méthode du gradient: 𝜌 = 0.05  

    Avec un pas 𝜌 = 0.05, l'algorithme a besoin des nombreuses itérations (108 itérations) 

pour converger vers un minimum global (la valeur 𝑥 = 1). Si on remplace cette valeur 

dans la fonction 𝑓, on aura donc, le minimum de la fonction 𝑓:  𝑚𝑖𝑛 𝑓 𝑥 = 4.5. 
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Figure III.3: Méthode du gradient: 𝜌 = 0.2  

    Avec un pas 𝜌 = 0.2, l'algorithme converge vers un minimum global après seulement 

23 itérations. 

 

Figure III.4: Méthode du gradient: 𝜌 = 1  
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    On remarque bien que l'algorithme oscille indéfiniment entre les deux valeurs -3 et 5, 

donc, l'algorithme ne peut pas converger. 

Conclusion: 

    Le taux d'apprentissage 𝜌 a une influence très importante sur la vitesse de convergence 

de la méthode du gradient: 

* Si on utilise un très petit taux d'apprentissage, l'algorithme convergera lentement.  

* Si on utilise un grand taux d'apprentissage, l'algorithme convergera rapidement.  

* Cependant, si on choisit un trop grand taux d'apprentissage, on aura un problème 

d'oscillation ou de zigzag et l'algorithme peut même diverger. 

III-2-2) Méthode du gradient adaptatif (AdaGrad) 

    La méthode du gradient adaptatif ou AdaGrad [31] est une méthode d'optimisation qui 

modifie le taux d'apprentissage à chaque itération en divisant le taux d'apprentissage par 

la racine carrée de 𝐺 qui est la somme accumulée du gradient actuel et les gradients 

passés au carrés. Son algorithme est donné par les équations suivantes: 

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −
𝜌

 𝐺𝑘+1 + 𝜀
𝑓 ′ 𝑥𝑘                                                                                                 (3.5) 

𝐺𝑘+1 = 𝐺𝑘 + 𝑓 ′
2 𝑥𝑘                                                                                                                   (3.6) 

𝐺𝑘+1: il permet d'accumuler la somme du gradient actuel et les gradients passés au carrés 

(chaque gradient ajouté doit être positif) [38].  

La raison pour laquelle on a utilisé l'opérateur racine dans le dénominateur  est pour 

compenser le carré des gradients accumulés en 𝐺𝑘+1.   

𝜀: est un constant de petite valeur (valeur par défaut  𝜀 = 10−7) qui a été ajouté au 

dénominateur afin d'éviter le problème de la division sur zéro quand 𝐺𝑘+1  devient nul 

𝐺𝑘+1 = 0. 
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    L'avantage de la méthode du gradient adaptatif est qu'il élimine le besoin de modifier le 

taux d'apprentissage manuellement.  

    Son inconvénient majeur est l'accumulation des gradients carrés dans le dénominateur.  

La somme accumulée ne cesse pas de croître au cours de l'apprentissage, ce qui fait que le 

taux d'apprentissage diminue et devient infiniment petit. 

Exemple 2:  

On cherche à minimiser les deux fonctions 𝑓1 𝑥 = 0.3 𝑥 − 1 2 + 4.5 et 𝑓2 𝑥 =

1.5 𝑥 − 1 2 + 4.5 avec la méthode du gradient avec un taux d'apprentissage fixe et la 

méthode du gradient adaptatif.  

L'algorithme de la méthode de descente du gradient avec un taux d'apprentissage fixe: 

* Pour la fonction 𝑓1 𝑥 : 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝜌𝑓1
′ 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 − 0.6𝜌 𝑥𝑘 − 1  

* Pour la fonction 𝑓2 𝑥 : 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝜌𝑓2
′ 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 − 3𝜌 𝑥𝑘 − 1  

 

Figure III.5: Méthode du gradient à pas fixe: 𝜌 = 0.05  
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    La figure 5 montre clairement l'inconvénient de la méthode de gradient avec un taux 

d'apprentissage fixe. 

    La courbe de la fonction 𝑓2 montre bien que l'algorithme converge rapidement, parce 

que les valeurs des gradients de la fonction  𝑓2 commencent grandes et diminuent 

légèrement. Contrairement pour la fonction  𝑓1, l'algorithme converge lentement, parce 

que les valeurs des gradients de la fonction  𝑓1 commencent très petites et deviennent 

infiniment petites. 

    L'algorithme de la méthode du gradient adaptatif peut remédier à ce problème: Quand 

les valeurs des gradients commencent très petites (courbe de la fonction 𝑓1), elles seront 

accumulées en 𝐺𝑘+1 et le taux d'apprentissage  
𝜌

 𝐺𝑘+1+𝜀
 devient alors élevé, il est ensuite 

multiplié par la composante du gradient actuelle 𝑓 ′ 𝑥𝑘 , ce qui augmente la vitesse de 

convergence de l'algorithme et vice versa. Quand les valeurs des gradients commencent 

très grandes (l'algorithme peut avoir un problème d'oscillation ou risque de divergence), 

elles seront accumulées en 𝐺𝑘+1, ce qui donne un taux d'apprentissage petit. 

Maintenant, si on utilise l'algorithme de la méthode du gradient adaptatif: 

Pour la fonction 𝑓1 𝑥 : 

 
𝐺𝑘+1 = 𝐺𝑘 + 𝑓1

′2 𝑥𝑘 = 𝐺𝑘 + 0.36 𝑥𝑘 − 1 2

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −
𝜌

 𝐺𝑘+1 + 𝜀
𝑓1
′ 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 − 0.6

𝜌

 𝐺𝑘+1 + 𝜀
 𝑥𝑘 − 1 

  

Pour la fonction 𝑓2 𝑥 : 

 
𝐺𝑘+1 = 𝐺𝑘 + 𝑓2

′2 𝑥𝑘 = 𝐺𝑘 + 9 𝑥𝑘 − 1 2

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −
𝜌

 𝐺𝑘+1 + 𝜀
𝑓2

′ 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 − 3
𝜌

 𝐺𝑘+1 + 𝜀
 𝑥𝑘 − 1 
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Figure III.6: Méthode du gradient adaptatif 

    Plus les valeurs des gradients accumulés en 𝐺𝑘+1 sont petites, plus la valeur de 𝐺𝑘+1 

sera petite, ce qui entraîne un taux d'apprentissage plus élevé 
𝜌

 𝐺𝑘+1+𝜀
. 

III-2-3) Méthode de gradient avec momentum 

    La méthode du gradient avec momentum [32] [39] est similaire à celle de gradient avec 

un taux d'apprentissage fixe. Au lieu d'utiliser uniquement la valeur du gradient actuel 

dans l'algorithme, un autre terme 𝑚 dit d'inertie (momentum) sera ajouté qui est un 

agrégat des gradients actuels et passés. 

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝜌𝑚𝑘  

𝑚𝑘 = 𝛽𝑥𝑘−1 +  1 − 𝛽 
𝜕𝑓 𝑥 

𝜕𝑥𝑘
 

La valeur par défaut commune: 𝛽 = 0.9. 
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La méthode du gradient avec momentum possède deux intérêts: 

* Elle aurait plus de chance de converger vers un minimum global. 

* Elle réduit le phénomène d'oscillation et accélère la vitesse de convergence [40]. 

    L'inconvénient de la méthode de gradient avec momentum reste dans le choix du taux 

d'apprentissage (doit être réglé manuellement).  

Exemple 3:  

    On veut minimiser la fonction 𝑓 =  𝑥 − 2 2 𝑥2 + 4𝑥 + 2  en utilisant la méthode de 

descente du gradient avec et sans momentum. Le pas de descente: 𝜌 = 0.05 et  𝑥0 = 3.5. 

 

Figure III.7: Méthode du gradient sans momentum  

    Selon la figure ci-dessus, on remarque dès que l'algorithme s'approche du minimum 

local (le point 𝑥 = 2), le gradient devient très faible et après certains itérations, il s'y 
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coince (le gradient devient nul 
𝜕𝑓 𝑥 

𝜕𝑥
= 0). Dans ce cas, le gradient disparaît en ce  point, 

et l'algorithme du gradient converge vers  un minimum local [41-42]. 

 

Figure III.8: Méthode du gradient avec momentum  

    D'après la figure ci-dessus, on remarque dès que l'algorithme s'approche du minimum 

local, le gradient s'annule 
𝜕𝑓 𝑥 

𝜕𝑥
= 0, mais, grâce aux gradients accumulés à partir des 

itérations passées, l'algorithme du gradient pourrait éventuellement dépasser le minimum 

local et convergerait vers un minimum global. 

Remarque:  

La méthode du gradient avec momentum n'assure pas la convergence vers un minimum 

global. 
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Exemple 4:  

    On veut minimiser la fonction à deux variables 𝑓 𝑥1 ,𝑥2 = 0.1𝑥1
2 + 2𝑥2

2 − 1.5𝑥1 −

1.5𝑥2 en utilisant la méthode de descente du gradient sans et avec momentum.  

 

Figure III.9: Méthode du gradient sans et avec momentum  

    L'intérêt de la méthode du gradient avec momentum (la courbe en rouge) apparaît 

clairement sur la figure 9. Elle permet de réduire les oscillations et accélère la 

convergence, tandis que la méthode du gradient sans momentum converge lentement à 

cause de la présence de beaucoup d'oscillations. 

III-3) Conclusion 

    Dans ce chapitre, trois différentes dérivées de la méthode de descente du gradient on 

été cité: la méthode du gradient avec un pas constant, la méthode du gradient adaptatif et 

la méthode du gradient avec momentum.  
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    La méthode du gradient standard utilise un taux d'apprentissage constant qui doit être 

choisi manuellement et il peut varier considérablement en fonction du problème à 

résoudre. Cependant, un mauvais choix du taux d'apprentissage peut conduire à des 

mauvais résultats: un taux d'apprentissage trop grand peut faire diverger l'algorithme 

tandis qu'un taux d'apprentissage trop petit ralentit la convergence de l'algorithme ou 

bloque l'algorithme dans un minimum local indésirable [43]. 

    La méthode du gradient adaptatif est une amélioration de la méthode du gradient 

standard. Contrairement à la méthode du gradient standard qui utilise un taux 

d'apprentissage fixe, celle du gradient adaptatif utilise un taux d'apprentissage adaptatif 

afin d'améliorer la vitesse de convergence [44]. 

    La méthode du gradient avec un momentum présente plusieurs intérêts: elle réduit les 

oscillations, accélère la convergence et ne resterait pas coincé dans des minima locaux.  

Comme suite de ce travail, on envisagera  d'utiliser la méthode du gradient avec un 

momentum pour la commande d'un système non linéaire du traitement des eaux usées par 

boues activées. 
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IV-1) Introduction  

    Les réseaux de neurones artificiels ont été inspirés du fonctionnement des neurones 

biologiques du cerveau humain. L'objectif des chercheurs était de construire une machine 

capable de simuler le comportement du cerveau humain.  

    La première tentative de la modélisation mathématique du neurone biologique en 

neurone formel était en 1943 par Mac Culloch et Pitts [45]. En 1958, F. Rosenblatt [46] 

construit le premier neuro-ordinateur basé sur un modèle d'une couche d'entrée et une 

couche de sortie et l'applique au domaine de la reconnaissance des formes. En 1960, 

Widrow [47] s'appuie sur le neurone formel de McCulloch et Pitts pour développer un 

réseau de neurones artificiels avec une simple couche où la différence avec McCulloch et 

Pitts était dans la loi d'apprentissage. Les recherches et les développement ne cessent pas 

de continuer, mais, les réseaux de neurones jusqu'à maintenant n'étaient pas capables de 

résoudre des problèmes non linéaires jusqu'à l'apparition de l'algorithme de la rétro-

propagation du gradient en 1974 par Paul Werbos et mis au point plus tard, en 1986 par 

David Rumelhart [48]. Dès cette découverte, les réseaux de neurones étaient capables de 

résoudre des problèmes non linéaires avec une bonne approximation [49-50].     

    Grâce à leur capacité d'apprentissage, les réseaux de neurones artificiels ont des 

applications dans plusieurs domaines parmi lesquelles:  

* Le traitement d'image (compression d'images, reconnaissance de formes et de 

caractères, classification, etc.). 

* Le traitement de signal (traitement de la parole, filtrage, classification, etc.). 

l'optimisation régulation du trafic, gestion, finance, etc.).  

* Le contrôle (diagnostic des défauts, commande des systèmes, robotique, etc.).  

* La modélisation (approximation d'une fonction inconnue ou modélisation d'une 

fonction connue mais complexe à calculer avec précision [51]). 
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    On va présenter dans ce chapitre les principes de base des réseaux de neurones 

artificiels: définition d'un neurone biologique et formel, les fonctions d'activations les 

plus utilisées, la structure d'un réseau de neurones MLP, l'algorithme d'apprentissage de 

rétro-propagation du gradient, la structure d'un réseau de neurones RBF et on finira par 

une conclusion. 

IV-2) Neurone biologique  

    Le neurone biologique est une cellule nerveuse spécialisée dans le traitement des 

signaux électriques. Elles se compose en quatre parties: dendrites, synapses, noyau et des 

axones (figure 1). 

 

Figure IV.1: Neurone biologique 

    La réception des signaux électriques d'entrées (informations) se fait à travers les 

dendrites pour être acheminées vers le noyau  du neurone qui est l'unité de traitement. 

Ensuite, l'information traitée par le neurone sera transmise aux autres neurones par les 

axones. 

IV-3) Neurone formel 

    Un neurone formel est un processus simple qui imite la structure et le principe de 

fonctionnement d'un neurone biologique [45]. Chaque neurone reçoit un certains nombre 

d'entrées. Chacune de ces entrées est multipliée par un facteur multiplicatif (poids). Par la 
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suite, la somme des produits entre les entrées et les poids passe dans une fonction qui 

s'appelle "fonction d'activation" pour donner la valeur de sortie du neurone. La figure ci-

dessous montre la structure d'un neurone formel. 

 

Figure IV.2: Structure d'un neurone formel 

𝑦1 = 𝑓 𝑥1𝑊1,1 + 𝑥2𝑊1,2 + ⋯+ 𝑥𝑛𝑊1,𝑛 = 𝑓   𝑊1,𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

                                              (4.1) 

𝑋 =  𝑥1 ,𝑥2 ,… , 𝑥𝑛 
𝑇: vecteur d'entrée. 

𝑊1,1 ,𝑊1,2 ,… ,𝑊1,𝑛 : poids. 

𝑓: représente la fonction d'activation. 

𝑦1: représente la sortie du neurone. 

Neurone biologique Neurone formel 

Dendrite Signal d'entrée 

Synapses  Poids 

Soma Fonction d'activation 

Axone Signal de sortie 

Tableau IV.1: Comparaison entre le neurone biologique et formel  

 

 

 

𝑥0 = 1 
𝑊1,0 

… 

𝑊1,𝑛  

𝑊1,2 

𝑊1,1 

𝑦1 
 . 𝑓 

𝑥1 

𝑥2 

𝑥𝑛  
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IV-4) Quelque exemple des fonctions d'activations  

    La fonction d'activation est une fonction qui définit l'état interne du neurone en 

fonction de son entrée. Elle peut être une fonction linéaire, non linéaire, continue ou 

discontinue. 

IV-4-1) La fonction d'activation binaire 

    La fonction binaire est une fonction linéaire dont la sortie est limitée à deux valeurs. 

Elle est égale à " 1 " pour les valeurs des signes positives et à " 0 " pour les valeurs des 

signes négatives.  

𝑓 𝑥 =  
1         𝑠𝑖    𝑥 > 0
0        𝑠𝑖     𝑥 < 0

                                                                                                           (4.2) 

 
 

Figure IV.3: La fonction binaire 

IV-4-2) La fonction d'activation signe  

    La fonction signe est une fonction linéaire dont la valeur de sortie est égale à " 1 " pour 

les valeurs des signes positives et à " -1 " pour les valeurs des signes négatives.  
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𝑓 𝑥 =  
1         𝑠𝑖    𝑥 > 0
−1        𝑠𝑖     𝑥 < 0

                                                                                                        (4.3) 

 

Figure IV.4: La fonction d'activation sign 

IV-4-3) La fonction d'activation linéaire 

    La fonction d'activation linéaire est très utilisée dans la couche de sortie des réseaux de 

neurones. Son expression mathématique est donnée comme suit: 

𝑓 𝑥 = 𝑥                                                                                                                                         4.4  
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Figure IV.5: La fonction d'activation linéaire 

IV-4-4) La fonction d'activation linéaire avec saturation 

    L'expression mathématique de la fonction d'activation linéaire avec saturation est 

donnée comme suit: 

𝑓 𝑥 =  

1                       𝑠𝑖    𝑥 ≥ 𝑎
1

𝑎
𝑥          𝑠𝑖 − 𝑎 < 𝑥 < 𝑎

−1                    𝑠𝑖     𝑥 ≤ 0

                                                                                           4.5  
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Figure IV.6: La fonction d'activation linéaire avec saturation 

IV-4-5) La fonction d'activation sigmoïde 

    La fonction sigmoïde est une fonction non linéaire dont la valeur varie entre "1" et "0". 

Son modèle mathématique s'écrit comme:  

𝑓 𝑥 =
1

1 + 𝑒−𝑥
                                                                                                                            4.6  
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Figure IV.7: La fonction d'activation sigmoïde 

IV-4-6) La fonction d'activation tangente hyperbolique 

    La fonction tangente hyperbolique est aussi une fonction non linéaire dont la valeur 

varie entre "+1" et "-1". Son expression mathématique est donnée par:  

𝑓 𝑥 =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
                                                                                                                          4.7  
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Figure IV.8: La fonction d'activation tangente hyperbolique 

* Dérivée de la fonction sigmoïde et tangente hyperbolique: 

On cherche à exprimer la dérivée de la fonction d'activation sigmoïde ainsi que la 

fonction tangente hyperbolique en fonction de leurs fonctions elles-mêmes.  

𝑓 𝑥 =
1

1 + 𝑒−𝑎𝑥
⇒ 𝑓 ′ 𝑥 =

𝑎𝑒−𝑎𝑥

 1 + 𝑒−𝑎𝑥  2
= 𝑎  

𝑒−𝑎𝑥

1 + 𝑒−𝑎𝑥
 

1

1 + 𝑒−𝑎𝑥
                            4.8  

𝑓 ′ 𝑥 = 𝑎  1 −
1

1 + 𝑒−𝑎𝑥
 

1

1 + 𝑒−𝑎𝑥
= 𝑎 1 − 𝑓 𝑥  𝑓 𝑥                                                  4.9  

Donc, la dérivée de la fonction sigmoïde peut être donnée par la relation suivante: 

𝑓 ′ = 𝑎 1 − 𝑓 𝑓                                                                                                                           4.10  

𝑓 𝑥 =
𝑒𝑎𝑥 − 𝑒−𝑎𝑥

𝑒𝑎𝑥 + 𝑒−𝑎𝑥
⇒ 𝑓 ′ 𝑥 = 𝑎

 𝑒𝑎𝑥 + 𝑒−𝑎𝑥  2 −  𝑒𝑎𝑥 − 𝑒−𝑎𝑥  2

 𝑒𝑎𝑥 + 𝑒−𝑎𝑥  2
                              4.11  

𝑓 ′ 𝑥 = 𝑎  1 −
 𝑒𝑎𝑥 − 𝑒−𝑎𝑥  2

 𝑒𝑎𝑥 + 𝑒−𝑎𝑥  2
 = 𝑎 1 − 𝑓2 𝑥                                                               4.12  

La dérivée de la fonction tangente hyperbolique peut être donnée par la relation suivante: 

𝑓 ′ = 𝑎 1 − 𝑓2                                                                                                                            4.13  
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Le choix de la fonction d'activation dépend de l'application. S'il faut avoir des sorties 

supérieures à " 1 ", c'est la fonction linéaire que l'on choisit habituellement. 

IV-5) Structure des réseaux de neurones artificiels MLP (perceptron 

multicouche)  

    La structure d'un  réseau MLP (Multi Layer Perceptron) ou le perceptron multicouche 

est un réseau de neurones artificiels qui se compose: d' une couche d'entrée, une couche 

de sortie et une ou plusieurs couches intermédiaires appelées couches cachées. La figure 9 

donne l'exemple d'un réseau de neurones contenant 𝑛 entrées dans la couche d'entrée , 𝑚 

neurones dans la couches cachées et 𝑟 neurones dans la couche de sortie. Le nombre de 

couches cachées et le nombre de neurones dans chaque couche dépend de la complexité 

du problème résolu par le réseau.  

    Cette structure est couramment utilisée dans les applications d'identification des 

systèmes et d'approximation des fonctions non linéaires.  

 

Figure IV.9: Architecture d'un réseau neuronal multicouche 
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L'expression mathématique de la sortie du premier neurone dans la couche cachée est 

donnée par: 

1 = 𝑓 𝑊1,1𝑥1 + 𝑊1,2𝑥2 + ⋯+ 𝑊1,𝑛𝑥𝑛  + 𝑊1,0 = 𝑓   𝑊1,𝑖𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=0

                           (4.14) 

L'expression mathématique de la sortie du deuxième neurone dans la couche cachée 

est donnée par: 

2 = 𝑓 𝑊2,1𝑥1 + 𝑊2,2𝑥2 + ⋯+ 𝑊2,𝑛𝑥𝑛  + 𝑊2,0 = 𝑓   𝑊2,𝑖𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=0

                          (4.15) 

L'expression mathématique de la sortie du jème neurone dans la couche cachée est 

donnée par: 

𝑚 = 𝑓 𝑊𝑚 ,1𝑥1 + 𝑊𝑚 ,2𝑥2 + ⋯+ 𝑊𝑚 ,𝑛𝑥𝑛  + 𝑊𝑚 ,0 = 𝑓   𝑊𝑚 ,𝑖𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=0

                    (4.16) 

Le vecteur de sortie de la couche cachée peut être décrit comme suit: 

𝑗 = 𝑓   𝑊𝑗 ,𝑖𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=0

                                                                                                                  (4.17) 

L'expression de la sortie du premier neurone dans la couche de sortie est donnée par: 

𝑦1 = 𝑔 𝑉1,11 + 𝑉1,22 + ⋯+ 𝑉1,𝑚𝑚  + 𝑉1,0 = 𝑔  𝑉1,𝑗𝑗  

𝑚

𝑗=0

                               (4.18) 

L'expression de la sortie du deuxième neurone dans la couche de sortie est donnée par: 

𝑦2 = 𝑔 𝑉2,11 + 𝑉2,22 + ⋯+ 𝑉2,𝑚𝑚  + 𝑉2,0 = 𝑔  𝑉2,𝑗𝑗  

𝑚

𝑗=0

                              (4.19) 

L'expression de la sortie du kème neurone dans la couche de sortie est donnée par: 

𝑦𝑟 = 𝑔 𝑉𝑟 ,11 + 𝑉𝑟 ,22 + ⋯+ 𝑉𝑟 ,𝑚𝑚  + 𝑉𝑟 ,0 = 𝑔  𝑉𝑟 ,𝑗𝑗  

𝑚

𝑗=0

                               (4.20) 

Le vecteur de sortie du réseau de neurones: 
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𝑦𝑘 = 𝑔  𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  

𝑚

𝑗=0

 = 𝑔  𝑉𝑘 ,𝑗𝑓   𝑊𝑗 ,𝑖𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=0

 

𝑚

𝑗=0

                                                         (4.21) 

𝑓: représente la fonction d'activation de la couche cachée. 

𝑔: représente la fonction d'activation de la couche de sortie. 

Exemple 1: 

    Soit le réseau de neurones montré dans la figure 10, qui possède : deux entrée 𝑥1 et 𝑥2, 

trois neurones dans la couche cachée et un neurone dans la couche de sortie. 

 

Figure IV.10: Structure d'un réseau de neurones avec trois neurones dans la couche 

cachée et un neurone dans la couche de sortie 

On donne : 𝑥1 = 0.2,𝑥2 = 0.6 

La matrice des poids  ainsi que les biais entre la couche d'entrée et la couche cachée sont: 

 𝑊 =  

𝑊1,1 𝑊1,2

𝑊2,1 𝑊2,2

𝑊3,1 𝑊3,2

 =  
1 1.5

0.5 2
2.5 3

 ,  

𝑊1,0

𝑊1,0

𝑊1,0

 =  
1

−0.5
1.5

  

𝑥2 

𝑥1  𝑉1,0 

𝑊3,0 

𝑊2,0 

𝑊1,0  

𝑦1  

𝑊2,2 𝑉1,3 

𝑉1,2 

𝑉1,1 

1 

2 

3 

𝑊2,1 

𝑊3,1 

𝑊3,2 

𝑊1,2  

𝑊1,1  

1 

2 

3 

1 
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La matrice des poids ainsi que les biais entre la couche cachée et la couche de sortie sont :  

𝑉 =  𝑉1,1 𝑉1,2 𝑉1,3 =  3 2 1 ,𝑉1,0 = −4  

La fonction d'activation pour la couche cachée et la couche de sortie est la fonction 

sigmoïde. 

La sortie du premier neurone de la couche cachée: 

1 = 𝑓 𝑊1,1𝑥1 + 𝑊1,2𝑥2 + 𝑊1,0 = 𝑓 1 ∗ 0.2 + 1.5 ∗ 0.6 + 1 = 𝑓 2.1 = 0.8909 

La sortie du deuxième neurone de la couche cachée: 

2 = 𝑓 𝑊2,1𝑥1 + 𝑊2,2𝑥2 + 𝑊2,0 = 𝑓 0.5 ∗ 0.2 + 2 ∗ 0.6 − 0.5 = 𝑓 0.8 = 0.6900 

La sortie du troisième neurone de la couche cachée: 

3 = 𝑓 𝑊3,1𝑥1 + 𝑊3,2𝑥2 + 𝑊3,0 = 𝑓 2.5 ∗ 0.2 + 3 ∗ 0.6 + 1.5 = 𝑓 3.8 = 0.9781 

Le vecteur de sortie de la couche cachée: 

 

1

2

3

 =  
0.8909
0.6900
0.9781

  

La sortie du réseau de neurones: 

𝑦1 = 𝑔 𝑉1,11 + 𝑉1,22 + 𝑉1,33 + 𝑉1,0  

𝑦1 = 𝑔 3 ∗ 0.8909 + 2 ∗ 0.6900 + 1 ∗ 0.9781− 4 = 𝑔 1.0308 = 0.7371 

IV-6) Apprentissage 

    L'apprentissage est la propriété la plus importante des réseaux neurones. C'est une 

phase du développement d'un réseau de neurones durant laquelle le comportement du 

réseau est modifié jusqu'à l'obtention d'un comportement désiré. L'apprentissage d'un 

réseau de neurones signifie qu'il change son comportement de façon à lui permettre de se 

rapprocher d'un but défini. 
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IV-7) Algorithme de rétro-propagation 

  Le principe utilisé par la rétro-propagation du gradient est la minimisation d'une 

fonction dépendante de l'erreur. La méthode de la rétro-propagation permet de faire 

propager l'erreur à travers les couches. 

    On calcule d'abord l'erreur commise par chaque neurone. Pour les neurones de la 

couche de sortie, l'erreur est la différence entre la sortie désirée et la sortie du réseau de 

neurones, pour les neurones de la couche cachée, l'erreur n'est pas directement calculable 

alors on considère la somme pondérée des erreurs de la couche suivante. 

La fonction à minimiser est la somme de l'erreur carrée entre la sortie désirée et la sortie 

du réseau de neurones, son expression s'écrite comme suit: 

𝐸 𝑘 =
1

2
  𝑒𝑘 𝑘  

2
∞

𝑘=1

=
1

2
  𝑦𝑑_𝑘 𝑘 − 𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑘  

2
∞

𝑘=1

                                                  (4.22) 

Avec 𝑦𝑑_𝑘  et 𝑦𝑛𝑛 _𝑘  sont respectivement la sortie désirée et la sortie du réseau de neurones. 

L'algorithme du gradient s'écrit par la relation suivante: 

𝑋 𝑘 + 1 = 𝑋 𝑘 − 𝜂
𝜕𝐸 𝑘 

𝜕𝑋 𝑘 
                                                                                                 (4.23) 

Avec 𝜂 est le taux d'apprentissage. 

* La mise à jour des poids entre la couche cachée et la couche de sortie: 

𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 + 1 = 𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 − 𝜂
𝜕𝐸 𝑘 

𝜕𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 
= 𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 − 𝜂

𝜕𝐸 𝑘 

𝜕𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑘 

𝜕𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑘 

𝜕𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 
                   (4.24) 

𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 + 1 = 𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 + 𝜂𝑒𝑘
𝜕𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑘 

𝜕𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 
                                                                              (4.25) 

La dérivée de l'expression 
𝜕𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑘 

𝜕𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 
 dépend de la fonction d'activation utilisée pour la 

couche de sortie. 

Le vecteur de sortie du réseau de neurones: 
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𝑦𝑛𝑛 _𝑘 = 𝑔  𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  

𝑚

𝑗=0

                                                                                                            (4.26) 

On va se limiter par les fonctions d'activations suivantes: fonction linéaire, fonction 

sigmoïde et la fonction tangente hyperbolique. 

* 𝑔 : est une fonction linéaire. 

𝑦𝑛𝑛 _𝑘 = 𝑔  𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  

𝑚

𝑗=0

 =  𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  

𝑚

𝑗=0

                                                                                   (4.27) 

𝜕𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑘 

𝜕𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 
= 𝑗                                                                                                                           (4.28) 

* 𝑔 : est une fonction sigmoïde.  

𝑦𝑛𝑛 _𝑘 = 𝑔  𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  

𝑚

𝑗=0

 =
1

1 + 𝑒− 
 𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  
𝑚
𝑗=0  

                                                                   (4.29) 

𝜕𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑘 

𝜕𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 
=  1 − 𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑦𝑛𝑛 _𝑘𝑗                                                                                           (4.30) 

* 𝑔 : est une fonction tangente hyperbolique.  

𝑦𝑛𝑛 _𝑘 = 𝑔  𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  

𝑚

𝑗=0

 =
𝑒 

 𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  
𝑚
𝑗=0  − 𝑒− 

 𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  
𝑚
𝑗=0  

𝑒 
 𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  
𝑚
𝑗=0  + 𝑒− 

 𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  
𝑚
𝑗=0  

                                              (4.31) 

𝜕𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑘 

𝜕𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 
=  1 − 𝑦𝑛𝑛 _𝑘

2 𝑗                                                                                                   (4.32) 

Finalement, on pourrait écrire: 

𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 + 1 = 𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 + 𝜂𝛿𝑘𝑗                                                                                                (4.33) 

Avec: 

𝛿𝑘 =  

𝑒𝑘   

𝑒𝑘 1 − 𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑦𝑛𝑛 _𝑘   

𝑒𝑘 1 − 𝑦𝑛𝑛 _𝑘
2  

                                                                                                    (4.34) 

* La mise à jour des poids entre la couche d'entrée et la couche cachée: 

𝑊𝑗 ,𝑖 𝑘 + 1 = 𝑊𝑗 ,𝑖 𝑘 − 𝜂
𝜕𝐸 𝑘 

𝜕𝑊𝑗 ,𝑖 𝑘 
= 𝑊𝑗 ,𝑖 𝑘 − 𝜂

𝜕𝐸 𝑘 

𝜕𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑘 

𝜕𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑘 

𝜕𝑗

𝜕𝑗
𝜕𝑊𝑗 ,𝑖 𝑘 

 (4.35) 
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𝑊𝑗 ,𝑖 𝑘 + 1 = 𝑊𝑗 ,𝑖 𝑘 + 𝜂𝑒𝑘
𝜕𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑘 

𝜕𝑗

𝜕𝑗
𝜕𝑊𝑗 ,𝑖 𝑘 

                                                             (4.36) 

La dérivée de l'expression 
𝜕𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑘 

𝜕𝑗
 dépend de la fonction d'activation utilisée pour la 

couche de sortie. 

Le vecteur de sortie du réseau de neurones: 

𝑦𝑛𝑛 _𝑘 = 𝑔  𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  

𝑚

𝑗=0

                                                                                                            (4.37) 

* 𝑔 : est une fonction linéaire. 

𝑦𝑛𝑛 _𝑘 = 𝑔  𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  

𝑚

𝑗=0

 =  𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  

𝑚

𝑗=0

                                                                                   (4.38) 

𝜕𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑘 

𝜕𝑗
= 𝑉𝑘 ,𝑗                                                                                                                        (4.39) 

* 𝑔 : est une fonction sigmoïde.  

𝑦𝑛𝑛 _𝑘 = 𝑔  𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  

𝑚

𝑗=0

 =
1

1 + 𝑒− 
 𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  
𝑚
𝑗=0  

                                                                   (4.40) 

𝜕𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑘 

𝜕𝑗
=  1 − 𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑦𝑛𝑛 _𝑘𝑉𝑘 ,𝑗                                                                                        (4.41) 

* 𝑔 : est une fonction tangente hyperbolique.  

𝑦𝑛𝑛 _𝑘 = 𝑔  𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  

𝑚

𝑗=0

 =
𝑒 

 𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  
𝑚
𝑗=0  − 𝑒− 

 𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  
𝑚
𝑗=0  

𝑒 
 𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  
𝑚
𝑗=0  + 𝑒− 

 𝑉𝑘 ,𝑗𝑗  
𝑚
𝑗=0  

                                              (4.42) 

𝜕𝑦𝑛𝑛 _𝑘 𝑘 

𝜕𝑗
=  1 − 𝑦𝑛𝑛 _𝑘

2 𝑉𝑘 ,𝑗                                                                                                (4.43) 

La dérivée de l'expression 
𝜕𝑗

𝜕𝑊𝑗 ,𝑖 𝑘 
 dépend de la fonction d'activation utilisée pour la 

couche cachée. 

Le vecteur de sortie de la couche cachée: 
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𝑗 = 𝑓   𝑊𝑗 ,𝑖𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=0

                                                                                                                  (4.44) 

* 𝑓 : est une fonction linéaire. 

𝑗 = 𝑓   𝑊𝑗 ,𝑖𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=0

 =  𝑊𝑗 ,𝑖𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=0

                                                                                         (4.45) 

𝜕𝑗
𝜕𝑊𝑗 ,𝑖 𝑘 

= 𝑥𝑖                                                                                                                              (4.46) 

* 𝑓 : est une fonction sigmoïde.  

𝑗 = 𝑓   𝑊𝑗 ,𝑖𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=0

 =
1

1 + 𝑒−  𝑊𝑗 ,𝑖𝑥𝑖 
𝑛
𝑖=0  

                                                                          (4.47) 

𝜕𝑗
𝜕𝑊𝑗 ,𝑖 𝑘 

=  1 − 𝑗  𝑗𝑥𝑖                                                                                                          (4.48) 

* 𝑓 : est une fonction tangente hyperbolique.  

𝑗 = 𝑓   𝑊𝑗 ,𝑖𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=0

 =
𝑒  𝑊𝑗 ,𝑖𝑥𝑖 

𝑛
𝑖=0  − 𝑒−  𝑊𝑗 ,𝑖𝑥𝑖 

𝑛
𝑖=0  

𝑒  𝑊𝑗 ,𝑖𝑥𝑖 
𝑛
𝑖=0  + 𝑒−  𝑊𝑗 ,𝑖𝑥𝑖 

𝑛
𝑖=0  

                                                      (4.49) 

𝜕𝑗
𝜕𝑊𝑗 ,𝑖 𝑘 

=  1 − 𝑗
2 𝑥𝑖                                                                                                            (4.50) 

Finalement, on pourrait écrire: 

𝑊𝑗 ,𝑖 𝑘 + 1 = 𝑊𝑗 ,𝑖 𝑘 + 𝜂𝛿𝑗𝑥𝑖                                                                                               (4.51) 

Avec: 

𝛿𝑗 =

 
 
 
 
 

 
 
 
  𝛿𝑘

𝑟

𝑘=1

𝑉𝑘 ,𝑗

 1 − 𝑗  𝑗  𝛿𝑘

𝑟

𝑘=1

𝑉𝑘 ,𝑗   

 1 − 𝑗
2  𝛿𝑘

𝑟

𝑘=1

𝑉𝑘 ,𝑗  

                                                                                                (4.52) 

Exemple 2: 

    Soit le réseau de neurones montré dans la figure 12, qui possède : deux entrée 𝑥1 et 𝑥2, 

trois neurones dans la couche cachée et deux neurones dans la couche de sortie. 
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Figure IV.11: Structure d'un réseau de neurones avec trois neurones dans la couche 

cachée et deux neurones dans la couche de sortie 

On donne : 𝑥1 = 0.3,𝑥2 = 0.5 

La matrice des poids  ainsi que les biais entre la couche d’entrée et la couche cachée sont: 

 𝑊 =  

𝑊1,1 𝑊1,2

𝑊2,1 𝑊2,2

𝑊3,1 𝑊3,2

 =  
1 2
3 3
2 1

 ,  

𝑊1,0

𝑊1,0

𝑊1,0

 =  
2
−2
1
  

La matrice des poids ainsi que les biais entre la couche cachée et la couche de sortie sont:  

𝑉 =  
𝑉1,1 𝑉1,2 𝑉1,3

𝑉2,1 𝑉2,2 𝑉2,3
 =  

−3 −2 1
1 2 3

 ,  
𝑉1,0

𝑉2,0
 =  

3
−3

   

Les fonctions d'activation pour la couche cachée et la couche de sortie sont 

respectivement: la fonction sigmoïde et la fonction linéaire. 

On veut que les sorties du réseau  de neurones 𝑦1 et 𝑦2 soient égales aux sorties désirées 

 𝑦𝑑1 = 2 et  𝑦𝑑2 = 2. On donne le taux d'apprentissage  𝜂 = 0.5. 

𝑥2 

𝑥1  

𝑉1,0 

𝑉2,0 

𝑊3,0 

𝑊2,0 

𝑊1,0  

𝑦1  

𝑦2 

𝑉2,2 

𝑊2,2 

𝑉2,3 

𝑉1,3 

𝑉1,2 

𝑉1,1 

𝑉2,1 

1 

2 

3 

𝑊2,1 

𝑊3,1 

𝑊3,2 

𝑊1,2  

𝑊1,1  

1 

2 

1 

2 

3 
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Les sorties du réseau  de neurones 𝑦1 et 𝑦2: 

La sortie du premier neurone de la couche cachée: 

1 = 𝑓 𝑊1,1𝑥1 + 𝑊1,2𝑥2 + 𝑊1,0 = 𝑓 1 ∗ 0.3 + 2 ∗ 0.5 + 2 = 𝑓 3.3000 = 0.9644 

La sortie du deuxième neurone de la couche cachée: 

2 = 𝑓 𝑊2,1𝑥1 + 𝑊2,2𝑥2 + 𝑊2,0 = 𝑓 3 ∗ 0.3 + 3 ∗ 0.5 − 2 = 𝑓 0.4000 = 0.5987 

La sortie du troisième neurone de la couche cachée: 

3 = 𝑓 𝑊3,1𝑥1 + 𝑊3,2𝑥2 + 𝑊3,0 = 𝑓 2 ∗ 0.3 + 1 ∗ 0.5 + 1 = 𝑓 2.1000 = 0.8909 

Le vecteur de sortie de la couche cachée: 

 

1

2

3

 =  
0.9644
0.5987
0.8909

  

La sortie du premier neurone de la couche de sortie: 

𝑦1 = 𝑔 𝑉1,11 + 𝑉1,22 + 𝑉1,33 + 𝑉1,0  

𝑦1 = 𝑔 −3 ∗ 0.9644− 2 ∗ 0.5987 + 1 ∗ 0.8909 + 3 = 𝑔 −0.1998 = −0.1998 

La sortie du deuxième neurone de la couche de sortie: 

𝑦2 = 𝑔 𝑉2,11 + 𝑉2,22 + 𝑉2,33 + 𝑉2,0  

𝑦2 = 𝑔 1 ∗ 0.9644 + 2 ∗ 0.5987 + 3 ∗ 0.8909− 3 = 𝑔 1.8345 = 1.8345 

Le vecteur de sortie de la couche cachée: 

 
𝑦1

𝑦2
 =  

−0.1998
1.8345

  

Les nouvelles valeurs des poids et des biais: 

* La mise à jour des poids entre la couche cachée et la couche de sortie: 

𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 + 1 = 𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 + 𝜂𝛿𝑘𝑗  

Avec: 𝛿𝑘 = 𝑒𝑘 ⇒  
𝛿1 = 𝑒1 =  𝑦𝑑1 − 𝑦1 

𝛿2 = 𝑒2 =  𝑦𝑑2 − 𝑦2 
  

* 𝛿1 = 𝑒1 =  𝑦𝑑1 − 𝑦1 =  2 −  −0.1998  = 2.1998 

* 𝛿2 = 𝑒2 =  𝑦𝑑2 − 𝑦2 =  2 − 1.8345 = 0.1655 

𝑉1,1 = 𝑉1,1 + 𝜂𝛿11 = −3 + 0.5 ∗ 2.1998 ∗ 0.9644 = −1.9392 
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𝑉1,2 = 𝑉1,2 + 𝜂𝛿12 = −2 + 0.5 ∗ 2.1998 ∗ 0.5987 = −1.3415 

𝑉1,3 = 𝑉1,3 + 𝜂𝛿13 = 1 + 0.5 ∗ 2.1998 ∗ 0.8909 = 1.9799 

𝑉1,0 = 𝑉1,0 + 𝜂𝛿1 = 1 + 0.5 ∗ 2.1998 = 4.0999 

𝑉2,1 = 𝑉1,1 + 𝜂𝛿21 = 1 + 0.5 ∗ 0.1655 ∗ 0.9644 = 1.0798 

𝑉2,2 = 𝑉1,2 + 𝜂𝛿22 = 2 + 0.5 ∗ 0.1655 ∗ 0.5987 = 2.0495 

𝑉2,3 = 𝑉1,3 + 𝜂𝛿23 = 3 + 0.5 ∗ 0.1655 ∗ 0.8909 = 3.0737 

𝑉2,0 = 𝑉2,0 + 𝜂𝛿2 = 1 + 0.5 ∗ 0.1655 = −2.9173 

Donc, les nouveaux poids entre la couche cachée et la couche de sortie sont: 

𝑉 =  
−1.9392 −1.3415 1.9799
1.0798 2.0495 3.0737

 ,  
𝑉1,0

𝑉2,0
 =  

4.0999
−2.9173

  

* La mise à jour des poids entre la couche d'entrée et la couche cachée: 

𝑊𝑗 ,𝑖 𝑘 + 1 = 𝑊𝑗 ,𝑖 𝑘 + 𝜂𝛿𝑗𝑥𝑖  

𝛿𝑗 =  1 − 𝑗  𝑗  𝛿𝑘

2

𝑘=1

𝑉𝑘𝑗 =  1 − 𝑗  𝑗  𝛿1𝑉1,𝑗 + 𝛿2𝑉2,𝑗   

* 𝛿1 =  1 − 1 1 𝛿1𝑉1,1 + 𝛿2𝑉2,1  

𝛿1 =  1 − 0.9644 0.9644 2.1998 ∗  −1.9392 + 0.1655 ∗ 1.0798 = −0.1402 

* 𝛿2 =  1 − 2 2 𝛿1𝑉1,2 + 𝛿2𝑉2,2  

𝛿2 =  1 − 0.5987 0.5987 2.1998 ∗  −1.3415 + 0.1655 ∗ 2.0495 = −0.6275 

* 𝛿3 =  1 − 3 3 𝛿1𝑉1,3 + 𝛿2𝑉2,3  

𝛿3 =  1 − 0.8909 0.8909 2.1998 ∗ 1.9799 + 0.1655 ∗ 3.0737 = 0.4727 

𝑊1,1 = 𝑊1,1 + 𝜂𝛿1𝑥1 = 1 + 0.5 ∗  −0.1402 ∗ 0.3 = 0.9790 

𝑊1,2 = 𝑊1,2 + 𝜂𝛿1𝑥2 = 2 + 0.5 ∗  −0.1402 ∗ 0.5 = 1.9649 

𝑊1,0 = 𝑊1,0 + 𝜂𝛿1 = 2 + 0.5 ∗  −0.1402 = 1.9299 

𝑊2,1 = 𝑊2,1 + 𝜂𝛿2𝑥1 = 3 + 0.5 ∗  −0.6275 ∗ 0.3 =  2.9059 

𝑊2,2 = 𝑊2,2 + 𝜂𝛿2𝑥2 = 3 + 0.5 ∗  −0.6275 ∗ 0.5 = 2.8431 

𝑊2,0 = 𝑊2,0 + 𝜂𝛿2 = −2 + 0.5 ∗  −0.6275 = −2.3138 
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𝑊3,1 = 𝑊3,1 + 𝜂𝛿3𝑥1 = 2 + 0.5 ∗ 0.4727 ∗ 0.3 = 2.0709 

𝑊3,2 = 𝑊3,2 + 𝜂𝛿3𝑥2 = 1 + 0.5 ∗ 0.4727 ∗ 0.5 = 1.1182 

𝑊3,0 = 𝑊3,0 + 𝜂𝛿3 = 1 + 0.5 ∗ 0.4727 = 1.2364 

Donc, les nouveaux poids entre la couche d'entrée et la couche cachée sont: 

𝑊 =  
0.9790 1.9649
2.9059 2.8431
2.0709 1.1182

 ,  

𝑊1,0

𝑊1,0

𝑊1,0

 =  
1.9299
−2.3138
1.2364

  

Remarque: 

Le réseau de neurones ne converge vers les sorties désirées  𝑦𝑑1 = 2 et  𝑦𝑑2 = 2 qu'après 

48 itérations. 

IV-8) Le réseau de neurones RBF 

    Un réseau de neurones  RBF (Radial Base Function) est introduit dans le réseau de 

neurones par Lowe et Broomhead. Il comporte trois couches: une couche d'entrée, une 

couche cachée qui utilise la fonction gaussienne comme fonction d'activation et une 

couche de sortie avec une fonction d'activation linéaire. Les réseaux RBF ont de 

nombreuses utilisations, notamment l'approximation des fonctions [52-54], la 

classification et le contrôle des systèmes non linéaires. Ils présentent l'avantage d'une 

vitesse d'apprentissage rapide et permet d'éviter le problème du minimum local [55-57]. 

La structure du réseau de neurones RBF est illustrée à la figure 13. 
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Figure IV.12: Structure d'un réseau de neurones RBF 

Le vecteur d'entrée du réseau de neurones RBF est: 𝑋 = [𝑥1,𝑥2 ,… ,𝑥𝑛   ]
𝑇. 

La  sortie  des neurones cachés avec centre  𝐶𝑗 ,𝑖   et paramètre  𝑏𝑗  est décrite comme suit: 

𝑗 = 𝑒𝑥𝑝 −
∥ 𝑋 − 𝐶𝑗 ,𝑖 ∥

2

2𝑏𝑗
2                                                                                                      (4.53) 

La sortie du réseau de neurone RBF peut être décrite par l'équation suivante: 

 

𝑦𝑘 𝑘 =  𝑉𝑘 ,𝑗

𝑚

𝑗=1
. 𝑗 =  𝑉𝑘 ,𝑗

𝑚

𝑗=1
. 𝑒𝑥𝑝 −

∥ 𝑋 − 𝐶𝑗 ,𝑖 ∥
2

2𝑏𝑗
2                                          (4.54) 

 
Où 𝑉𝑘 ,𝑗  est le poids entre la couche cachée et la couche de sortie. 

    Le centre 𝐶𝑗 ,𝑖  , le paramètre du largeur de base   𝑏𝑗  et les poids 𝑉𝑘 ,𝑗  du réseau de 

neurones RBF sont ajustés à l'aide de l'algorithme de descente du gradient afin de 

minimiser la somme de l'erreur carrée 𝐸𝑅𝐵𝐹  (l'erreur entre la sortie système 𝑦 et la sortie 

du réseau neuronal RBF 𝑦𝑅𝐵𝐹). 

L'expression de 𝐸𝑅𝐵𝐹  est donnée par: 

⋮ 

⋮ 

𝑥𝑛  

𝑥1  

𝑉1,0 

𝑉𝑟 ,0  

𝑏𝑚  

𝑏2  

𝑏1  

𝑦1  

𝑦𝑟  

𝑉𝑟 ,2  

𝐶2,𝑛  

𝑉𝑟 ,𝑚  

𝑉1,𝑚  

𝑉1,2 

𝑉1,1 

𝑉𝑟 ,1  

1 

2 

𝑚  

𝐶2,1 

𝐶𝑚 ,1  

𝐶𝑚 ,𝑛  

𝐶1,𝑛  

𝐶1,1  

1 

r 

1 

2 

m 

⋮ 
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𝐸𝑅𝐵𝐹 𝑘 =
1

2
  𝑒𝑅𝐵𝐹 𝑘  

2
𝑟

𝑘=1

=
1

2
  𝑦 𝑘 − 𝑦𝑅𝐵𝐹 𝑘  

2
𝑟

𝑘=1

                                               (4.55) 

Le changement de 𝐶𝑗 ,𝑖 , 𝑏𝑗  et 𝑉𝑘 ,𝑗  peut être exprimé comme suit: 

𝐶𝑗 ,𝑖 𝑘 + 1 = 𝐶𝑗 ,𝑖 𝑘 + ∆𝐶𝑗 ,𝑖 + 𝛼  𝐶𝑗 ,𝑖 𝑘 − 𝐶𝑗 ,𝑖 𝑘 − 1                                                 (4.56) 

𝑏𝑗  𝑘 + 1 = 𝑏𝑗  𝑘 + ∆𝑏𝑗 + 𝛼  𝑏𝑗  𝑘 − 𝑏𝑗  𝑘 − 1                                                           (4.57) 

𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 + 1 = 𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 + ∆𝑉𝑘 ,𝑗 + 𝛼  𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 − 𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 − 1                                            (4.58) 

 

Où  𝛼 est le facteur moment, et 𝜂 est le taux d'apprentissage.  

∆𝐶𝑗 ,𝑖 = −𝜂
𝜕𝐸𝑅𝐵𝐹 𝑘 

𝜕𝐶𝑗 ,𝑖 𝑘 
= −𝜂

𝜕𝐸𝑅𝐵𝐹 𝑘 

𝜕𝑦𝑅𝐵𝐹 𝑘 

𝜕𝑦𝑅𝐵𝐹 𝑘 

𝜕𝑗

𝜕𝑗
𝜕𝐶𝑗 ,𝑖 𝑘 

= 𝜂𝑒𝑅𝐵𝐹 𝑘 𝑉𝑘 ,𝑗𝑗
𝑋 − 𝐶𝑗 ,𝑖

𝑏𝑗
2  

(4.59) 
                                                                                                                     

∆𝑏𝑗 = −𝜂
𝜕𝐸𝑅𝐵𝐹 𝑘 

𝜕𝑏𝑗  𝑘 
= −𝜂

𝜕𝐸𝑅𝐵𝐹 𝑘 

𝜕𝑦𝑅𝐵𝐹 𝑘 

𝜕𝑦𝑅𝐵𝐹 𝑘 

𝜕𝑗

𝜕𝑗
𝜕𝑏𝑗  𝑘 

= 𝜂𝑒𝑅𝐵𝐹 𝑘 𝑉𝑘 ,𝑗𝑗
∥ 𝑋 − 𝐶𝑗 ,𝑖 ∥

2

𝑏𝑗
3  

(4.60) 
                                                                                                                                          

∆𝑉𝑘 ,𝑗 = −𝜂
𝜕𝐸𝑅𝐵𝐹 𝑘 

𝜕𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 
= −𝜂

𝜕𝐸𝑅𝐵𝐹 𝑘 

𝜕𝑦𝑅𝐵𝐹 𝑘 

𝜕𝑦𝑅𝐵𝐹 𝑘 

𝜕𝑉𝑘 ,𝑗  𝑘 
= 𝜂𝑒𝑅𝐵𝐹 𝑘 𝑗                                   (4.61) 

 

IV-9) Conclusion  

    Ce chapitre a été consacré aux notions théoriques des réseaux de neurones artificiels. 

Les principales qualités des réseaux de neurones sont leur capacité d'approximer des 

problèmes non linéaires grâce à l'algorithme de la rétro-propagation du gradient. Ces 

qualités ont permis aux réseaux de neurones d'êtres utilisés dans plusieurs applications: le 

traitement d'image, le traitement de signal, la modélisation et la commande des systèmes 

non linéaires, etc. 

    Deux types des réseaux de neurones ont été présentés dans ce chapitre: les réseaux de 

neurones MLI et RBF. Par rapport aux réseaux de neurones MLI, les réseaux de neurones 

RBF présentent d'une vitesse d'apprentissage est plus rapide et ils permettent aussi  

d'éviter le problème du minimum local (l'algorithme de la rétro-propagation du gradient 

pourrait converger vers un minimum global). 
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V-1) Introduction 

    La concentration de l'oxygène dissous  dans  un procédé du traitement des eaux usées 

est un élément très essentiel qui a un effet direct sur la croissance des micro-organismes. 

Si le niveau d'oxygène dissous baisse, les micro-organismes ne seront pas capables de  

dégrader les matières polluantes. Pour ce faire, trois techniques de commande sont 

utilisées pour contrôler la concentration de l'oxygène dissous dans un bioréacteur du 

traitement des eaux usées par boues activées; la première; est un régulateur PI classique, 

la deuxième est la commande PI adaptative qui est basée aussi sur la technique des 

réseaux de neurones RBF et la troisième, est la commande proposée basée sur la méthode 

du gradient et la technique des réseaux de neurones RBF. 

    Dans ce chapitre, les performances de ces techniques de commande utilisées sont 

présentées. Les tests de simulation sont basés sur un modèle mathématique d'un 

bioréacteur du traitement des eaux usées par boues activées. Les simulations ont été 

réalisées sur le logiciel  Matlab/simulink. Les performances de ces techniques de 

commande y compris l'adaptabilité, la robustesse, sont discutées.  

V-2) Régulateur PI  

    L'expression mathématique d'un régulateur PI (Proportional Integral) est donnée par 

l'équation suivante: 

𝑢 𝑘 = 𝑢 𝑘 − 1 + 𝑘𝑝 𝑒 𝑘 − 𝑒 𝑘 − 1  + 𝑘𝑖𝑒 𝑘                                                           (5.1) 

    Avec 𝑢 𝑘  est la sortie du régulateur PI (l'entrée de commande pour le système) et  

𝑒 𝑘  est l'erreur entre la référence 𝑟 𝑘  et la sortie actuelle du système 𝑦 𝑘 . 

𝑒 𝑘 + 1 = 𝑟 𝑘 + 1 − 𝑦 𝑘 + 1                                                                                             (5.2) 

 

𝑢 𝑘  

− 

𝑦 𝑘 + 1  𝑒 𝑘 + 1  

+ 

𝑟 𝑘 + 1  
 

Régulateur PI 
Système non 

linéaire 
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Figure V.1: Schéma général d'un régulateur PI 

    Il est bien connu que les performances du régulateur PI dépendent de la valeur des 

paramètres 𝑘𝑝  et 𝑘𝑖 . Donc, le régulateur PI peut avoir d'excellentes performances avec 

des paramètres appropriés, sinon le régulateur ne peut pas répondre aux exigences 

souhaitées. 

    Pour pouvoir remédier à ce problème et améliorer les performances du régulateur PI, 

les paramètres 𝑘𝑝  et 𝑘𝑖  doivent êtres auto-ajustés en permanence. 

V-3) La commande PI adaptative basée sur la technique des réseaux de neurones 

RBF 

    L'expression mathématique du régulateur PI adaptatif (Proportional Integral) est 

donnée par l'équation suivante: 

𝑢 𝑘 = 𝑢 𝑘 − 1 + 𝑘𝑝 𝑘  𝑒 𝑘 − 𝑒 𝑘 − 1  + 𝑘𝑖 𝑘 𝑒 𝑘                                               (5.3) 

    Les paramètres 𝑘𝑝  et 𝑘𝑖  peuvent étres ajustés en utilisant la méthode de descente du 

gradient en minimisant la fonction de performance 𝐸 𝑘  qui est la somme de l'erreur au 

carrée entre la référence 𝑟 𝑘  et la sortie du système 𝑦 𝑘  

La fonction de performance 𝐸 𝑘  est définit par l'expression suivante: 

𝐸 𝑘 =
1

2
  𝑒 𝑘  

2
𝑁

𝑘=1

=
1

2
  𝑟 𝑘 − 𝑦 𝑘  

2
𝑁

𝑘=1

                                                                     (5.4) 

La mise à jour des paramètres du régulateur PI 𝑘𝑝  et 𝑘𝑖  sont ajustés en utilisant la 

méthode du gradient: 

𝑘𝑝 𝑘 = 𝑘𝑝 𝑘 − 1 + ∆𝑘𝑝 𝑘                                                                                                   (5.5) 

𝑘𝑖 𝑘 = 𝑘𝑖 𝑘 − 1 + ∆𝑘𝑖 𝑘                                                                                                      (5.6) 

Avec: 

∆𝑘𝑝 𝑘 = −𝜂
𝜕𝐸 𝑘 

𝜕𝑘𝑝 𝑘 
= −𝜂

𝜕𝐸 𝑘 

𝜕𝑦 𝑘 

𝜕𝑦 𝑘 

𝜕𝑢 𝑘 

𝜕𝑢 𝑘 

𝜕𝑘𝑝 𝑘 
= 𝜂𝑒 𝑘 

𝜕𝑦 𝑘 

𝜕𝑢 𝑘 
 𝑒 𝑘 − 𝑒 𝑘 − 1   

(5.7) 

∆𝑘𝑖 𝑘 = −𝜂
𝜕𝐸 𝑘 

𝜕𝑘𝑖 𝑘 
= −𝜂

𝜕𝐸 𝑘 

𝜕𝑦 𝑘 

𝜕𝑦 𝑘 

𝜕𝑢 𝑘 

𝜕𝑢 𝑘 

𝜕𝑘𝑖 𝑘 
= 𝜂𝑒 𝑘 

𝜕𝑦 𝑘 

𝜕𝑢 𝑘 
𝑒 𝑘                          (5.8) 
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    Dans le cas général, il est difficile de déterminer l'expression du terme 
𝜕𝑦

𝜕𝑢
, mais, il est 

bien connu que la technique des réseaux de neurones est capable d'approximer n'importe 

quelle fonction non linéaire, donc, elle peut être utilisée pour approximer l'expression 
𝜕𝑦

𝜕𝑢
. 

V-3-1) Approximation de l'expression 
𝝏𝒚

𝝏𝒖
 par la technique des réseaux de 

neurones RBF 

    Le réseau de neurones RBF est utilisé pour déterminer l'expression de la dérivée de 

sortie du système par rapport à son entrée  
𝜕𝑦

𝜕𝑢
. 

 
Figure V.2: Modélisation d'un système par la technique des réseaux de neurones 

La dérivée de la sortie du système 𝑦 par rapport son entrée 𝑢 à l'instant 𝑘 est approchée 

par la dérivée de la sortie du réseau de neurones RBF 𝑦𝑅𝐵𝐹  par rapport à son entrée 𝑥1 

[58,59]. 

𝜕𝑦

𝜕𝑢
≈
𝜕𝑦𝑅𝐵𝐹
𝜕𝑢

=
𝜕𝑦𝑅𝐵𝐹
𝜕𝑥1

=
𝜕

𝜕𝑥1

 𝑊1,𝑗𝑒𝑥𝑝 −
 𝑋 − 𝐶𝑖 ,𝑗 

2

2𝑏𝑗
2  

𝑚

𝑗=1

                                             (5.9) 

𝜕𝑦

𝜕𝑢
=  

𝜕

𝜕𝑥1

𝑊1,𝑗𝑒𝑥𝑝 −
 𝑋 − 𝐶𝑖 ,𝑗 

2

2𝑏𝑗
2  

𝑚

𝑗=1

                                                                              (5.10) 

𝑒𝑅𝐵𝐹  

𝑊𝑘 ,𝑗   𝐶𝑖 ,𝑗     𝑏𝑗  

𝑦 

− 

+ 

𝑢 Système non 

linéaire 

Modèle 

neuronal RBF 

 

 𝑦
𝑅𝐵𝐹
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𝜕𝑦

𝜕𝑢
=  𝑊1,𝑗

𝜕

𝜕𝑥1

𝑒𝑥𝑝 −
𝑋𝑇𝑋 − 𝑋𝑇𝐶𝑖 ,𝑗 − 𝐶𝑖 ,𝑗

𝑇 𝑋 + 𝐶𝑖 ,𝑗
𝑇 𝐶𝑖 ,𝑗

2𝑏𝑗
2  

𝑚

𝑗=1

                                         (5.11) 

Avec: 𝑋 =  𝑢,𝑦 𝑇 =  𝑥1 ,𝑥2 
𝑇 , 𝐶𝑖 ,𝑗 =  

𝐶1,1 𝐶1,2 ⋯ 𝐶1,𝑚

𝐶2,1 𝐶2,2 ⋯ 𝐶2,𝑚
  

𝜕𝑦

𝜕𝑢
=  𝑊1,𝑗

𝜕

𝜕𝑥1

𝑒𝑥𝑝 −
 𝑥1 𝑥2  

𝑥1

𝑥2
 −  𝑥1 𝑥2 𝐶𝑖 ,𝑗 − 𝐶𝑖 ,𝑗

𝑇  
𝑥1

𝑥2
 + 𝐶𝑖 ,𝑗

𝑇 𝐶𝑖 ,𝑗

2𝑏𝑗
2  

𝑚

𝑗=1

       (5.12) 

𝜕𝑦

𝜕𝑢
=  𝑊1,𝑗

𝜕

𝜕𝑥1

𝑒𝑥𝑝 −
𝑥1

2 + 𝑥2
2 − 2𝑥1𝐶1,𝑗 − 2𝑥2𝐶2,𝑗 + 𝐶𝑖 ,𝑗

𝑇 𝐶𝑖 ,𝑗

2𝑏𝑗
2  

𝑚

𝑗=1

                            (5.13) 

𝜕𝑦

𝜕𝑢
=  𝑊1,𝑗  

𝐶1,𝑗 − 𝑥1

𝑏𝑗
2  𝑒𝑥𝑝 −

𝑥1
2 + 𝑥2

2 − 2𝑥1𝐶1,𝑗 − 2𝑥2𝐶2,𝑗 + 𝐶𝑖 ,𝑗
𝑇 𝐶𝑖 ,𝑗

2𝑏𝑗
2  

𝑚

𝑗=1

              (5.14) 

𝜕𝑦

𝜕𝑢
=  𝑊1,𝑗  

𝐶1,𝑗 − 𝑥1

𝑏𝑗
2  𝑗

𝑚

𝑗=1

=  𝑊1,𝑗  
𝐶1,𝑗 − 𝑢

𝑏𝑗
2  𝑗

𝑚

𝑗=1

                                                    (5.15) 

Donc, l'expression de la dérivée de la sortie du système 𝑦 par rapport à son entrée 𝑢 est: 

𝜕𝑦 𝑘 

𝜕𝑢 𝑘 
=  𝑊1,𝑗  

𝐶1,𝑗 − 𝑥1

𝑏𝑗
2  𝑗

𝑚

𝑗=1

                                                                                           (5.16) 

    La figure 3 montre la structure du régulateur ou contrôleur PI  adaptatif basé sur la 

technique des réseaux de neurones RBF. Le régulateur PI est utilisé pour commander le 

système non linéaire afin de satisfaire des exigences souhaitées. Puisque les performances 

du contrôleur PI dépendent des paramètres 𝑘𝑝  et 𝑘𝑖 , alors, la technique des réseaux de 

neurones est utilisée pour ajuster automatiquement ces paramètres 𝑘𝑝  et 𝑘𝑖 .  
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Figure V.3: La commande PI adaptative basée sur la technique des réseaux de neurones 

RBF 

    Cette combinaison entre le régulateur PI et la technique intelligente des réseaux de 

neurones permet d'augmenter les performances du régulateur classique PI et d'améliorer 

son adaptabilité contre les perturbations et les variations au niveau du système à 

commander.    

V-4) Principe de fonctionnement de la commande de gradient basée sur la 

technique des réseaux de neurones 

On considère un système non linéaire décrit par l'équation différentielle suivante: 

𝜕𝑦𝑢 𝑡 

𝜕𝑡
= 𝑓 𝑡,𝑦𝑢 𝑡 ,𝑢 𝑡                                                                                                        (5.17) 

 

Figure V.4: Système non linéaire avec une seule entrée et une seule sortie 

Sortie du système Entrée du système 

𝑦𝑢 𝑡  𝑢 𝑡  
 

Système non linéaire 

𝑊𝑘 ,𝑗 ,𝐶𝑖 ,𝑗 ,𝑏𝑗  

 

     𝑘𝑝     𝑘𝑖  

 

 

𝑒𝑅𝐵𝐹  

𝑢 𝑘  

𝑦𝑅𝐵𝐹_𝑁𝑁 𝑘 + 1  

− 

− 
𝑦 𝑘 + 1  

+ 

𝑒 𝑘 + 1  

+ 

𝑟 𝑘 + 1  
 

Contrôleur PI 
Système non 

linéaire 

Modèle neuronal 

RBF 
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    La trajectoire de la sortie du système 𝑦𝑢 𝑡  dépend de l'entrée de commande 𝑢 𝑡 . Si 

on considère les deux entrées 𝑢 𝑡 = 𝑢0 et 𝑢 𝑡 = 𝑢1, alors l'équation (5.17) pourra 

devenir:  

𝜕𝑦𝑢0
 𝑡 

𝜕𝑡
= 𝑓 𝑡,𝑦𝑢0

 𝑡 ,𝑢0                                                                                                       (5.18) 

𝜕𝑦𝑢1
 𝑡 

𝜕𝑡
= 𝑓 𝑡,𝑦𝑢1

 𝑡 ,𝑢1                                                                                                       (5.19) 

    Les solutions numériques des équations (équation (5.18) et équation (5.19)) en utilisant 

la méthode d'Euler explicite sont: 

𝑦𝑢0
 𝑡𝑘+1 = 𝑦𝑢0

 𝑡𝑘 + 𝑓 𝑡𝑘 ,𝑦𝑢0
 𝑡𝑘 ,𝑢0                                                                          (5.20) 

𝑦𝑢1
 𝑡𝑘+1 = 𝑦𝑢1

 𝑡𝑘 + 𝑓 𝑡𝑘 ,𝑦𝑢1
 𝑡𝑘 ,𝑢1                                                                          (5.21) 

La figure 5 montre les courbes des équations (5.20) et (5.21). 

 
Figure V.5: Courbes de l'équation (5.17) avec deux entrées de commande différentes 

𝑢 𝑡 = 𝑢0 et 𝑢 𝑡 = 𝑢1 

    La figure 5 montre, si on applique deux entrées différentes 𝑢 𝑡 = 𝑢0 et 𝑢 𝑡 = 𝑢1 sur 

le système présenté dans la figure 4, on aura deux trajectoires différentes sur la sortie du 

système. 

𝑡 

𝑦𝑢 𝑡  

𝑦𝑢0
 𝑡  

𝑦𝑢1
 𝑡  

𝑦𝑢1
 𝑡1  

𝑦𝑢0
 𝑡1  

𝑦𝑢1
 𝑡0 = 𝑦𝑢0

 𝑡0  

𝑡0    𝑡1    𝑡2                  .…                 𝑡𝑘+1  

 …. 
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    On suppose qu'on sait l'entrée de commande 𝑢 𝑡 = 𝑢0, si on veut que la trajectoire de 

la sortie du système 𝑦𝑢0
 𝑡𝑘+1  (la courbe en bleue) suivra la trajectoire 𝑦𝑢1

 𝑡𝑘+1  (la 

courbe en rouge), on doit trouver la valeur de la commande 𝑢1 qui fait que 𝑦𝑢0
 suit bien  

𝑦𝑢1
. 

    L'objectif de cette stratégie de commande est de contrôler la sortie du système  

𝑦𝑢0
 𝑡𝑘+1  à suivre une référence 𝑟 𝑡𝑘+1  en faisant changer à chaque instant 𝑡𝑘  la valeur 

de la commande 𝑢𝑘 . 

V-4-1) La méthode du gradient  

On considère le système non linéaire suivant: 

𝜕𝑦𝑢0
 𝑡 

𝜕𝑡
=  𝑡,𝑦𝑢0

 𝑡 ,𝑢0                                                                                                          (5.22) 

La solution numérique de cette équation différentielle en utilisant la méthode d'Euler 

explicite est: 

𝑦𝑢0
 𝑡1 = 𝑦𝑢0

 𝑡0 + 𝑓 𝑡0 ,𝑦𝑢0
 𝑡0 ,𝑢0                                                                               (5.23) 

A l'instant 𝑡1, on doit chercher la valeur de l'entrée de la commande 𝑢1 pour avoir 

𝑦𝑢0
 𝑡1 = 𝑟 𝑡1 . 

𝑦𝑢1
 𝑡1 = 𝑦𝑢0

 𝑡0 + 𝑓 𝑡0 ,𝑦𝑢0
 𝑡0 ,𝑢1                                                                               (5.24) 

 
Figure V.6: Principe du fonctionnement de la commande proposée 

𝑟 𝑡0  

𝑡 

𝑦𝑢 𝑡  

𝑦𝑢0
 𝑡  

𝑟 𝑡  

𝑟 𝑡1  

𝑦𝑢0
 𝑡1  

𝑦𝑢0
 𝑡0  

𝑡0    𝑡1    𝑡2                  .…                 𝑡𝑘+1  

 …. 
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    L'entrée de commande 𝑢1 est ajustée en utilisant la méthode de descente du gradient en 

minimisant la fonction de performance en respectant 𝑢0. La fonction de performance 

choisie est l'erreur carrée 𝐸 𝑡1  entre 𝑦𝑢1
 𝑡1  et 𝑦𝑢0

 𝑡1   

𝐸 𝑡1 =
1

2
 𝑒 𝑡1  

2
=

1

2
 𝑦𝑢1

 𝑡1 − 𝑦𝑢0
 𝑡1  

2

=
1

2
 𝑟 𝑡1 − 𝑦𝑢0

 𝑡1  
2

                      (5.25) 

La mise à jour de la commande 𝑢1 par la méthode de descente du gradient: 

𝑢1 = 𝑢0 + ∆𝑢0                                                                                                                           (5.26) 

∆𝑢0 = −𝜆
𝜕𝐸 𝑡1 

𝜕𝑢0

                                                                                                                      (5.27) 

alors: 

𝑢1 = 𝑢0 − 𝜆
𝜕𝐸 𝑡1 

𝜕𝑢0

                                                                                                                  (5.28) 

Avec: 𝜆 le taux d'apprentissage. 

𝑢1 = 𝑢0 − 𝜆
𝜕𝐸 𝑡1 

𝜕𝑦𝑢0
 𝑡1 

𝜕𝑦𝑢0
 𝑡1 

𝜕𝑢0

                                                                                              (5.29) 

𝑢1 = 𝑢0 + 𝜆𝑒 𝑡1 
𝜕𝑦𝑢0

 𝑡1 

𝜕𝑢0

                                                                                                     (5.30) 

    La dérivée de la sortie du système 𝑦𝑢0
 par rapport à son entrée 𝑢0 à l'instant 𝑡1 est 

approchée par la dérivée de la sortie du réseau de neurones RBF 𝑦𝑅𝐵𝐹  par rapport à son 

entrée 𝑥1. 

 
Figure V.7: Modélisation d'un système par la technique des réseaux de neurones 

A partir de l'équation (4.16) , l'expression du terme 
𝜕𝑦𝑢0

 𝑡1 

𝜕𝑢0
 est: 

𝑒𝑅𝐵𝐹  

𝑊𝑘 ,𝑗   𝐶𝑖 ,𝑗     𝑏𝑗  

𝑦𝑢0
 

− 

+ 

𝑢0 Système non 

linéaire 

Modèle 

neuronal RBF 

 

 𝑦
𝑅𝐵𝐹
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𝜕𝑦𝑢0
 𝑡1 

𝜕𝑢0

=  𝑊1,𝑗  
𝐶1,𝑗 − 𝑢0

𝑏𝑗
2  𝑗

𝑚

𝑗=1

                                                                                      (5.31) 

Finalement, l'expression de la loi de commande s'écrit:                                      

𝑢1 = 𝑢0 + 𝜆𝑒 𝑡1  𝑊1,𝑗  
𝐶1,𝑗 − 𝑥1

𝑏𝑗
2  𝑗

𝑚

𝑗=1

                                                                           (5.32) 

Les étapes de la stratégie de commande proposée sont les suivantes: 

1) On choisit 𝑢0 (le choix de 𝑢0 dépend du système étudié). 

2) Initialisation des paramètres du réseau de neurones RBF: le nombre de neurones dans 

la couche d'entrée, la couche cachée et la couche de sortie, 𝐶𝑖 ,𝑗 , 𝑏𝑗  et  𝑊𝑘 ,𝑗  et le taux 

d'apprentissage. 

3) Pour 𝑘 ≥ 0 

* On détermine la sortie du système 𝑦𝑢𝑘 𝑡𝑘+1  ainsi que la sortie du réseau de neurones 

RBF 𝑦𝑅𝐵𝐹 𝑡𝑘+1 . 

* On calcule l'erreur 𝑒𝑅𝐵𝐹 𝑡𝑘+1  entre la sortie du système et celle du réseau de neurones 

RBF. 

* On fait régler les paramètres du réseau de neurones: 𝐶𝑖 ,𝑗 , 𝑏𝑗  et  𝑊𝑘 ,𝑗  en utilisant les 

équations (4.56) à (4.61). 

* On calcule l'erreur 𝑒 𝑡𝑘+1  entre la référence 𝑟 𝑡𝑘+1  et la sortie du système 𝑦𝑢𝑘 𝑡𝑘+1 . 

* On calcule la nouvelle valeur via l'expression suivante: 

𝑢𝑘+1 = 𝑢𝑘 + 𝜆𝑒 𝑡𝑘+1  𝑊1,𝑗  
𝐶1,𝑗 − 𝑥𝑘

𝑏𝑗
2  𝑗

𝑚

𝑗=1

                                                                  (5.33) 

* On remplace la valeur de la commande trouvée 𝑢𝑘+1 dans le système afin d'avoir 

𝑦𝑢𝑘  𝑡𝑘+1 = 𝑟 𝑡𝑘+1 . 

𝑦𝑢𝑘 𝑡𝑘+1 = 𝑦𝑢𝑘 𝑡𝑘 + 𝑓 𝑡𝑘 ,𝑦𝑢𝑘 𝑡𝑘 ,𝑢𝑘+1                                                                     (5.34) 

La structure de la commande proposée est montrée dans la figure 8. 
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Figure V.8: Structure de la technique de commande du gradient basée sur les réseaux de 

neurones RBF 

V-5) Modèle mathématique d'un bioréacteur de traitement des eaux usées par 

boues activées 

    Le processus de boues activées est un traitement biologique qui utilise les micro-

organismes (biomasse) pour éliminer la matière organique, l'azote et le phosphore, mais 

l'élimination organique et l'azote sont les plus utilisés dans le traitement des eaux usées. 

Le schéma du processus du traitement des eaux usées est illustré à la figure 9. 

 

 
Figure V.9: Schéma général d'un bioréacteur du traitement des eaux usées par boues 

activées 

 𝑋𝑟  ,  𝑟 + 𝛽 𝐷 
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    Il se compose d'un réacteur biologique (cuve d'aération) où se développe la population 

de micro-organismes (biomasse) visant à retirer le substrat du réacteur, et d'un décanteur. 

Dans le décanteur, les solides sont séparés des eaux usées. Une partie des boues éliminées 

est recyclée vers le bassin d'aération. 

    Le modèle mathématique considéré dans ce chapitre possède quatre équations 

différentielles, la concentration en biomasse 𝑋, la concentration en substrat 𝑆, la 

concentration en oxygène dissous 𝐷𝑂 et la concentration en biomasse recyclée 𝑋𝑟 . Le 

modèle est donné par les équations suivantes [60]. 

𝜕𝑋 𝑡 

𝜕𝑡
= 𝜇 𝑡 𝑋 𝑡 − 𝐷 1 + 𝑟 𝑋 𝑡 + 𝑟𝐷𝑋𝑟 𝑡                                                                 (5.35) 

𝜕𝑆 𝑡 

𝜕𝑡
= −

1

𝑌
𝜇 𝑡 𝑋 𝑡 − 𝐷 1 + 𝑟 𝑆 𝑡 + 𝐷𝑆𝑖𝑛                                                                  (5.36) 

𝜕𝐷𝑂 𝑡 

𝜕𝑡
= −

𝐾0

𝑌
𝜇 𝑡 𝑋 𝑡 − 𝐷 1 + 𝑟 𝐷𝑂 𝑡 + 𝐾𝐿𝑎 𝐷𝑂𝑚𝑎𝑥 − 𝐷𝑂 𝑡  + 𝐷𝐷𝑂𝑖𝑛    (5.37) 

𝜕𝑋𝑟 𝑡 

𝜕𝑡
= 𝐷 1 + 𝑟 𝑋 𝑡 − 𝐷 𝛽 + 𝑟 𝑋𝑟 𝑡                                                                          (5.38) 

Avec: 

𝜇 𝑡 = 𝜇𝑚𝑎𝑥  
𝑆 𝑡 

𝑘𝑆 + 𝑆 𝑡 
  

𝐷𝑂 𝑡 

𝑘𝐷𝑂 + 𝐷𝑂 𝑡 
                                                                         (5.39) 

Avec: 𝐾𝐿𝑎 = 𝛼𝑊 𝑘  

𝑊: le taux d'aération. 

Le taux d'aération est considéré comme la variable de commande pour contrôler la 

concentration de l'oxygène dissous. 

Les valeurs des paramètres de ce modèle sont données dans l'annexe. 

V-6) Résultats de simulation 

    La technique de commande proposée basée sur la méthode du gradient et la technique 

intelligente des réseaux de neurones RBF est utilisée pour contrôler la concentration du 

substrat 𝑆 via le contrôle de l'oxygène dissous 𝐷𝑂 dans un bioréacteur aérobie. La 

concentration du substrat doit être inférieure à 20 𝑚𝑔. 𝑙−1. 
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    Les figures 10-14 montrent respectivement (en boucle ouverte): la concentration de la 

biomasse 𝑋, le substrat  𝑆, l'oxygène dissous 𝐷𝑂 et la concentration de la biomasse 

recyclée 𝑋𝑟 . 

 

Figure V.10: Concentration de la biomasse 
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Figure V.11: Concentration du substrat 

 

Figure V.12: Concentration de l'oxygène dissous 
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Figure V.13: Concentration de la biomasse recyclée 

    On peut clairement remarquer que la concentration du substrat 𝑆 dépasse la 

concentration maximale autorisée 20 𝑚𝑔. 𝑙−1. Donc, le contrôle de la concentration de 

l'oxygène dissous devient une obligation afin d'avoir une concentration du substrat 

inférieure à la valeur standard 20 𝑚𝑔. 𝑙−1. 
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Figure V.14: Structure de la commande proposée 

    La structure du modèle neuronal RBF utilisée pour les deux techniques de commande: 

la commande du gradient basée sur la technique des réseaux de neurones et la commande 

PI adaptative (après plusieurs essais) est: 

* Deux entrées dans la couche d'entrée  𝑊,𝐷𝑂 𝑇. 

* Quinze neurones dans la couche cachée. 

* Un seul neurone dans la couche de sortie. 
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Figure V.15: Modèle neuronal d'un système non linéaire (bioréacteur) 

Les paramètres du réseau de neurones RBF utilisées (après plusieurs essais) sont: 

* 𝐶𝑖 ,𝑗 = 𝐶2,15  est initialisé entre l'intervalle [60,70]. 

* 𝑏𝑗 =  𝑏15  est initialisé entre l'intervalle [30,40]. 

* 𝑊𝑘 ,𝑗 = 𝑊1,15  est initialisé entre l'intervalle [0,10]. 

* Le taux d'apprentissage 𝜂 = 0.09. 

* Le facteur de momentum 𝛼 = 0.5. 

    La commande PI adaptative basée sur la technique des réseaux de neurones RBF a été 

utilisé afin de pouvoir faire une comparaison avec la technique de commande proposée. 

 

 
Figure V.16: La commande PI adaptative basée sur la technique des réseaux de neurones 

RBF 

    Le taux de dilution est considéré comme variable (le débit d'eau entrant dans le 

bioréacteur n'est pas constant dans un système du traitement des eaux usées) afin de 

couvrir des différents régimes: un taux élevé 𝐷 = 0.035 −1, un taux normal  𝐷 =

0.025 −1 et un taux faible 𝐷 = 0.015 −1. 

𝑊𝑘 ,𝑗 ,𝐶𝑖 ,𝑗 ,𝑏𝑗  

 

     𝑘𝑝     𝑘𝑖  

 

 

𝑒𝑅𝐵𝐹  

𝑊 𝑘  

𝑦𝑅𝐵𝐹_𝑁𝑁 𝑘 + 1  

− 

− 
𝐷𝑂 𝑘 + 1  

+ 

𝑒 𝑘 + 1  

+ 

𝑟 𝑘 + 1  
 

Contrôleur PI 

 

Bioréacteur 

Modèle neuronal 

RBF 



Chapitre V: Commande adaptative basée sur la méthode de descente du gradient 

& la technique des réseaux de neurones 

75 
 

    La concentration du substrat de l'entrée 𝑆𝑖𝑛  est considérée aussi avec différentes valeurs 

pour assurer une véritable étude du système du traitement des eaux usées. 

 

Figure V.17: Concentration du substrat 𝑆𝑖𝑛  
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Figure V.18: Taux de dilution 

    La figure 17 montre la concentration de l'oxygène dissous dans un bioréacteur aérobie 

contrôlée par trois techniques:  

* La commande proposée basée sur la méthode du gradient de la technique des réseaux de 

neurones RBF. 

* Le contrôleur PI classique avec des paramètres fixes: 𝑘𝑝 = 3 et 𝑘𝑖 = 0.9. 

* La commande PI adaptative basée sur la technique des réseaux de neurones RBF. 
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Figure V.19: Concentration de l'oxygène dissous  
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    Figure V.20: L'erreur entre la référence et la concentration de l'oxygène dissous  

    La figure 19 et 20 montre clairement que la commande proposée donne des résultats 

meilleurs (la concentration de l'oxygène dissout suit bien la référence 𝐷𝑂𝑟𝑒𝑓 ) que la 

commande PI classique et la commande PI adaptative.   

    Donc, la commande proposée rejette bien les perturbations générées par la 

concentration du substrat 𝑆𝑖𝑛  et le taux de dilution 𝐷. 
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Figure V.21: Le taux d'aération (variable de commande) 

    La variable de commande 𝑊 a des valeurs comprises entre 20 et 60 𝑚3 .−1. Cette 

augmentation est due au changement du taux de dilution, si le taux de dilution 𝐷 

augmente, on devra augmenter le taux d'aération (pour permettre aux micro-organismes 

bactériennes de se développer pour pouvoir dégrader les pollutions).  

Les figures 22-25 montrent l'évolution des paramètres du modèle neuronal 𝐶𝑖 ,𝑗 , 𝑏𝑗  et 𝑊𝑘 ,𝑗  

pour la technique de commande proposée. 



Chapitre V: Commande adaptative basée sur la méthode de descente du gradient 

& la technique des réseaux de neurones 

80 
 

 

Figure V.22: Adaptation des poids 𝐶1,𝑗  

Figure V.23: Adaptation des poids 𝐶2,𝑗  
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Figure V.24: Adaptation des poids 𝑏𝑗  

 

Figure V.25: Adaptation des poids 𝑊1,𝑗  
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    A chaque fois que la référence 𝐷𝑂𝑟é𝑓  change, les paramètres du réseau de neurones 

RBF 𝐶𝑖 ,𝑗 , 𝑏𝑗  et 𝑊𝑘 ,𝑗  changent afin de minimiser la fonction de performance (la somme de 

l'erreur au carrée 𝐸𝑅𝐵𝐹  entre la concentration de l'oxygène dissous 𝐷𝑂 et la sortie du 

réseau de neurones 𝑦𝑅𝐵𝐹).  

    Les nouvelles valeurs des paramètres du modèle enuronal RBF 𝐶𝑖 ,𝑗 , 𝑏𝑗  et 𝑊𝑘 ,𝑗  seront 

utilisés pour contrôler la concentration de l'oxygène dissous 𝐷𝑂. 

    Les figures 26-29 montrent l'évolution des paramètres du modèle neuronal 𝐶𝑖 ,𝑗 , 𝑏𝑗  et 

𝑊𝑘 ,𝑗  pour la commande PI adaptative basée sur la technique des réseaux de neurones 

RBF. 

 

Figure V.26: Adaptation des poids 𝐶1,𝑗  
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Figure V.27: Adaptation des poids 𝐶2,𝑗  

Figure V.28: Adaptation des poids 𝑏𝑗  
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Figure V.29: Adaptation des poids 𝑊1,𝑗  

    A chaque changement de la référence 𝐷𝑂𝑟é𝑓 , les paramètres du réseau de neurones 

RBF 𝐶𝑖 ,𝑗 , 𝑏𝑗  et 𝑊𝑘 ,𝑗  changent afin de minimiser la fonction de performance.  

    Les nouvelles valeurs des paramètres du modèle neuronal RBF 𝐶𝑖 ,𝑗 , 𝑏𝑗  et 𝑊𝑘 ,𝑗  seront 

utilisés pour ajuster les paramètes du régulateur PI: 𝑘𝑝  et 𝑘𝑖 . 

    Les deux figures ci-dessous 30 et 31 montrent l'évolution des deux paramètres 𝑘𝑝  et 𝑘𝑖  

pour la commande PI adaptative basée sur les réseaux de neurones RBF. 
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Figure V.30: Adaptation du gain 𝑘𝑝  

 

Figure V.31: Adaptation du gain 𝑘𝑖  
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    L'ajustement automatique des paramètres du régulateur PI peut être observé dans les 

figures 30 et 31. Les paramètres 𝑘𝑝  et 𝑘𝑖  continuent à changer en se basant sur la 

technique des réseaux de neurones RBF. Les réseaux de neurones sont donc, capables 

d'ajuster de façon automatique les paramètres du régulateur PI afin d'améliorer 

l'adaptabilité du contrôleur PI contre les perturbations dans le système (variations du taux 

de dilution et la concentration du substrat à l'entrée du bioréacteur). 

    La figure 32 montre clairement que la concentration du substrat est biologiquement 

dégradée au dessous de la valeur 20 𝑚𝑔. 𝑙−1.  

 

Figure V.32: Concentration du substrat 

    L'efficacité de la commande proposée est validée en la comparant au contrôleur PI 

classique et à la commande PI adaptative. Afin de comparer ces techniques de 

commande, leurs performances doivent être évaluées à l'aide de IAE (Integral of Absolute 

Error) et de ISE (Integral of Square Error). Ces critères sont calculés comme suit: 
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𝐼𝑆𝐸 =  𝑒2

∞

0

 𝑡 𝑑𝑡                                                                                                                      (5.40) 

𝐼𝑆𝐸 =   𝑒 𝑡  

∞

0

𝑑𝑡                                                                                                                      (5.41) 

𝑒 𝑡  est le signal d'erreur (la référence moins la sortie mesurée). Les résultats de 

l'évaluation des performances obtenus sont données dans le tableau ci-dessous: 

 

Techniques de commande utilisées IAE ISE 

Régulateur PI  0.2323 0.2111 

La commande PI adaptative par structure neuronale 0.1017 0.0649 

La commande proposée 0.0497 0.0326 

Tableau V.1: Comparaison entre les différentes techniques de commande 

Techniques de commande 

 utilisées 

Temps de montée 

(h) 

Temps de réponse 

(h) 

Dépassement 

(%) 

Régulateur PI  16.3976 65.3565 0 

La commande PI adaptative  

par structure neuronale 

3.9798 45.9566 0.0211 

La commande proposée 1.3658 44.0606 0.5204 

Tableau V.2: Valeurs de: temps de montée, temps de réponse et le dépassement 

    Le tableau V.1 montre la somme de l’erreur absolue et l’erreur au carrée entre la 

référence (la concentration de l’oxygène dissous désirée 𝐷𝑂𝑟é𝑓) et la concentration de 

l’oxygène dissous mesurée à la sortie du bioréacteur 𝐷𝑂. Les résultats donnés par la 

commande proposée et la commande PI adaptative sont meilleurs par rapport à la 

commande PI classique, ce qui montre que ces deux techniques de commande suivent 

mieux la référence désirée 𝐷𝑂𝑟é𝑓 , et qu’elles sont robustes contre les perturbations dans 

le système générées par le taux de dilution 𝐷 la et la concentration du substrat 𝑆𝑖𝑛 .  

    Le temps de montée ainsi que le temps de réponse de la commande proposée et la 

commande PI adaptative sont meilleurs que ceux données par de la commande PI 

classique, ce qui montre leur rapidité, sauf que la commande proposée présente un 

dépassement plus grand que les autres techniques de commande.   
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V-7) Conclusion 

    Dans ce chapitre, une technique de commande basée sur la méthode du gradient et la 

technique des réseaux de neurones RBF a été établie pour contrôler la concentration de 

l'oxygène dissous dans un procédé de traitement des eaux usées par boues activées. 

L'efficacité de cette méthode a été évaluée par une comparaison avec une commande PI 

adaptative basée sur les réseaux de neurones RBF et un contrôleur PI classique. Une 

référence variable pour la concentration de l'oxygène dissous a été conçue. Les résultats 

indiquent que la commande proposée basée sur la méthode de gradient et les réseaux de 

neurones peut atteindre une meilleure performance. 
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Conclusion générale  

 
    Toute espèce, qu'elle soit humaine, animale ou végétale ont besoin de l'eau pour vivre, 

sinon leur existence serait impossible. Cependant, à cause du développement qu'a connu 

l'être humain dans plusieurs domaines particulièrement, dans le domaine industriel et 

agricultural, les eaux sont devenues polluées ce qui a conduit à la détérioration de 

l'environnement, l'écosystème et la santé humaine. Donc, le traitement des eaux polluées 

est devenu indispensable. 

    Le procédé le plus utilisé dans le traitement des eaux usées est celui de boues activées. 

Son principe consiste à ajouter aux eaux usées des bactéries capables de se développer en 

dégradant les matières polluantes. Ces bactéries ont besoin de l'oxygène dissous dans 

cette opération de dégradation. Donc, la présence de l'oxygène dissous dans un procédé 

de traitement des eaux usées par boues activées est indispensable. Donc, maintenir la 

concentration de l'oxygène dissous dans un procédé de traitement des eaux usées par 

boues activées permet aux bactéries de mieux dégrader les matières polluantes. 

    Dans cette thèse, trois techniques de commande ont été utilisées pour contrôler la 

concentration de l'oxygène dissout dans un bioréacteur de traitement des eaux usées par 

boues activées: Un régulateur PI classique, une commande PI adaptative d'une structure 

neuronale et la troisième est une combinaison entre la méthode du gradient et la technique 

des réseaux de neurones RBF. 

* Un régulateur PI: les performances d'un régulateur PI dépendent essentiellement de ses 

paramètres 𝑘𝑝  et 𝑘𝑖 , sinon le régulateur ne peut pas assurer des performances désirées. 

Malheureusement, les résultats donnés par le régulateur PI ne sont pas satisfaisants, 

surtout quand le système du traitement des eaux usées présente des perturbations (le débit 

d'eau entrant dans le bioréacteur n'est pas constant). Donc, le régulateur PI n'est pas 

capable de rejette les perturbations générées par le taux de dilution 𝐷 et la concentration 

du substrat 𝑆𝑖𝑛 . 

* Une commande PI adaptative d'une structure neuronale: cette technique de commande 
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permet d'améliorer les performances du régulateur PI, c'est-à-dire les paramètres 𝑘𝑝  et 𝑘𝑖  

vont êtres auto-ajustés en permanence grâce à la technique des réseaux de neurones. Les 

résultats donnés par cette commande adaptative sont satisfaisants. 

* Une commande basée sur la méthode de descente du gradient et les réseaux de 

neurones: cette technique de commande proposée est une commande adaptative qui 

permet de changer ses paramètres grâce à la technique des réseaux de neurones. Les 

résultats donnés par cette technique de commande sont meilleurs que ceux donnés par le 

régulateur PI classique et la commande PI adaptative. 
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Annexes: 

Les valeurs des paramètres du modèle sont données dans le tableau ci-dessous. 

Description Paramètres Unités Valeurs 

Facteur de rendement de la biomasse 𝑌 - 0.65 

Taux de la croissance maximale de la biomasse 𝜇𝑚𝑎𝑥  ℎ−1 0.15 

Coefficient de demi-saturation de la biomasse  𝑘𝑆 𝑚𝑔. 𝑙−1 100 

Coefficient de demi-saturation d'oxygène 𝑘𝐷𝑂  𝑚𝑔. 𝑙−1 2 

Concentration maximale de l'oxygène 𝐷𝑂𝑚𝑎𝑥  𝑚𝑔. 𝑙−1 10 

Coefficient constant  𝐾0 - 0.5 

Taux de transfert de l'oxygène 𝛼 - 0.018 

Taux de recyclage de la biomasse 𝑟 - 0.6 

Taux d'excès de la biomasse 𝛽 - 0.2 

Concentration du substrat entrante 𝑆𝑖𝑛  𝑚𝑔. 𝑙−1 200 

Concentration de l'oxygène entrante 𝐷𝑂𝑖𝑛  𝑚𝑔. 𝑙−1 0.5 

Coefficient de transfert de l'oxygène 𝐾𝐿𝑎 ℎ−1 - 

Taux de dilution 𝐷 ℎ−1 - 

Taux d'aération 𝑊 𝑚3 .ℎ−1 - 

Tableau 1: Paramètres du modèle 

 

Les valeurs initiales des concentrations du modèle sont données dans le tableau ci-

dessous. 

Concentrations Symboles Unités Valeurs 

Concentration de la biomasse 𝑋 𝑚𝑔. 𝑙−1 88 

Concentration du substrat 𝑆 𝑚𝑔. 𝑙−1 20 

Concentration de l'oxygène dissous 𝐷𝑂 𝑚𝑔. 𝑙−1 4 

Concentration de la biomasse recyclée 𝑋𝑟  𝑚𝑔. 𝑙−1 320 

Tableau 2: Valeurs initiales 
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