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Introduction

La mécanique quantique, c’est-a-dire la théorie fondamentale des phénomeénes de base dans
le monde microscopique, a été formulée rigoureusement du point de vue mathématique pour
vouloir 'appliquer dans toutes les branches de la physique. Ces formulations sont appelées
postulats fondamentaux de la mécanique quantique et sont énoncées comme

Premier Postulat : Description d’un systéme physique

A un instant ¢, fixe, ’état d’un systéme physique est défini par |p(ty)) € € ou € a la
structure d’un espace vectoriel.

I1 en découle le principe de superposition tel que : |p;) € € et |p,) € € donc |¢,) + |@,) € €.

Deuxieme Postulat : Description des quantités physiques

A toute grandeur physique mesurable A est associé un opérateur hermitique A agissant
dans ¢ ; cet opérateur est une observable.

Troisiéme Postulat : Mesure des quantités physiques

La mesure d’une grandeur physique A ne peut donner comme résultat qu'une des valeurs
propres de 'observable A (qui est un opérateur hermitique). Alors :

e Une mesure de A donnera toujours une valeur réelle puisque A est hermitique;

e Si le spectre de A est discret (nombre de valeurs propres discret), les résultats de la
mesure de A sont quantifiés;

e Une des valeurs propres signifie plusieurs résultats possibles pour la mesure : probabi-
liste;

e Le résultat des mesures possibles est indépendant de I’état du systeme.

Quatrieme Postulat : Probabilité de la mesure

La probabilité avec laquelle on peut trouver a, comme résultat de la mesure de A, noté
P (a,), dépend de I'état du systéme physique [¢). L’état du systéme physique apres la mesure

est la projection normée de [1)) sur |u,)

|¢> = ch |un> ) <<¢ |¢> = 1) ) (1)

n

ou |u,) est un état propre de 'observable A associé a la valeur propre a,,

Alun) = an [un), (2)
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la probabilité P (a,) d’obtenir la valeur propre non dégénérée a,

P (an) = [(un| ¥)I" (3)

avec

(un| ¥) = (un

}:%M>:%, (@)

m

tel que la probabilité de mesure P (a,) est égale a
P (a,) = lea]. (5)

Cinquiéme Postulat :
Si le systéme était initialement dans 1’état 1)), et si le résultat de la mesure de A est a,,
alors immédiatement aprés la mesure, le systeme se trouve dans 1’état projeté sur le sous-espace

de la valeur propre a,

Palv)
VITP.10)

Sizieme Postulat : Equation d’évolution

(6)

L’évolution temporelle du vecteur d’état |W(t)) est régie par ’équation d’évolution

L d
th— V() = H{t) [¥(2)), (7)

ou H(t) est 'opérateur Hamiltonien.
La mécanique quantique usuelle est généralement dotée d’'un Hamiltonien auto-adjoint
(i.e. H = H™") et est étudiée dans 'espace de Hilbert H avec la définition naturelle du produit

scalaire
@0 = [ 6@ (®)

d’ou I'adjoint d’un Hamiltonien H est défini comme

(H*o|v) = (o] H). (9)

L’hermiticité de 'opérateur Hamiltonien, dans l’espace de Hilbert, assure naturellement les
propriétés fondamentales de la mécanique quantique a savoir

e Les valeurs propres d’énergie sont réelles, c’est-a-dire £ = E*,



Introduction 8

e Les fonctions propres de ’Hamiltonien forment un ensemble complet de fonctions ortho-

normees,

> ) (] = 1, (10)
(Wl V) = Srun (11)

e Les normes des fonctions propres sont toujours définies positives et conduisent a une
interprétation probabiliste valide du systeme;

e L’évolution temporelle est unitaire,

(WO 9(t)) = (L(0)] ¥(0)) . (12)
en effet, en écrivant
¥ (@) = U@) [4(0)) (13)
en injectant |1 (t)) dans 1’équation (7), on trouve
U [9(0)) = HOU () [0(0) (14)

d’ot on obtient

U(t) = e n . (15)

L’équation (12) est vérifiée lorsque H = H™
UU*(t) =U"(t)U(t) = 1. (16)

Lorsque I'Hamiltonien n’est pas auto-adjoint (i.e. H # H™), 'opérateur d’évolution U (¢)
n’est plus unitaire et dans ce cas 1a, I'interprétation probabiliste n’est pas valide sauf si
on considere la base bi-orthonormée.

Néanmoins, en 1998, Bender et ses collaborateurs ont trouvé une certaine classe des Ha-
miltoniens non-hermitiques possédants un spectre réel discret [1]. La réalité du spectre est une
conséquence directe de la symétrie P7 non-brisée. On désigne respectivement par P et 7 les
opérateurs de parité et de renversement du sens du temps et on note que ces deux opérateurs
commutent entre eux soit [P, 7] = 0. Le produit de ces deux transformations notée par P7 est

la transformation parité-temps. Il est facile de se convaincre que P2 =1, 72 =1 et (73’2')2 =1.
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Les lois de transformations de la position z, de 'impulsion p et du nombre imaginaire ¢, sont

successivement données par

en plus, quelques auteurs adoptent le changement t — —t sous 'action de 'opérateur 7 [2, 3,

4,5, 6, 7]. L’opérateur P7T est étant anti-linéaire alors l'invariance par P7

[H,PT] =0, (19)
n’implique pas que les deux opérateurs H et P7 ont des états propres simultanés. Il peut y
avoir deux possibilités

i. si les états propres de I’Hamiltonien H ne sont pas des états propres de 'opérateur P7T

Hg,) = Enltbn) s PT [,) # Anlthn) (20)

le spectre paurrait étre complexe ainsi on dit que la P7 symétrie est brisée ou bien

spontanément brisée.

ii. si lopérateur H et 'opérateur P7 admettent les mémes états propres

les valeurs propres sont réelles et on dit que la P7 symétrie est non-brisée.

La transition entre la P7 symétrie non-brisée et P7 symétrie brisée ; ¢’est-a-dire les valeurs
propres réelles deviennent complexes; passe par un point appelé point exceptionnel (PE). Un
point exceptionnel d’ordre n est un point auquel les n valeurs propres et les états propres
correspondants coalescent [8, 9, 10].

Bender et al. [11], pour avoir une théorie cohérente et unitaire, ont défini le P7 produit

scalaire associé aux Hamiltoniens P7 symétriques comme

<77Z)m7¢n>’PT = (_1>n5mn7 (22)

ce qui implique que la moitié des états propres ont des normes positives et le reste ont des

normes négatives. Le probléme des normes négatives a été résolu en introduisant une symétrie
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supplémentaire C [11]. L’opérateur linéaire C dont les valeurs propres sont +1 d’ou C? = 1

commute avec 'opérateur P7T

[C,PT] =0, (23)

mais pas avec les opérateurs P et 7 séparément
C,P]#0 , [C,T]#0. (24)

A cette fin, une nouvelle structure de produit scalaire, ou le CP7T produit scalaire, est définit

comme
<¢m7 ¢7L>C’PT = 5mn . (25)

Se basant sur les travaux de Scholz [12], Mostafazadeh [13, 14, 15] a généralis¢ la PT

symétrie a la notion de pseudo-hermiticité. Un Hamiltonien H est dit pseudo-hermitique lorsque
H* =nHn™, (26)

ou lopérateur métrique est linéaire et inversible. On note par H' le conjugué hermitique de

H. Les opérateurs H et H™ satisfont respectivement aux équations au valeurs propres qui sont

HE X0 = Eyy |X0) - (28)

et leurs vecteurs propres forment une base bi-orthonormée {|v,,) , |x,)}, ¢’est-a-dire

<Xm |¢n> = Omn, (29)

ou les Hamiltoniens H et H' s’écrivent, a I'aide de la relation de fermeture,

D ) (al = D Ixa) (Wl = 1, (30)

comme suit

En outre, la pseudo-hermiticité fait correspondre I’'Hamiltonien pseudo-hermitique H & un Ha-
miltonien hermitique h

h=pHp™, (32)
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ou 'opérateur de Dyson est linéaire, inversible et borné. Si on utilise I’équation (32)on déduit

immédiatement la relation (26), en fait
pHp™ = (p™)" H*p", (33)
on multiplie respectivement a gauche par p™ et ensuite a droite par (p*)fl, on déduit donc
prpHp ™ (pt) T = H, (34)

qui implique que

n=ptp . wt=p"(p") " (35)

Il est important de noter que la transformation p permet de faire passer les vecteurs propres de

h aux vecteurs propres de H
[Pn) = plYn) - (36)

Les vecteurs propres |p,,) préservent le produit scalaire

<90m |¢n> - 5mm (37)

a partir de la relation (36) on obtient

(Ul TP 00) = (Wl n [0} = (Wl ),y = O, (38)

cette derniére relation représente le pseudo-produit scalaire (n-produit scalaire) [16, 17, 18].

Dans l'objectif d’étudier, au premier chapitre, les conditions sous lesquelles le développe-
ment présenté dans l’article de [26] aboutit & un résultat correcte et du méme coup de définir la
pseudo P7 symétrie, nous présentons la théorie quantique des invariants de Lewis et Riesenfeld
ainsi que sa généralisation aux systemes non-hermitiques dépendants du temps : Théorie des
pseudo-invariants.

Dans le second chapitre on utilise les opérateurs invariants linéaires, considérés comme des
opérateurs d’annihilation et de création, pour construire les états cohérents pseudo-bosoniques
dépendants du temps. Pour clore ce chapitre, on étudie I’Hamiltonien de Swanson non-hermitique

dépendant du temps comme un example illustratif.

Le chapitre 3 est consacré briévement a 'introduction des classifications topologiques des

sytémes non-hermitiques.



Chapitre 1

Théorie des invariants pour les
systémes non-hermitiques dépendants

du temps

Si 'Hamiltonien H(t) dépend du temps, il est généralement difficile de résoudre ’équation

de Schrodinger associée

iho, |V (t)) = H (t) |V(t)), (1.1)

Il est nécessaire d’utiliser des approximations telle que : la théorie des perturbations dépen-
dante du temps , 'approximation soudaine , I’approximation adiabatique ou aussi la méthode
des invariants de Lewis et Riesenfeld [24].

Récemment, deux méthodes ont eu un intérét considérable que ce soit sur le plan théorique
ou expérimental, & savoir I’approximation adiabatique reposant sur le théoréme adiabatique et
la théorie des invariants de Lewis et Riesenfeld [24]. L’importance des deux méthodes vient du
fait que le probléme (1.1) se réduit & un probléme de calcul de phases.

La théorie des invariants a été introduite pour la premiére fois par Lewis et Riesenfeld [24]
pour I’étude de I'oscillateur harmonique avec une fréquence dépendante du temps et la particule

dans un champ électromagnétique dépendant du temps.
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1.1 Théorie quantique des invariants

La théorie des invariants de Lewis et Riesenfeld [24] permet d’exprimer les solutions de
I’équation de Schrodinger des systémes quantiques décrits par des Hamiltoniens hermitiques
dépendants explicitement du temps en fonction des états propres de l'invariant hermitique
multiplié par une phase, ou il suffit de trouver la forme explicite de 'opérateur invariant et
les phases associées a I’évolution. L’opérateur invariant hermitique I(¢) vérifiant I’équation de
Von-Neuman

ar(t) _9I(t) , 1

a ot | ih

Nous constatons que I’action de 'invariant sur un vecteur d’état |¥) solution de I’équation de

[L(t), H(t)] = 0. (1.2)

Schrodinger (7) est aussi solution de I’équation Schrodinger suivante

0

tho, (1) [0 (1)) = H(t) (1) [¥(2))) .- (1.3)

L’opérateur invariant I(t) est supposé admettre un ensemble d’états propres |¢)\k>

]<t) |¢A,k(t)> = A ‘%,k(t» ) (1~4)

qui lui correspondent des valeurs propres A, ou k représente tous les autres nombres quantiques
nécessaire spécifiant les états propres de I(t) (car cet opérateur peut avoir un spectre dégéneéré).

Ces fonctions propres sont supposées orthonormées

<¢)\’,k’ (t)| ¢A,k(t)> = O\ 2O - (1.5)

En vertu de I’hermiticité de I(t), les valeurs propres A sont réelles et indépendantes du temps,

en effet, la dérivée par rapport au temps de ’équation (1.4) donne

ol 0 o\ 0
pn ‘¢A,k(t)> + Ia ‘¢>\,k<t)> = ‘¢>\,k<t>> + )\a }¢A,k<t)> ; (1.6)
multiplions ensuite & gauche par <q§/\7k, , on aura
o\ ol
2 = (00u)] 5 [on0 () (17)

La valeur moyenne de (1.2) dans les états s’écrit
. oI
ih <¢,\’,k' (t)‘ ot ‘¢)\,k(t)> + (N =) <¢,\',k' (t)‘ H |¢,\,k(t)> =0, (1.8)
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qui implique que pour X = \
<¢)\,k<t>‘ % ‘¢A,k’<t>> =0, (1.9)
d’ott on déduit que les valeurs propres sont constantes (indépendantes du temps).
Le fait que les valeurs propres A\ sont constantes permet de faire le lien entre les états
propres de I(t) et les solutions de 1’équation de Schrodinger, en effet I'équation (1.6) multiplié

a gauche par (@, (t)| donne

(= X) (O] 2 [624(00) = (Dreae ()] T [6240). (1.10)

qui, pour X # )\, permet d’écrire 1’équation (1.8) sous la forme suivante

ih Dy % |¢A,k> = <¢>\',k’} H ’¢A,k¢> : (1.11)
On aurait pu déduire immédiatement que les fonctions propres |¢, ,(t)) sont des solutions de
I’équation de Schrodinger si A = \'. Cela pourrait étre le cas si on utilisera le fait que les phases
des états stationnaires ne sont pas fixées. En effet, on peut donc trés bien multiplier ’¢/\’k(t)>

par un facteur de phase dépendant du temps :

}¢A,k<t>> = exp [ ()] |92 (1)) + (1.12)

ol v,,(t) est une fonction réelle du temps arbitrairement choisie. Ces |¢)"k(t)>a sont aussi des
états propres orthonormés de I(t) associés aux valeurs propres A. Si on choisit bien les phases
7k (t), Téquation (1.11) sera vérifice pour A = X et donc I'objectif sera atteint. Il faut juste

avoir le choix des phase 7,,(t) tel que

0

e 2 = (60,00 (i~ 1) [00a00). (113

Ce choix montre que I’équation (1.11) pour ‘¢>\7k>a est vérifite pour A = ) et les élément non
diagonaux (¢, s (t)| (iha — H) |¢x,(t)) sont identiquement nuls. Pour k = k', la phase 7,,(t)
vérifie I’équation :

Tk~ (onat0)] (ingy ) [oau0). (1.14)
La solution de I’équation de Schr('jdmger s’écrit comme une combinaison linéaire des états

propres

:ZO/\k( )exp [iy,,(t ‘gb)\k > (1.15)
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1.2 Théorie des pseudo-invariants

Dans le cas ou I"'Hamiltonien non-hermitique H(t) dépend du temps, nous supposons,
L i : , . . : .
comme en mécanique quantique conventionnelle, I'existence d’un invariant pseudo-hermitique

IPH (t) explicitement dépendant du temps vérifiant 1'équation de Von-Neumann

OIF™(t) i - py
—% =7 (177 (¢)  H(t)], (1.16)

En introduisant une métrique dépendante du temps 7(t) = p*(t)p(t) et de fagon complete-
ment analogue au cas indépendant du temps, la version temporelle de la quasi-hermiticité pour

Iinvariant est donnée cette fois ci pour 'opérateur invariant de la maniére suivante
IPHE () = n) P2 ()Y (t) < I'(t) = p(O) TP () p~ (t) = I (1), (1.17)

ot I'invariant 177 (t) est relié¢ a Popérateur invariant hermitique I"(¢) au moyen de la transfor-
mation de similarité p(t). La vertu d’un tel couple conjugué I"(t) et I”H(t) est qu’ils possédent
un spectre de valeur propre identique parce que ces deux invariants se situent dans la méme
classe de similarité. La réalité du spectre est garantie puisque I'un des invariants I"(t) est
hermitique. Cela signifie que tout opérateur invariant auto-adjoint associé a un Hamiltonien
hermitique, posséde un invariant pseudo-hermitique 17 (t) = p=1(¢)I"(t)p(t) et par conséquent

les équations aux valeurs propres correspondantes sont alors

I"(t) 16y (£)) = An | (1)) (1.18)

et
I (@) [0 (1) = Aa|on (1)), (1.19)
ou les fonctions propres |¢,, (t)) et |gz§f (t)) sont reli¢es par

(b, (£)) = p(t) |6 () (1.20)

Les fonctions propres |¢ (¢)) associées a Iinvariant pseudo-hermitique /7 (t) satisfont le

pseudo-produit scalaire

(O () |0 (1)), = (o (O] 0 (1) |60 (1)) = Smn- (1.21)
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En conclusion, les valeurs propres, les vecteurs propres de 'opérateur invariant 77 (t) ainsi
que leurs évolutions peuvent étre obtenues par la méme technique présentée au paragraphe
pécédent pour le cas des Hamiltoniens hermitiques dépendants explicitement du temps.

On peut vérifier que

(Wl (t)) = e O g (1)), (1.22)
est une solution de I’équation de Schrédinger ot la phase 7,,(¢) est réelle et satisfait a I’équation

dry,(t)
dt

= (ol ) |ingy — #10)| Joll(0). (129

La solution générale de I’équation de Schrodinger associée & un Hamiltonien non-hermitique

H(t) dépendant du temps est comme suit
(U (1)) =3 Cre™ W |l (2)) (1.24)

ou les coeflicients C,, = <gan(O)‘ n(0) ‘\IIH (0)) sont indépendants du temps.

1.3 P7 et pseudo-P7 symétrie par ’approche des inva-
riants

L’application de la notion des invariants aux systémes P7 symétriques dépendants du
temps [25, 26] a conduit a des résultats erronés qu’on corrigera dans ce qui suit :
L’idée est de chercher pour un Hamiltonien P7 symétrique, un opérateur P7 symétrique

dépendant du temps I(t) vérifiant

dl oI 1
%ZEJFE[[’H]:O’ (1.25)
et
It)PT = (PT) I(t) (PT) = I(1). (1.26)

L’invariant /() posséde un ensemble complet d’états propres orthonormés et satisfait I’équation

aux valeurs propres

L(t) [pA(1)) = Aloa(t)) (1.27)
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(D () [6A(E))pr = 02xa, (1.28)

ou ) = +1. En effectuant une transformation de réflexion espace-temps (transformation P7T)
sur I’équation aux valeurs propres (1.27), on vérifie facilement que A = A\* de sorte que les

valeurs propres A sont réelles. En suivant les mémes étapes décrites précédement, on différencie

I'équation (1.27) par rapport au temps et on fait le produit scalaire avec 1’état <¢§I,(t) ,IOUS
obtenons
oI o\ , 0
(Ex Ol 57 0x(0)pr = 57 (Ox (1) [Dx()pr + (A = X) (b ()] 5 1028} pr - (1.29)

Maintenant, en multipliant le coté gauche de (1.25) avec 'état |¢,(t)) et le projetant sur I’état

(¢ (t)], nous constatons que

(o (1)] % [0A()pr = 1 (X' = X) (x (D) H [§(1))pr » (1.30)

alors, en prenant A = X" on trouve que (¢,(t)| 01/0t |$5(t))py = 0. En substituant ce résultat
dans I’équation (1.29), nous obtenons que les valeurs propres de I'invariant sont indépendantes
du temps, c’est-a-dire O\/0t = 0.

Nous procédons a I’étude de la connexion entre les états propres de I'opérateur invariant
I(t) et les solutions de ’équation de Schrodinger dépendante du temps. En utilisant le fait que
les valeurs propres de invariant sont des constantes, nous combinons les équations. (1.29) et

(1.30) pour obtenir

§= ) Gy (0] g 10x Oy = (= X) (oD H [6,(0)pr (1.31)

pour A\ # X

, 0

H{ox(®)] 55 1021} pr = (Ox (O H [65(t))pr - (1.32)
On note que cette derniére équation n’est pas valable pour A = X'. La transformation |¢, (t)) —

[9A(1)), = e |p, (1)) permet d’écrire 'équation (1.31) sous la forme

Dl — (o0 (i~ ) a0 (1.33)

o p,(t) est une fonction réelle dépendante du temps. La constante o) du coté gauche sera

annulée par celle qui apparaitra du coté droit de I'éq. (1.33). Les nouveaux états |¢,(t)), sont
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toujours des états propres de I(t) et P7 . De plus, si p, satisfait ’équation (1.33) alors I’équation
(1.32) est valable pour A\ # A ainsi que pour A = \'. On peut alors déduire que les nouveaux
états |, (t)) ., satisfont I'équation de Schrodinger dépendante du temps. Par conséquent, la
solution de I’équation de Schréodinger dépendante du temps gouvernée par un Hamiltonien

non-hermitique posséde une P7 symeétrie peut étre écrite comme

() py = i;iqe“wﬂ—@/?) (A2 pr (1.34)

ot les ¢, sont des coefficients indépendants du temps. Le facteur de phase introduit e */? dans
I’équation (1.34) garantit que les états propres de P7 ont la valeur propre 1. Il est important
de mentionner que les équations (1.33) et (1.34) différent des équations (15) et (16) de [24] par
la présence, respectivement, des termes o et e /2,

Pedrosa et al. [26] ont appliqué cette méthode pour I'étude de loscillateur forcé non-

hermitique dépendant du temps et P7 symétrique. L’Hamiltonien dépendant du temps pour

ce systéme est donné par
p® 1 20\,2 | 5
H(t) = Im(t) + im(t)w (t)z* +in(t)x, (1.35)
ol z et p sont des conjugués canoniques ([z, p| = ih), les fonctions réelles dépendantes du temps
m(t), w(t) et n(t) représentent, respectivement, la masse, la fréquence et la force externe et 7 est
un nombre imaginaire. Du fait que ’'Hamiltonien (1.35) est P7 symétrique, c’est-a-dire qu’il

satisfait

HPT(t) = (PT)H(t) (PT)™" = H(t), (1.36)

cette deniére condition implique que les parameétres m(t), w?(t) et n(t) sont symétriques sous

laction de 'opérateur P7, i.e.
w(t) = w'(-t), (1.37)

Pedrosa et al. [26] ont cherché un opérateur linéaire non-hermitique dépendant du temps ()

satisfaisant les conditions (1.25) et (1.26) et a la forme

I(t) = at)z + S(t)p + (1), (1.38)
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ou «aft), B(t) et y(t) sont des fonctions complexes dépendantes du temps & déterminer. D’un

coté, la condition d’invariance (1.25) conduit a

& = mw?B,
. o

= —— 1.39
p= -2 (1.39
¥ = 10,

cela implique

a = «

(t),t
B(t) = /0 ;(7) dr, (1.40)

(7)

W) =i | Br)n(r)dr,

il est simple de vérifier que ((t) satisfait I’équation différentielle ordinaire du second ordre

B(t) + %B(t} W) = 0. (1.41)
De l’autre coté, la condition de P7 symétrie (1.26) implique

aft) = —a’(=t),

B(t) = B (—1), (1.42)
V() =" (=1),
ce qui est équivalent &
a(t) = —a’ (1),
B(t) = =B*(1), (1.43)
V() =~"(1),

il est facile d’observer que «(t) est un nombre purement imaginaire de sorte qu’il peut s’écrire
a(t) = da(t), ou a(t) est une fonction réelle et symétrique. Les expressions ci-dessus, (1.40),

peuvent s’écrire

dr, (1.44)
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la solution de ’équation aux valeurs propres de 'opérateur invariant

(att)e = 5005 +(0) ) o8/ @.1)) = Aofl (2.0, (149

donne

by (,1) = Qﬁgg ok { ; ;(t) {(A — (1) T — @xz} } . (1.46)

Afin de vérifier le P7 produit scalaire, il faut tout d’abord calculer I’action de 'opérateur P7T

sur les fonctions propres ¢, (z,t)

PTorot) = (- —0) = 2o { s [ = (o) () - 002},
(14

7)

les équations (1.42) impliquent que P7 ¢, (x,t) = ¢,(x,t), c’est a dire que les fonctions ¢, (z, t)
qui sont des fonctions propres de 'opérateur invariant I(t), sont aussi des fonctions propres de
Popérateur P7T. Cependant, le P7 produit scalaire est
dz ol (2t £ = [ dae X227 L[()‘ A,_2t> a t2]
[ dedkT @ tjontot) = [ drf i e { s [( X) = 29(0) 0 = ata?] ]
£ 030 (N = N). (1.48)

Ainsi, les fonctions propres ¢, (z,t) ne sont pas normalisées avec la fonction delta de Dirac qui
contredit ce que Pedrosa et al. [26] ont prétendu. Pour rétablir la condition de normalisation,
nous introduisons [27] le concept de la symétrie pseudo-parité-temps (pseudo-P7T symétrie).
Dans ce nouveau concept, la condition de P7 symétrie (1.26) est remplacée par la condition

suivante

(PT)I(t) (PT) " =I*(1), (1.49)

qui relie I'invariant non-hermitique 7(¢) a son conjugué hermitique I (t). A cette fin, le conjugué

hermitique de I(t) (1.38) est
IT(t) = a"(t)z + B°(t)p + 7" (1), (1.50)
dont les fonctions propres sont obtenues sous la forme

(o t) = \/ﬁexp{#@ {(A—’y*(t))x— O‘T(t)a;?} } (151)
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L’utilisation de la condition de pseudo-P7 symétrie (1.49) donne dans ce cas

Br(t) = (1), (1.52)

on peut facilement vérifier la relation suivante
PTos(x,1) = 6 (2,1). (1.53)

Maintenant, le produit scalaire est donné comme

(o .0 onan) = iz [ doep | (0= ).
_ Wjﬁ o / dz exp [% (A — A) x] , (1.54)

ou A = ﬁ est un parameétre complexe. Par conséquent, ce produit scalaire est normalisé avec
la fonction delta de Dirac généralisée [28]
I+ 1 /
(05 (@.0)| a2 1)) = —e=0 (A= ). (1.55)
B(t)
En conclusion et aprés avoir présenté la méthode des invariants pseudo-P7 symétriques, nous
soulignons que 'utilisation de la théorie des pseudo-invariants [20, 21, 22, 23] pour étudier les

systémes non-hermitiques dépendants du temps est plus appropriée.



Chapitre 2

Etats cohérents pseudo-bosoniques

2.1 Définition des états cohérents

Les états propres |n) de 'Hamiltonien ne sont pas trés utiles pour faire le lien avec la
théorie classique de loscillateur harmonique. A cette fin, on introduit de nouveaux états |a),
appelés états cohérents, et qui sont non seulement états propres de 'opérateur d’annihilation

G = a, mais une superposition de tous les états propres |n) de I’'Hamiltonien A :
ala) =ala), (2.1)
oll v est un parametre complexe. Les états cohérents normalisés |a) sont donnés par

f: i In) | (2.2)

ces états constituent 1’outil de base de la correspondance entre théorie classique et théorie

quantique du rayonnement électromagnétique. Ils ont été inventés par Schrédinger en 1926 [19]
et réintroduits par Glauber [29] dans les années 1960. Ils jouent un role important en optique
quantique (étude des propriétés quantiques de la lumiére). Il n’est pas & priori évident que a,
qui n’est pas hermitique, ait des vecteurs propres, et encore moins, que ceux-ci appartiennent
a lespace de Hilbert H. On montrera par exemple que dans les états |a), les valeurs moyennes
des opérateurs positions = et impulsions p ont des propriétés aussi voisines que possibles des
valeurs classiques de la position z.(t) et 'impulsion p.(t). On vérifie sans peine que |a) (2.2)

est vecteur propre de a .
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—|af?
La forme de la norme ag = e 2~ de I’équation (2.2) montre que 1’état fondamental est une

gaussienne et est un état cohérent particulier car c’est aussi un état propre de I'Hamiltonien
h. Les autres états ne le sont pas puisqu’ils sont des superpositions des vecteurs propres de
I'oscillateur harmonique. D’autre part,

_1B1% o

(Blay = ez =27
, . la—pB|?
M) e==—=— £, (2.3)

Ainsi, bien que |a) et |5) soient deux vecteurs propres de a avec des valeurs propres diffé-
rentes, ils ne sont pas orthogonaux parce que a n’est pas hermitique. Le recouvrement de ces

états cohérents diminue rapidement avec la distance |« — /). Une mesure de cette distance est
(Bl = e7loo1", (2.4)
Les états cohérents forment une base surcompléte

%/m) (o] da =1, (2.5)

ainsi, les éléments diagonaux (| O |«) suffisent a définir complétement un opérateur O.
La relation (2.2) se met sous une forme plus élégante grace a la relation a [0) = 0 qui

conduit &4 e=*"*|0) = 0, et par suite
@) = D (a)[0), (2.6)

avec ’opérateur déplacement
D(a) =exp (a a® — a’a), (2.7)
d’apres la formule de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH),

l'opérateur D(«) s’écrit

|2

D(a)=e 7 e %" (2.9)

la relation (2.6) signifie que les états cohérents sont donc obtenus par le déplacement du vide

0).
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Enoncons quelques propriétés remarquables de D («) :
e D(0) =1

e L’opérateur D («) est unitaire
DY (a)=D(-a)=[D ()] ", (2.10)
DY (a)D(a) =D (a) D" (o) = 1. (2.11)
e Daction de 'opérateur D («) sur a et at conduit &
Dt (a)aD (a) = a+ «a, (2.12)

Dt (a)a™D(a) =at +a”. (2.13)

Enfin, on peut aussi définir les états cohérents de l'oscillateur harmonique comme étant
des états qui minimisent la relation d’incertitude d’Heisenberg AxzAp > % Ces différentes
définitions des états cohérents de ’oscillateur harmonique ont été pleinement étudiées dans la

littérature [19, 29, 30, 31, 32, 33, 34].

2.2 Evolution d’un état cohérent
Etant donné que d’aprés le postulat d’évolution d’un systéme,
In,t) = e ™ |n) = e’i(’”%)‘”t, (2.14)

on déduit de (2.2) que 'évolué de 'état cohérent |a) s’écrit

iy 1O S [a(0)e 1"
2972 " n). 2.15
N ) (2.15)

Nous constatons qu’un état cohérent reste toujours vecteur propre de a au cours du temps

la, t) = e

n=0

avec la valeur propre a(t) = a(0)e™™". Les états |a,t) et |a) sont physiquement indiscernables

puisque |a(t)|* = |a|’. D’ou le terme état cohérent.
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2.3 Etats cohérents généralisés : approche des invariants
linéaires

En introduisant des opérateurs invariants linéaires en ¢ et p et non-hermitiques [35, 36, 37,
38, 39, 40, 41]
A(t) = f(t)g +ig(t)p, (2.16)

A*(t) = f*(t)g — ig*(t)p, (2.17)

vérifiant la relation (1.16), ou f(¢) et g(¢) sont des fonctions complexes dépendantes du temps
t. On peut définir des états cohérents généralisés sur la base des opérateurs invariants A(t) et
A™(t) considérés comme des opérateurs d’annihilation et de création obeissant a la relation de

commutation

[A(t), AT ()] = I. (2.18)

Exploitons néanmoins cette idée et, faute de mieux, intéressons nous aux états propres de A(t).
Soit o I'une de ces valeurs propres constante et |« t) le ket propre correspondant. Autrement
dit

A(t) o, t) = ala,t) . (2.19)
Ces états propres de l'opérateur d’annihilation A(t) sont appelés états cohérents généralisés.
Déterminer le ket |« t), c’est trouver son développement sur une base de I’espace des états, par
exemple ensemble des kets propres de base de I'espace de Fock du nombre N = A™*(¢)A(t).

Enfin, I’état cohérent |« t) s’obtient aussi a ’aide de 'action d’un opérateur déplacement
D(a,t) = exp [aA*(t) — a*A(t)], (2.20)
sur I’état du vide |0, ¢) définit par A(t)(0,t) = 0, tel que

o, t) = D(a, 1) [0, 1) . (2.21)

Notons que ces états cohérents généralisés vérifient les mémes propriétés que ceux introduits

au paragraphes précédent.
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2.4 Opérateurs d’annihilation et de création pseudo -
bosoniques

Les pseudo bosons résultent de ’extension pseudo-hermitique des relations de commutation
des bosons usuels [42, 43, 44, 45, 46]. Un formalisme général de la définition des pseudo-bosons

est donné ci-dessous.

On va considérer deux opérateurs A (t) et A(t), opérateurs d’annihilation et de créa-
tion pseudo-bosoniques respectivement, comme étant des opérateurs invariants dépendants du
temps associés & ’'Hamiltonien dépendant du temps H (t). On considére aussi deux opérateurs
d’annihilation et de création pseudo-bosoniques A* (t) et A (), respectivement, comme des
opérateurs invariants associés & H (t). Dans ce cas, 'opérateur métrique 7 (¢) dépend du temps

et permet de relier les opérateurs invariants de H (t) a ceux de H* (t) via la relation suivante

A)=n"OA On@) . A =n"O)A [@)n(). (2.22)

Les invariants pseudo-bosoniques A (t), A (t), A* (t) et At (t) vérifient la condition d’invariance

(1.25)

220 itaw ), (2.23)
a’gt@ = i[A(t),H@1)], (2.24)
Mgt(t) = i[AY () HT (1), (2.25)
a/gt(t) = P [AT (), HY (1) (2.26)
et les relations de commutations
[A@t) ,A(t)] = [AT(t) ,AT ()] =1. (2.27)

et par conséquent, les états du vide [t)y(t)) et |@y(t)) des opérateurs A (t) et A*(t), respective-

ment, sont liés comme

6,(1)) =1 ()]1,®). (2.28)

0
Les deux opérateurs A (t) et AT (t) servent & la construction des états pseudo-cohérents dépen-

dants du temps |¢_(t)) et !qﬁa (t)) de la maniére suivante
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(i) v, (1)) (J¢,(t))) sont des états propres de Popérateur A(t) (AT (t))
At) |9, (1) = av, (1)), (2.29)

A*(t) |, (1) = a|o (1)) (2.30)
avec la valeur propre o qui est un parameétre complex independant du temps.

(i) les états |¢_(t)) (|0, (t))) peuvent également étre obtenus a partir de action de 'opéra-
teur de déplacement D (a,t) (D" (v, t)) sur les états |1,(t)) (|¢o(t))) comme

[v,(8)) = D" (a, 1) [¢(t)) (2.31)

|6, () = D" (a,t) |6o(1)) - (2.32)

L’opérateur D" (a,t) est le pseudo-adjoint de Popérateur de déplacement D (v, t)

D (a,t) = exp(aA(t) — a* A(t)) (2.33)
et peut étre obtenu & partir de la relation
D" (a,t) = n(t) D" (o, )y (8), (2.34)

comme

D" (o, 1) = exp(AT (t) — a* AT (1)). (2.35)

Il est évident de noter, de la méme maniére que les propriétés (2.3-2.5), que lorsque (14 (t) [n(t) | 1o (t)) =

1, on obtient la condition de normalisation

(Va(t) ()| ¥a(t)) = 1, (2.36)

et la résolution de l'identité

= / 0(t) [a(1)) (0a(t)] dodes = T (237)

(e
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2.5 Application : Hamiltonien de Swanson non-hermitique
dépendant du temps

Nous allons traiter un exemple trés étudié dans la littérature [47, 48, 49, 50| en utilisant la
théorie des invariants pseudo-bosoniques : l'oscillateur de Swanson généralisé. En effet, consi-
dérons I"'Hamiltonien de Swanson non-hermitique avec des coefficients dépendants du temps
[51]

H(O) = wlt) (% + 5) + 500 4200, (2.38)

ou w(t), B(t) et y(t)) sont des paramétres complexes dépendants du temps.
Supposons que l'opérateur invariant pseudo-bosonique A (t) s’écrit sous la forme linéaire

en a et a® suivante

A(t) = 61(t)a + d2(t)a™ + d3(1), (2.39)

ou les parameétres d1(t), da(t) et d3(t) sont réels et dépendants du temps. L'invariant (2.39)
est évidemment non-hermitique lorsque 61 (t) # da(t). Cette fois-ci les parametres de 7 (¢) sont

dépendants du temps. Ainsi on choisit 7 (¢) sous la forme suivante [21, 22, 51|
1
00 = |2 (e (Tt ) +ua+u 00} .
1 +2 1 + 1 1 2
= exp §z9+ (t)a™ | exp ilnﬁo (t)a"a+ 5 )| exp 519, (t)a“|, (2.40)

ou les coefficients dépendants du temps sont

2(2u*) sinh 0

Oy (t) = = —Ce ¥
+ () fooshf —2esmnd ¢

9 -2
Yo (t) = (COShQ - gﬁ sinhé’) = -y, 0=2/e—4|u (2.41)

2(2) sinh 0
@ cosh O — 26 sinh 0
cosh 6 —|— € sinh 0

" coshf — smh 0

Ce-i-up

En utilisant les transformations suivantes

exp [%19_a2] a exp [—%19_@2} = a, (2.42)
exp [391a™? aexp [—301a?] =a — VU at,
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exp [2Indg (aTa+ 1)] aexp [-1Indy (aTa+1)] =

R
o

(2.43)
exp [391a?] aTexp [-10.a™?] = aT,
on déduit
-1 - 1 (4_ +
DO () = o 0.0), o

n(t)atn' (t) = Z=lad- — xa'].
L’opérateur A(t) (2.39) est une intégrale du mouvement s’il satisfait la condition d’invariance
(2.23), ce qui conduit a
01 (t) =i (wdy (t) — 2305 (1)),
by (1) =7 (2701 (t) — wds (1)), (2.45)
b5 (t) = 0.

On pose 6§53 (t) = 0. En exprimant les parameétres de H(t) sous la forme suivante

w = |w|exp(ig,),
B = |Blexp(igg), (2.46)
7= Iyl exp(ig,),

puis en séparant Eq. (2.45) en partie réelle et partie imaginaire, nous trouvons les équations

couplées suivantes pour les parameétres d1(t) et d2(t)

61 |w| cos @, — 262 | 3] cos s = 0, (2.47)
201 |y| cos @, — dg |w|cos g, = 0, (2.48)
51(8) = exp [l cos(io,)tan(iy) — tan(, )Nt (2.49)
do(t) = exp/ |w| cos(g,,)[tan(p,,) — tan(p,)]dt". (2.50)

L’opérateur création A(t) sera déterminé a partir de la relation de la pseudo-hermiticité (2.22)

et a la forme suivante

At) = \/Lﬁ_o 161 () + 9405 ()] a* + \/%9_0 =081 (£) — X0 ()] a. (2.51)

Sachant que les opérateurs A (t) et A(t) sont, par hypothése (2.27), des opérateurs d’annihilation

et de création, cela conduit a

03 (£) + x5 (1) + (V4 +0-) 81 (£) 62 (1) = /o, (2.52)
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en substituant Eq.(2.51) dans Eq.(2.24) et utilisant Eqs.(2.47) et (2.48), on obtient 1'équation

suivante

Do
20,

= 2(67 + x63) |w|sin ¢, — 4¢ cos ¢ [85 |y|sin g, + 65 | B] sin ] . (2.53)

(X85 — 03) = — 03X

Par conséquent, la métrique sera déterminée a partir des Eqs.(2.49), (2.50) et (2.52) ainsi
que de la solution de (2.53) et les coefficients dépendants du temps de ’Hamiltonien de départ
(2.38).

En exprimant les opérateurs a et a* en fonction de x et p

! t = L T —1
a= E(I—Hp) et a —\/5( D), (2.54)
on trouve les invariants A (t) et A(t) qui s’écrivent sous une forme linéaire
A(t)=f(t)z+ig@)p, (2.55)
A(t) = f(t)e —ig(t) p, (2.56)
£0) = 250620+ 5 (1), 5
g(t) = 5[5, (1) — 6 (1),
et
F(t) = 75 [(1=9-) 01 (1) + (94 — x) 2 (1)], (2.58)

(t) = 25z (L4 0-) 61 (8) + (94 + x) 62 (¢)],

on remarque que les fonctions f (t) et g () sont réelles, tandis que f (¢) et § (¢) sont complexes.

Nl

La contrainte (2.52) se traduit par la forme suivante

F@FE) + () f(£) = 1. (2.59)

Pour construire les états cohérents, il faudrait déterminer les états du vide associés a A(t) et a

A*(t) en résolvant les équations aux valeurs propres
At)o(z,t) =0, (2.60)

AF(t) (2, 1) = 0, (2.61)
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qui donnent

(ot N [,
o= (saram) = |5 (262
et L ~
onto ) = 1000.0) = (G ) e [— - ] 7 (2.6
notons que ces états sont normalisés
(o, 2) In(t) [ (2, 1)) = / Go(, t)o(x, t)d = 1. (2.64)

Comme indiqué ci-dessus, nous construisons les états propres de A(t) et A* () en appliquant
I'opérateur de déplacement sur les états 1,(x,t) et ¢y(z,t), respectivement. Par conséquent, en

exprimant les opérateurs de déplacement en termes de

7=9A+ g4, (2.65)
ip=[fA—-[fA,
on trouve
D(a,t) = exp[i((p), z — (z), p)]
= exp (= ), (0, ) e (10, 2) exp (=i e, ). (2.66)
D (a,0) = exp (3 (0 03} ) exp (4 )y) exp (i () ). (2.67)
ou
(), = (¥.|nx|Y,)=ag+a'y, (2.68)
ilp), = i(¥|wle,)=af —a'f, (2.69)
Les états cohérents sont obtenus a ’aide des Egs. (2.31) et (2.32)
(2 [ 2
Y, (x,t) = (%> D7 (a, t) exp {—%x ] ) (2.70)
Oo(z,t) = <2771§*g) ! D" (a,t) exp [— ggiﬁ] ) (2.71)

et ont la forme

bulest) = (o) e [ 0 o | e |10, 0= L (e - 0,)] )
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dunt) = (

La structure des deux derniéres formules sont les mémes que les états cohérents bosoniques

29

— }leXp —£<p>2<x>,§ exp [i(p), T — f z — (z) 2l (2.73)
2mg g) { 2 ] [ ( )]

dans le cas hermitique, mais les propriétés des opérateurs de déplacement D(a,t) (D" (a,t))
et ¥ (x,t) (¢, (z,t)) sont differentes. Notez que D(a,t) (D" (a,t)) ne sont pas unitaires et

par conséquent ¥ (x,t) (¢,(x,t)) ne sont pas normalisés, mais pseudo-normalisés

/wm xtdaz-/gbazt Sz, )de = 1. (2.74)

Pour ce systéme, la phase (1.23) est donnée par

P = / (e () (i) — H(1) 0, (. 1)) d = / 672, 8) (10, — H(8)) o(z.1)] dz.  (2.75)

En exprimant I’'Hamiltonien H () en fonction de = et p
1 1 )
H(t) = 5(w=B=7p"+5 (5 ) (@p +pr) + 5w+ B +7)a”, (2.76)

ensuite, apres des calculs simples, on peut obtenir les expressions

[0 0O w0 = S = 5 =) (), + 5+ 5+) (52,
50|t @, e em

4 qq 2

(8 =) (), (o), + <f = fg) (Ax)?, (2.78)

z/¢;(m,t)at¢ (2, t)de = —~ (gg”’g) F ot B+ ) @)+ %(w ~ 8= )]

ou

(t), = (w—=>5=7) ), +i6—7)(z),, (2.79)
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enfin, aprés quelques simplifications on obtient la phase

o SIS0 gy ot (3 ey
— 5@ =87 (Bp)* = 5(8 =), (2.80)
Evaluons maintenant les incertitudes
(M)’ = g (2.81)
(Ap)* = [, (2.82)

qui sont des nombres complexes. A partir de I’équation (2.59) et aprés quelques simplifications,

nous obtenons la phase suivante
pe=-=P=7) (2.83)
499



Chapitre 3

Isolants Topologiques

3.1 Introduction

Les matériaux sont différenciés, selon leur conductivité, en deux types majeurs : les condu-
teurs et les isolants. La conductivité est déterminée a partir de la structure de la bande électro-
nique décrite par la théorie des bandes des solides. Cette théorie exploite la symétrie transla-
tionnelle du cristal pour classer les états électroniques en fonction de leur impulsion cristalline
(vecteur d’onde) k, définie dans une zone de Brillouin périodique, dont les solutions de I’équation

de Schrodinger indépendante du temps

H ) = E ), (3.1)

s’écrivent sous la forme
[©n (k) = €™ [un (k) (3.2)
ou r est 'opérateur de position, les états de Bloch |u, (k)) sont des états propres de I’'Hamiltonien
de Bloch H (k) avec H(k)|u,(k)) = E,(k)|u,(k)). Les valeurs propres E, (k) définissent des
bandes d’énergie qui forment collectivement la structure de bande, ot n est I'indice de bande. Les
isolants ont une bande de valence entiérement occupée et une bande de conduction inoccupée,
ces deux bandes sont séparées par une bande interdite (énergie de gap) qui empéche les électrons
de valence de passer a la bande de conduction. Pour les conducteurs, 'interpénétration des
bandes de valence et de conduction implique qu’il n’existe pas d’énergie de gap. Leur bande de

conduction est alors partiellement pleine.
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bande de conduction

bande de conduction
bande interdite

bande de valence

bande de valence

conducteur isolant

Figure 1 Représentation des bandes d’énergie des conducteurs et des isolants.

La découverte de 'effet Hall quantique, en 1980, a montré que la simple division en isolants
et conducteurs (métaux) n’est pas la fin de I’histoire, pas méme dans la théorie des bandes.
Dans 'effet Hall quantique, un champ magnétique puissant limite le mouvement des électrons
en volume (bulk), mais le méme champ les force dans des états de bord délocalisés sur la surface.
Un métal bidimensionnel dans un champ magnétique fort est donc un isolant en volume, mais
conducteur en surface.

Au cours des derniéres vingt années, 1’étude théorique des systémes artificiels a montré
que le champ magnétique externe n’est pas nécessaire pour qu’'un isolant ait des états de bord
conducteurs robustes : au contraire, la topologie non triviale des bandes occupées est 'ingrédient
crucial. Le nom d’isolant topologique [52, 53, 54] a été inventé pour de tels systémes, et leur étude
est devenue une branche florissante de la physique du solide dont une multitude de matériaux se
sont révélés étre des isolants topologiques tridimensionnels, les films minces et les fils quantiques
se sont révélés aussi des isolants topologiques bidimensionnels et unidimensionnels.

Ces matériaux, c’est-a-dire les isolants topologiques, ont une structure de bande de type
isolant mais des états conducteurs sur leur surface qui sont protégés par une symétrie d’inversion
temporelle. Ces états de surface relient les bandes de conduction et de valence, comme illustré

sur la Figure 2b.
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a isolant trivial b isolant topologique

bande de conduction bande de conduction

Etats de Etats de
o surface o surface
'é ‘E; Niveau de Fermi
g Niveau de Fermi g
u w
bande de valence bande de valence

0 impulsion 0 impulsion

Figure 2 Représentation schématique des niveaux d’énergie de surface d’'un
cristal en 2D ou en 3D, en fonction de I'impulsion cristalline de surface.

a, isolant conventionnel ; b, isolant topologique.

L’intense intérét pour les isolants topologiques a conduit & des résultats remarquables,
comme le "tableau périodique des isolants topologiques", qui montre que c’est la dimensionnalité
et les symétries de base d’un isolant qui décident s’il peut étre un isolant ou non.

Parmi la grande variété de modeles topologiques, le modele Su-Schrieffer-Heeger (SSH)
[55] est le modele le plus élémentaire et 'un des plus importants pour décrire la topologie des
bandes en physique de la matiére condensée. Le modéle SSH décrit des électrons sautillants sur
une chaine (réseau unidimensionnel), avec des amplitudes de saut décalées, comme le montre

la Figure 3.
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Figure 3 Géométrie du modele SSH. Les cercles pleins (vides) sont des sites sur le sous-réseau
A (B), chacun hébergeant un seul état. Les amplitudes de sauts ont décalées; le saut

intracellulaire v (lignes fines) est différent du saut intercellulaire w (lignes épaisses).

La chaine se compose de N cellules unités, chaque cellule unité hébergeant deux sites, un sur
le sous-réseau A et un sur le sous-réseau B. La cellule unité de ce réseau 1D comporte donc
un couple AB. Les sites A sont reliés a leur voisin de gauche par le coefficient tunnel w et
a leur voisin de droite par le coefficient v (et inversement pour les sites B). Les interactions
entre les électrons sont négligées, et donc la dynamique de chaque électron est décrite par un

Hamiltonien de la forme

H= I/Z (In, B) (n, Al + c.h.) + w Z_ (In+1,A) (n, B| + c.h.), (3.3)

ou |n, A) et |n, B), avec n € {1,2,..., N}, désignent I’état de la chaine o I’électron est sur la
cellule unité n, dans le site du sous-réseau A, respectivement, B, et c.h. représente le conjugué
hermitique. La base |n, A) peut également étre écrit comme |n) ® |A) .

En supposant maintenant que la chaine forme une boucle (frontiére périodique), celd nous

permet d’effectuer une transformation de Fourier

1 : ikn
)= SR, (3.4

qui permet d’écrire ’'Hamiltonien (3.3) sous la forme
H=>Y (v+we ™)k B)k Al + (v +we*) |k, A) (kB (3.5)
i

ou sous une forme compacte

H =Y |k)H(k) (K|, (3.6)

k
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avec

0 v+ we'
H(k) = . (3.7)
v+ we * 0

3.2 Invariants topologiques

On appelle un nombre entier (integer) caractérisant un Hamiltonien : un invariant topo-
logique, ou invariant adiabatique, s’il ne peut pas changer sous des déformations adiabatiques.
Deux Hamiltoniens ne sont pas adiabatiquement équivalents si leurs invariants topologiques
différent.

Les isolants topologiques se distinguent en :

» Isolants topologiques Z : caractérisés par le nombre d’enroulement (winding number) ou

le premier nombre de Chern,

» Isolants topologiques Zs : possédent un invariant Z,.

3.2.1 Nombre d’enroulement (Winding number)

La phase géométrique de Berry [56] est un élément essentiel dans I’étude des phases to-
pologiques de la matiére. Cette phase est acquise par les états propres d’un systéme évoluant
adiabatiquement dans ’espace des parametres,et elle est reliée aux états propres de I’Hamilto-
nien décrivant ce systéme.

Pour un Hamiltonien H (k) avec les valeurs propres F, (k) et les états propres |u,(k)), la

phase de Berry est definie comme suit
1
T = e PARIR, (3.8)
2m

ou

An(k) = =i {un (k)| Vi [un (k) - (3.9)

A, (k) est la connexion de Berry. Le nombre d’enroulement est donné par

w = % / " A (k) dk. (3.10)
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3.2.2 Premier nombre de Chern

L’isolant topologique est étroitement lié a I’état de ’effet Hall quantique entier, sachant que
dans l'effet Hall classique, un champ magnétique B est tourné perpendiculairement a un plan
de taille finie. Lorsque on applique un courant électrique et on considére qu'un seul électron
circule dans le plan, disons la direction y. La conductance de Hall est calculée comme le rapport

de la densité de courant au champ électrique,
Ouy =V—, (3.11)

ou v est le facteur de remplissage, e est la charge élémentaire et h est la constante de Planck.
Lorsque le champ magnétique est trés fort et la température est suffisamment basse, le facteur
v est quantifié et prend des valeurs entiéres. Ce phénomeéne est appelé effet Hall quantique
entier,

veLZ, (3.12)

le nombre quantique v, également appelé entier TKNN ou premier nombre de Chern qui a été
défini par Thouless, Kohmoto, Nightingale et den Nijs (TKNN) [57] pour expliquer la différence
entre un état de Hall quantique et un isolant ordinaire. Le nombre de Chern peut étre exprimé
a partir de la phase de Berry [56] associée aux états de Bloch |u,,(k)) comme

1
m=— [ &*kF,,, 3.13
Y 2m % (3:13)

ou la courbure de Berry F,, égale a
Fn=VxA,. (3.14)

Le nombre de Chern est un invariant topologique dans le sens qu’il ne change pas lorsque

I"'Hamiltonien varie en douceur (smoothly).

3.2.3 Invariant 7Z,

L’invariant Zy est une distinction topologique qui différencie entre les isolants pairs et
les isolants impairs. La classe paire ’0’ (qui inclut le vide) est communément appelée isolant
ordinaire ou isolant topologiquement trivial et la classe impaire "1’ est appelée isolant topolo-

gique bidimensionnel ou parfois isolant de Hall quantique de spin (QSH). La structure Zo =
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{pair;impair} nous dit ce qui se passe lorsque nous combinons différents isolants. Par exemple,
deux isolants topologiques (impairs) se combinent en un isolant ordinaire (impair + impair
= pair), mais la combinaison d’un isolant ordinaire et un autre topologique donne un isolant
topologique (pair + impair = impair).

L’invariant Z, est difficile a calculer. La définition originale de I'invariant est présentée dans
[53, 58]. Une approche tout a fait différente, robuste et calculable, utilise la matrice de diffusion
au lieu de ’Hamiltonien [59]. Une expression équivalente de I'invariant topologique Z, pour les

isolants de bande utilisant la connexion de Berry non-abélienne [60].

3.3 Classification

Dans les systémes hermitiques, la classification des isolants topologiques en dix classes
distinctes "classes AZ" qui ont été décrites a l'origine par Altland et Zirnbauer [61, 62], est
désignée par la présence ou ’absence des trois symétries discrétes; symétrie d’inversion de
temps 7, symétrie de conjugaison de charge C et la chiralité S. La définition de ces symétries

pour les systémes translationnels invariants est

TH(-K)T ' = H(k); T =+1
CH(—k)C' = —H(k); C? =41
SH(k)S™ = —H(k); S*=1. (3.15)

La symétrie chirale S sera également définie a partir de la combinaison de 7 avec C comme
S = T .C, parfois appelée symétrie de sous-réseau. Puisque 7 et C sont anti-unitaires, S est un
opérateur unitaire. Si les opérateurs 7 et C sont tous deux non nuls, alors la symétrie chirale
est présente, c’est-a-dire S? = 1. D’un autre coté, si 7 et C sont tous deux égaux a zéro, alors
S peut étre soit 0 (type A ou classe unitaire) ou 1 (type AIII ou classe unitaire chirale). En
somme, il existe 10 classes de symétrie (Tableau 1). Pour plus de détails sur les classes de

symeétrie et la classification des isolants topologiques, voir [63, 64, 65, 66, 67].
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Symétrie Dimension d
AZ T C 5 | 2 3 4 5 6 7 8
A ( ] ] 1] ¥ () Z { Z { #
ATl 0 0 l Z 0 Z 0 Z 0 Z 0
Al 1 1] ] 1] ) (1 Z { £ ?.3 A
BDI I | 1 7z 0 0 0 7 0 7y s
D 0 | 0 ) 7 0 0 0 7 0 Zs
DIl -1 1 L i Z Z 0 0 0 7 0
All -1 0 0 0 Zs s Z 0 0 0 Z
CIl -1 -1 | 7 0 Z, 7y Z 0 0 0
C 0 | 0 0 7 i 7y Zs F/ 0 0
| 1 | | [} {} £ ( s £ ) (

Tableau 1 Tableau périodique des isolants et superaconducteurs topologiques. Les dix classes de
symeétrie sont étiquetées en utilisant la notation de Altlandet Zirnbauer (AZ) et sont spécifiées
par la présence (£ 1) ou I'absence (0) des trois symétries 7, C et S. Les combinaisons de classe
de symétrie et de dimensionnalité qui supportent les invariants topologiques non triviaux sont
indiquées par le type de l'invariant topologique (Z ou Zs). Les classes qui ne prennent en charge

que les isolateurs triviaux sont désignées par 0.

Cependant, plusieurs auteurs ont récemment réparti les Hamiltoniens non-hermitiques dans
différents schémas de classification [68, 69, 70, 71, 72, 73, 74]. Aucune compréhension systéma-
tique par analogie avec le tableau périodique des isolants topologiques et des supraconducteurs
(Tableau 1) n’a été obtenue jusqu’a présent. Nous étudions [75] la classification d’une classe
d’isolants topologiques non-hermitiques en utilisant le schéma de classification AZ employé dans
le scénario hermitique et vérifions si le tableau périodique standard (Tableau 1) est toujours
valable pour cette classe de systémes; c’est-a-dire les Hamiltoniens anti-hermitiques vérifiant

H = —H*. Un Hamiltonien hermitique H (k) est donné par 'Hamiltonien générique suivant
H(k) = hy(k)oy + hy(k)o, + h.(k)o., (3.16)

ol les composantes du vecteur i = (h,(k), hy(k), h.(k)) sont des fonctions réelles et o,, 0y, 0,
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sont les matrices de Pauli définies comme

Op = , Oy = , 0, = , (3.17)
1 0 70 0 -1

en effectuant, sur les composantes de I’'Hamiltonien (3.16), les transformations suivantes
hx — ihl, hy — ihg, hz — ih3, (318)

avec hy # hy # hs sont des éléments de {h,, hy, h.} donc il y a 6 combinaisons différentes.
Eq.(3.16) devient

H(k) =ihi(k)o, +iho(k)oy, +ihs(k)o, (3.19)
on peut facilement vérifier que ’'Hamiltonien transformé H (k) est anti-hermitique. On va cal-

culer les valeurs propres de I’énergie des deux Hamiltoniens, commencant avec celles de H (k)

By =+, /b2 + 12 + B2, (3.20)

qui sont des valeurs réelles. Maintenant, I’'Hamiltonien H (k)

:

£y = Fiy\/h2+ h2+ b2, (3.21)

posséde des valeurs propres purement imaginaires. Du fait que hy # ho # hs sont des éléments

de {hy, hy, h.}, on peut exprimer la relations entres £ et £,

Ex = +iBy = £iy[h2 + h2 + 2. (3.22)

Les valeurs propres de I’énergie des deux Hamiltoniens sont identiques sauf qu’elles se produisent
dans le plan réel pour ’'Hamiltonien hermitique et dans le plan imaginaire pour I’Hamilto-
nien anti-hermitique. Revenons a I’Hamiltonien hermitique, en utilisant les coordonnées sphé-
riques (hy(k), hy(k), h.(k) = h(k) (sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, cos )) pour obtenir les vecteurs propres

de H(k), on trouve
0 0

y — sin 5 y oS 5 (3.23)
T e cos ¢ ’ T ¢ gin ¢ 7 '
2 2

on remarque que les vecteurs propres ne dépendent pas de la norme h(k). Le premier nombre
de Chern de la bande inférieure de H (k) est donné par

1 h (0oh Oh
= — —. — | k. 3.24
"Tim )y, 08 (8!@6 X&ky) (3:24)
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Notre but est de comparer les caractéristiques topologiques de 'Hamiltonien original H (k) et
de 'Hamiltonien transformé H(k) et pour cela nous utilisons le tableau périodique bien connu
des isolants topologiques pour les systémes hermitiques (Tableau 1). Puisque ’'Hamiltonien
anti-hermitique peut avoir des symétries différentes de celles de I’hermitique, les classes de
symétrie AZ du Tableau 1 s’échangent. Nous soulignons que la classe de symétrie des deux

Hamiltoniens peut également étre la méme.

3.4 Application : Hamiltonien de Su-Schrieffer-Heeger
(SSH)

Pour illustrer la discussion ci-dessus, nous considérons un réseau périodique 1D décrit par

I’Hamiltonien anti-hermitique suivant
H(k) =i(v +wcosk)o, +iwsinko, , (3.25)

ol v et w sont des nombres réels positifs. H(k) a une symeétrie chirale, S = o, , et posséde des

valeurs propres purement imaginaires

Ex = i/ (v + wetk) (v + weik). (3.26)

Pour étudier les caractéristiques topologiques, nous mappons cet Hamiltonien en un Hamilto-
nien hermitique et examinons ensuite le Tableau 1 afin de déterminer leurs classes topologiques.

Introduisons les transformations suivantes
h, — —ih, et hy — —ih,, (3.27)
pour obtenir ’'Hamiltonien hermitique Su-Schrieffer-Heeger (SSH) sous la forme
H(k) = (v +wcosk)o, +wsinko, . (3.28)

Il est facile de voir que la symeétrie chirale de ’Hamiltonien anti-hermitique SSH (3.25) reste
intacte sous les transformations ci-dessus (3.27). Les opérateurs de chiralité pour les deux
Hamiltoniens sont les mémes. Le spectre d’'un Hamiltonien chiral est symétrique avec un respect

a Paxe d’énergie zéro. De l'autre coté, la symétrie parité-temps (P7 = 0,K) de ’'Hamiltonien
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hermitique est brisée pour I'anti-hermitique. Selon le Tableau 1, le systéme hermitique SSH est
dans la classe AIIl et par conséquent il peut prendre un nombre topologique Z. L’Hamiltonien
(3.28) peut s’écrire

H(k) = h(k)o, (3.29)

le chemin de h(k), a traverse la zone de Brillouin, est un chemin fermé sur le plan (h,, h,) . En

raison de la symétrie chirale, le vecteur h(k) est limité a se trouver sur le plan (h,, hy),
o, H(k)o, =—H(k) = h.(k) =0, (3.30)

et donc H(k) a un nombre d’enroulement entier bien défini autour de Iorigine donné par [76]

1" h dh

—T

pour le modele SSH, le nombre d’enroulement est 0 ou 1, selon les parameétres. Dans le cas trivial,
v > w, le nombre d’enroulement est w = 0. Dans le cas topologique, lorsque v < w, on a w = 1.
Pour I’'Hamiltonien anti-hermitique (3.25), le vecteur h(k) se trouve dans le plan imaginaire
(ihy,ih,). Comparés au premier cas, les axes sont interchangés jusqu’a la constante imaginaire
i. Par conséquent, le nombre w ne change pas. Donc les transformations (3.27) n’ont pas changé
les caractéristiques topologiques du systéeme et le tableau périodique des isolants topologiques

(Tableau 1) peut donc étre utilisé pour les systémes topologiques anti-hermitiques.



Conclusion

Cette theése aborde différents problémes non-hermitiques :

e}

Nous avons mis en évidence et corrigé les résultats érronés de la référence [26] trouveés lors
de I’application de la notion des invariants aux systemes P7 symétriques dépendants du
temps,

Nous avons introduit la pseudo-P7 symétrie pour I’étude de I'oscillateur forcé dépendant
du temps,

Nous avons construit des états cohérents pseudo-bosoniques dépendants du temps a
I’aide des opérateurs invariants linéaires considérés comme opérateurs d’annihilation et
de création ; ’Hamiltonien de Swanson non-hermitique dépendant du temps est traité
comme un exemple illustratif,

Nous avons présenté une transformation qui fait correspondre un Hamiltonien hermi-
tique, topologiquement non-trivial, en un systéme anti-hermitique et nous avons montré

que le tableau périodique des isolants topologiques peut donc étre utilisé dans ce cas.
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Pedrosa et all have recently used a P7 symmetric linear invariant to study a
unidimensional time-dependent P7 symmetric harmonic oscillator with a complex
time-dependent P7 symmetric external force. We show in this comment that the
normalization condition of the eigenfunctions of the invariant is not verified as claimed
in Ref. 1. In order to obtain the normalization condition, we introduce a novel concept
of the pseudoparity-time (pseudo-P7T) symmetry.
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PT symmetric Hamiltonians describe a class of systems that, despite being non-
Hermitian, generate real eigenvalues. Bender and Boettcher? revealed that the
invariance under parity-time reversal transformation, i.e. (PT)H(PT)™! = H,
ensures the reality of the energy spectrum where the parity operator P and the
time-reversal operator 7 have the effect: P {p — —p, 2 —» —z}, T {p = —p,
x — x, i — —i},  and p represent the position operator and the momentum
operator, respectively, and 4 is the imaginary number. If the eigenfunctions of the
PT symmetric Hamiltonian are as well eigenfunctions of the P7T operator, the
symmetry is said to be unbroken and the eigenvalues are real. Otherwise, the sym-
metry is said to be broken and the energy eigenvalues become complex. With the
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introduction of the concept of PT symmetry, a P7 inner product was defined as®

(b () o (@) 7 = / A2 [PT o ()] (1)
where PT ¢, (x) = ¢, (—x), thus
<¢m(m)|80n(x)>77”f = (_1)m5mn

it is clear that the P7-norm is not positively defined. In addition to its action
on the position operator, the momentum operator and the imaginary number ¢,
the time-reversal operator T has been defined for time-dependent Hamiltonians to
change the sign of the time ¢ — —¢. This definition of time-reversal operator 7 has
been used in many papers related to time-dependent systems.*

Using the Lewis Riesenfeld invariant,!’ Pedrosa et al! have solved the
Schrodinger equation for a time-dependent P77 symmetric forced harmonic oscilla-
tor given by

2

1) = g+ S (02 + in(t), (1)

where the time-dependent real functions m(t), w(t) and 7n(t) denote, respectively,
the mass, frequency and the external driving force. Now, using the effects of the
operators P and 7T, it is easily verified that the Hamiltonian is P7T symmetric
providing that m(t), w(t) and n(t) are symmetric under time-reversal.

They introduce a P7T symmetric linear invariant in the form

I(t) = a(t)z + B(t)p + (1), (2)
which satisfies the invariance condition
OIPT (¢
ZT() = [HPT (), 177 (t)] (3)
and the PT symmetry condition
17Tty = (PT)I(t)(PT) ™" = I(t) (4)

where the complex time-dependent functions «f(t), S(t) and ~(t) are to be deter-
mined from Egs. (3) and (4).

They found that the eigenfunctions ¢y (x,t) of the invariant 177 (t) and of the
PT operator are

R b b o] L Lt < | G

with o)\ = +1.
The authors of Ref. 1 claim that the eigenfunctions ¢y (z,t), (5) are normalized
with Dirac’s delta function, i.e.

[ 2T @ Opatmnt) = ndx - ), (6)

2075001-2
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which is misleading that we emphasize by performing simple calculation. The in-
variant I(t) (2) is PT symmetric and provides

B(t) = B*(=t), (7)

The invariance equation (3) together with the P7 symmetry condition (7) leads to

a(t) = —a*(t),
Blt) = =67(1), (8)
V() =7 (t).

Then it is easily obtained that PT o (x,t) = ¢} (—z, —t) is given as

QW;;@ eXP{ h/;(t) [(A —7(t)z — @:ﬁ] } = px(z,t). (9)

Since PT ox(x,t) = pr(z,t), then the PT inner product yields

/ dz BT (2, t)oa (x,1)

/ ﬂ/s—m p{ ﬁﬂi(t)

So, we note that the eigenfunctions of 1”7 () and the PT operator are not nor-

[(A+X) = 2y(t)z — a(t)xQ]} £ oV —N). (10

malized with Dirac’s delta function.

A way to obtain the normalization condition with Dirac’s delta function is to
introduce a novel concept of the pseudoparity-time (pseudo-P7T) symmetry which
connects the non-Hermitian invariant I(t) to its Hermitian conjugate It (t) =

a*(t)x + B (t)p +v*(t) as
(PTIt)(PT) "t =1"(t) (11)

the pseudo-PT condition (11) leads to
Br(t) = B*(=t), (12)

2075001-3
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and consequently the eigenfunctions of I (¢) are obtained in the form
A0 = e i |0 - @e - 0L
It is easily verified, when using Eqs. (12), that the eigenfunctions (5) verify the
following relation:
PTox@,t) =@} (2,1).
Now, the inner product reads
i

+ 1 ,
(A 0. 0lr(0) = s [[doesp | -]

_ #ﬁ(t} /dm exp [%(A - A’)x] , (14)

where A = % is a complex parameter. Therefore this inner product is normalized
1

with the generalized Dirac’s delta function!
1
B(t)
In conclusion, we stress that the use of the pseudo-invariant approach!?1? is
more appropriate to study time-dependent non-Hermitian systems.

(ol (@, 1) |oa(,£)) = —<8(A — A'). (15)
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ABSTRACT

In order to construct time-dependent pseudo-bosonic coherent states, first, we extend the non-Hermitian integrals of motion method to
cases where the quantum systems are described by time-dependent non-Hermitian Hamiltonians; second, we introduce a pseudo-bosonic
annihilation operator defined as a time-dependent non-Hermitian linear invariant. The pseudo-bosons operators are a pseudo-Hermitian
extension of usual boson operators. In fact, they are obtained from the modification of usual boson commutation relations where the annihi-
lation and creation operators are related to their adjoint operators via the bounded Hermitian invertible operator or metric operator. Thus,
the pseudo-bosonic coherent states are just obtained as eigenstates of the pseudo-bosonic annihilation operator. As an illustration, we study
the time-dependent non-Hermitian Swanson Hamiltonian and we compare the obtained results with those in the literature (Swanson model
but time-independent).

Published under license by AIP Publishing. https://doi.org/10.1063/5.0013723

I. INTRODUCTION

Coherent states, or semi-classic states, are remarkable quantum states that were originally introduced in 1926 by Schrédinger for the
Harmonic oscillator' where the mean values of the position and momentum operators in these states have properties close to the classical
values of position x.(¢) and momentum p.(f). Coherent states were later rediscovered in the early 1960s by Glauber, Klauder, and Sudarshan.”*
Since then, coherent states have grown into an extremely rich domain that pervades almost every corner of physics and have also given rise
to a flourishing topic in mathematics. We define coherent states as follows: a coherent state, also called Glauber state, is an eigenstate of the
annihilation operator a with eigenvalues « € C,

ala) = afa). 1)
The coherent state is a concept used to connect quantum solutions to the classical ones.'* Now, we introduce the so-called displacement

operator that generates the coherent states, similar to how the creation operator a* creates the occupation number states |n). The unitary
displacement operator d(«) is defined by

d(a) = exp[a”a’ - aa], 2)
and we can now create coherent states. The coherent state |) is generated from the vacuum |0) by the displacement operator d(a),

|ot) = d(a)[0). 3)

J. Math. Phys. 61, 102103 (2020); doi: 10.1063/5.0013723 61, 102103-1
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These states are normalized but not orthogonal, and they are complete in the sense that they guarantee the following resolution of the identity
operator I:

%/\a)(a|d2(x:1. (4)

Using the method of linear non-Hermitian integrals of motion, different kinds of coherent states have been constructed where the
creation and annihilation operators have been introduced as integrals of motion.”**?

Usual coherent states are generally endowed with a self adjoint Hamiltonian (i.e., H = H") and studied in the Hilbert space H. The
condition of Hermiticity of the Hamiltonian guarantees the unitarity of the evolution. However, other conditions preserve the unitarity
of the evolution in the absence of the Hermiticity condition such as the quasi-Hermiticity,'"” PT symmetry,'’ or pseudo-Hermiticity.'”
It has been established'? that a non-Hermitian Hamiltonian can be connected to its Hermitian conjugate, H' = #Hy ", through a lin-
ear and Hermitian metric operator # = p'p, i.e., H is #-pseudo-Hermitian with respect to a positive-definite inner product defined by
{ws-)y = {-|%]-). The Hamiltonian H can also be transformed to an equivalent Hermitian one by h = pHp™" with respect to the standard inner
product {.,.).

More recently, considerable attention is paid to an alternative formalism for the description of non-Hermitian systems based on the
concept of the so-called pseudo-bosons.*~'* Pseudo-bosons are a pseudo-Hermitian extension of usual bosons. In fact, they are a very par-
ticular modification of the standard canonical commutation rule [A,A*] =1 and are obtained from the modification of boson commutation
relations as follows:

[A,A] =[A",A"] =1, ()

where the operators A and A are related to their adjoint operators A" and A* via the bounded Hermitian invertible operator or metric
operator 1 as

A= (©)
A" nAnil.

We will recall the general framework of the pseudo-bosons that originally has been proposed'’ and developed in Ref. 14. Let H be a given
Hilbert space with the scalar product {.,.) and related norm | . ||. We introduce a pair of operators A and A acting on H with domains D (A)
and D(A), respectively, A* and A" their adjoint, and let D be a dense subspace of H such that AD (or A*D) ¢ Dand A D (or A*D) c D,
where D € D(A or A*) n D(A or A"). It is well known that A and A are unbounded operators, and so they cannot be defined on all of H. For
this reason, the following assumptions'* are considered:

(i) There exists a nonzero |yo) € H such that |y,) is annihilated by A and belongs to the domain of all the powers of A, A|yo) =0

(i) There exists a nonzero |¢o) = #|yo) € H such that |¢o) is annihilated by A* and belongs to the domain of all the powers of A",
A'|¢o) = 0so that we can define in D the vectors |y,) and |¢,) = 5|y} and the related sets Fy = {|yn), n > 0}, Fg = {|¢n) = 17yn),
n > 0}. In particular, the choice of the normalization condition as (¢o|yo) = (wo|n|yo) = 1 leads to

(Gmlyn) = (Ymlnlyn) = Omn,  ¥Ym,n 20, (7)

so that F and Fy are biorthogonal sets.
(iii) Fy = {|ys)} and Fg = {|¢,)} are bases for H.

Under the above assumptions, we can introduce different kinds of pseudo-coherent states with similar properties. In connection with
pseudo-bosons, the notion of pseudo-coherent states, originally introduced in Ref. 13 and then analyzed from a more mathematically oriented
perspective in Ref. 14, has been considered as a non-Hermitian generalization of coherent states. The pseudo-coherent states for the pseudo-
Hermitian boson systems are defined as eigenstates of the corresponding pseudo-boson annihilation operators A and A*,

A|1[/a> = 0(‘1[/0‘), A+|¢a) = 0¢|¢o¢>a aeC, (8)
and satisfy the resolution of the identity

L 160 yelde”da = * [ lye){gulda’ da=1 ©

with |¢a) = 7|ya). These pseudo-coherent states |y) and |¢pa) can be generated from the vacuum states |yo) and |do), respectively, by the
action of displacement operators D(«) and D* («), respectively,
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D(a) = exp(aA —a*A), D'(a) = exp(aA” —a*A"), (10)

where D*(«) = yD(a)y”" is the complementary pseudo-unitary displacement operator of D().

While physical studies have always focused on time-independent non-Hermitian systems, furthermore, the systems with time-dependent
non-Hermitian Hamiltonians have attracted the attention of physicists over the last few years.!”—*° Nevertheless, by adapting the Lewis-
Riesenfeld’” approach to time-dependent non-Hermitian systems, the solutions of the time-dependent Schrédinger equation in terms of
eigenstates of the pseudo-Hermitian invariant operator I' () have been established.”*** Very recently, using the integral motion operators,
Koussa et al.’* constructed the time-dependent pseudo-fermionic coherent states for the time-dependent pseudo-fermionic systems. To our
knowledge, the pseudo-bosonic coherent states associated with the time-dependent non-Hermitian Hamiltonians admitting time-dependent
invariants as annihilation operators with the time-dependent metric operators #(t) were not addressed in the literature until now. This is due
to the difficulty of dealing with the dynamics of time-dependent non-Hermitian Hamiltonians with the time-dependent metric operators #(t),
which remains an open problem so far.

In this paper, we address the problem of construction of time-dependent pseudo-bosonic annihilation (creation) operators and
pseudo-bosonic coherent states. To do this, we use the pseudo-Hermitian extension invariant technique introduced in Refs. 30, 34,
and 35.

In Sec. 11, we briefly review, in Hermitian case, the relevant theory of a pair of invariants that are simultaneously ladder (lowering and
raising) operators, which will allow us to construct directly the time-dependent coherent states. We also consider, in the non-Hermitian case,
the problem of pseudo-bosonic operators and the construction of their eigenstates. In Sec. I1I, we deal with an explicit example, namely,
the time-dependent Swanson Hamiltonian,” which, when expressed in terms of position x and momentum p, describes the generalized
quadratic time-dependent non-Hermitian harmonic oscillator. This example was first studied, in the time-independent case, by Ahmed*’
and afterward has been extensively studied in the literature.”' *° The pseudo-integral of the motion is defined as being a time-dependent
pseudo-bosonic operator whose related eigenstates are provided and commented. The pseudo-bosonic coherent states in the position rep-
resentation for the Swanson non-Hermitian Hamiltonian are introduced and discussed. An outlook over the main results is given in the
conclusion.

Il. TIME-DEPENDENT PSEUDO-BOSONS AND PSEUDO-BOSONIC COHERENT STATES
A. Brief review on Malkin-Man’ko-Trifonov invariant method

Let us recall the main results of the Malkin-Man’ko-Trifonov linear invariant method.”® The quantum time evolution is described by the
usual time-dependent Schrodinger equation ruled by the time-dependent Hermitian Hamiltonian h(t). Two independent mutually Hermitian
conjugate of linear integrals of motion, denoted as A(t) and A’ (t) (non-Hermitian ladder invariant operators), have been originally introduced
in Refs 5 and 6 and further developed in Ref. 8, associated with h(t), are integrals of motion if they obey the equations

04D i 4, h(e)] =0, (11)
ot
QAT 4
5 i AT0.h0] =0 (12)
and satisfy the commutation relation
[A(t),AT(t)] -1 (13)

Then, the operators .A(t) and A" (¢) are just lowering and raising operators, respectively (ladder operators), and they serve in the construction
of the time-dependent coherent states for the system under consideration. The eigenstates of .A(¢) are just the coherent states |z, t). To obtain
the explicit expressions for these states, the following are considered:

(i) One should solve the eigenequation A(t)|z, t) = z|z, t). Since \A(t) is an invariant operator, the complex eigenvalue z does not depend
on time f.
(i) The coherent states |z,t) may be constructed also from the A(t)-vacuum state |0;¢): A(#)|0;¢) = 0, by means of unitary operator

+ N
D(z,t) = A O-2"AD) 0 |z,t) = D(z, £)|0; ).

In faCt, the SOlutiOnS Of the SChrédinger equation
9 shle — stle

can be written in terms of the eigenfunctions |z, t) of the operator A(t) multiplied by a phase factor’” as
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|z, t)e = €9Vz, ), (15)

where the phase ¢.(t) is given as
0
.z = > i - s b). 1
¢:(t) = (2 t\[zat h(t)]|z t) (16)

We would like to emphasize the difference between the Lewis-Riesenfeld invariant operator I(¢) and the linear integral of motion
operator A(t): The ladder invariant operator .A(¢) is non-Hermitian, while the Lewis-Riesenfeld invariant operator I(¢) is Hermitian.

We point out that h = k', then A(t) and A (r) are both invariant operators for h(t). However, as we show in Sec. II B, the situation is
completely different in the case of time-dependent non-Hermitian Hamiltonians.

B. Time-dependent pseudo-bosons

We should like to consider the non-Hermitian time-dependent case in order to construct the time-dependent pseudo-coherent states.
To do this, we should first find the integrals of motion that, of course, we will choose as annihilation and creation operators. Thus, the
eigenfunctions of the annihilation operators are therefore the coherent states. On the basis of what has been studied in Refs. 5-9, and 47 and
briefly recalled above, we introduce quantum non-Hermitian integrals of motion, namely, A(t) and A(t) [A*(t) and A*(t)] associated with the
time-dependent non-Hermitian Hamiltonian H(t) [H'(¢)], verifying

% —i[A(t), H(t)] = 0, 17)
QA - B

el i[A@),H(t)] =0, (18)
‘9‘%;“) —i{[A' (0, H' (9] =0, (19)
aAa;(t) —i[A"(t),H' ()] =0, (20)

where the Hamiltonian H(t) governs the following time-dependent Schrédinger equation:

i, (1)) = HOW (1)), (1)

and the solutions [¥(t)) are equal to the eigenstates |y(t)) of the invariant operator A(f) multiplied by a time-dependent global phase
factor

1" (1) = €2y (). (22)

In order to construct the pseudo-bosonic coherent states, we consider, in analogy with the time-independent case reported above, the
invariant operators A(t) and A(t) (A*(¢) and A*(t)) as time-dependent pseudo-bosonic annihilation and creation operators associated with
H(t) (H*(t)), respectively, that verify the so-called Weyl-Heisenberg commutation relations

[AD,AD] = [A" (1), A" (D] = 1. (23)

These operators act on a dense subspace D of H. The operators A(t) (A(t)) associated with H(t) are related to the operators A*(t) (A*(t))
associated with H' (¢) via the time-dependent bounded Hermitian invertible operator #(t) as

A = 17\ OAT (D), AW = 7 (AT (D). (24)

The vectors {|yo(t)), [¢o(t))} € D denote the vacuum of {A(t), A*(#)}, and consequently, the vacuum states |y (t)) and |¢o(t)) are related to
each other as

[$o(8)) = n(®)|wo(t)). (25)

The family of semi-bounded operators Fy, = {|lyw(t)) = A"(1)|yo(£)), n > 0}, Fg = {|¢u(t)) = n()|yn()) = A™()|¢o(£)), n > 0} constitute a basis
for the Hilbert space H. A simple reminder: Fy, Fy are a basis of H if any vectors {an V¢} € 'H admit a unique decomposition in terms of
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the elements {|y,(¢)) or |¢a(t)) = #(t)|yn(t))} of Fy or Fg. The linear span of Fy, or Fy is an infinite dimensional vector space, which is dense
inH.

Note that A(t) and A*(¢) serve to the construction of the time-dependent pseudo-coherent states [y, (t)) and |a(t)), {|wa(?)), |$a(t))}
€ Dforall « > 0, in the following way:

1) |wo®) (po(®)) = 5(B)|wo(t))) € H are vacuum states of the operator A(t) [A*()] and belong to the domain of all the powers of
A [AT(D],

A(®)[yo(1)) =0, (26)

AT (1)|¢o(t)) = 0. (27)

In particular, the choice of the normalization condition as (o (£)|7(f)|wo(t)) = 1 leads to (ym (£)|7#(®)|wn(t)) = Smn.
(i) |wa(®) [|pa(®)) = n(t)|wa(?))] are eigenstates of the operator A(t) (A*(t)) with the complex time-independent eigenvalue «,

A)|ya()) = alya(t)), (28)

AT (D)]¢a(t)) = al¢a(D)). (29)

(iii)  |wa(®)) [|¢a(t))] can also be obtained from the action of the bounded displacement operator D (a,1t) (DH+ (a, t)) on the vacuum state
[wo(®)) (Jo(2))) associated with A(t) (A*(£)) as

la(t)) = D" (e, B)|wo(t))
= exp(@A(t) — " AD)|yo (1)), (30)

I$a(1)) = D™ (@, 0)]po(£)). (31)

Note that D' (a, t) is the pseudo-adjoint of DH(oc, t), i.e.,

D" (a,1) = n()D" (@, )~ (1),
= exp(aA’(t) — a* AT (1)). (32)

Consequently, the normalization condition (yo(t)|%(¢)|yow)) = 1 leads to

(va(O[n®|ya(t)) = 1 (33)

and to resolution of the identity

1 * *
~ [y (0 da”dac = - [ v ydln(da da = 1. (34)

I1l. APPLICATION: THE GENERALIZED TIME-DEPENDENT SWANSON HAMILTONIAN

The system we investigate here is related to the non-Hermitian time-dependent Swanson Hamiltonian

H(t) = w(t)((fa N %) + Bt + p(Da™, (35)

where the coefficients w(t), B(t), and y(¢) are the time-dependent complex parameters and where a and a* are the bosonic annihilation and
creation operators of a light field mode verifying [a,a"] = 1.
As a starting point, we take the time-dependent linear pseudo-bosonic invariant operator

J. Math. Phys. 61, 102103 (2020); doi: 10.1063/5.0013723 61, 102103-5
Published under license by AIP Publishing


https://scitation.org/journal/jmp

Journal of
Mathematical Physics ARTICLE scitation.org/journal/jmp

A(t) = 81(Ha+ 8:(t)a” + 85(1), (36)

where 8)(t), 02(t), and 85(¢) are time-dependent real parameters. The invariant (36) is non-Hermitian when & (t) # 82(¢).
In order to solve the time-dependent quasi-Hermiticity relation (24), we make an ansatz for the time-dependent metric #(t),”***3°

n(t) = exp[Z(e(t)(u+a + %) +‘u(t)a2 + ,u*(t)a”)],

_ exp| 19, (9a" 1 el 1 2
= exp[ 29+(t)a ] exp[2 In So(t)(a a+ 5 )] exp[29_(t)a ], (37)
with the time-dependent coefficients
_ 2(u*)sinh0 —ig(t)
9.1 = 6 cosh 8 —2¢sinh 6 (e ’
)
9o(t) = (cosh 0- 2—66 sinh 0) =0 -x(0), 0=2\/€ —4Ju)?, (38)

B 2(2u) sinh 6
" 6 cosh O —2¢sinh 6
cosh 0+ % sinh 6

cosh 0 2—; sinh

9_(1) = ~{(De",

x(t) =
Using the following transformations:

exp 1E),(t)az]a exp[flf),(t)az] =g,
% 2 21 2 (39)
exp El‘h(t)cfr ]a exp[fifh(t)a+ ] =a-9a",

a

exP[l ln90(t)(a+a+ 1)]a exp[_lln%(t)(a+a N 1)] _a_
exp|:39+(t)a+2:|a+ eX:[;9+(t)a+22:| -a 2 43 (40)

we deduce

_ 1
n®an ' (t) = —=(a—9.a"),
\/9_0 (41)

n(t)aﬂfl(t) = ﬁ(u& —Xa+).

The operator A(t) is an integral of motion if it satisfies the invariance condition (17), which leads to

S1(t) = i(wdi (t) — 2B8a(t)),
8:(t) = i(2y81 () — wda (1)), (42)
85(t) = 0.

Without loss of generality, we set 3(t) = 0. By expressing the parameters of H(t) as
w(t) = w(®) expliga(1)];

B(®) = |B(1)| exp[igp(®) ], (43)
y(t) = [y(t)| exp[igy(t)],

and then separating Eq. (42) into the real part and imaginary part, we find the following coupled equations for the parameters ) (¢) and 8(¢):
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81| w| cos g, — 28,|| cos pp = 0, (44)
281y cos gy — 82|w| cos g, = 0, (45)

t A
o1(t) = exp[/o |w| cos (pw(tan ¢p — tan gow)dt ], (46)

¢ !
8 () = exp[_/o |w| cos g (tan ¢, — tan ¢, ) dt ] (47)

Therefore, the operator A(t) determined from the quasi-Hermiticity relation (24) has the form

1

V9%

Knowing that the operators A(t) and A(t) are, by assumption (23), annihilation and creation operators, this leads to

A = ﬁ[& +9,8:]a" — ——[9_8, + x8u]a. (48)

8+ xO2 + (9; +9.)818, = \/9%. (49)

The operator A(t) is also an integral of motion, i.e., obeying relation (18). Substituting representation (48) into (18) and using Egs. (44) and
(45), we obtain the following equation for the parameters ((¢), x(¢), and ¢(f):

9 . . . )
(X8§ - 8f)ﬁ - 8%)( = 2(8% +X5§)|w| sin g, — 4 cos (p[éﬂy\ sin @, + 8§|ﬁ\ sin (pﬁ]. (50)

Therefore, the metric will be determined from Egs. (46), (47) and (49) as well as the solution of (50) and the time dependent coefficients
of the starting Hamiltonian (35).

A. Coherent states in position representation

Writing the annihilation and creation operators a and a” in terms of position and momentum components x and p,

oL

1 . .
a= ﬁ(x+zp), a \/z(x—zp). (51)

A subtle but important point is that all these operators are constants. Thus, we find the integrals of motion A(t) and A(¢) linear in x
and p,

A(t) = f(t)x +ig(t)p, (52)
A(t) = f(t)x - ig()p, (53)
where
1
f(t) = 7(51 + 82),
V2 (54)
g(t) = 6(51 - 82)
and
. 1
t) = 1-9.)8 9 —x)821],
f() @[( )01+ ( X) 2] 55)
HOE \/2_90[(1 +9-)81 + (9 + )81,
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and we note that f(t) and g(¢) are real functions, while f (t) and g(¢) are the complex ones. Equation (49) reads

FOg®) +g0f () = 1. (56)
The definition of the vacuum state is needed for the construction of coherent states. Being written in the x-representation, Eqs. (26) and (27)
become
( g+fx) (x,t)=0 (57)
g Ix Yolx,t) =0,
(:Q +fx)¢ (x,t) =0 (58)
$ox 0=
whose solutions are
1 f
1) = - L4, 59
Yo(x, 1) (2ngg) eXp[ 26" ] (59)
1 - 2
1 : f*

and both yo(x, t) and ¢ (x, t) belong to L?(R), which is the Hilbert space H of the theory.
One can verify that these functions are not separately normalized,

[ivats 0P = (”gifz ) (61)
f|¢0(x, B)Pdx = ( Vgg) (62)
R g(f*g+fg*)

but the scalar product between ¢o(x, ) and yo(x, t) is normalized,

(B Do, 1)) = fR 85 (6 Dy (x, B

NERS 1],
_(Zmég) /ReXp[ 2% ]dx_l’ (©)

which shows that {¢o(x, t), yo(x, )} constitutes bi-orthogonal functions. In this case, since ¢o(x, t) = #(t)yo(x, t), it is easy to understand that
replacing (o (x, £)|wo(ox, t)) with (wo(x, £)|7(t)wo(x, t)) makes almost no difference.

As pointed above, we construct eigenstates of A(t) and A*(t) as displaced ground states yo(x, t) and ¢o(x, t), respectively. Hence, by
expressing the displacement operators in terms of

{x = gA+gA, -
ip=fA- fA,
we find
D™, ) = exp[i({p)yx — (x)4p)]
= exp( =3 (P)a{x)s ) expilp)) exp(-i(x)p), (69)
D" (ayt) = exp(—%(p)ﬁ (x)y ) exp(i(p), x) exp(~i(x);p), (66)
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where

(%) = (elnxlya) = ag + g,
i{p)y = i{yalnplye) = of — o f.

The coherent states are obtained by the action of the displacement operators on the vacuum states (30) and (31) and have the form

- 1 : H 7i 2
Valx, t) = (ang) D (a,t)exp[ ng ],

1

da(x,1) = (zﬂ;*g)4DH+(oc, 1) exp[—ié* xz]

and are equal to

)= (5 ) esp[-Sohtodespl - L - ]

) ese[- S0 oo o Lo o7

(/’zx(xs t) = ( zg*

2ng*g

(67)
(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

Let us note that H = L*(R) and the domains D(D") [D(DH+)] c L*(R). We have for the bounded invertible self adjoint operator #(t):

q(t)l/ 21//0(x, t) € D(D"(a, 1)), and the action of the operator n(t)l/ 2D (a,t) = D;I (o, t) on yo(x,t) belongs to the domain of D
{1()*yo(x, 1) € L*(R); D} (e, yo(x, 1) € L*(R)}.

such that

The structures of the above two formulas are the same as the bosonic coherent states in the Hermitian case, but the properties of the
displacement operators D(«, t) [D¥ (a, t)] and Va(x, t) (Pa(x, 1)) are different. Note that D(a, t) [D" (, £)] are not unitary. Therefore, ya(x, t)

(¢«(x, 1)) are not normalized, but they are pseudo-normalized,

[ omOpate0dx = [ 92 0xDvae = 1. (73)
R R
B. Evolution of the coherent state y.(x,t)
For this system, the phase (22) is given as
o= [ [y Canm®0 - HOWalx.0]dx = [ [826000, - HOyalx0))ds. (74)
Expressing H(t) in terms of x and p,
1 j 1
H(t) = E(w -p- y)p2 + %(/3 - y)(xp +px) + E(w +B+ y)xz, (75)
and after all calculations, one can obtain the expressions
* 1 1
ngba (5 OH(OYa( 0 = S(@ = B= P(p)y + 5 (@ + B+ (<),
1 , f 2
# 5B 1+ 2ilphah, - 2 (80 (76)
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f 5 (6 )0y, Delx = (ggg;gg)+ (@+B+)(x)]+ 5 (w B-7)p)
FiB = P(p)al)y + (fg fg)(A) (77)

where

Ax =/ (%*)y = (x)3>

(Phn = —(@+ B+ y)x)y — (B~ y)P)n>
(%)y = (@ = B=p)p)y +i(B = y){x)y (78)

and finally, after some simplifications, one obtain the phase

az_i'gggz}gg 2[fggfg (w+ﬁ+y)+2f(ﬂ e
- 5(@=B=1)(8p)’ - 3B 79)

Let us now evaluate the uncertainty in position and the momentum. Hence, taking into account Egs. (64), (66) and (67), we find, after some
algebra, the position and momentum uncertainties

(M%) = gg, (80)
(Ap)* =ff, (81)

which are complex numbers. Using Eq. (56) and after executing a minor mathematical procedure, we get that the phase is
—P-

) (w
g = ————12 82
¢ ag7 (82)

Before concluding, we can show that the system described by Hamiltonian (75) is linked to the generalized non-Hermitian Caldirola-
Kanai Hamiltonian, denoted as H(t), whose Hermitian equivalent has been reported in Ref. 50. This linking is performed via the time-
dependent non-unitary transformation

V(t) = exp[—%/o.tﬂ(t')dt'(px+xp)] with  Q(t) = B(t) — y(t), (83)

which maps the Schrodinger equation (21) to

0P (1)) = HB)|¥ (1)), (84)
where
H®) = VOHO V(1) - iV V(1) (85)
and
1¥(6) = VO ¥" (1)) (86)

Indeed, this transformation changes the position x and the momentum p as

V(v () = xe OO
V(OpV (1) = pe R O -
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and its action on a wave function in the x-representation reads

VOF( £) :exp(é /0 tQ(t')dt')/:(x expli fo ‘atar), t), (88)

and due to the above properties [Eqgs. (87) and (88)], the transformed Hamiltonian H(¢) is of the form

~ 1 _2i ! N 1 it IN gt
H(t) = S(w =B -y)pe Ay’ S+ By Jy e’ (89)

and its pseudo-bosonic coherent states are given as

. i e, t
Wo(t) = exp(ign) exp(é f ot )dt’)% [x exp(i f Q(t')dt'), 1]. (90)
0 0
Note that in the particular case where the complex parameters (w, 3, and y) are time-independent, the Hamiltonian (89) is nothing but the
non-Hermitian Caldirola-Kanai whose Hermitian equivalent is reported in Refs. 51 and 52 and its equation of motion
i+2i(B-y)ic+ (@' = (B+y))x=0 (1)

describes the motion of a harmonic oscillator with a complex friction coefficient.
Moreover, if we drop the complex friction coefficient, this last equation will be reduced to that of an oscillator obtained, for example,
from the Swanson Hamiltonian studied in Refs. 48 and 49. To see it, it suffices to perform the following non-unitary transformations:

=ex l—v—in M X+ X exp| — By xz]
Wr= p[z( l{(wﬁy)})(p ”’)] p[ 2e-p-p*] ©2)

It can easily be shown that under these transformations, the coordinate and momentum operators change according to

-1_ B-y -1 _
TpT " =p l(w—[z’—y)x’ TxT X,

1 i l“{ (mij;y} 1 *l“{ (ﬁ;%;y}
WpW ™ =e e Pp, WxW  =ee ") x

An important property of the transformation W, the action of which on a wave function in the x-representation, reads

\/wzf s 1; o, —1In \/f‘lﬂy
Wf(x) = ((w 7[; 4/;)))) ezwf(ewe L { (0=B-y) }.X))

The Hamiltonian H (75) transforms according to

_ _ 1 Yy .
H ~ Hyp = WIHT™ W™ = /@ =4y (pe ™ + 26™), (93)

and consequently, for the time-independent Swanson model, our pseudo-coherent states y«(x) are linked to the Bagarello bi-squeezed states
7,(x) via the transformation WT as

Yo%) = T'W 'z, (x). (94)

IV. CONCLUSION

In this paper, we have constructed the time-dependent pseudo-bosonic coherent state solutions of the Schrodinger equation for
non-Hermitian Hamiltonians. Our construction of pseudo-bosonic coherent states is based on the introduction of the time-dependent
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pseudo-bosonic creation and annihilation operators subjected to the time-dependent metric such that the latter are integrals of motion. These
pseudo-bosonic coherent states form a quasi-normalized and quasi-overcomplete set of states in the Hilbert space and are eigenfunctions
of the introduced annihilation operators. As an illustration, we have treated in detail the non-Hermitian time-dependent Swanson Hamil-
tonian. Thus, we have introduced a set of linear integrals of motion that are pseudo-creation and pseudo-annihilation operators. With the
help of these operators, we constructed, in the position-representation, pseudo-bosonic coherent states as the eigenfunctions of the intro-
duced pseudo-annihilation operators. We have determined the associated phase of the evolved coherent states solution of the Schrodinger
equation.
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1. Introduction

The classification of topological insulators (and also supercon-
ductors) has been greatly developed in the last decades [1-3]. The
standard periodical table of topological insulators classifies topo-
logical materials based on the ten classes using Altland-Zirnbauer
(AZ) symmetry classes in terms of the absence or presence of the
three discrete symmetries; time-reversal, particle-hole and chiral
symmetries. A topological material in the standard periodical table
is characterized by either Z or Z, topological invariant. The former
topological invariant had been known before Kane and Mele in-
troduced a Z, topological number characterizing the time-reversal
invariant quantum spin-hall system in 2005 [4]. Recent experi-
mental and theoretical progress on the study of optical systems
with gain and loss has lead the way to explore non-Hermitian
extension of topological insulators [5-8]. The 1D Su-Schrieffer-
Heeger (SSH) model with non-Hermitian impurities [9-34] and
2D non-Hermitian variants of Bernevig-Hughes-Zhang (BHZ) mod-
els [35-44] are prototype models to understand the topological
phase in non-Hermitian systems. The topological phase has also
been searched in many other non-Hermitian systems [45-65]. One
may expect that non-Hermitian topological systems exhibit pecu-
liar aspects because of unique non-Hermitian features such as non-
orthogonal character of eigenstates and exceptional points where
at least two eigenstates coalesce. One of the most well-known pe-
culiar aspect is the broken bulk-boundary correspondence [66-78].
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https://doi.org/10.1016/j.physleta.2020.126285
0375-9601/© 2020 Elsevier B.V. All rights reserved.

In a non-Hermitian lattice with asymmetric tunneling amplitudes,
the so-called the non-Hermitian skin effect where not only topo-
logical edge states but also bulk states get localized near edges
arises.

We now ask whether the standard periodical table of topolog-
ical insulators can be used in a class of non-Hermitian topologi-
cal systems. An attempt of constructing of non-Hermitian version
of periodical table of topological insulators is not easy as some
problems arise such as non-orthogonality of eigenstates, presence
of complex energy eigenvalues and exceptional points. On con-
trary to Hermitian systems, topological phase transition point can
not be generally determined by the translationally invariant form
of the non-Hermitian Hamiltonian. Recently, classification of non-
Hermitian topological insulators have been studied by some au-
thors [79-85]. It has been discussed that other symmetries in
addition to the three well-known discrete symmetries are needed
to explore topological classification in non-Hermitian systems [79,
80]. Zhou and Lee have classified non-Hermitian topological phases
using Bernard-LeClair symmetry classes, based on four types of
fundamental symmetries with total of 38 symmetry classes [82].
Very recently, topological classification has been extended to in-
clude reflection symmetry [84].

In this paper, we consider the AZ symmetry classes and show
that we can still use the standard table of topological insulators for
a class of anti-Hermitian Hamiltonians, which satisfies H = —#.
In this way, a total of 10 possible symmetry classes can be used to
classify them. Our construction is based on a simple direct map
of a Hermitian topological nontrivial Hamiltonian into an anti-
Hermitian Hamiltonian.


https://doi.org/10.1016/j.physleta.2020.126285
http://www.ScienceDirect.com/
http://www.elsevier.com/locate/pla
mailto:cyuce@eskisehir.edu.tr
https://doi.org/10.1016/j.physleta.2020.126285
http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1016/j.physleta.2020.126285&domain=pdf

2 N. Mana et al. / Physics Letters A 384 (2020) 126285

2. Classification

A Hermitian gapped Hamiltonian H(K) of any two-band model
in momentum-space is given by the following generic Hamiltonian

H (k) = hy(K) ox + hy(K) 0y + hz(K) o (1)

where the components of the vector h= (hx(X), hy(K), h,(k)) are
k-dependent 3-dimensional real-valued functions and oy, oy and
o, are the well-known Pauli matrices. If the two energy bands,
defined as eigenvalues of H (k) don’t touch each other at any point
of k, then the system is said to be an insulator. Note that the band
gap can be closed and reopened by varying some parameters in
this Hamiltonian. In this way, one can visualize topological phase
transition in the system.

Symmetries play important roles in the classification of topo-
logical insulators. Let us begin with the definitions of the three
basic types of symmetries for translational invariant systems

TH(KT = HK); T> =71
CH(-KC = —H(K):; =71
SHEK) S'=—-H(K); §?=1 2)

Here 7 and C are the antiunitary time-reversal and particle-hole

operators, respectively and S is the unitary chiral operator. Note

that the chiral operator can also be defined as S = 7C. Hermitian

topological insulators are classified according to these three dis-

crete symmetries [1-3]. The results are summarized in Table 1.
Let us now introduce the following transformations

hy — ihq, hy—>ih2, h, — ih3 3)

where hi # hy # h3 are an element of {hy, hy, h;}, which implies
that there are 6 different combinations. Under these transforma-
tions, the Hermitian Hamiltonian (1) becomes a non-Hermitian one

H(K) = ih1 (k) ox + iha(K) 0y +ih3(K) 0, (4)

The vector h = (h1(K), ha(K), h3(K)) is in fact obtained by a rotation
of the original vector h = (hx(k), hy (K), h;(K)).

One can see that the transformed Hamiltonian is anti-Hermitian,
i.e., H(k) = —HT(k). As opposed to most non-Hermitian Hamilto-
nians, anti-Hermitian Hamiltonians have orthogonal eigenvectors,
which implies that one can construct Hilbert space for them. This
is interesting since the absence of Hilbert space lead to some un-
usual effects such as the breakdown of the standard bulk-boundary
correspondence. This allows us to study topological phase of a spe-
cial class of non-Hermitian Hamiltonians in Hilbert space.

There are in principle 6 such non-Hermitian Hamiltonians. One
may think that the Hamiltonian (1) can describe a spin-1/2 par-
ticle in a k-dependent external magnetic field. If we rotate the
coordinate axis, then we can get the Hamiltonian (4) divided by
the imaginary unit i, which can describe the same spin-1/2 parti-
cle in the k-dependent external magnetic field in a new coordinate
system. Since the physics is independent of the choice of coor-
dinate system, they give the same topological effect as we shall
discuss below. The imaginary unit i in front of the Hamiltonian
maps the energy eigenvalues from the real space to the purely
imaginary space. Fortunately, topological phase transition points
are the same for both systems. To visualize this, let us use the
spherical coordinates to parametrize the Hermitian Hamiltonian
(hx(X), hy(K), h;(k)) = h(K)(sin6 cos ¢, sin6 sin¢, cos#). The corre-
sponding eigenstates are then given by

.9 0
—sin? cos 2

_ = - 2 N = . .2 5

v (e”’cos%)’ v+ (el¢sm%> (5)

Table 1

Periodic table of topological insulators. The columns specify the symmetry class, the
square of each symmetry [time-reversal symmetry (TRS), particle-hole symmetry
(PHS), and chiral symmetry], where 0 denotes that this symmetry is not present.

Symmetry Dimension
AZ T C S 2 3 4 5 6 7 8
A 0 0 0 0 V4 0 V4 0 VA4 0 V4
Alll 0 0 1 z 0 V4 0 Z 0 Z 0
Al 1 0 0 0 0 0 Z 0 V) Z; V4
BDI 1 1 1 V4 0 0 0 V4 0 Z; Z;
D 0 1 0 Z; z 0 0 0 VA 0 Z;
DIl -1 1 1 Z; V4 Z 0 0 V4 0 0
All -1 0 0 0 Z> V) V4 0 0 0 V4
I -1 1 z 0 Z, I, Z 0 0 0
C 0 -1 0 0 z 0 Z; Z; z 0 0
Cl 1 -1 1 0 0 V4 0 Z; Z; V4 0

which show that the eigenstates don’'t depend on the norm h.
They are defined on the parameter space, which is a 2D spherical
surface. However, they can’'t be defined continuously on the spher-
ical surface because of the singularity at 6 = 0. This leads to the
nontrivial topological nature of the Hamiltonians. If we rotate the
coordinate axis to get the system described by the anti-Hermitian
Hamiltonian without the imaginary unit i, the singularity does not
disappear, which implies that the topological feature remains the
same.

The first Chern number of the lowest band for the Hermitian
one is given by

c:lfﬂ.(ﬂxﬂ)dzk (6)
4 n ks 0k,

BZ
Below, we will study the transformation of the Chern number un-
der (3) for some specific examples.

To this end, let us study the corresponding energy eigenvalues.
They are real-valued for H(K) and purely imaginary for (k). They
coincide if they are zero. The relation between the eigenvalues are
given by

Er =iEx =Fih=Fi\/hl +h? +h2 (7)

where h® = h2+h2 +h2 and E; and £ are the energy eigenvalues
for H(k) and H(k), respectively. We stress that such a simple rela-
tion between the energy eigenvalues exist also for open boundary
conditions. The topological zero energy states in a 1D Hermitian
topological lattice with open edges is also available in the trans-
formed anti-Hermitian lattice.

To sum up, the band gap closing and reopening occur in the
same way for both systems. The only difference is that it occurs
in the real plane for H(k) and imaginary plane for #(Kk). Both
systems have the same topological features and can be character-
ized by the Z or Z, topological invariants. Some gapless modes
arise between the interface of two systems with different topo-
logical numbers. However, no topological surface states occur at
an interface between the original topologically nontrivial Hermi-
tian and the transformed anti-Hermitian lattice as they have the
same topological features. An important distinction between the
two systems is as follows: Topological edge states are protected
by some symmetries of the system. Since the anti-Hermitian sys-
tem can have different symmetries, the topological edge states of
Hermitian and anti-Hermitian states are not necessarily protected
against the same kind of disorders.

The above transformation allows us to study the topological
phase of a class of non-Hermitian Hamiltonian. If we want to study
topological insulating phase, we can start with the well-known
periodical table of topological insulators for Hermitian systems (Ta-
ble 1). Notice that the symmetry properties of the parent and
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transformed Hamiltonians can change. Therefore, the AZ symme-
try classes in the periodical table interchange. We should look at
the symmetry properties of the parent Hermitian Hamiltonian in
the periodical table to study relation between the topological num-
bers and symmetry properties of anti-Hermitian Hamiltonians. We
stress that the symmetry class of Hermitian and anti-Hermitian
Hamiltonians can also be the same.

To illustrate our points, we consider a 1D periodical lattice with
staggered asymmetric hopping amplitudes in forward and back-
ward directions

ik
0 v+we ) (8)

Hk) = <—(v +w ek 0

where the positive real-valued numbers v and @ describe hopping
amplitudes. One can check that this Hamiltonian is anti-Hermitian
and has chiral symmetry, where S =o,. To study its topological
feature, we map this Hamiltonian into a Hermitian one and then
look at the Table 1 for its topological class. Let us rewrite this
Hamiltonian in terms of the Pauli spin matrices and introduce the
following transformations: hy— —i hy and hy— —i hy. Then we
get the standard Hermitian Su-Schrieffer-Heeger (SSH) Hamiltonian
H (k).

H(k) =i(v +wcosk)oy + iwsink oy
H(k) = (v + wcosk)ox + wsink oy 9)

Both SSH and anti-Hermitian SSH Hamiltonians describe a one-
dimensional tight binding periodical lattice with staggered hopping
amplitudes. But the hopping amplitudes in forward and backward
directions for the anti-Hermitian SSH Hamiltonian have the oppo-
site signs.

It is easy to see that the chiral symmetry of the anti-Hermitian
SSH Hamiltonian remains intact under the above transformations.
The chiral operators for both Hamiltonians are the same. The spec-
trum of a chiral symmetric Hamiltonian is symmetric with re-
spect to zero energy axis. Therefore, energy eigenvalues come in
pairs. The corresponding eigenvalues for the anti-Hermitian SSH
Hamiltonian are purely imaginary since the parity-time symmetry
(PT = 0xK) of the Hermitian Hamiltonian is broken for (8). The
band gap closes and reopens for v = w at k = 7, which implies
that topological phase transition occurs. According to Table 1, the
Hermitian SSH system is in class AIIl and hence it can have Z
topological number in 1D. Since both Hamiltonians have the same
chiral symmetry operator, their topological edge states have the
same kind of symmetry protection. Therefore they are protected
against disorders in hopping amplitudes, which don’t break the
chiral symmetry of the original system.

To see a clear picture of the topological feature, consider
(hx, hy)-plane. The vector h(k) = hy(k) i+ hy (k) j makes a closed
circle as k sweeps across the Brillouin zone, —m <k <m. The
winding number, which describes the topology of the loop is equal
to the number of times the loop winds around the origin of the
(hx, hy)-plane. One can see that the winding number for H(k) is
1 for v <w and 0 for otherwise. Consider next the imaginary
(ihy, ihy)-plane. Compared to the former case, the axes are inter-
changed (up to the imaginary constant). Consequently, the winding
number does not change. One can also compute the winding num-
ber using [86]

1 h dh
w=_— —x ——| dk 10
27 (h " dk h)z (10)
One can show that w— w under the transformations hy— i hy
and hy— i hy.

To this end, let us study topological edge states in both systems
with open boundary conditions. Topological zero energy states ap-
pear in the Hermitian SSH model. Therefore, zero energy states
are also available in the anti-Hermitian SSH model. We numeri-
cally see that not the eigenstates but the densities are the same
for both systems. This is true not only for topological zero energy
states but also for all bulk states: [y]? = ||, where ¥, and ¥,
are the eigenstates for H and H with OBC, respectively. We note
that bulk-boundary correspondence is satisfied in this example.

Our method can also be used to find topologically trivial sys-
tems. As an example, consider the Hamiltonian (8) with the addi-
tional gain and loss.

H(k) =i(v + wcosk)oy +iwsink ox +ig o (11)

where g is the gain/loss strength. Using the transformations
hx— —ihy, hy— —ihy and h,— —i h;, we get the Hermitian
parent Hamiltonian H (k) = (v + wcosk)ox + wsink oy + g 0. This
is the well-known massive SSH Hamiltonian. It has no discrete
symmetries. Therefore, it is in class A according to the Table 1.
Therefore, it is topologically trivial. This implies that the non-
Hermitian Hamiltonian (11) is also topologically trivial according
to the AZ class. Note that the non-Hermitian Hamiltonian has
particle-hole symmetry with C = 0,k and hence it is in class D.
As mentioned above, we should consider the AZ class of the parent
Hermitian Hamiltonian to study its topological feature.

As a final example in 1D, consider the Dirac Hamiltonian
H =k oy +mo,, where m is a constant. It is a Chiral insulator
since it is in class AIIl as it anticommutes with oy. The cor-

. o S 1 .
responding winding number is given by Esgn(m) [3]. Using the
transformation hy— i hy and h,— i h;, we get an anti-Hermitian
Dirac insulator ‘H = ik oy, 4 imo,. This non-Hermitian Hamiltonian
has gain and loss through the parameter m. It has also topologi-
cal feature as its parent Hamiltonian does. The symmetry class is
changed to BDI since the non-Hermitian Hamiltonian has all the
three symmetries: 7 = o0xK, C =K and S = oy.

One can also find other examples not only in 1D but also in
higher dimensions. Let us now consider the following Hermitian
Dirac Hamiltonian in two dimensions H = (M — B(kj + k3))o; +
A(kyox + kyoy), where A, B, and M are real valued parameters
[87]. A band closing at ky =ky = 0 can be controlled through these
parameters. According to the standard periodic table of topological
insulators, the Hermitian Hamiltonian is in class D and hence it
can have Z topological number. The corresponding particle-hole
operator reads C = oy K. The Chern number of the lowest band

1
is determined by the signs of parameters —E(sign(M) + sign(B))

[87]. If we make the replacement h, — ih;, hy — ihy and hy — ihy,
we obtain

H=i(M — B(k} +k2))0; + iA(kxoy + ky0y) (12)

One can check that this Hamiltonian is anti-Hermitian, i.e. H =
—HT, which has purely imaginary energy eigenvalues and orthog-
onal eigenvectors.

The anti-Hermitian Hamiltonian H is in class Al since it has
time-reversal symmetry 7 = ox K. The class Al in 2D has no topo-
logical features. As discussed above, we should consider its parent
Hermitian Hamiltonian to study its topological feature according to
the Table 1. Therefore, the Hamiltonian (12) has Z topological num-
ber. Note that A has not parity-time symmetry but particle-hole-
parity symmetry CP =0, K. To this end, let us study the trans-
formation of the chern number (6). If we substitute h1(k) = hy (k),
ha(K) = hy(k) and h3(K) =h;(Kk) into (6), we find that the inte-
grand is left unchanged. Therefore the chern number transforms
as c—cC.
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In this paper, we have studied topological features of anti-
Hermitian Hamiltonians, which admit purely imaginary energy
eigenvalues and orthogonal eigenstates. Generally speaking, non-
Hermitian topological insulators fail to obey standard bulk bound-
ary correspondence. We have shown that this is not always the
case in an anti-Hermitian system. We have shown that topological
features of such non-Hermitian Hamiltonians can be studied using
the transformation (1). We have discussed that the standard pe-
riodical table of topological insulators based on Altland-Zirnbauer
(AZ) symmetry classes can still be used for anti-Hermitian Hamil-
tonians. The transformation (1) can change the symmetry proper-
ties. This implies that surface states of the parent Hermitian and
the corresponding anti-Hermitian Hamiltonians can be protected
against different kind of disorders. Furthermore, one can get dif-
ferent symmetry classes depending on the specific form of the
transformation (1). Fortunately, it is enough to use the symme-
try classes of the Hermitian counterpart. Note that our method is
not only restricted to two band topological insulators and can also
be extended to topological superconductors, topological crystalline
insulators etc.
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