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Abstract

We accelerate the convergence of the steepest descent method. To achieve this goal we
use the epsilon algorithm and a new conjugate gradient method based on modified wolfe
inexact line search .Descent property and global convergence results were established for
the new method.

Experimental results provide evidence that our proposed method is in general superior
to the classical steepest descent method

Key words : Optimization. Conjugate gradient, Algorithm, Global convergence, In-
exact line search, Armijo line search, Strong Wolfe line search, Weak Wolfe line search,
Hestenes-Stiefel Method, Fletcher-Reeves Method, Polak-Ribiére-Polyak Method, Conju-
gate descent Method, Dai-Yuan Method , Hybrid Conjugate Gradient Method.
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Résumé

Soit f : R™ — R. On cherche a résoudre le probléme de minimisation sans contraintes

suivant :

(P): min{f (z):2z € R"} (1)

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes du type , on
peut citer la méthode du Gradient ou méthode de la plus forte pente qui fut découverte par
Cauchy 1847. Cette méthode présente le grand avantage d’avoir la meilleure décroissance
a partir d’un point x;. Malgré cela, elle présente I’ inconvénient majeur d’étre trés lente au
voisinage des points stationnaires. Le but de cette thése est d’élaborer deux algorithmes qui
essayent d’y remedier a ces inconvénient sans perdre les avantages de la méthode de la plus
forte pente. Pour cela on a appliqué de fagon appropriée quelques techniques d’accéleration
de la convergence et la méthode du gradient conjugué. On s’est interessé particuliérement
a un algorithme célébre d’accelération de la convergence qui est I’ Algorithme. On a
utilisé les recherches linéaires inéxactes d’Armijo et de Wolfe forte.

Utilisant des fonctions tests de base, on a démontré a travers plus de 700 tests numé-
riques que nos 2 nouveaux algorithmes accélérent de fagon significative la convergence de
la méthode du gradient et sont numériquement plus performants que d’autres algorithmes
de la méme famille.

Des réultats de convergence théoriques sont aussi démontrés pour les deux algorithmes.

Mots clés : Optimisation sans contraintes. gradient Conjugué, Convergence globale,
Recherche linéaire inexacte, Recherche linéaire d’ Armijo, Recherche linéaire de Wolfe forte,
Recherche linéaire de Wolfe faible, methode d’Hestenes-Stiefel , méthode de Fletcher-
Reeves, méthode de Polak-Ribiére-Polyak, méthode de la descente conjuguée, méthode

de Dai-Yuan, méthode hybride du gradient conjugué.
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Introduction

Soit f :R"™ — Ret (PSC) le probleme de minimisation non linéaire, sans contraintes,

suivant :

min {f(z):2z € R"} (2)

L’optimisation non linéaire sans contraintes est souvent rencontrée dans des domaines
variés, et I’étude des algorithmes et méthodes qui traitent ces problémes, est importante
pour plusieurs raisons :

1. Parfois pour resoudre un probléme avec contraintes, on le remplace par une suite
de problemes sans contraintes.

2. Plusieurs techniques d’optimisation sans contraintes peuvent étre prolongés d’une
facon naturelle pour fournir et motiver des procédures pour résoudre des probléme avec

contraintes.

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes du type , on
peut citer la méthode du Gradient ou méthode de la plus forte pente qui fut découverte
par Cauchy 1847 ([9]). Cette méthode présente le grand avantage d’avoir la meilleure
décroissance a partir d’'un point z,. Malgré cela, elle présente 1’ inconvénient majeur
d’étre tres lente au voisinage des points stationnaires. Le but de cette thése est d’élaborer
deux algorithmes qui essayent d’y remedier & ces inconvénients sans perdre les avantages
de la méthode de la plus forte pente. Pour cela on a appliqué de fagon appropriée quelques
techniques d’accéleration de la convergence et la méthode du gradient conjugué. On s’est
interessé particulierement & un algorithme célébre d’accelération de la convergence qui est
I’e Algorithme. On a utilisé les recherches linéaires inéxactes d’Armijo et de Wolfe forte.

Utilisant des fonctions tests de base, on a démontré a travers plus de 700 tests numé-
riques que nos 2 nouveaux algorithmes accélérent de fagon significative la convergence de
la méthode du gradient et sont numériquement plus performants que d’autres algorithmes
de la méme famille.

Des réultats de convergence théoriques sont aussi démontrés pour les deux algorithmes.

La thése est divisée en six chapitres et une annexe . Les algorithmes nouveaux et les
résultats originaux de cette these se trouvent dans les chapitres 5 et 6 .

On aborde dans le chapitrel les propriétés fondamentales des problémes d’optimisation
sans contraintes, c’est & dire les problémes de la forme .

On définira la notion de direction de descente, notion trés importante qui nous servira
par la suite a construire les algorithmes d’optimisation sans contraintes. Les conditions
necessaires et ou suffisantes seront aussi détaillées dans ce chapitre.

On consacre le chapitre 2 a I’étude des minimums des fonctions d’une variable réelle

ou recherche linéaire. On donne d’abord le principe général des algorithmes qui traitent

Rahali Noureddine Univ. Ferhat Abbas Setif 1



ce probléme. Ensuite on expose en détail les algorithmes et les propriétés de deux grandes
classes de recherches linéaires inexactes. Il s’agit des recherches linéaires inexactes d’ Armi-
joo qu’on utilisera au chapitre 5 et les recherches linéaires inexactes de Wolfe forte qu’on

appliquera au chapitre 6.

Le chapitre 3 est consacré a la méthode du gradient ou steepest descent. On explique
l'origine d’une telle appelation et on montre que son défaut principal est sa convergence
trés lente au voisinage des points stationnaires. Des tests numériques effectués sur la
fonction test de Rosembrok viennent confirmer ces faits.On donnera quelques avantages

et quelques inconvénients de cette méthode trés celébre.

On expose dans le chapitre 4 les différentes méthode du gradient conjugué. On définit
au début les problemes d’optimisation sans contraintes quadratiques et leurs propriétés.
La méthode des directions conjuguées est détaillée ensuite. Nous montrerons apres que le
gradient conjugué quadratique est une méthode a directions conjuguées et par conséquent
elle converge en un nombre fini d’itérations. Les différentes méthodes du gradient conjugué

non quadratique sont exposés a la fin du chapitre.

Le chapitre 5 contient le premier résultat original de cette thése. On accéleére la conver-
gence de la méthode du gradient en utilisant 1’epsilon algorithme et les recherches linéaires
inexactes d’Armijoo. Des résultats originaux de convergence sont démontrées et des tests
numériques montrant la performance de notre méthode sont exposés. On y traite plus de

600 tests numériques.

On y trouve dans le chapitre 6 le deuxiéme résultat original de cette thése. Nous avons
signalé avant que la méthode du gradient est performante dans les premiéres itérations,
mais lorsqu’on s’approche d’un point stationnaire elle devient trés lente. Pour y remé-
dier & ce probléme on accélere la convergence de la méthode du gradient en gardant la
forme générale de la méthode. Ceci a été fait au chapitre 5 par I'utilisation de I’epsilon

algorithme. Une autre méthode consiste a considérer des directions dj, de la forme

dr, = =V f(rg) + gr

a la place de

di, = =V f(x1)

gr. dépend de la méthode utilisée. Les méthodes du gradient conjugué font partie de cette
classe. Dans ce chapitre, pour accélerer la convergence de la méthode du gradient on
applique une nouvelle version du gradient conjugué. Ce nouveau algorithme nommé Gra-
dient conjugué BRB (Belloufi-Rahali-Benzine) sera tésté et comparé a d’autres versions

classiques du gradient conjugué : Fletcher Reeves, Polak Ribiére, et autres. Des résultats
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théoriques de convergence seront démontrés. Donnons un peu plus de détail sur cette
nouvelle méthode. Soit f : R™ — R et (PSC) le probléme de minimisation non linéaire,
sans contraintes, suivant :

min {f(z):2z e R"}

Pour résoudre les problémes du type (PSC'), on génére dans R”, une suite {x} de la

forme :

Tpy1 = Tk + apdy,

oll ay € R est le résultat d’une recherche linéaire inexacte du type Wolfe forte et dj. est

une direction de descente vérifiant

—Vf(l“k) sik=1
di1 = :
—Vf<l’k+1> + Bkdk si k > 2

B, = B8 (BRB : Belloufi, Rahali, Benzine) est donné par :

ERB _ HVf(ka)H2
[eAl

L’annexe contient les tableaux des résultats numériques

Rahali Noureddine Univ. Ferhat Abbas Setif 1



CHAPITRE 1

OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

1.1 Définitions

Théoréme 1.1.1 Soit f:R"™ — R, on appelle probléeme de minimisation sans contraites

le probléeme ( P ) suivant :
min {f(z) : z € R"} (P)

1) & € R™ est un minimum global de ( P ) si et seulement si
f(@) < f(x): VxeR"

2) & € R"™ est un minimum local de ( P ) si et seulement si il existe un voisinage V()

tel que
f(@) < f(x): Vre V()

3) & € R™ est un minimum local strict de ( P ) si et seulement si il existe un voisinage
V.(Z) tel que
f(@) < f(z): VeeV.(z), o #2.

1.2 Direction de descente

Définition 1.2.1 Soit f: R" — R, 2 € R", d € R" est dite direction de descente au

point T si et seulement si il existe 0 > 0 tel que

F(@+ M) < f(#): YAe]o,d]



1.3. SCHEMAS GENERAL DES ALGORITHMES D’OPTIMISATION SANS
CONTRAINTES

Donnons maintenant une condition suffisante pour que d soit une direction de des-

cente.

Théoréme 1.2.1 Soit f: R" — R différentiable au point & € R™ et d € R™ une direction

vérifiant la condition suivante :
f'(&,d) =Vf(@).d<O0.
Alors d est une direction de descente au point T.
Preuve. f est différentiable au point 2. Donc
f(@+ M) = f(2) + AV f(@).d+ \|d|| a(z, \d),

avec

a(z, \d) e 0,

ceci implique que

f(@+Ad) - f(2)

(2, 1 _ ~\t
f(:L‘,d)—}\li% ;) =Vf(z).d<0.
La limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro V(0) = |—9, 44|
tel que
S ) — F(3
JE+M) = B vy e-s, 4. (1.1)

A
La relation (1.1)) est particuliérement vraie pour tout A € ]0,+4[. On obtient le résultat
cherché en multipliant la relation (1.1) par A > 0. =

1.3 Schémas général des algorithmes d’optimisation

sans contraintes

Supposons que dj soit une direction de descente au point xj,ceci nous permet de

considérer le point x, 1, successeur de x, de la maniére suivante :
Thi1 = T+ \idg, A € ]0, +(5[
Vu la définition de direction de descente, on est assuré que

f(@ri1) = flog + Medy) < flap).

Rahali Noureddine Univ. Ferhat Abbas Setif 1



1.4. CONDITIONS NECESSAIRES D’OPTIMALITE. CAS GENERAL

Un bon choix de dj et de Ay permet ainsi de construire une multitude d’algorithmes

d’optimisation.

1.3.1 Exemples de choix de directions de descente

Par exemple si on choisit dy = —V f(zy) et si Vf(x) # 0, on obtient la mé-
thode du gradient. La méthode de Newton correspond a dp = — (H(zx)) ™" .V f(zp).
Bien sur —Vf(z;) est une direction de descente (Vf(zp)'.dy = —V f(ap).Vf(xy) =
— IV f(z)|* < 0). Pour la deuxiéme direction si la matrice hessienne H(x;) est définie

positive alors dj, = — (H(z;,)) " .V f () est aussi une direction de descente.

1.3.2 Exemple de choix de pas \;

On choisit en général A\, de facon optimale, c’est a dire que )\, doit vérifier
f(l‘k + )\kdk) < f(l’k + /\dk) ) W= [O, —|—OO[.

En d’autres temes on est ramené a étudier a chaque itération un probléme de minimisation

d’une variable réelle. C’est ce qu’on appelle recherche linéaire.

1.4 Conditions nécessaires d’optimalité. Cas général

1.4.1 Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théoréme 1.4.1 Soit f:R"™ — R différentiable au point & € R™. Si & est un minimum
local de ( P ) alors Vf(z)=0.

Preuve. C’est une conséquence directe du théoréme 1.2.1 et de la remarque 1.2.1. En
effet, supposons que V f(&) # 0. Puisque la direction d = —V f(&) est une direction de

descente, alors il existe 6 > 0 tel que :
f@+ M) < f(z): VYAe]0,9].
Ceci est contradiction avec le fait que & est une solution optimale locale de ( P ). =

1.4.2 Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Théoréme 1.4.2 Soit f:R"™ — R deux fois differentiable au point & € R". Si & est un

minimum local de ( P ) alors V f(Z) =0 et la matrice hessienne de f au point & , qu’on

Rahali Noureddine Univ. Ferhat Abbas Setif 1



1.5. CONDITIONS SUFFISANTES D’OPTIMALITE

note H(), est semi définie positive.

Preuve. Soit x € R" quelconque, f étant deux fois différentiable au point . On a pour
tout A # 0

1
f@+ A x) = f(2)+ §A2xtH(§:)x + N |2%]| (2, A2),  a(d,Az) — 0.

A—0

Ceci implique

f(@+ /\;) —f&) _ %th(@)x + |22 al@, Ax). (1.2)

Z est un optimum local, il existe alors ¢ > 0 tel que

£+ x0) — 1) _

2 >0, VYAe]-9,+9].

Si on prend en considération (|1.2]) et on passe a la limite quand A — 0, A # 0, on obtient

t'H(2)x >0, VreR"

1.5 Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 1.5.1 Soit f:R" — R deux fois différentiable au point & € R™. Si Vf(&) =

0 et H(Z) est définie positive alors & est un minimum local strict de ( P ).

Preuve. [ étant deux fois différentiable au point . On a pour tout x € R”

flx) = f(i)+%(x—i)tﬂ(i)(ﬂf—@)+!\(37 —3)|* (@, (2-2)), o@ (2=2)) — 0, (Vf(Z)=0).

T—T
(1.3)
Supposons que & n’est pas un optimum local strict. Alors il existe une suite {xj}, -
telle que xp # & : Vk et

rp # 3 0 Yk, xy 7 T et flxg) < f(2). (1.4)
.. N (zp — 2)
Dans (|1.3) prenons x = zy, divisons le tout par ||(zx — Z)||” et notons dy = T =2
T — T
on obtient
— f(a 1
Jaw) = /(@) = —d\ H(Z2)dy, + a(z, (v}, — 2)), «a(Z,(zx — 1)) — 0. (1.5)

~ k
(e — )" 2 koo
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1.6. CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES D’OPTIMALITE. CAS
CONVEXE

(L.4) et (1.5) impliquent
1
S 0kH (@) + al#, (v — #)) <0, V.

D’autre part la suite {d}, .y~ est bornée (||di|| =1, Vn ). Donc il existe une sous suite

{dk}keNlcNN telle que N
dk —d

k—oo, kENT

Finalement lorsque k£ — oo, k € Ny, on obtient
1~ o~

La derniére relation et le fait que d #0 (HCEH = 1) impliquent que la matrice hessienne

H(%) n’est pas définie positive. Ceci est en contradiction avec I'hypothése. =

1.6 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité.

Cas convexe

Théoréme 1.6.1 Soit f : R" — R convere. Supposonsque que f est différentiable au

point & € R™. Alors
i) Si T est un minimum local de ( P ) alors & est un minimum global de ( P )

i) & est un minimum local de ( P ) si et seulement si Vf (&) =0

1.7 Les modes de convergence

Définition 1.7.1 Soit {}},.y une suite dans R™ qui converge vers x*.

1- On dit que {x},cy converge vers x*linéairement avec le taux o si

N e
im sup

——— =a <L
T |

Lorsque ||xp11 — z*|| ~ a||zr, — z*||, la convergence est dite linéaire asymptotique.

2- La convergence est dite superlinéaire d’ordre vy si

N
im sup—w

P sup S e <t 7>
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1.7. LES MODES DE CONVERGENCE

8- On dit que {x},oy tend vers x* de fagon superlinéaire si

e |

lim =0.

k=oo ||z, — ||

Lorsque |1 — z*|| < 1|z — 2*||7, la convergence est dite superlinéaire asympto-

tique.
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CHAPITRE 2

OPTIMISATION DANS R. RECHERCHES
LINEAIRES INEXACTES

2.1 Introduction et rappels

Soit f : R — R. On concidére le probléme de minimisation sans contraintes (2.1))
suivant :

min {f(x) : z € R"} (2.1)

Il existe deux grandes classes de méthodes qui contribuent a résoudre le probléme :
a) les méthodes a direction de descente et recherche linéaire
b) les méthodes a région de confiance.
Nous nous intéréssons dans cette partie aux méthodes a recherche linéaire et a direction
de descente dont le principe est le suivant :
Supposons qu’a litération k& on ait un point x; € R™ et une direction de descente
d, € R™, c’est & dire dj, vérifie :
Vf(ap)'dy <0 (2.2)

Le sucusseur x;, de ) est obtenu comme suit :
. *
Tyl = Tg + Oékdk ;g € R+ (23)

ay, s’appelle le pas . Le choix de d, et «y caractérisent ['algorithme.
Supposons que dj est detérminée. Comment choissir le pas ay ? Les methodes qui

s’intéressent au choix et au calcul de oy, s’appellent recherches linéaires.

7



2.1. INTRODUCTION ET RAPPELS

Il existe deux types de recherches linéaires :

i) les recherches linéaires exactes.

ii) les recherches linéaires inexactes ou économiques.

Soit f : R™ — R différentiable au point x, € R™ et d;, € R™ vérifiant

Vf(zr)dy < 0. (2.4)
Notons
or (@) = f(og + ady) (2.5)
La condition implique
30 > 0:Va €]0,6] f(ap + ady) < f(xg) (2.6)

c’est a dire
36 > 0: Vo €]0,9] ¢,(a) < ¢,(0)

On peut choisir @ = a* de fcon optimale, c’est a dire qu’en partant du point xj et la
direction dy, f décroit le mieux possible au point z, 1 = x; + a*dg. Ceci est possible si

on impose a o de vérifier la condition suivante :
Va €]0,+oo[: f(z, + a’dy) < f(xp + ady) (2.7)
Notons ¢, () la fonction d’une variable réelle suivante :
or(a) = flzr+adp): a€]0,+oof (2.8)
et donnent
er(a’) < ppla), Vo €]0, +o0] (2.9)
ou encore o est solution optimale de :
pr(a”) = min{iy (@) : o €]0, +-00[} (2.10)
Trouvez o* vérifant s’appelle recherche linéaire exacte. Ce travail s’effectue a
chaque itération k.

Donc a chaque itération k, on doit résoudre un probléme d’optimisation dans R.

Avantages des recherches linéaires exactes
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2.1. INTRODUCTION ET RAPPELS

Le principal avantage des recherches linéaires exactes est de calculer «, optimal, c’est

ap = o, vérifiant

i () = i) = minfpy (@) : a €]0, +oo[})

En d’autres termes, si ap = o la fonction f décroit le mieux en passant du point z, au

point xy + agdi = x) + ady, c’est a dire

Va €]0, 400 [: [f (zr) — f (zr + agdy)] = [f () — [ (xp + a™di)] > [f (xr) — f (vg + ady)]
(2.11)

Inconvénients des recherches linéaires exactes

Effectuer une recherche linéaire exacte & chaque itération, est difficilement réalisable
en pratique et assez couteux en temps et en mémoire.

Problémel

Quelle méthode de calcul de o, pourrait on adopter pour remplacer les
recherches linéaires exactes, tout en gardant 1’essentiel des avantages des re-
cherches linéaires exactes et éviter leurs inconvénients ?

Réponse au problémel

Les nouvelles méthodes de calcul de «y adoptées doivent vérifier le conditions sui-
vantes :

a) Le calcul de «y doit étre simple et peu cotliteux en temps et en mémoire.

b) Sachant qu’on ne peut pas obtenir ay, = a*(cela exigerait le retour aux recherches
linéaires exactes), on essaye donc de s’approcher le plus possible de a*. Les meilleurs

choix de a4, sont les points oy, assez proches de a*. Ceci se traduit par les deux conditions

suivantes :

bl) la fonction f décroit strictement en passant du point z; au point xj + axdy, i.e.
f(@g + axdy) < f(xr) (2.12)

b2) la fonction f décroit de fagon suffisante en passant du point x, au point
Tk + agdy

La décroissance suffisante dépend d’une recherche linéaire inexacte & une autre. Si on
compare deux recherches linéaires inexactes, celle qui possede la plus grande décroissance
sera la meilleure. En d’autre termes, la recherche linéaire inexacte dont le oy, sera le plus

proche de o*, sera la meilleure.

Notons par 7(f,xk, a,dy) le taux de décroissance de f , en partant du point x; et
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2.2. DESCENTE SUFFISANTE. RECHERCHE LINEAIRE INEXACTE D’ARMLJO

arrivant au point xy + ady, le nombre positif T(f,xg, a, dy) suivant :

T(f, 2, o, di) = fxg) — fxr + ady) = ¢, (0) — ¢ (@) (voir Figure 2.1)

(%)
A — )

FiGg. 2.1 - T(f, Tk, O, dk)

Ceci nous permet de donner la définition suivante :

Définition 2.1.1 Supposons qu’on a deux recherches linéaires inexactes qu’on note RLI(1)(recherche
linéaire inexactel) et RLI(2)(recherche linéaire inexacte2). On dit que RLI(1) est meilleure
que RLI(2) si pour tout nombre o produit par la recherche linéaire inexacte RLI(1) et pour

tout nombre 3 produit par la recherche linéaire inexacte RLI(2) on a :

T(f: xlmavdk) > T(f7 xka67dk)

Remarque 2.1.1 ] est clair que si une RLI(1) produit des points o plus proches de o
que ceux produits par RLI(2), alors RLI(1) est meilleure que RLI(2).

2.2 Descente suffisante. Recherche linéaire inexacte
d’Armijo
2.2.1 Principe de la méthode

Comme on ’a signalé au paragraphe précédent, il ne suffit pas de choisir & chaque
itération k, ay tel que
[y + ardy) < f(xp)
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2.2. DESCENTE SUFFISANTE. RECHERCHE LINEAIRE INEXACTE D’ARMLJO

pour que la suite {x} converge vers la solution optimale ou vers un point stationnaire. En
effet si la fonction décroit trés peu en passant du point z, vers le point z,1 = xx+agdg, la
suite {x} diverge ou peut converger vers un point qui n’a rien a voir avec la solution

optimale.

Pour éviter cet inconvénient, il faut imposer une condition caractérisant la notion de
descente suffisante de la fonction. Il faut choisir «; de sorte que la fonction f décroit de

facon suffisante en passant du point x; au point xy,1 = xp + apdg.

L’idée est que la diminution jugée suffisante soit proportionnelle a la taille du pas ay.
Ainsi plus le pas sera grand, plus la diminution de la fonction f sera grande. Donc si
~v > 0, on désire que

fzr) — fxr + ardr) > any

ceci est équivalent &
— [ (@ + ondi) = apy — f(zx)

ou encore
f(xk + akdk) S f(ﬁk) — Q7.

Le facteur v ne peut pas étre choisi de facon arbitraire. Surtout il doit varier d’une itération
a lautre. Il est plus approprié de définir v en fonction de la pente de la fonction au point

x; dans la direction d. En 'occurence, nous choisirons
v=—BVf(xx)"dp, 0<p<1

Définition 2.2.1 (diminution suffisante : condition d’Armijo) Soient f : R" — R
une fonction differentiable, x, € R™, dp € R™ une direction de descente, i.e. dy vérifiant :

Vf(xp)Tdy < 0. On dit que le pas ay > 0 vérifie la condition d’Armijo, si on a

f(37k + Oékdk) S f(%‘k) -+ Oékﬁ1Vf(l’k)Tdk, 0< ﬁl <1 (213)
Si on note

o (@) = [ ((zr + ady) (2.14)

alors on a
¢ (0) = f (k) (2.15)
o, (@) = Vf ((z + ady)" dy, (2.16)

et

0, (0) = Vf(xp)'d, <0 (2.17)
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2.2. DESCENTE SUFFISANTE. RECHERCHE LINEAIRE INEXACTE D’ARMLJO

Ceci étant, la définition 2.2.1 prend la forme suivante :

Définition 2.2.2 (diminution suffisante : condition d’Armijo) Soient f : R" — R
une fonction differentiable, x, € R™, dp € R™ une direction de descente, i.e. dy vérifiant :

Vf(xp)Tdy < 0. On dit que le pas ay, > 0 vérifie la condition d’Armijo, si on a

pr(@) < @(0) + arByi(0),  0< By <1 (2.18)

2.2.2 Interprétation graphique de la régle d’Armijo

Calculons 1’équation de la tangente T, au graphe de la fonction, et qui passe par le
point My (0, ¢, (0))
Tr = {(c,y) 1y — 94(0) = ¢, (0) (v — 0)}

Ty = {(,y) 1 y = 0,(0) + gy (0)} (2.19)

soit en prenant en compte les relations (2.15)) et (2.17)
Taio = {(@,y) 1y = f(wn) + aV f(zx) di } (2.20)

Calculons maintenant ’équation de la droite notée Ay, de coéfficient directeur (5,¢}.(0)

et qui passe par le point My(0, ¢, (0)). On a

Ay = {(@,y) 1y — 94(0) = 8,9, (0) (. — 0) }
Any = {(@.y) 1y = 0,(0) + B9, (0)} (2.21)

soit en considérant (2.15)) et (2.17))
Ay = {(,y) y = flaw) + BV f(ay) di ) (2.22)

Les droites Ty, et Ay, passent par le méme point My (0, ¢, (0)). Le coéfficient direc-
teur de Ay, est égal a 3, fois le coéfficient directeur de Tyy,. Remarquons que ¢} (0) =
V f(z)Tdy < 0, alors

0< B <1=0>¢(0)8 > ¢;(0)

par conséquent, pour tout a > 0, on a

ag;(0)8, > apy(0)
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2.2. DESCENTE SUFFISANTE. RECHERCHE LINEAIRE INEXACTE D’ARMLJO

soit en rajoutant aux deux membres de 1’égalité précédente la méme quantité ¢, (0), on
obtient
1 (0) + 0 (0)81 > 1,(0) + i (0) (2.23)

ou encore

Les relations précédentes impliquent que pour a €]0 + oo[, la droite Ay, se trouve au
dessus de la droite T),. Par conséquent, il existe 7 > 0 tel que, pour tout « €]0, 7[, le

graphe de ¢, (a) se trouve au dessous de la droite A,y . Ecrivons cela de fagon analytique
Va €]0,7[: gp(a) < f(ax) + B,V far)" dy (2:25)

Utilisons le fait que ¢, (a) = f(zg + axdy), devient
Vo €0, 7[: f(xp + owdi) < flan) + B,V f(x)" dy (2.26)

est exactement la condition "Armijo".

Conclusion

On peut prendre pour «y, vérifiant la condition "Armijo", tout point a € ]0, 7] (voir
Figure 2.2).

FiG. 2.2 — Armijo

Remarque 2.2.1 En general, on s’assure dans la régle d’Armijoo que oy, ne soit pas trop
petit car cela va nuire a la convergence de l’algorithme qui pourrait converger prématuré-
ment vers un point qui n’est pas stationnaire. Cela se verra explicitement dans [’algorithme

sutvant
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2.3. RECHERCHE LINEAIRE INEXACTE DE WOLFE

Algorihtme de la régle d’Armijo.

Initialisation

Choisir @ € 10,400 et 0 < B, < 1. Calculez ¢ (@) = f(xp + ady), ¢.(0) =
f(zr), ©,(0) =V f(zr)d, <0 et allez a Etape principale

Etape principale

Si () < ¢p(0) + ap;¢5(0), choisir le plus grand entier ng > 0 tel que :

0 (2™a) < . (0) + 208, (0), et prendre oy = 2™°Q

Sinon choisir le plus petit entier my > 0 tel que :

~ ~

[0 «
o () < 90+ s B16h(0), et prendre a =

a
2mo

Fin
Dans le théoréme suivant on va assurer ’existence du pas d’Armijo en posant quelques

conditions sur la fonction ¢,

Théoréme 2.2.1 Considérons la fonction ¢, : Ry — R;définie par

or(a) = f(r + ady)

Supposons que p, est continue et bornée inférieurement. Si di est une direction de
descente en xy (Vf(xx)'dy < 0) et si 8, € ]0,1[, alors l’ensemble des pas vérifiant la

régle d’Armijo est non vide.

2.3 Recherche linéaire inexacte de Wolfe

2.3.1 Recherche linéaire inexacte de Wolfe

ay, est acceptable par la recherche linéaire inexacte de Wolfe si oy vérifie les deux
condition (Wolfel) et (Wolfe2) suivantes

1
or(ar) < 9p(0) + parpr(0), 0<p< 3 (2.27)

oplag) > 0p(0), 0<o<l, o>p (2.28)

ou en remplacant ¢, (ax), ©(0), ©.(0), ¢} (ax) par leurs expressions, on a
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2.3. RECHERCHE LINEAIRE INEXACTE DE WOLFE

V(e +apdp) ' dy > oVf(ep)'dy, 0<o<1l, a>p (2.30)

2.3.2 recherche linéaire inexacte de Wolfe-forte

Comme leur nom I’'indique, les conditions de Wolfe-forte sont plus fortes que les condi-
tions de Wolfe. En effet les conditions de wolfe-forte impliquent les conditions de Wolfe.
Elles sont trés utilisées en théorie et les grands résultats de convergence ont été prouvés

en utilisant des recherches linéaires inexactes de Wolf-forte.

Définition 2.3.1 o vérifie les conditions de Wolfe-forte si les deux conditions suivantes

sont vérifiées :

1
orlar) < 0p(0) + parel(0), 0<p< 3 (2.31)
lop(aw)| < —0¢l(0), O0<o<1l, o>p (2.32)

Théoréme 2.3.1 Si oy, vérifie et (2.39), alors ay, vérifie (2.27) et (2.28) .

Preuve. (2.31)) et (2.27) sont les mémes conditions. Reste & monter que

(Wolfeforte2) = (Wol fe2)
En effet. Supposons que «y, vérifie (2.32)). Alors on a

0¢3,(0) < g (ar) < —o¢)(0)

Par conséquent on a
©r(ar) > o) (0)

Ceci implique que «y, vérifie (2.28)). =
Utilité des recherches linéaires inexactes de Wolfe-forte
a) Comme on I’a signalé avant, elles sont utilisées dans les théorémes de convergence.

b) Supposons que «y, vérifie les conditions de Wolfe-forte, donc on a

00,(0) < (o) < =09} (0) (2.33)

Si on choisit o trés petit (on prend en général o = 107%), alors implique que ¢} (ax)
devient proche de zéro. Si ¢} est continue, alors «j vérifiant serait trés proche de
a* vérifiant ¢} (a*) = 0.

Conclusion

Dans la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte, si on choisit o trés petit, on a

beaucoup de chances de tomber sur «; proche de a*.
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2.3. RECHERCHE LINEAIRE INEXACTE DE WOLFE

Remarque 2.3.1 Considérons la condition

or(ar) > 0 (0) (2.34)

Contrairement a , lorsque o est trés petit, ¢'(ay) peut ne pas étre proche de 0.

2.3.3 L’algorithme de Wolfe

ALGORITHME

ETAPE 1 Initialisation

Prendre o € [0,10%] , calculez ¢, (0), ¢}, (0). Prendre p = 0.1 (ou p = 0.1 ou p = 0.001
ou p = 0.0001 )

o =0.9 (ou o plus petit encore )

Poser ag = 0,by = 10%, k =0 et allez & ETAPE 2

ETAPE 2 (test de (2.27))

Calculez @y (ay). Si gy (ar) < ¢,(0) + pagye)(0), aller & ETAPE 3.

Sinon

Poser ayy1 = ap , by = ap et allez & ETAPE 4

ETAPE 3 (test ou )

Caleuler (o). Si gh(en) = 7,(0) (@h(a)] < o (0)). STOP

Prendre & = o, .

Sinon

Poser a1 = ag, b1 = by, et allez a ETAPE 4

ETAPE 4 (calcul de oy )

g1 + Dp41
Qg1 = —————

2
Poser k =k + 1 et allez A ETAPE 2 .

Rahali Noureddine Univ. Ferhat Abbas Setif 1



CHAPITRE 3

METHODE DE LA PLUS FORTE PENTE

3.0.4 Introduction

Cette méthode fut découverte par Cauchy en 1847 ([9]). Il est naturel de se deman-
der Dorigine ou la justification d’une telle appelation (méthode de la plus forte pente).
Considérons un point z; € R™, si V f(xy) # 0, alors la direction dj, = — V f(z) est une
direction de descente (voir Théoréme 4.1 et remarque 4.1 ). Le Théoréme qui suit va
nous montrer que c’est en fait la meilleure direction de descente. En d’autres termes la

décroissance de la fonction sera la plus forte en suivant la direction : —V f(zy).

Théoréme 3.0.2 Supposons que f : R™ — R, soit différentiable au point x, et supposons

que V f(x) # 0. Considérons le probléme optimal

Minimiser f'(x,d
ldl|<1 T )

ot f'(x,d) est la dérivée directionnelle de f au point x et dans la direction d. Alors la

solution optimale de ce probléme est donnée par

d— _ Vi)

IVf()ll

Preuve. Puisque

Flond)— i LMD = @)

_ ¢
Jm S =V f(z)'d.

Notre probléme revient donc & minimiser V f(z)'d dans {d : ||d|| < 1}.
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L’inégalité de shwartz donne
[Vf@)d| < IV f@)] 4]l (3.1)
Si
Vf(x)'d =0,

on a bien sur

Vf(x)'d>—[Vf()ldl.
Si
Vf(x)d <0,
implique que
~Vf(@)d <||Vf)|lldll,

Par conséquent on a toujours
Vi@)'d=—|Vf)]ld].
Pour [|d|| <1, on a

IVF@)H < IVF@) | = = IV @ ldl = =1V @)l

Donc : Vd : ||d]| <1ona
Vi(@)d>—|Vf)].

D’autre part on a : HCZH =1let d vérifie :

Vf@YJZVU%w%—f%%gﬁ)Z—MVf@HL

Interprétation du théoréme 3.0.2 : Nous allons & partir du théoréme 7.1 donner
une idée intuitive sur 'appelation : méthode de la plus forte pente. En effet d’aprés le

théoréme 7.1 on a :

f(z,d) > f'(z,d): Vd, |d| <1.
Soit en utilisant la définition de la dérivée directionnelle.

o S+ ) — f(@)

A—0, A T A—04 A

Rahali Noureddine Univ. Ferhat Abbas Setif 1



Cette derniére inégalité implique qu’il existe 6 > 0 tel que
@+ 2d) = f@)] = [+ ) = f(x)] 20, VA€]-6,+],

ou encore

fx+Ad) > f(z+ ), VA€]-0,+6] et Vd, |d|| <1.

3.0.5 Algorithme de la méthode de la plus forte pente

Cet algorithme est trés simple. Il suit le schémas suivant.

Algorithme de la méthode de la plus forte pente

» Etape intiale : Choisir un € > 0. Choisir un point initial z1. Poser k = 1 et aller
a I’étape principale.
» Etape principale :Si |V f(z)|| < € stop. Sinon poser d, = —V f(z) et soit \; la

solution optimale de la recherche linéaire
Min {f(xp + Adg); A > 0}.

Poser .1 = x; + \idi. Remplacer k par k + 1 et répéter ’étape principale.

3.0.6 Inconvénients de la méthode de la plus forte pente
Lenteur de la méthode au voisinage des points stationnaires

Cette méthode travaille de fagcon performante dans les premiéres étapes de ’algorithme.
Malheuresement, dés qu’on s’approche du point stationnaire, la méthode devient tres

lente. On peut expliquer intuitivement ce phénomeéne par les considérations suivantes
flop + Ad) = f(ar) + AV f(a)'d + X ||d|| a(zy; M),

ol a(xg; Ad) — 0 quand Ad — 0.
Si d = —Vf(xy), on obtient : x5, = x; — AV f(x}) et par conséquent

Faren) = flae) = X [= IV F@n) | + |V (@) || almi; AV f (@) -

D’aprés I'expression précédente, on voit que lorsque z s’approche d’un point stationnaire,
et si f est continuement différentiable, alors ||V f(z)|| est proche de zéro. Donc le terme
a droite s’approche de zéro, indépendemment de A, et par conséquent f(xy.1) ne s’éloigne

pas beaucoup de f(z;) quand on passe du point xj au point zy, 1.

Rahali Noureddine Univ. Ferhat Abbas Setif 1



Le phénoméne de Zigzaguing

Il n’est pas facile de vérifier que pour la méthode du gradient on a toujours
dl.dyey = 0,

c’est & dire que la suite {z}} engendrée par 'algorithme de la méthode du gradient,
zigzague. Ceci crée un phénomeéne de ralentissement dans l’acheminement des points x

vers la solution optimale.

3.0.7 Quelques remédes
Changement de direction

Au lieu de prendre comme direction de descente, la direction :

dk = —Vf(a:k),

on prend des directions de la forme
dk = —DVf(l’k),

ou D est une matrice choisie convenablement (D pourrait étre par exemple I'inverse de
. s . . N . —1
la matrice héssienne au point xy c’est a dire (H(zx)) ).

Un autre choix pourrait s’opérer de la fagon suivante :
dy = =V f(zr) + gk,

ou g est un vecteur approprié.

Accéleration de la convergence

On peut aussi accélérer la convergence de la méthode du gradient. Pour celd on trans-
forme grace a un algorithme d’accélération de la convergence la suite {z;} en une suite
{yr} qui convergerait vers la méme limite que la suite {x;} , mais convergerait plus rapi-
dement. Si on note par z* cette limite commune on exprime cette rapidité par la limite

suivante : .
. Yp — T
lim
k—ocox) — T*

=0
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CHAPITRE 4

MTEHODES DU GRADIENT
CONJUGUE

Cette méthode est surtout utilisée pour les problémes de grande taille. Cette méthode
a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel ([28]), pour la minimisation de fonctions
quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non linéaire. Ceci a été
réalisé pour la premiére fois, en 1964 par Fletcher et Reeves ([26]) (méthode de Fletcher-
Reeves) puis en 1969 par Polak, Ribiére ([41]) et Polyak ([40]) (méthode de Polak-Ribiére-
Polyak). Une autre variante a été étudiée en 1987 par Fletcher ([23]) (Méthode de la
descente conjuguée).

Citons d’autres nouveaux algorithmes qu’on peut trouver dans ([15], [5], [32], [30], [20],
5, 8], (18], [12], [, 9, [0, 2, 21, [, [500)

4.1 Optimisation quadratique sans contraintes

Définition 4.1.1 Soit Q) une matrice (n,n) symétrique et définie positive et b € R". On
appelle probléme de minimisation quadratique sans contraintes, le probléme noté (PQSC)

sutvant :

{min %xTQaj - bTx} (4.1)

reR™?

Théoréme 4.1.1 Le probléme (PQSC) a une solution unique T,
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4.1. OPTIMISATION QUADRATIQUE SANS CONTRAINTES

solution du systéme linéaire Qx = b, c’est a dire que T vérifie

T=Q ' (4.2)

4.1.1 Calcul du pas obtenu par une recherche linéaire exacte
Soit () est une matrice (n,n) symétrique et définie positive et b € R™ et f(z) =

%xTQx — bT'z. Considérons le probléme (PQSC)

min f(x) = min{ %xTQa: — bTx} (PQSC)

reR™ zeR”

Les méthodes & directions de recherches linéaires générent des suites {x},_,, dela

goee

maniére suivante. On démarre par x; € R". A l'itération k, si on a z, € R”, le successeur

Try1 de xp est donné par la relation suivante
Tyl = T + apdy (43)

ou dj, € R™ est une direction de recherche et o, € Rt est le pas de recherche obtenu par
une recherche linéaire exacte ou inexacte. Dans le cas d’une recherche linéaire exacte o,
vérifie

f (:Ek + Oékdk) = ggionf (I‘k + Oédk) (44)

Notons

gk = V() = Quy, — b (4.5)

Théoréme 4.1.2 Soit () une matrice (n,n) symétrique et définie positive et b € R™ et
f(z) = 327Qx — b"x. Considérons le probléme (PQSC)

1

min f(z) = min{ —2TQx — bTaz} (PQSC)
z€ER™ z€R™ 2

Supposons qu’a l'iteration k on a une direction dj, de descente, c’est a dire que dy vérifie

soit ay, > 0 obtenue par une recherche linéaire exacte c’est a dire que oy, vérifie

f (Ik + Oékdk) = (l;glonf (l’k + Oédk>
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4.2. METHODE DES DIRECTIONS CONJUGUEES

Alors
9 di

~dLQdy,

(4.7)

. =

4.2 Meéthode des directions conjugueés

Définition 4.2.1 Soit Q) une matrice (n,n) symétrique. Les directions dy,d .....dy sont
dites () conjuguées si on a
dfQd; =0, 0<i,j <k (4.8)

Théoréme 4.2.1 Soit ) une matrice (n,n) symétrique et définie positive. Si les direc-
tions do, dy .....dy, avec k < n—1, sont non nuls et () conjuguées, alors ils sont linéairement

indépendants.

4.2.1 L’Algorithme des directions conjuguées

Soit () une matrice (n,n) symétrique et définie positive et b € R". Considérons le
probléme de minimisation quadratique sans contraintes, (PQSC), suivant :
min leQa: — bz
zeR? 2
Algorithme des directions conjuguées
» Initialisation
On se donne xy € R" quelconque et (dy,d;......d,—1), @ conjugueés. Poser k = 0 et

allez & Etape principale

» Etape principale

Pour k£ >0
Calculez
9x =V [f(xp) = Quy — b
Si g, = 0. Stop.
Sinon calculez .
i
dk Qdk

et

Tpy1 = T + apdy
Poser k£ = k + 1 et allez & Etape principale.

Théoréme 4.2.2 Partant d’un point initial xo € R™ quelconque, ’algorithme des di-

rections conjuguées précédent converge vers la solution optimale unique T du probléme
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4.3. METHODE DU GRATIENT CONJUGUE. CAS QUADRATIQUE

(PQSC) dans n iterations, c’est o dire qu’on a
Tn=7 et Qr,=QT=0>b (4.9)

Remarque 4.2.1 Si on démarre du point x1, alors la solution optimale est atteinte au

point T, 1, c’est a dire qu’on aura

8)

= Tp+1

Théoréme 4.2.3 Soit Q une matrice (n,n) symétrique et définie positive et b € R"
et f(z) = 327Qx — bz Considérons la suite {xx},_,, de la maniére suivante. On

démarre par r1 € R™. A litération k, Le successeur xp1 de ) est donné par la relation

sutvante

Tpt1 = Tp + apdy

ot dj, € R™ est une direction de recherche et o, € RT est le pas de recherche obtenu par

une recherche linéaire exacte, oy, vérifie

[ (zp + apdy) = g;iglf (21, + ady,) (4.10)
Notons
Gret1 = V[ (@r41) = Qg — b (4.11)
Alors
Je+1 = gr + Qdy, (4.12)
et
goady =0, k=0,1,...,n—1 (4.13)

Théoréme 4.2.4 Dans la méthode des direction conjuguées, on a

Giadi =0, k=01.... n—1, i=0,...k (4.14)

4.3 Meéthode du gratient conjugué. Cas quadratique

Soit ) une matrice (n,n), symétrique et définie positive. On considére dans ce para-

graphe le probléeme (PQSC) suivant

min {f(z) : € R"} = min {%xTQx ~blr:re R"} (PQSC)
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4.3. METHODE DU GRATIENT CONJUGUE. CAS QUADRATIQUE

4.3.1 Introduction

Dans la méthode des directions conjugués, les directions dy, .....d,_; sont données a

I’avance.
Dans la méthode du gradient conjugué, On démarre d’un point zo € R", dy = —gp =
Vf(xog) = Qzo — b. Les directions di, k=1,..n — 1 sont calculées a chaque itération.
A Titération k
dr, = —gr + Br_1dr—1
Bj_1 est obtenu de sorte que dj, soit ) conjugué avec les autres vecteurs d;, i =0, ...,k —1.

En d’autres termes on doit avoir
diQdi=0 i=0,..k—1. (4.15)

Dans 'appelation gradient conjugué, on trouve les deux mots : gradient et conjugué.
a) Le mot gradient est utilisé car dj, est calculée a partir du gratient au point xy.

b) Le mot conjugué est aussi justifié, car et comme on le verra plus loin, les directions

{dk}z;é sont () cojugués.

4.3.2 Algorithme du gradient conjugué. Cas quadratique
Principe de I’Algorithme

On démarre d’un point quelconque xy € R"™.

Calculez d b—Q o o
ulez dy = —go = b — Qxy, g = —
0 9o 0, o dgTQdo
Supposons qu’a l'itération £ on ait : x; et di. Ceci nous permettra de calculer
ngdk
gr = Qzp—b, ay = Q4 T T Trtapdy, g1 = QTri1—b, diy1 = —grr1+0,ds
k k
(4.16)
B, est choisi de sorte que
di1Qdy =0 (4.17)

Puisque di11 = —gry1 + 5,dg, alors (4.17) donne
(—grs1 + Bidi) " Qdr = 0

ou encore

Brdi Qdy, = gi 1 Qdy, (4.18)

Rahali Noureddine Univ. Ferhat Abbas Setif 1



4.3. METHODE DU GRATIENT CONJUGUE. CAS QUADRATIQUE

et finalement .
G @i

b=t (419)

Algorithme

Algorithme du gradient conjugué. Cas quadratique
1.choisir zg € R™.
2. Calculez gy = Qxog — b. Si go = 0 stop. Sinon poser dy = —gg. Poser £k =0
_ 91 di
T .
4. Calculez x4 :d:ngfkakdk.

3.Calculez oy, =

5. Calculez g1 = Qrpy1 — b. si ggr1 = 0 stop.

T
gk+1Qdk
6. Calcul = =0
alculez f3, I Qd,
7. Calculez dy1 = — g1 + Brdy.

8Poser k=k+ 1etalleza 3.

4.3.3 Propriétés du gradient conjugué quadratique

La propriété fondamentale du gradient conjugué cas quadratique est que les directions

{dk}z;é sont () cojugués. Ces directions vérifient comme on ’a vu dans ’algotithme

dk+1 = —Gr+1 + Brdy,

avec .
ﬁ _ gk+1Qdk

" d{Qdy
D’apres le théoréme 4.2.2, 'algorithme du gradient conjugué, version quadratique

converge vers la solution optimale en n itérations. Résumons ces deux résultats dans

les deux théorémes suivants :

Théoréme 4.3.1 Les directions {dy,ds, ...,d,—1} engendrées par l’algorithme du gradient

conjugué quadratique sont () conjuguées.

Théoréme 4.3.2 Soit () une matrice (n,n), symétrique et définie positive et (PQSC) le

probléeme de minimisation sans contraintes quadratique suivant

min {f(z) : © € R"} = min {%xTQa: —blr:re R"} (PQSC)
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4.4. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE. CAS NON QUADRATIQUE

Démarrant d’un point zo € R™ quelconque, considérons la suite {xy} générée par l’algo-

rithme du gradient conjugué quadratique définie par

gr =V f(xy) =Qrp—0b, k=0,1...

T
Ji+1Qd
k=0,1,.. 4.2
= grqd, F=0b (4.20)
_ k=0
dx = oo (4.21)
— Ok + Br_1dk—1 st k>1
T
i i
Qp = — 4.22
b dQd, (4.22)
et
Tp1 = Tk + apdy, (4.23)

Alors la suite {x} converge en n itérations vers la solution optimale T du probléme
(PQSC), c’est a dire que x,, vérifie v, =T et

0% = Qu, = b (4.24)

4.4 Meéthode du gradient conjugué. Cas non quadra-

tique

4.4.1 Introduction et différentes formes du gradient conjugué

non quadratique

Soit f : R™ — R non quadratique. On cherche & résoudre le probléme non quadratique

sans contraintes (PNQSC) suivant :
min {f (z) : z € R"} (4.25)

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes du type (PN-
QSC), on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode est surtout utilisée
pour les problémes de grande taille.

Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel ([28]), pour la mini-
misation des fonctions quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non quadratique. Ceci

a été réalisé pour la premieére fois, en 1964 par Fletcher et Reeves ([26]) (méthode de

Rahali Noureddine Univ. Ferhat Abbas Setif 1



4.4. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE. CAS NON QUADRATIQUE

Fletcher-Reeves) puis en 1969 par Polak, Ribiére ([41]) et Ployak ([40]) (méthode de Polak-
Ribiére-Ployak). D’autres variantes ont été étudiées plus tard ([24],[57],[27])Une autre
variante a été étudiée en 1987 par Fletcher ([25]) (Méthode de la descente conjuguée).

Toutes ces méthodes générent une suite {x}, . de la facon suivante :
Tp4+1 = T + Oékdk (426)

Le pas a, € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou recherche

linéaire exacte ou inexacte du type Armijo, Goldstein ou Wolfe.

Les directions dj sont calculées de fagon récurrente par les formules suivantes :

- ik=0
dy = o = . (4.27)
— 0k + Br_1dk—1 sik>1

avec gp = V f(zg) et 5, € R.
Les différentes valeurs attribuées a 3, définissent les différentes formes du gradient
conjugué.
Si on note
Yk—1 = Gk — Gk—1, Sk = Th41 — Tk (4.28)
on obtient les variantes suivantes :

1952 ([28])- Gradient conjugué variante Hestenes - Stiefel(HS)

T
HS Jr+1Yk
= 4.29

1964 ([26])-Gradient conjugué variante Fletcher Reeves(FR)

2
[yl

1969 ([41],[40))- Gradient conjugué variante Polak-Ribiére-Polyak(PRP)

T
9

1987 ([25])- Gradient conjugué variante descente conjuguée — Fletcher (CD)

2
cp lgx
= —— 4.32
k dg_lgkf]_ ( )
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4.4. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE. CAS NON QUADRATIQUE

1991 ([36])- Gradient conjugué variante Liu - Storey(LS)

T
LS Jr+1Yk
= 4.33

1999 ([11])- Gradient conjugué variante de Dai- Yuan(DY)

DY ||9k||2
= = 4.34
k d{_lyk,1 ( )

2005([27])- Gradient conjugué variante Hager-Zhang(HZ)

o\ T
HZ “ka Jk+1
— —2d 4.35
g <yk g dfyk ) d;fyk ( )

2012([42])- Gradient conjugué variante Rivaie-Mustafa-Ismail-Leong(RMIL)[60]

T _
kRi\/{IL _ 9k (gk gl;—l) (4.36)
k1]l

Remarque 4.4.1 Dans le cas ot f n’est pas quadratique on a
WA BB A BT AP A BT £ BT # BT (4.37)

Par conséquent, en appliquant l’algorithme du gradient conjugué non quadratique, en uti-
lisant les coéfficients (3,, figurant dans , on obtient des suites {xy}, o différentes.

Que se passe t’il si f est quadratique strictement convexe et si ay, est obtenue par une

recherche linéaire exacte. La réponse a cette question se trouve dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.4.1 Si f(z) = %a:TQa:—bTx, avec ) symétrique définie positive, v € R"™, b €

R™ et st ay, est obtenue par une recherche linéaire exacte. Notons

T
6 _gk-i-lek
alors on a
HS FR PRP CD LS DY HZ RMIL
ﬁk:k:k:k:k:k:k:k:k (4-38)

et l’algorithme du gradient conjugué quadratique génére la méme suite {xy}, oy -
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4.4. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE. CAS NON QUADRATIQUE

4.4.2 Algorithme du gradient conjugué non quadratique
Introduction

Soit  f : R™ — R non quadratique et (PNQSC) le probléme de minimisation non

quadratique sans contraintes suivant :
min{f (z) : z € R"} (PNQSC)

Pour construire I'algorithme du gradient conjugué cas non quadratique, on peut s’inspirer
de l'algorithme du gradient conjugué quadratique établi au chapitre précédent. Contraire-
ment au cas quadratique, on n’a pas de matrice (). Par conséquent on n’a pas de directions
@ conjuguées. Comme dans le cas quadratique, I’algorithme du gradient conjugué cas non

quadratique géneére une suite {2y}, de la maniere suivante :

Th1 = Tp + apdy,

L’algorithme démarre d’un point xy € R™ quelconque.
A Titération k
Supposons qu’on ait le vecteur z, € R" et la direction dj_;. Ceci nous permet de

calculer V f(zy) au lieu gr = Qx, — b dans le cas quadratique. Pour avoir xj1, on a

besoin de calculer o, et dj.

Calcul de d}, :
dk = — Vf(xk) + ﬂkfldkfl (439)

On a huit fagons pour calculer 3,_,

s _ V(@) (V@) = VF(re1))
LAl (Vi (z) — Vi (zeer))

pr _ V(@) (Vf(xr) — Vf(2e-1))

e NZICE
| VFG@) |2

T TV e 2

by _ IV |

P Al (Vi (e) — V(1)

Ls _ V()" (VI (k) = VI (zp-1))
i,V f (1)
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4.4. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE. CAS NON QUADRATIQUE

oo _ Vi)l
S ey

IV f () = Vf(ze)|? V()
Aoy (V () = Vf(zr1) | (V@) = VI (0p-1)Tye

RMIL _ (Vf(xk))T(Vf(xk) — Vf(rg1))

k-1 2
i

v = ((Vf(mk) — Vf(wp-1)) — 2dp—1

Calcul de o,

Ayant obtenu dj , rappelons que «y, vérifie
f(l’k + Oékdk) = min {f(l’k + Oédk) e’ G]O, +OO[} . (440)

Dans le cas ou f(x) = %xTQa: — b, @ symétrique définie positive, ay solution de 1)

est donnée par la relation suivante

. 91 di
di Q).

Dans le cas ou f n’est pas quadratique, o ne peut pas étre calculée par la formule (4.41]).
On calcule dans ce cas «y par d’autres méthodes. On utilise par exemple la méthode du
nombre d’or ou la méthode de dichotomie. Comme on le verra plus loin, «j peut étre

calculée par une recherche linéaire inexacte d’Armijo ou Goldstein ou Wolfe.

Algorithme du Gradient conjugué non quadratique

» Etapel

Choisir xg € R™ quelconque et € > 0

» Etape2

Poser k=0

Calculez gy = V f(xg). Posez dy = —go

» Etape3

Calculez ay en utilisant une rechreche linéaire exacte ou inexacte d’Armijo ou de
Goldstein ou de Wolfe ou de Wolfe Forte

Calculez xyy1 = o + apdy

» Etaped

Si ||V f(xgs1)|| < e, Stop, 2* = xj41. Sinon allez a Etapeb

» Etapeb

Calculez gy11 = V f(7r41)
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4.4. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE. CAS NON QUADRATIQUE

Calculez (3, par I'une des maniéres suivantes

HS FR PRP cD
By = rooou By =067 ou By =B ou B =Py

LS DY HZ RMIL
ou By = By ou By =P0y oupBy=P5." ou B, =By

Calculez

dir1 = —Giut1 + Brdi

Posez k =k + 1 et allez a Etape3.
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CHAPITRE 5

ACCELERATION DE LA
CONVERGENCE DE LA METHODE DU
GRADIENT. CAS DES RECHERCHES
LINEAIRES INEXACTES D’ARMIJO

5.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre 3, que la méthode de la plus forte pente, malgé sa
simplicité, présente 'inconvénient d’étre trés lente au voisinage des points stationnaires.
Pour y remédier a cet inconvénient nous essayerons dans cette section, qui constitue 'une
des parties originales de cette these, d’accélérer la convergence de la méthode du gradient.
Pour cela nous appliquons a la suite générée par la méthode du gradient, l’e—algorithme,

version Florent Cordellier.

Nous appellerons le nouveau algorithme ’epsilon steepest descent version Cordellier.
La recherche linéaire utilisée dans cette étude est la recherche linéaire inexacte d’Armijoo

rencontrée au chapitre 2.

Une étude semblable & notre étude a été établie par Benzine et Djeghaba ([16]) ou les

deux auteurs ont utilisé une recherche linéaire exacte.
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5.2 L’epsilon steepest descent version Wynn

Pour les notions concernant les méthodes d’accélération de la convergence, voir le livre

de Brezinski ([§]). Etant donnée une suite {s,} Wynn a considéré la suite {e,}, oy

neN»
définie par
SnSn+2 — (3n+1)2
En = . n=0,1,2,.. (5.1)
Sp+2 — 2Sn—l—l + Sn

Remarque 5.2.1 Pour calculer la quantité ¢, il suffit d’avoir les éléments : s,, Sp11 €t

Snio de la suite {s,} .

5.2.1 L’algorithme epsilon steepest descent version Wynn

» Initialisation : Soit f : R — R. L’algorithme commence par un point initial

xo € R", les composantes de x(seront notées comme suit :

(1 2 i n
xo = (g, G, -y T(y oy TG ),

poser k = 0 et aller & I’étape principale.

» Etape principale : Supposons qu’a I’étape k on ait le point zy,

(]2 i n
T = (Tp, Thy oovy Ty ooy T ),

si ||V f(xy)|| = 0 stop; sinon poser
Tk = Tk,
_ (el 2 i n
rk — (Tk,T'k,,Tk,,Tk),

* Calculer par la méthode steepest descent les successeurs s; et ¢, de 7y, c’est & dire

o2 i n
Sk = (Sky Sy ooy Spoy ooy SE),

te = (th, 13, sty s 1),
sk =Tk — MV [(Tr),

A solution optimale de la recherche linéaire inexacte d’Armijo (voir Chapitre2, relation
2.13), c’est a dire que )y vérifie la relation d’Armijo suivante

Flan = MV f(ar) < flag) = Mep V@), 0<p<1
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te = sk — B,V f(s1),

B, solution optimale de la recherche linéaire inexacte d’Armijo (voir Chapitre2, relation

2.13), c’est a dire (3, vérifie :

Flae = BV f () < flan) = B IV F(@)l®, 0<p<1

* Calculer
ty —2s,+m;1=1,.n
Si
t, —2sp,+r, #0;i=1,..n
calculer
k k1 k2 ki k,n
€5 =€y ,E9 69 B9 |,
avec

Si f(e5) < f(t) poser
T = Eg.

Remplacer k par k + 1 et aller ’étape principale.
Si f(e5) > f(ty) ousitl — 25 +7i° = 0; iy € {1,...n}, poser

T = tk.

Remplacer k par k£ + 1 et aller a ’étape principale.

5.3 L’epsilon steepest descent algorithme version F.
Cordellier

Etant donnée une suite {sy}, .y, F. Cordellier ([I0]) propose une autre formule pour

I’epsilon algorithme. Les quantites €,, peuvent étre calculées de la fagon suivante :

-1

1 1

€n = Spy1 + -
i Sn+2 - Sn+1 Sn+1 - Sn

(5.2)

Les calculs numériques ont montré que ’epsilon algorithme avec la formule ( 5.2 ) est

plus stable qu’avec la formule ([5.1)).
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5.3.1 L’algorithme epsilon steepest descent version F. Cordel-

lier.

» Initialisation : L’algorithme commence par un point initial zy € R", les compo-

santes de xgseront notées comme suit :

_ 1 2 7 n
xo = (g, TG, -y T(y -oes T ),

poser k = 0 et aller a I’étape principale.
» Etape principale : Supposons qu’a I’étape k on ait le point xy,

_ 1 2 7 n
T = (Th, Ty oy Tpoy ooey TR,

si ||V f(xy)|| = 0 stop; sinon poser
Tk = Tk,
o 1,2 7 n
Tk = (Thy Ty ooy Thy ey TR,

* Calculer par la méthode de steepest descent les successeurs s et t;, de r, c’est a
dire
1 .2 % n
Sk = (Sky Sy ooy Spoy oeey SL),
1 42 i n
tk — (tk7tkl7 ceey Upesy 7tk})7

S =1 — MV f(rg),

Ak solution optimale de la recherche linéaire inexacte d’Armijoo (voir Chapitre2, relation
2.13)), c’est a dire que \;, vérifie la relation d’Armijo suivante

Flar = MV F(xr) < flaw) = Nep V@), 0<p<1

te = sk — BpV f(sk),

B, solution optimale de la recherche linéaire inexacte d’ Armijoo (voir Chapitre2, relation),

c’est a dire 3,, vérifie :
flar — BV () < flaw) = Bun |V f ()P, 0<pu<1

* Calculer
. o . 1 1
(a .40 1., y
Sp— Ty sty — Sk — - = —i=1,...,n

) 7
by = Sp  SLp— T}

Rahali Noureddine Univ. Ferhat Abbas Setif 1



5.4. CONVERGENCE DE L’EPSILON STEEPEST DESCENT ALGORITHME : CAS
DES RECHERCHES LINEAIRES INEXACTES D’ARMIJO

ool 7 7 7 1 1
Calculer i
gy =8, +—F—Fi=1,..n

=5k STk

Si f(e5) < f(tr)
Poser z), = €5 remplacer k par k + 1 et aller a I'étape 1.

Si f(€5) > f(te) ou s —7° =0 outi® — s = 0 ou ; S 1T£0 =0,ip € {1,.....,n}

% % a
0 _SkO Sko _

Poser x, = ti,remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1.

5.4 Convergence de l’epsilon steepest descent algo-
rithme : cas des recherches linéaires inexactes
d’Armijo

Théoréme 5.4.1 f:R" — R, telle que V f(x) est continument Lipschitzien de constante
G dans Uensemble 6(xg) = {x € R": f(x) < f(xo)}, xo € R" quelconque. Considérons
lalgorithme de la méthode € steepest descent avec la recherche linéaire inexacte d’Armijo.
Soit {xy} une suite générée par cet algorithme. Alors ou bien il s’arréte aprés un nombre
fini d’itérations en un point y, tel que V f(zg,) = 0, ou bien il génére une suite infinie
{@1} ey telle que

Vf(zr) — 0.

k—o00

Preuve. Supposons que 'algorithme Armijo epsilon steepest descent génére une suite
infinie {w}},.y. Dans I'étape principale de l'algorithme, les vecteurs sy et #; sont obtenus
en utilisant deux fois la méthode de la plus forte pente avec la recherche linéaire inexacte
d’Armijo. Les vecteurs s, et t, sont les successeurs de xj, et sont utilisés pour calculer

x4+ (voir Etape principale de I’algorithme). Notons que

S = T — )\ka(JTk),

A = & (@ > 0 est une constante définie par la recherche linéaire inexacte d’Armijo)

verifiant la condition d’Armijo suivante :

o(5) = (5) (5.9

o) =1 (- 597 @) (5.9

avec
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5.4. CONVERGENCE DE L’EPSILON STEEPEST DESCENT ALGORITHME : CAS
DES RECHERCHES LINEAIRES INEXACTES D’ARMIJO

et

~ [« a
12 (5) = flan) = 5V f ()" V f (21) (5.5)
ce 0,1, @ >0, t € N, telle que 'inégalité (5.3) soit satisfaite. Prenant en considération

les relations (j5.3)), (5.4) et (5.5)), on obtient :

Pl =1 o= 591 @) (5:6)
< f(on) — ez IV (@)
implique B
f(s) = Flaw) < —e3 [V F ). (5.7)
D’un autre coté et en utilisant le théoréme de la moyenne on obtient :
Fsk) = f(op) = (sk —an) VF@); T=Xsp+(1—Nay, A€lo,1]. (5.8)
Dans la mesure ou .
S = T — Oéka ({L‘k> , O = %, (59)
alors
Fsk) = flag) = =V f (21,)" V[ (T) (5.10)

=~V f (24) [V [ () = VI (24) + Vf (2)]
=~ IV (@) + oV f (1) [V (k) = Vf ()]

T = Asp + (1 =Nz, A €]0,1]. Notons que la suite {f(z)},cn, est décroissante, donc
xp € 0(xg), k=0,1,...

Maintenant et en utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz inequality et le fait que le gradient

de f est Lipschitzien de constante K, on a :

F(si) = flan) < = |V f @)l* + an IV (@) | VS (@) = V(@) (5.11)
< —ap [V (@)l + IV f ()]l K [l — 7

Notons que = As; + (1 — Nz, A €]0, 1], alors

e = 2l = [[(1 = M) (@r — z)l] < [(1 = (2 = z) | < ([ — 2] (5.12)
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5.4. CONVERGENCE DE L’EPSILON STEEPEST DESCENT ALGORITHME : CAS
DES RECHERCHES LINEAIRES INEXACTES D’ARMIJO

(5.11)) et (5.12)) impliquent
f(s) = F (@) < —aw [V @)l + x|V @)l K |1z —

Remarquons que z; — xp = x — V[ (1) — v = —axV f (21) , ap = %, alors on a

fse) = flaw) < —an IVf @)l + o IV f (@) | Ko |V f (1)) - (5.13)

Par conséquent, on obtient :

4]

fse) = flaw) < =5

195 @l [1- K| (5.14)

Maintenant choisissons ¢ > 0, le plus petit entier tel que I'inégalité suivante soit vérifiée

(voir I'algorithme d’Armijo, Chapitre 2)

Ka
2> - _ac (5.15)
(5.15)) implique B
1-K3 >e (5.16)
donc
(.16) implique
[ [ @
SIS @R [1-Kg| < -Zelvi@ilf, cdod )
et (5.17) donne - -
—K%<c—1:>K%>1—c.
par conséquent
@ c(l—c¢)
- i< g (5.19)

Notons que le choix de ¢ > 0 satisfaisant (5.15)) implique que 'inégalité ([5.7)) est vraie. Par
conséquent et prenant en considération les relations (5.14)), (5.16)), (5.17)), (5.18), (5.19),

on obtient :

c(l1—c)

e IV @)l (5.20)

f(se) = flag) < —
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5.4. CONVERGENCE DE L’EPSILON STEEPEST DESCENT ALGORITHME : CAS
DES RECHERCHES LINEAIRES INEXACTES D’ARMIJO

Notons G = —%. Il est clair que G < 0 et 1' donne

f(s1) = fla) S G VS (@)l (5.21)

Considérons maintenant ¢, le successeur de sg, tr, = sp— [,V f(sk). Faisant de méme avec

tx, on obtient

f(te) = flsu) S GV S (s (5.22)
Nous allons montrer maintenant que
lim (V£ (@) = 0.

En effet. Considerons

f@en) = flon) = f(e3) = f (8) + f (t) — flsi) + fse) — flan)

Notons que
f (6]5) — f(ty) <0 (voir (4)).

alors

f(wrga) = flan) < f () — f(s) + fsk) — )
Les relations et impliquent

f (@ren) = flan) < G(IVF @l” + IV (s0)l) (5.23)

Notons que { f ()} oy est décroissante et par conséquent a une limite (autrement inf f(z) =
—00). Donc la relation (5.23) implique

IVF @l” + IV (sll” < é [ (r42) = S ()] (5.24)

Prenant lim quand k& — oo, on obtient

Im ([Vf (@)” + 1V (s1)%) <0 (5.25)
D’autre part, on a
lim (| V£ (2)” + IV (s)7) < T (IVf @)l* + 1V£ (i) (5.26)

k—o00
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5.5. RESULTATS NUMERIQUES ET COMPARAISONS

et
0< lim (Vf @)l* + IV f (si)l*) (5.27)

k—o00

Les inégalités ((5.25)), (5.26) and ((5.27) impliquent

0 < lim ([Vf (@)|* + IV £ (s)]) (5.28)

k—o0

< Tmn (IVf @)l + 197 (s0)]) <0
qui implique

lim (|[Vf (z0)]” + IV S (s)]) (5.29)

k—o00

= Tim ([IV/ @)lIP* + IV (s0)]°)
= lim (IVf @)l + IV £ (s0)]) =0
Notons que
0 < IV (@)l < IVF (@)|* + IV f (si)lI” (5.30)

et
0<IVfGl* S IVF @)l*+ IVf (sl (5.31)

Finallement, the inégalités (5.29)), (5.30) and (5.31]) impliquent

Jim [V f (ze) || = Lim [[Vf ()] = 0.

5.5 Reésultats numériques et comparaisons

Dans cette section, on donne les résultats des tests numériques obtenus en implémen-
tant I’Algorithme Armijo Epsilon Steepest Descent. Nos programmes sont écrits en For-
tran et compilés dans une station de calcul Intel Pentium 4 , 2 GHz. Nous avons séléctionné
52 fonctions test de base utilisées dans I'optimisation sans contraintes de ([2] , [6]). Pour
chaque fonction test nous avons effectué 20 experiences numériques en faisant varier le
nombre de variables : n =2, 10, 30, 50, 70, 100, 300, 500, 700, 900, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000,
6000, 7000, 8000, 9000, 10000. On expose dans I'annexe les résultats des tests numé-
riques. Le critére d’arrét est fixé a : |V f (z3)] < 1075.

Nous avons défini le critére de comparaison entre deux algorithmes : ALG1 et ALG2,
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5.5. RESULTATS NUMERIQUES ET COMPARAISONS

fALG et fALG? Jes valeurs optimales obtenues par ALG1 et ALG2,

comme suit : Soient
pour les problémes i = 1,...,962, respectivement. Pour le probléme i, nous considérons

que ALG1 est plus performant que ALG2 si :
|fALGl _ fALG2‘ < 10-3

et le nombre d’itérations ou le CPU temps de ALG1 est plus petit que le nombre
d’itérations ou le CPU temps de ALG2.

Dans ’ensemble des tests numériques nous comparons 1’Algorithme Armijo Epsilon
Steepest Descent a la méthode Steepest descent. On résume tout cela dans la Figure 1

dans laquelle on trouve : Dolan et Moré CPU performance profile de la méthode Armijo

Epsilon
SO0 oL CPU G metsic Arije Exlon Sterssst Descent Akarthm
223 proklems
RUEITIRE RCH]
- -
"
C.B000300 20
000030000
.-'-i---'--lll._
i W = :
1, AV VAN e v
) [
!
FE [ SR I I T
0200020000
—ar ja ep kan sheepesr 2pocithm
000030020

Du point de vue graphique, le graphe de la méthode la plus performante se trouve au

dessus de la méthode la méthode la moins performante.
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CHAPITRE 6

ACCELERATION DE LA
CONVERGENCE DE LA METHODE DU
GRADIENT PAR UTILISATION DU
GRADIENT CONJUGUE

6.1 Introduction

La méthode du gradient conjugué est considérée comme 'une des méthodes les plus
importantes utilisées pour accélérer I’algorithme du gradient, et a cette fin, de nombreux
algorithmes connexes ont été développés. Citons quelques travaux parmi les plus impor-
tants ([13], [14], [44], [7], [39], [46], [45], [47], [49], [52], [58], [38], [53], [35], [511, [54], [43],
291, 311, [33], [56], [37]).

Ce chapitre contient le deuxiéme résultat original de cette theése. On exposera une
nouvelle méthode qui accélére la convergence de la méthode du gradient (Méthode de la
plus forte pente) en utilisant une nouvelle version du gradient conjugué et une recherche
linéaire inéxacte de Wolfe forte. On montrera que cet algorithme génére des directions de

descente et converge globalement. Il est aussi trés performant numériquement.
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6.2. DESCRIPTION DE LA METHODE

6.2 Description de la méthode

Cette méthode comme les autres métodes du gradient conjugué géneére des suites {xy}

de la forme suivante :

Tpr1 = Tp + apdy, (6.1)
Notons
gk =V f(zk)
les directions dj, sont définies par la formule de récurrence suivante :
b { g0 sik=0 62)
— gk + Brpdi—1 sik>1

Le pas a3, € RT étant déterminé par une nouvelle recherche linéaire obtenue a partir

de la recherche linéaire inéxacte de Wolfe forte.

Le coefficient 3, = 327 (Belloufi-Rahali-Benzine) est déterminé par la formule sui-
vante : ,
srp _ 9e1ll
k - 2 (6.3)
1|

6.3 Une nouvelle recherche linéaire

6.3.1 Recherche linéaire inexacte de Wolfe forte

Le pas «j obtenu par la recherche linéaire inéxacte de Wolfe forte est définie par les

deux relations suivantes :
[l + apdy) < f (x1) + dougy di (6.4)

dzg($k + Cl{kdk) < —O'dzgk, (65)

ol 0 < d < o <1 sont des constantes.

6.3.2 Modification de la recherche linéaire inéxacte de Wolfe

forte

Le pas ay, est accépté par la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte modifiée si les

deux conditions suivantes sont vérifiées :

fxy 4 andy) — f (x1) < dangy di (6.6)
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6.4. LE NOUVEAU ALGORITHME CGBRB(GRADIENT CONJUGUE
BELLOUFI-RAHALI-BENZINE)

d 2

‘Q(Ik + akdk)Tdk} < 3
gl

ol 0 < d < o < 1 sont des constantes

6.4 Le nouveau Algorithme CGBRB(Gradient Conju-
gué Belloufi-Rahali-Benzine)

Algorithme ( BRB) :
» Etape 0 : x; € R"donné. Posez d; = —gy, k := 1.
» Etapel : Si||gx]| = 0 Alors stop. Sinon allez & Etape 2.

» Etape 2 : Posez x1 = o), + aydy o1l dy, est définie a partir des relations (6.2)),(6.3)
et oy, vérifiant les conditions de Wolfe fortes modifiées et .
» Etape 3 : Posez k := k + 1 et allez & Etape 1.

6.5 Propriété de descente et convergence globale

Le théoréeme qui suit montre ques les directions d;, sont des directions de descente.

Théoréme 6.5.1 Si «y, est calculé satisfaisant les conditions de Wolfe fortes modifiées
et avec o € ]O, %} , Alors pour le nouveau gradient conjugué CGBRB on a pour

tout k
- Z < Bl o ZJJ (6.8)

pa _IlgH

et par conséquent on obtient la propriété de descente
gid, < 0,Vk (6.9)

Preuve. On démontre ce théoréeme en procédent par récurence. Pour k£ = 1, les équations

et sont clairement vérifiées.

Supposons que et (6.9) soient vraies pour k > 1.
De la définition (6.2 - ) et (6.3) de dji1, on a

T T
Jrr1Dk+1 _ Gr41k

(6.10)
lgesall” Idx”
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6.5. PROPRIETE DE DESCENTE ET CONVERGENCE GLOBALE

et par conséquent on obtient en utilisant (6.7)) et que

glipdk <91{+1dk+1 < B @

—1+o0 5 < > < — o 5
g% [y g%

(6.11)

Soit en utilisant la relation de récurence , on obtient :

k

k—1 gT d
; ; k+1
_E UJ:_l_g§ ol < TRALET
j=0

2
§=0 ||9k:+1||
k—1 k
<-1+40) o/=-2+) o
=0 =0
Par conséquent |, est aussi vraie pour k + 1.
Puisque
k
Giprdisr < llgr]” <—2 +> aj) (6.12)
§=0
et

l1—0

k [e's)
Y ool<) o= ! (6.13)
§=0 §=0

k
ouo € ]0, %] ,il s’ensuit de 1 —o > % que —2+ Y 0?7 < 0. Donc, de (6.12)), on obtient
j=0
ng+1dk+1 < 0. La preuve par récurence est ainsi términée. m

Pour démontrer la convergence globale nous avons besoin de ’hypothése suivante :

Hypotheése 3.1 :

Supposons que f soit continument différentiable et que I’ensemble

L={zcR"| f(z) < f(x1)}

soit borné.

Théoréme 6.5.2 Supposons que l'algorithme démarre d’un point x, et que ’hypothése
3.1 soit vérifiée. Supposons que le nouveau algorithme soit défini & partir des relations

et . Supposons aussi que le pas oy, soit obtenu par la recherche linéaire de
Wolfe forte modifiée et avec § < 0 < % et que

1 < 1
4 — 4
ldr—1| | gr—1ll

(6.14)
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6.5. PROPRIETE DE DESCENTE ET CONVERGENCE GLOBALE

Alors le nouveau algorithme CGBRB est globalement convergent i.e

lliﬁm inf ||gx]| = 0 (6.15)

Preuve. Nous avons démontré dans le théoréme 6.5.1 que notre algorithme jouit de la
propriété de decente. Par conséquent et tenant compte de (6.7)), (6.8), et (6.13) on a

d
ghdi| < —ag,?_ldk_ln = 1”2 < ||y || UZJJ (6.16)
k—1

de i i< 7 Ndi il 1
Hle?;U._l_JHklﬂ (6.17)

D’ou en prenant en considération la définition de dj. et utilisant (6.3]) et (6.16)) on obtient
que
dell” = [lgxl* = 28y 198 i1 + B3t | diall”

20
2 2 2
< Nl + 2 1 + B sl
l+o lgell®
- (FE2) ot + 2 o
l+o 2 ||9k|| 2
<\ 77— ) loell™+ 7 lldi— (6.18)
l1-0 gr—1]
ol on a utililisé le fait que
1 1

<
Idi—al* = llgrall®

Si on applique cette relation plusieurs fois on a

ldul? < (”“) el Z 0 H (6.19)

Démontrons maintenant par 1’absurde la relation (6.15)). Supposons le contraire. Alors il
existe € > 0 tel que
gkl =€ >0 (6.20)

pour k suffisamment grand. {gx} est bornée dans l’ensemble L, il s’ensuit en prenant en

considération ((6.19) que
ldil|* < c1k (6.21)
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6.6. EXPERIENCES NUMERIQUES

ol ¢; est une constante positive. Or d’apres et (6.13]) on a

120 Jlgel
cos . > LAY 6.22
k‘(l—a)H%H (6.22)

ot 0, est Pangle entre dj, et gi. Puisque o < 3 , donc en substituant (6.21]) et (6.20) dans
(6.22), on obtient

> " cos® Oy, > (1 — 2“)2 Il >y ! (6.23)
- - €2 - .
l-o k ||d/€||2 k k

k

ol ¢y est une constante positive. Par conséquent la série Y cos? 6, est divergente.Soit M

s
le sup de ||V?f(z)|| dans ensemble L, alors
T
Giadi = (ge + @V f(2))" di < gi'dy + May, |ldel®
Par conséquent en utilisant et (6.14]) on obtient :

(1-0) 7

ay > ————g; dp (6.24)
M ||dy |7

Soit en substituant aj de (6.24) dans (6.6]), on obtient

fror1 < fo —c3 HQkH%OSQ O,

oll 3 = (1;4—”)5 > 0. Puisque f () est minorée, donc 3 ||gx||* cos? 8, converge, qui implique
k

bien sur que Y cos? 6, converge (voir (6.20])). Ceci contredit (6.23)). La preuve est términée.
k

6.6 Expériences numériques

Dans cette partie nous allons effectuer des tests numériques pour montrer 'efficacité

et la performance du nouveau algorithme (BRB).

6.6.1 Principe :

Nous testons I'algorithme (BRB) en mettant en oeuvre pour résoudre les 750 pro-
blémes de test de la collection CUTEr établie dans [55]. Dans la recherche linéaire de

Wolfe, les parameétres p = 0.0001, ¢ = 0.9. La tolérance est prise en considérant le critére
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6.6. EXPERIENCES NUMERIQUES

d’arrét de l'algorithme ||gxl|, < 1071°.

6.6.2 Etapes:

Nous comparons BRB avec Steepest Descent Method, CG_DESCENT, et
PRP.
Ces méthodes sous la forme de (6.1)), uniquement différentes dans le choix de dj.

6.6.3 Codes de programmation :

Tous les codes des procédures informatiques sont écrites en Fortran 77, et sont mises
en ceuvre sur PC avec Processeur Intel(R) Core(TM) i7-2670QM CPU @ 2.20 GHz 2.20
GHz, 6.00 GB de mémoire RAM.

6.6.4 Reésultats numériques :

Les résultats numériques détaillés, y compris le temps CPU en secondes et le nombre
d’itérations, le nombre de fonctions et 'implémentation des évaluations gradient pour

chaque méthode.

6.6.5 Profils de performance numérique :

Afin de démontrer 'efficacité de notre méthode, 1'utilisation des profils de Dolan et
Moré¢ ([17]) présentera une multitude d’informations, y compris l'efficacité et la robustesse.
Plus analytiquement, le coté gauche de la figure présente le pourcentage de test probléme
pour lequel une méthode se déroule le plus rapidement, le c6té droit donne le pourcentage
des problémes de test qui sont résolus avec succes. La courbe supérieure est la méthode qui
a résolu le plus de problémes dans un temps qui se situait dans un facteur 7 du meilleur
moment.

Les profils de performance numérique de la méthode du gradient conju-
gué CGBRB, CGDescent, Steepest descent method et PRP basés sur le
temps CPU.
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6.6. EXPERIENCES NUMERIQUES

Perfarmance Profile

—— CGBRB
—— CGLESCENT

steepest descent method | |
—+—PRP

les profils de performance numérique de la méthode du gradient conjugué
CGBRB, CGDescent, Steepest descent method et PRP basés sur le nombre
d’itérations.

Performance Profile

—— CGBRB
—— CG,ESCENT

steepest descent method | 7|
—— PRP

1 1 1 1 1 L L L L L
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Tau

Les profils de performance numérique de la méthode du gradient conju-
gué CGBRB, CGDescent, Steepest descent method et PRP basés sur le
nombre d’évaluations de la fonction.
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6.6. EXPERIENCES NUMERIQUES

Performance Profile

—— steepest descent method )
—+—PRP

CGLESCENT 7
—— CGBRB

0 1 2 3 4 5 6 T 8 9

Les profils de performance numérique de la méthode du gradient conju-
gué CGBRB, CGDescent, Steepest descent method et PRP basés sur le
nombre d’évaluations de gradient.
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CHAPITRE 7

ANNEXE. RESULTATS DES TESTS
NUMERIQUES

7.1 Le programme qui génére les profils de perfor-

mance numérique

E.D. Dolan and J.J. Moré ([17]) a créé une nouvelle méthode pour comparer différents

résultats et les a traduits dans ce programme :

wRERRRfunction perf( T, logplot) ¥ ¥kttt

%PERF Performace profiles

% PERF(T,logplot)— produces a performace profile as described in Benchmarking
optimization software with performance profiles, E.D. Dolan and J.J. Moré, Mathematical
Programming, 91 (2002), 201-213.

%Each column of the matrix T defines the performance data for a solver.

%Failures on a given problem are represented by a NaN.

%The optional argument logplot is used to produce a log (base 2) performance plot.

%This function is based on the perl script of Liz Dolan. Jorge J. Moré¢, June 2004

if (nargin < 2) logplot = 0; end

colors = ['m’ b’ 1’ g’ '¢’ 'k’ 'y’];

7,77777777],
. . 3

lines = |
markers — [,X, 1%k 7S7 7d7 ,V, I~ 707] .

Y
[np,ns] = size(T);

% Minimal performance per solver
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7.1. LE PROGRAMME QUI GENERE LES PROFILS DE PERFORMANCE
NUMERIQUE

minperf = min(T,[],2);
% Compute ratios and divide by smallest element in each row.

r = zeros(np,ns) ;

forp=1:np
r(p, :) = T(p, :)/minperf(p) ;
end

if (logplot) r = log2(r) ; end

max_ratio = max(max(r)) ;

% Replace all NaN’s with twice the max _ratio and sort.
r(find(isnan(r))) = 2*max_ratio;

r = sort(r);

% Plot stair graphs with markers.

clf;

fors=1:ns

[xs,ys| = stairs(r( :,s),[1 mp|/np);

option = [-’ colors(s) markers(s)];
plot(xs,ys,option,’MarkerSize’,3) ;

hold on;

end

% Axis properties are set so that failures are not shown,
% but with the max_ratio data points shown. This highlights
% the "flatline" effect.

axis([ 0 1.1*max_ratio 0 1]);

title("Performance Profile based on the CPU time.’)
%otitle(’Performance Profile based on the iteration number.”)
legend"EPSILON STEEPEST’STEEPEST’),

xlabel (’f")

ylabel("P(f)’)

% Legends and title should be added.
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Remarque 7.1.1 Les échecs sur un probleme donné sont représentés par un NaN.
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

7.2 Reésultats numériques :

cent et epsilon steepest descent

7.2.1 Codage

NE=infini=NaN= Les échecs sur un probléme donné

Méthodes steepest

des-

EPSILON STEEPEST STEEPEST
A Quadratic Function QF2

Nbre Nbre | Temps Valeur de la function Norme du gradient au Nbre | Nbre | Temps | Valeur de la fonction Norme du gradient au

de d’ité- | cpuen | au point optimal point optimal de d’ité | cpuen | au point optimal point optimal

varia- ration | seconde varia- | ra-

bles s s bles tions | secon

des

2 4 0.00 -1.0561728852444 6.888791671047173E- 2 16 0.002 -1.05617288524444 7.326639511684169E-
009 007

10 35 0.00 -1.01220217172410 5.731838189453632E- 10 61 0.016 | -1.01220217172403 8.946070938475184E-
007 007

30 100 0.00 -1.00413251080176 8.877178043736005E- 30 106 | 0.032 | -1.00413251080178 7.402238495233275E-
007 007

50 240 0.140 -1.00248762338396 9.712837689847198E- 50 362 |0.016 |-1.00248762338390 8.73498809458657 1E-
007 007

70 268 0.608 -1.00177938186613 8.692419881190264E- 70 202 | 0.032 |-1.00177938186609 9.533601221248271E-
007 007

100 395 1.404 -1.00124689052321 9.759478636023337E- 100 712 | 0.218 | -1.00124689052315 9.934164885880069E-
007 007

300 1223 | 14.96 -1.00041632002186 9.980370549775825E- 300 1148 | 0.220 | -1.00041632002179 9.554533494908250E-
007 007

500 2004 | 25.43 -1.00024987512482 8.185612709253867E- 500 1570 | 0.452 | -1.00024987512472 9.8219172751457 19E-
007 007

Almost Perturbed Quadratic

2 4 0,00001 | 2.224129826717436E-016 | 3.547532758321107E- 2 6 0,0000 | 1.245890244864035E- 2.940344015922859E-
008 1 014 007

10 20 0,00001 | 1.666098512662049E-014 | 4.906326053099791E- 10 49 0,0000 | 9.826490489530398E- 8.089169967381303E-
007 1 014 007

30 59 0,00001 | 3.141896617143234E-014 | 9.814017611361084E- 30 122 | 0,015 | 8.582936513763078E- 6.545984443415526E-
007 014 007

50 291 0,10 4.739477035902637E-015 | 9.736965760433484E- 50 314 | 0,11 1.40683504496333 8E- 9.1715731075883 14E-
007 013 007

70 221 0,06 6.200347484239281E-014 | 9.248294861068940E- 70 167 | 0,031 | 1.703411046093634E- 8.645494316585266E-
007 013 007

100 321 0,20 5.427092444100646E-014 | 9.386926074550244E- 100 625 | 0,156 | 1.492768166446220E- 8.999698351980808E-
007 013 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

300 1163 | 2,57 1.425362637258966E-015 | 9.897618430778237E- | 300 | 907 | 0,265 | 1.943577609792225E- | 9.253326582093125E-
007 013 007
500 1397 | 5,85 5.819465722214506E-014 | 9.123225993476374E- | 500 | 1493 | 0,686 | 1.634451285308514E- | 8.193363084407240E-
007 013 007
700 1425 |7,31 5.875326898823837E-014 | 9.618755145159658E- | 700 | 3661 | 2,340 | 1.980720909034917E- | 9.929180663480422E-
007 013 007
900 3075 | 48,85 | 2.873603080347848E-014 | 9.814586264749897E- | 900 | 5788 | 14,00 | 1.610414122228595E- | 9.814176713350857E-
007 013 007
1000 | 2083 |23,50 | 6.646774497901688E-014 | 9.922903098765771E- | 1000 | 1946 | 1,76 | 2.400532449959703E- | 9.899282981418331E-
007 013 007
2000 | 6556 | 263,47 | 6.033735763411228E-014 | 9.883155826965771E- | 2000 | 6105 | 8,93 | 2.370514348977402E- | 9.957444702754685E-
007 013 007
3000 | 4391 | 260,45 | 6.350630816495968E-008 | 9.751688434522550E- | 3000 | 1508 | 96,20 | 1.889445897763480E- | 9.992749048949576E-
004 2 013 007
5000 | 2463 | 180,134 | 7.355071984064274E-004 | 9.886953618846797E- | 5000 | 1945 | 131,99 | 2.171240137451634E- | 9.903596692904938E-
002 3 013 007
7000 | 3503 |454,57 | 6.826121348234152E-004 | 9.975431853925186E- | 7000 | 1000 | 600,01 | 9.975725960092963E- | 9.442121545625219E-
002 0 004 002
9000 | 2687 |390,86 | 7.371760670690111E-004 | 9.985749706481360E- | 9000 | 1000 | 400,34 | 2.317604885747500E- | 9.949103704777092E-
002 0 003 002
10000 | 4977 | 1132 7.037669591183124E-004 | 9.956434454407506E- | 10000 | 1000 | 1200 | 2.195234774371244E- | 9.980495623641539E-
002 0 003 002
ARWHEAD (CUTE)
2 5 0,00001 | 0.0000000000000 4.478062305715003E- | 2 22 | 0,0010 | 3.663735981263017E- | 6.608193373897279E-
008 0 014 007
10 9 0,00001 | 0.0000000000000 2.876276666486212E- | 10 19 | 0,0000 | 1.099120794378905E- | 8.717137857599011E-
o011 1 014 007
30 5 0,00001 | 0.0000000000000 4,371954087666006E- | 30 70 | 0.00 | 1.931788062847772E- | 9.530021167134427E-
014 014 007
50 F 0,015 | 0.0000000000000 7.633001018586240E- | 50 1000 | 5.53 | 2.720046410331634E- | 1.079221552544622E-
012 0 014 006
70 F] 0.015 | 0.0000000000000 2.298766466634072E- | 70 46 | 0,0000 | 1.532107773982716E- | 8.450771463329429E-
010 1 014 007
100 19 0,00001 | 2.198241588757810E-014 | 6.407603576055376E- | 100 | 1000 | 8.533 | 7.693845560652335E- 2.115873691149626E-
007 0 014 006
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET

EPSILON STEEPEST DESCENT

300 7 0.015 0.0000000000000 1.601635555441754E- 300 1000 | 6.169 | 7.635003740347202E- 6.169576518864179E-
008 0 013 006

500 14 0.062 0.0000000000000 2.151989313418596E- 500 1000 | 34.479 | 4.432010314303625E- 7.993691933962454E-
010 0 013 006

700 7 0.10 0.0000000000000 1.696989094199941E- | 700 1000 | 45.115 | 5.044298312384399E- 2.190416382478732E-

008 0 012 005

900 6 0.09 0.0000000000000 1.408520050472767E- 900 1000 | 54.974 | 9.082623542155943E- 2.595883811585472E-
010 0 012 005

1000 7 0.10 0.0000000000000 3.559345009600059E- 1000 | 1000 | 69.810 | 1.885491762720903E- 2.253345714855412E-
007 0 012 005

2000 9 0.29 0.0000000000000 8.4445417 17 468205E- 2000 | 1000 | 132.63 | 6.436073896054495E- 2.689147032762523E-
009 0 2 012 005

3000 7 0.45 0.0000000000000 3.151726957371101E- 3000 | 5000 | 57.299 | 2.600385462514510E- 1.170848157682605E-
007 010 004

5000 11 1.70 0.00000000000000 2.450173124746935E- 5000 | 5000 | 87.157 | 5.500054856000247E- 1.795383729159410E-
008 010 004

6000 11 1.85 0.00000000000000 1.636929290159129E- 6000 | 5000 | 55.723 | 8.644975846294756E- 2.856647218683277E-
008 010 004

7000 10 1.90 0.00000000000000 3.398507731133270E- 7000 | 5000 | 66.160 | 1.452452691452777E- 1.171651730382679E-
008 008 003

8000 6 1.17 0.00000000000000 1.047946816144749E- 8000 | 5000 | 243.75 | 3.845331830731880E- 1.681187442377025E-
007 010 004

9000 9 2.04 0.00000000000000 8.421934498201547E- 9000 5000 | 190.05 | 1.168934948836409E- 1.168934948836409E-
008 009 009

10000 |5 1.31 0.00000000000000 5.738535802127390E- 10000 | 5000 | 94.677 | 6.775013550175402E- 4.861514131519173E-
008 009 004

BDQRTIC (CUTE)
2 Non 2 inex
exec ec

10 19 0,00001 | 18.2811617535935 7.94318796646013 8E- 10 99 0.0000 | 18.2811617535937 9.650312808431839E-
007 1 007

30 32 0,00001 | 98.3765105711630 4.989291044644293E- 30 201 | 0,032 | 98.3765105711632 9.441493216738420E-
007 007

50 33 0,00001 | 178.488705210470 4.286537377803137E- 50 2098 | 0,54 178.488705210470 2.691700907861152E-
007 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

70 27 0,031 258.600899849756 1.435953776824503E- 70 2895 | 0,69 258.600899849756 9.864771094035105E-
007 007

100 41 0,015 378.769191808684 9.058366200752432E- 100 k>10 | 1000
007 0000

300 37 0,031 1179.89113820153 4.243064279922000E- 300 1414 | 9,37 1179.89113820153 9.972388178858921E-
007 4 007

500 31 0,031 1981.01308459524 1.839705472204794E- 500 9716 | 8,01 1981.01308477336 9.889867715849995E-
004 004

700 35 0,10 2782.13503108995 7.887251412469397E- 700 1862 | 21,35 | 2782.13503113643 9.943095707724264E-
004 3 004

900 36 0,21 3583.25697738356 8.602410225110466E- 900 9789 | 14,49 | 3583.25697759235 9.965999536145993E-
004 004

1000 27 0,14 3983.81795058129 3.091036280117418E- 1000 | 1923 | 30,42 | 3983.81795077265 9.977788780519482E-
004 7 004

2000 37 0,40 7989.42768254425 7.879801736207122E- 2000 | 4357 | 152,05 | 7989.42768271501 9.881367654135391E-
004 8 004

3000 104 2,24 11995.0374145371 8.819804040820956E- 3000 | >100 | 1000 11995.0374224821 1.00000 E-003
004 000

4000 57 1,49 16000.6471464707 3.234311861115216E- 4000 | >100 | 1000 16000.6472634258 5.271144722128119E-
004 000 002

5000 a2 1,46 20006.2568784348 1.386374545420596E- 5000 | >100 | 1000 | 20006.2583990469 9.903265020874448E-
005 000 002

6000 30 0,98 24011.8666104430 6.796674535443159E- 6000 | >100 | 1000 | 24011.8686477061 9.969197710499605E-
004 000 002

7000 29 1,18 28017.4763423645 1.504937043279645E- 7000 >100 | 1000 28017.4783248432 9.99632891500607 1E-
004 000 002

8000 40 2,41 32023.0860743329 2.905217011324574E- 8000 | >100 | 1000 | 32023.0877745717 9.952798339034638E-
004 000 002

9000 47 2,99 36028.6958062937 3.660443786633285E- | 9000 | >100 | 1000 | 36028.6992569218 0.150219339431918

004 000

10000 37 2,76 40034.3055383653 7.036145019589477E- 10000 | >100 | 1000 40034.3603824406 0.998798807923365

004 000
Broyden Tridiagonal

2 10 0,00001 | 8.930934477388670E-015 | 6.654307783097608E- 2 15 0,016 | 8.339343879216042E- 5.691615523872754E-
007 015 007

10 a5 0,015 1.476748958768583E-014 | 9.568887635603897E- 10 a9 0,016 | 1.502675576138545E- 8.162322121041265E-
007 014 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

30 39 0,015 7.258742701265877E-015 | 5.385491349647097E- 30 56 0,016 | 1.061850836026485E- 6.199431998736244E-
007 014 007
50 a7 0,015 3.619158000172939E-015 | 3.619158000172939E- 50 59 0,016 | 7.127579540567828E- 1.296250096827345E-
015 007 014
70 a7 0,015 3.762073240633206E-015 | 6.889610463206518E- 70 57 0,016 | 2.019251161455392E- 9.041805614291913E-
007 014 007
200 a7 0,031 2.770501223853185E-015 | 7.355532898624370E- 200 70 0,016 1.965074427638005E- 7.531841075264777E-
007 014 007
300 a7 0,015 2.770501223853189E-015 | 7.355532898624373E- 300 70 0,016 | 1.965074427638005E- 7.531841075264777E-
007 014 007
500 116 0,26 0.397067105721072 2.269648897686383E- 500 70 0,031 | 1.965074427638005E- 7.531841075264777E-
004 014 007
Diagonall Function
2 16 0,00001 | 1.61370563888017 4.839002562136673E- 2 5 0,0000 | 1.61370563888011 8.138398809032221E-
007 1 013
10 23 0,00001 | 47.0828305519349 5.266650363585089E- 10 31 0,0000 | -47.0828305519348 6.063407813807365E-
007 1 007
30 60 0,015 -892.088971608040 9.389118671473191E- 30 106 | 0,062 | -892.088971608040 6.141924305296729E-
007 007
50 91 0,090 -3088.40408887056 7.149797948777756E- | 50 >100 | 1000 | -3088.40408887056 1.468723461932205E-
007 000 006
70 257 0,34 -6848.11347252330 2.759747635209520E- | 70 >100 | 1000 | -6848.11347252330 2.280102078235295E-
007 000 006
100 688 2,6 -15706.7419580380 9.987101429628931E- | 100 >100 | 1000 | -15706.7419580380 1.066928250274977E-
007 000 006
300 429 5,38 -189876.502800426 9.046565774642242E- 300 >100 | 1000 -189876.502800426 5.611861739404953E-
006 000 005
500 693 14,10 -590630.430965871 9.482331769471715E- 500 >100 | 1000 | -590630.430965871 1.983630436826263E-
006 000 004
700 1254 | 40,82 -1239458.35488074 8.942462598644902E- 700 >100 | 1000 | -1239458.35488073 2.479745740402140E-
006 000 004
Diagonal2 Function
2 ‘ 3 0,00001 ‘ 1.84657359028012 3.841895057 130859E- 2 ‘ 7 ‘ 0,0000 ‘ 1.84657359028037 8.928366547794066E-
007 1 007
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EPSILON STEEPEST DESCENT

10 23 0,00001 | 5.62114562175484 8.807476178587245E- 10 21 0,0000 | 5.62114562175303 8.200936118534867E-
007 1 007

30 118 0,015 9.76270740602313 9.323734230686192E- 30 42 0,016 | 9.76270740601974 9.084834775115729E-
007 007

50 214 0,031 12.1173746557601 9.746067035312235E- 50 67 0,016 12,1173746557411 4.068416558988809E-
007 007

70 310 0,18 13.8151679719513 9.812270765661007E- 70 71 0,032 | 13.8151679719224 7.597108545395998E-
007 007

100 453 0,18 15.7413537012348 9.797769631348848E- 100 81 0,032 15.7413537012144 9.490640400662280E-
007 007

300 1373 | 1,70 22.4859172428288 9.931894154495834E- 300 179 | 0,23 22.4859172427218 6.454093178770125E-
007 007

500 1718 | 3,61 26.0368973862951 9.988622495739603E- 500 311 | 0,70 26.0368973629073 3.002125322369321E-
006 007

700 1188 | 2,34 26.0368996391113 9.984633633499050E- 700 608 | 1,42 28.5191994474356 7.648678954863176E-
005 007

900 2060 | 7,61 30.4474198883031 9.99686996266203 1E- 900 628 | 1,79 30.4474158049470 8.581132136526659E-
005 007

1000 2271 | 15,25 31.2746544307635 9.997758962611156E- 1000 |613 | 1,82 31.2746498976757 8.836303995104315E-
005 007

2000 4285 | 35,03 36.9943204426686 9.997206204453436E- 2000 | 1104 | 5,07 36.9943114460859 5.529533537465928E-
005 007

3000 3295 (38,53 40.5644298437948 9.992659158401767E- 3000 | 1501 | 9,85 40.5632291887574 9.385076772833268E-
004 007

4000 4192 | 66,75 43.1968217145950 9.993899391022936E- 4000 | 2545 | 27,70 | 43.1952408894073 9.396694429834607E-
004 007

5000 5044 | 72,96 45.2957902858673 9.995687554241667E- 5000 | 2943 | 45,53 45.2938346322814 8.041407626762630E-
004 007

6000 5861 | 84,83 47.0478268269435 9.996644185203327E- 6000 | 4760 | 75,89 | 47.0455012677727 3.513977721773057E-
004 007

7000 6649 | 93,17 48.5551567285224 9.998537418452948E- 7000 | 4897 | 79,88 | 48.5524648226119 7.069244141337212E-
004 007

8000 7413 | 123,39 | 49.8801282938670 9.999215230376475E- 8000 | 5720 | 103,91 | 49.8770741766599 8.871040289891662E-
004 007
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9000 8157 | 146,09 | 51.0636813339830 9.996918852583612E- 9000 | 7257 | 7257 | 51.0602701476362 7.688125604192028E-
004 007

10000 | 8881 | 165,75 | 52.1342040875789 9.99966875328536 1E- 10000 | 6591 | 144,83 52.1304355853608 6.883742770041135E-
004 007

Diagonal3 Function

2 5 0,00001 | 1.68773481555767 3.741320762281673E- 2 15 0,015 1.68773481555782 9.008494704340060E-
012 007

10 10 0,00001 | -21.2043056922191 8.699994437998347E- 10 78 0,016 | -21.2043056922188 9.352667840606875E-
007 007

30 33 0,015 -344.846931775878 6.948672087380526E- 30 61 0,016 | -344.846931775878 5.467351537876768E-
007 007

50 29 0,046 -1063.85536623023 1.816612468167557E- 50 331 | 0,171 | -1063.85536623023 9.528445168711830E-
007 007

70 43 0,062 -2181.22520574895 9.958155031374566E- 70 231 | 0,125 | -2181.22520574895 2.586749278440340E-
007 007

100 52 0,171 -4605.79502059965 1.642558063138785E- | 100 584 | 0,265 | -4605.79502059964 8.240586308675439E-

007 007

300 733 7,98 -43756.0195492455 9.753394071318184E- 300 >100 | 1000 -43756.0195492454 4.414304752015316E-
006 000 005

500 427 9,34 -122899.754095427 9.376917297505604E- 500 >100 | 1000 -122899.754095419 1.767154575421152E-
006 000 004

700 1391 | 49,87 -242041.517030436 8.684479754188952E- 700 >100 | 1000 | -242041.517030433 1.608913678300540E-
005 000 004

900 1448 | 53,49 -401182.310017318 9.604587693063032E- 900 3271 | 21,90 | -401182.310017395 9.765041293330393E-
004 005

1000 951 72,36 -495752.474546336 9.987226031984498E- 1000 >100 | 1000 -495752.474560527 6.102227018586283E-
004 000 004

Diagonal4 Function
2 1 0,00001 | 1.481579387618213E-029 | 1.231497093089300E- |2 629 | 0,046 | 3.247297839238368E- 9.840920619142013E-
014 013 007

10 1 0,00001 | 7.407896938091064E-029 | 2.753711214241061E- 10 663 | 0,047 | 3.549332951045731E- 9.727718570903046E-

014 013 007
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30 1 0,00001 | 2.222369081427319E-028 | 4.769567732437703E- | 30 687 | 0,062 |3.631280662213506E- | 9.890717184375521E-
014 013 007

50 1 0,00001 | 3.703948469045532E-028 | 6.157485465446499E- | 50 699 | 0,078 |3.534316471215060E- | 9.783780859845702E-
014 013 007

70 1 0,00001 | 5.185527856663745E-028 | 7.285635055371551E- | 70 711 | 0,031 |2.889555194650205E- | 8.870399458198245E-
014 013 007

100 1 0,00001 | 7.407896938091064E-028 | 8.707999455349647E- | 100 | 718 | 0,031 | 3.010995990573101E- | 9.368264107768760E-
014 013 007

300 1 0,00001 | 2.222369081427319E-027 | 1.508269748894770E- | 300 | 742 | 0,093 | 3.080677064747609E- | 9.538036240251599E-
013 013 007

500 1 0,00001 | 3.703948469045532E-027 | 1.947167873019296E- | 500 | 754 | 0,14 | 2.998496939985890E- | 9.441330498961090E-
013 013 007

700 1 0,00001 | 5.185527856663745E-027 | 2.303920097574107E- | 700 | 759 | 0,15 | 3.360685917483323E- | 9.674203988824579E-
013 013 007

900 1 0,00001 | 6.667107244281958E-027 | 2.612399836604894E- | 900 | 766 | 0,21 | 3.151996305270955E- | 9.712693175766021E-
013 013 007

1000 |1 0,00001 | 7.407896938091064E-027 | 2.753711214241060E- | 1000 | 771 | 0,23 | 2.803695851350933E- | 8.861977754108423E-
013 013 007

2000 |1 0,00001 | 1.481579387618213E-026 | 3.894335746038591E- | 2000 | 783 | 0,53 | 3.274633113007629E- | 9.605699335604460E-
013 013 007

3000 |1 0,00001 | 2.222369081427319E-026 | 4.769567732437702E- | 3000 | 795 | 0,60 | 2.868510337794408E- | 9.017310363510432E-
013 013 007

4000 |1 0,00001 | 2.963158775236426E-026 | 5.507422428482121E- | 4000 | 800 | 0,70 | 3.062317784205543E- | 9.047938800211553E-
013 013 007

5000 |1 0,015 | 6.157485465446498E-013 | 3.703948469045532E- | 5000 | 807 | 0,90 | 2.791955247373997E- | 8.923249107599790E-
026 013 007

6000 |1 0,015 | 4.444738162854638E-026 | 6.745187373870489E- | 6000 | 807 | 1,01 | 3.350346296848797E- | 9.774929644940509E-
013 013 007

7000 |1 0,015 | 7.285635055371552E-013 | 7.285635055371552E- | 7000 | 812 | 1,26 | 3.129566829849028E- | 9.170587908169079E-
013 013 007

8000 |1 0,015 | 5.926317550472851E-026 | 7.788671492077183E- | 8000 | 812 | 1,41 | 3.576647805541764E- | 9.803770853617383E-
013 013 007

9000 |1 0,030 | 6.667107244281958E-026 | 8.261133642723182E- | 9000 | 819 | 1,76 2.934844055658152E- | 9.176990433262604E-
013 013 007

10000 |1 0,031 | 7.407896938091064E-026 | 8.707999455349647E- | 10000 | 819 | 1,73 | 3.260937839620243E- | 9.673397278228496E-
013 013 007

DIXMAANA (CUTE)
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET

EPSILON STEEPEST DESCENT

2 19 0,00001 1.00000000000021 9.106564506476226E- | 2 inex | 1000
007 ecut
10 4 0,00001 1.00000000000007 5.602125736250609E- | 10 7 0,0000 | 1.00000000000003 3.465365616890359E-
007 1 007
30 4 0,00001 | 1.00000000000022 9.728359490110297E- 30 7 0,0000 | 1.00000000000009 6.065196400769417E-
007 1 007
50 5 0,00001 | 1.00000000000002 2.919334945175344E- 50 7 0,0000 | 1.00000000000014 7.735072621029752E-
007 1 007
70 5 0,00001 | 1.00000000000003 3.486440445920723E- 70 7 0.0000 | 1.00000000000020 9.251052568142636E-
007 1 007
100 5 0,00001 | 1.00000000000004 4,16472213940177 1E- 100 8 0,0000 | 1.00000000000000 6.962558585001708E-
007 1 008
300 5 0,00001 | 1.00000000000011 7.203918041920919E- 300 8 0,015 | 1.00000000000000 1.198739692667923E-
007 007
500 5 0,00001 | 1.00000000000018 9.293393850160043E- 500 8 0,016 | 1.00000000000000 1.547886117267673E-
007 007
700 6 0,00001 | 1.00000000000010 6.022906321588623E- 700 8 0,016 | 1.00000000000000 1.832682711778276E-
007 007
900 6 0,00001 | 1.00000000000013 6.827466104596357E- 900 8 0,016 | 1.00000000000000 2.076278052750342E-
007 007
1000 6 0,00001 | 1.00000000000015 7.198159373184906E- 1000 |8 0,016 | 1.00000000000000 2.189909306987064E-
007 007
2000 8 0,030 1.00000000000000 7.058730997970360E- 2000 |8 0,05 1.00000000000000 3.095292504096852E-
007 007
3000 8 0,08 1.00000000000000 8.646301811185737E- 3000 |8 0,031 | 1.00000000000000 3.790747750480940E-
007 007
4000 8 0,09 1.00000000000000 9.984469247458962E- 4000 |8 0,031 | 1.00000000000000 4,377838654016964E-
007 007
5000 9 0,10 1.00000000000000 6.121202924892054E- 5000 |8 0,062 | 1.00000000000000 4,893935450503478E-
007 007
6000 9 0,14 1.00000000000000 6.705788952088148E- 6000 |8 0,062 | 1.00000000000000 5.360926880265476E-
007 007
7000 9 0,15 1.00000000000000 7.243329460402506E- 7000 |8 0,078 | 1.00000000000000 5.790961905278070E-
007 007
8000 9 0,18 1.00000000000000 7.742927610579946E- 8000 |8 0,078 | 1.00000000000000 6.190345119738600E-
007 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET

EPSILON STEEPEST DESCENT

9000 9 0,20 1.00000000000000 8.212880627704368E- 9000 |8 0,094 | 1.00000000000000 6.565767702510480E-
007 007

10000 |9 0,21 1.00000000000000 8.657345113076473E- 10000 | 8 0,10 1.00000000000000 6.921344399475946E-
007 007

DIXMAANB (CUTE)

2 19 0,00001 | 1.00000000000021 9.106564506476226E- 2 inex | 0,0000
007 ec 1

10 4 0,00001 | 1.00000000000007 5.602125736250609E- 10 0,0000 | 1.00000000000003 3.465365616890359E-
007 1 007

30 4 0,00001 | 1.00000000000022 9.728359490110297E- 30 7 0,0000 | 1.00000000000009 6.065196400769417E-
007 1 007

50 5 0,00001 | 1.00000000000002 2.919334945175344E- 50 7 0,015 | 1.00000000000014 7.735072621029752E-
007 007

70 5 0,00001 | 1.00000000000003 3.486440445920723E- 70 7 0,015 | 1.00000000000020 9.251052568142636E-
007 007

100 5 0,00001 | 1.00000000000004 4,16472213940177 1E- 100 8 0,015 | 1.00000000000000 6.962558585001708E-
007 008

300 5 0,00001 | 1.00000000000011 7.203918041920919E- 300 8 0,015 | 1.00000000000000 1.198739692667923E-
007 007

500 5 0,00001 | 1.00000000000018 9.293393850160043E- 500 8 0,016 | 1.00000000000000 1.547886117267673E-
007 007

700 6 0,00001 1.00000000000010 6.022906321588623E- 700 8 0,016 | 1.00000000000000 1.832682711778276E-
007 007

900 6 0,015 1.00000000000013 6.827466104596357E- 900 0,02 1.00000000000000 2.076278052750342E-
007 007

1000 6 0,015 1.00000000000015 7.198159373184906E- 1000 |8 0,04 1.00000000000000 2.189909306987064E-
007 007

2000 8 0,046 1.00000000000000 7.058730997970360E- 2000 |8 0,063 | 1.00000000000000 3.095292504096852E-
007 007

3000 8 0,060 1.00000000000000 8.646301811185737E- 3000 |8 0,063 | 1.00000000000000 3.790747750480940E-
007 007

4000 8 0,061 1.00000000000000 9.984469247458962E- 4000 |8 0,063 | 1.00000000000000 4,377838654016964E-
007 007

5000 9 0,10 1.00000000000000 6.121202924892054E- 5000 |8 0,12 1.00000000000000 4,893935450503478E-
007 007

6000 9 0,12 1.00000000000000 6.705788952088148E- 6000 |8 0,14 1.00000000000000 5.360926880265476E-
007 007

7000 9 0,14 1.00000000000000 7.243329460402506E- 7000 |8 0,17 1.00000000000000 5.790961905278070E-
007 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

8000 9 0,14 1.00000000000000 7.742927610579946E- 8000 |8 0,18 1.00000000000000 6.190345119738600E-
007 007

9000 9 0,20 1.00000000000000 8.212880627704368E- 9000 |8 0,24 1.00000000000000 6.565767702510480E-
007 007

10000 9 0,23 1.00000000000000 8.657345113076473E- 10000 | 8 0,25 1.00000000000000 6.921344399475946E-
007 007

DIXMAANC (CUTE)

2 19 0,00001 | 1.00000000000021 9.106564506476226E- 2 inex | 1000

007 ecut
able

10 4 0,00001 | 1.00000000000007 5.602125736250609E- 10 7 0,0000 | 1.00000000000003 3.465365616890359E-
007 1 007

30 4 0,00001 | 1.00000000000022 9.728359490110297E- 30 7 0,0000 | 1.00000000000009 6.065196400769417E-
007 1 007

50 5 0,00001 | 1.00000000000002 2.919334945175344E- 50 7 0,0000 | 1.00000000000014 7.735072621029752E-
007 1 007

70 5 0,00001 | 1.00000000000003 3.486440445920723E- 70 7 0,0000 | 1.00000000000020 9.251052568142636E-
007 1 007

100 5 0,00001 | 1.00000000000004 4.16472213940177 1E- 100 8 0,0000 | 1.00000000000000 6.962558585001708E-
007 1 008

300 5 0,00001 | 1.00000000000011 7.203918041920919E- 300 8 0,0000 | 1.00000000000000 1.198739692667923E-
007 1 007

500 5 0,00001 | 1.00000000000018 9.293393850160043E- 500 8 0,063 | 1.00000000000000 1.547886117267673E-
007 007

700 6 0,015 1.00000000000010 6.022906321588623E- 700 8 0,064 1.00000000000000 1.832682711778276E-
007 007

900 6 0,031 1.00000000000013 6.827466104596357E- 900 8 0,065 | 1.00000000000000 2.076278052750342E-
007 007

1000 6 0,031 1.00000000000015 7.198159373184906E- 1000 |8 0,066 | 1.00000000000000 2.189909306987064E-
007 007

2000 8 0,015 1.00000000000000 7.058730997970360E- 2000 |8 0,067 | 1.00000000000000 3.095292504096852E-
007 007

3000 8 0,062 1.00000000000000 8.646301811185737E- 3000 |8 0,140 | 1.00000000000000 3.790747750480940E-
007 007

4000 8 0,12 1.00000000000000 9.984469247458962E- 4000 |8 0,171 | 1.00000000000000 4.377838654016964E-
007 007

5000 9 0,12 1.00000000000000 6.121202924892054E- 5000 |8 0,187 | 1.00000000000000 4.893935450503478E-
007 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

6000 9 0,14 1.00000000000000 6.705788952088148E- 6000 |8 0,187 | 1.00000000000000 5.360926880265476E-
007 007

7000 9 0,17 1.00000000000000 7.243329460402506E- 7000 |8 0,202 | 1.00000000000000 5.790961905278070E-
007 007

8000 9 0,20 1.00000000000000 7.742927610579946E- 8000 |8 0,234 | 1.00000000000000 6.190345119738600E-
007 007

9000 9 0,21 1.00000000000000 8.212880627704368E- 9000 |8 0,265 | 1.00000000000000 6.565767702510480E-
007 007

10000 |9 0,23 1.00000000000000 8.657345113076473E- | 10000 | 8 0,312 | 1.00000000000000 6.921344399475946E-

007 007
DIXMAANE (CUTE)

2 19 0,00001 | 1.00000000000000 9.106564506476226E- 2 inex | 1000

007 ecut
a

10 4 0,00001 | 1.00000000000000 5.602125736250609E- 10 7 0,0000 | 1.00000000000003 3.465365616890359E-
007 1 007

30 4 0,00001 | 1.00000000000000 9.728359490110297E- 30 7 0,0000 | 1.00000000000009 6.065196400769417E-
007 1 007

50 5 0,00001 | 1.00000000000000 2.919334945175344E- 50 7 0,0000 | 1.00000000000014 7.735072621029752E-
007 1 007

70 5 0,00001 | 1.00000000000000 3.486440445920723E- 70 7 0,0000 | 1.00000000000020 9.251052568142636E-
007 1 007

100 5 0,00001 | 1.00000000000000 4,16472213940177 1E- 100 8 0,0000 | 1.00000000000000 6.962558585001708E-
007 1 008

300 5 0,00001 | 1.00000000000000 7.203918041920919E- 300 8 0,015 | 1.00000000000000 1.198739692667923E-
007 007

500 5 0,00001 | 1.00000000000000 9.293393850160043E- 500 8 0,015 | 1.00000000000000 1.547886117267673E-
007 007

700 6 0,00001 | 1.00000000000000 6.022906321588623E- 700 8 0,020 | 1.00000000000000 1.832682711778276E-
007 007

900 6 0,015 1.00000000000000 6.827466104596357E- 900 8 0,046 | 1.00000000000000 2.076278052750342E-
007 007

1000 6 0,046 1.00000000000000 7.198159373184906E- 1000 |8 0,062 | 1.00000000000000 2,189909306987064E-
007 007

2000 8 0,046 1.00000000000000 7.058730997970360E- 2000 |8 0,062 | 1.00000000000000 3.095292504096852E-
007 007

3000 8 0,046 1.00000000000000 8.646301811185737E- 3000 |8 0,0628 | 1.00000000000000 3.790747750480940E-
007 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

4000 8 0,09 1.00000000000000 9.984469247458962E- 4000 |8 0,092 | 1.00000000000000 4,377838654016964E-
007 007

5000 9 0,10 1.00000000000000 6.121202924892054E- 5000 |8 0,11 1.00000000000000 4,893935450503478E-
007 007

6000 9 0,15 1.00000000000000 6.705788952088148E- 6000 |8 0,171 | 1.00000000000000 5.360926880265476E-
007 007

7000 9 0,20 1.00000000000000 7.243329460402506E- 7000 |8 0,218 | 1.00000000000000 5.790961905278070E-
007 007

8000 9 0,20 1.00000000000000 7.742927610579946E- 8000 |8 0,25 1.00000000000000 6.190345119738600E-
007 007

9000 9 0,24 1.00000000000000 8.212880627704368E- 9000 |8 0,29 1.00000000000000 6.565767702510480E-
007 007

10000 |9 0,24 1.00000000000000 8.657345113076473E- 10000 | 8 0,30 1.00000000000000 6.921344399475946E-
007 007

DQDRTIC
2 inexec 2 inex | 1000
ecut
a

10 1 0,00001 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- 10 1425 | 0,187 | 1.621200691747856E- 9.447135862332229E-
012 013 007

30 1 0,00001 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- 30 1424 | 0,202 | 1.672812550675846E- 9.486160892047064E-
012 013 007

50 1 0,00001 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- 50 1422 | 0,249 | 1.754032887143373E- 9.876878535539006E-
012 013 007

70 1 0,00001 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- 70 1420 | 0,280 | 1.838483840104590E- 9.995416417983388E-
012 013 007

100 1 0,00001 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- 100 1425 | 0,249 | 1.647401445498348E- 9.675101763370470E-
012 013 007

300 1 0,00001 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- 300 1426 | 0,405 | 1.621825214453120E- 9.626223589836156E-
012 013 007

500 1 0,00001 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- 500 1424 | 0,452 | 1.700445898935241E- 9.963107312427045E-
012 013 007

700 1 0,00001 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- 700 1429 | 0,546 | 1.523698581312994E- 9.624234950198929E-
012 013 007

900 1 0,00001 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- 900 1427 | 0,951 | 1.596583613622845E- 9.551199613939121E-
012 013 007

1000 1 0,00001 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- 1000 | 1427 | 1,045 | 1.596965338923066E- 9.710534767928577E-
012 013 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

2000 |1 0,00001 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- | 2000 | 1423 | 1,669 | 1.754256083584750E- | 9.879800600958020E-
012 013 007

3000 |1 0,00001 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- | 3000 | 1428 | 1,934 | 1.572087207451674E- | 9.625061871174678E-
012 013 007

4000 |1 0,00001 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- | 4000 | 1426 | 2,995 | 1.647470228838033E- | 9.619234441553426E-
012 013 007

5000 |1 0,015 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- | 5000 | 1426 | 3,213 | 1.648303276325766E- | 9.961293743434661E-
012 013 007

6000 |1 0,015 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- | 6000 | 1424 | 3,607 | 1.726927647049737E- | 9.792251615795164E-
012 013 007

7000 |1 0,015 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- | 7000 | 1429 | 4,290 | 1.546782621387890E- | 9.190923061974781E-
012 013 007

8000 |1 0,015 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- | 8000 | 1429 | 5,538 | 1.547186455040532E- | 9.365889669381811E-
012 013 007

9000 |1 0,015 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- | 9000 | 1422 | 5,740 | 1.810222652076032E- | 9.969876234547866E-
012 013 007

10000 | 1 0,015 | 6.304861114824184E-025 | 1.588072716427051E- | 10000 | 1429 | 7,488 | 1.547994122345808E- | 9.706365665624732E-
012 013 007

EG2 (CUTE)

2 2 0,00001 | -1.44864829182169 2.083397017477509E- | 2 2 0,0000 | -0.948392814404237 2.811242284926221E-
002 1 002

30 aa 0,031 | -29.4847864311258 4.157441450321372E- | 30 196 | 0,0312 | -28.9967749458614 9,751541222616698E-
003 002

50 168 | 0,187 | -48.9753217666409 9.816834637128388E- | 50 403 | 0,140 | -28.9999660314224 9.627765910729622E-
002 003

70 5 0,00001 | -67.6833860461259 6.208754504637270E- | 70 91 | 0,0000 | -68.9999569345878 9.535556561672088E-
003 1 003

100 9 0,015 | -98.9956407299750 7.719369701461049E- | 100 | 7547 | 3,86 | -98.9378384695150 9.993225399399208E-
002 003

300 15 0,20 -299.040710516254 4.303133876419675E- | 300 | 1805 | 26,17 | -298.926082677609 9,994793711350803E-
002 5 003

500 12 0,003 | -498.983152069299 1.509166386808014E- | 500 | 1694 | 3,08 | -498.999955910476 9,376175530921571E-
002 003

700 764 | 2493 | -698.991680654653 9.993202011958964E- | 700 | 7347 | 23,97 | -698.540616261575 9.986141739153730E-
002 002

900 a 0,003 | -898.992485700276 4.640292582265092E- | 900 | 1712 | 6,53 | -898.996661804554 9.972725922951288E-
002 002
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

1000 9 0,171 -998.999250981156 4,769378044212551E- 1000 1303 | 5,22 -998.994705026047 9.926551173430971E-
003 002

2000 11 1,076 -1998.99007777565 4.041515176253975E- 2000 | 2063 | 17,16 | -1998.98967800003 9.939307625878617E-
002 002

3000 17 1,419 -2998.11777469702 0.718063733019034 3000 3678 | 71,76 -2998.12988150531 9.967865302360014E-
002

4000 >1000 | 1000 4000 1663 | 38,57 -3998.97933412976 9.979372802886911E-
00 002

5000 inexec | 1000 5000 | 3949 | 113,14 | -4998.11528841771 9.968651844830564E-
uta 002

6000 13 2,215 -5998.98663888184 2.808452256554352E- 6000 | 6256 | 191,85 | -5998.11345330140 9.93004627498343 1E-
002 002

7000 2280 |270,30 -6998.99424259937 3.279264069077936E- 7000 | 2544 | 766,77 | -6998.98846743738 9.962949142172418E-
002 6 002

8000 133 21,075 -7998.91599811883 1.268624971413056E- 8000 | 2872 | 145,68 | -7998.96372616292 9.349468774363383E-
002 002

9000 14 4,196 -8998.98573095304 7.025871879201197E- 9000 | 3388 | 1257,1 | -8998.95954393358 9.498717054002938E-
002 9 9 002

10000 |9 3,915 -9999.49492617455 8.859167207508793E- 10000 | 7458 | 385,41 | -9998.10678650810 9.970667475997326E-
002 002

Extended Beale Function U63 (MatrixRom)

2 202 0,015 7.090018059065249E-011 | 6.923404326188328E- 2 1694 | 0,0000 | 1.010622712562355E- 9.05671846252067 1E-
006 1 012 007

10 222 0,046 3.810919587453268E-011 | 9.926522922092588E- 10 791 | 0,015 | 1.129656753951385E- 9.635143584834175E-
006 012 007

30 231 0,093 7.432752515389433E-011 | 7.086906545352525E- 30 838 | 0,016 | 1.165541634685347E- 9.789880482319506E-
006 012 007

50 231 0,093 1.238792085898240E-010 | 9.149157008759557E- 50 851 | 0,017 | 1.127944987100125E- 9.577447555855539E-
006 012 007

70 233 0,15 1.383656607597329E-010 9.368340820190726E- | 70 844 | 0,018 | 1.183663803998414E- 9.791332164996153E-
006 012 007

100 235 0,32 1.165429831765167E-010 | 8.428182104256124E- 100 863 | 0,046 | 9.795452853993384E- 8.890427878534009E-
006 013 007

300 260 0,65 5.194858312568548E-011 | 5.924320339510954E- 300 829 | 0,109 | 9.655785499832615E- 8.836434921087913E-
006 013 007

500 260 1,37 8.658097187614293E-011 | 7.648264670841252E- 500 902 | 0,202 | 1.081661086637995E- 9.293370962569329E-
006 012 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

700 260 2,00 1.212133606266005E-010 | 9.049548798991859E- 700 948 | 0,234 | 1.155909000444138E- 9.665898562763456E-
006 012 007
900 206 1,95 1.500790356792666E-008 | 9.564405111776746E- 900 953 | 0,327 | 1.073286851843823E- 9.251306970943750E-
005 012 007
1000 222 2,49 3.810919587453222E-009 9.926522922092546E- 1000 953 | 0,312 1.192299800931001E- 9.751253170336114E-
005 012 007
2000 231 514 4.955168343592999E-009 | 5.786434963634624E- 2000 |975 | 0,686 | 1.107126907225270E- 9.461741689926272E-
005 012 007
3000 231 7,42 7.432752515389651E-009 | 7.086906545352677E- 3000 |994 | 1,466 9.564095573554793E- 8.798661185545370E-
005 013 007
4000 231 9,73 9.910336687185894E-009 | 8.183254803362347E- 4000 |839 | 1,341 1.003046755063266E- 9.051755188437109E-
005 012 007
5000 231 12,04 1.238792085898213E-008 | 9.149157008759932E- 5000 |837 | 1,918 | 9.824841884833373E- 8.93809063583 1266E-
005 013 007
6000 233 15,91 1.185991377940528E-008 | 8.673398232851998E- 6000 | 1006 | 2,371 | 1.196991410161383E- 9.848324122896896E-
005 012 007
7000 233 18,72 1.383656607597277E-008 | 9.368340820190852E- 7000 | 1013 | 3,463 | 1.199545743504865E- 9.883632619504057E-
005 012 007
8000 235 22,30 9.323438654121413E-009 | 7.538395244745124E- 8000 | 1024 | 3,790 | 1.011511341386148E- 8.998833569324365E-
005 012 007
9000 235 24,96 1.048886848588654E-008 | 7.995675595235390E- 9000 | 1022 | 4,617 | 1.217496868200575E- 9.879340197207960E-
005 012 007
10000 | 235 26,70 1.165429831765167E-008 | 8.428182104255326E- 10000 | 964 | 4,804 | 1.155529488954724E- 9.672982218352412E-
005 012 007
Extended Block Diagonal BD1 Function
2 18 0,00001 | 1.338190059253937E-013 | 5.090329102942690E- 2 24 0,0000 | 4.701245742254188E- 3.631322031946530E-
007 1 015 007
10 190 0,00001 | 6.772199000353849E-014 | 6.81977881749047 8E- 10 24 0,0000 | 2.350622871127094E- 8.119882911625104E-
007 1 014 007
30 20 0,00001 | 5.391904912125763E-014 | 4.001640182042974E- 30 25 0,0000 | 1.438255387816289E- 2.090827083702908E-
007 1 014 007
50 20 0,00001 | 8.986508186876270E-014 | 5.166095260855618E- 50 25 0,0000 | 2.397092313027149E- 2.699246158326929E-
007 1 014 007
70 20 0,00001 | 1.258111146162678E-013 | 6.112606346062930E- 70 25 0,0000 | 3.355929238238008E- 3.193791125377451E-
007 1 014 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

100 20 0,015 1.797301637375254E-013 | 7.305961982413388E- 100 25 0,016 | 4.794184626054297E- 3.817310525289417E-
007 014 007

300 21 0,046 2.933095220069967E-015 | 2.921773852425322E- 300 29 0,0312 | 1.360864778996406E- 6.195610745082670E-
007 016 008

500 21 0,109 4.888492033449949E-015 | 3.771993823942517E- 500 29 0,046 2.268107964994016E- 7.99849907842967 1E-
007 016 008

700 21 0,140 6.843888846829930E-015 | 4.463083280760587E- 700 27 0,046 5.665804667002001E- 3.734903048159504E-
007 014 007

900 21 0,171 8.799285660209842E-015 | 5.060660760626916E- 900 27 0,046 | 7.284606000431243E- 4.234981987014471E-
007 014 007

1000 21 0,202 9.776984066899793E-015 | 5.334404823007082E- 1000 |27 0,078 | 8.094006667 145866E- 4.464062976250445E-
007 014 007

2000 21 0,265 1.955396813379974E-014 | 7.543987647885130E- 2000 |27 0,124 | 1.618801333429209E- 6.313138404301110E-
007 013 007

3000 21 0,499 2.933095220070004E-014 | 9.239460181588836E- 3000 |27 0,171 | 2.428202000143831E- 7.731983883053022E-
007 013 007

4000 22 0,795 3.706511907862908E-015 | 1.969540177084434E- 4000 | 27 0,280 | 3.237602666858453E- 8.928125952500956E-
007 013 007

5000 22 0,951 4.633139884828340E-015 | 2.202012860188860E- 5000 |27 0,390 | 4.047003333573076E- 9.981948270736165E-
007 013 007

6000 22 1,185 5.559767861793772E-015 | 2.412184230883807E- 6000 |29 0,468 | 2.721729557992896E- 2.770761357626623E-
007 015 007

7000 22 1,404 6.486395838759204E-015 | 2.605456752857770E- 7000 |29 0,483 | 3.175351150991764E- 2.992764315991179E-
007 015 007

8000 22 1,575 7.413023815724768E-015 | 2.785350430071557E- 8000 29 0,500 3.628972743990632E- 3.199399631372011E-
007 015 007

9000 22 1,762 8.339651792690595E-015 | 2.954310265626727E- 9000 |29 0,764 | 4.082594336989499E- 3.393475762603368E-
007 015 007

10000 |22 2,074 9.266279769656422E-015 | 3.114116451399195E- 10000 | 29 0,842 | 4.536215929988367E- 3.577037531467778E-
007 015 007

Extended EP1 Function

2 3 0,00001 | 15.8635257629454 5.051977984128186E- 2 7 0,0000 | 15.8635257629454 7.553995770532479E-
007 1 007

10 4 0,00001 | 79.3176288147270 6.42927308950263 8E- 10 10 0,0000 | 79.3176288147270 3.426946076340552E-
008 1 007

30 5 0,00001 | 237.952886444181 7.780108703227919E- 30 8 0,0000 | 237.952886444181 2.807835805354946E-
007 1 007

50 2 0,00001 | 396.588144073635 8.719745967079097E- 50 8 0,0000 | 396.588144073635 3.624900437674864E-
006 1 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET

EPSILON STEEPEST DESCENT

70 0,00001 | 555.223401703088 5.060631103366912E- 70 11 0,015 | 555.223401703088 9.002802607 136730E-
006 007

100 0,00001 | 793.176288147269 4.185875883758180E- 100 10 0,015 | 793.176288147268 3.828433330493870E-
006 006

300 0,00001 | 2379.52886444180 3.507181916319273E- 300 7 0,016 2379.52886444181 9.251717578473402E-
006 006

500 0,00001 | 3965.88144073633 4.527752384674802E- 500 8 0,078 3965.88144073633 1.194259692038766E-
006 005

700 0,00001 | 5552.23401703082 1.530967214314408E- 700 8 0,062 | 5552.23401703082 7.744274123644937E-
006 006

900 0,031 7138.58659332531 1.735953649058248E- 900 8 0,047 | 7138.58659332531 8.781181463947428E-
006 006

1000 0,031 7931.76288147255 1.829855814501557E- 1000 |8 0,093 | 7931.76288147255 9.256177991108562E-
006 006

2000 0,045 15863.5257629450 2.190836390240718E- 2000 |8 0,140 | 15863.5257629450 6.249315647385862E-
006 005

3000 0,045 23795.2886444168 8.69974057519997 1E- 3000 |9 0,296 | 23795.2886444168 6.184694650196329E-
006 005

4000 0,045 31727.0515258890 7.799177891567 154E- 4000 |9 0,312 | 31727.0515258883 7.141470242293190E-
005 005

5000 0,062 39658.8144073605 8.719745967078749E- 5000 |6 0,280 | 39658.8144073645 3.935476930147365E-
005 004

6000 0,078 47590.5772888320 9.552003123767799E- 6000 |6 0,405 | 47590.5772888360 4.311098978365907E-
005 004

7000 0,093 55522.3401703035 1.031734256592043E- 7000 6 0,390 55522.3401703075 4.65651910066017 1E-
004 004

8000 0,093 63454.1030517751 1.102970314961546E- 8000 |6 0,500 | 63454.1030517791 4,978028311325524E-
004 004

9000 0,093 71385.8659332493 1.169876683735174E- 9000 |6 0,733 | 71385.8659332479 5.279996363815404E-
004 004

10000 0,10 79317.6288147244 1.233158300709204E- 10000 | 6 0,750 | 79317.6288147158 5.565604849021293E-
004 004

Extended Hiebert Function

2 0,00001 | 99.5006247509184 2.493753232687018E- 2 >100 | 1000 12.5187744447767 0.700897076279637
005 000

10 0,00001 | 497.503123754592 5.576201747398023E- 10 >100 | 1000 62.6611637430073 1.52440732390945
005 000

30 0,00001 | 1492.50937126378 9.658264739747733E- 30 >100 | 1000 151.495206022394 2.50403496883859
005 000
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

50 4 0,00001 | 2487.51561877296 1.246876616343510E- 50 >100 | 1000 | 311.858096742517 3.48460616523552
004 000
70 4 0,00001 | 3482.52186628214 1.475324308393898E- 70 >100 | 1000 | 75.1802722736536 5.34147919701941
004 000
100 inexec | 1000 100 >100 | 1000 31.4300105944884 2.99242989246651
000
300 4 0,00001 | 14925.0937126378 3.054211482249620E- 300 >100 | 1000 4.84274050317727 1.32973981719612
004 000
500 4 0,015 24875.1561877294 3.942970068849406E- 500 >100 | 1000 1857.61983595249 33.8709935413771
004 000
700 4 0,031 34825.2186628209 4.665385101937364E- 700 >100 | 1000 11.8160171092875 2.01816377779474
004 000
900 4 0,031 44775.2811379125 5.290049464316560E- 900 >100 | 1000 | 3654.35411861440 27.3942032748470
004 000
1000 4 0,015 49750.3123754583 5.576201747397985E- 1000 | >100 | 1000 | 869.567673037466 13.5659025808224
004 000
2000 4 0,062 99500.6247509160 7.88594013769892 1E- 2000 | >100 | 1000 | 8173.39010191853 19.9279027713483
004 000
3000 inexec | 1000 3000 | >100 | 1000 1902.33811098507 16.2749385221091
utable 000
4000 inexec | 1000 4000 | >100 | 1000 | 3798.68160022331 21.8833267762906
utable 000
5000 4 0,124 248751.561877289 1.246876616343488E- 5000 | >100 | 1000 | 4268.12384016434 32.0820166477653
003 000
6000 4 0,171 298501.874252768 1.365884898394068E- 6000 >100 | 1000 4623.07702309795 36.2355560480767
003 000
7000 4 0,202 348252.186628255 1.47532430839387 1E- 7000 | >100 | 1000 | 34293.8575295314 95.6100318128567
003 000
8000 4 0,249 398002.499003742 1.577188027539756E- | 8000 | >100 | 1000 | 6149.79138647655 29.0304928000733
003 000
9000 4 0,249 447752.811379229 1.672860524219410E- 9000 >100 | 1000 8374.69661148221 41.0775318879360
003 000
10000 4 0,32 497503.123754715 1.763349821438881E- 10000 | >100 | 1000 7705.38524624927 31.6026174781830
003 000
Extended Himmelblau Function
2 ‘ 18 0,00001 ‘ 1.336627774145291E-015 | 2.722688079962634E- ‘ 2 ‘ 21 ‘ 0,0000 ‘ 2.789381490416824E- 6.167648278173880E-
007 1 015 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

10 18 0,00001 | 6.683138870726454E-015 | 6.088115628324832E- 10 22 0,0000 | 2.098372966032797E-01 | 4.523450994025625E-
007 1 007

30 19 0,00001 | 5.021496268069835E-015 | 8.386690126548475E- 30 22 0,0000 | 6.295118898098391E- 7.834846947200323E-
007 1 015 007

50 20 0,00001 | 6.369725755516931E-016 | 1.861574542910554E- 50 23 0,015 | 2.573995708092406E- 4,1454186204566 10E-
007 015 007

70 20 0,00001 | 8.917616057723704E-016 | 2.202644703609207E- 70 23 0,016 | 3.603593991329369E- 4,904925458593609E-
007 015 007

100 20 0,00001 | 1.273945151103386E-015 | 2.632663965952600E- 100 23 0,018 | 5.147991416184812E- 5.862507234763699E-
007 015 007

300 20 0,00001 | 3.821835453310159E-015 | 4.559907748285689E- 300 24 0,019 | 5.682335113205740E- 9.364177297477515E-
007 015 007

500 20 0,00001 | 6.369725755516931E-015 | 5.886815589784232E- 500 25 0,020 | 1.010027258232262E- 3.625959845512665E-
007 015 007

700 20 0,00001 | 8.917616057723649E-015 | 6.965374139511624E- 700 25 0,021 | 1.414038161525167E- 4.290293547273691E-
007 015 007

900 20 0,031 1.146550635993034E-014 | 7.897991897857780E- 900 25 0,0460 | 1.818049064818072E- 4.864735618950563E-
007 015 007

1000 20 0,031 1.273945151103369E-014 | 8.325214446262153E- 1000 |25 0,0468 | 2.020054516464524E- 5.127881590144252E-
007 015 007

2000 21 0,045 5.084980326478336E-015 | 8.240071304114143E- 2000 |25 0,156 4.040109032929049E- 7.251919691025353E-
007 015 007

3000 22 0,090 8.099381947526773E-016 | 2.119427010502861E- 3000 |25 0,218 | 6.060163549393573E- 8.881751449327097E-
007 015 007

4000 22 0,150 1.079917593003570E-015 | 2.447303510083 166E- 4000 | 26 0,327 | 1.338077532202179E- 3.474888331707808E-
007 015 007

5000 22 0,160 1.349896991254462E-015 | 2.736168505059892E- 5000 |26 0,490 | 1.672596915252724E- 3.885043261959690E-
007 015 007

6000 22 0,200 1.619876389505355E-015 | 2.997322422712975E- 6000 |26 0,500 | 2.007116298303268E- 4,255851662917506E-
007 015 007

7000 22 0,250 1.889855787756247E-015 | 3.237478235187732E- 7000 |26 0,510 | 2.341635681353813E- 4,596845179709343E-
007 015 007

8000 22 0,300 2.159835186007 140E-015 | 3.461009815202902E- 8000 |26 0,608 | 2.676155064404358E- 4,914234206433016E-
007 015 007

9000 22 0,310 2.429814584258032E-015 | 3.670955265124835E- 9000 |26 0,624 | 3.010674447454902E- 5.212332497561496E-
007 015 007

10000 | 22 0,370 2.699793982508924E-015 | 3.869526608793985E- 10000 | 26 0,686 | 3.345193830505447E- 5.494280871469438E-
007 015 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET

EPSILON STEEPEST DESCENT

Extended Penalty Function
2 8 0,00001 | 0.147219996170846 1.965401919792305E- 2 45 0,0156 | 0.147219996171084 8.391800153019575E-
008 007
10 12 0,00001 | 4.52571586283359 5.050336113807791E- 10 21 0,0157 | 4.52571586283358 3.196248170201814E-
007 007
30 15 0,00001 | 18.7513988836623 7.555469334349529E- 30 27 0,0158 | 18.7513988836623 5.008011600008636E-
007 007
50 17 0,00001 | 34.2318614524093 9.69174774910937 1E- 50 31 0,0158 | 34.2318614524093 7.583318907331184E-
007 007
70 16 0,015 50.2847517116690 7.876881963974777E- 70 24 0,0160 | 50.2847517116690 2.806171314798262E-
007 007
100 12 0,015 75.0000000000000 8.389524972965881E- 100 26 0,0312 | 75.0000000000000 6.297758393042536E-
008 007
300 15 0,046 247.892576503263 5.303069113818345E- 300 31 0,048 | 247.892576503263 3.286310176075485E-
008 007
500 20 0,048 426.619432484551 7.868103199653340E- 500 25 0,049 | 426.619432484550 9.218226808067907E-
006 007
700 34 0,48 608.045972310003 6.285389663392566E- | 700 34 2,00 608.045972309996 5.129252952785824E-
006 006
900 NE 1000 900 24 0,0468 | 791.163678204426 1.999715910588978E-
007
1000 NE 1000 1000 |26 0,0312 | 883.194075067020 9.437932604534161E-
007
2000 NE 2000 >100 | infini
000
3000 NE 3000 | >100 | infini
000
4000 NE 4000 | >100 | infini
000
5000 NE 5000 | >100 | infini
000
6000 NE 6000 | >100 | infini
000
7000 NE 7000 | >100 | infini
000
8000 NE 8000 | >100 | infini
000
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET

EPSILON STEEPEST DESCENT

9000 NE 9000 | >100 | infini
000
10000 | NE 10000 | >100 | infini
000
Extended PSC1 Function
2 9 0,00001 | 0.773199056493087 8.631743150901856E- 2 19 0,0000 | 0.773199056492962 6.530150153586953E-
007 1 007
10 10 0,00001 | 3.86599528246465 4,505393028802570E- 10 20 0,0000 | 3.86599528246466 6.549982459814043E-
007 1 007
30 10 0,00001 | 11.5979858473939 7.803569633952682E- 30 21 0,0000 | 11.5979858473939 5.089315246559128E-
007 1 007
50 11 0,00001 | 19.3299764123231 3.521246890207319E- 50 NE 1000
007
70 11 0,00001 | 27.0619669772524 9.188224919375907E- 70 NE 1000
007
100 12 0,00001 | 38.6599528246462 3.44976131943507 7E- 100 NE 1000
007
300 10 0,015 115.979858473939 2.467705392301692E- 300 NE 1000
006
500 10 0,046 193.299764123232 3.185793962576880E- 500 NE 1000
006
700 10 0,046 270.619669772524 3.769482251024363E- 700 NE 1000
006
900 10 0,062 347.939575421814 4,274191117578202E- 900 NE 1000
006
1000 10 0,093 386.599528246459 4,505393028802566E- 1000 | NE 1000
006
2000 10 0,124 773.199056492947 6.371587925153710E- 2000 | NE 1000
006
3000 11 0,218 1159.79858473938 2.909414961270758E- 3000 | NE 1000
006
4000 11 0,280 1546.39811298575 1.670824454548224E- 4000 | NE 1000
006
5000 11 0,421 1932.99764123214 1.868038529419408E- 5000 | NE 1000
006
6000 14 1,294 2319.59716947846 7.531489292261739E- 6000 | NE 1000
006
7000 11 0,530 2706.19669772502 4,033385442903299E- 7000 | NE 1000
007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

8000 11 0,670 3092.79622597107 8.626803460099593E- 8000 | NE 1000
006

9000 13 1,482 3479.39575421729 5.510421539670801E- 9000 | NE 1000
006

10000 13 1,809 3865.99528246357 5.808494311003747E- 10000 | NE 1000
006

Extended Quadratic Penalty QP1 Function
2 2 31 0,0000 | 1.12500000000012 9.086330674261328E-
1 007

10 7 0,00001 | 30.6250000000000 4.263933893632353E- 10 16 0,0000 | 30.6250000000000
012 1

30 6 0,00001 | 110.208333333333 3.529757296798177E- 30 17 0,0000 | 110.208333333333 6.506036634480665E-
011 1 007

50 5 0,00001 | 190.125000000000 5.94040097109057 4E- 50 15 0,0150 | 190.125000000000 4.437031540588876E-
009 007

70 5 0,00001 | 270.089285714285 8.361858394195891E- 70 17 0,0151 | 270.089285714285 6.987864225346625E-
007 007

100 6 0,00001 | 390.062500000000 8.559303162809006E- 100 14 0,0156 | 390.062499999999
012

300 7 0,00001 | 1190.02083333333 1.081707654690475E- 300 >100 | 1000
010 000

500 5 0,015 1990.01250000001 2.77772359067 188 1E- 500 >100 | 1000
007 000

700 7 0,025 2790.00892857140 5.356928838371607E- 700 15 0,062 | 2790.00892857141 6.416013458205845E-
006 006

900 8 0,0300 | 3590.00694444437 1.630008001704348E- 900 15 0,046 | 3590.00694444439 1.530871707592404E-
006 006

1000 7 0,0312 | 3990.00625000003 1.181324544130875E- 1000 | >100 | 1000
006 000

2000 6 0,093 7990.00312500038 1.13698946304798 1E- 2000 | >100 | 1000
007 000

3000 3 0,078 11990.0020833341 6.905306695636694E- 3000 |10 0,140 | 11990.0020833325 3.801036438176953E-
005 005

4000 5 0,171 15990.0015624982 2.521673727510001E- 4000 >100 | 1000
008 000

5000 6 0,390 19990.0012500010 5.890740299076939E- 5000 |12 0,490 | 19990.0012500010 7.741650051970975E-
005 005

6000 6 0,296 23990.0010416650 1.090607758896010E- 6000 | 12 0,500 | 23990.0010416633 3.853323929285970E-
006 005
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

7000 0,343 27990.0008928536 4.117563215097889E- 7000 | 16 0,630 | 27990.0008928523 2.519781192841324E-
005 005
8000 0,461 31990.0007812438 8.272864327053624E- 8000 | >100 | 1000
005 000
9000 0,500 35990.0006944406 1.275674937474209E- 9000 14 0,702 35990.0006944366 3.765786227312016E-
006 005
10000 0,561 39990.0006250073 2.891421506562955E- 10000 | >100 | 1000
006 000
Extended Three Exponential Terms
2 0,00001 | 2.55926669665822 2.469536544466404E- 2 NE 1000
011
10 0,00001 | 12.7963334832911 5.522051586346811E- 10 NE 1000
011
30 0,00001 | 38.3890004498732 9.564473909568994E- 30 NE 1000
011
50 0,00001 | 63.9816674164554 1.234768272233202E- 50 NE 1000
010
70 0,00001 | 89.5743343830376 1.46099752243433 8E- 70 NE 1000
010
100 0,0156 | 127.963334832911 1.746226036980188E- 100 NE 1000
010
300 0,0312 | 383.890004498731 3.024552217549334E- 300 NE 1000
010
500 0,0312 | 639.816674164553 3.904680122767769E- 500 NE 1000
010
700 0,0312 | 895.743343830379 4.620079826755472E- 700 NE 1000
010
900 0,0624 | 1151.67001349621 5.238678110940564E- 900 NE 1000
010
1000 0,0780 | 1279.63334832913 5.522051586346804E- 1000 | NE 1000
010
2000 0,109 2559.26669665827 7.80936024553547 1E- 2000 | NE 1000
010
3000 0,156 3838.90004498734 9.56447390956891 1E- 3000 NE 1000
010
4000 0,218 5118.53339331623 1.104410317269352E- 4000 | NE 1000
009
5000 0,296 6398.16674164507 1.234768272233189E- 5000 | NE 1000
009
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

6000 4 0,343 7677.80008997392 1.352620871987595E- 6000 NE 1000
7000 4 0,390 8957.43343830303 2?49609975224343225 7000 NE 1000
8000 4 0,483 10237.0667866323 22’:961872049 107088E- 8000 NE 1000
9000 4 0,514 11516.7001349616 2?566154759040255 9000 NE 1000
10000 | 4 0,608 12796.3334832909 2?79462260369801685 10000 | NE 1000
009
Extended Tridiagonal-1 Function
2 443 0,0936 1.649351724159185E-008 8.888442424646251E- | 2 NE 1000
006
10 751 0,171 2.864431935041216E-008 | 8.994045964373479E- 10 NE 1000
30 1083 | 0,265 4.129743353156207E-008 g?QG92337087076230E— 30 NE 1000
50 1287 | 0,327 4.872995783365952E-008 gf;s60400928 185632E- 50 NE 1000
70 1439 | 0,343 5.456601619707722E-008 gf66996525997511E- 70 NE 1000
100 1619 | 0,577 6.157731668581979E-008 (8)?9580528598252813 E- 100 NE 1000
300 2335 0,951 8.879816281938765E-008 :?96799712254772495 300 NE 1000
006
500 2767 1,388 1.053890903280614E-007 | 8.986946144094102E- 500 NE 1000
006
700 3095 1,872 1.179277096701887E-007 | 8.988733673050989E- 700 NE 1000
900 3363 |2,683 1.284179503845609E-007 2?96985382996056445 900 NE 1000
1000 3483 | 2,932 1.330238177413069E-007 2?:9935 1496667482E- 1000 NE 1000
2000 4391 | 6,146 1.673937616252602E-007 2?96911679275378685 2000 NE 1000
3000 5027 10,202 1.915763223443896E-007 (SJ?QG89750007683932E- 3000 NE 1000
006
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

4000 5531 | 16,021 | 2.110052731621209E-007 | 8.994521349628398E- 4000 | NE 1000
006

5000 5959 |20,638 | 2.272301634534798E-007 | 8.992514697719821E- 5000 | NE 1000
006

6000 6331 26,397 2.415745956556810E-007 | 8.995506685155780E- 6000 NE 1000
006

7000 6663 31,668 2.544513439406926E-007 | 8.999216773531395E- 7000 NE 1000
006

8000 6967 | 36,597 | 2.659783260731188E-007 | 8.997842913366808E- 8000 | NE 1000
006

9000 7247 | 42,884 | 2.765510293535581E-007 | 8.995959747862677E- 9000 | NE 1000
006

10000 | 7507 | 48,641 | 2.863635596700636E-007 | 8.994259019860741E- 10000 | NE 1000
006

Extended Tridiagonal-2 Function

2 3 0,00001 | 0.389729123600034 1.617103813810881E- 2 6 0,0000 | 0.389729123600066 4.765080375453209E-
009 1 007

10 41 0,00001 | 3.50756211240087 6.650564591442102E- 10 92 0,0156 | 3.50756211240086 9.91594608165 1006E-
007 007

30 70 0,00001 | 11.3021445844014 8.136985138044333E- 30 130 | 0,0156 | 11.3021445844023 9.787707237438119E-
007 007

50 68 0,00001 | 19.0967270564020 6.262467859634389E- 50 133 | 0,0156 | 19.0967270564029 8.765760769543400E-
007 007

70 69 0,0156 | 26.8913095284027 9.220040677020036E- 70 133 | 0,0468 | 26.8913095284036 9.872411908086632E-
007 007

100 71 0,0156 | 38.5831832364036 5.248445117048758E- 100 134 | 0,0156 | 38.5831832364045 9.147567177683181E-
007 007

300 76 0,0450 | 116.529007956411 7.234788656583441E- 300 131 | 0,0468 | 116.529007956411 7.154535373546691E-
007 007

500 76 0,124 194.474832676417 6.567808117448848E- 500 2171 | 60,012 | 194.474832676422 1.980592522562111E-
007 5 006

700 75 0,187 272.420657396424 6.701192864523317E- 700 119 | 0,124 | 272.420657396425 7.365627001462728E-
007 007

900 74 0,218 350.366482116431 5.675418553931670E- 900 2245 | 70,24 | 350.366482116434 6.950347373159626E-
007 1 006

1000 74 0,296 389.339394476435 5.675418553931670E- 1000 | 3321 | 120,32 | 389.339394476424 1.741962983465233E-
007 4 006
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

2000 71 0,483 779.068518076433 5.00476801490012 1E- 2000 | 3514 | 152,68 | 779.068518076441 6.228562598108780E-
007 8 006

3000 79 2,277 1168.79764167644 8.784881951926290E- 3000 | 4012 | 163,28 | 1168.79764167646 1.075534112694596E-
007 5 005

4000 79 2,83 1558.52676527654 8.784881951926290E- 4000 4589 | 178,26 | 1558.52676527644 1.393499964056748E-
007 7 005

5000 76 2,028 1948.25588887663 4.984190076479333E- 5000 5647 | 254,29 | 1948.25588887630 1.254600398125941E-
007 8 005

6000 72 2,745 2337.98501247656 9.66811948241443 1E- 6000 | 5784 | 280,35 | 2337.98501248083 5.135781366156653E-
007 6 005

7000 72 3,088 2727.71413607642 9.66811948241443 1E- 7000 | 6214 | 315,26 | 2727.71413607660 2.503216837833986E-
007 5 005

8000 72 3,400 3117.44325967629 9.66811948241443 1E- 8000 | 6589 | 365,21 | 3117.44325967666 4.842708888708772E-
007 7 005

9000 72 3,884 3507.17238327615 9.66811948241443 1E- 9000 | 7894 | 456,25 | 3507.17238327817 4.668961756032377E-
007 5 005

10000 |72 4,243 3896.90150687602 9.66811948241443 1E- 10000 | 8256 | 482,34 | 3896.90150687575 1.756534551590687E-
007 4 005

Extended Wood Function
2 NE 1000 2 1 0,0000 | 0.000000000000000 1.440469345164236E-
1 026
10 >1000 | 1000 10 NE 1000
00

30 5563 | 2,270 1.884645787643555E-013 | 9.822225760653810E- 30 NE 1000
007

50 4911 | 3,88 1.517124852935041E-011 | 8.753980317676432E- 50 >100 | 1000 | 2.581138551477080E- 0.477134673281781
006 000 002

70 4969 | 5,444 1.526062457757998E-011 | 8.742916861368303E- 70 >100 | 1000 | 3.626434902547236E- 0.239787940634443
006 000 002

100 4670 | 7,58 1.589142027632328E-011 | 8.965202359313259E- 100 743 | 0,171 | 4.421944205046227E- 9.728442049869845E-
006 013 007

300 4076 | 15,08 1.589537320717563E-009 | 8.847664445902377E- 300 778 | 0,265 | 3.926180918122170E- 9.256233624411568E-
005 013 007

500 4177 30,75 1.459576949760319E-009 | 8.901015538351694E- 500 798 0,405 6.122500513868122E- 9.416247402418762E-
005 013 007

700 4235 | 46,03 1.450902079225077E-009 | 8.839005720021857E- 700 837 | 0,530 | 6.325551462435033E- 9.5494414697987 14E-
005 013 007

900 3496 | 43,75 1.463944866599353E-007 | 8.716207474989470E- 900 839 | 0,561 | 3.329597858666817E- 8.018585630395657E-
004 013 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

1000 3501 |52,24 1.579199773379010E-007 | 8.887739377457443E- 1000 | 839 | 0,639 |3.699553176296465E- 8.452331401715787E-
004 013 007

2000 3617 | 116,47 | 1.592378413474011E-007 | 8.901226254939054E- 2000 | 863 | 1,045 | 6.885243682152917E- 9.963354009650822E-
004 013 007

3000 3694 200,75 1.516216380164594E-007 | 8.986457041500579E- 3000 865 1,606 4,228350799535157E- 9.064418268794852E-
004 013 007

4000 3733 261,48 1.605653419534106E-007 | 8.899230837022980E- 4000 890 1,590 5.231388346691252E- 8.684636596288627E-
004 013 007

5000 3781 | 269,78 | 1.605653419534106E-007 | 8.938632919130891E- 5000 | 890 |2,350 | 6.539235433364055E- 9.709718894591953E-
004 013 007

6000 3810 |275,32 | 1.614574854740217E-007 | 8.975375492868908E- 6000 | 892 |2,558 | 3.213904715366274E- 7.924847364293291E-
004 013 007

7000 3900 |282,14 | 1.641258745213659E-007 | 8.985124021265442E- 7000 | 892 |3,588 | 3.749555501260611E- 8.559813473740923E-
004 013 007

8000 4001 | 294,35 | 1.674512548712698E-007 | 8.995214780215632E- 8000 | 892 |3,993 | 4.285206287154949E- 9.150825518122779E-
004 013 007

9000 4015 | 298,26 | 1.682541478206259E-007 | 9.02154785214652 1E- 9000 | 892 |3,996 | 4.820857073049212E- 9.705916165979252E-
004 013 007

10000 | 4030 |302,65 | 1.692145871250497E-007 | 9.154782635241985E- 10000 | 917 | 4,820 | 4.968553823766776E- 8.465896423931258E-
004 013 007

Generalized PSC1 Function

2 9 0,00001 | 0.773199056493087 8.631743150901856E- 2 19 0,0000 | 0.773199056492962 6.530150153586953E-
007 1 007

10 58 0,00001 | 8.72204143801308 9.784427411754950E- 10 5410 | 0,608 | 8.72204143947987 9.999115898350296E-
007 007

30 57 0,015 28.7220414390239 8.18486349012687 4E- 30 1178 | 1,731 | 28.7220414419628 9.998835529154482E-
007 1 007

50 366 0,021 48.7220414381105 8.467387437588867E- 50 1456 | 2,808 | 48.7220414429439 9.936800254255341E-
007 4 007

70 102 0,062 68.7220414395309 7.429287750298006E- 70 1661 | 3,900 | 68.7220414436902 9.952582462577250E-
007 2 007

100 61 0,046 98.7220414381345 7.500910984702809E- 100 1868 | 4,882 | 98.7220414446754 9.929767713187298E-
007 1 007

300 78 0,40 298.722041439019 8.136866735616512E- 300 1752 | 9,703 298.722041442559 7.089324532186934E-
007 9 007

500 485 3,46 498.722041441409 9.947162360545635E- 500 >100 | 1000
007 000

700 211 2,32 698.722041438288 7.832449781051491E- 700 >100 | 1000
007 000
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

900 a4 0,51 898.722041438988 5.339375235313023E- 900 >100 | 1000
007 000

1000 37 0,79 998.722041438307 6.557263166147200E- 1000 | >100 | 1000
007 000

2000 67 2,16 1998.72204144000 9.005926614632844E- 2000 >100 | 1000
007 000

3000 52 2,01 2998.72204143832 9.035863322324708E- 3000 >100 | 1000
007 000

4000 383 24,66 3998.72204143920 6.40710028650422 1E- 4000 | >100 | 1000
007 000

5000 308 21,79 4998.72204143803 4.734806479277130E- 5000 | >100 | 1000
007 000

6000 163 13,99 5998.72204143807 6.701256460247420E- 6000 | >100 | 1000
007 000

7000 43 4,07 6998.72204143862 8.563781089554490E- 7000 | >100 | 1000
007 000

8000 265 31,68 7998.72204143838 9.078134257135374E- 8000 | >100 | 1000
007 000

9000 413 63,57 8998.72204143850 7.088920251455884E- 9000 | >100 | 1000
007 000

10000 |79 11,24 9998.72204143800 5.017131917429044E- 10000 | >100 | 1000
007 000

Generalized Tridiagonal-1 Function

2 1899 | 0.436 8.950822974300169E-010 | 9.997322962064801E- 2 2 0,0000 | 0.000000000000000E+0 | 0.000000000000000E+00
007 1 00 0

10 18 0,00001 | 7.21121670329154 8.899666593318303E- 10 47 0,0000 | 7.21121670329156 8.265327048249422E-
007 1 007

30 21 0,00001 | 27.2103074860177 3.595265948940462E- 30 49 0,0000 | 27.2103074860177 6.628541605647834E-
007 1 007

50 21 0,00001 | 47.2103074859909 2.717813743907899E- 50 48 0,0000 | 47.2103074859909 9.577835054344518E-
007 1 007

70 24 0,00001 67.2103074859909 6.948833434495742E- 70 48 0,0156 | 67.2103074859909 7.874033951247429E-
007 007

100 30 0,00001 | 97.2103074859909 4.09325744139956 1E- 100 52 0,0156 | 97.2103074859909 6.813451145587553E-
007 007

300 73 0,015 297.210307485991 5.833027944472169E- 300 51 0,0156 | 297.210307485991 5.006745239350621E-
007 007

500 74 0,046 497.210307485991 6.192990343435062E- 500 51 0,0156 | 497.210307485991 5.00674523935062 1E-
007 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

700 75 0,156 697.210307485990 7.074390619277532E- 700 >100 | 1000
007 000

900 75 0,156 897.210307485990 7.074390619277532E- 900 >100 | 1000
007 000

1000 75 0,171 997.210307485990 7.074390619277532E- 1000 | >100 | 1000
007 000

2000 72 0,249 1997.21030748599 7.768847338416128E- 2000 | >100 | 1000
007 000

3000 62 0,358 2997.21030748599 3.457319932113176E- 3000 | >100 | 1000
007 000

4000 62 0,340 3997.21030748599 3.457319932113176E- 4000 | >100 | 1000
007 000

5000 76 1,107 4997.21030748599 4.678630000985828E- 5000 | >100 | 1000
007 000

6000 76 1,513 5997.21030748599 4.678630000985828E- 6000 | >100 | 1000
007 000

7000 76 1,606 6997.21030748599 4.678630000985828E- 7000 | >100 | 1000
007 000

8000 76 1,934 7997.21030748599 4.678630000985828E- 8000 | >100 | 1000
007 000

9000 173 8,517 8997.21030748598 4.539441065470211E- 9000 | >100 | 1000
007 000

10000 | 173 11,294 | 9997.21030748598 4.539441065470211E- 10000 | >100 | 1000
007 000

Hager Function

2 3 0,00001 | 1.92408449063882 6.454892439724701E- 2 10 0,0000 | 1.92408449063900 7.079256492126262E-
009 1 007

10 4 0,00001 | 3.19505893231085 9.900498201513506E- 10 24 0,0000 | 3.19505893231097 8.921868339567671E-
010 1 007

30 5 0,00001 | 42.5518229605093 4.41257234833183 1E- 30 30 0,0156 | -42.5518229605090 9.918372654567140E-
007 007

50 14 0,015 -150.546502389035 6.196619310035310E- 50 48 0,0156 | -150.546502389035 7.785109033943544E-
007 007

70 17 0,031 -313.907596445434 9.368085809649153E- 70 29 0,0312 | -313.907596445434 8.626319605610041E-
007 007

100 13 0,015 -653.078672733062 5.07379423548575 1E- 100 47 0,0468 | -653.078672733062 9.533397752829514E-
007 007

300 14 0,187 -5276.87191045253 9.590666449772145E- 300 1159 | 120,02 | -5276.87191045253 8.100836285410302E-
007 6 006
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

500 aa 0,702 | -13246.3515150191 8.629020703065352E- | 500 | 8115 | 180,26 | -13246.3515150191 103660942082 1396E-
006 005
700 15 0,405 | -24010.6120023852 1.516209402437574E- | 700 | 7351 | 240,54 | -24010.6120023851 1.945824660395042E-
006 005
900 58 1,762 37257.9638679237 | 6.798553932158031E- | 900 | 7504 | 300,69 | -37257.9638679237 3.082234773165084E-
006 005
1000 | 60 4,539 | -44744.1913215447 7.556531897399243E- | 1000 | 9264 | 360,27 | -44744.1913215447 5.115171651427480E-
006 005
2000 |81 6,177 | -147173.500512524 1.865763018208375E- | 2000 | 5599 | 420,09 | -147173.500512524 3.007772845745959E-
006 005
3000 |108 |17,47 | -292550.100313794 7.693129889740425E- | 3000 | 4196 | 480,19 | -292550.100313793 7.863787429170737E-
006 005
4000 | 131 |3533 | -474642.507697841 3.800888514049562E- | 4000 | 3667 | 540,57 | -474642.507697841 1.441695168119474E-
006 004
5000 | 848 | 141,77 | -689606.762803995 1.084015290774959E- | 5000 | 3368 | 600,63 | -689606.762803985 2.0011680510573 11E-
006 004
6000 |54 23,93 | -934734.932199130 5.957950741853270E- | 6000 | 3307 | 660,03 | -934734.932199131 1.256242787917638E-
005 004
7000 | 162 |49,60 | -1207973.80638160 7.601928111558267E- | 7000 | 3100 | 720,52 | -1207973.80638156 3.660979600281846E-
005 004
8000 |132 |61,71 |-1507691.03721557 8.183970380632069E- | 8000 | 3050 | 780,32 | -1507691.03721551 4.061092518214894E-
005 004
9000 | 192 |81,40 | -1832544.95689821 5.208191795318614E- | 9000 | 4011 | 840,09 | -1832544.95689816 7.376376800703019E-
005 004
10000 | 155 | 70,309 | -2181405.21717802 8.086008474294453E- | 10000 | 4050 | 900,27 | 2181405.21717796 7.889108756554183E-
005 004
NONDIA (Shanno-78) (CUTE)
2 12 0.00 3.479663073131622E-017 | 1.036060202750544E- | 2
007
10 88 0.093 | 2.001400100504390E-015 | 4.876975046298311E- | 10
007
30 53 0.0624 | 2.294677602134332E-016 | 1.046031214838939%E- | 30
007
50 316 | 1.014 | 2.912534612219554E-014 | 9.733060971947465E- | 50
007
70 472 |2355 | 4.209967202220176E-014 | 9.776259967443319E- | 70
007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

100 10180 | 67.501 | 1.866979812745062E-014 | 9.997755229567939E- | 100
007
300 27 0.468 | 1.992813610621599E-014 | 3.254783919109641E- | 300
007
500 500
700 700
900 16 0.967 | 7.559255074630823E-015 | 1.162451081629813E- | 900
007
1000 |83 5.959 | 1.088003031052651E-013 | 4.184734634183305E- | 1000
007
NONDQUAR (CUTE)
2 1 0,00001 | 4.00000000000000 0.000000000000000E+00 | 2 1 0,0000 | 4.00000000000000 0.000000000000000E+00
0 1 0
10 894 | 0,10 2.868846594621793E-005 | 8.982956176581603E- | 10 3701 | 0,156 | 3.060760328659143E- | 8.925291684996703E-
005 005 005
30 860 | 0,45 5.479891901059454E-004 | 8.805776265409414E- | 30 4595 | 1,37 3.440731196960395E- | 8.981995662976938E-
004 005 005
50 846 | 0,67 6.102021324099401E-004 | 8.531173082325541E- | 50 4817 | 1,80 | 1.741701814244130E- | 1.984780365117932E-
004 004 004
70 897 | 0,73 6.281943733102320E-004 | 8.887928146589383E- | 70 5219 | 1,74 | 1.804512177213915E- | 1.998833218214797E-
004 004 004
100 885 | 1,06 6.004315922667180E-004 | 8.944857371448024E- | 100 | 5536 | 1,91 | 1.850496935290449E- | 1.998485022288382E-
004 004 004
300 849 | 2,65 6.904177749851211E-004 | 8.906857775004663E- | 300 | 6475 | 3,60 1.962657630581478E- | 1.998798155604470E-
004 004 004
500 711 | 3,9 7.046824735240908E-004 | 8.970013499073044E- | 500 | 6834 | 5,02 1.978574820372253E- | 1.987221512350120E-
004 004 004
700 775 | 464 6.967363680800971E-004 | 8.681177625839087E- | 700 | 6905 | 6,09 | 1.992511625056618E- | 1.996099083479904E-
004 004 004
900 810 |6,81 7.126787158340341E-004 | 8.512472713840155E- | 900 | 7085 | 7,94 | 2.018800944791047E- | 1.990918585808374E-
004 004 004
1000 |688 |6,13 7.327768633110615E-004 | 8.739589579239942E- | 1000 | 7111 | 9,09 2.014744238767912E- | 1.984993875758141E-
004 004 004
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

2000 751 14,18 7.504228027473397E-004 | 8.805615113439661E- 2000 7522 | 17,42 2.024959710616109E- 1.991824558043278E-
004 004 004
3000 703 18,65 7.406240973483221E-004 8.731559992274251E- 3000 7506 | 24,89 | 2.027583959197794E- 1.999538949776860E-
004 004 004
4000 770 28,61 7.144324205020758E-004 8.947549821336515E- 4000 7845 | 34,07 2.027913126340780E- 1.996530481642761E-
004 004 004
5000 803 39,29 7.493229899962312E-004 | 8.971777508378522E- 5000 7503 | 40,01 | 2.021854102126367E- 1.994332785474520E-
004 004 004
6000 751 42,61 7.320259511031286E-004 8.699818454637880E- 6000 8060 | 51,63 2.003114545780052E- 1.999351769964091E-
004 004 004
7000 755 51,26 7.517101947053842E-004 | 8.997919941531542E- 7000 7960 | 58,13 2.023703504402964E- 1.983265709483194E-
004 004 004
8000 805 60,19 7.523072658756984E-004 | 8.864634095266107E- 8000 7786 | 65,31 2.03116416516582 1E- 1.993968804945766E-
004 004 004
9000 856 70,003 7.217633506916120E-004 | 8.941334089398106E- 9000 8329 | 78,25 2.024707775320634E- 1.996320981449846E-
004 004 004
10000 | 30 5,99 2.837460512669657E-002 | 6.937448647149505E- 10000 | 179 | 2,82 5.737021528539592E- 9.831163449307434E-
002 003 003
Partial Perturbed Quadratic
2 4 0,00001 | 2.224129826717436E-016 | 3.547532758321107E- 2 6 0,0000 | 1.245890244864035E- 2.940344015922859E-
008 1 014 007
10 10 0,00001 | 5.796467750604034E-016 5.529020578784963E- 10 a7 0,0156 1.606559747151576E- 9.39713899072697 8E-
008 013 007
30 20 0,00001 | 1.249536169758224E-013 | 8.230360819393593E- 30 100 | 0,0624 1.501782545957474E- | 8.780579477894978E-
007 013 007
50 a1 0,00001 | 4.297777443179458E-014 6.533851509968782E- 50 247 | 0,249 1.397321546802141E- 9.792076146457673E-
007 013 007
70 54 0,046 6.499327069154508E-014 7.414468625177799E- 70 156 | 0,218 1.059908583102523E- 8.787906953464186E-
007 013 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

100 103 0,23 6.787351193271040E-014 | 7.034389087987026E- 100 454 | 1,608 | 1.352377294501275E- 9.573007376356344E-
007 013 007
300 553 8,25 4.213115974210422E-010 | 9.56452329759282 1E- 300 1083 | 32,58 | 9.390745185942620E- 8.484866231347537E-
005 010 005
500 324 12,68 1.714876539651961E-009 | 9.876157870781097E- | 500 877 | 76,970 | 1.493331912482982E- 8.782719643953518E-
005 009 005
700 454 32,37 1.666204953476210E-009 | 9.57553766197 1634E- 700 709 | 127,01 | 1.610835071057335E- | 8.951053116639658E-
005 009 005
900 312 36,81 6.738028701574860E-008 | 9.327774382040723E- 900 397 | 125,36 | 2.173125828308214E- | 8.069201890472659E-
004 006 003
1000 213 30,673 8.121949646705225E-008 | 9.508242934113715E- 1000 (203 | 76,54 | 2.483464608320434E- 1.728147157593045E-
004 007 003
2000 55 29,499 | 3.980087056260416E-007 | 7.558246611697373E- 2000 | 107 | 181,67 | 6.479292175409139E- | 1.943682910724282E-
003 008 003
3000 43 52,82 2.065923191842159E-008 | 3.541127071644048E- 3000 |66 273,06 | 6.844358501984850E- 8.012045017138271E-
003 008 003
4000 69 148,54 1.217660392725883E-008 | 9.043412198933974E- | 4000 | 46 343,93 | 1.564915945122439E- 5.386401404797249E-
003 008 003
5000 75 252,39 1.453304165175532E-008 | 8.838663031594347E- 5000 | 150 | 1867,5 | 2.992527828428081E- 7.770352496456973E-
003 9 009 003
6000 80 382,35 4.743212896598483E-008 | 7.696942033097465E- | 6000 | 76 1346,9 | 2.519319528467688E- 8.081842579102337E-
002 7 007 002
7000 118 762,45 4.500579175654553E-007 | 7.526806930852825E- 7000 | 179 | 44559 | 2.109752168224826E- 8.957662911519201E-
002 9 007 002
8000 135 1131,61 | 3.174019025644569E-007 8.806979086043622E- | 8000 | 180 | 2215,3 | 1.066962966499102E- 7.701724850913295E-
002 6 007 002
9000 112 1194,54 | 4.325861408202978E-007 8.240132324074158E- | 9000 | 176 | 7443,4 | 9.058847564977200E- 6.488807086039942E-
6 002 6 008 002
10000 | 180 2380,90 | 4.269600841453822E-007 8.297412397102379E- | 10000 | 266 | 14093, | 1.002770388674796E- 7.340234452024708E-
002 70 007 002
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

Perturbed Quadratic function
2 4 0,00001 | 2.224129826717436E-016 3.547532758321107E- | 2 6 0,0000 | 1.245890244864035E- 2.940344015922859E-
008 1 014 007
10 11 0,00001 | 5.423899115997488E-015 2.191236119829950E- 10 49 0,0156 9.475898214918388E- 8.105916905159614E-
007 014 007
30 15 0,00001 | 1.988037372243687E-014 | 3.262865614812326E- 30 117 | 0,078 | 2.100460267521505E- 9.759023811528656E-
007 013 007
50 30 0,00001 | 9.600624655997889E-014 | 8.846094255420898E- | 50 312 | 0,0624 | 1.579163206128748E- 9.215235654125142E-
007 013 007
70 47 0,0156 1.565181945568460E-013 9.028921046978142E- 70 143 0,078 6.347190544155251E- 7.768078398111780E-
007 014 007
100 56 0,156 4.518435304456973E-014 | 4.907422922311773E- | 100 625 | 0,280 | 1.368431952209638E- 8.865720409649488E-
007 013 007
300 81 0,550 4.965619140090181E-014 | 7.198337101744746E- | 300 904 | 0,608 2.204737813445580E- | 9.826544445317976E-
007 013 007
500 102 1,276 1.665801620746607E-013 | 9.970199378522021E- | 500 1589 | 1,372 1.421543725776146E- 9.659343101295675E-
007 013 007
700 104 2,886 3.683076617416226E-014 | 7.069531539709995E- 700 3644 | 4,695 2.016770012252701E- 9.932414303697473E-
007 013 007
900 121 4,290 5.991361269168838E-014 | 8.330909424063566E- 900 5771 | 9,609 1.545132237708698E- 9.682422348234772E-
007 013 007
1000 147 5,974 5.668145161466667E-014 | 7.361800795517967E- 1000 | 2968 | 6,334 2.257326305177172E- | 9.659560458033397E-
007 013 007
2000 220 20,280 7.033868866235146E-014 9.793862944040169E- 2000 4078 | 25,057 2.278521178194060E- 9.648236595697576E-
007 013 007
3000 196 27,346 | 1.134180257665319E-013 8.494035426414700E- | 3000 | 1500 | 71,760 | 1.885711877625014E- 9.96787464626577 4E-
007 6 013 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

100 1278 0,785 3.271748982009620E-008 | 8.719106586462158E- 100 417 | 0,654 | 2.100892244627657E- 9.838868866848046E-
005 008 005
300 444 0,514 9.108613196520729E-007 8.950617016185460E- 300 23 0,249 1.03945468950596 8E- 8.941113319840790E-
004 006 004
500 75 0,124 9.966032123821996E-007 | 8.961633595235123E- 500 37 0,670 9.985618799168494E- 9.825113878625536E-
004 007 004
700 1530 2,270 7.737145425745830E-007 | 8.701618205294233E- 700 155 | 3,681 9.416150624023008E- 9.312588477591199E-
004 007 004
900 6199 11,450 7.802454853082218E-008 | 1.911308355171130E- 900 183 7,129 9.577526120569172E- 9.690837207291584E-
004 007 004
1000 459 0,873 4,525957769579118E-008 | 1.064159357550886E- 1000 200 | 7,316 | 9.372448054463108E- 9.117427587542940E-
004 007 004
2000 821 3,22 4.434279392468439E-008 | 1.091590215399490E- 2000 364 | 38,376 | 9.709931985133640E- 9.692475486953071E-
004 007 004
3000 20519 | 123,318 | 3.589660652158475E-008 | 1.098258915344344E- 3000 251 | 41,995 | 5.055198464340248E- 7.536431089741471E-
004 007 004
4000 1603 11,528 4,258811095034633E-008 | 1.098128212653042E- 4000 647 152,08 | 8.73720889893568 1E- 9.578810947023816E-
004 3 007 004
5000 23793 | 240,77 3.900367367004814E-008 | 1.099061648108229E- 5000 722 160,35 | 3.093667605003700E- 7.800464142315655E-
004 007 004
6000 39258 | 527,26 3.351140692834272E-008 | 1.079853138360643E- 6000 849 180,37 | 2.142732380410915E- 9.527990478206978E-
004 006 004
7000 55964 | 815,33 3.169362063600897E-008 1.099457987334569E- 7000 35 14,882 | 3.660735992943520E- 7.366440533043972E-
004 004 002
8000 3143 | 48,79 4.059925335898355E-008 | 1.099893120166320E- 8000 172 | 85,894 | 2.036980059420140E- 5.311420947355507E-
004 004 002
9000 18876 | 345,54 3.961405015030897E-008 1.099820437270960E- 9000 184 | 109,06 | 3.199568764326160E- 9.588755365276612E-
004 004 002
10000 45168 | 969,70 3.733665748016369E-008 1.09962860036297 1E- 10000 | 41 25,713 | 4.199769795230568E- 9.568424012319825E-
004 004 002
Quadratic Function QF1
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

3 0,00001 | -0.166666666666667 2.288783399261119E- 3 22 0,0156 -0.166666666666600 5.331201499700045E-
016 007
10 0,00001 | -5.000000000000000E- 9.51520954628 1986E- 10 52 0,0312 | -4.999999999988271E- | 6.887379032928029E-
002 016 002 007
30 0,00001 | -1.666666666666667E- 1.239983623 149096E- 30 126 | 0,0936 | -1.666666666654756E- 5.586785428363795E-
002 014 002 007
50 0,00001 | -1.000000000000000E- 3.964488559030557E- 50 316 | 0,109 -9.999999999694002E- 9.451584867660914E-
002 014 003 007
70 0,00001 | -7.142857142857143E- 1.029329960627919E- 70 161 | 0,110 | -7.142857142562333E- 7.813544466718054E-
003 013 003 007
100 0,00001 | -5.000000000000000E- 7.486010977596773E- 100 629 | 0,327 | -4.999999999675302E- 9.808289425177641E-
003 014 003 007
300 0,0156 | -1.666666666666667E- 4.058055694280079E- 300 963 | 0,561 | -1.666666666272396E- 9.274503847082332E-
003 013 003 007
500 0,0312 -1.000000000000000E- 3.797582906513815E- 500 1203 | 1,01 -9.999999996067534E- | 9.659840901760086E-
003 012 004 007
700 0,0468 | -7.142857142857143E- 6.323546498348220E- 700 3701 | 4,851 -7.142857139031171E- 9.686987398663084E-
004 012 004 007
900 0,00001 | -5.555555555555556E- 7.72440837763 1882E- 900 5848 | 24,752 | -5.555555552401475E- 9.784372561366968E-
004 012 004 007
1000 0,0468 | -5.000000000000000E- 7.73833423315913 1E- 1000 | 1958 | 2,764 -4.99999999537 1429E- 9.673807102101539E-
004 012 004 007
2000 0,124 -2.500000000000000E- 3.939931506685036E- 2000 | 6091 | 18,78 -2.499999995603175E- 9.45254857265802 8E-
004 011 004 007
3000 0,187 -1.666666666666667E- | 7.772735455181951E- 3000 1522 | 181,72 | -1.666666662899202E- | 9.922864761064579E-
004 011 8 004 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

4000 1 0,046 -1.250000000000000E- 2.143752764215958E- 4000 | 1165 | 56,815 | -1.249999995326470E- 9.875180821018854E-
004 010 8 004 007
5000 1 0,0624 -9.999999999999996E- 3.350402597784542E- | 5000 | 1962 | 248,07 | -9.999999955696908E- | 9.950116312619453E-
005 010 6 2 005 007
6000 3 0,343 8.333333333333309E-005 | 7.103039777130248E- | 6000 | 3038 | 1013,0 | -8.333333295382889E- 9.976891174579119E-
010 8 |8 005 007
7000 1 0,109 -7.142857142857131E- 5.946533639142126E- | 7000 | 4481 | 3725,8 | -7.142857108703496E- 9.96879218893285 1E-
005 010 5 |9 005 007
8000 1 0,124 -6.249999999999988E- 5.950106023763517E- | 8000 | 2364 | 257,79 | -6.249999953240232E- 9.752890420718405E-
005 010 3 |1 005 007
9000 2 0,327 -5.555555555555539E- 9.067934262371393E- | 9000 | 1841 | 277,80 | -5.555555508038566E- 9.919812310053043E-
005 010 5 |6 005 007
10000 1 0,187 -4,999999999999806E- 2.14402658987623 1E- 10000 | 3920 | 1350,0 | -4.999999954887929E- | 9.991506527485709E-
005 009 9 |95 005 007
Raydan 1 Function
2 4 0,00001 | 0.300000000000002 2.087106818162495E- 2 13 0,0000 | 0.300000000001703 8.252736886772346E-
008 1 007
10 4 0,00001 | 5.50000000000000 2.087232796085857E- 10 33 0,0000 5.50000000000223 8.358310850427336E-
008 1 007
30 78 0,0156 | 46.5000000000006 9.324807146785177E- 30 149 | 0,0156 | 46.5000000000027 8.386189365414728E-
007 007
50 132 0,140 127.500000000001 7.206853197598929E- 50 196 | 0,145 | 127.500000000003 9.255716126855645E-
007 007
70 178 0,234 248.500000000001 9.835437026613717E- 70 371 | 0,150 | 248.500000000003 9.440960596484655E-
007 007
100 139 0,280 505.000000000097 9.571579808807310E- 100 320 | 0,155 505.000000000003 9.662421682416782E-
006 007
300 625 5,647 4515.00000000014 9.658672407256158E- 300 1570 | 2,433 | 4515.00000000000 6.059221451583936E-
006 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET

EPSILON STEEPEST DESCENT

500 880 16,03 12525.0000000001 8.11146751119627 1E- 500 4540 | 160,25 | 12525.0000000000 8.518245744621594E-
006 7 006
700 1365 36,270 24535.0000000000 9.482136547415470E- 700 4232 | 170,69 | 24535.0000000000 1.377876552797683E-
006 1 005
900 1561 57,06 40545.0000000126 9.640812335427500E- 900 2099 | 180,31 40545.0000000000 1.728642102129165E-
005 4 005
1000 1175 | 89,06 50050.0000000125 9.737421315700638E- 1000 | 2587 | 240,35 | 50050.0000000000 1.641548968410130E-
005 4 005
2000 2445 | 238,40 |200100.000000008 9.897581602020005E- 2000 | 1637 | 260,54 | 200100.000000000 4.882975132301569E-
005 5 005
3000 3217 | 530,387 | 450150.000000029 9.488869024585057E- 3000 | 2857 | 615,12 450150.000000000 7.607412135531401E-
005 7 005
4000 NE 1000 4000 | >500 | 1000
00
5000 NE 1000 5000 | >500 | 1000
00
6000 NE 1000 6000 | >500 | 1000
00
7000 NE 1000 7000 | >500 | 1000
00
8000 NE 1000 8000 | >500 | 1000
00
9000 NE 1000 9000 | >500 | 1000
00
10000 NE 1000 10000 | >500 | 1000
00
Raydan 2 Function
2 2 0,00001 | 2.00000000000000 4.158039059290241E- 2 4 0,0000 | 2.00000000000000 4.728676897051525E-
012 1 016
10 2 0,00001 | 10.0000000000000 1.057364298543999E- 10 4 0,0000 | 10.0000000000000 1.057364298543999E-
015 1 015
30 2 0,00001 | 30.0000000000000 1.831408687187632E- 30 6 0,0156 | 30.0000000000000 7.880283164390363E-
015 016
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

50 0,00001 | 50.0000000000000 2.364338448525763E- | 50 1566 | 1,263 | 50.0000000000000 5.910846121314407E-
015 016
70 0,00001 | 70.0000000000000 2.797522979145675E- | 70 1566 | 1,420 | 70.0000000000000 6.993807447864189E-
015 016
100 0,00001 | 100.000000000000 3.343679499945296E- | 100 | 1566 | 2,01 | 100.000000000000 8.359198749863239E-
015 016
300 0,00001 | 300.000000000000 5.791422778131749%- | 300 | 1566 | 4,57 | 300.000000000000 1.447855694532937E-
015 015
500 0,00001 | 500.000000000000 7.476694656850186E- | 500 | 2385 | 111,15 | 500.000000000000 1.432790707587049E-
015 3 015
700 0,00001 | 700.000000000000 8.846544420760060E- | 700 | 2587 | 124,36 | 700.000000000000 3.420499081125173E-
015 a4 007
900 0,00001 | 900.000000000000 1.003103849983589E- | 900 | 2847 | 131,69 | 900.000000000000 3.393671403368193E-
014 9 007
1000 0,0312 | 1000.00000000000 1.057364298543999E- | 1000 | 2987 | 148,32 | 1000.00000000000 3.577243641507653E-
014 a 007
2000 0,0468 | 2000.00000000000 1.495338931370037E- | 2000 | 3024 | 155,69 | 2000.00000000000 5.058986561009659E-
014 5 007
3000 0,0312 | 3000.00000000000 1.831408687187632E- | 3000 | 3158 | 161,28 | 3000.00000000000 7.081105994594466E-
014 7 007
4000 0,0468 | 4000.00000000000 2.114728597087997E- | 4000 | 3490 | 174,31 | 4000.00000000000 6.132417273640233E-
014 6 007
5000 0,0624 | 5000.00000000000 2.364338448525763E- | 5000 | 3498 | 184,32 | 5000.00000000000 7.141668212233 196E-
014 a4 007
6000 0,0936 | 6000.00000000000 2.590003003668655E- | 6000 197,23 | 5000.00000000000 6.841568213321196E-
014 007
7000 0,109 | 7000.00000000000 2.797522979145675E- | 7000 214,26 | 5000.00000000000 6.141668215213196E-
014 007
8000 0,124 | 8000.00000000000 2.990677862740074E- | 8000 245,69 | 5000.00000000000 5.148514166823196E-
014 007
9000 0,140 | 9000.00000000000 3.172092895631996E- | 9000 255,33 | 5000.00000000000 8.625874021265196E-
014 007
10000 0,140 | 10000.0000000000 3.343679499945296E- | 10000 268,21 | 5000.00000000000 4,258746912233196E-
014 007
TRIDIA (CUTE)
2 0,00001 ‘1.3958664819142215014 7.552894633202639E- ‘2 ‘54 ‘o,oooo 8.982451321188701E- | 6.359624338572273E-
007 1 014 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

10 134 0,078 4.126227646990887E-014 | 5.957685386690137E- 10 276 | 0,0468 | 2.613134665238996E- 8.899833950335654E-
007 013 007
30 78 0,078 8.622997206488268E-015 | 6.451457025058399E- 30 2217 | 0,858 | 2.182497469360107E- 9.986722220833820E-
007 013 007
50 127 0,218 1.428256340610858E-015 | 8.278818693350253E- 50 3617 | 1,591 | 2.295338694094294E- 9.903433063736358E-
007 013 007
70 187 0,514 4.949568288683975E-015 | 4.999912170679308E- 70 2230 | 1,092 | 2.965660260339325E- 9.619186665767769E-
007 013 007
100 243 1,060 7.133297590384696E-014 | 9.078854994192258E- 100 7515 | 2,698 | 2.213250213629578E- 9.506263775793155E-
007 013 007
300 832 11,23 1.127640541274521E-013 | 8.378397544137088E- 300 1812 | 20,368 | 2.828282469919496E- 9.947085145404726E-
007 5 013 007
500 1103 | 23,337 7.332480379639746E-015 | 4.251295886614594E- 500 1854 | 30,259 | 2.828282469919496E- 9.947085145404726E-
007 2 013 007
700 1187 | 41,262 1.396129428850818E-013 | 7.308248043960179E- 700 5151 | 45,431 | 2.645620656559244E- 9.990563719204338E-
007 0 013 007
900 830 40,919 1.325120137237680E-013 | 9.583644706700800E- 900 3125 3.340691089108274E- 9.878635236829661E-
007 6 48,095 | 013 007
1000 1125 | 73,507 2.389881482535669E-014 | 8.579533584009144E- 1000 | 2243 | 120 3.325759287566386E- 9.887659558573757E-
007 1 013 007
2000 1009 | 134,72 2.751416608514815E-003 | 6.344545032525635E- 2000 | 2784 | 145,23 | 3.388579204479080E- 9.988679537566912E-
002 5 003 002
3000 653 132,53 2.091369315154936E-003 9.833231641259782E- | 3000 | 4151 | 1215,1 | 2.475325001298889E- 9.998019250906161E-
002 6 69 003 002
4000 286 79,68 1.865778557031357E-003 | 9.473216079027659E- 4000 | 1549 | 224,76 | 3.372188694888938E- 9.969049448402335E-
002 0 6 003 002
5000 71 25,41 9.125880816518477E-003 | 0.391142897874581 5000 | 1212 | 827,77 | 0.137516293517270 0.898052430428810
0
6000 679 303,93 2.256728785463509E-003 | 0.190560935599751 6000 | 4512 | 1305,2 | 0.148484009823260 1.10654903844226
4 1
7000 55 27,92 7.848963558853885E-004 | 9.660140500826815E- 7000 | 4652 | 1485,3 | 4.423293163786335E- 0.466956454484586
002 1 2 002
8000 46 27,87 2.451470562383621E-002 | 0.918941889502476 8000 | 5417 | 654,21 | 1.153726327597867E- 1.07351794183381
2 002
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

9000 68 45,66 2.065269469943956E-002 | 0.963913330670360 9000 | 1607 | 874,93 | 0.989906976953905 0.989906976953905
5
10000 38 28,080 1.67808649979853 1E-002 0.788648133634231 10000 | 5847 | 1247,2 | 1.96098263548711 8.26957519820187
0 3
Tridiagonal Perturbed Quadratic

3 20 0,00001 | 1.542971772349506E-013 | 4.714900243456791E- 3 32 0,0156 | 6.085687509482796E- 9.7046493588873 18E-
007 013 007

10 29 0,00001 | 3.240940554935021E-014 | 6.065199231221724E- 10 62 0,0156 | 9.383264827175389E- 9.810835361491066E-
007 014 007

30 82 0,0156 | 2.316611582172748E-014 | 9.896360646393432E- 30 269 | 0,156 | 1.920170854635099E- 9.793939089959494E-
007 013 007

50 70 0,0156 1.307808816158490E-013 | 7.769703870385740E- 50 372 0,156 1.353168250586024E- 9.419605390297743E-
007 013 007

70 66 0,046 1.416086389914142E-013 | 8.275335691320863E- 70 269 0,156 1.920170854635099E- 9.793939089959494E-
007 013 007

100 93 0,0468 | 1.950503914601623E-013 | 9.452219507964996E- 100 681 | 0,358 | 1.559902576244444E- 9.898970458824286E-
007 013 007

300 222 0,546 1.880882505337100E-013 | 9.856782846194987E- 300 1114 | 0,920 | 2.226065928664927E- 9.943543947300885E-
007 013 007

500 824 3,307 1.998084388487224E-013 | 9.750152085958873E- 500 1507 | 4,716 | 2.088391536212486E- 9.262219180973588E-
007 013 007

700 769 7,004 6.036633644408874E-014 | 9.410057920417585E- 700 3794 | 13,556 | 1.964618095848550E- 9.965617715067259E-
007 013 007

900 272 2,012 1.428559922194256E-013 | 8.787237062974875E- 900 5903 | 24,648 | 1.594821615883918E- 9.923589593875846E-
007 013 007

1000 2047 | 34,913 6.197539075686297E-014 | 9.437050260568407E- 1000 | 2957 | 41,354 | 1.818685448650347E- 8.580834325220722E-
007 2 013 007

2000 74 1,372 1.872588734028229E-003 | 9.768392480919257E- 2000 | 1307 | 10,186 | 2.568849433744293E- 1.01996119977 109 1E-
002 004 002

3000 50 1,450 5.667882368084134E-004 | 4.887074101288928E- 3000 | 3748 | 37,97 3.028376882082509E- | 3.994277163406396E-
002 004 002

4000 47 1,825 5.056724744756559E-004 | 5.360218540288782E- 4000 | 2548 | 34,133 | 7.028344898301712E- 5.37605481642057 8E-
002 004 002

5000 112 5,787 2.274455732744974E-005 | 9.931544820615024E- 5000 4325 | 77,002 | 6.721088412401246E- 5.517501496664320E-
003 004 002
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

6000 | 119 |7,580 | 7.083461094590589E-004 | 5.485508424612126E- | 6000 | 6720 | 200,67 | 5.694465544233297E- | 5.551035992622708E-
002 9 004 002

7000 | 11 0,789 | 3.225340514773935E-004 | 5.284959317865558E- | 7000 | 9945 | 1145,0 | 5.138482650200557E- | 5.529183141820253E-
002 16 004 002

8000 |20 1,665 | 1.186745786921926E-004 | 3.298904331598327E- | 8000 | 5129 | 145,53 | 7.022911717552444E- | 5.373808282383888E-
002 004 002

9000 | 135 | 13,681 | 1.032537933379803E-003 | 8.404511592988913E- | 9000 | 3391 | 117,06 | 1.821233339981770E- | 8.744178978204359E-
002 3 003 002

10000 | 13 1,365 | 3.269754402836951E-005 | 2.134111071323311E- | 10000 | 1011 | 416,80 | 2.023632575206439E- | 2.998959926982325E-
002 8 3 004 002

BIGGSB1 (CUTE)

2 1 0,00001 | 0.000000000000000E+00 | 0.000000000000000E+00 | 2 1 0,0000 | 0.000000000000000E+0 | 0.00000000000000OE-+00
0 0 1 00 0

10 113 | 0,0156 | 2.022435232586929E-012 | 8.690632465275096E- | 10 296 | 0,078 | 1.088965379542389E- | 9.291463986818764E-
007 012 007

30 792 | 0,577 | 2.058182348979463E-011 | 9.769210948443853E- | 30 484 | 0,615 | 1.123375015659597E- | 8.440389874711283E-
007 011 007

50 2145 | 1,934 | 5.704487456956714E-011 | 9.901913090850334E- | 50 1683 | 2,170 | 5.811231804788923E- | 9.423058800083490E-
007 011 007

70 3734 |3,853 | 1.100398310660180E-010 | 9.886256806640659E- | 70 4508 | 10,324 | 1.496268570339201E- | 1.098083742174092E-
007 012 007

100 4623 | 6,942 | 2.258010012093873E-006 | 9.963320434484039E- | 100 | 4820 | 14,256 | 2.994402325615465E- | 1.095270965610419E-
005 008 005

300 318 | 1,185 | 3.812012513420391E-002 | 9.991833943704911E- | 300 | 5223 | 2,21 | 1.633139513761688E- | 5.826762377979688E-
003 004 004

500 334 | 1,700 | 3.812063716702552E-002 | 9.976663659714523E- | 500 | 3194 | 1,870 | 1.996505929705123E- | 4.999537933281172E-
003 002 003

700 696 |5288 | 2.583606311514313E-002 | 5.534592685495715E- | 700 | 3194 | 7,321 | 1.996505941263621E- | 4.999537933281790E-
003 002 003

900 716 | 7,207 | 2.577119950303735E-002 | 5.551970748348300E- | 900 | 3194 | 10,234 | 1,.996505941263621E- | 4.999537933281790E-
003 002 003

1000 | 727 |7,862 | 2.572401715693351E-002 | 5.539675240599925E- | 1000 | 6312 | 12,345 | 1.420244001383139E- | 2.999808855395891E-
003 002 003

2000 |571 | 13,44 | 3.232935302959072E-002 | 7.743386295708309E- | 2000 | 2505 | 20,088 | 2.254392457922614E- | 5.998659677273294E-
003 002 003

3000 |883 |32,47 | 2.666714703779264E-002 | 9.959368237428018E- | 3000 | 3194 | 36,214 | 1.996505941263621E- | 4.999537933281790E-
003 002 003
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

4000 | 883 | 42,432 | 2.666714703779264E-002 | 9.050368237428018E- | 4000 | 3194 | 54,321 | 1.996505941263621E- | 4.999537933281790E-
003 002 003
5000 |883 |G53555 |2.666714703779264E-002 | 9.959368237428018E- | 5000 | 3194 | 70,654 | 1.996505941263621E- | 4.999537933281790E-
003 002 003
6000 | 883 |64,022 |2.666714703779264E-002 | 9.959368237428018E- | 6000 | 9430 | 91,325 | 1.161966095440802E- | 2.219973811953366E-
003 002 003
7000 | 883 | 75208 |2.666714703779264E-002 | 9.959368237428018E- | 7000 | 2376 | 86,05 | 7.319849314222494E- | 1.109995694455574E-
003 3 003 003
8000 | 883 | 84256 |2.666714703779264E-002 | 9.959368237428018E- | 8000 | 2376 | 103,44 | 7.319849314222494E- | 1.109995694455574E-
003 3 003 003
9000 | 883 | 96,174 | 2.666714703779264E-002 | 9.959368237428018E- | 9000 | 2072 | 115,80 | 7.838187496753014E- | 1.229958760219024E-
003 a 3 003 003
10000 | 883 | 104,707 | 2.666714703779264E-002 | 9.959368237428018E- | 10000 | 1664 | 117,40 | 8.747059621943493E- | 1.449967540999637E-
003 1 6 003 003
COSINE (CUTE)
2 a 0,00001 | -1.00000000000000 2.193135496695738E- | 2 142 | 1,321 | -1.00000000000000 8.334242760157018E-
012 008
10 13 0,00001 | -8.99999999999999 7.148255394076413E- | 10 1796 | 1,425 | -9.00000000000000 2.831353885735012E-
007 007
30 11 0,00001 | -29.0000000000000 3.110043080042110E- | 30 1138 | 1,568 | -29.0000000000000 4.135828207540721E-
007 007
50 52 0,0156 | -49.0000000000000 9.841669029036099E- | 50 980 | 1,658 | -49.0000000000000 1.347712993615703E-
007 007
70 a8 0,048 | -69.0000000000000 9.403652535560514E- | 70 1026 | 1,721 | -69.0000000000000 6.786697454865435E-
007 007
100 a8 0,109 | -99.0000000000000 9.403652535560530E- | 100 | 946 | 1,859 | -99.0000000000000 4.450619862 178043E-
007 007
300 10000 | 106,81 | -297.059733174628 8.450055791716194E- | 300 | 4481 | 20,321 | -299.000000000000 7.691863312054018E-
006 5 007
500 428 | 4321 | -499.000000000000 7.790778926783332E- | 500 | 3065 | 15,321 | -499.000000000000 1.159580004160489E-
006 3 006
700 436 | 6,021 | -699.000000000000 7.478870957578795E- | 700 | 1167 | 13,214 | -699.000000000000 2.017900983572325E-
006 2 006
900 3351 | 147,779 | -898.954889702118 8.712040771934732E- | 900 | 3324 | 168,32 | -899.000000000000 1.222805832380387E-
006 5 1 006
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

1000 | 789 |73,289 | -997.390510457831 9.567810773256053E- | 1000 | 1064 | 95,321 | -999.000000000000 1.896242669202590E-
006 5 006

2000 | 4547 | 10,326 | -1998.99889720039 3.902551009393332E- | 2000 | 4454 | 15,236 | -1999.00000000000 2.777616018301940E-
003 9 006

3000 |32 4,148 | -2998.99881977308 9.383470122779210E- | 3000 | 1000 | 17,321 | -2999.00000000000 | 3.940272697882306E-
003 0 006

4000 |73 12,573 | -3997.02791524432 9.716085741418771E- | 4000 | 2922 | 21,335 | -3999.00000000000 3.751464610077695E-
003 3 006

5000 |73 15,600 | -4997.02791524432 9.716085741418771E- | 5000 | 3148 | 33,219 | -4999.00000000000 5.557179792653473E-
003 7 006

6000 |73 18,782 | -5997.02791524432 9.716085741418771E- | 6000 | 1345 | 36,214 | -5999.00000000000 5.710655982321831E-
003 a 006

7000 |73 21,980 | -6997.02791524432 0.716085741418771E- | 7000 | 1461 | 41,325 | -6999.00000000000 5.437109657287754E-
003 a 006

8000 |73 24,804 | -7997.02791524432 0.716085741418771E- | 8000 | 1587 | 48,321 | -7999.00000000000 7.125456182211269E-
003 1 006

9000 |73 28,180 | -8997.02791524432 9.716085741418771E- | 9000 | 1713 | 51,325 | -8999.00000000000 6.344417137493805E-
003 5 006

10000 | 73 31,29 | -9997.02791524432 9.716085741418771E- | 10000 | 1821 | 62,045 | -9999.00000000000 7.5208006056187 15E-

003 3 006
DENSCHNB (CUTE)

2 a 0,00001 | 1.116238180887728E-028 | 2.524677427749078E- | 2 2 0,0000 | 0.0000000000000000 0.000000000000000
014 1

10 a 0,00001 | 5.581190904438640E-028 | 5.645350349706251E- | 10 2 0,0000 | 0.000000000000000E+0 | 0.000000000000000E-+00
014 1 00 0

30 5 0,00001 | 1.674357271331592E-027 | 9.778033632217957E- | 30 2 0,0000 | 0.000000000000000E+0 | 0.000000000000000E-+00
014 1 00 0

50 5 0,00001 | 2.790595452219320E-027 | 1.262338713874539E- | 50 2 0,0000 | 0.000000000000000E+0 | 0.000000000000000E-+00
013 1 00 0

70 5 0,00001 | 3.906833633107046E-027 | 1.493619308915425E- | 70 2 0,0000 | 0.000000000000000E+0 | 0.00000000000000OE-+00
013 1 00 0

100 5 0,00001 | 5.581190904438633E-027 | 1.785216529469983E- | 100 | 2 0,0000 | 0.000000000000000E+0 | 0.00000000000000OE-+00
013 1 00 0

300 5 0,00001 | 1.674357271331594E-026 | 3.092085731553789E- | 300 | 2 0,0312 | 0.000000000000000E+0 | 0.00000000000000OE-+00
013 00 0

500 5 0,00001 | 2.790595452219326E-026 | 3.991865514451143E- | 500 | 2 0,0312 | 0.000000000000000E+0 | 0.00000000000000OE-+00
013 00 0
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

700 5 0,00001 | 3.906833633107058E-026 | 4.723238973379397E- | 700 |2 0,0312 | 0.000000000000000E+0 | 0.000000000000000E+00
013 00 0

900 5 0,0312 | 5.023071813994789E-026 | 5.355649588409966E- | 900 | 2 0,0468 | 0.000000000000000E+0 | 0.000000000000000E+00
013 00 0

1000 |5 0,0312 | 5.581190904438655E-026 | 5.645350349706272E- | 1000 | 2 0,0624 | 0.000000000000000E+0 | 0.000000000000000E+00
013 00 0

2000 |5 0,0468 | 1.116238180887731E-025 | 7.983731028902314E- | 2000 | 2 0,109 | 0.000000000000000E+0 | 0.000000000000000E+00
013 00 0

3000 |5 0,0624 | 1.674357271331597E-025 | 9.778033632218008E- | 3000 | 2 0,171 | 0.000000000000000E+0 | 0.000000000000000E+00
013 00 0

4000 |5 0,0936 | 2.232476361775463E-025 | 1.129070069941256E- | 4000 | 2 0,296 | 0.000000000000000E+0 | 0.000000000000000E+00
012 00 0

5000 |5 0,140 | 2.790595452219329E-025 | 1.262338713874546E- | 5000 | 2 0,374 | 0.000000000000000E+0 | 0.000000000000000E+00
012 00 0

6000 |5 0,156 | 3.348714542663195E-025 | 1.382822777602297E- | 6000 | 2 0,452 | 0.000000000000000E+0 | 0.000000000000000E+00
012 00 0

7000 |5 0,156 | 3.906833633107061E-025 | 1.493619308915434E- | 7000 | 2 0,452 | 0.000000000000000E+0 | 0.000000000000000E+00
012 00 0

8000 |5 0,187 | 4.464952723550926E-025 | 1.596746205780464E- | 8000 | 2 0,639 | 0.000000000000000E+0 | 0.000000000000000E+00
012 00 0

9000 |5 0,202 | 5.023071813994792E-025 | 1.693605104911885E- | 9000 | 2 0,499 | 0.000000000000000E+0 | 0.000000000000000E+00
012 00 0

10000 |5 0,249 | 5.581190904438658E-025 | 1.785216529469993E- | 10000 | 2 0,624 | 0.000000000000000E+0 | 0.000000000000000E+00
012 00 0

DENSCHNF_(CUTE)

2 9 0,00001 | 1.389793215056521E-016 | 3.023883051589114E- | 2 29 [ 0,0001 | 1.331558679112761E- | 8.274898421464489E-
007 017 008

10 9 0,00001 | 6.948966075282607E-016 | 6.761608059362762E- | 10 30 | 0,0156 | 8.167986158453935E- | 4.612467534552788E-
007 018 008

30 10 0,00001 | 2.088204402319859E-019 | 5.254353652780150E- | 30 29 | 0,0156 | 1.997338018669142E- | 3.204854377789002E-
009 016 007

50 10 0,0156 | 3.480340670533098E-019 | 6.783341397433876E- | 50 29 | 0,0312 | 3.328896697781903E- | 4.137449210732244E-
009 016 007

70 10 0,0156 | 4.872476938746337E-019 | 8.026157780644249E- | 70 29 | 0,0312 | 4.660455376894664E- | 4.895495925842897E-
009 016 007

100 10 0,00001 | 6.960681341066196E-019 | 9.593093402457845E- | 100 |29 | 0,0312 | 6.657793395563806E- | 5.851236787447396E-
009 016 007

300 10 0,046 | 2.088204402319859E-018 | 1.661572517481083E- | 300 |30 | 0,0560 | 2.450395847536180E- | 2.526352514434801E-
008 016 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

500 10 0,109 3.480340670533098E-018 | 2.145080896240058E- 500 30 0,129 | 4.083993079226967E- 3.261507071685059E-
008 016 007

700 10 0,171 4.872476938746337E-018 | 2.53809394467 1803E- 700 30 0,192 | 5.717590310917754E- 3.859067209846502E-
008 016 007

900 10 0,187 6.264613206959576E-018 | 2.877928020737368E- 900 30 0,201 | 7.351187542608541E- 4,375770912830484E-
008 016 007

1000 10 0,436 6.960681341066196E-018 | 3.033602495850123E- 1000 |30 0,582 | 8.167986158453935E- 4.612467534552819E-
008 016 007

2000 10 0,468 1.392136268213239E-017 | 4.290161792480069E- 2000 | 30 0,753 | 1.633597231690787E- 6.523014143370050E-
008 015 007

3000 10 0,655 2.088204402319859E-017 | 5.254353652780180E- 3000 |30 1,145 | 2.450395847536180E- 7.989028118107473E-
008 015 007

4000 10 0,904 2.784272536426478E-017 | 6.067204991700277E- 4000 | 30 1,245 | 3.267194463381574E- 9.224935069105835E-
008 015 007

5000 10 1,092 3.480340670533098E-017 | 6.783341397433820E- 5000 |31 1,562 | 1.404762403930067E- 5.379364354118238E-
008 015 007

6000 10 1,341 4.176408804639718E-017 | 7.430778197266156E- 6000 |31 2,156 | 1.685714884716081E- 5.89279840357943 1E-
008 015 007

7000 10 1,591 4.872476938746337E-017 8.026157780644030E- | 7000 | 31 2,398 | 1.966667365502094E- 6.364949740264934E-
008 015 007

8000 10 1,825 5.568545072852957E-017 | 8.580323584959978E- 8000 |31 2,786 | 2.247619846288107E- 6.804417489173440E-
008 015 007

9000 10 2,028 6.264613206959576E-017 | 9.100807487550270E- 9000 |31 3,275 | 2.528572327074121E- 7.217174622928440E-
008 015 007

10000 | 10 2,199 6.960681341066196E-017 | 9.593093402457919E- 10000 | 31 4,265 | 2.809524807860134E- 7.607570026540351E-
008 015 007

DIAGONAL 6

2 3 0,00001 | 0.000000000000000E+00 | 2.551400245361134E- 2 4 0,0000 | 0.000000000000000E+0 | 2.056344284332696E-
0 016 1 00 009

10 3 0,00001 | 0.000000000000000E+00 | 5.705104386437139E- 10 4 0,0000 | 0.000000000000000E+0 | 4.598125604911063E-
0 016 1 00 009

30 3 0,00001 | 0.000000000000000E+00 | 9.881530659793191E- 30 144 | 1,253 | 0.000000000000000E+0 | 7.964187167289341E-
0 016 00 009

50 3 0,00001 | 0.000000000000000E+00 | 1.275700122680567E- 50 158 | 1,758 | 0.000000000000000E+0 | 1.028172142166348E-
0 015 00 008

70 3 0,00001 | 0.000000000000000E+00 | 1.509428741017641E- 70 205 | 1,993 | 0.000000000000000E+0 | 1.216549684763312E-
0 015 00 008
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

100 3 0,00001 | 0.000000000000000E+00 | 1.804112415015879E- 100 369 |2,154 | 0.000000000000000E+0 | 1.454054987905849E-
0 015 00 008
300 3 0,00001 | 0.000000000000000E+00 | 3.124814365373291E- 300 378 | 2,289 | 0.000000000000000E+0 | 2.518497116051874E-
0 015 00 008
500 3 0,00001 | 0.000000000000000E+00 | 4.034117999026818E- 500 381 | 2,654 | 0.000000000000000E+0 | 3.251365795980095E-
0 015 00 008
700 3 0,00001 | 0.000000000000000E+00 | 4.773232787336167E- 700 402 2,965 0.000000000000000E+0 | 3.847067890611881E-
0 015 00 008
900 3 0,00001 | 0.000000000000000E+00 | 5.412337245047638E- 900 430 | 3,012 | 0.000000000000000E+0 | 4.362164963717514E-
0 015 00 008
1000 3 0,0312 0.000000000000000E+00 | 5.705104386437139E- 1000 (458 | 3,321 | 0.000000000000000E+0 | 4.598125604911034E-
0 015 00 008
2000 3 0,0312 0.000000000000000E+00 | 8.068235998053637E- 2000 | 496 | 3,598 | 0.000000000000000E+0 | 6.502731591960168E-
0 015 00 008
3000 3 0,0312 0.000000000000000E+00 | 9.881530659793191E- 3000 |502 |3,854 | 0.000000000000000E+0 | 7.964187167289277E-
0 015 00 008
4000 3 0,0612 0.000000000000000E+00 | 1.141020877287428E- 4000 | 533 | 3,987 | 0.000000000000000E+0 | 9.196251209822326E-
0 014 00 008
5000 3 0,0780 0.000000000000000E+00 | 1.275700122680567E- 5000 |567 |4,321 | 0.000000000000000E+0 | 1.028172142166402E-
0 014 00 007
6000 3 0,0936 0.000000000000000E+00 | 1.397459467608509E- 6000 |587 |4,562 | 0.000000000000000E+0 | 1.126306150525918E-
0 014 00 007
7000 3 0,109 0.000000000000000E+00 | 1.509428741017641E- 7000 |591 |4,751 | 0.000000000000000E+0 | 1.216549684763419E-
0 014 00 007
8000 3 0,140 0.000000000000000E+00 | 1.613647199610727E- 8000 654 | 4,965 0.000000000000000E+0 | 1.300546318392173E-
0 014 00 007
9000 3 0,156 0.000000000000000E+00 | 1.711531315931142E- 9000 | 678 |5,021 | 0.000000000000000E+0 | 1.379437681473468E-
0 014 00 007
10000 |3 0,171 0.000000000000000E+00 | 1.804112415015879E- 10000 | 689 | 5,328 | 0.000000000000000E+0 | 1.454054987906015E-
0 014 00 007
EDENSCH Function (CUTE)
2 8 0,00001 | 16.0000000000000 6.412069940166624E- 2 2 0,0156 | 16.0000000000000 0.000000000000000E+00
011 0
10 17 0,00001 | 63.2846001052634 7.346016108585994E- 10 62 0,0156 | 63.2846001052635 8.924724899723667E-
007 007
30 12 0,00001 | 183.284592020765 4.113343846127596E- 30 5133 | 30,214 | 183.284592020765 2.214435855849039E-
007 006
50 14 0,00001 | 303.284592020765 1.942266231720839E- 50 64 0,0312 | 303.284592020765 7.329674949516226E-
007 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

70 14 0,00001 | 423.284592020764 6.515088265023282E- 70 61 0,0312 | 423.284592020765 7.804308003243775E-
007 007

100 34 0,0936 | 603.284592020764 4.252690381615751E- 100 62 0,0156 | 603.284592020765 9.246880303487635E-
007 007

300 30 0,187 1803.28459202076 7.981049389708541E- 300 1000 | 51,321 | 1803.28459202076 4.407730162287508E-
007 00 006

500 30 0,280 3003.28459202076 3.422537418526695E- 500 1000 | 63,215 | 3003.28459202076 8.422885701566366E-
007 00 006

700 21 0,312 4203.28459202076 9.373067278845660E- 700 1000 | 70,245 | 4203.28459202076 7.0241943936092 17E-
007 00 006

900 21 0,312 5403.28459202076 8.050989222832187E- 900 1000 | 85,658 | 5403.28459202077 1.369916246679571E-
007 00 005

1000 21 0,312 6003.28459202076 8.050989222832187E- 1000 | 1000 | 104,32 | 6003.28459202077 1.369916246679571E-
007 00 005

2000 23 0,936 12003.2845920208 8.666722220752562E- 2000 | 1000 | 125,36 | 12003.2845920208 8.594629441292226E-
007 00 006

3000 31 1,996 18003.2845920208 6.078982599242544E- 3000 | 1000 | 135,27 | 18003.2845920208 7.680492720101913E-
007 00 006

4000 31 2,580 24003.2845920208 6.078982599242544E- 4000 | 1000 | 154,36 | 24003.2845920208 7.680493087670761E-
007 00 006

5000 31 3,198 30003.2845920208 6.078982599242544E- 5000 | 1000 | 164,29 | 30003.2845920208 7.680493808737786E-
007 00 006

6000 27 2,698 36003.2845920207 5.928985199058636E- 6000 | 1000 | 178,32 | 36003.2845920207 3.278276076186402E-
007 00 006

7000 27 3,213 42003.2845920207 5.928985199058636E- 7000 | 1000 | 181,69 | 42003.2845920207 3.278275828913471E-
007 00 006

8000 27 3,634 48003.2845920207 5.928985199058636E- 8000 | 1000 | 201,69 | 48003.2845920207 9.191935181228998E-
007 00 006

9000 27 4,102 54003.2845920207 5.928985199058636E- 9000 | 1000 | 225,98 | 54003.2845920207 9.191935181228998E-
007 00 006

10000 | 27 4,524 60003.2845920207 5.928985199058636E- 10000 | 1000 | 231,96 | 60003.2845920207 9.191935181228998E-
007 00 006

ENGVALL1 (CUTE)

2 5 0,00001 | 0.000000000000000E+00 | 2.390624551952946E- 2 21 0,0000 | 3.352873534367973E- 8.976623524503680E-
0 008 1 014 007

10 10 0,00001 | 9.17746995718139 1.750917337989047E- 10 36 0,0156 | 9.17746995718143 4.984231402702912E-
007 007

30 11 0,00001 | 31.3798463820538 3.023993537427368E- 30 42 0,0156 | 31.3798463820540 9.9000174793667 44E-
007 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

50 12 0,00001 | 53.5822148852076 3.868614770024180E- 50 a6 0,0156 | 53.5822148852077 5.519162175845668E-
007 007

70 12 0,00001 | 75.7845833883614 8.597083280896556E- 70 a6 0,0156 | 75.7845833883615 5.361165283110178E-
007 007

100 14 0,00001 | 109.088136143092 6.638058593562353E- 100 46 0,0468 | 109.088136143092 5.741408729329770E-
007 007

300 14 0,0156 331.111821174632 1.488259209427738E- 300 1000 | 45,321 | 331.111821174629 1.715526999466629E-
007 00 006

500 16 0,0468 | 553.135506206167 1.070700288602287E- 500 1000 | 52,389 | 553.135506206165 4.430032669869637E-
007 00 006

700 16 0,0624 | 775.159191237703 1.070700288602287E- 700 1000 | 68,321 | 775.159191237705 1.327277620143644E-
007 00 005

900 16 0,0936 | 997.182876269239 1.070700288602287E- 900 1000 | 70,269 | 997.182876269236 1.73059869502 1889E-
007 00 006

1000 14 0,0312 | 1108.19471878501 4.028555914034728E- 1000 | 1000 | 75,695 | 1108.19471878501 1.6156523301665 15E-
007 00 005

2000 13 0,109 2218.31314394266 4.584372477220659E- 2000 | 1000 | 85,268 | 2218.31314394266 9.558148873363116E-
007 00 006

3000 13 0,171 3328.43156910011 4.584372477220659E- 3000 | 1000 | 98,321 | 3328.43156910011 2.272480710193144E-
007 00 005

4000 18 0,280 4438.54999425782 3.598609324742840E- 4000 | 1000 | 105,32 | 4438.54999425827 1.055784707018606E-
007 00 004

5000 18 0,358 5548.66841941618 3.598609324742840E- 5000 | 1000 | 115,36 | 5548.66841941512 2.114190947514182E-
007 00 005

6000 18 0,436 6658.78684457454 3.598609324742840E- 6000 1000 | 126,32 | 6658.78684457276 7.074361278999257E-
007 00 005

7000 18 0,483 7768.90526973290 3.598609324742840E- 7000 | 1000 | 135,32 | 7768.90526973011 6.716961566390032E-
007 00 005

8000 14 0,499 8879.02369489126 9.760903421202695E- 8000 | 1000 | 141,32 | 8879.02369488767 6.637679615982300E-
007 00 006

9000 14 0,577 9989.142 12004962 9.760903421202695E- | 9000 | 1000 | 148,36 | 9989.14212004421 2.41676946652 1760E-
007 00 005

10000 14 0,670 11099.2605452080 9.760903421202695E- 10000 | 1000 | 151,36 | 11099.2605452074 4.088412568171822E-
007 00 004

Scaled Quadratic SQ1

3 ‘ 2 0,00001 ‘ 2.482644068936671E-035 | 7.152448122690996E- 3 ‘ 24 ‘ 0,0156 ‘ 4.973799150320701E- 5.397430144630323E-

018 014 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

10 0,00001 | 6.021371822878083E-030 | 9.177415808436329E- 10 51 0,0156 | 2.718979204902301E- 9.535405795628620E-
015 013 007

30 0,00001 | 7.736999846987955E-028 | 1.690459570514413E- 30 124 | 0,078 | 3.926492498115030E- 9.449897799284756E-
013 013 007

50 0,00001 | 7.809510724208145E-027 | 7.566350581540691E- 50 316 | 0,0936 | 3.716067944149786E- 9.975691177373977E-
013 013 007

70 0,00001 | 1.736975570873844E-026 | 1.194475841811330E- 70 184 | 0,0936 | 2.678531560781788E- 7.435934766753202E-
012 013 007

100 0,00001 | 7.593151060920903E-026 | 3.450665349251426E- 100 635 | 0,124 | 2.773092130853605E- 8.825426180176899E-
012 013 007

300 0,00001 | 5.830117990700194E-024 | 4.320689064551163E- 300 973 | 0,530 | 4.076344871017728E- 9.45242485152357 1E-
011 013 007

500 0,00001 | 3.918512104480539E-023 | 3.850084863652402E- 500 1515 | 1,138 | 4.353254401802793E- 9.467947891679080E-
011 013 007

700 0,00001 | 2.194932136288630E-022 | 8.645007379951656E- 700 3715 | 4,492 | 3.594013199384725E- 9.354179929179773E-
011 013 007

900 0,00001 | 6.988210988282926E-022 | 8.372884204447902E- 900 5842 | 22,682 | 3.292728291984958E- 9.926110677167229E-
010 013 007

1000 0,0156 | 5.198259827097279E-022 | 2.007281210232385E- 1000 | 2915 | 3,697 | 3.941425443287433E- 8.948150020325564E-
010 013 007

2000 0,0312 2.758576557364594E-020 | 1.281349723412978E- 2000 | 6201 | 16,442 | 3.629766800879327E- 8.587875063948936E-
009 013 007

3000 0,0156 | 9.713065860382004E-020 | 3.192751041314128E- 3000 | 1524 | 174,29 | 3.819502165498088E- 9.985854791831880E-
009 1 013 007

4000 0,0780 | 4.610452932947289E-019 | 5.029139751435506E- 4000 | 1201 | 54,038 | 4.260919304054561E- 9.307852863667910E-
009 6 013 007

5000 0,0468 | 8.013497382693122E-019 | 5.065448738579181E- 5000 | 1962 | 234,54 | 4.469435083761786E- 9.932988063587203E-
008 8 013 007

6000 0,109 1.400033945001821E-018 | 1.716411038214290E- 6000 | 2296 | 257,32 | 3.563445318252334E- 4.203764042825184E-
008 3 010 005

7000 0,0624 | 3.079079052378001E-018 | 1.141720408904076E- 7000 | 3011 | 2236,8 | 3.355910319815896E- 9.954609473899676E-
007 5 98 009 005

8000 0,078 5.046597208916525E-018 | 2.068535452378381E- 8000 | 2371 | 239,99 | 4.854310576722110E- 9.974875552475170E-
007 4 1 013 007

9000 0,0624 | 1.339749541627321E-017 | 1.775041043835715E- 9000 | 1839 | 207,13 | 4.840747576982453E- 9.999275932965081E-
007 1 8 013 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

10000 |1 0,0624 | 1.552227384214787E-017 | 2.684150477479854E- 10000 1276,8 | 4.421766327919409E- 9.949939409302046E-

007 3924 | 52 013 007
6
Scaled Quadratic SQ2

100 1 0,00001 | 0.000000000000000E+00 | 0.000000000000000E+00 | 100 1 0,0000 | 0.000000000000000E+0 | 0.000000000000000E+00
0 0 1 0 0

150 1 0,00001 | 1.816108664505926E-020 | 1.907243795966773E- 150 732 | 0,296 | 4.049233137089524E- 9.552193389001138E-
010 013 007

200 1 0,00001 | 9.326064245051869E-020 | 4.321723540642320E- 200 1820 | 0,842 | 3.549843117471981E- 9.918835312431034E-
010 013 007

300 1 0,00001 | 3.198923416098689E-019 | 8.009804366187483E- 300 1381 | 0,592 | 4.37296028551822 1E- 9.761833465304999E-
010 013 007

400 1 0,00001 | 1.539404056598467E-018 | 1.756976599966920E- 400 3639 | 2,730 | 3.361886172632016E- 9.831717572782987E-
009 013 007

500 2 0,0156 | 4.929827017662060E-018 | 3.140096758317469E- 500 2171 | 1,950 | 3.796091229527667E- 9.815285428314217E-
009 013 007

600 1 0,00001 | 6.906123730426726E-018 | 3.722490430281654E- 600 2413 | 2,854 | 4.323676847704464E- 9.811422124195952E-
009 013 007

700 2 0,0312 2.423513372130604E-017 | 6.962211794211540E- 700 5381 | 6,723 | 3.979518834627869E- 9.868684010315982E-
009 013 007

800 1 0,0156 1.898259261341633E-017 | 6.178116683323514E- 800 7233 | 6,739 | 3.320880636617289E- 9.781497145312577E-
009 013 007

900 1 0,0156 1.898287555442226E-017 | 6.217344191270751E- 900 8492 | 34,398 | 3.184598432419699E- 9.725932171792865E-
009 013 007

1000 2 0,0312 1.090882028325996E-016 | 1.477150405576858E- 1000 | 3994 | 6,006 3.955650534625364E- | 8.972882642975709E-
008 013 007

2000 2 0,0780 1.455144321306684E-015 | 5.395614736176513E- 2000 | 8530 | 21,184 | 3.922703102097897E- 8.938271257262640E-
008 013 007

3000 2 0,124 7.939889297191202E-015 | 1.260429902654441E- 3000 | 2215 | 281,86 | 3.788343126000491E- 9.975994044783643E-
007 3 013 007

4000 3 0,280 2.792266323918993E-014 | 2.363410945430655E- 4000 | 1109 | 108,43 | 4.556781206046547E- 9.596634520540840E-
007 0 013 007

5000 1 0,0936 | 3.813198638301931E-014 | 2.807362363516714E- 5000 | 2863 | 381,06 | 4.410252070004592E- 9.918067765140283E-
007 0 3 013 007

6000 2 0,265 1.565575681035597E-013 | 5.597776665469857E- 6000 | 4424 | 1572,9 | 3.767433847262675E- 9.984632528252074E-
007 6 11 013 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

7000 1 0,140 1.353694133227115E-013 | 5.326387778938908E- 7000 | 6520 | 5582,0 | 3.366892280822580E- 9.971533180043968E-
007 5 12 013 007

8000 1 0,171 1.353713808408680E-013 | 5.59872487243907 1E- 8000 | 2231 | 767,68 | 4.880669410975839E- 9.930544294785434E-
007 1 0 013 007

9000 1 0,218 5.478290645117493E-013 | 1.061506879568883E- 9000 2687 | 309,02 | 4.740329762637823E- 9.873795855672580E-
006 1 3 013 007

10000 1 0,187 5.478311892901751E-013 | 1.080433147472164E- 10000 | 5721 | 2077,7 | 4.470087670772533E- 9.972891768507958E-
006 5 149 013 007

Extended Trigonometric Function

2 7 0,00001 | 4.118630172173135E-015 | 1.283531295128470E- 2 5 0,0000 | 1.439816483752180E- 7.588982134499047E-
007 1 015 008

10 11 0,00001 | 2.230268847900526E-014 | 1.909903055962100E- 10 159 | 0,0780 | 2.795056541271424E- 7.915894902490765E-
007 005 007

30 8 0,00001 | 2.189968845699765E-013 | 9.359445198526394E- 30 322 | 0,1404 | 9.896984828400238E- 9.650552953135917E-
007 007 007

50 90 0,0936 | 8.265102018831565E-006 | 9.159918306256174E- 50 153 | 0,124 | 8.265105619257267E- 8.900923711062209E-
007 006 007

70 22 0,0468 | 7.099325853671964E-013 | 7.70457370014497 8E- 70 157 | 0,140 | 5.891931529266082E- 8.322511804106331E-
007 006 007

100 13 0,0312 | 4.293218709095835E-014 | 4.762272787070820E- 100 155 | 0,358 | 3.997910166249718E- 8.530681059550687E-
007 006 007

300 72 0,327 2.965834064722280E-006 | 8.00348431967307 1E- 300 181 | 0,546 | 1.217457095133102E- 8.748946040498164E-
007 006 007

500 76 0,608 1.891376987217258E-012 | 8.894096180290909E- 500 193 | 0,982 | 3.173231767187850E- 9.922400623382144E-
007 007 007

700 21 0,280 3.410997761819368E-014 | 2.968443382893337E- 700 515 | 3,666 | 1.522798830666710E- 9.115937718179900E-
007 008 007

900 15 0,374 4.101026925600568E-013 | 7.544600551329203E- 900 91 0,936 | 1.506612921809311E- 8.104904774097933E-
007 006 007

1000 16 0,343 2.407800328183518E-013 | 9.221210379022950E- 1000 219 2,371 1.303921313977099E- 9.519862826515891E-
007 007 007

2000 28 0,951 6.846370275842588E-014 | 3.238916004143440E- 2000 193 3,931 9.144383851134103E- 8.892454456880593E-
007 008 007

3000 17 1,123 8.676766705840498E-014 | 5.573562227297275E- 3000 | 109 | 3,634 |2.896187641768383E- 9.810544586696390E-
007 007 007

4000 144 7,722 5.359263108204200E-009 | 9.585302257734790E- 4000 | 149 | 6,302 | 5.500548689325039E- 9.586915266845007E-
007 008 007
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7.2. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

5000 20 2,028 5.631950355138525E-013 | 9.601184830611301E- 5000 | 166 |9,016 | 1.084641197792077E- 9.581150400783655E-
007 009 007

6000 85 7,020 1.015908369899062E-008 | 9.380058329546548E- 6000 | 223 | 15,326 | 1.397749622067523E- 1.064263339059666E-
007 007 006

7000 22 3,634 9.958539631876273E-014 | 5.550667669985097E-00 | 7000 33 10,369 | 1.616751271835835E- 8.628029375718668E-
013 007

8000 17 3,494 2.476738328767791E-013 | 8.923416336562075E- 8000 195 16,255 | 2.067778192625546E- 8.105275018608885E-
007 008 007

9000 64 9,204 4.834887388847658E-008 | 8.538626210437672E- 9000 | 160 | 16,863 | 4.200078967754549E- 9.690519674836885E-
007 008 007

10000 |28 6,162 4.708593700335272E-014 | 4.07858262080257 1E- 10000 | 289 | 31,496 | 6.026106240697152E- 9.564086228418440E-
007 009 007

Rosenbrock function

2 172 0,0468 | 7.022022388330709E-013 | 4.680030000000000E- 2 2402 | 0,514 | 1.158912451274054E- 9.633948664051166E-
002 012 007

10 176 0,0312 4.529623249841092E-013 | 6.016920785643550E- 10 2507 | 0,592 8.278624805041315E- 8.142503564650818E-
007 013 007

30 178 0,0624 | 4.877895989821792E-013 | 6.24750009817 1260E- 30 2559 | 0,826 | 9.394797705994882E- 8.674582252395963E-
007 013 007

50 178 0,109 8.129826649702989E-013 | 8.065487945215496E- 50 2586 | 0,936 | 9.615290386884714E- 8.775004354982795E-
007 013 007

70 178 0,078 1.138175730958418E-012 | 9.543214034704613E- 70 2612 | 0,936 | 8.279316557114959E- 8.142841170948509E-
007 013 007

100 180 0,140 8.414690427960257E-013 | 8.204178421279232E- 100 2612 | 0,873 | 1.182759508159279E- 9.732556728783636E-
007 012 007

300 182 0,280 9.039851239344060E-013 | 8.501256835405696E- 300 2691 | 1,575 | 8.242370178962514E- 8.124414823883903E-
007 013 007

500 184 0,514 5.419553739404138E-013 | 6.582443710100288E- 500 2717 | 1,809 | 8.448993072057452E- 8.225856307486787E-
007 013 007

700 184 0,811 7.587375235165793E-013 | 7.788452431343108E- 700 2717 | 2,199 | 1.18285903008805 1E- 9.732964439880982E-
007 012 007

900 184 0,686 9.755196730927480E-013 | 8.831274956310098E- 900 2743 | 2,605 | 9.353659488997601E- 8.655303446246675E-
007 013 007

1000 184 0,748 1.083910747880836E-012 | 9.308981168381300E- 1000 2743 | 3,135 1.039295498777511E- 9.123490910014748E-
007 012 007

2000 186 1,825 7.774795390011192E-013 | 7.885563649402472E- 2000 | 2771 | 5,163 | 8.183730219929060E- 9.976455391138729E-
007 013 007

3000 186 2,605 1.166219308501645E-012 | 9.657803637637647E- 3000 | 2796 | 7,0356 | 1.177580746949689E- 9.710941967653472E-
007 012 007
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4000 188 3,260 5.593387268584423E-013 | 6.686235297212056E- 4000 | 2822 | 9,609 | 9.656806664189515E- 8.794180173872138E-
007 013 007

5000 188 4,524 6.991734085730580E-013 | 7.475438319062410E- 5000 | 2822 | 11,325 | 1.207100833023728E- 9.832192337579511E-
007 012 007

6000 188 5,366 8.390080902876737E-013 | 8.18893238917802 1E- 6000 2848 | 13,275 | 8.908998825238162E- 8.447066934247099E-
007 013 007

7000 188 7,004 9.788427720022893E-013 | 8.845057901842763E- 7000 2848 | 16,052 | 1.039383196277742E- 9.123875077158574E-
007 012 007

8000 188 7,082 1.118677453716905E-012 | 9.455764638535232E- 8000 | 2848 | 17,534 | 1.187866510031661E- 9.753832736700814E-
007 012 007

9000 190 8,112 4.517529404460311E-013 | 6.012271381903165E- 9000 | 2874 | 20,645 | 8.219100059953804E- 8.113660365646204E-
007 013 007

10000 | 190 8,798 5.019477116067027E-013 | 6.337490492620655E- 10000 | 2847 | 22,526 | 9.132333399948699E- 8.552548972158972E-
007 013 007

Extended Rosenbrock function

2 638 0,140 6.761200336823556E-013 | 7.352204111783463E- 2 818 | 0,187 | 8.144458168875323E- 9.934153931943999E-
007 013 007

10 640 0,249 1.212429964680212E-012 | 9.847270092082690E- 10 1158 | 0,452 | 1.139196550266636E- 9.551213790150187E-
007 014 008

30 642 0,280 1.308380956330307E-012 | 1.022613162983626E- 30 1210 | 0,421 | 1.292790553477842E- 1.017533123396662E-
007 014 007

50 644 0,312 7.827548923489485E-013 | 7.914082273907374E- 50 1236 | 0,452 | 1.325198852670396E- 1.03023876122763 1E-
007 014 007

70 644 0,436 1.095856849288528E-012 | 9.364068428490091E- 70 1263 | 0,452 | 1.139292969273423E- 9.551612469781254E-
007 014 008

100 646 0,483 8.101820003455385E-013 | 8.050247681392107E- 100 1289 | 0,577 | 1.001017095668590E- 8.953489037083204E-
007 014 008

300 648 1,029 8.703509154503970E-013 | 8.341587235271881E- 300 1236 | 0,639 | 7.951193116022370E- 2.523559278244733E-
007 014 007

500 646 1,85 4.050910001727672E-012 | 1.800090105130276E- 500 1263 | 0,764 | 8.137806923381680E- 2.552775810939937E-
006 014 007

700 650 2,41 7.305074172031160E-013 | 7.642204493179433E- 700 1265 | 1,123 7.293009910796112E- 2.939419363955611E-
007 014 007

900 650 3,432 9.392238221182951E-013 | 8.66544538167992 1E- 900 1289 | 1,312 | 9.009153861017374E- 2.686046711124961E-
007 014 007

1000 650 3,65 1.043582024575885E-012 | 9.134181448631884E- 1000 | 1289 | 1,482 | 1.001017095668599E- 2.831341836253071E-
007 013 007
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2000 652 6,75 7.485421221245212E-013 | 7.737405126262892E- 2000 | 1341 | 2,730 | 7.573205823908790E- 2.462847776216679E-
007 014 007

3000 652 10,06 1.122813183186824E-012 | 9.476347246269491E- 3000 | 1343 | 3,510 | 7.271904213870295E- 2.967954299010044E-
007 014 007

4000 654 12,994 | 5.385203694245816E-013 | 6.56063182633487 1E- 4000 | 1368 | 5,085 | 9.301137901033976E- 2.729149899721952E-
007 014 007

5000 654 16,61 7.335009369516540E-007 | 6.731504617807383E- 5000 | 1370 | 6,224 | 7.442477397125909E- 2.969661476756226E-
013 014 007

6000 654 20,49 8.077805541368950E-013 | 8.035100182391769E- 6000 | 1394 | 7,176 | 8.580872430890899E- 2.621423525561082E-
007 014 007

7000 654 26,176 | 9.424106464930517E-013 | 8.678900127968352E- 7000 | 1394 | 8,954 | 1.001101783603960E- 2.831461021644509E-
007 013 007

8000 654 26,671 1.077040738849208E-012 | 9.278134506538795E- 8000 | 1396 | 9,126 | 7.323917259410984E- 2.956323285274308E-
007 014 007

9000 654 29,920 1.211670831205365E-012 | 9.840947739501796E- 9000 | 1420 | 10,633 | 7.916383401047167E- 2.517951874727691E-
007 014 007

10000 | 656 33,68 4.832627232611456E-013 | 6.218402656782670E- 10000 | 1420 | 11,840 | 8.795981556718809E- 2.654154320943478E-
007 014 007

Rahali Noureddine

Univ. Ferhat Abbas Setif 1




7.3. RESULTATS NUMERIQUES : METHODES CGBRB ET AUTRES METHODES

DU GRADIENT CONJUGUE

7.3 Reésultats numériques : Méthodes CGBRB et autres

méthodes du gradient conjugué

7.3.1 Table 1

Liste des fonctions test

n : Nombre des variables

No Fonction

n

Points initiaux

1 Edensch 40,100

2 Diagonal 3 40,100

3  Partial Perturbed Quadratic 40,100

4 Fletcher 40,500

5  Arwhead 40,500

6  Nondia 40,10000
7 Generalized PSC1 100,500
8  Perturbed Quadratic 100,500
9  Diagonal 2 100,500
10 Broyden Tridiagonal 100,500
11  Dixmaane 500,1000
12 Liarwhd 500,1000
13  Nondquar 500,1000
14  Partial Perturbed Quadratic 500,1000
15 Quadratic diagonal Perturbed 500,1000
16  Quadratic QF1 500,1000
17 Tridiagonal Perturbed Quadratic 1000,10000

(0,0,...,0),(1,1,...,1)

(1,1,...,1),(0.1,0.1,...,0.1)

(0. 01 ,0.01,...,0.01),(0.01,0.0L,...,0.01)
(1.1,1.1,...,1.1),(0.999,0.999....,0.999)

(1,1 ) (0 01,0.01,...,0.01)

(1. 001 1.001,...,1.001),(0.99999,0.99999....,0.¢
(0.3,0.3,...,0.3),(0.3,0.3,...,0.3)
(0.0001,0.0001,...,0.0001),(0.001,0.001,....,0.0(
(L1,...,1),(1,L,....1)

(0. 99999 0.99999,...,0.99999),(0.99,0.99,...,0.
(0.001,0.001,...,0.001),(0.001,0.001,...,0.001)
(0.25,0.25,...,0.25),(0.2,0.2,...,0.2)
(0.0015,0.0015....,0.0015),(0.0012,0.0012,...,0
(0.0000001,....,0.0000001),(0.0000001,...,0.000
(0.00001,....,0.00001),(0.00001,....,0.00001)
(0,0,...,0),(0,0,...,0)

(0. 000001 ..,0.000001),(0.000001,....,0.000001
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No Fonction n Points initiaux

18  Steepest Rosenbrog 1000,10000  (0.99999,...,0.99999),(0.99999....,0.99999)

19  Sinquad 1000,10000 (0,0,...,0),(0,0,...,0)

20 Scaled Quadratic SQ2 1000,10000 (0. 000000001 ..,0.000000001),(0.00000001,...,0.000
21 Scaled Quadratic SQ1 1000,10000  (0.0000001,...,0.0000001),(0.0000001,...,0.0000001)
22 Raydan 2 1000,10000 (0.3,0.3....,0.3),(0.2,0.2,...,0.2)

23  Raydan 1 1000,10000 (0.001,0.001,...,0.001),(0.01,0.01,...,0.01)

24 Generalized White & Holst 1000,10000 (1.01,1.01,...,1.01),(1.01,1.01,...,1.01)

25  Generalized Tridiagonal 2 1000,10000 (0,0,...,0),(0,0,...,0)

26  Generalized Tridiagonal 1~ 1000,10000 (0. 61 ,0.61,...,0.61),(0.61,0.61,...,0.61)

27  Dixmaanj 1000,10000 (1.99,1.99....,1.99),(1.99,1.99,...,1.99)

28  Dixmaanf 1000,10000 (0.0001,...,0.0001),(0.0001,...,0.0001)

29 Extended Denschnf 1000,10000  (0.999,...,0.999),(0.999....,0.999)

30 Extended Denschnb 1000,10000 (1,1,...,1),(1,1,...,1)

31 Cosine 1000,10000 (1.9,1.9,...,1.9),(1.5,1.5,...,1.5)

32 Biggsbl 1000,10000 (1,1,...,1),(1,1,...,1)

33 Almost Perturbed Quadratic 1000,10000 (1,1,...,1),(1,1,...,1)

34  Quadratic QF2 1000,10000 (1,1,...,1),(1,1,...,1)
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7.3.2 Table 2

Résultats des tests numériques des méthodes : CGBRB, Steepest descent method et

PRP

n : Nombre des variables

Probléemes n CGBRB Steepest descent method PRP
NI/NF/NG/NR NI/NF/NG/NR NI/NF/NG/NR

1 40 41/186/41/0 51/192/52/5 82/236/82/0
100 42/196/42/0 33/153/33/6 54/269/54/0

2 40 60/315/60/0 67/348/67/6 67/404/67/0
100 102/639/102/0 113/837/113/3 127/1012/127/0

3 40 50/298/50/0 51/320/51/2 -/-/-/-
100 64/463/64/0 67/499/67/12 111/959/111/0

4 40 34/395/34/0 -/-/-/- 34/502/43/0
500 36/413/36/0 -/-/-/- 37/428/37/0

5 40 19/128/19/0 21/99/22/7 36/366/37/0
500 34/366/34/0 44/512/45/12 67/713/68/0

6 40 39/454/39/0 22/249/22/6 62/798/62/0
10000 5/88/5/0 -/-/-/- 5/88/5/0

7 100 3603/4967/3606/0 - /- /- /- -/-/-/-
500 1536/2106/1537/0 - /- /- /- -/-/-/-

8 100 53/371/53/0 62/460/62/2 71/558/71/0
500 259/2386/259/0 161/1589/161/78 280/3186/280/0

9 100 530/536/535/0 653/653/652/7 462/464/463/0
500 3092/3117/3098/0 - /- /- /- 3260/3270/3260/0

10 100 57/264/57/0 54/269/54/17 176/1208/176/0
500 57/263/57/0 -/-/-/- 223/1536/223/0

11 500  6/11/6/0 12/13/12/1 19/26,/19/0
1000 6/12/6/0 15/17/15/2 21/31/21/0

12 500 29/290/29/0 -/-/-/- -/-/-/-
1000  66/752/66/0 -/-/-/- -/-/-/-

13 500 6/14/7/0 30/60/37/2 8/19/9/0
1000  26/36/27/0 24/37/25/2 205/214/206/0

14 500 25/253/25/0 16/153/16/2 16/171/16/0
1000  38/359/30/0 29/338/29/10 22/263/22/0
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Problémes n CGBRB Steepest descent method PRP
NI/NF/NG/NR NI/NF/NG/NR NI/NF/NG/NR

15 500 7/58/7/0 -/-/-/- 7/60/7/0
1000 7/64/7/0 -/-/-/- -/-/-/-

16 500 5/45/5/0 -/-/-/- 5/45/5/0
1000 5/41/5/0 /)] 5/41/5/0

17 1000  48/503/48/0 65/712/65/51 57/662/57/0
10000 140/1880/140/0 102/1417/102/4 104/1538/104/0

18 1000  28/227/28/0 -/-/-/- -/-/-/-
10000 31/257/31/0 - /- /- /- ) -

19 1000 4/110/4/0 /)] 4/111/4/0
10000 6,/213/6/0 /-] 6/212/6/0

20 1000 4/31/4/0 6/51/6/3 5/41/5/0
10000 19/233/19/0  20/255/20/1 19/243/19/0

21 1000 26/249/29/0 12/113/12/3 34/349/34/0
10000 53/662/53/0 23/297/23/1 78/1070/78/0

22 1000 11/12/11/0 -]/ 11/16/11/0
10000 10/19/10/0 -/-/-/- 11/38/11/0

23 1000 159/933/159/0 - /- /- /- 138/1028/138/0
10000 439/4021/439/0 124/1220/124/55 400/4551,/400/0

24 1000 11/169/11/0 - /- /- /- 11/180/11/0
10000 13/187/13/0 -/-/-/- 5338/236354/5338/0

25 1000 55/415/55/0  65/511/65/33 301,/2970/301 /0
10000 53/399/53/0 71/564/71/36 -/-/-/-

26 1000 140/705/140/0 - /- /- /- 46/226/46/0
10000 116/581/116/0  43/238/43/0 -/-/-/-

27 1000 24/135/24/0  21/98/21/3 98,/1592/98 /0
10000 61/102/61/0  75/502/75/6 97/305/97/0

28 1000 350/355/350/0  251/273/257/7 407/407/407 /0
10000 770/775/770/0  673/794/678/18 991/991/991/0
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29 1000 18/148/18/0 16/132/16/7 26,/212/27/0
10000 20/164,/20/0 17/141/17/0 34/301/35/0

30 1000 29/75/29/0 35,/82/36/4 48/102/49/0
10000 31/80/31/0 33/74/34/2 54/111/56/0

31 1000 13/49/13/0 17/41/17/5 25/66/25/0......ccvvee...
10000 11/47/11/0 15/37/15/3 19/52/19/0

32 1000 82/185/82/0  35/96/35,2 96,/462/96/0
10000 82/185/82/0  35/96/35,2 96,/462/96 /0

33 1000  67/695/67/0  38/414/38,/27 109,/1283,/109/0
10000 193/2596/193/0 112/1549/112/11 223/3382/223/0

34 1000 80/901/80/0  58/695/58,0 58,/695/58/0

.............. 10000 231/3331/231/0 56/832/56/5 294,/4799/294/0

Rahali Noureddine

Univ. Ferhat Abbas Setif 1



7.4. CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

7.4 Conclusion générale et perspectives

Dans cette these on a accéléré la convergence de la méthode du gradient par deux
algorithmes différents :

1) L’epsilon steepest descent algorithme

2) L’algorithme CGBRB

On a démontré que ces deux algorithmes convergent globalement et que numérique-
ment ils sont plus performants que la méthode du gradient.

Reste & montrer que théoriquement ces deux algorithmes ont une vitesse de conver-
gence meilleure que celle du gradient.

On sait par exemple que la méthode du gradient a une vitesse de convergence linéaire.
On essayera donc de montrer que nos deux méthodes ont une vitesse de convergence
quadratique. Pour cela il nous faut rajouter d’autres hypothéses sur f. Ceci constitue un

bon sujet de theése de doctorat.
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