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 ملخــص 

 

سائل  مالطرق المستخدمة لحل  وأنجع ن بین أقدمم1847عام التي اكتشفھا كوشي تعتبر طریقة التدرج        
 . الأمثلة دون قیود

لدالة المدروسة ل انحدارلحصول على أفضل فھي تمكننا من ا یزةمم   خاصیةتتمتع ھذه الطریقة ب       
 لكن في جوار الحل تكون ھذه الطریقة بطیئة جدا   kx  ةمن النقط انطلاقا

الخصائص  معالجة ھذه العیوب دون فقدان   تعمل على  خوارزمیتینتطویر  الھدف من ھذه الرسالة ھو       
التدرج  طریقةو بعض تقنیات تسریع التقارب    تطبیقعلى   ھذا التطویر یعتمد . التدرجطریقة ل  الإیجابیة

  مالمعروفة باسخوارزمیة تسریع التقارب الشھیرة بیق  على تط بشكل خاص   ركزناالمترافق. 
- lgA orithmeε  المعروفة.  وفولفجو یھذا باستخدام البحث الخطي غیر الدقیق لـ أرم و 

تجربة   700، أثبتنا من خلال أكثر من باستخدام دوال تجریبیةالمقترحتین و لخوارزمیتیناتقارب اثبات  بعد 
 . زمیات أخرى من نفس العائلةخوارب   مقارنةعددیا  عةاج ون ءة أكثر كفاأن الخوارزمیتین  عددیة 

غیر    البحث الخطي ، التقارب العام، خوارزمیة طریقة التدرج،  الأمثلة بدون قیود،   كلمات المفتاحیة:ال
البحث الخطي  ، لـ فولفغیر الدقیق  القوي  البحث الخطي، جوی البحث الخطي غیر الدقیق لـ أرم ، الدقیق

طریقة إستبان استیفال، طریقة فلتشر ریفز، طریقة بولاك ربیار بولایاك،  ،  لـ فولفغیر الدقیق الضعیف 
 طریقة الھبوط المشتق، طریقة داي یوان، مزج طرق التدرج السلمي المشتق. 

 

  

 

 



Abstract

We accelerate the convergence of the steepest descent method. To achieve this goal we

use the epsilon algorithm and a new conjugate gradient method based on modified wolfe

inexact line search .Descent property and global convergence results were established for

the new method.

Experimental results provide evidence that our proposed method is in general superior

to the classical steepest descent method

Key words : Optimization. Conjugate gradient, Algorithm, Global convergence, In-
exact line search, Armijo line search, Strong Wolfe line search, Weak Wolfe line search,

Hestenes-Stiefel Method, Fletcher-Reeves Method, Polak-Ribière-Polyak Method, Conju-

gate descent Method, Dai-Yuan Method , Hybrid Conjugate Gradient Method.

Rahali Noureddine iv Univ. Ferhat Abbas Setif 1



Résumé

Soit f : Rn → R. On cherche à résoudre le problème de minimisation sans contraintes
suivant :

(P ) : min {f (x) : x ∈ Rn} (1)

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problèmes du type (1), on

peut citer la méthode du Gradient ou méthode de la plus forte pente qui fut découverte par

Cauchy 1847. Cette méthode présente le grand avantage d’avoir la meilleure décroissance

à partir d’un point xk.Malgré celà, elle présente l’inconvénient majeur d’être trés lente au

voisinage des points stationnaires. Le but de cette thèse est d’élaborer deux algorithmes qui

essayent d’y remedier à ces inconvénient sans perdre les avantages de la méthode de la plus

forte pente. Pour celà on a appliqué de façon appropriée quelques techniques d’accéleration

de la convergence et la méthode du gradient conjugué. On s’est interessé particulièrement

à un algorithme célèbre d’accelération de la convergence qui est l’ε Algorithme. On a

utilisé les recherches linéaires inéxactes d’Armijö et de Wolfe forte.

Utilisant des fonctions tests de base, on a démontré à travers plus de 700 tests numé-

riques que nos 2 nouveaux algorithmes accélérent de façon significative la convergence de

la méthode du gradient et sont numériquement plus performants que d’autres algorithmes

de la même famille.

Des réultats de convergence théoriques sont aussi démontrés pour les deux algorithmes.

Mots clés : Optimisation sans contraintes. gradient Conjugué, Convergence globale,
Recherche linéaire inexacte, Recherche linéaire d’Armijo, Recherche linéaire deWolfe forte,

Recherche linéaire de Wolfe faible, methode d’Hestenes-Stiefel , méthode de Fletcher-

Reeves, méthode de Polak-Ribière-Polyak, méthode de la descente conjuguée, méthode

de Dai-Yuan, méthode hybride du gradient conjugué.

Rahali Noureddine v Univ. Ferhat Abbas Setif 1



TABLE DES MATIÈRES

1 OPTIMISATION SANS CONTRAINTES 1

1.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Direction de descente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.3 Schémas général des algorithmes d’optimisation sans contraintes . . . . . . 2

1.3.1 Exemples de choix de directions de descente . . . . . . . . . . . . . 3

1.3.2 Exemple de choix de pas λk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.4 Conditions nécessaires d’optimalité. Cas général . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.4.1 Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre . . . . . . . . . 3

1.4.2 Condition nécessaire d’optimalité du second ordre . . . . . . . . . . 3

1.5 Conditions suffi santes d’optimalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.6 Conditions nécessaires et suffi santes d’optimalité. Cas convexe . . . . . . . 5

1.7 Les modes de convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2 OPTIMISATIONDANS R.RECHERCHES LINÉAIRES INEXACTES 7

2.1 Introduction et rappels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2 Descente suffi sante. Recherche linéaire inexacte d’Armijo . . . . . . . . . . 10

2.2.1 Principe de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.2.2 Interprétation graphique de la règle d’Armijo . . . . . . . . . . . . . 12

2.3 Recherche linéaire inexacte de Wolfe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3.1 Recherche linéaire inexacte de Wolfe . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3.2 recherche linéaire inexacte de Wolfe-forte . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.3.3 L’algorithme de Wolfe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

ii



TABLE DES MATIÈRES

3 MÉTHODE DE LA PLUS FORTE PENTE 17
3.0.4 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.0.5 Algorithme de la méthode de la plus forte pente . . . . . . . . . . . 19

3.0.6 Inconvénients de la méthode de la plus forte pente . . . . . . . . . . 19

3.0.7 Quelques remèdes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4 MTÉHODES DU GRADIENT CONJUGUÉ 21
4.1 Optimisation quadratique sans contraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4.1.1 Calcul du pas obtenu par une recherche linéaire exacte . . . . . . . 22

4.2 Méthode des directions conjugueés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4.2.1 L’Algorithme des directions conjuguées . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4.3 Méthode du gratient conjugué. Cas quadratique . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4.3.2 Algorithme du gradient conjugué. Cas quadratique . . . . . . . . . 25

4.3.3 Propriétés du gradient conjugué quadratique . . . . . . . . . . . . . 26

4.4 Méthode du gradient conjugué. Cas non quadratique . . . . . . . . . . . . 27

4.4.1 Introduction et différentes formes du gradient conjugué non qua-

dratique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4.4.2 Algorithme du gradient conjugué non quadratique . . . . . . . . . . 30

5 ACCÉLÉRATION DE LA CONVERGENCE DE LA MÉTHODE DU
GRADIENT. CASDES RECHERCHES LINÉAIRES INEXACTESD’AR-
MIJO 33
5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5.2 L’epsilon steepest descent version Wynn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

5.2.1 L’algorithme epsilon steepest descent version Wynn . . . . . . . . . 34

5.3 L’epsilon steepest descent algorithme version F. Cordellier . . . . . . . . . 35

5.3.1 L’algorithme epsilon steepest descent version F. Cordellier. . . . . . 36

5.4 Convergence de l’epsilon steepest descent algorithme : cas des recherches

linéaires inexactes d’Armijo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

5.5 Résultats numériques et comparaisons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

6 ACCÉLÉRATION DE LA CONVERGENCE DE LA METHODE DU
GRADIENT PAR UTILISATION DU GRADIENT CONJUGUÉ 43
6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

6.2 Description de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

6.3 Une nouvelle recherche linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

6.3.1 Recherche linéaire inexacte de Wolfe forte . . . . . . . . . . . . . . 44

iii



TABLE DES MATIÈRES

6.3.2 Modification de la recherche linéaire inéxacte de Wolfe forte . . . . 44

6.4 Le nouveau Algorithme CGBRB(Gradient Conjugué Belloufi-Rahali-Benzine) 45

6.5 Propriété de descente et convergence globale . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

6.6 Expériences numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

6.6.1 Principe : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

6.6.2 Etapes : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

6.6.3 Codes de programmation : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

6.6.4 Résultats numériques : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

6.6.5 Profils de performance numérique : . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

7 ANNEXE. RÉSULTATS DES TESTS NUMÉRIQUES 52
7.1 Le programme qui génère les profils de performance numérique . . . . . . . 52

7.2 Résultats numériques : Méthodes steepest descent et epsilon steepest descent 54

7.2.1 Codage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

7.3 Résultats numériques : Méthodes CGBRB et autres méthodes du gradient

conjugué . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

7.3.1 Table 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

7.3.2 Table 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

7.4 Conclusion générale et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

iv



Introduction
Soit f : Rn → R et (PSC) le problème de minimisation non linéaire, sans contraintes,

suivant :

min {f (x) : x ∈ Rn} (2)

L’optimisation non linéaire sans contraintes est souvent rencontrée dans des domaines

variés, et l’étude des algorithmes et méthodes qui traitent ces problèmes, est importante

pour plusieurs raisons :

1. Parfois pour resoudre un problème avec contraintes, on le remplace par une suite

de problèmes sans contraintes.

2. Plusieurs techniques d’optimisation sans contraintes peuvent être prolongés d’une

façon naturelle pour fournir et motiver des procédures pour résoudre des problème avec

contraintes.

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problèmes du type (2), on

peut citer la méthode du Gradient ou méthode de la plus forte pente qui fut découverte

par Cauchy 1847 ([9]). Cette méthode présente le grand avantage d’avoir la meilleure

décroissance à partir d’un point xk. Malgré celà, elle présente l’ inconvénient majeur

d’être très lente au voisinage des points stationnaires. Le but de cette thèse est d’élaborer

deux algorithmes qui essayent d’y remedier à ces inconvénients sans perdre les avantages

de la méthode de la plus forte pente. Pour celà on a appliqué de façon appropriée quelques

techniques d’accéleration de la convergence et la méthode du gradient conjugué. On s’est

interessé particulièrement à un algorithme célèbre d’accelération de la convergence qui est

l’ε Algorithme. On a utilisé les recherches linéaires inéxactes d’Armijö et de Wolfe forte.

Utilisant des fonctions tests de base, on a démontré à travers plus de 700 tests numé-

riques que nos 2 nouveaux algorithmes accélérent de façon significative la convergence de

la méthode du gradient et sont numériquement plus performants que d’autres algorithmes

de la même famille.

Des réultats de convergence théoriques sont aussi démontrés pour les deux algorithmes.

La thèse est divisée en six chapitres et une annexe . Les algorithmes nouveaux et les

résultats originaux de cette thèse se trouvent dans les chapitres 5 et 6 .

On aborde dans le chapitre1 les propriétés fondamentales des problèmes d’optimisation

sans contraintes, c’est à dire les problèmes de la forme (2).

On définira la notion de direction de descente, notion très importante qui nous servira

par la suite à construire les algorithmes d’optimisation sans contraintes. Les conditions

necessaires et ou suffi santes seront aussi détaillées dans ce chapitre.

On consacre le chapitre 2 à l’étude des minimums des fonctions d’une variable réelle

ou recherche linéaire. On donne d’abord le principe général des algorithmes qui traitent

Rahali Noureddine 1 Univ. Ferhat Abbas Setif 1



ce problème. Ensuite on expose en détail les algorithmes et les propriétés de deux grandes

classes de recherches linéaires inexactes. Il s’agit des recherches linéaires inexactes d’Armi-

joo qu’on utilisera au chapitre 5 et les recherches linéaires inexactes de Wolfe forte qu’on

appliquera au chapitre 6.

Le chapitre 3 est consacré à la méthode du gradient ou steepest descent. On explique

l’origine d’une telle appelation et on montre que son défaut principal est sa convergence

trés lente au voisinage des points stationnaires. Des tests numériques effectués sur la

fonction test de Rosembrok viennent confirmer ces faits.On donnera quelques avantages

et quelques inconvénients de cette méthode trés celèbre.

On expose dans le chapitre 4 les différentes méthode du gradient conjugué. On définit

au début les problèmes d’optimisation sans contraintes quadratiques et leurs propriétés.

La méthode des directions conjuguées est détaillée ensuite. Nous montrerons après que le

gradient conjugué quadratique est une méthode à directions conjuguées et par conséquent

elle converge en un nombre fini d’itérations. Les différentes méthodes du gradient conjugué

non quadratique sont exposés à la fin du chapitre.

Le chapitre 5 contient le premier résultat original de cette thèse. On accélère la conver-

gence de la méthode du gradient en utilisant l’epsilon algorithme et les recherches linéaires

inexactes d’Armijoo. Des résultats originaux de convergence sont démontrées et des tests

numériques montrant la performance de notre méthode sont exposés. On y traite plus de

600 tests numériques.

On y trouve dans le chapitre 6 le deuxième résultat original de cette thèse. Nous avons

signalé avant que la méthode du gradient est performante dans les premières itérations,

mais lorsqu’on s’approche d’un point stationnaire elle devient très lente. Pour y remé-

dier à ce problème on accélère la convergence de la méthode du gradient en gardant la

forme générale de la méthode. Ceci a été fait au chapitre 5 par l’utilisation de l’epsilon

algorithme. Une autre méthode consiste à considérer des directions dk de la forme

dk = −∇f(xk) + gk

à la place de

dk = −∇f(xk)

gk dépend de la méthode utilisée. Les méthodes du gradient conjugué font partie de cette

classe. Dans ce chapitre, pour accélerer la convergence de la méthode du gradient on

applique une nouvelle version du gradient conjugué. Ce nouveau algorithme nommé Gra-

dient conjugué BRB (Belloufi-Rahali-Benzine) sera tésté et comparé à d’autres versions

classiques du gradient conjugué : Fletcher Reeves, Polak Ribière, et autres. Des résultats
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théoriques de convergence seront démontrés. Donnons un peu plus de détail sur cette

nouvelle méthode. Soit f : Rn → R et (PSC) le problème de minimisation non linéaire,

sans contraintes, suivant :

min {f (x) : x ∈ Rn}

Pour résoudre les problèmes du type (PSC), on génère dans Rn, une suite {xk} de la
forme :

xk+1 = xk + αkdk,

où αk ∈ R est le résultat d’une recherche linéaire inexacte du type Wolfe forte et dk est
une direction de descente vérifiant

dk+1 =

{
−∇f(xk) si k = 1

−∇f(xk+1) + βkdk si k ≥ 2

βk = βBRBk (BRB : Belloufi, Rahali, Benzine) est donné par :

βBRBk =
‖∇f(xk+1)‖2

‖dk‖2

L’annexe contient les tableaux des résultats numériques

Rahali Noureddine 3 Univ. Ferhat Abbas Setif 1



CHAPITRE 1

OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

1.1 Définitions

Théorème 1.1.1 Soit f : Rn → R, on appelle problème de minimisation sans contraites
le problème ( P ) suivant :

min {f(x) : x ∈ Rn} (P )

1) x̂ ∈ Rn est un minimum global de ( P ) si et seulement si

f(x̂) ≤ f(x) : ∀x ∈ Rn

2) x̂ ∈ Rn est un minimum local de ( P ) si et seulement si il existe un voisinage Vε(x̂)

tel que

f(x̂) ≤ f(x) : ∀x ∈ Vε(x̂)

3) x̂ ∈ Rn est un minimum local strict de ( P ) si et seulement si il existe un voisinage

Vε(x̂) tel que

f(x̂) < f(x) : ∀x ∈ Vε(x̂), x 6= x̂.

1.2 Direction de descente

Définition 1.2.1 Soit f : Rn → R, x̂ ∈ Rn, d ∈ Rn est dite direction de descente au
point x̂ si et seulement si il existe δ > 0 tel que

f(x̂+ λd) < f(x̂) : ∀λ ∈ ]0, δ[

1



1.3. SCHÉMAS GÉNÉRAL DES ALGORITHMES D’OPTIMISATION SANS
CONTRAINTES

Donnons maintenant une condition suffi sante pour que d soit une direction de des-

cente.

Théorème 1.2.1 Soit f : Rn → R différentiable au point x̂ ∈ Rn et d ∈ Rn une direction
vérifiant la condition suivante :

f ′(x̂, d) = ∇f(x̂)t.d < 0.

Alors d est une direction de descente au point x̂.

Preuve. f est différentiable au point x̂. Donc

f(x̂+ λd) = f(x̂) + λ∇f(x̂)t.d+ λ ‖d‖α(x̂, λd),

avec

α(x̂, λd) →
λ→0

0,

ceci implique que

f ′(x̂, d) = lim
λ→0

f(x̂+ λd)− f(x̂)

λ
= ∇f(x̂)t.d < 0.

La limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro V (0) = ]−δ,+δ[
tel que

f(x̂+ λd)− f(x̂)

λ
< 0, ∀λ ∈ ]−δ,+δ[ . (1.1)

La relation (1.1) est particulièrement vraie pour tout λ ∈ ]0,+δ[. On obtient le résultat

cherché en multipliant la relation (1.1) par λ > 0.

1.3 Schémas général des algorithmes d’optimisation

sans contraintes

Supposons que dk soit une direction de descente au point xk,ceci nous permet de

considérer le point xk+1, successeur de xk, de la manière suivante :

xk+1 = xk + λkdk, λk ∈ ]0,+δ[ .

Vu la définition de direction de descente, on est assuré que

f (xk+1) = f(xk + λkdk) < f(xk).
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1.4. CONDITIONS NÉCESSAIRES D’OPTIMALITÉ. CAS GÉNÉRAL

Un bon choix de dk et de λk permet ainsi de construire une multitude d’algorithmes

d’optimisation.

1.3.1 Exemples de choix de directions de descente

Par exemple si on choisit dk = −∇f(xk) et si ∇f(xk) 6= 0, on obtient la mé-

thode du gradient. La méthode de Newton correspond à dk = − (H(xk))
−1 .∇f(xk).

Bien sur −∇f(xk) est une direction de descente (∇f(xk)
t.dk = −∇f(xk)

t.∇f(xk) =

−‖∇f(xk)‖2 < 0). Pour la deuxième direction si la matrice hessienne H(xk) est définie

positive alors dk = − (H(xk))
−1 .∇f(xk) est aussi une direction de descente.

1.3.2 Exemple de choix de pas λk

On choisit en général λk de façon optimale, c’est à dire que λk doit vérifier

f(xk + λkdk) ≤ f(xk + λdk) : ∀λ ∈ [0,+∞[.

En d’autres temes on est ramené à étudier à chaque itération un problème de minimisation

d’une variable réelle. C’est ce qu’on appelle recherche linéaire.

1.4 Conditions nécessaires d’optimalité. Cas général

1.4.1 Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théorème 1.4.1 Soit f : Rn → R différentiable au point x̂ ∈ Rn. Si x̂ est un minimum
local de ( P ) alors ∇f(x̂) = 0.

Preuve. C’est une conséquence directe du théorème 1.2.1 et de la remarque 1.2.1. En
effet, supposons que ∇f(x̂) 6= 0. Puisque la direction d = −∇f(x̂) est une direction de

descente, alors il existe δ > 0 tel que :

f(x̂+ λd) < f(x̂) : ∀λ ∈ ]0, δ[ .

Ceci est contradiction avec le fait que x̂ est une solution optimale locale de ( P ).

1.4.2 Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Théorème 1.4.2 Soit f : Rn → R deux fois differentiable au point x̂ ∈ Rn. Si x̂ est un
minimum local de ( P ) alors ∇f(x̂) = 0 et la matrice hessienne de f au point x̂ , qu’on
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1.5. CONDITIONS SUFFISANTES D’OPTIMALITÉ

note H(x̂), est semi définie positive.

Preuve. Soit x ∈ Rn quelconque, f étant deux fois différentiable au point x̂. On a pour
tout λ 6= 0

f(x̂+ λx) = f(x̂) +
1

2
λ2xtH(x̂)x+ λ2

∥∥x2∥∥α(x̂, λx), α(x̂, λx) →
λ→0

0.

Ceci implique
f(x̂+ λx)− f(x̂)

λ2
=

1

2
xtH(x̂)x+

∥∥x2∥∥α(x̂, λx). (1.2)

x̂ est un optimum local, il existe alors δ > 0 tel que

f(x̂+ λx)− f(x̂)

λ2
≥ 0, ∀λ ∈ ]−δ,+δ[ .

Si on prend en considération (1.2) et on passe à la limite quand λ→ 0, λ 6= 0, on obtient

xtH(x̂)x ≥ 0, ∀x ∈ Rn.

1.5 Conditions suffi santes d’optimalité

Théorème 1.5.1 Soit f : Rn → R deux fois différentiable au point x̂ ∈ Rn. Si ∇f(x̂) =

0 et H(x̂) est définie positive alors x̂ est un minimum local strict de ( P ).

Preuve. f étant deux fois différentiable au point x̂. On a pour tout x ∈ Rn

f(x) = f(x̂)+
1

2
(x−x̂)tH(x̂)(x−x̂)+‖(x− x̂)‖2 α(x̂, (x−x̂)), α(x̂, (x−x̂)) →

x→x̂
0, (∇f(x̂) = 0).

(1.3)

Supposons que x̂ n’est pas un optimum local strict. Alors il existe une suite {xk}k∈NN∗
telle que xk 6= x̂ : ∀k et

xk 6= x̂ : ∀k, xk →
k→∞

x̂ et f(xk) ≤ f(x̂). (1.4)

Dans (1.3) prenons x = xk, divisons le tout par ‖(xk − x̂)‖2 et notons dk =
(xk − x̂)

‖(xk − x̂)‖ ,
on obtient

f(xk)− f(x̂)

‖(xk − x̂)‖2
=

1

2
dtkH(x̂)dk + α(x̂, (xk − x̂)), α(x̂, (xk − x̂)) →

k→∞
0. (1.5)
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1.6. CONDITIONS NÉCESSAIRES ET SUFFISANTES D’OPTIMALITÉ. CAS
CONVEXE

(1.4) et (1.5) impliquent

1

2
dtkH(x̂)dk + α(x̂, (xk − x̂)) ≤ 0, ∀k.

D’autre part la suite {dk}k∈NN∗ est bornée (‖dk‖ = 1, ∀n ). Donc il existe une sous suite
{dk}k∈N1⊂NN telle que

dk → d̃
k→∞, k∈N1

.

Finalement lorsque k →∞, k ∈ N1, on obtient

1

2
d̃H(x̂)d̃ ≤ 0.

La dernière relation et le fait que d̃ 6= 0 (
∥∥∥d̃∥∥∥ = 1) impliquent que la matrice hessienne

H(x̂) n’est pas définie positive. Ceci est en contradiction avec l’hypothèse.

1.6 Conditions nécessaires et suffi santes d’optimalité.

Cas convexe

Théorème 1.6.1 Soit f : Rn → R convexe. Supposonsque que f est différentiable au

point x̂ ∈ Rn. Alors
i) Si x̂ est un minimum local de ( P ) alors x̂ est un minimum global de ( P )

ii) x̂ est un minimum local de ( P ) si et seulement si ∇f (x̂) = 0

1.7 Les modes de convergence

Définition 1.7.1 Soit {xk}k∈N une suite dans Rn qui converge vers x∗.
1- On dit que {xk}k∈N converge vers x∗linéairement avec le taux α si

lim
k→∞

sup
‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

= α < 1.

Lorsque ‖xk+1 − x∗‖ ' α ‖xk − x∗‖ , la convergence est dite linéaire asymptotique.
2- La convergence est dite superlinéaire d’ordre γ si

lim
k→∞

sup
‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖γ

< +∞, γ > 1

Rahali Noureddine 5 Univ. Ferhat Abbas Setif 1



1.7. LES MODES DE CONVERGENCE

3- On dit que {xk}k∈N tend vers x∗ de façon superlinéaire si

lim
k→∞

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

= 0.

Lorsque ‖xk+1 − x∗‖ ≤ l ‖xk − x∗‖γ, la convergence est dite superlinéaire asympto-
tique.
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CHAPITRE 2

OPTIMISATION DANS R. RECHERCHES
LINÉAIRES INEXACTES

2.1 Introduction et rappels

Soit f : Rn → R. On concidère le problème de minimisation sans contraintes (2.1)
suivant :

min {f(x) : x ∈ Rn} (2.1)

Il existe deux grandes classes de méthodes qui contribuent à résoudre le probléme (2.1) :

a) les méthodes à direction de descente et recherche linéaire

b) les méthodes à région de confiance.

Nous nous intéréssons dans cette partie aux méthodes à recherche linéaire et à direction

de descente dont le principe est le suivant :

Supposons qu’à l’itération k on ait un point xk ∈ Rn et une direction de descente
dk ∈ Rn, c’est à dire dk vérifie :

∇f(xk)
Tdk < 0 (2.2)

Le sucusseur xk+1 de xk est obtenu comme suit :

xk+1 = xk + αkdk ; αk ∈ R∗+ (2.3)

αk s’appelle le pas . Le choix de dk et αk caractérisent l’algorithme.

Supposons que dk est detérminée. Comment choissir le pas αk ? Les methodes qui

s’intéressent au choix et au calcul de αk s’appellent recherches linéaires.

7



2.1. INTRODUCTION ET RAPPELS

Il existe deux types de recherches linéaires :

i) les recherches linéaires exactes.

ii) les recherches linéaires inexactes ou économiques.

Soit f : Rn → R différentiable au point xk ∈ Rn et dk ∈ Rn vérifiant

∇f(xk)
Tdk < 0. (2.4)

Notons

ϕk (α) = f(xk + αdk) (2.5)

La condition (2.4) implique

∃δ > 0 : ∀α ∈]0, δ[ f(xk + αdk) < f(xk) (2.6)

c’est à dire

∃δ > 0 : ∀α ∈]0, δ[ ϕk(α) < ϕk(0)

On peut choisir α = α∗ de fçon optimale, c’est à dire qu’en partant du point xk et la

direction dk, f décroit le mieux possible au point xk+1 = xk + α∗dk. Ceci est possible si

on impose à α∗ de vérifier la condition suivante :

∀α ∈]0,+∞[: f(xk + α∗dk) ≤ f(xk + αdk) (2.7)

Notons ϕk(α) la fonction d’une variable réelle suivante :

ϕk(α) = f(xk + αdk) : α ∈]0,+∞[ (2.8)

(2.7) et (2.8) donnent

ϕk(α
∗) ≤ ϕk(α), ∀α ∈]0,+∞[ (2.9)

ou encore α∗ est solution optimale de :

ϕk(α
∗) = min{ϕk(α) : α ∈]0,+∞[} (2.10)

Trouvez α∗ vérifant (2.10) s’appelle recherche linéaire exacte. Ce travail s’effectue à

chaque itération k.

Donc à chaque itération k, on doit résoudre un problème d’optimisation dans R.
Avantages des recherches linéaires exactes
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2.1. INTRODUCTION ET RAPPELS

Le principal avantage des recherches linéaires exactes est de calculer αk optimal, c’est

αk = α∗, vérifiant

ϕk (αk) = ϕk(α
∗) = min{ϕk(α) : α ∈]0,+∞[})

En d’autres termes, si αk = α∗ la fonction f décroit le mieux en passant du point xk au

point xk + αkdk = xk + α∗dk, c’est à dire

∀α ∈]0,+∞ [: [f (xk)− f (xk + αkdk)] = [f (xk)− f (xk + α∗dk)] ≥ [f (xk)− f (xk + αdk)]

(2.11)

Inconvénients des recherches linéaires exactes

Effectuer une recherche linéaire exacte à chaque itération, est diffi cilement réalisable

en pratique et assez couteux en temps et en mémoire.

Problème1

Quelle méthode de calcul de αk, pourrait on adopter pour remplacer les
recherches linéaires exactes, tout en gardant l’essentiel des avantages des re-
cherches linéaires exactes et éviter leurs inconvénients ?

Réponse au problème1

Les nouvelles méthodes de calcul de αk adoptées doivent vérifier le conditions sui-

vantes :

a) Le calcul de αk doit être simple et peu coûteux en temps et en mémoire.

b) Sachant qu’on ne peut pas obtenir αk = α∗(celà exigerait le retour aux recherches

linéaires exactes), on essaye donc de s’approcher le plus possible de α∗. Les meilleurs

choix de αk, sont les points αk assez proches de α∗. Ceci se traduit par les deux conditions

suivantes :

b1) la fonction f décroit strictement en passant du point xk au point xk +αkdk, i.e.

f(xk + αkdk) < f(xk) (2.12)

b2) la fonction f décroit de façon suffi sante en passant du point xk au point
xk + αkdk

La décroissance suffi sante dépend d’une recherche linéaire inexacte à une autre. Si on

compare deux recherches linéaires inexactes, celle qui possède la plus grande décroissance

sera la meilleure. En d’autre termes, la recherche linéaire inexacte dont le αk sera le plus

proche de α∗, sera la meilleure.

Notons par τ(f, xk, α, dk) le taux de décroissance de f , en partant du point xk et
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2.2. DESCENTE SUFFISANTE. RECHERCHE LINÉAIRE INEXACTE D’ARMIJO

arrivant au point xk + αdk, le nombre positif τ(f, xk, α, dk) suivant :

τ(f, xk, α, dk) = f(xk)− f(xk + αdk) = ϕk (0)− ϕk (α) (voir Figure 2.1)

Fig. 2.1 —τ(f, xk, α, dk)

Ceci nous permet de donner la définition suivante :

Définition 2.1.1 Supposons qu’on a deux recherches linéaires inexactes qu’on note RLI(1)(recherche
linéaire inexacte1) et RLI(2)(recherche linéaire inexacte2). On dit que RLI(1) est meilleure

que RLI(2) si pour tout nombre α produit par la recherche linéaire inexacte RLI(1) et pour

tout nombre β produit par la recherche linéaire inexacte RLI(2) on a :

τ(f, xk, α, dk) > τ(f, xk, β, dk)

Remarque 2.1.1 Il est clair que si une RLI(1) produit des points α plus proches de α∗

que ceux produits par RLI(2), alors RLI(1) est meilleure que RLI(2).

2.2 Descente suffi sante. Recherche linéaire inexacte

d’Armijo

2.2.1 Principe de la méthode

Comme on l’a signalé au paragraphe précédent, il ne suffi t pas de choisir à chaque

itération k, αk tel que

f(xk + αkdk) < f(xk)
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2.2. DESCENTE SUFFISANTE. RECHERCHE LINÉAIRE INEXACTE D’ARMIJO

pour que la suite {xk} converge vers la solution optimale ou vers un point stationnaire. En
effet si la fonction décroit très peu en passant du point xk vers le point xk+1 = xk+αkdk, la

suite {xk} diverge ou peut converger vers un point qui n’a rien à voir avec la solution
optimale.

Pour éviter cet inconvénient, il faut imposer une condition caractérisant la notion de

descente suffi sante de la fonction. Il faut choisir αk de sorte que la fonction f décroit de

façon suffi sante en passant du point xk au point xk+1 = xk + αkdk.

L’idée est que la diminution jugée suffi sante soit proportionnelle à la taille du pas αk.

Ainsi plus le pas sera grand, plus la diminution de la fonction f sera grande. Donc si

γ > 0, on désire que

f(xk)− f(xk + αkdk) ≥ αkγ

ceci est équivalent à

−f(xk + αkdk) ≥ αkγ − f(xk)

ou encore

f(xk + αkdk) ≤ f(xk)− αkγ.

Le facteur γ ne peut pas être choisi de façon arbitraire. Surtout il doit varier d’une itération

à l’autre. Il est plus approprié de définir γ en fonction de la pente de la fonction au point

xk dans la direction dk. En l’occurence, nous choisirons

γ = −β∇f(xk)
Tdk, 0 < β < 1

Définition 2.2.1 (diminution suffi sante : condition d’Armijo) Soient f : Rn → R
une fonction differentiable, xk ∈ Rn, dk ∈ Rn une direction de descente, i.e. dk vérifiant :
∇f(xk)

Tdk < 0. On dit que le pas αk > 0 vérifie la condition d’Armijo, si on a

f(xk + αkdk) ≤ f(xk) + αkβ1∇f(xk)
Tdk, 0 < β1 < 1 (2.13)

Si on note

ϕk (α) = f ((xk + αdk) (2.14)

alors on a

ϕk (0) = f ((xk) , (2.15)

ϕ′k (α) = ∇f ((xk + αdk)
T .dk (2.16)

et

ϕ′k (0) = ∇f(xk)
Tdk < 0 (2.17)
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2.2. DESCENTE SUFFISANTE. RECHERCHE LINÉAIRE INEXACTE D’ARMIJO

Ceci étant, la définition 2.2.1 prend la forme suivante :

Définition 2.2.2 (diminution suffi sante : condition d’Armijo) Soient f : Rn → R
une fonction differentiable, xk ∈ Rn, dk ∈ Rn une direction de descente, i.e. dk vérifiant :
∇f(xk)

Tdk < 0. On dit que le pas αk > 0 vérifie la condition d’Armijo, si on a

ϕk(α) ≤ ϕk(0) + αkβ1ϕ
′
k(0), 0 < β1 < 1 (2.18)

2.2.2 Interprétation graphique de la règle d’Armijo

Calculons l’équation de la tangente TM0 au graphe de la fonction, et qui passe par le

point M0(0, ϕk(0))

TM0 = {(α, y) : y − ϕk(0) = ϕ′k(0) (α− 0)}

ou encore

TM0 = {(α, y) : y = ϕk(0) + αϕ′k(0)} (2.19)

soit en prenant en compte les relations (2.15) et (2.17)

TM0 =
{

(α, y) : y = f(xk) + α∇f(xk)
Tdk
}

(2.20)

Calculons maintenant l’équation de la droite notée ∆M0 , de coéffi cient directeur β1ϕ
′
k(0)

et qui passe par le point M0(0, ϕk(0)). On a

∆M0 = {(α, y) : y − ϕk(0) = β1ϕ
′
k(0)(α− 0)}

ou encore

∆M0 = {(α, y) : y = ϕk(0) + αβ1ϕ
′
k(0)} (2.21)

soit en considérant (2.15) et (2.17)

∆M0 =
{

(α, y) : y = f(xk) + αβ1∇f(xk)
Tdk
}

(2.22)

Les droites TM0 et ∆M0 passent par le même point M0(0, ϕk(0)). Le coéffi cient direc-

teur de ∆M0 est égal à β1 fois le coéffi cient directeur de TM0 . Remarquons que ϕ
′
k(0) =

∇f(xk)
Tdk < 0, alors

0 < β1 < 1 =⇒ 0 > ϕ′k(0)β1 > ϕ′k(0)

par conséquent, pour tout α > 0, on a

αϕ′k(0)β1 > αϕ′k(0)
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2.2. DESCENTE SUFFISANTE. RECHERCHE LINÉAIRE INEXACTE D’ARMIJO

soit en rajoutant aux deux membres de l’égalité précédente la même quantité ϕk(0), on

obtient

ϕk(0) + αϕ′k(0)β1 > ϕk(0) + αϕ′k(0) (2.23)

ou encore

f(xk) + αβ1∇f(xk)
Tdk > f(xk) + α∇f(xk)

Tdk (2.24)

Les relations précédentes impliquent que pour α ∈]0 +∞[, la droite ∆M0 se trouve au

dessus de la droite TM0 . Par conséquent, il existe τ > 0 tel que, pour tout α ∈]0, τ [, le

graphe de ϕk(α) se trouve au dessous de la droite ∆M0 . Ecrivons celà de façon analytique

∀α ∈]0, τ [: ϕk(α) ≤ f(xk) + αβ1∇f(xk)
Tdk (2.25)

Utilisons le fait que ϕk(α) = f(xk + αkdk), (2.25) devient

∀α ∈]0, τ [: f(xk + αkdk) ≤ f(xk) + αβ1∇f(xk)
Tdk (2.26)

(2.26) est exactement la condition "Armijo".

Conclusion
On peut prendre pour αk, vérifiant la condition "Armijo", tout point α ∈ ]0, τ [ (voir

Figure 2.2).

Fig. 2.2 —Armijo

Remarque 2.2.1 En general, on s’assure dans la règle d’Armijoo que αk ne soit pas trop
petit car celà va nuire à la convergence de l’algorithme qui pourrait converger prématuré-

ment vers un point qui n’est pas stationnaire. Celà se verra explicitement dans l’algorithme

suivant
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2.3. RECHERCHE LINÉAIRE INEXACTE DE WOLFE

Algorihtme de la règle d’Armijo.
Initialisation
Choisir α̂ ∈ ]0,+∞[ et 0 < β1 < 1. Calculez ϕk(α̂) = f(xk + α̂dk), ϕk(0) =

f(xk), ϕ
′
k(0) = ∇f(xk)

Tdk < 0 et allez à Etape principale

Etape principale
Si ϕk(α̂) ≤ ϕk(0) + α̂β1ϕ

′
k(0), choisir le plus grand entier n0 ≥ 0 tel que :

ϕk (2n0α̂) ≤ ϕk(0) + 2n0α̂β1ϕ
′
k(0), et prendre αk = 2n0α̂

Sinon choisir le plus petit entier m0 ≥ 0 tel que :

ϕk

(
α̂

2m0

)
≤ ϕk(0) +

α̂

2m0
β1ϕ

′
k(0), et prendre αk =

α̂

2m0

Fin
Dans le théorème suivant on va assurer l’existence du pas d’Armijo en posant quelques

conditions sur la fonction ϕk.

Théorème 2.2.1 Considérons la fonction ϕk : R+ → R;définie par

ϕk(α) = f(xk + αdk)

Supposons que ϕk est continue et bornée inférieurement. Si dk est une direction de

descente en xk (∇f(xk)
Tdk < 0) et si β1 ∈ ]0, 1[ , alors l’ensemble des pas vérifiant la

règle d’Armijo est non vide.

2.3 Recherche linéaire inexacte de Wolfe

2.3.1 Recherche linéaire inexacte de Wolfe

αk est acceptable par la recherche linéaire inexacte de Wolfe si αk vérifie les deux

condition (Wolfe1) et (Wolfe2) suivantes

ϕk(αk) ≤ ϕk(0) + ραkϕ
′
k(0), 0 < ρ <

1

2
(2.27)

ϕ′k(αk) ≥ σϕ′k(0), 0 < σ < 1 , σ > ρ (2.28)

ou en remplaçant ϕk(αk), ϕk(0), ϕ′k(0), ϕ′k(αk) par leurs expressions, on a

f(xk + αkdk) ≤ f(xk) + ραk∇f(xk)
Tdk, 0 < ρ <

1

2
(2.29)
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2.3. RECHERCHE LINÉAIRE INEXACTE DE WOLFE

∇f(xk + αkdk)
Tdk ≥ σ∇f(xk)

Tdk, 0 < σ < 1 , σ > ρ (2.30)

2.3.2 recherche linéaire inexacte de Wolfe-forte

Comme leur nom l’indique, les conditions de Wolfe-forte sont plus fortes que les condi-

tions de Wolfe. En effet les conditions de wolfe-forte impliquent les conditions de Wolfe.

Elles sont trés utilisées en théorie et les grands résultats de convergence ont été prouvés

en utilisant des recherches linéaires inexactes de Wolf-forte.

Définition 2.3.1 αk vérifie les conditions de Wolfe-forte si les deux conditions suivantes

sont vérifiées :

ϕk(αk) ≤ ϕk(0) + ραkϕ
′
k(0), 0 < ρ <

1

2
(2.31)

|ϕ′k(αk)| ≤ −σϕ′k(0), 0 < σ < 1 , σ > ρ (2.32)

Théorème 2.3.1 Si αk vérifie (2.31) et (2.32), alors αk vérifie (2.27) et (2.28) .

Preuve. (2.31) et (2.27) sont les mêmes conditions. Reste à monter que

(Wolfeforte2) =⇒ (Wolfe2)

En effet. Supposons que αk vérifie (2.32). Alors on a

σϕ′k(0) ≤ ϕ′k(αk) ≤ −σϕ′k(0)

Par conséquent on a

ϕ′k(αk) ≥ σϕ′k(0)

Ceci implique que αk vérifie (2.28).

Utilité des recherches linéaires inexactes de Wolfe-forte
a) Comme on l’a signalé avant, elles sont utilisées dans les théorèmes de convergence.
b) Supposons que αk vérifie les conditions de Wolfe-forte, donc on a

σϕ′k(0) ≤ ϕ′k(αk) ≤ −σϕ′k(0) (2.33)

Si on choisit σ trés petit (on prend en général σ = 10−4), alors (2.33) implique que ϕ′k(αk)

devient proche de zéro. Si ϕ′k est continue, alors αk vérifiant (2.33) serait trés proche de

α∗ vérifiant ϕ′k(α
∗) = 0.

Conclusion
Dans la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte, si on choisit σ trés petit, on a

beaucoup de chances de tomber sur αk proche de α∗.
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2.3. RECHERCHE LINÉAIRE INEXACTE DE WOLFE

Remarque 2.3.1 Considérons la condition (2.28)

ϕ′k(αk) ≥ σϕ′k(0) (2.34)

Contrairement à (2.32), lorsque σ est très petit, ϕ′(αk) peut ne pas être proche de 0.

2.3.3 L’algorithme de Wolfe

ALGORITHME
ETAPE 1 Initialisation
Prendre α0 ∈ [0, 1099] , calculez ϕk(0), ϕ′k(0). Prendre ρ = 0.1 (ou ρ = 0.1 ou ρ = 0.001

ou ρ = 0.0001 )

σ = 0.9 (ou σ plus petit encore )

Poser a0 = 0, b0 = 1099, k = 0 et allez à ETAPE 2

ETAPE 2 (test de (2.27))
Calculez ϕk(αk). Si ϕk(αk) ≤ ϕk(0) + ραkϕ

′
k(0), aller à ETAPE 3.

Sinon

Poser ak+1 = ak , bk+1 = αk et allez à ETAPE 4

ETAPE 3 (test (2.28) ou (2.32) )
Calculez ϕ′k(αk). Si ϕ

′
k(αk) ≥ σϕ′k(0) (|ϕ′k(αk)| ≤ −σϕ′k(0)). STOP

Prendre ᾱ = αk .

Sinon

Poser ak+1 = αk, bk+1 = bk et allez à ETAPE 4

ETAPE 4 (calcul de αk+1 )

αk+1 =
ak+1 + bk+1

2
Poser k = k + 1 et allez à ETAPE 2 .
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CHAPITRE 3

MÉTHODE DE LA PLUS FORTE PENTE

3.0.4 Introduction

Cette méthode fut découverte par Cauchy en 1847 ([9]). Il est naturel de se deman-

der l’origine ou la justification d’une telle appelation (méthode de la plus forte pente).

Considérons un point xk ∈ Rn, si ∇f(xk) 6= 0, alors la direction dk = − ∇f(xk) est une

direction de descente (voir Théorème 4.1 et remarque 4.1 ). Le Théorème qui suit va

nous montrer que c’est en fait la meilleure direction de descente. En d’autres termes la

décroissance de la fonction sera la plus forte en suivant la direction : −∇f(xk).

Théorème 3.0.2 Supposons que f : Rn → R, soit différentiable au point x, et supposons
que ∇f(x) 6= 0. Considérons le problème optimal

Minimiser
‖d‖≤1

f ′(x, d)

où f ′(x, d) est la dérivée directionnelle de f au point x et dans la direction d. Alors la

solution optimale de ce problème est donnée par

d̃ = − ∇f(x)

‖∇f(x)‖

Preuve. Puisque

f ′(x, d) = lim
λ→0+

f(x+ λd)− f(x)

λ
= ∇f(x)td.

Notre problème revient donc à minimiser ∇f(x)td dans {d : ‖d‖ ≤ 1} .
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L’inégalité de shwartz donne

∣∣∇f(x)td
∣∣ ≤ ‖∇f(x)‖ ‖d‖ . (3.1)

Si

∇f(x)td ≥ 0,

on a bien sur

∇f(x)td ≥ −‖∇f(x)‖ ‖d‖ .

Si

∇f(x)td ≤ 0,

(3.1) implique que

−∇f(x)td ≤ ‖∇f(x)‖ ‖d‖ ,

Par conséquent on a toujours

∇f(x)td ≥ −‖∇f(x)‖ ‖d‖ .

Pour ‖d‖ ≤ 1, on a

‖∇f(x)‖ ‖d‖ ≤ ‖∇f(x)‖ ⇒ −‖∇f(x)‖ ‖d‖ ≥ −‖∇f(x)‖ .

Donc : ∀d : ‖d‖ ≤ 1 on a

∇f(x)td ≥ −‖∇f(x)‖ .

D’autre part on a :
∥∥∥d̃∥∥∥ = 1 et d̃ vérifie :

∇f(x)td̃ = ∇f(x)t(− ∇f(x)

‖∇f(x)‖) = −‖∇f(x)‖ .

Interprétation du théorème 3.0.2 : Nous allons à partir du théorème 7.1 donner
une idée intuitive sur l’appelation : méthode de la plus forte pente. En effet d’après le

théorème 7.1 on a :

f ′(x, d) ≥ f ′(x, d̃) : ∀d, ‖d‖ ≤ 1.

Soit en utilisant la définition de la dérivée directionnelle.

lim
λ→0+

f(x+ λd)− f(x)

λ
≥ lim

λ→0+

f(x+ λd̃)− f(x)

λ
.
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Cette dernière inégalité implique qu’il existe δ > 0 tel que

[f(x+ λd)− f(x)]−
[
f(x+ λd̃)− f(x)

]
≥ 0, ∀λ ∈ ]−δ,+δ[ ,

ou encore

f(x+ λd) ≥ f(x+ λd̃), ∀λ ∈ ]−δ,+δ[ et ∀d, ‖d‖ ≤ 1.

3.0.5 Algorithme de la méthode de la plus forte pente

Cet algorithme est très simple. Il suit le schémas suivant.

Algorithme de la méthode de la plus forte pente

I Etape intiale : Choisir un ε > 0. Choisir un point initial x1. Poser k = 1 et aller

à l’étape principale.

I Etape principale :Si ‖∇f(x)‖ < ε stop. Sinon poser dk = −∇f(xk) et soit λk la

solution optimale de la recherche linéaire

Min {f(xk + λdk); λ ≥ 0} .

Poser xk+1 = xk + λkdk. Remplacer k par k + 1 et répéter l’étape principale.

3.0.6 Inconvénients de la méthode de la plus forte pente

Lenteur de la méthode au voisinage des points stationnaires

Cette méthode travaille de façon performante dans les premières étapes de l’algorithme.

Malheuresement, dès qu’on s’approche du point stationnaire, la méthode devient très

lente. On peut expliquer intuitivement ce phénomène par les considérations suivantes

f(xk + λd) = f(xk) + λ∇f(xk)
td+ λ ‖d‖α(xk;λd),

où α(xk;λd)→ 0 quand λd→ 0.

Si d = −∇f(xk), on obtient : xk+1 = xk − λ∇f(xk) et par conséquent

f(xk+1)− f(xk) = λ
[
−‖∇f(xk)‖2 + ‖∇f(xk)‖α(xk;λ∇f(xk))

]
.

D’après l’expression précédente, on voit que lorsque xk s’approche d’un point stationnaire,

et si f est continuement différentiable, alors ‖∇f(xk)‖ est proche de zéro. Donc le terme
à droite s’approche de zéro, indépendemment de λ, et par conséquent f(xk+1) ne s’éloigne

pas beaucoup de f(xk) quand on passe du point xk au point xk+1.
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Le phénomène de Zigzaguing

Il n’est pas facile de vérifier que pour la méthode du gradient on a toujours

dTk .dk+1 = 0,

c’est à dire que la suite {xk} engendrée par l’algorithme de la méthode du gradient,
zigzague. Ceci crée un phénomène de ralentissement dans l’acheminement des points xk
vers la solution optimale.

3.0.7 Quelques remèdes

Changement de direction

Au lieu de prendre comme direction de descente, la direction :

dk = −∇f(xk),

on prend des directions de la forme

dk = −D.∇f(xk),

où D est une matrice choisie convenablement (D pourrait être par exemple l’inverse de

la matrice héssienne au point xk c’est à dire (H(xk))
−1).

Un autre choix pourrait s’opérer de la façon suivante :

dk = −∇f(xk) + gk,

où gk est un vecteur approprié.

Accéleration de la convergence

On peut aussi accélérer la convergence de la méthode du gradient. Pour celà on trans-

forme grâce à un algorithme d’accélération de la convergence la suite {xk} en une suite
{yk} qui convergerait vers la même limite que la suite {xk} , mais convergerait plus rapi-
dement. Si on note par x∗ cette limite commune on exprime cette rapidité par la limite

suivante :

lim
k−→∞

yk − x∗
xk − x∗

= 0
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CHAPITRE 4

MTÉHODES DU GRADIENT

CONJUGUÉ

Cette méthode est surtout utilisée pour les problèmes de grande taille. Cette méthode

a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel ([28]), pour la minimisation de fonctions

quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non linéaire. Ceci a été

réalisé pour la première fois, en 1964 par Fletcher et Reeves ([26]) (méthode de Fletcher-

Reeves) puis en 1969 par Polak, Ribière ([41]) et Polyak ([40]) (méthode de Polak-Ribière-

Polyak). Une autre variante a été étudiée en 1987 par Fletcher ([23]) (Méthode de la

descente conjuguée).

Citons d’autres nouveaux algorithmes qu’on peut trouver dans ([15], [5], [32], [30], [20],

[34], [48], [18], [12], [3], [19], [1], [22], [21], [4], [50])

4.1 Optimisation quadratique sans contraintes

Définition 4.1.1 Soit Q une matrice (n, n) symétrique et définie positive et b ∈ Rn. On
appelle problème de minimisation quadratique sans contraintes, le problème noté (PQSC)

suivant : {
min
x∈Rn

1

2
xTQx− bTx

}
(4.1)

Théorème 4.1.1 Le problème (PQSC) a une solution unique x̂,
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4.1. OPTIMISATION QUADRATIQUE SANS CONTRAINTES

solution du système linéaire Qx = b, c’est à dire que x̂ vérifie

x̂ = Q−1b (4.2)

4.1.1 Calcul du pas obtenu par une recherche linéaire exacte

Soit Q est une matrice (n, n) symétrique et définie positive et b ∈ Rn et f(x) =
1
2
xTQx− bTx. Considérons le problème (PQSC)

min
x∈Rn

f(x) = min
x∈Rn

{
1

2
xTQx− bTx

}
(PQSC)

Les méthodes à directions de recherches linéaires générent des suites {xk}k=1,2,... de la
manière suivante. On démarre par x1 ∈ Rn. A l’itération k, si on a xk ∈ Rn, le successeur
xk+1 de xk est donné par la relation suivante

xk+1 = xk + αkdk (4.3)

où dk ∈ Rn est une direction de recherche et αk ∈ R+ est le pas de recherche obtenu par
une recherche linéaire exacte ou inexacte. Dans le cas d’une recherche linéaire exacte αk
vérifie

f (xk + αkdk) = min
α>0

f (xk + αdk) (4.4)

Notons

gk = ∇f(xk) = Qxk − b (4.5)

Théorème 4.1.2 Soit Q une matrice (n, n) symétrique et définie positive et b ∈ Rn et
f(x) = 1

2
xTQx− bTx. Considérons le problème (PQSC)

min
x∈Rn

f(x) = min
x∈Rn

{
1

2
xTQx− bTx

}
(PQSC)

Supposons qu’à l’iteration k on a une direction dk de descente, c’est à dire que dk vérifie

gTk dk = (Qxk − b)Tdk < 0 (4.6)

soit αk > 0 obtenue par une recherche linéaire exacte c’est à dire que αk vérifie

f (xk + αkdk) = min
α>0

f (xk + αdk)
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4.2. MÉTHODE DES DIRECTIONS CONJUGUEÉS

Alors

αk = − gTk dk
dTkQdk

(4.7)

4.2 Méthode des directions conjugueés

Définition 4.2.1 Soit Q une matrice (n, n) symétrique. Les directions d0, d1,.....dk sont

dites Q conjuguées si on a

dTi Qdj = 0, 0 ≤ i, j ≤ k (4.8)

Théorème 4.2.1 Soit Q une matrice (n, n) symétrique et définie positive. Si les direc-

tions d0, d1,.....dk, avec k ≤ n−1, sont non nuls et Q conjuguées, alors ils sont linéairement

indépendants.

4.2.1 L’Algorithme des directions conjuguées

Soit Q une matrice (n, n) symétrique et définie positive et b ∈ Rn. Considérons le
problème de minimisation quadratique sans contraintes, (PQSC), suivant :

min
x∈Rn

{
1

2
xTQx− bTx

}
Algorithme des directions conjuguées
I Initialisation
On se donne x0 ∈ Rn quelconque et (d0, d1,.....dn−1) , Q conjugueés. Poser k = 0 et

allez à Etape principale
I Etape principale
Pour k ≥ 0

Calculez

gk = ∇f(xk) = Qxk − b

Si gk = 0. Stop.

Sinon calculez

αk = − gTk dk
dTkQdk

et

xk+1 = xk + αkdk

Poser k = k + 1 et allez à Etape principale.

Théorème 4.2.2 Partant d’un point initial x0 ∈ Rn quelconque, l’algorithme des di-
rections conjuguées précédent converge vers la solution optimale unique x̂ du problème
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4.3. MÉTHODE DU GRATIENT CONJUGUÉ. CAS QUADRATIQUE

(PQSC) dans n iterations, c’est à dire qu’on a

xn = x̂ et Qxn = Qx̂ = b (4.9)

Remarque 4.2.1 Si on démarre du point x1, alors la solution optimale est atteinte au
point xn+1, c’est à dire qu’on aura

x̂ = xn+1

Théorème 4.2.3 Soit Q une matrice (n, n) symétrique et définie positive et b ∈ Rn

et f(x) = 1
2
xTQx − bTx. Considérons la suite {xk}k=1,2,... de la manière suivante. On

démarre par x1 ∈ Rn. A l’itération k, Le successeur xk+1 de xk est donné par la relation
suivante

xk+1 = xk + αkdk

où dk ∈ Rn est une direction de recherche et αk ∈ R+ est le pas de recherche obtenu par
une recherche linéaire exacte, αk vérifie

f (xk + αkdk) = min
α>0

f (xk + αdk) (4.10)

Notons

gk+1 = ∇f(xk+1) = Qxk+1 − b (4.11)

Alors

gk+1 = gk + αkQdk (4.12)

et

gk+1dk = 0, k = 0, 1, ..., n− 1 (4.13)

Théorème 4.2.4 Dans la méthode des direction conjuguées, on a

gTk+1di = 0, k = 0, 1........, n− 1, i = 0, ......k (4.14)

4.3 Méthode du gratient conjugué. Cas quadratique

Soit Q une matrice (n, n), symétrique et définie positive. On considère dans ce para-

graphe le problème (PQSC) suivant

min {f(x) : x ∈ Rn} = min

{
1

2
xTQx− bTx : x ∈ Rn

}
(PQSC)
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4.3. MÉTHODE DU GRATIENT CONJUGUÉ. CAS QUADRATIQUE

4.3.1 Introduction

Dans la méthode des directions conjugués, les directions d0, .....dn−1 sont données à

l’avance.

Dans la méthode du gradient conjugué, On démarre d’un point x0 ∈ Rn, d0 = −g0 =

∇f(x0) = Qx0 − b. Les directions dk, k = 1, ...n− 1 sont calculées à chaque itération.

A l’itération k

dk = −gk + βk−1dk−1

βk−1 est obtenu de sorte que dk soit Q conjugué avec les autres vecteurs di, i = 0, ..., k−1.

En d’autres termes on doit avoir

dTkQdi = 0 i = 0, .....k − 1. (4.15)

Dans l’appelation gradient conjugué, on trouve les deux mots : gradient et conjugué.

a) Le mot gradient est utilisé car dk est calculée à partir du gratient au point xk.

b) Le mot conjugué est aussi justifié, car et comme on le verra plus loin, les directions

{dk}n−1k=0 sont Q cojugués.

4.3.2 Algorithme du gradient conjugué. Cas quadratique

Principe de l’Algorithme

On démarre d’un point quelconque x0 ∈ Rn.

Calculez d0 = −g0 = b−Qx0, α0 = − gT0 d0
dT0Qd0

Supposons qu’à l’itération k on ait : xk et dk. Ceci nous permettra de calculer

gk = Qxk−b, αk = − gTk dk
dTkQdk

, xk+1 = xk+αkdk, gk+1 = Qxk+1−b, dk+1 = −gk+1+βkdk
(4.16)

βk est choisi de sorte que

dTk+1Qdk = 0 (4.17)

Puisque dk+1 = −gk+1 + βkdk, alors (4.17) donne

(−gk+1 + βkdk)
TQdk = 0

ou encore

βkd
T
kQdk = gTk+1Qdk (4.18)
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4.3. MÉTHODE DU GRATIENT CONJUGUÉ. CAS QUADRATIQUE

et finalement

βk =
gTk+1Qdk

dTkQdk
(4.19)

Algorithme

Algorithme du gradient conjugué. Cas quadratique

1.choisir x0 ∈ Rn.
2. Calculez g0 = Qx0 − b. Si g0 = 0 stop. Sinon poser d0 = −g0. Poser k = 0

3.Calculez αk = − gTk dk
dTkQdk

.

4. Calculez xk+1 = xk + αkdk.

5. Calculez gk+1 = Qxk+1 − b. si gk+1 = 0 stop.

6. Calculez βk =
gTk+1Qdk

dTkQdk
.

7. Calculez dk+1 = −gk+1 + βkdk.

8.Poser k = k + 1 et allez à 3 .

4.3.3 Propriétés du gradient conjugué quadratique

La propriété fondamentale du gradient conjugué cas quadratique est que les directions

{dk}n−1k=0 sont Q cojugués. Ces directions vérifient comme on l’a vu dans l’algotithme

dk+1 = −gk+1 + βkdk,

avec

βk =
gTk+1Qdk

dTkQdk

D’après le théorème 4.2.2, l’algorithme du gradient conjugué, version quadratique

converge vers la solution optimale en n itérations. Résumons ces deux résultats dans

les deux théorèmes suivants :

Théorème 4.3.1 Les directions {d0, d1, ..., dn−1} engendrées par l’algorithme du gradient
conjugué quadratique sont Q conjuguées.

Théorème 4.3.2 Soit Q une matrice (n, n), symétrique et définie positive et (PQSC) le

problème de minimisation sans contraintes quadratique suivant

min {f(x) : x ∈ Rn} = min

{
1

2
xTQx− bTx : x ∈ Rn

}
(PQSC)

Rahali Noureddine 26 Univ. Ferhat Abbas Setif 1



4.4. MÉTHODE DU GRADIENT CONJUGUÉ. CAS NON QUADRATIQUE

Démarrant d’un point x0 ∈ Rn quelconque, considérons la suite {xk} générée par l’algo-
rithme du gradient conjugué quadratique définie par

gk = ∇f(xk) = Qxk − b, k = 0, 1...

βk =
gTk+1Qdk

dTkQdk
, k = 0, 1, .. (4.20)

dk =

{
−g0 si k = 0

−gk + βk−1dk−1 si k ≥ 1
(4.21)

αk = − gTk dk
dTkQdk

(4.22)

et

xk+1 = xk + αkdk, (4.23)

Alors la suite {xk} converge en n itérations vers la solution optimale x̂ du problème

(PQSC), c’est à dire que xn vérifie xn = x̂ et

Qx̂ = Qxn = b (4.24)

4.4 Méthode du gradient conjugué. Cas non quadra-

tique

4.4.1 Introduction et différentes formes du gradient conjugué

non quadratique

Soit f : Rn → R non quadratique. On cherche à résoudre le problème non quadratique
sans contraintes (PNQSC) suivant :

min {f (x) : x ∈ Rn} (4.25)

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problèmes du type (PN-

QSC), on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode est surtout utilisée

pour les problèmes de grande taille.

Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel ([28]), pour la mini-

misation des fonctions quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non quadratique. Ceci

a été réalisé pour la première fois, en 1964 par Fletcher et Reeves ([26]) (méthode de
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4.4. MÉTHODE DU GRADIENT CONJUGUÉ. CAS NON QUADRATIQUE

Fletcher-Reeves) puis en 1969 par Polak, Ribière ([41]) et Ployak ([40]) (méthode de Polak-

Ribière-Ployak). D’autres variantes ont été étudiées plus tard ([24],[57],[27])Une autre

variante a été étudiée en 1987 par Fletcher ([25]) (Méthode de la descente conjuguée).

Toutes ces méthodes génèrent une suite {xk}k∈N de la façon suivante :

xk+1 = xk + αkdk (4.26)

Le pas αk ∈ R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou recherche

linéaire exacte ou inexacte du type Armijo, Goldstein ou Wolfe.

Les directions dk sont calculées de façon récurrente par les formules suivantes :

dk =

{
−g0 si k = 0

−gk + βk−1dk−1 si k ≥ 1
(4.27)

avec gk = ∇f(xk) et βk ∈ R.
Les différentes valeurs attribuées à βk définissent les différentes formes du gradient

conjugué.

Si on note

yk−1 = gk − gk−1, sk = xk+1 − xk (4.28)

on obtient les variantes suivantes :

1952 ([28])- Gradient conjugué variante Hestenes - Stiefel(HS)

βHSk =
gTk+1yk

dTk yk
(4.29)

1964 ([26])-Gradient conjugué variante Fletcher Reeves(FR)

βFRk =
‖gk+1‖2

‖gk‖2
(4.30)

1969 ([41],[40])- Gradient conjugué variante Polak-Ribière-Polyak(PRP)

βPRPk =
gTk+1yk

‖gk‖2
(4.31)

1987 ([25])- Gradient conjugué variante descente conjuguée —Fletcher (CD)

βCDk = − ‖gk‖2

dTk−1gk−1
(4.32)
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1991 ([36])- Gradient conjugué variante Liu - Storey(LS)

βLSk = −
gTk+1yk

dTk gk
(4.33)

1999 ([11])- Gradient conjugué variante de Dai-Yuan(DY)

βDYk =
‖gk‖2

dTk−1yk−1
(4.34)

2005([27])- Gradient conjugué variante Hager-Zhang(HZ)

βHZk =

(
yk − 2dk

‖yk‖2

dTk yk

)T
gk+1
dTk yk

(4.35)

2012([42])- Gradient conjugué variante Rivaie-Mustafa-Ismail-Leong(RMIL)[60]

βRMIL
k−1 =

gTk (gk − gk−1)
‖dk−1‖2

(4.36)

Remarque 4.4.1 Dans le cas où f n’est pas quadratique on a

βHSk 6= βFRk 6= βPRPk 6= βCDk 6= βLSk 6= βDYk 6= βHZk 6= βRMIL
k (4.37)

Par conséquent, en appliquant l’algorithme du gradient conjugué non quadratique, en uti-

lisant les coéffi cients βk figurant dans (4.37), on obtient des suites {xk}k∈N différentes.

Que se passe t’il si f est quadratique strictement convexe et si αk est obtenue par une

recherche linéaire exacte. La réponse à cette question se trouve dans le théorème suivant.

Théorème 4.4.1 Si f(x) = 1
2
xTQx−bTx, avec Q symétrique définie positive, x ∈ Rn, b ∈

Rn et si αk est obtenue par une recherche linéaire exacte. Notons

βk =
gTk+1Qdk

dTkQdk
,

alors on a

βk = βHSk = βFRk = βPRPk = βCDk = βLSk = βDYk = βHZk = βRMIL
k (4.38)

et l’algorithme du gradient conjugué quadratique génère la même suite {xk}k∈N .
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4.4.2 Algorithme du gradient conjugué non quadratique

Introduction

Soit f : Rn → R non quadratique et (PNQSC) le problème de minimisation non

quadratique sans contraintes suivant :

min {f (x) : x ∈ Rn} (PNQSC)

Pour construire l’algorithme du gradient conjugué cas non quadratique, on peut s’inspirer

de l’algorithme du gradient conjugué quadratique établi au chapitre précédent. Contraire-

ment au cas quadratique, on n’a pas de matrice Q. Par conséquent on n’a pas de directions

Q conjuguées. Comme dans le cas quadratique, l’algorithme du gradient conjugué cas non

quadratique génère une suite {xk}k∈N de la manière suivante :

xk+1 = xk + αkdk

L’algorithme démarre d’un point x0 ∈ Rn quelconque.

A l’itération k

Supposons qu’on ait le vecteur xk ∈ Rn et la direction dk−1. Ceci nous permet de
calculer ∇f(xk) au lieu gk = Qxk − b dans le cas quadratique. Pour avoir xk+1, on a

besoin de calculer αk et dk.

Calcul de dk :

dk = − ∇f(xk) + βk−1dk−1 (4.39)

On a huit façons pour calculer βk−1

βHSk−1 =
∇f(xk)

T (∇f(xk)−∇f(xk−1))

dTk−1(∇f(xk)−∇f(xk−1))

βPRk−1 =
∇f(xk)

T (∇f(xk)−∇f(xk−1))

‖ ∇f(xk−1) ‖2

βFRk−1 =
‖ ∇f(xk) ‖2
‖ ∇f(xk−1) ‖2

βDYk−1 =
‖ ∇f(xk) ‖2

dTk−1(∇f(xk)−∇f(xk−1))

βLSk−1 = −∇f(xk)
T (∇f(xk)−∇f(xk−1))

dTk−1∇f(xk−1)
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βCDk−1 = − ‖∇f(xk)‖2

dTk−1∇f(xk−1)

βHZk−1 =

(
(∇f(xk)−∇f(xk−1))− 2dk−1

‖∇f(xk)−∇f(xk−1)‖2

dTk−1(∇f(xk)−∇f(xk−1))

)T
∇f(xk)

(∇f(xk)−∇f(xk−1))Tyk−1

βRMIL
k−1 =

(∇f(xk))
T (∇f(xk)−∇f(xk−1))

‖dk−1‖2

Calcul de αk
Ayant obtenu dk , rappelons que αk vérifie

f(xk + αkdk) = min {f(xk + αdk) : α ∈]0,+∞[} . (4.40)

Dans le cas où f(x) = 1
2
xTQx − b, Q symétrique définie positive, αk solution de (4.40),

est donnée par la relation suivante

αk = − gTk dk
dTkQdk

. (4.41)

Dans le cas où f n’est pas quadratique, αk ne peut pas être calculée par la formule (4.41).

On calcule dans ce cas αk par d’autres méthodes. On utilise par exemple la méthode du

nombre d’or ou la méthode de dichotomie. Comme on le verra plus loin, αk peut être

calculée par une recherche linéaire inexacte d’Armijo ou Goldstein ou Wolfe.

Algorithme du Gradient conjugué non quadratique

I Etape1
Choisir x0 ∈ Rn quelconque et ε > 0

I Etape2
Poser k = 0

Calculez g0 = ∇f(x0). Posez d0 = −g0
I Etape3
Calculez αk en utilisant une rechreche linéaire exacte ou inexacte d’Armijo ou de

Goldstein ou de Wolfe ou de Wolfe Forte

Calculez xk+1 = xk + αkdk

I Etape4
Si ‖∇f(xk+1)‖ < ε, Stop, x∗ = xk+1. Sinon allez à Etape5

I Etape5
Calculez gk+1 = ∇f(xk+1)
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Calculez βk par l’une des manières suivantes

βk = βHSk ou βk = βFRk ou βk = βPRPk ou βk = βCDk

ou βk = βLSk ou βk = βDYk ou βk = βHZk ou βk = βRMIL
k

Calculez

dk+1 = −gk+1 + βkdk

Posez k = k + 1 et allez à Etape3.
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CHAPITRE 5

ACCÉLÉRATION DE LA

CONVERGENCE DE LA MÉTHODE DU

GRADIENT. CAS DES RECHERCHES

LINÉAIRES INEXACTES D’ARMIJO

5.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre 3, que la méthode de la plus forte pente, malgé sa

simplicité, présente l’inconvénient d’être très lente au voisinage des points stationnaires.

Pour y remédier à cet inconvénient nous essayerons dans cette section, qui constitue l’une

des parties originales de cette thèse, d’accélérer la convergence de la méthode du gradient.

Pour celà nous appliquons à la suite générée par la méthode du gradient, l’ε−algorithme,
version Florent Cordellier.

Nous appellerons le nouveau algorithme l’epsilon steepest descent version Cordellier.

La recherche linéaire utilisée dans cette étude est la recherche linéaire inexacte d’Armijoo

rencontrée au chapitre 2.

Une étude semblable à notre étude a été établie par Benzine et Djeghaba ([16]) où les

deux auteurs ont utilisé une recherche linéaire exacte.

33



5.2. L’EPSILON STEEPEST DESCENT VERSION WYNN

5.2 L’epsilon steepest descent version Wynn

Pour les notions concernant les méthodes d’accélération de la convergence, voir le livre

de Brezinski ([8]). Etant donnée une suite {sn}n∈N , Wynn a considéré la suite {εn}n∈N
définie par

εn =
snsn+2 − (sn+1)

2

sn+2 − 2sn+1 + sn
, n = 0, 1, 2, ... (5.1)

Remarque 5.2.1 Pour calculer la quantité εn, il suffi t d’avoir les éléments : sn, sn+1 et
sn+2 de la suite {sn} .

5.2.1 L’algorithme epsilon steepest descent version Wynn

I Initialisation : Soit f : Rn → R. L’algorithme commence par un point initial
x0 ∈ Rn, les composantes de x0 seront notées comme suit :

x0 = (x10, x
2
0, ..., x

i
0, ..., x

n
0 ),

poser k = 0 et aller à l’étape principale.

I Etape principale : Supposons qu’à l’étape k on ait le point xk,

xk = (x1k, x
2
k, ..., x

i
k, ..., x

n
k),

si ‖∇f(xk)‖ = 0 stop ; sinon poser

rk = xk,

rk = (r1k, r
2
k, ..., r

i
k, ..., r

n
k ),

* Calculer par la méthode steepest descent les successeurs sk et tk de rk, c’est à dire

sk = (s1k, s
2
k, ..., s

i
k, ..., s

n
k),

tk = (t1k, t
2
k, ..., t

i
k, ..., t

n
k),

sk = rk − λk∇f(rk),

λk solution optimale de la recherche linéaire inexacte d’Armijo (voir Chapitre2, relation

2.13), c’est à dire que λk vérifie la relation d’Armijo suivante

f(xk − λk∇f(xk)) ≤ f(xk)− λkµ ‖∇f(xk)‖2 , 0 < µ < 1

Rahali Noureddine 34 Univ. Ferhat Abbas Setif 1



5.3. L’EPSILON STEEPEST DESCENT ALGORITHME VERSION F. CORDELLIER

tk = sk − βk∇f(sk),

βk solution optimale de la recherche linéaire inexacte d’Armijo (voir Chapitre2, relation

2.13), c’est à dire βk vérifie :

f(xk − βk∇f(xk)) ≤ f(xk)− βkµ ‖∇f(xk)‖2 , 0 < µ < 1

* Calculer

tik − 2sik + rik; i = 1, ...n

Si

tik − 2sik + rik 6= 0; i = 1, ...n

calculer

εk2 =
(
εk,12 , εk,22 , ...εk,i2 , ...ε

k,n
2

)
,

avec

εk,i2 =
rikt

i
k − (sik)

2

tik − 2sik + rik
, i = 1, 2, ...n.

Si f(εk2) < f(tk) poser

xk = εk2.

Remplacer k par k + 1 et aller l’étape principale.

Si f(εk2) ≥ f(tk) ou si t
i0
k − 2si0k + ri0k = 0; i0 ∈ {1, ...n} , poser

xk = tk.

Remplacer k par k + 1 et aller à l’étape principale.

5.3 L’epsilon steepest descent algorithme version F.

Cordellier

Etant donnée une suite {sn}n∈N , F. Cordellier ([10]) propose une autre formule pour
l’epsilon algorithme. Les quantites εn peuvent être calculées de la façon suivante :

εn = Sn+1 +

[
1

Sn+2 − Sn+1
− 1

Sn+1 − Sn

]−1
(5.2)

Les calculs numériques ont montré que l’epsilon algorithme avec la formule ( 5.2 ) est

plus stable qu’avec la formule (5.1).
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5.3.1 L’algorithme epsilon steepest descent version F. Cordel-

lier.

I Initialisation : L’algorithme commence par un point initial x0 ∈ Rn, les compo-
santes de x0 seront notées comme suit :

x0 = (x10, x
2
0, ..., x

i
0, ..., x

n
0 ),

poser k = 0 et aller à l’étape principale.

I Etape principale : Supposons qu’à l’étape k on ait le point xk,

xk = (x1k, x
2
k, ..., x

i
k, ..., x

n
k),

si ‖∇f(xk)‖ = 0 stop ; sinon poser

rk = xk,

rk = (r1k, r
2
k, ..., r

i
k, ..., r

n
k ),

* Calculer par la méthode de steepest descent les successeurs sk et tk de rk, c’est à

dire

sk = (s1k, s
2
k, ..., s

i
k, ..., s

n
k),

tk = (t1k, t
2
k, ..., t

i
k, ..., t

n
k),

sk = rk − λk∇f(rk),

λk solution optimale de la recherche linéaire inexacte d’Armijoo (voir Chapitre2, relation

2.13), c’est à dire que λk vérifie la relation d’Armijo suivante

f(xk − λk∇f(xk)) ≤ f(xk)− λkµ ‖∇f(xk)‖2 , 0 < µ < 1

tk = sk − βk∇f(sk),

βk solution optimale de la recherche linéaire inexacte d’Armijoo (voir Chapitre2, relation),

c’est à dire βk vérifie :

f(xk − βk∇f(xk)) ≤ f(xk)− βkµ ‖∇f(xk)‖2 , 0 < µ < 1

* Calculer

sik − rik ; tik − sik;
1

tik − sik
− 1

sik − rik
, i = 1, ...., n
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Si sik − rik 6= 0 , tik − sik 6= 0 et 1
tik−sik

− 1
sik−rik

6= 0

Calculer

εk,i2 = sik +
1

1
tik−sik

− 1
sik−rik

, i = 1, ....n

Si f(εk2) < f(tk)

Poser xk = εk2,remplacer k par k + 1 et aller à l’étape 1.

Si f(εk2) ≥ f(tk) ou s
i0
k − r

i0
k = 0 ou ti0k − s

i0
k = 0 ou 1

t
i0
k −s

i0
k

− 1

s
i0
k −r

i0
k

= 0, i0 ∈ {1, ...., n}
Poser xk = tk,remplacer k par k + 1 et aller à l’étape 1.

5.4 Convergence de l’epsilon steepest descent algo-

rithme : cas des recherches linéaires inexactes

d’Armijo

Théorème 5.4.1 f : Rn → R, telle que ∇f(x) est continument Lipschitzien de constante

G dans l’ensemble δ(x0) = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f(x0)} , x0 ∈ Rn quelconque. Considérons
l’algorithme de la méthode ε steepest descent avec la recherche linéaire inexacte d’Armijo.

Soit {xk} une suite générée par cet algorithme. Alors ou bien il s’arrête après un nombre
fini d’itérations en un point xk0 tel que ∇f(xk0) = 0, ou bien il génère une suite infinie

{xk}k∈N telle que
∇f(xk) −→

k→∞
0.

Preuve. Supposons que l’algorithme Armijo epsilon steepest descent génère une suite
infinie {xk}k∈N. Dans l’étape principale de l’algorithme, les vecteurs sk et tk sont obtenus
en utilisant deux fois la méthode de la plus forte pente avec la recherche linéaire inexacte

d’Armijo. Les vecteurs sk et tk sont les successeurs de xk, et sont utilisés pour calculer

xk+1 (voir Etape principale de l’algorithme). Notons que

sk = xk − λk∇f(xk),

λk = α
2t

(α > 0 est une constante définie par la recherche linéaire inexacte d’Armijo)

verifiant la condition d’Armijo suivante :

ϕ

(
α

2t

)
≤ ϕ̂

(
α

2t

)
(5.3)

avec

ϕ(
α

2t
) = f

(
xk −

α

2t
∇f (xk)

)
, (5.4)
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et

ϕ̂

(
α

2t

)
= f(xk)−

α

2t
c∇f (xk)

t∇f (xk) , (5.5)

c ∈ ]0, 1[ , α > 0, t ∈ N, telle que l’inégalité (5.3) soit satisfaite. Prenant en considération
les relations (5.3), (5.4) et (5.5), on obtient :

f (sk) = f

[
xk −

α

2t
∇f (xk)

]
(5.6)

≤ f(xk)− c
α

2t
‖∇f (xk)‖2 .

(5.6) implique

f (sk)− f(xk) ≤ −c
α

2t
‖∇f (xk)‖2 . (5.7)

D’un autre coté et en utilisant le théorème de la moyenne on obtient :

f (sk)− f(xk) = (sk − xk)T ∇f (x̃) ; x̃ = λsk + (1− λ)xk, λ ∈]0, 1[. (5.8)

Dans la mesure où

sk = xk − αk∇f (xk) , αk =
α

2t
, (5.9)

alors

f (sk)− f(xk) = −αk∇f (xk)
t .∇f (x̃) (5.10)

= −αk∇f (xk)
t [∇f (xk)−∇f (xk) +∇f (x̃)]

= −αk ‖∇f (xk)‖2 + αk∇f (xk)
t [∇f (xk)−∇f (x̃)] .

x̃ = λsk + (1− λ)xk, λ ∈]0, 1[. Notons que la suite {f(xk)}k∈N , est décroissante, donc

xk ∈ δ(x0), k = 0, 1, ...

Maintenant et en utilisant l’inégalité de Cauchy Schwarz inequality et le fait que le gradient

de f est Lipschitzien de constante K, on a :

f (sk)− f(xk) ≤ −αk ‖∇f (xk)‖2 + αk ‖∇f (xk)‖ ‖∇f (xk)−∇f (x̃)‖ (5.11)

≤ −αk ‖∇f (xk)‖2 + αk ‖∇f (xk)‖K ‖xk − x̃‖

Notons que x̃ = λsk + (1− λ)xk, λ ∈]0, 1[, alors

‖xk − x̃‖ = ‖(1− λ)(xk − xs)‖ ≤ |(1− λ)| ‖(xk − xs)‖ < ‖(xk − xs)‖ . (5.12)
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(5.11) et (5.12) impliquent

f (sk)− f(xk) ≤ −αk ‖∇f (xk)‖2 + αk ‖∇f (xk)‖K ‖xs − xk‖

Remarquons que xs − xk = xk − αk∇f (xk)− xk = −αk∇f (xk) , αk = α
2t
, alors on a

f (sk)− f(xk) ≤ −αk ‖∇f (xk)‖2 + αk ‖∇f (xk)‖Kαk ‖∇f (xk)‖ . (5.13)

Par conséquent, on obtient :

f (sk)− f(xk) ≤ −
α

2t
‖∇f (xk)‖2

[
1−K α

2t

]
. (5.14)

Maintenant choisissons t > 0, le plus petit entier tel que l’inégalité suivante soit vérifiée

(voir l’algorithme d’Armijo, Chapitre 2)

2t ≥ Kα

1− c (5.15)

(5.15) implique

1−K α

2t
≥ c. (5.16)

donc

1−K α

2t−1
< c. (5.17)

(5.16) implique

− α

2t
‖∇f (xk)‖2

[
1−K α

2t

]
≤ −α

2t
c ‖∇f (xk)‖2 , c ∈]0, 1[, (5.18)

et (5.17) donne

−K α

2t−1
< c− 1⇒ K

α

2t−1
> 1− c.

par conséquent

− α

2t
c < −c(1− c)

2K
. (5.19)

Notons que le choix de t > 0 satisfaisant (5.15) implique que l’inégalité (5.7) est vraie. Par

conséquent et prenant en considération les relations (5.14), (5.16), (5.17), (5.18), (5.19),

on obtient :

f (sk)− f(xk) ≤ −
c(1− c)

2K
‖∇f (xk)‖2 . (5.20)
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Notons G = − c(1−c)
2K

. Il est clair que G < 0 et (5.20) donne

f (sk)− f(xk) ≤ G ‖∇f (xk)‖2 . (5.21)

Considérons maintenant tk le successeur de sk, tk = sk−βk∇f(sk). Faisant de même avec

tk, on obtient

f (tk)− f(sk) ≤ G ‖∇f (sk)‖2 . (5.22)

Nous allons montrer maintenant que

lim
k→∞
‖∇f (xk)‖ = 0.

En effet. Considerons

f (xk+1)− f(xk) = f
(
εk2
)
− f (tk) + f (tk)− f(sk) + f(sk)− f(xk)

Notons que

f
(
εk2
)
− f (tk) < 0 (voir (4)).

alors

f (xk+1)− f(xk) < f (tk)− f(sk) + f(sk)− f(xk)

Les relations (5.21) et (5.22) impliquent

f (xk+1)− f(xk) < G
(
‖∇f (xk)‖2 + ‖∇f (sk)‖2

)
. (5.23)

Notons que {f(xk)}k∈N est décroissante et par conséquent a une limite (autrement inf f(x) =

−∞). Donc la relation (5.23) implique

‖∇f (xk)‖2 + ‖∇f (sk)‖2 <
1

G
[f (xk+1)− f(xk)] . (5.24)

Prenant lim quand k →∞, on obtient

lim
k→∞

(
‖∇f (xk)‖2 + ‖∇f (sk)‖2

)
≤ 0 (5.25)

D’autre part, on a

lim
k→∞

(
‖∇f (xk)‖2 + ‖∇f (sk)‖2

)
≤ lim

k→∞

(
‖∇f (xk)‖2 + ‖∇f (sk)‖2

)
(5.26)
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et

0 ≤ lim
k→∞

(
‖∇f (xk)‖2 + ‖∇f (sk)‖2

)
(5.27)

Les inégalités (5.25), (5.26) and (5.27) impliquent

0 ≤ lim
k→∞

(
‖∇f (xk)‖2 + ‖∇f (sk)‖2

)
(5.28)

≤ lim
k→∞

(
‖∇f (xk)‖2 + ‖∇f (sk)‖2

)
≤ 0

qui implique

lim
k→∞

(
‖∇f (xk)‖2 + ‖∇f (sk)‖2

)
(5.29)

= lim
k→∞

(
‖∇f (xk)‖2 + ‖∇f (sk)‖2

)
= lim

k→∞

(
‖∇f (xk)‖2 + ‖∇f (sk)‖2

)
= 0

Notons que

0 ≤ ‖∇f (xk)‖2 ≤ ‖∇f (xk)‖2 + ‖∇f (sk)‖2 (5.30)

et

0 ≤ ‖∇f (sk)‖2 ≤ ‖∇f (xk)‖2 + ‖∇f (sk)‖2 (5.31)

Finallement, the inégalités (5.29), (5.30) and (5.31) impliquent

lim
k→∞
‖∇f (xk)‖ = lim

k→∞
‖∇f (sk)‖ = 0.

5.5 Résultats numériques et comparaisons

Dans cette section, on donne les résultats des tests numériques obtenus en implémen-

tant l’Algorithme Armijo Epsilon Steepest Descent. Nos programmes sont écrits en For-

tran et compilés dans une station de calcul Intel Pentium 4 , 2 GHz. Nous avons séléctionné

52 fonctions test de base utilisées dans l’optimisation sans contraintes de ([2] , [6]). Pour

chaque fonction test nous avons effectué 20 experiences numériques en faisant varier le

nombre de variables : n = 2, 10, 30, 50, 70, 100, 300, 500, 700, 900, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000,

6000, 7000, 8000, 9000, 10000. On expose dans l’annexe les résultats des tests numé-

riques. Le critère d’arrêt est fixé à : ‖∇f (xk)‖ < 10−6.

Nous avons défini le critère de comparaison entre deux algorithmes : ALG1 et ALG2,
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5.5. RÉSULTATS NUMÉRIQUES ET COMPARAISONS

comme suit : Soient fALG1i et fALG2i les valeurs optimales obtenues par ALG1 et ALG2,

pour les problèmes i = 1, ..., 962, respectivement. Pour le problème i, nous considérons

que ALG1 est plus performant que ALG2 si :

∣∣fALG1i − fALG2i

∣∣ < 10−3

et le nombre d’itérations ou le CPU temps de ALG1 est plus petit que le nombre

d’itérations ou le CPU temps de ALG2.

Dans l’ensemble des tests numériques nous comparons l’Algorithme Armijo Epsilon

Steepest Descent à la méthode Steepest descent. On résume tout celà dans la Figure 1

dans laquelle on trouve : Dolan et Moré CPU performance profile de la méthode Armijo

Epsilon

Du point de vue graphique, le graphe de la méthode la plus performante se trouve au

dessus de la méthode la méthode la moins performante.

Rahali Noureddine 42 Univ. Ferhat Abbas Setif 1



CHAPITRE 6

ACCÉLÉRATION DE LA

CONVERGENCE DE LA METHODE DU

GRADIENT PAR UTILISATION DU

GRADIENT CONJUGUÉ

6.1 Introduction

La méthode du gradient conjugué est considérée comme l’une des méthodes les plus

importantes utilisées pour accélérer l’algorithme du gradient, et à cette fin, de nombreux

algorithmes connexes ont été développés. Citons quelques travaux parmi les plus impor-

tants ([13], [14], [44], [7], [39], [46], [45], [47], [49], [52], [58], [38], [53], [35], [51], [54], [43],

[29], [31], [33], [56], [37]).

Ce chapitre contient le deuxième résultat original de cette thèse. On exposera une

nouvelle méthode qui accélère la convergence de la méthode du gradient (Méthode de la

plus forte pente) en utilisant une nouvelle version du gradient conjugué et une recherche

linéaire inéxacte de Wolfe forte. On montrera que cet algorithme génère des directions de

descente et converge globalement. Il est aussi trés performant numériquement.
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6.2. DESCRIPTION DE LA MÉTHODE

6.2 Description de la méthode

Cette méthode comme les autres métodes du gradient conjugué génère des suites {xk}
de la forme suivante :

xk+1 = xk + αkdk (6.1)

Notons

gk = ∇f(xk)

les directions dk sont définies par la formule de récurrence suivante :

dk =

{
−g0 si k = 0

−gk + βkdk−1 si k ≥ 1
(6.2)

Le pas αk ∈ R+ étant déterminé par une nouvelle recherche linéaire obtenue à partir
de la recherche linéaire inéxacte de Wolfe forte.

Le coeffi cient βk = βBRBk (Belloufi-Rahali-Benzine) est déterminé par la formule sui-

vante :

βBRBk =
‖gk+1‖2

‖dk‖2
(6.3)

6.3 Une nouvelle recherche linéaire

6.3.1 Recherche linéaire inexacte de Wolfe forte

Le pas αk obtenu par la recherche linéaire inéxacte de Wolfe forte est définie par les

deux relations suivantes :

f(xk + αkdk) ≤ f (xk) + δαkg
T
k dk (6.4)∣∣∣dTk g(xk + αkdk)

∣∣∣ ≤ −σdTk gk, (6.5)

où 0 < δ < σ < 1 sont des constantes.

6.3.2 Modification de la recherche linéaire inéxacte de Wolfe

forte

Le pas αk est accépté par la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte modifiée si les

deux conditions suivantes sont vérifiées :

f(xk + αkdk)− f (xk) ≤ δαkg
T
k dk (6.6)
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6.4. LE NOUVEAU ALGORITHME CGBRB(GRADIENT CONJUGUÉ
BELLOUFI-RAHALI-BENZINE)

∣∣g(xk + αkdk)
Tdk
∣∣ ≤ −σgTk dk ‖dk‖2‖gk‖2

(6.7)

où 0 < δ < σ < 1 sont des constantes

6.4 Le nouveau Algorithme CGBRB(Gradient Conju-

gué Belloufi-Rahali-Benzine)

Algorithme ( BRB) :

I Etape 0 : x1 ∈ Rndonné. Posez d1 = −g1, k := 1.

I Etape1 : Si ‖gk‖ = 0 Alors stop. Sinon allez à Etape 2.

I Etape 2 : Posez xk+1 = xk +αkdk où dk est définie à partir des relations (6.2),(6.3)

et αk vérifiant les conditions de Wolfe fortes modifiées (6.6) et (6.7).

I Etape 3 : Posez k := k + 1 et allez à Etape 1.

6.5 Propriété de descente et convergence globale

Le théorème qui suit montre ques les directions dk sont des directions de descente.

Théorème 6.5.1 Si αk est calculé satisfaisant les conditions de Wolfe fortes modifiées
(6.6) et (6.7) avec σ ∈

]
0, 1

2

]
, Alors pour le nouveau gradient conjugué CGBRB on a pour

tout k

−
k−1∑
j=0

σj ≤ gTk dk

‖gk‖2
≤ −2 +

k−1∑
j=0

σj (6.8)

et par conséquent on obtient la propriété de descente

gTk dk < 0,∀k (6.9)

Preuve. On démontre ce théorème en procédent par récurence. Pour k = 1, les équations

(6.8) et (6.9) sont clairement vérifiées.

Supposons que (6.8) et (6.9) soient vraies pour k ≥ 1.

De la définition (6.2) et (6.3) de dk+1, on a

gTk+1dk+1

‖gk+1‖2
= −1 +

gTk+1dk

‖dk‖2
(6.10)
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6.5. PROPRIÉTÉ DE DESCENTE ET CONVERGENCE GLOBALE

et par conséquent on obtient en utilisant (6.7) et (6.9) que

− 1 + σ
gTk dk

‖gk‖2
≤
gTk+1dk+1

‖gk+1‖2
≤ −1− σ g

T
k dk

‖gk‖2
(6.11)

Soit en utilisant la relation de récurence (6.8), on obtient :

−
k∑
j=0

σj = −1− σ
k−1∑
j=0

σj ≤
gTk+1dk+1

‖gk+1‖2

≤ −1 + σ
k−1∑
j=0

σj = −2 +

k∑
j=0

σj

Par conséquent , (6.8) est aussi vraie pour k + 1.

Puisque

gTk+1dk+1 ≤ ‖gk+1‖
2

(
−2 +

k∑
j=0

σj

)
(6.12)

et
k∑
j=0

σj <
∞∑
j=0

σj =
1

1− σ (6.13)

où σ ∈
]
0, 1

2

]
, il s’ensuit de 1−σ > 1

2
que −2 +

k∑
j=0

σj < 0. Donc, de (6.12), on obtient

gTk+1dk+1 < 0. La preuve par récurence est ainsi términée.

Pour démontrer la convergence globale nous avons besoin de l’hypothèse suivante :

Hypothèse 3.1 :

Supposons que f soit continument différentiable et que l’ensemble

L = {x ∈ Rn | f (x) ≤ f (x1)}

soit borné.

Théorème 6.5.2 Supposons que l’algorithme démarre d’un point x1 et que l’hypothèse
3.1 soit vérifiée. Supposons que le nouveau algorithme soit défini à partir des relations

(6.2) et (6.3). Supposons aussi que le pas αk soit obtenu par la recherche linéaire de

Wolfe forte modifiée (6.6) et (6.7) avec δ < σ < 1
2
et que

1

‖dk−1‖4
≤ 1

‖gk−1‖4
(6.14)
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6.5. PROPRIÉTÉ DE DESCENTE ET CONVERGENCE GLOBALE

Alors le nouveau algorithme CGBRB est globalement convergent i.e

lim inf
k−→∞

‖gk‖ = 0 (6.15)

Preuve. Nous avons démontré dans le théorème 6.5.1 que notre algorithme jouit de la
propriété de decente. Par conséquent et tenant compte de (6.7), (6.8), et (6.13) on a

∣∣gTk dk−1∣∣ ≤ −σgTk−1dk−1
‖dk−1‖2

‖gk−1‖2
≤ ‖dk−1‖2 σ

k−2∑
j=0

σj (6.16)

= ‖dk−1‖2
k−1∑
j=0

σj ≤ σ

1− σ ‖dk−1‖
2 (6.17)

D’où en prenant en considération la définition de dk et utilisant (6.3) et (6.16) on obtient

que

‖dk‖2 = ‖gk‖2 − 2βk−1g
T
k dk−1 + β2k−1 ‖dk−1‖

2

≤ ‖gk‖2 +
2σ

1− σβk ‖dk−1‖
2 + β2k−1 ‖dk−1‖

2

=

(
1 + σ

1− σ

)
‖gk‖2 +

‖gk‖4

‖dk−1‖4
‖dk−1‖2

≤
(

1 + σ

1− σ

)
‖gk‖2 +

‖gk‖4

‖gk−1‖4
‖dk−1‖2 (6.18)

où on a utililisé le fait que
1

‖dk−1‖4
≤ 1

‖gk−1‖4

Si on applique cette relation plusieurs fois on a

‖dk‖2 ≤
(

1 + σ

1− σ

)
‖gk‖4

k∑
j=1

1

‖gj‖2
(6.19)

Démontrons maintenant par l’absurde la relation (6.15). Supposons le contraire. Alors il

existe ε > 0 tel que

‖gk‖ ≥ ε > 0 (6.20)

pour k suffi samment grand. {gk} est bornée dans l’ensemble L, il s’ensuit en prenant en
considération (6.19) que

‖dk‖2 ≤ c1k (6.21)
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6.6. EXPÉRIENCES NUMÉRIQUES

où c1 est une constante positive. Or d’après (6.8) et (6.13) on a

cos θk ≥
(

1− 2σ

1− σ

)
‖gk‖
‖dk‖

(6.22)

où θk est l’angle entre dk et gk. Puisque σ < 1
2
, donc en substituant (6.21) et (6.20) dans

(6.22), on obtient

∑
k

cos2 θk ≥
(

1− 2σ

1− σ

)2∑
k

‖gk‖2

‖dk‖2
≥ c2

∑
k

1

k
(6.23)

où c2 est une constante positive. Par conséquent la série
∑
k

cos2 θk est divergente.Soit M

le sup de
∥∥∇2f(x)

∥∥ dans l’ensemble L, alors
gTk+1dk =

(
gk + ak∇2f(x)

)T
dk ≤ gTk dk +Mak ‖dk‖2

Par conséquent en utilisant (6.7) et (6.14) on obtient :

ak ≥ −
(1− σ)

M ‖dk‖2
gTk dk (6.24)

Soit en substituant ak de (6.24) dans (6.6), on obtient

fk+1 ≤ fk − c3 ‖gk‖2 cos2 θk,

où c3 = (1−σ)δ
M

> 0. Puisque f (x) est minorée, donc
∑
k

‖gk‖2 cos2 θk converge, qui implique

bien sur que
∑
k

cos2 θk converge (voir (6.20)). Ceci contredit (6.23). La preuve est términée.

6.6 Expériences numériques

Dans cette partie nous allons effectuer des tests numériques pour montrer l’effi cacité

et la performance du nouveau algorithme (BRB).

6.6.1 Principe :

Nous testons l’algorithme (BRB) en mettant en oeuvre pour résoudre les 750 pro-

blèmes de test de la collection CUTEr établie dans [55]. Dans la recherche linéaire de

Wolfe, les paramètres ρ = 0.0001, σ = 0.9. La tolérance est prise en considérant le critère
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6.6. EXPÉRIENCES NUMÉRIQUES

d’arrêt de l’algorithme ‖gk‖∞ ≤ 10−10.

6.6.2 Etapes :

Nous comparons BRB avec Steepest Descent Method, CG_DESCENT, et
PRP.
Ces méthodes sous la forme de (6.1), uniquement différentes dans le choix de dk.

6.6.3 Codes de programmation :

Tous les codes des procédures informatiques sont écrites en Fortran 77, et sont mises

en œuvre sur PC avec Processeur Intel(R) Core(TM) i7-2670QM CPU @ 2.20 GHz 2.20

GHz, 6.00 GB de mémoire RAM.

6.6.4 Résultats numériques :

Les résultats numériques détaillés, y compris le temps CPU en secondes et le nombre

d’itérations, le nombre de fonctions et l’implémentation des évaluations gradient pour

chaque méthode.

6.6.5 Profils de performance numérique :

Afin de démontrer l’effi cacité de notre méthode, l’utilisation des profils de Dolan et

Moré ([17]) présentera une multitude d’informations, y compris l’effi cacité et la robustesse.

Plus analytiquement, le côté gauche de la figure présente le pourcentage de test problème

pour lequel une méthode se déroule le plus rapidement, le côté droit donne le pourcentage

des problèmes de test qui sont résolus avec succès. La courbe supérieure est la méthode qui

a résolu le plus de problèmes dans un temps qui se situait dans un facteur τ du meilleur

moment.

Les profils de performance numérique de la méthode du gradient conju-
gué CGBRB, CGDescent, Steepest descent method et PRP basés sur le
temps CPU.
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6.6. EXPÉRIENCES NUMÉRIQUES

les profils de performance numérique de la méthode du gradient conjugué
CGBRB, CGDescent, Steepest descent method et PRP basés sur le nombre
d’itérations.

Les profils de performance numérique de la méthode du gradient conju-
gué CGBRB, CGDescent, Steepest descent method et PRP basés sur le
nombre d’évaluations de la fonction.
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6.6. EXPÉRIENCES NUMÉRIQUES

Les profils de performance numérique de la méthode du gradient conju-
gué CGBRB, CGDescent, Steepest descent method et PRP basés sur le
nombre d’évaluations de gradient.
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CHAPITRE 7

ANNEXE. RÉSULTATS DES TESTS

NUMÉRIQUES

7.1 Le programme qui génère les profils de perfor-

mance numérique

E.D. Dolan and J.J. Moré ([17]) a créé une nouvelle méthode pour comparer différents

résultats et les a traduits dans ce programme :

******function perf(T,logplot)***************

%PERF Performace profiles

% PERF(T,logplot)— produces a performace profile as described in Benchmarking

optimization software with performance profiles, E.D. Dolan and J.J. Moré, Mathematical

Programming, 91 (2002), 201—213.

%Each column of the matrix T defines the performance data for a solver.

%Failures on a given problem are represented by a NaN.

%The optional argument logplot is used to produce a log (base 2) performance plot.

%This function is based on the perl script of Liz Dolan. Jorge J. Moré, June 2004

if (nargin < 2) logplot = 0 ; end

colors = [’m’’b’’r’’g’’c’’k’’y’] ;

lines = [’:’’-’’-.’’—’] ;

markers = [’x’’*’’s’’d’’v’’̂ ’’o’] ;

[np,ns] = size(T) ;

% Minimal performance per solver
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7.1. LE PROGRAMME QUI GÉNÈRE LES PROFILS DE PERFORMANCE
NUMÉRIQUE

minperf = min(T,[],2) ;

% Compute ratios and divide by smallest element in each row.

r = zeros(np,ns) ;

for p = 1 : np

r(p, :) = T(p, :)/minperf(p) ;

end

if (logplot) r = log2(r) ; end

max_ratio = max(max(r)) ;

% Replace all NaN’s with twice the max_ratio and sort.

r(find(isnan(r))) = 2*max_ratio ;

r = sort(r) ;

% Plot stair graphs with markers.

clf ;

for s = 1 : ns

[xs,ys] = stairs(r( :,s),[1 :np]/np) ;

option = [’-’colors(s) markers(s)] ;

plot(xs,ys,option,’MarkerSize’,3) ;

hold on ;

end

% Axis properties are set so that failures are not shown,

% but with the max_ratio data points shown. This highlights

% the "flatline" effect.

axis([ 0 1.1*max_ratio 0 1 ]) ;

title(’Performance Profile based on the CPU time.’)

%title(’Performance Profile based on the iteration number.’)

legend(’EPSILON STEEPEST’,’STEEPEST’),

xlabel(’f’)

ylabel(’P(f)’)

% Legends and title should be added.

*******************************************************

Remarque 7.1.1 Les échecs sur un problème donné sont représentés par un NaN.
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7.2. RÉSULTATS NUMÉRIQUES : MÉTHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT

7.2 Résultats numériques : Méthodes steepest des-

cent et epsilon steepest descent

7.2.1 Codage

NE=infini=NaN= Les échecs sur un problème donné
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7.2. RÉSULTATS NUMÉRIQUES : MÉTHODES STEEPEST DESCENT ET
EPSILON STEEPEST DESCENT
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7.3. RÉSULTATS NUMÉRIQUES : MÉTHODES CGBRB ET AUTRES MÉTHODES
DU GRADIENT CONJUGUÉ

7.3 Résultats numériques : Méthodes CGBRB et autres

méthodes du gradient conjugué

7.3.1 Table 1

Liste des fonctions test

n : Nombre des variables
No Fonction n Points initiaux

1 Edensch 40,100 (0,0,...,0),(1,1,...,1)

2 Diagonal 3 40,100 (1,1,...,1),(0.1,0.1,...,0.1)

3 Partial Perturbed Quadratic 40,100 (0.01,0.01,...,0.01),(0.01,0.01,...,0.01)

4 Fletchcr 40,500 (1.1,1.1,...,1.1),(0.999,0.999,...,0.999)

5 Arwhead 40,500 (1,1,...,1),(0.01,0.01,...,0.01)

6 Nondia 40,10000 (1.001,1.001,...,1.001),(0.99999,0.99999,...,0.99999)

7 Generalized PSC1 100,500 (0.3,0.3,...,0.3),(0.3,0.3,...,0.3)

8 Perturbed Quadratic 100,500 (0.0001,0.0001,...,0.0001),(0.001,0.001,...,0.001)

9 Diagonal 2 100,500 (1,1,...,1),(1,1,...,1)

10 Broyden Tridiagonal 100,500 (0.99999,0.99999,...,0.99999),(0.99,0.99,...,0.99)

11 Dixmaane 500,1000 (0.001,0.001,...,0.001),(0.001,0.001,...,0.001)

12 Liarwhd 500,1000 (0.25,0.25,...,0.25),(0.2,0.2,...,0.2)

13 Nondquar 500,1000 (0.0015,0.0015,...,0.0015),(0.0012,0.0012,...,0.0012)

14 Partial Perturbed Quadratic 500,1000 (0.0000001,...,0.0000001),(0.0000001,...,0.0000001)

15 Quadratic diagonal Perturbed 500,1000 (0.00001,...,0.00001),(0.00001,...,0.00001)

16 Quadratic QF1 500,1000 (0,0,...,0),(0,0,...,0)

17 Tridiagonal Perturbed Quadratic 1000,10000 (0.000001,...,0.000001),(0.000001,...,0.000001)
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No Fonction n Points initiaux

18 Steepest Rosenbrog 1000,10000 (0.99999,...,0.99999),(0.99999,...,0.99999)

19 Sinquad 1000,10000 (0,0,...,0),(0,0,...,0)

20 Scaled Quadratic SQ2 1000,10000 (0.000000001,...,0.000000001),(0.00000001,...,0.00000001)

21 Scaled Quadratic SQ1 1000,10000 (0.0000001,...,0.0000001),(0.0000001,...,0.0000001)

22 Raydan 2 1000,10000 (0.3,0.3,...,0.3),(0.2,0.2,...,0.2)

23 Raydan 1 1000,10000 (0.001,0.001,...,0.001),(0.01,0.01,...,0.01)

24 Generalized White & Holst 1000,10000 (1.01,1.01,...,1.01),(1.01,1.01,...,1.01)

25 Generalized Tridiagonal 2 1000,10000 (0,0,...,0),(0,0,...,0)

26 Generalized Tridiagonal 1 1000,10000 (0.61,0.61,...,0.61),(0.61,0.61,...,0.61)

27 Dixmaanj 1000,10000 (1.99,1.99,...,1.99),(1.99,1.99,...,1.99)

28 Dixmaanf 1000,10000 (0.0001,...,0.0001),(0.0001,...,0.0001)

29 Extended Denschnf 1000,10000 (0.999,...,0.999),(0.999,...,0.999)

30 Extended Denschnb 1000,10000 (1,1,...,1),(1,1,...,1)

31 Cosine 1000,10000 (1.9,1.9,...,1.9),(1.5,1.5,...,1.5)

32 Biggsb1 1000,10000 (1,1,...,1),(1,1,...,1)

33 Almost Perturbed Quadratic 1000,10000 (1,1,...,1),(1,1,...,1)

34 Quadratic QF2 1000,10000 (1,1,...,1),(1,1,...,1)
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7.3.2 Table 2

Résultats des tests numériques des méthodes : CGBRB, Steepest descent method et
PRP

n : Nombre des variables
Problèmes n CGBRB Steepest descent method PRP

NI/NF/NG/NR NI/NF/NG/NR NI/NF/NG/NR

1 40 41/186/41/0 51/192/52/5 82/236/82/0

100 42/196/42/0 33/153/33/6 54/269/54/0

2 40 60/315/60/0 67/348/67/6 67/404/67/0

100 102/639/102/0 113/837/113/3 127/1012/127/0

3 40 50/298/50/0 51/320/51/2 - / - / - / -

100 64/463/64/0 67/499/67/12 111/959/111/0

4 40 34/395/34/0 - / - / - / - 34/502/43/0

500 36/413/36/0 - / - / - / - 37/428/37/0

5 40 19/128/19/0 21/99/22/7 36/366/37/0

500 34/366/34/0 44/512/45/12 67/713/68/0

6 40 39/454/39/0 22/249/22/6 62/798/62/0

10000 5/88/5/0 - / - / - / - 5/88/5/0

7 100 3603/4967/3606/0 - / - / - / - - / - / - / -

500 1536/2106/1537/0 - / - / - / - - / - / - / -

8 100 53/371/53/0 62/460/62/2 71/558/71/0

500 259/2386/259/0 161/1589/161/78 280/3186/280/0

9 100 530/536/535/0 653/653/652/7 462/464/463/0

500 3092/3117/3098/0 - / - / - / - 3260/3270/3260/0

10 100 57/264/57/0 54/269/54/17 176/1208/176/0

500 57/263/57/0 - / - / - / - 223/1536/223/0

11 500 6/11/6/0 12/13/12/1 19/26/19/0

1000 6/12/6/0 15/17/15/2 21/31/21/0

12 500 29/290/29/0 - / - / - / - - / - / - / -

1000 66/752/66/0 - / - / - / - - / - / - / -

13 500 6/14/7/0 30/60/37/2 8/19/9/0

1000 26/36/27/0 24/37/25/2 205/214/206/0

14 500 25/253/25/0 16/153/16/2 16/171/16/0

1000 38/359/30/0 29/338/29/10 22/263/22/0
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Problèmes n CGBRB Steepest descent method PRP

NI/NF/NG/NR NI/NF/NG/NR NI/NF/NG/NR

15 500 7/58/7/0 - / - / - / - 7/60/7/0

1000 7/64/7/0 - / - / - / - - / - / - / -

16 500 5/45/5/0 - / - / - / - 5/45/5/0

1000 5/41/5/0 - / - / - / - 5/41/5/0

17 1000 48/503/48/0 65/712/65/51 57/662/57/0

10000 140/1880/140/0 102/1417/102/4 104/1538/104/0

18 1000 28/227/28/0 - / - / - / - - / - / - / -

10000 31/257/31/0 - / - / - / - - / - / - / -

19 1000 4/110/4/0 - / - / - / - 4/111/4/0

10000 6/213/6/0 - / - / - / - 6/212/6/0

20 1000 4/31/4/0 6/51/6/3 5/41/5/0

10000 19/233/19/0 20/255/20/1 19/243/19/0

21 1000 26/249/29/0 12/113/12/3 34/349/34/0

10000 53/662/53/0 23/297/23/1 78/1070/78/0

22 1000 11/12/11/0 - / - / - / - 11/16/11/0

10000 10/19/10/0 - / - / - / - 11/38/11/0

23 1000 159/933/159/0 - / - / - / - 138/1028/138/0

10000 439/4021/439/0 124/1220/124/55 400/4551/400/0

24 1000 11/169/11/0 - / - / - / - 11/180/11/0

10000 13/187/13/0 - / - / - / - 5338/236354/5338/0

25 1000 55/415/55/0 65/511/65/33 301/2970/301/0

10000 53/399/53/0 71/564/71/36 - / - / - / -

26 1000 140/705/140/0 - / - / - / - 46/226/46/0

10000 116/581/116/0 43/238/43/0 - / - / - / -

27 1000 24/135/24/0 21/98/21/3 98/1592/98/0

10000 61/102/61/0 75/502/75/6 97/305/97/0

28 1000 350/355/350/0 251/273/257/7 407/407/407/0

10000 770/775/770/0 673/794/678/18 991/991/991/0
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29 1000 18/148/18/0 16/132/16/7 26/212/27/0

10000 20/164/20/0 17/141/17/0 34/301/35/0

30 1000 29/75/29/0 35/82/36/4 48/102/49/0

10000 31/80/31/0 33/74/34/2 54/111/56/0

31 1000 13/49/13/0 17/41/17/5 25/66/25/0................

10000 11/47/11/0 15/37/15/3 19/52/19/0

32 1000 82/185/82/0 35/96/35/2 96/462/96/0

10000 82/185/82/0 35/96/35/2 96/462/96/0

33 1000 67/695/67/0 38/414/38/27 109/1283/109/0

10000 193/2596/193/0 112/1549/112/11 223/3382/223/0

34 1000 80/901/80/0 58/695/58/0 58/695/58/0

.............. 10000 231/3331/231/0 56/832/56/5 294/4799/294/0
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7.4. CONCLUSION GÉNÉRALE ET PERSPECTIVES

7.4 Conclusion générale et perspectives

Dans cette thèse on a accéléré la convergence de la méthode du gradient par deux

algorithmes différents :

1) L’epsilon steepest descent algorithme

2) L’algorithme CGBRB

On a démontré que ces deux algorithmes convergent globalement et que numérique-

ment ils sont plus performants que la méthode du gradient.

Reste à montrer que théoriquement ces deux algorithmes ont une vitesse de conver-

gence meilleure que celle du gradient.

On sait par exemple que la méthode du gradient a une vitesse de convergence linéaire.

On essayera donc de montrer que nos deux méthodes ont une vitesse de convergence

quadratique. Pour celà il nous faut rajouter d’autres hypothèses sur f. Ceci constitue un

bon sujet de thèse de doctorat.
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