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INTRODUCTION GÉNÉRALE

La programmation mathématique se propose pour objet l’étude théorique des

problèmes d’optimisation ainsi que la conception et la mise en œuvre des algo-

rithmes de résolution. Ses applications sont extrêmement nombreuses et variées,

que ce soit dans la physique (minimisation d’énergie), l’industrie (optimisation de

la qualité de production), l’économie (problèmes de localisation, de gestion de pro-

duction et de distribution, de logistique et de transport, de gestion de stocks, de

tarification, d’optimisation de flux dans les réseaux), la finance (optimisation de

portefeuille), le traitement d’image, la biologie, les sciences de l’ingénieur, la géomé-

trie (la petite boule englobante). . . etc.

Les méthodes de points intérieurs (MPIs) sont des méthodes effectives pour ré-

soudre pas mal de problèmes d’optimisation. Ces méthodes reposent sur la fonction

barrière logarithmique définie, en 1955, par Frisch [34]. Cette fonction barrière lo-

garithmique est largement étudiée dans les années soixante, notamment dans le

livre de Fiacco et McCormick [31]. C’est dans ce livre que le terme de points inté-

rieurs est introduit. Les itérés générés par les méthodes basées sur cette fonction

sont strictement réalisables : ils restent à l’intérieur du domaine réalisable, d’où la

terminologie de ces méthodes.

Avant 1984, tout problème d’optimisation linéaire se résolvait par la méthode du

simplexe développée par Dantzig [24] ou par une variante de celle-ci. Des recherches

ont été menées pour mettre au point une autre méthode mais aucune de celles

proposées n’améliorait celle du simplexe.

Dans les années 70, la théorie de la complexité devient une part intégrante de
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

l’optimisation linéaire. Lorsque Klee et Minty [47] ont trouvé un exemple qui mon-

trait pour la première fois que la méthode du simplexe peut prendre un nombre

exponentiel d’itérations. Une question demeure toutefois ouverte : existe-t-il un al-

gorithme de complexité polynomiale pour résoudre un programme linéaire ?, c’est à

dire de résoudre le problème en un nombre d’opérations qui doit être borné par un

polynôme en la taille du problème (L).

La réponse est venue de Khachiyan (1979) lorsqu’il a montré que la méthode

des ellipsoïdes était de complexité globale O(n4L) itérations pour la programmation

linéaire [45]. Cependant, et tandis que la méthode du simplexe de complexité ex-

ponentielle, fonctionnait bien en pratique, la méthode des ellipsoïdes s’est avérée

nettement moins efficace que la méthode du simplexe. Il restait donc de trouver des

méthodes polynômiales qui soient efficaces en pratique.

En 1984, Karmarkar proposa une méthode projective de points intérieurs à

convergence polynômiale O(n3.5L) itérations concurrente à la méthode de simplexe

pour résoudre des problèmes d’optimisation linéaire de grande taille [42]. Depuis

lors, plusieurs méthodes de points intérieurs ont été proposées et étudiées.

Dans les années 90, les méthodes de trajectoire centrale pour la programma-

tion linéaire sont avérées être très efficaces en pratique, en 1989 Kojima, Mizuno

et Yoshise [49] ont proposé un algorithme de complexité polynômiale O(nL) itéra-

tions, en 1990 Mehrotra [53] a décrit un autre algorithme de trajectoire centrale

prédicteur-correcteur très efficace en pratique de complexité polynômiale O(pnL)

itérations.

Ces progrès rivalisant, n’échappent pas tout de même aux inconvénients théo-

riques, algorithmiques et numériques, entre autre, le problème d’initialisation qui

devient de plus en plus difficile en passant aux autres problèmes mathématiques

(comment choisir un point initial réalisable près de la trajectoire centrale pour dé-

marrer l’algorithme?). Ce problème d’initialisation est au centre de notre étude, il

figure depuis des années au menu de la recherche dans le domaine de la program-

mation mathématique.

Beaucoup de travaux sont faites pour atténuer à cet inconvénient à savoir

les MPIs avec poids et les MPIs non réalisables, pour plus de détails voir les réfé-
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

rences [4, 26, 43, 65, 67].

Récemment, une alternative particulièrement intéressante pour nous est étu-

diée, celle des MPIs basées sur les fonctions barrières qui sont définies par une

grande classe de fonctions uni-variées appelées fonctions noyaux qui ont été utilisés

avec succès pour concevoir de nouvelles MPIs pour l’optimisation linéaire. Les fonc-

tions noyaux jouent un rôle important dans la conception et l’analyse d’algorithmes

de points intérieurs primaux-duaux. Elles ne sont pas seulement utilisées pour

déterminer les directions de recherche mais aussi pour mesurer la distance entre

l’itération donnée et le centre des algorithmes. En particulier, Peng et al. [61] ont

introduit une nouvelle classe de fonction noyau dite auto-régulières et conçue des

MPIs primales-duales basées sur des proximités auto-régulières pour l’optimisation

linéaire. Ils ont amélioré la complexité des MPIs de O
(
n log n

ε

)
à O

(√
n logn log n

ε

)
.

Plus tard, Bai et al. [7] ont présenté une grande classe de fonctions noyaux éli-

gibles, qui est assez générale et comprend la fonction logarithmique classique et les

fonctions auto-régulières, ainsi que de nombreuses fonctions non auto-régulières

comme cas spéciaux. La complexité obtenue pour l’optimisation linéaire est aussi

bonne que celle de [61]. En 2012, El Ghami et al. [29] ont introduit une fonc-

tion noyau trigonométrique pour l’optimisation linéaire. Ces méthodes ont été étu-

diées par plusieurs chercheurs avec d’autres fonctions noyaux dans leurs articles

[2, 7, 14, 22, 25, 29, 46, 51, 60, 59, 61, 63]. Ceci a permis d’améliorer tous les résul-

tats théoriques obtenus surtout pour les méthodes à long-pas qui sont en pratique

beaucoup plus efficaces que les méthodes à court-pas [6].

La programmation quadratique convexe (PQC ) a reçu une attention considé-

rable de la part des chercheurs en raison du lien étroit entre la programmation

linéaire, la programmation quadratique convexe et la programmation non linéaire

convexe. Monteiro et Adler ont proposé un algorithme de points intérieurs de type

trajectoire centrale primal-dual pour PQC dans [58] qui nécessite un total de O(
√
nL)

d’itérations. Yu et al. [83] ont développé un algorithme polynomial prédicteur cor-

recteur de points intérieurs pour PQC à complexité O(
√
nL) d’itérations. Achache

[1] a fourni une nouvelle méthode primale-duale de type trajectoire centrale pour

PQC et a prouvé que l’algorithme à court-pas nécessite O
(
2
√
n log n

ε

)
d’itérations.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Roumili [66] a proposé une MPI avec poids pour résoudre un PQC . Lu et al. [52],

Roumili et Boudjellal [68], Roumili et al. [4] ont présenté des algorithmes de points

intérieurs non réalisable pour PQC . Wang et al. [77] ont proposé une classe d’algo-

rithmes de points intérieurs primaux-duaux basés sur une fonction noyau et ont

obtenu la complexité la plus connue actuellement pour la méthode à grand pas, à

savoir O
(√
n logn log n

ε

)
itérations. Pour certaines autres méthodes connexes pour

PQC , nous nous référons à [78, 80].

Dans cette thèse, Nous nous intéressons aux problèmes de la programmation

quadratique convexe (PQC ) où, nous avons proposé de nouveaux algorithmes de

points intérieurs primaux-duaux basés sur des nouvelles fonctions noyaux. La pre-

mière fonction noyau avec terme barrière exponentiel proposée généralise celle don-

née par Bai et al. [7] lorsque p = 1. Cette fonction possède des propriétés faciles à

vérifier. Ces propriétés nous permettent d’améliorer le comportement numérique

de l’algorithme proposé. Des tests numériques ont été effectués pour étudier le

comportement de l’algorithme avec différents paramètres p et θ, où p est le degré

de barrière de la fonction du noyau et θ est le paramètre barrière de mise à jour.

Ce travail a été publié dans une revue spécialisée « optimization journal » [18]. La

deuxième fonction noyau paramétrée améliore de manière significative les résultats

théoriques et pratiques obtenus par Peng et al. dans [60] et Bai et al. dans [9],

la complexité polynomiale obtenue liée d’une MPI à grand pas à O
(√
n logn log n

ε

)
lorsque p = logn

2 − 2, qui est actuellement la meilleure complexité polynomiale. Ce

travail est accepté pour être publié dans une revue spécialisée « Boletim da Socie-

dade Paranaense de Matemática (BSPM) journal » [19].

La thèse est composée de trois chapitres organisés comme suit :

— Le premier chapitre comprend les outils de l’analyse convexe et l’optimisation

convexe nécessaires pour une bonne compréhension de la suite.

— Le second chapitre est consacré à la méthode de points intérieurs (MPIs)

primale-duale de type trajectoire centrale basée sur une fonction noyau pour

la programmation quadratique convexe (PQC ). En premier, nous rappelons

les notions de base des fonctions noyaux. Ensuite, nous présentons le prin-

cipe, l’algorithme, l’analyse de complexité de la méthode de trajectoire cen-
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

trale basée sur les fonctions noyaux qualifiées en général.

— Dans le troisième chapitre, on étudie théoriquement et numériquement les

MPIs basées sur deux nouvelles fonctions noyaux citées auparavant pour

PQC ; à savoir : l’une est du type exponentiel et l’autre polynomial (de Laurent).

Enfin, des expérimentations numériques comparatives sont présentées pour

montrer leur efficacité.

— On terminera cette thèse par une conclusion générale et perspectives.
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NOTATIONS PRINCIPALES

x est un k − vecteur x ∈ <k;

‖.‖ la norme euclidienne ;

C1 (D)
l’ensemble des fonctions

continûments différentiables sur D;

∇f le gradient de la fonction f ;

C2 (D)
l’ensemble des fonctions deux fois

continûments différentiables sur D;

∇2f (x) le hessien de la fonction f ;

At le transposé de A ;

Bε (x∗)
{x ∈ <n : ‖x− x∗‖ < ε} est une boule

ouverte de centre x∗ et de rayon ε;

int (D) l’intérieur du domaine D;

<m++ {x ∈ <m : x > 0} ;

<m+ {x ∈ <m : x ≥ 0} ;

ker (A) {x ∈ <n : Ax = 0} ;

C∞
(
<n++

) l’ensemble des fonctions infiniments

continûments différentiables sur <n++;

A−1 la matrice inverse de A ;

X−1 diag
(

1
x1
, ..., 1

xn

)
;

X−2 diag
(

1
x2

1
, ..., 1

x2
n

)
;

C3 (D)
l’ensemble des fonctions trois fois

continûments différentiables sur D;

xi



NOTATIONS PRINCIPALES

v−2
(

1
v2

1
, ..., 1

v2
n

)t
;

xz (x1z1, ...., xnzn)t ;
x
z

(
x1
z1
, ...., xnzn

)t
;

e (1, ...., 1)t ;

〈., .〉 le produit scalaire ;

| . | la valeur absolue ;

Terminologie :

MPIs Méthodes de points intérieurs ;

PQC Programmation quadratique convexe ;

PM Le programme mathématique ;

KKT Karush-Kuhn-Tucker ;

DM Le dual d’un programme mathématique ;

PQ Le programme quadratique ;

DQC
Le dual d’un programme quadratique

convexe ;

OL Optimisation linéaire ;

xii



CHAPITRE 1

NOTIONS D’ANALYSE CONVEXE

ET OPTIMISATION QUADRATIQUE

Pour rendre cette thèse facile à lire, nous allons introduire certaines notions de

base de l’analyse convexe. Ces notions sont utiles pour les prochains chapitres.

Après un bref rappel de la programmation mathématique, nous commençons par

la position du problème et sa classification, puis nous introduisons les principaux

résultats d’existence et d’unicité d’un optimum. Nous rappelons ensuite le principe

de la qualification des contraintes, ainsi que les conditions d’optimalité en détail,

notamment la dualité au sens de Lagrange.

Puis, nous passons à la programmation quadratique convexe qui fait l’objet de

cette thèse. Enfin, nous donnons un aperçu sur les différents types des méthodes

de résolution d’un programme quadratique convexe.

1.1 Notions d’analyse convexe

La convexité joue un rôle important dans la théorie de l’optimisation mathéma-

tique, un problème convexe possède des propriétés remarquables qui permettent

d’en faciliter la résolution. La notion de convexité prend deux formes : un ensemble

1



CHAPITRE 1. NOTIONS D’ANALYSE CONVEXE ET OPTIMISATION QUADRATIQUE

convexe et une fonction convexe.

1.1.1 Ensembles et fonctions convexes

Définition 1.1.1. Un ensemble D de <n est dit

— un ensemble convexe si

λx+ (1− λ) y ∈ D, ∀x, y ∈ D, ∀λ ∈ [0, 1] .

— un ensemble affine si

λx+ (1− λ) y ∈ D, ∀x, y ∈ D, ∀λ ∈ <.

— un polyèdre convexe s’il est de la forme suivante

D = {x ∈ <n : Ax ≤ b} ,

où A ∈ <m×n et b est un m−vecteur.

Définition 1.1.2. Soit f : D −→ < une fonction et D un ensemble convexe de <n,

alors

— f est dite convexe sur D si

f (λx+ (1− λ) y) ≤ λf (x) + (1− λ) f (y) , ∀x, y ∈ D, ∀λ ∈ [0, 1] .

— f est dite strictement convexe sur D si

f (λx+ (1− λ) y) < λf (x) + (1− λ) f (y) , ∀x, y ∈ D et x 6= y, ∀λ ∈ ]0, 1[ .

— f est dite affine sur D si

f (λx+ (1− λ) y) = λf (x) + (1− λ) f (y) , ∀x, y ∈ D, ∀λ ∈ <.

— f est dite coercive sur D si lim
‖x‖→+∞

f (x) = +∞.

Section 1.1 Chapitre 1 2



CHAPITRE 1. NOTIONS D’ANALYSE CONVEXE ET OPTIMISATION QUADRATIQUE

1.1.2 Convexité et différentiabilité

Lemme 1.1.3. ([23]) Soit f ∈ C1 (Ω) où Ω est un ouvert et D ⊂ Ω un ensemble convexe,

alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est une fonction convexe.

(ii) f (y)− f (x) ≥ 〈∇f (x) , y − x〉 , ∀x, y ∈ D.

(iii) 〈∇f (x)−∇f (y) , x− y〉 ≥ 0, ∀x, y ∈ D.

De plus, f est dite strictement convexe si les inégalités (ii) et (iii) du lemme

précédent rendues strictes pour x 6= y.

Définition 1.1.4. Soit f ∈ C2 (Ω) où Ω est un ouvert et D ⊂ Ω un ensemble convexe,

on dit que :

— f est convexe si et seulement si la matrice hessienne ∇2f (x) de f est une

matrice semi-définie positive c’est à dire que yt∇2f (x) y ≥ 0, ∀x, y ∈ D (ou

toutes les valeurs propres de ∇2f (x) sont positives).

— f est strictement convexe si et seulement si la matrice hessienne ∇2f (x) de f

est une matrice définie positive c’est à dire que yt∇2f (x) y > 0, ∀x, y ∈ D, y 6= 0

(ou toutes les valeurs propres de ∇2f (x) sont strictement positives).

1.1.3 Notations asymptotiques et vitesse de convergence

Dans ce paragraphe, nous donnons la définition des notations O et Θ qu’on va

utiliser dans cette thèse. Puis, nous présentons les types de vitesse de convergence

d’un algorithme.

Définition 1.1.5. Soient h, g : N −→ <+ deux fonctions, on note

— h(n) = O(g(n)) lorsqu’il existe des entiers c et n0 tels que pour tout n ≥ n0,

h(n) ≤ cg(n).

— h(n) = Θ(g(n)) lorsqu’il existe des entiers c1, c2 et n0 tels que pour tout n ≥ n0,

c1g(n) ≤ h(n) ≤ c2g(n).

Section 1.1 Chapitre 1 3



CHAPITRE 1. NOTIONS D’ANALYSE CONVEXE ET OPTIMISATION QUADRATIQUE

Définition 1.1.6. ([37]) Soit
(
xk
)
k∈N

une suite engendrée par un algorithme qui converge

vers x∗ et soit ek = xk−x∗ l’erreur commise à chaque itération, on suppose que la suite

est non stationnaire, c.à.d. xk 6= x∗ pour tout k ∈ N, et que

lim
k→+∞

‖ek+1‖
‖ek‖

= β ∈ [0, 1] .

On s’intéresse à la "vitesse de convergence" de la suite
(
xk
)
k∈N

. On dit que

— La convergence est linéaire si β ∈ ]0, 1[ .

— La convergence est super linéaire si β = 0.

— La convergence est d’ordre q si

lim
k→+∞

‖ek+1‖
‖ek‖q

= ν > 0.

Dans le cas q = 2 la convergence est dite quadratique.

1.2 Programmation mathématique

La programmation mathématique est l’outil le plus utilisé pour résoudre ana-

lytiquement ou numériquement les problèmes à raison de ses nombreuses appli-

cations. Un problème de programmation mathématique consiste à minimiser ou

maximiser une fonction f sur un domaine D.

1.2.1 Position du problème et sa classification

Un programme mathématique est un problème défini en général comme suit :

 min f (x) ,

x ∈ D,
(PM)

où D = {x ∈ <n : hi (x) ≤ 0, i = 1, ...,m, gj (x) = 0, j = 1, ..., p} , hi, gj : <n −→ < et

f : D ⊂ <n −→ <.

On appelle f la fonction objectif et D l’ensemble des contraintes ou l’ensemble

des solutions réalisables.
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Définition 1.2.1. — On appelle solution réalisable de (PM) tout point x vérifiant

les contraintes i.e., x ∈ D.

— Une solution réalisable x∗ est dite solution optimale globale de (PM) si

f (x) ≥ f (x∗) ,∀x ∈ D.

— Une solution réalisable x∗ est dite solution optimale locale de (PM) s’il existe

ε > 0 :

f (x) ≥ f (x∗) ,∀x ∈ D ∩Bε (x∗) .

Le problème (PM) est classé selon deux notions qui jouent un rôle majeur à savoir

la convexité et la différentiabilité des fonctions du problème :

— Un problème convexe : si f, hi sont des fonctions convexes et gj sont des

fonctions affines.

— Un problème différentiable : si f, hi, gj sont des fonctions différentiables.

Nous donnons dans le paragraphe ci-dessous les fondamentaux résultats d’exis-

tence et d’unicité d’une solution optimale de (PM).

1.2.2 Principaux résultats d’existence et d’unicité d’un optimum

Théorème 1.2.2. ([12]) (Weierstrass) Soit D un compact (fermé et borné) non vide de

<n, si f est continue sur D alors (PM) admet au moins une solution optimale globale

x∗ ∈ D.

Corollaire 1.2.3. ([12]) Soit D un fermé non vide de <n, si f est continue et coercive

sur D alors (PM) admet au moins une solution optimale globale.

Théorème 1.2.4. ([12]) Soit D un convexe non vide de <n, si f est strictement convexe

sur D alors la solution optimale de (PM), si elle existe, est unique.

1.2.3 Qualification des contraintes

Définition 1.2.5. La contrainte hi (x) ≤ 0 est dite active ou saturée en x ∈ D si

hi (x) = 0.

La contrainte d’égalité gj (x) est saturée par définition.
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Voici les trois critères courants de qualification :

— Le premier critère est donné par Karlin [41] en 1959 :

les contraintes sont qualifiées en tout point de D si D est un polyèdre convexes

i.e., hi, gj sont affines.

— Le deuxième critère est donné par Slater [72] en 1950 :

les contraintes sont qualifiées en tout point de D si D est convexe (i.e., hi sont

convexe et gj sont affines) et int (D) 6= ∅.

— Le dernier critère est donné par Fiacco et McCormick [31] en 1968 :

les contraintes sont qualifiées en x ∈ D si les gradients de toutes les fonctions

des contraintes saturées en x sont linéairement indépendants.

Définition 1.2.6. Un point x ∈ D est dit régulier si l’une des conditions de qualifica-

tions précédentes est satisfaite en x.

1.2.4 Conditions d’optimalité

Ce paragraphe est destiné à rappeler les conditions nécessaires d’optimalité du

premier ordre (Karush-Kuhn-Tucker) qui sont l’origine de certaines méthodes de

résolution d’un (PM), telle que la méthode de Lemke (voir [20]).

Reprenons le programme mathématique suivant :



min f (x) ,

hi (x) ≤ 0, i = 1, ...,m,

gj (x) = 0, j = 1, ..., p,

x ∈ <n.

(PM)

Le lagrangien associé au problème (PM) est défini par :

L (x, λ, η) = f (x) +
m∑
i=1

λihi (x) +
p∑
j=1

ηjgj (x) , (1.2.1)

où λ est un m−vecteur et η est un p−vecteur.

Théorème 1.2.7. ([56]) (Karush-Kuhn-Tucker) Soit x∗ un minimum local régulier du
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problème (PM). Alors, il existe les multiplicateurs λ ∈ <m et η ∈ <p tels que :



(a) ∇xL (x∗, λ, η) = ∇f (x∗) +
m∑
i=1

λi∇hi (x∗) +
p∑
j=1

ηj∇gj (x∗) = 0,

(b) λihi (x∗) = 0, i = 1, ...,m,

(c) gj (x∗) = 0, j = 1, ..., p,

(d) λi ≥ 0, i = 1, ...,m.

(KKT)

Ces conditions sont appelées conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker

(KKT). Les conditions (a) et (b) s’appellent les conditions d’optimalité et de complé-

mentarité respectivement. Dans la condition (c), on reconnait la condition d’admis-

sibilité des contraintes d’égalité en x∗. Le vecteur λ dans la condition (d) est appelé

multiplicateur de Lagrange associé aux contraintes d’inégalité à la solution x∗.

Remarque 1.2.8. Dans le cas (PM) est convexe, un point x∗ est un minimum global

du problème (PM) si et seulement s’il satisfait les conditions (KKT) de Karuch-Kuhn-

Tuker.

Théorème 1.2.9. ([56]) Si f est une fonction convexe continûment différentiable, une

condition nécessaire et suffisante pour que x∗ soit un optimum global de f est que

∇f (x∗) = 0.

1.2.5 Dualité au sens de Lagrange

Nous présentons dans ce paragraphe le problème dual (DM) d’un problème ma-

thématique (PM) convexe au sens de Lagrange comme suit :


max
(λ,η)

min
x∈D

L (x, λ, η) ,

∇xL (x, λ, η) = 0,

λ ∈ <m++, η ∈ <p.

(DM)

Le lagrangien associé au problème (PM) est écrit dans (1.2.1), donc (DM) devient :



max
(λ,η)

min
x∈D

[
f (x) +

m∑
i=1

λihi (x) +
p∑
j=1

ηjgj (x)
]
,

∇f (x) +
m∑
i=1

λi∇hi (x) +
p∑
j=1

ηj∇gj (x) = 0,

λ ∈ <m++, η ∈ <p.
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1.3 Programmation quadratique convexe

La programmation quadratique est une branche de l’optimisation non linéaire

où la fonction objectif à minimiser est une fonction quadratique et les contraintes

définissant le domaine des solutions réalisables sont linéaires et/ou quadratiques.

Son importance réside dans ses propriétés théoriques, ses applications dans

différents domaines scientifiques et plusieurs disciplines telles que : la finance, la

médecine, l’économie et la télécommunication.

En fait, plusieurs problèmes réels et académiques peuvent être modélisés sous

forme de programme quadratique par exemple : l’optimisation de portefeuille en

finance, transmission de faisceaux multi-couches, problèmes dans les faisceaux

multi-capteurs et des problèmes géométriques.

Un programme quadratique sous contraintes linéaires peut s’écrire sous la forme

suivante :



min f (x) = 1
2x

tQx+ ctx,

Ax = b,

Dx ≤ e,

x ∈ <n,

(PQ)

où Q ∈ <n×n est une matrice symétrique, A ∈ <m×n, D ∈ <p×n, c ∈ <n, b ∈ <m et

e ∈ <p.

Tout programme quadratique peut se ramener à l’une des formes suivantes :

� Forme standard (FS)


min f (x) = 1

2x
tQx+ ctx,

Ax = b,

x ≥ 0.

� Forme canonique (FC)


min f (x) = 1

2x
tQx+ ctx,

Ax ≤ b,

x ≥ 0.
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En raison de nombreuses applications d’un programme quadratique, plusieurs

variantes de ce problème ont été traitées par plusieurs chercheurs :

cas convexe, cas non convexe, avec variables entières ou variables binaires, on

cite à titre d’exemples les travaux [33, 35, 50].

La notion de convexité joue un rôle majeur dans la programmation mathéma-

tique, un problème convexe possède des propriétés remarquables permettant d’en

faciliter la résolution. Rockafellar dans [64] a montré qu’une distinction majeure

doit être faite entre les problèmes convexes et les problèmes non convexes. Dans

cette thèse, nous nous intéressons aux problèmes quadratiques convexes sous

forme standard.

1.3.1 Problème quadratique convexe primal

Un programme quadratique convexe primal sous forme standard s’écrit comme

suit : 
min f (x) = 1

2x
tQx+ ctx,

Ax = b,

x ≥ 0,

(PQC)

où Q ∈ <n×n est une matrice symétrique semi-définie positive, A ∈ <m×n, c, x ∈ <n

et b ∈ <m.

On note par

F(PQC) = {x ∈ <n : Ax = b, x ≥ 0} ,

F0
(PQC) = {x ∈ <n : Ax = b, x > 0} ,

les ensembles des solutions réalisables et strictement réalisables de (PQC), res-

pectivement.

1.3.2 Problème quadratique convexe dual

Le problème dual (DQC) associé au problème primal (PQC) peut s’écrire sous la

forme suivante : 
max−1

2x
tQx+ bty,

Aty + z −Qx = c,

z ≥ 0, x ≥ 0.

(DQC)
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où y ∈ <m, z ∈ <n.

La dualité joue un rôle fondamental dans l’étude et la résolution de (PQC). Entre

autre, elle fournit des informations très utiles. On note par

F(DQC) =
{

(y, z) ∈ <m ×<n : Aty + z −Qx = c, z ≥ 0
}
,

F0
(DQC) =

{
(y, z) ∈ <m ×<n : Aty + z −Qx = c, z > 0

}
,

les ensembles des solutions réalisables et strictement réalisables de (DQC), res-

pectivement, et

F = F(PQC) × F(DQC) et F0 = F0
(PQC) × F0

(DQC),

les ensembles des solutions réalisables primales-duales et strictement réalisables

primales-duales de (PQC) et (DQC) respectivement.

Au long de cette thèse, on suppose que :

(H1) F0 6= ∅ c.-à-d. un point primal-dual strictement réalisable existe.

(H2) rang(A) = m < n c.-à-d. A est une matrice de rang plein.

1.3.3 Dualité en programmation quadratique

Théorème 1.3.1. ([78])(Dualité faible) Si x ∈ F(PQC) et (y, z) ∈ F(DQC) alors

1
2x

tQx+ ctx ≥ −1
2x

tQx+ bty.

Théorème 1.3.2. ([78])(Dualité forte) Soient x∗ ∈ F(PQC) et (y∗, z∗) ∈ F(DQC) tels que

1
2 (x∗)tQx∗ + ctx∗ = −1

2 (x∗)tQx∗ + bty∗, alors x∗ et (y∗, z∗) sont des solutions optimales

pour (PQC) et (DQC) respectivement.

Définition 1.3.3. (Saut de dualité) Soit (x, y, z) ∈ F , la quantité

(1
2x

tQx+ ctx

)
−
(
−1

2x
tQx+ bty

)
= xtz,

est appelée saut de dualité des deux problèmes (PQC) et (DQC) en (x, y, z) .
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Dans le théorème suivant, on peut exprimer la condition pour x∗ et (y∗, z∗) d’être

des solutions optimales de (PQC) et (DQC) respectivement sous la forme d’une condi-

tion dite de complémentarité.

Théorème 1.3.4. ([78])(Des écarts complémentaires) Si x∗ ∈ F(PQC) et (y∗, z∗) ∈ F(DQC)

alors x∗ et (y∗, z∗) sont des solutions optimales de (PQC) et (DQC) respectivement si et

seulement si

(x∗)t z∗ = 0 ⇐⇒ x∗z∗ = 0 ⇐⇒ x∗i z
∗
i = 0,∀i = 1, ..., n.

Remarque 1.3.5. L’existence de solution optimale de l’un des problèmes (PQC) et

(DQC) implique l’optimalité de l’autre et leurs valeurs optimales sont égales.

Si l’un des deux problèmes (PQC) et (DQC) a une valeur optimale non finie, l’autre

n’a pas de solution.

1.3.4 Méthodes de résolution d’un (PQC)

Il existe plusieurs méthodes pour la résolution des problèmes quadratiques avec

contraintes linéaires. On peut les classifier en trois grandes catégories :

1. Les méthodes de type gradient : nous citons par exemple la méthode du gra-

dient conjugué et la méthode du gradient projeté.

2. Les méthodes simpliciales : nous citons par autre la méthode du gradient

réduit (Wolfe).

3. Les méthodes de points intérieurs : nous citons les méthodes affines, les

méthodes projectives, les méthodes de réduction du potentiel et les méthodes

de trajectoire centrale.

Nous donnons par la suite le principe, l’algorithme et les résultats de conver-

gence pour chaque catégorie de méthodes.

Les méthodes de type gradient

1. Méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué a été proposée en premier par Hestenes

[36] en 1952 pour résoudre les systèmes des équations linéaires. Puis en
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1991, Flecher et Reeves [32] l’ont généralisé pour résoudre les problèmes

d’optimisation non linéaire.

Cette méthode s’applique directement au problème quadratique convexe sans

contraintes, elle a été adapté par plusieurs chercheurs [55] pour résoudre un

problème quadratique convexe sous contraintes linéaires (PQC) par le chan-

gement de variable suivant :

x = x0 + PAy tel que : Ax0 = b, PA = I −At
(
AAt

)−1
A et y ∈ <n,

où PA c’est l’opérateur de projection sur ker (A).

Ce changement permet de ramener le problème (PQC) à un problème quadra-

tique sans contraintes s’écrivant comme suit

 min φ (y) = 1
2 (x0 + PAy)tQ (x0 + PAy) + ct (x0 + PAy) ,

y ∈ <n,

où PAy =
(
I −At

(
AAt

)−1
A
)
y.

Bien évidemment, si y∗est un minimum de φ (y) son correspondant x∗ = x0 +

PAy
∗ est une solution optimale pour (PQC).

Principe de la méthode

Elle consiste à construire progressivement des directions d0, d1, ..., dk mutuel-

lement conjuguées par rapport à la matrice Q = (PA)tQPA.

A chaque étape k, la direction dk est obtenue par combinaison linéaire du

gradient −∇φ
(
yk
)

en yk et les directions précédentes, d0, d1, ..., dk−1, les co-

efficients de la combinaison linéaire étant choisis de telle sorte que dk soit

conjuguée par rapport à toutes les directions précédentes.

L’algorithme de cette méthode est décrit comme suit :
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Algorithme 1 : Algorithme du gradient conjugué
Initialisation : Soit y0 le point de départ ;

Une tolérance choisie ε > 0;

Poser g0 = ∇φ
(
y0) , d0 = −g0, k = 0;

Tant que ‖∇φ
(
yk
)
‖ ≥ ε faire

λk = − gtkdk

dkQdk
.

yk+1 = yk + λkdk.

Puis

dk+1 = −gk+1 + βkdk.

Avec

βk = gtk+1Qdk

dkQdk
; k = k + 1.

Fin Tant que
Pour démontrer la validité de l’algorithme (convergence en plus n étapes),

il suffit donc de vérifier que les directions engendrées par l’Algorithme 1

(dk, k = 0, ..., n− 1) sont mutuellement conjuguées, pour cela nous décrirons

le théorème suivant :

Théorème 1.3.6. ([56]) A une itération k quelconque de l’algorithme 1 où l’op-

timum de f n’est pas encore atteint (c’est-à-dire gi 6= 0, i = 0, 1, ..., k) on a :

(i) λk = − gtkdk
dkQdk

6= 0.

(ii) βk = gtk+1(gk+1−gk)
gt
k
gk

= gtk+1gk+1
gt
k
gk

.

(iii) Les directions d0, d1, ..., dk−1 engendrées par l’algorithme sont mutuelle-

ment conjuguées.

2. Méthode du gradient projeté

La technique de base utilisée pour cette méthode est de projeter le gra-

dient sur la frontière du domaine réalisable. Ceci donne un cheminement

le long de la frontière dans la direction de la plus forte pente autorisé par les

contraintes. En 1960, Rosen est le premier qui introduit ce principe dans son

algorithme du gradient projeté. La méthode du gradient projeté est essentiel-

lement intéressante dans le cas des contraintes linéaires.
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Supposons donc le problème (PQ) donné sous la forme



min f(x) = 1
2x

tQx+ ctx,

Aix = bi, i ∈ I1 = {1, ...,m} ,

Dix ≤ ei, i ∈ I2 = {1, ..., p} ,

x ∈ <n,

où Q ∈ <n×n est une matrice symétrique, Ai ∈ <1×n, Di ∈ <1×n, c ∈ <n, bi ∈ <

et ei ∈ <.

Soit I0 (x) = {i : Dix = ei} ∪ I1 l’ensemble des indices des contraintes saturées

au point x.

Principe de la méthode

On va chercher une direction de déplacement d (‖d‖ = 1) au point x qui

permet de diminuer le plus possible la fonction objectif f (x) (donc qui rend

(∇f (x))t d minimal), mais qui, au moins pour un petit déplacement, permette

de rester dans l’ensemble des solutions réalisables.

Nous notons par

— A0 la sous-matrice de A constituée par les lignes i ∈ I0 (x) de A et D.

— rang (A) =
∣∣I0 (x)

∣∣ = q, nous supposons que A0 est de rang plein pour éviter

le problème de dégénérescence au point x0.

— S0 l’ensemble des vecteurs (sous espace vectoriel) est défini par

S0 = {y : A0y = 0} .

Il s’agit donc de rechercher une direction d ∈ S0 tel que (∇f (x))t d soit mini-

mal avec ‖d‖ = 1 (la contrainte de normalisation).

Le théorème suivant donne la solution explicite de ce problème par la projec-

tion du vecteur −∇f (x) sur S0.

Théorème 1.3.7. ([56]) Si A0 est une matrice q × n de rang plein q ≤ n, la
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solution optimale du problème :


min (∇f (x))t d,

A0d = 0,

‖d‖ = 1,

est d = y/‖y‖, où y est la projection de −∇f (x) sur S0, donnée par :

y = −P0∇f (x) = −
(
I −At0

(
A0A

t
0

)−1
A0

)
∇f (x) ,

où P0 = I −At0
(
A0A

t
0
)−1

A0 désigne la matrice de projection sur S0.

Description

(a) Si y = −P0∇f (x) 6= 0 alors y est une direction de descente car

(∇f (x))t y = −yt (y + z) = −yty = −‖y‖2 < 0 tel que : z = (I − P0)∇f (x) .

- Après l’obtention de la direction de déplacement, on détermine le pas de

déplacement maximal αmax autorisé par les contraintes tel que :

αmax = max {α : α ≥ 0;x+ αy ∈ Dom} ,

où Dom = {x ∈ <n : Aix = bi, ∀i ∈ I1;Dix ≤ ei, ∀i ∈ I2} .

- Le nouveau itéré x
′

est un point minimisant la fonction f (x+ αy) sur

[0, αmax] .

- Pour calculer la nouvelle direction de déplacement y
′ = −P0∇f

(
x
′
)
, il

doit déterminer le nouvel ensemble I0
(
x
′
)

et la nouvelle matrice de

projection P0.

(b) Voyons maintenant ce qui se passe lorsque y = −P0∇f (x) = 0 :

Donc, on a :

∇f (x) +At0u = 0 avec u = −
(
A0A

t
0

)−1
A0∇f (x) . (1.3.1)
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- Si u ≥ 0, l’équation (1.3.1) représente les conditions de (KKT) au point x

donc on peut dire que x est un optimum local du problème initial.

- Sinon, le point x ne vérifie pas les conditions nécessaires d’optimalité et

il faut déterminer une autre direction de déplacement. Pour cela, on

supprime dans I0 (x) l’une des contraintes i pour lesquelles ui < 0. On

trouve une nouvelle matrice A
′
0 et une nouvelle matrice de projection

P
′
0 pour calculer la nouvelle direction de déplacement y

′ = −P ′0∇f (x) .

Remarque 1.3.8. Les ensembles des contraintes saturées entre l’itération k

et l’itération k + 1
(
I0
(
xk
)

et I0
(
xk+1

))
ne diffèrent généralement que par un

élément ou plus. Par conséquent, les matrices A0 ne diffèrent que par une ligne

et la nouvelle matrice de projection peut être calculée directement à partir de

l’ancienne, ce qui peut réduire sensiblement les calculs nécessaires à chaque

itération. Donc, la méthode du gradient projeté a un caractère intéressant par

rapport à les autres méthodes de type gradient.

L’algorithme du gradient projeté est donc donné comme suit :

Section 1.3 Chapitre 1 16



CHAPITRE 1. NOTIONS D’ANALYSE CONVEXE ET OPTIMISATION QUADRATIQUE

Algorithme 2 : Algorithme du gradient projeté.
Initialisation :

Soit x0 ∈ Dom le point de départ ;

Une tolérance choisie ε > 0 ; k = 0;

Tant que
(
‖y‖ > ε et umin = min

j=1,...,n
uj < −ε

)
faire

Soit Ak0 la matrice dont les lignes correspondent aux contraintes saturées au

point xk.

Calculer

P0 = I −
(
Ak0

)t (
Ak0

(
Ak0

)t)−1
Ak0,

y = −P k0∇f
(
xk
)
,

u = −
(
Ak0

(
Ak0

)t)−1
Ak0∇f

(
xk
)
,

umin = min
j=1,...,n

uj .

Si (y = 0 et umin < 0) alors

Soit
′

Ak0 la matrice obtenue à partir de Ak0 en supprimant la ligne d’indice i, P
′
0

la nouvelle matrice de projection correspondante et y
′ = −P ′0∇f (x).

y = y
′ ;

Sinon

Si (y = 0 et umin ≥ 0) alors

Le point xk satisfait les conditions nécessaires de (KKT).

Fin des itérations (sortie de la boucle).

Fin Si

Fin Si

Déterminer le pas de déplacement maximal αmax qui définit par :

αmax = max {α : α ≥ 0;x+ αy ∈ Dom} ;

Déterminer xk+1 tel que : f
(
xk+1

)
= min

0≤α≤αmax
f
(
xk + αy

)
;

k ← k + 1;

Fin Tant que
Pour plus de détails sur les méthodes de type gradient nous renvoyons le

lecteur, par exemple, aux références [30, 32, 36, 56].
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Remarque 1.3.9. Deux points faibles de l’algorithme du type gradient sont :

(a) L’algorithme peut nécessiter de nombreuses itérations pour converger vers

le minimum.

(b) La recherche du pas optimal, généralement effectuée par une recherche li-

néaire, peut se révéler très longue.

Les méthodes simpliciales

1. Méthode du gradient réduit (Wolfe)

Parmi les méthodes simpliciales on cite, celle de gradient réduit qui est propo-

sée par Wolfe en 1962. C’est une extension directe de la méthode du simplexe

[44], appliquée à la résolution d’un programme quadratique de la forme (FS).

Dans ses grandes lignes, la méthode est la suivante :
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Algorithme 3 : Algorithme du gradient réduit.
Initialisation :

Soit x0 est un point réalisable ;

k = 0;

Etape 1 :

Ik l’ensemble des indices des composantes positives de xk.

B = Aj : j ∈ Ik,

N = Aj : j /∈ Ik,

rkN = ∇Nf (x)−N∗∇Bf (x), avec N∗ = B−1N.

dkN =

 −r
k
j si rkj ≤ 0,

−xkj rkj si rkj > 0.

Si dkN = 0 alors

xk est un point de Kuhn-Tucker (stop).

Sinon

calculer dkB = −B−1NdN .

Fin

Etape 2 :

Résoudre le sous problème unidimensionnel : α∗ = min
0≤α≤αmax

φ (α) = f
(
xk + αdk

)
,

où

αmax =


min

j=1,...,n

{
−xkj
dkj
, si dkj < 0

}
,

+∞ si dkj ≥ 0.

xk+1 = xk + α∗dk;

k ← k + 1; et on revient à l’étape 1.
De plus, nous avons le résultat de convergence suivant :

Théorème 1.3.10. ([12]) Si f ∈ C1 (D) et sous les hypothèses de non dégé-

nérescence alors la suite
(
xk
)
k∈N

de Wolfe converge vers un point de Karush-

Kuhn-Tucker.

Pour plus de détails sur les résultats résumés pour cette méthode, nous ren-

voyons par exemple aux références [12, 56].
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Remarque 1.3.11. Les inconvénients des méthodes simpliciales sont le re-

cyclage et la complexité exponentielle. Plusieurs chercheurs ont suggéré des

méthodes de surmonter ces inconvénients, parmi lesquelles les méthodes de

points intérieurs que nous aborderons dans le paragraphe suivant.

Les méthodes de points intérieurs

L’étude des méthodes de points intérieurs (MPIs) est actuellement l’une des plus

actifs domaines de recherche en optimisation. Le nom méthodes de points intérieurs

provient du fait que les points générés par cette méthode se trouvent à l’intérieur

du domaine réalisable. Cela contraste avec la méthode du simplexe où les itérés se

déplacent le long de la limite de la région réalisable d’un point extrême à un autre.

De nos jours, les MPIs ont devenues assez riche en théorie et ont été appliqués à

des problèmes pratiques avec un succès extraordinaire. Nous présentons dans la

suite les quatre classes fondamentales des méthodes de points intérieurs.

1. Méthodes affines

En 1967, Dikin [27] est le premier qui introduit ce type des méthodes de

points intérieurs pour (PQC). Après l’apparition de l’article de Karmarkar [42]

en 1984 pour l’optimisation linéaire (OL) plusieurs chercheurs sont consa-

cré leurs travaux aux méthodes affines parmi eux : Barnes [10], Cavalier et

Soyster [21], Vanderbei et Freedman [76]. La convergence de ces méthodes a

été étudiée premièrement par Dikin qui a prouvé que l’algorithme convergent

sous l’hypothèse de non dégénérescence. Puis, Tseng et Luo [75] ont montré

que la méthode converge même dans le cas dégénéré. Il y a trois types des

méthodes affines : primal, dual et primal-dual.

Pour des détails sur les méthodes affines, on peut renvoyer le lecteur par

exemple à [40, 27].

2. Méthodes projectives

L’algorithme du simplexe est restée longtemps l’algorithme de référence pour

la programmation linéaire malgré sa complexité exponentielle jusqu’à l’appa-

rition du célèbre article de Karmarkar [42] en 1984 qui contient un nouvel
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algorithme polynomial. L’algorithme des méthodes projectives a été proposé

à l’origine par Narendra Karmarkar. Cet algorithme a été essentiellement dif-

férent de la méthode du simplexe par le fait que, dans cette dernière, on se

déplace en suivant la frontière du domaine réalisable, alors que pour la mé-

thode de Karmarkar, on progresse tout en restant strictement à l’intérieur du

domaine réalisable.

L’algorithme de Karmarkar avait un grand intérêt théorique puisqu’ il est po-

lynomial ; en effet, il exige un O(nL) itérations et chaque itération exige O(n3)

opérations arithmétiques, d’où une complexité totale de O(n4L) opérations.

Karmarkar a même été capable de la réduire à O(n3.5L) opérations.

Nombreux chercheurs ont suggéré des modifications de l’algorithme original

de Karmarkar afin d’aboutir à un algorithme plus efficace et plus utile dans

la pratique parmi eux Todd et Burrell [73], Ye et Kojima [81] et Bouafia [13].

En 1989, Yinyu et al. [82] ont fait une extension de la méthode de Karmarkar

pour résoudre un problème de la programmation quadratique convexe et ceci

pour leur grand succès en pratique.

Pour plus de détails sur les méthodes projectives, nous renvoyons le lecteur,

par exemple, aux références [40, 44, 55].

3. Méthodes de réduction du potentiel

Une autre variante de l’algorithme de Karmarkar est la méthode potentielle.

Les algorithmes se distinguent par le fait qu’ils gardent les caractéristiques de

l’algorithme projectif : notamment, la borne de la complexité polynomiale et

l’habilité à prendre de grandes étapes basées sur la fonction potentielle sans

l’utilisation du changement de variables projectif. Le premier algorithme de

ce type a été proposé par Gonzaga [38]. Puis, Ye [79] a proposé un algorithme

analogue qui utilise une fonction potentielle primale-duale pour obtenir un

algorithme de complexité meilleure que celle mentionnée précédemment. Les

chercheurs ont proposé des fonctions potentielles de type primal, dual et

primal-dual, parmi lesquelles :

-La première fonction potentielle primale en programmation linéaire est in-
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troduite par Karmarkar [42] est définie par :

f (x, Z) = ρ log
(
ctx− Z

)
−

n∑
i=1

log xi,

où Z est une borne inférieure de la valeur optimale de la fonction objectif et

ρ = n+ 1.

-La fonction potentielle duale est introduite par Gonzaga [38] est définie par :

f (y, Z) = ρ log
(
Z − bty

)
−

n∑
i=1

log zi,

où Z est une borne supérieure de la valeur optimale de la fonction objectif et

ρ = n+ 1.

-Todd et Ye [74] ont été les premiers à introduire une fonction potentielle

primale-duale définie comme suit :

f (x, z) = ρ log
(
xtz
)
−

n∑
i=1

log xi −
n∑
i=1

log zi,

où ρ = n+
√
n.

Pour avoir plus de détails sur la méthode figurant dans ce paragraphe, le

lecteur pourra consulter par exemple [40].

4. Méthodes de trajectoire centrale

Comme son nom l’indique, cette méthode est basée sur le suivi d’une tra-

jectoire centrale. La méthode de trajectoire centrale consiste à rester dans

un certain voisinage de la trajectoire centrale en utilisant des itérations de

Newton. Il existe deux approches différentes de ces méthodes : une approche

primale et une autre primale-duale. Pour mettre en œuvre chacune de ces

approches, nous pouvons utiliser soit des algorithmes à courts-pas, soit des

algorithmes à long-pas. Tout dépend de la manière de mise à jour des para-

mètres. Les méthodes primales-duales sont les plus utilisées en pratique à

cause de leur efficacité numérique.

La méthode de trajectoire centrale a été étudiée en premier pour la program-

mation linéaire par Bayer et Lagarias [11] ensuite par Meggido [54], Gonzaga
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[38], Monteiro et Adler [57], Kojima et al. [48], Roos et Via1 [71].

A cause de leurs propriétés attractives, notamment la complexité polyno-

miale et la convergence super linéaire, nombreux chercheurs ont proposé

des extensions intéressantes pour résoudre les problèmes de la programma-

tion quadratique convexe. Achache et Goutali [3] ont proposé une méthode de

trajectoire centrale réalisable primale-duale à court pas à itération de New-

ton complet. Ils ont proposé deux nouveaux paramètres qui décrivent le pa-

ramètre barrière et le seuil qui mesure la taille du voisinage de la trajectoire

centrale. Mais, il n’existe aucune technique en pratique pour obtenir un point

initiale strictement réalisable voisin de la trajectoire centrale pour démarrer

leur algorithme. Pour remédier à cette difficulté, une méthode de trajectoire

centrale de type non réalisable a été proposée par Roumili et al. [68, 69]. Keb-

biche et Djeffal [26, 43] ont introduit le paramètre poids, associé à la fonction

barrière pour forcer le point initial dans la trajectoire centrale. L’inconvénient

de cette dernière alternative est le choix du paramètre de mise à jour θ, jus-

qu’à présent, nous n’avons aucun résultat confirmé que sa valeur obtenue

par les chercheurs est la meilleure.

Dans cette thèse, nous nous intéressons aux méthodes de points intérieurs

de type trajectoire centrale. Maintenant, nous allons présenter un aperçu sur

ces méthodes appliquées à la résolution d’un problème quadratique convexe.

Méthode de trajectoire centrale classique

Reprenons le problème primal de l’optimisation quadratique convexe au for-

mat standard : 
min f (x) = 1

2x
tQx+ ctx,

Ax = b,

x ≥ 0.

(PQC)

où Q ∈ <n×n est une matrice symétrique semi-définie positive, A ∈ <m×n tel

que rang(A) = m < n, c, x ∈ <n et b ∈ <m.
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Et son dual donné par :


max−1

2x
tQx+ bty,

Aty + z −Qx = c,

z ≥ 0, x ≥ 0.

(DQC)

où y ∈ <m, z ∈ <n.

C’est bien connu, que trouver une solution optimale de (PQC) et (DQC) est

équivalent à résoudre le système d’équations non linéaire suivant :


Aty + z −Qx = c , z ≥ 0,

Ax = b , x ≥ 0,

xz = 0.

(KKT)

Ces conditions sont appelées les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

La première et la deuxième condition représentent la condition de faisabilité

duale et primale, respectivement. Tandis que la troisième équation est la

condition de complémentarité pour (PQC) et (DQC).

On associe à (PQC) le problème perturbé (PQCµ) suivant :


min fµ (x) = 1

2x
tQx+ ctx− µ

n∑
i=1

ln xi,

Ax = b,

x > 0,

(PQCµ)

où µ est le paramètre barrière tel que µ > 0 et fµ (x) est la fonction barrière

(pénalisée).

� Si µ → 0 alors la solution de (PQCµ) converge vers la solution de (PQC),

donc on diminue les valeurs de µ et on résout la suite des problèmes (PQCµ)

jusqu’à l’obtention d’une solution optimale de (PQC).

Lemme 1.3.12. fµ est une fonction strictement convexe.

Démonstration. Reprenons fµ comme suit :

fµ (x) = 1
2x

tQx+ ctx− µ
n∑
i=1

ln xi, µ > 0,
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il est clair que fµ (x) ∈ C∞
(
<n++

)
, donc on a :

∇fµ (x) = Qx+ c− µX−1e, avec e = (1, ..., 1)t ∈ <n, X = diag (x1, ..., xn) ,

∇2fµ (x) = Q+ µX−2,

où Q est une matrice symétrique semi définie positive, X est une matrice

diagonale définie positive car x > 0 et µ > 0 alors ∇2fµ (x) est une matrice

définie positive, donc fµ est strictement convexe. Ce qui achève la preuve du

lemme.

Lemme 1.3.13. ([58]) Sous l’hypothèse (H1) et fµ (x) est une fonction stricte-

ment convexe, le problème (PQCµ) admet une solution optimale unique pour tout

µ > 0.

� Pour le problème (PQCµ) les conditions de KKT sont à la fois nécessaires et

suffisantes et s’écrivent comme suit :

 Qx+ c− µX−1e−Aty = 0,

Ax = b, x > 0

où y ∈ <m est le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte Ax = b du

problème (PQCµ).

Mettons z = µX−1e ∈ <n++, le système précédent devient :


Aty + z −Qx = c, z > 0,

Ax = b, x > 0,

Xz − µe = 0.

(KKTµ)

où X = diag (x1, ..., xn) .

� Le système (KKTµ) représente aussi les conditions d’optimalité du problème

dual paramétré suivant :


max−1

2x
tQx+ bty + µ

n∑
i=1

ln xi,

Aty + z −Qx = c,

z > 0, x > 0.

(DQCµ)
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Définition 1.3.14. — Soit (x (µ) , y (µ) , z (µ)) la solution du système (KKTµ), la

trajectoire centrale de (PQCµ) est définie par l’ensemble suivant :

TC = {(x (µ) , y (µ) , z (µ)) , µ > 0} .

— Pour mesurer la qualité de la solution trouvée (x (µ) , y (µ) , z (µ)), on intro-

duit un facteur de centralité ou de proximité qui est défini par la formule

suivante :

δ (x, z;µ) = ‖Xz − µe‖. (1.3.2)

— On dit que la solution (x (µ) , y (µ) , z (µ)) est voisine de la trajectoire centrale

si elle appartient à l’ensemble

V (θ) =
{

(x (µ) , y (µ) , z (µ)) ∈ F0 : δ (x, z;µ) ≤ θµ, 0 < θ < 1
}
.

Puisque le système (KKTµ) est non linéaire, il est difficile d’obtenir une so-

lution exacte de (PQCµ). Nous cherchons une solution approximative par la

méthode de Newton qui est la meilleure méthode pour la résolution à cause

de sa vitesse de convergence quadratique. Donc, on applique la méthode de

Newton sur l’équation Gµ (x, y, z) = 0 pour chaque µ > 0, où

G : <2n+m → <2n+m
x

y

z

 →


Aty + z −Qx− c

Ax− b

Xz − σµe


,

tel que 0 < σ < 1 et (x, y, z) ∈ F0.

Le nouveau itéré par la méthode de Newton s’écrit sous la forme :

x = x+ ∆x,

y = y + ∆y,

z = z + ∆z,
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où (∆x,∆y,∆z) est la direction de Newton qui est la solution du système

linéaire

∇Gµ (x, y, z)


∆x

∆y

∆z

 = −Gµ (x, y, z) ,

tel que :

∇Gµ (x, y, z) =


−Q At I

A 0 0

Z 0 X

 .

où Z = diag (z1, ..., zn) .

Par un simple calcul, le système précédent peut s’écrire sous la forme sui-

vante : 
At∆y + ∆z −Q∆x = 0,

A∆x = 0,

Z∆X +X∆z = σµe−Xz.

(SN)

On réitère jusqu’à l’obtention d’une valeur proche de zéro de µ.

L’algorithme de trajectoire centrale est donc donné comme suit :
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Algorithme 4 : Méthode de la trajectoire centrale réalisable classique.
Initialisation :

Un paramètre de précision ε > 0.

Un paramètre de mise à jour θ, 0 < θ < 1.

Un paramètre de seuil β, 0 < β < 1.

Un point initial strictement réalisable
(
x0, y0, z0) et µ0 = (x0)tz0

n tel que :

δ
(
x0, z0;µ0) ≤ β.

k = 0.

Tant que nµ > ε do

(a) Résoudre le système (SN) pour trouver la direction de Newton
(
∆xk,∆yk,∆zk

)
.

(b)
(
xk+1, yk+1, zk+1

)
=
(
xk, yk, zk

)
+
(
∆xk,∆yk,∆zk

)
;

(c) µk+1 = (1− θ)µk;

k ← k + 1;

Fin Tant que
Pour plus de détails sur cette méthode, nous renvoyons par exemple au réfé-

rence [3].

Conclusion 1.3.15. Ces progrès rivalisant, n’échappent pas tout de même aux incon-

vénients théoriques, algorithmiques et numériques, entre autre, le problème d’initiali-

sation qui devient de plus en plus difficile en passant aux autres problèmes mathéma-

tiques (la question qui se pose comment choisir un point initial strictement réalisable

près de la trajectoire centrale pour démarrer l’algorithme?). Ce problème d’initialisa-

tion est au centre de notre étude, il figure depuis des années au menu de la recherche

dans le domaine de la programmation mathématique. Pour atténuer à cet inconvé-

nient, une alternative particulièrement intéressante pour nous est celle des MPIs ba-

sées sur les fonctions barrières qui sont définies par une grande classe de fonctions

uni-variées appelées fonctions noyaux qui ont récemment été utilisés avec succès

pour concevoir de nouveaux. Nous étudions dans le chapitre suivant, une méthode de

trajectoire centrale primale-duale basée sur les fonctions noyaux. Cette approche a

l’avantage de démarrer avec un point de départ
(
x0, y0, z0) strictement réalisable non

nécessairement près de la trajectoire centrale.
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CHAPITRE 2

SURVOL SUR LES FONCTIONS

NOYAUX ADAPTÉES AUX

MÉTHODES DE POINTS

INTÉRIEURS PRIMALES-DUALES

DE TYPE TRAJECTOIRE CENTRALE

Aperçu historique

Les fonctions noyaux jouent un rôle important dans la conception et l’analyse

des méthodes des points intérieurs (MPIs). Elles ne sont pas seulement utilisées

pour déterminer les directions de recherche mais aussi pour mesurer la distance

entre l’itération donnée et le µ-centre.

Actuellement, les MPIs basées sur les fonctions noyaux sont parmi les méthodes

efficaces pour la résolution des problèmes d’(OL) qui ont été étudié par plusieurs

chercheurs dans [2, 7, 14, 15, 17, 22, 25, 29, 46, 51, 60, 59, 61, 63]. Les MPIs ba-

sées sur les fonctions noyaux sont également étendus à nombreux domaines d’op-
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timisation mathématique tels que l’optimisation quadratique semi-définie convexe

[39], l’optimisation de complémentarité linéaire semi-définie monotone [5] et l’opti-

misation semi-définie [28].

Encouragés par la stratégie envisagée dans [7] qui est donnée par Bai et al.

pour l’OL, nous suivrons les étapes utilisées pour établir l’analyse de la MPI basée

sur une fonction noyau pour la résolution d’un programme quadratique convexe.

Donc, l’objectif de ce chapitre est de faire une extension d’une méthode de trajec-

toire centrale basée sur une fonction noyau pour la programmation linéaire à la

programmation quadratique convexe. Nous donnons en premier, un rappel sur les

notions de base des fonctions noyaux. Ensuite, nous présentons dans un contexte

général le principe, l’algorithme et l’analyse de la complexité de l’algorithme obtenu

de trajectoire centrale moyennant les fonctions noyaux.

2.1 Fonctions noyaux et leurs propriétés

Nous donnons dans cette section la définition d’une fonction noyau et quelques

propriétés concernant les conditions de qualification.

Nous appelons ψ : ]0,+∞[ → [0,+∞[ une fonction noyau si elle est deux fois

différentiable et vérifie les conditions suivantes :

(a) ψ(1) = ψ
′ (1) = 0,

(b) ψ
′′ (t) > 0, ∀t > 0,

(c) lim
t↓0
ψ(t) = lim

t→+∞
ψ(t) = +∞.

Notons que les conditions (a) et (b) signifient que ψ est une fonction strictement

convexe et admet un minimum en t = 1. La condition (c) crée une barrière aux

bords du domaine de définition, donc ψ porte le nom de fonction barrière. On peut

écrire ψ par sa dérivée seconde comme suit :

ψ (t) =
t∫

1

ξ∫
1

ψ
′′ (ζ) dζdξ.
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Nous pouvons écrire aussi ψ (t) comme suit :

ψ (t) = ψc (t) + ψb (t) ,

où ψc (t) est le terme de croissance et ψb (t) est le terme barrière de fonction

noyau. Le terme de croissance caractérise le comportement de ψ (t) lorsque t tend

vers +∞, tandis que le terme barrière caractérise son comportement lorsque t s’ap-

proche de zéro. Dans tous les cas, le terme barrière est décroissant de façon mono-

tone en t.

2.1.1 Conditions de qualification d’une fonction noyau

Définition 2.1.1. Soit ψ ∈ C3 (<++) une fonction noyau, on dit que ψ est qualifiée

(éligible) si elle satisfait les conditions suivantes :

(C.Q.a) tψ
′′ (t) + ψ

′ (t) > 0, ∀t < 1,

(C.Q.b) tψ
′′ (t)− ψ′(t) > 0, ∀t > 1,

(C.Q.c) ψ
′′′ (t) < 0, ∀t > 0,

(C.Q.d) 2
(
ψ
′′ (t)

)2
− ψ′(t)ψ′′′ (t) > 0,∀t < 1,

(C.Q.e) ψ
′′ (t)ψ′ (βt)− βψ′ (t)ψ′′ (βt) > 0, ∀β > 1, ∀t > 1.

Nous signalons que les quatre premières conditions sont logiquement indépen-

dantes et que la cinquième condition est une conséquence de (C.Q.b) et (C.Q.c) qui

est l’objective du Lemme 2.1.7 ci-dessous. Par conséquence, il est facile de savoir

que ψ (t) est éligible si elle satisfait les quatre premières conditions.

Les deux lemmes suivants indiquent clairement que les conditions (C.Q.a) et

(C.Q.b) admettent une belle interprétation qui est la propriété de convexité expo-

nentielle, ou plus brièvement e-convexité. Cette propriété est importante et essen-

tielle dans l’analyse des algorithmes des points intérieurs basés sur les fonctions

noyaux.

Lemme 2.1.2. ([28]) Soit ψ ∈ C2 (<++), alors les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

(i) La fonction φ définie par φ(ξ) = ψ(eξ) est convexe, ∀ξ ∈ <.
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(ii) ψ
(√
t1t2

)
≤ ψ(t1)+ψ(t2)

2 ,∀t1, t2 > 0.

(iii) tψ
′′ (t) + ψ

′ (t) ≥ 0, ∀t > 0.

Démonstration. Montrons que (i) ⇐⇒ (ii) : nous savons que la fonction φ(ξ) =

ψ(eξ) est une fonction continue, donc pour être convexe, il suffit d’être mid-convexe.

ψ

(
e
ξ1+ξ2

2

)
≤ 1

2
(
ψ(eξ1) + ψ(eξ2)

)
,∀ξ1, ξ2 ∈ <.

Mettons t1 = eξ1 et t2 = eξ2 , Il est évident qu’on a t1, t2 > 0, et la relation ci-dessus

peut s’écrire comme suit

ψ(
√
t1t2) ≤ ψ(t1) + ψ(t2)

2 ,∀t1, t2 > 0.

Concernant l’équivalence (i) ⇐⇒ (iii) :

φ convexe ⇐⇒ φ
′′(ξ) =

(
ψ(eξ)

)′′
= eξ

(
eξψ

′′ (
eξ
)

+ ψ
′ (
eξ
))
≥ 0,∀ξ ∈ <,

⇐⇒ t
(
tψ
′′ (t) + ψ

′ (t)
)
≥ 0,∀t = eξ > 0,

⇐⇒ tψ
′′ (t) + ψ

′ (t) ≥ 0,∀t > 0.

Ce qui conclut la preuve du lemme.

Lemme 2.1.3. ([28]) Soit ψ ∈ C2 (<++), alors les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

(i) La fonction φ définie par φ(ξ) = ψ(
√
ξ) est convexe, ∀ξ > 0.

(ii) ψ
(√

t21+t22
2

)
≤ ψ(t1)+ψ(t2)

2 ,∀t1, t2 > 0.

(iii) tψ
′′ (t)− ψ′ (t) > 0,∀t > 0.

Démonstration. Montrons que (i) ⇐⇒ (ii) : nous savons que la fonction

φ(ξ) = ψ(
√
ξ) est une fonction continue, donc pour être convexe, il suffit d’être

mid-convexe. Donc, nous avons :

ψ

√ξ1 + ξ2
2

 ≤ 1
2
(
ψ(
√
ξ1) + ψ(

√
ξ2)
)
, ∀ξ1, ξ2 ∈ <.
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Mettons t1 =
√
ξ1 et t2 =

√
ξ2, il est évident qu’on a t1, t2 > 0, et la relation ci-

dessus peut s’écrire comme suit

ψ

√ t21 + t22
2

 ≤ ψ(t1) + ψ(t2)
2 ,∀t1, t2 > 0.

Concernant l’équivalence (i) ⇐⇒ (iii) :

φ convexe ⇐⇒ φ
′′(ξ) = 1

4ξ
3
2

(√
ξψ
′′ (√

ξ
)
− ψ′

(√
ξ
))
≥ 0, ∀ξ ∈ <,

⇐⇒ 1
4t3

(
tψ
′′ (t)− ψ′ (t)

)
≥ 0, ∀t =

√
ξ > 0,

⇐⇒ tψ
′′ (t) + ψ

′ (t) ≥ 0, ∀t > 0.

Ce qui termine la preuve du lemme.

Lemme 2.1.4. ([28]) Soit ψ une fonction noyau qui satisfait la condition (C.Q.c), alors

pour tout t < 1 on a :

ψ
′ (t) < ψ

′′ (t) (t− 1) et ψ (t) < 1
2ψ
′ (t) (t− 1) ,

1
2ψ
′′

(1) (t− 1)2 < ψ (t) < 1
2ψ
′′

(t) (t− 1)2 .

Démonstration. Nous considérons pour tout t < 1 la fonction g (t) qui est définie

par :

g (t) = ψ
′ (t) (t− 1)− 2ψ (t) ,

il est claire que g (1) = 0 et

g
′ (t) = ψ

′′ (t) (t− 1)− ψ′ (t) ,

on a aussi g
′ (1) = 0 et

g
′′

(t) = ψ
′′′

(t) (t− 1) .

En utilisant la condition (C.Q.c) nous obtenons :

g
′ (t) > 0 et g (t) > 0,
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d’où :

ψ
′ (t) < ψ

′′ (t) (t− 1) et ψ (t) < 1
2ψ
′ (t) (t− 1) .

En utilisant le développement de Taylor au voisinage de t = 1 et ψ (1) = ψ
′ (1) = 0,

nous trouvons :

ψ (t) = ψ (1) + ψ
′ (1) (t− 1) + 1

2ψ
′′ (1) (t− 1)2 + 1

6ψ
′′′ (ζ) (t− 1)3, t < ζ < 1,

= 1
2ψ
′′ (1) (t− 1)2 + 1

6ψ
′′′ (ζ) (t− 1)3,

et

ψ (t) = 1
2ψ
′′ (ζ) (t− 1)2, t < ζ < 1.

Comme ψ
′′′ (ζ) < 0 et t < 1, nous obtenons :

1
2ψ
′′

(1) (t− 1)2 < ψ (t) < 1
2ψ
′′

(t) (t− 1)2 .

Ce qui conclut la preuve du lemme.

Lemme 2.1.5. ([28]) Soit ψ une fonction noyau qui satisfait la condition (C.Q.c), alors

pour tout t > 1 on a :

ψ
′ (t) > ψ

′′ (t) (t− 1) et ψ (t) > 1
2ψ
′ (t) (t− 1) ,

1
2ψ
′′

(t) (t− 1)2 < ψ (t) < 1
2ψ
′′

(1) (t− 1)2 .

Démonstration. Nous définissons la fonction h (t) comme suit :

h (t) = 2ψ (t)− ψ′ (t) (t− 1) , ∀t > 1,

il est claire que h (1) = 0 et

h
′ (t) = ψ

′ (t)− ψ′′ (t) (t− 1) ,

on a h
′ (1) = 0 et

h
′′

(t) = −ψ
′′′

(t) (t− 1) .
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En utilisant la condition (C.Q.c) nous trouvons :

h
′ (t) > 0 et h (t) > 0,

donc

ψ
′ (t) > ψ

′′ (t) (t− 1) et ψ (t) > 1
2ψ
′ (t) (t− 1) .

En utilisant le développement de Taylor au voisinage de t = 1 et puisque ψ (1) =

ψ
′ (1) = 0, nous avons :

ψ (t) = ψ (1) + ψ
′ (1) (t− 1) + 1

2ψ
′′ (1) (t− 1)2 + 1

6ψ
′′′ (ζ) (t− 1)3, 1 < ζ < t,

= 1
2ψ
′′ (1) (t− 1)2 + 1

6ψ
′′′ (ζ) (t− 1)3,

et

ψ (t) = 1
2ψ
′′ (ζ) (t− 1)2, 1 < ζ < t.

Comme ψ
′′′ (ζ) < 0 et t > 1, nous obtenons :

1
2ψ
′′

(t) (t− 1)2 < ψ (t) < 1
2ψ
′′

(1) (t− 1)2 .

Ce qui conclut la preuve du lemme.

2.1.2 Propriétés des fonctions noyaux

Lemme 2.1.6. ([28]) Soit ψ une fonction noyau alors on a :

(a) tψ
′ (t) ≥ ψ (t) , ∀t ≥ 1.

(b) ψ′ (t1) ≤ 0, ψ′ (t2) ≥ 0, avec 0 < t1 ≤ 1 ≤ t2.

Démonstration. Pour montrer (a), on considère :

h (t) = tψ
′ (t)− ψ (t) , ∀t ≥ 1.

On a h (1) = 0 et h
′ (t) = tψ

′′ (t) ≥ 0 donc h (t) ≥ 0, ∀t ≥ 1.
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Pour montrer (b), en utilisant (a), on a

t2ψ
′ (t2) ≥ ψ (t2) , 1 ≤ t2.

Maintenant en utilisant le Lemme 2.1.4, on obtient :

ψ
′ (t1) < ψ

′′ (t1) (t1 − 1) , t1 ≤ 1.

Comme ψ
′′ (t) > 0,∀t > 0, on trouve :

ψ
′ (t1) ≤ 0, ψ′ (t2) ≥ 0.

Ce qui termine la preuve du Lemme 2.1.6.

Lemme 2.1.7. ([28]) Si ψ (t) satisfait les conditions (Q.C.b) et (Q.C.c), alors ψ (t) sa-

tisfait la condition (Q.C.e).

Démonstration. Pour t > 1, nous considérons :

f(β) = ψ
′′ (t)ψ′ (βt)− βψ′ (t)ψ′′ (βt) ,∀β > 1.

Notons que f(1) = 0. De plus, on a :

f
′(β) = ψ

′′ (βt) (tψ′′ (t)− ψ′ (t))− βtψ′ (t)ψ′′′ (βt) , ∀β > 1,

puisque ψ vérifie les conditions (Q.C.b) et (Q.C.c) et en utilisant (b) du lemme

2.1.6 pour t > 1, nous déduisons que f(β) est une fonction croissante. Par consé-

quent, f(β) > 0 pour β > 1. Ce qui termine la preuve du lemme.

Lemme 2.1.8. ([28]) Supposons que ψ (t1) = ψ (t2) avec t1 ≤ 1 ≤ t2. Alors on a :

(1) ψ (βt1) ≤ ψ (βt2) ,∀β ≥ 1,

(2) ψ (βt1) = ψ (βt2) si t1 = t2 = 1 ou β = 1.

Démonstration. Nous supposons que ψ (t1) = ψ (t2) avec t1 ≤ 1 ≤ t2 :
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Pour montrer (1), on définit f (β) par :

f (β) = ψ (βt1)− ψ (βt2) , t1 ≤ 1 ≤ t2, ∀β ≥ 1.

On a f (1) = 0 et

f
′ (β) = t1ψ

′ (βt1)− t2ψ
′ (βt2) .

Puisque ψ
′′ (t) > 0, ∀t > 0, alors ψ

′ (t) est strictement croissante. Pour cela ψ
′ (βt1) ≤

ψ
′ (βt2) . Donc on a :

f
′ (β) = t1ψ

′ (βt1)− t2ψ
′ (βt2) ≤ t1ψ

′ (βt2)− t2ψ
′ (βt2) = (t1 − t2)ψ′ (βt2) ,

comme t1 ≤ t2 et ψ
′ (t) ≥ 0,∀t ≥ 1, donc f

′ (β) ≤ 0, ∀β ≥ 1. Alors :

f (β) = ψ (βt1)− ψ (βt2) ≤ 0.

Pour montrer (2), d’une part si β = 1 alors par évidence l’égalité est satisfaite.

D’autre part, si β > 1 et f (β) = 0 alors par le théorème de la valeur moyenne

implique que

f
′ (ξ) = 0, pour ξ ∈ (1, β) ,

cela implique

ψ
′ (ξt1) = ψ

′ (ξt2) .

Par le Lemme 2.1.6, la fonction ψ
′ (t) est strictement monotone, cela implique que

ξt1 = ξt2, d’où t1 = t2. Puisque t1 ≤ 1 ≤ t2, on obtient t1 = t2 = 1.

Ce qui conclut la preuve du Lemme 2.1.8.

2.2 Présentation de la méthode

Dans cette thèse, nous considérons le problème primal de l’optimisation qua-

dratique convexe au format standard :


min f (x) = 1

2x
tQx+ ctx,

Ax = b,

x ≥ 0,

(PQC)
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où Q ∈ <n×n est une matrice symétrique semi-définie positive, A ∈ <m×n tel que

rang(A) = m < n, c, x ∈ <n et b ∈ <m. Et son dual :


max−1

2x
tQx+ bty,

Aty + z −Qx = c,

z ≥ 0, x ≥ 0.

(DQC)

où y ∈ <m, z ∈ <n.

Il est bien connu que la recherche d’une solution optimale de (PQC) et (DQC)

est équivalente à la résolution des conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker

suivantes : 
Aty + z −Qx = c, z > 0,

Ax = b, x > 0,

Xz = 0.

(2.2.1)

L’idée de base qui sous-tend les MPIs primales-duales est de remplacer la condi-

tion de complémentarité Xz = 0 dans (2.2.1) par l’équation perturbée Xz = µe, µ > 0.

Ainsi, nous obtenons le système perturbé suivant :


Aty + z −Qx = c, z > 0,

Ax = b, x > 0,

Xz − µe = 0.

(2.2.2)

Nous supposons que (PQC) et (DQC) satisfont la condition de points intérieurs

(CPI ), c’est-à-dire, il existe
(
x0, y0, z0) tel que :

 Ax0 = b, x0 > 0,

Aty0 + z0 −Qx0 = c, z0 > 0,
(2.2.3)

alors le système paramétré (2.2.2) a une solution unique (x (µ) , y (µ) , z (µ)) pour

chaque µ > 0. x (µ) est appelé le µ−centre de (PQC) et (y (µ) , z (µ)) est le µ−centre

de (DQC). L’ensemble de tous les µ-centres forme ce qu’on appelle la trajectoire

centrale de (PQC) et (DQC).

Si µ → 0, alors la limite du chemin central existe et puisque le point limite
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satisfait la condition de complémentarité, la limite donne une solution optimale de

(PQC) et (DQC). Pour plus détails sur ce qui se précède voir [58].

Sans perte de généralité, nous supposons que le point (x (µ) , y (µ) , z (µ)) est

connu pour µ > 0. Par exemple, on peut supposer que µ0 = 1. Nous réduisons en-

suite µ = (1 − θ)µ, 0 < θ < 1. Nous appliquons la méthode de Newton pour résoudre

itérativement les équations non linéaires (2.2.2). Donc, nous avons le système de

Newton suivant : 
At∆y + ∆z −Q∆x = 0,

A∆x = 0,

Z∆X +X∆z = Xz − µe,

(2.2.4)

comme A est de rang plein, le système (2.2.4) admet une solution unique (∆x,∆y,∆z)

dite la direction de Newton, qui est utilisée dans toutes les implémentations exis-

tantes des MPIs primales-duales.

Le nouveau itéré de Newton avec le pas α fixé (0 < α ≤ 1) est donné par :

x+ = x+ α∆x, y+ = y + α∆y, z+ = z + α∆z. (2.2.5)

Le choix du pas α est un autre point crucial de l’algorithme. Il faut faire en sorte

que la proximité des itérés avec le µ−centre s’améliore suffisamment.

Dans cette thèse, nous suivons [7] et reformulons cette approche en déduisant

la même direction de recherche d’une manière différente. Nous introduisons les

notations suivantes :

v =
√
xz

µ
, d =

√
x

z
,

et les directions de recherche réduites dx et dz suivantes :

dx = v∆x
x

, dz = v∆z
z
. (2.2.6)

Le système (2.2.4) peut s’écrire comme suit :


Āt∆y + dz − Q̄dx = 0,

Ādx = 0,

dx + dz = v−1 − v,

(2.2.7)
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où Ā = 1√
µAD et Q̄ = DQD avec D = diag(d).

Nous pouvons conclure que l’itéré (x, y, z) ∈ F0 coïncide avec le centre

(x(µ), y(µ), z(µ)) si et seulement si v = e.

Remarque 2.2.1. Soit (dx,∆y, dz) une solution du système (2.2.7) et comme Q̄ est une

matrice semi-définie positive, on note que

(dx)t dz = (dx)t
(
Q̄dx − Āt∆y

)
= (dx)t Q̄dx ≥ 0,

cette dernière inégalité montre que dx et dz ne sont pas des directions orthogonales

contrairement à l’OL.

Une remarque cruciale est que le côté droit de la troisième équation en (2.2.7)

qui est appelée l’équation de centralité réduite égal moins le gradient de la fonction

barrière logarithmique classique Φ : <n++ → <+ qui est définie comme suit :

Φ(v) = Φ(x, z;µ) =
n∑
i=1
ψ(vi), (2.2.8)

où

ψ(vi) = v2
i − 1

2 − log vi, v ∈ <n++. (2.2.9)

De plus, nous appelons ψ la fonction noyau de la fonction barrière logarithmique

classique Φ(v). Ainsi, le système (2.2.7) devient :


Āt∆y + dz − Q̄dx = 0,

Ādx = 0,

dx + dz = −∇Φ(v).

(2.2.10)

Notons que la matrice ∇2Φ(v) = diag(e + v−2) est définie positive, donc Φ(v) est

strictement convexe. De plus, puisque ∇Φ(e) = 0, il s’ensuit que Φ(v) atteint sa

valeur minimale à v = e, avec Φ(e) = 0.

Donc, la mesure de proximité basée sur la norme (1.3.2) devient

δ(v) = 1
2‖v

−1 − v‖ = 1
2‖dx + dz‖ = 1

2‖∇Φ(v)‖, v ∈ <n++. (2.2.11)
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2.3 Description algorithmique

On peut caractériser une étape de MPIs primales-duales basées sur une fonction

noyau comme suit : en commençant par un point strictement réalisable (x0, y0, z0),

un paramètre de précision ε > 0, un paramètre de seuil τ ≥ 1 et la fonction de

proximité Φ(v) qui est une bonne proximité du µ-center (x (µ) , y (µ) , z (µ)) pour une

valeur fixée de µ à l’itération actuelle. Ensuite, nous diminuons le paramètre µ par

un facteur (1− θ) où 0 < θ < 1. Lorsque Φ(v) ≤ τ, une solution approximative du µ-

center est obtenue par (2.2.5) en utilisant fréquemment la méthode de Newton par

la résolution du système (2.2.7) via (2.2.6) pour obtenir la direction (∆x,∆y,∆z).

Nous répétons cette procédure jusqu’à ce que nous obtenions le point où nµ ≤ ε.

Dans ce cas, nous indiquons que les x et (y, z) actuels sont des solutions approxi-

matives des problèmes (PQC) et (DQC), respectivement. Donc, l’algorithme de MPIs

basées sur une fonction noyau est constitué de deux parties : les itérations internes

et externes. Chaque itération externe comprend une mise à jour du paramètre µ et

une séquence d’itérations internes (une ou plusieurs). La forme générique de l’algo-

rithme est donnée comme suit :
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Algorithme 5 : Algorithme générique des MPIs primales-duales pour la pro-

grammation quadratique convexe
Données :

une fonction de proximité Φ(v) ;

un paramètre de précision ε > 0 ;

un paramètre de seuil τ ≥ 1 ;

un paramètre de mise à jour (de barrière) fixé θ, 0 < θ < 1 ;

un point strictement réalisable (x0, y0, z0) de (PQC) et (DQC) et µ0 = 1;

Initialisation

x = x0, y = y0, z = z0, µ = µ0, v =
√

xz
µ ;

Tant que nµ ≥ ε faire

Début (itération externe)

µ = (1− θ)µ;

Tant que Φ(v) > τ faire

Début (itération interne)

résoudre le système (2.2.7) via (2.2.6), pour obtenir la direction (∆x,∆y,∆z) ;

choisir un pas convenable α et calculer :

x = x+ α∆x; y = y + α∆y; z = z + α∆z;

v =
√

xz
µ ;

Fin

Fin

Fin Algorithme

2.4 Analyse de l’algorithme

Dans cette section, nous donnons une description de l’analyse des MPIs basées

sur une fonction noyau pour résoudre les problèmes de (PQC). Tout d’abord, nous

étudions le comportement de croissance de la fonction barrière Φ (v) au cours d’une

itération externe. Ensuite, nous choisissons un pas de déplacement α, qui doit être

pris de telle sorte que la proximité des itérés avec le µ−centre actuel s’améliore

suffisamment. Enfin, nous étudions la décroissance de la fonction barrière Φ (v) au

cours d’une itération interne.
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2.4.1 Borne supérieure de la fonction barrière Φ (v) pendant une itéra-

tion externe

Notons qu’au début de chaque itération externe de l’algorithme, juste avant la

mise à jour de µ, nous avons Φ(v) ≤ τ . Par la mise à jour de µ, le vecteur v se divise

par
√

1− θ i.e., le vecteur v est mis à jour par la relation suivante v+ = v√
1−θ , ce qui

conduit généralement à une augmentation de la valeur de Φ (v). Ainsi, au cours de

l’algorithme, les plus grandes valeurs de Φ (v) apparaissent justes après les mises à

jour de µ. Dans ce paragraphe, nous trouvons donc une estimation de l’effet d’une

mise à jour de µ sur la valeur de Φ (v). En d’autres termes, nous voulons obtenir

une borne supérieure pour Φ (βv) avec β = 1√
1−θ en terme de Φ (v).

Il apparaîtra clairement que dans l’analyse de l’algorithme, certaines fonctions

inverses liées aux fonctions noyaux jouent un rôle essentiel. Nous introduisons ici

ces fonctions inverses.

σ : [0,+∞[→ [1,+∞[ la fonction inverse de ψ (t) ,∀t ≥ 1,

ρ : [0,+∞[→]0, 1] la fonction inverse de −1
2ψ
′ (t) , ∀t ∈ ]0, 1] .

Dans la suite, on suppose que la fonction noyau est qualifiée.

Nous offrons un théorème important qui est valable pour toutes les fonctions

noyaux qui satisfont la condition de qualification (C.Q.e).

Théorème 2.4.1. ([28]) Soit σ : [0,+∞[ → [1,+∞[ la fonction inverse de ψ (t) pour

t ≥ 1. Alors, nous avons :

Φ (βv) ≤ nψ
(
βσ

(Φ(v)
n

))
, v ∈ <n++, β > 1.

Démonstration. Pour tout β > 1, nous considérons le problème de maximisation

suivant :

max
v
{Φ (βv) : Φ (v) = y, y ≥ 0} ,

les conditions d’optimalité de premier ordre pour ce problème sont :

βψ
′ (βvi) = κψ

′ (vi) , i = 1, ..., n, (2.4.1)
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où κ représente le multiplicateur de Lagrange.

Puisque ψ
′ (1) = 0 et βψ

′ (β) > 0, nous devons avoir vi 6= 1 pour tous les i. On

peut aussi supposer que vi > 1 pour tous les i.

Soit ψ (vi) = yi une équation admet deux solutions v(1)
i > 1 et v(2)

i < 1. La consé-

quence du Lemme 2.1.8 est que nous avons ψ
(
βv

(2)
i

)
≤ ψ

(
βv

(1)
i

)
, ∀β > 1. Comme

nous maximisons Φ (βv), il s’ensuit que nous pouvons supposer que vi = v
(1)
i > 1

pour tous les i. Notons que (2.4.1) implique alors que βψ
′ (βvi) > 0 et ψ

′ (vi) > 0, d’où

également κ > 0. En définissant maintenant :

h (t) = ψ
′ (t)

ψ′ (βt) = β

κ
, t > 1,

h
′ (t) = ψ

′′
(t)ψ′ (βt)− βψ′ (t)ψ

′′
(βt)

(ψ′ (βt))2 .

En utilisant que ψ (t) satisfait la condition de qualification (C.Q.e), nous trou-

vons que h
′ (t) > 0 pour t > 1 et β > 1. Ainsi, nous avons prouvé que h (t) est

strictement croissante. Il en résulte donc que tous les vi sont égaux. En mettant

vi = t > 1, pour tout i = 1, ..., n, on déduit de Φ (v) = y que nψ (t) = y. Cela implique

que t = σ
(

Φ(v)
n

)
.

Par conséquent, la valeur maximale que Φ (v) peut atteindre est donnée par

Φ (βte) = nψ (βt) = nψ

(
βσ

(
y

n

))
= nψ

(
βσ

(Φ(v)
n

))
.

Ce qui termine la preuve

Corollaire 2.4.2. Pour tout vecteur positif v, si Φ (v) ≤ τ et β > 1, on a :

Φ (βv) ≤ n

2ψ
′′ (1)

(
βσ

(
τ

n

)
− 1

)2
.

Démonstration. Pour tout vecteur positif v, si Φ (v) ≤ τ et β > 1 alors par le

Théorème 2.4.1, nous avons :

Φ(βv) ≤ nψ
(
βσ

(Φ(v)
n

))
.
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Comme σ est une fonction croissante, on a :

Φ(βv) ≤ nψ
(
βσ

(
τ

n

))
,

puisque β > 1 et σ
(
τ
n

)
≥ 1, en utilisant le Lemme 2.1.5, on obtient :

Φ(βv) ≤ n

2ψ
′′ (1)

(
βσ

(
τ

n

)
− 1

)2
.

La preuve est ainsi faite.

Par le Corollaire 2.4.2 avec β = 1√
1−θ , nous avons :

Φ(v+) = Φ( v√
1− θ

) ≤ n

2ψ
′′ (1)

(
σ( τn)√
1− θ

− 1
)2

.

Nous notons par

Φ0 = n

2ψ
′′ (1)

(
σ( τn)√
1− θ

− 1
)2

, (2.4.2)

la borne supérieure de Φ(v+) ; la valeur de Φ(v) après la mise à jour de µ.

2.4.2 Détermination du pas de déplacement α et la décroissance de

Φ (v) pendant une itération interne

Dans chaque itération interne, nous calculons d’abord la direction (∆x,∆y,∆z)

puis le pas de déplacement α. Rappelons qu’au cours d’une itération interne, le

paramètre µ est fixé. Après un pas de déplacement, nous avons :

x+ = x+ α∆x, y+ = y + α∆y, z+ = z + α∆z.

En utilisant (2.2.6), on obtient :

x+ = x+ α∆x = x

(
e+ α

∆x
x

)
= x

v
(v + αdx) ,

et

z+ = z + α∆z = z

(
e+ α

∆z
z

)
= z

v
(v + αdz) .
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En utilisant xz = µv2, donc nous obtenons :

v+ =
√
x+z+

µ
=
√

(v + αdx) (v + αdz).

Pour µ fixé, nous définissons la différence de proximité entre le nouvel itéré et

l’ancien comme suit :

f(α) = Φ(v+)− Φ(v) = Φ
(√

(v + αdx) (v + αdz)
)
− Φ(v).

Il est clair que f(α) n’est pas nécessairement convexe. Pour faciliter l’analyse, nous

utilisons une borne supérieure convexe pour f(α). On obtient cette borne en utili-

sant que ψ (t) est e-convexe (selon Lemme 2.1.2). Cela donne :

Φ(v+) = Φ
(√

(v + αdx) (v + αdz)
)
≤ 1

2 (Φ (v + αdx) + Φ (v + αdz)) .

Donc, nous avons :

f(α) ≤ f1(α) = 1
2 (Φ (v + αdx) + Φ (v + αdz))− Φ(v). (2.4.3)

Il est clair que f(0) = f1(0) = 0. On prend les deux premières dérivées de f1(α) par

rapport à α, on a :

f
′
1(α) = 1

2

n∑
i=1

(
ψ
′(vi + αdxi)dxi + ψ

′(vi + αdzi)dzi
)
,

f
′′
1 (α) = 1

2

n∑
i=1

(
ψ
′′(vi + αdxi) (dxi)

2 + ψ
′′(vi + αdzi) (dzi)

2
)
. (2.4.4)

où dxi et dzi désignent respectivement la ième composante des vecteurs dxi et dzi.

En utilisant (2.2.10) et (2.2.11), nous avons :

f
′
1(0) = 1

2 〈∇Φ(v), dx + dz〉 = −1
2 〈∇Φ(v),∇Φ(v)〉 = −2 (δ(v))2 . (2.4.5)

Dans la suite, nous utilisons les notations abrégées suivantes :
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vmin = min
i=1,...,n

(vi), δ = δ(v) et Φ = Φ(v).

Lemme 2.4.3. Soient f1(α) définie dans ( 2.4.3) et δ défini dans (2.2.11). Alors, nous

avons :

f
′′
1 (α) ≤ 2δ2ψ

′′ (vmin − 2αδ) .

Démonstration. D’après la Remarque 2.2.1, on a (dx)t dz = (dx)t Q̄dx ≥ 0, cela

implique que :

4δ2 = ‖dx + dz‖2 = ‖dx‖2 + ‖dz‖2 + 2 (dx)t dz,

≥ ‖dx‖2 + ‖dz‖2,

donc

‖dx‖ ≤ 2δ, ‖dz‖ ≤ 2δ.

On a :

vi + αdxi ≥ vmin − 2αδ, vi + αdzi ≥ vmin − 2αδ, ∀i = 1, ..., n.

D’après la condition de qualification (C.Q.c), ψ
′′ (t) est strictement décroissante.

Donc d’après (2.4.4), on obtient :

f
′′
1 (α) ≤ 1

2ψ
′′
(vmin − 2αδ)

n∑
i=1

(
(dxi)

2 + (dzi)
2
)
,

≤ 1
2ψ
′′
(vmin − 2αδ)

n∑
i=1

(dxi + dzi)
2 ,

= 2δ2ψ
′′ (vmin − 2αδ) .

Ceci complète la preuve.

La stratégie pour le choix du pas de déplacement est une extension de celle de

l’OL dans [7]. Le lemme suivant montre la décroissance de la fonction f1(α).

Lemme 2.4.4. ([7]) Si le pas de déplacement α satisfait l’inégalité

−ψ′ (vmin − 2αδ) + ψ
′ (vmin) ≤ 2δ, (2.4.6)
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alors

f
′
1 (α) ≤ 0.

Démonstration. En utilisant le Lemme 2.4.3 et (2.4.5), nous pouvons écrire :

f
′
1 (α) = f

′
1 (0) +

α∫
0

f
′′
1 (ξ)dξ,

≤ −2δ2 +
α∫

0

2δ2ψ
′′ (vmin − 2ξδ) dξ,

= −2δ2 − δ
α∫

0

ψ
′′ (vmin − 2ξδ) d (vmin − 2ξδ) ,

= −2δ2 + δ
(
−ψ′ (vmin − 2αδ) + ψ

′ (vmin)
)
,

puisque −ψ′ (vmin − 2αδ) + ψ
′ (vmin) ≤ 2δ, alors f

′
1 (α) ≤ 0.

Ce qui conclut la preuve du lemme.

Lemme 2.4.5. ([7]) La plus grande valeur du pas α vérifiant (2.4.6) est donnée par :

ᾱ = (ρ (δ)− ρ (2δ))
2δ .

Démonstration. Nous cherchons une grande valeur possible de α vérifiant (2.4.6).

Puisque ψ
′′ (t) est décroissante alors on a :

−ψ
′′

(vmin − 2αδ) + ψ
′′

(vmin) ≤ 0,

pour vmin, α et δ sont fixés.

La dérivée par rapport à α de l’expression à gauche dans (2.4.6) est égale à

2δψ
′′

(vmin − 2αδ) ≥ 0.

Donc la valeur maximale pour l’expression à gauche dans (2.4.6) par rapport à

vmin est atteinte si vmin atteint sa valeur minimale. Pour 0 < vmin ≤ 1, on a :

δ(v) = 1
2‖∇Φ(v)‖ ≥ 1

2 | ψ
′ (vmin) |≥ −1

2ψ
′ (vmin) ,
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puisque ρ est une fonction strictement décroissante, on a ρ (δ) ≤ vmin, nous

prenons :

ρ (δ) = vmin, (2.4.7)

donc

−2δ = ψ
′ (vmin) . (2.4.8)

On remplaçant (2.4.8) dans (2.4.6) on obtient :

−ψ′ (vmin − 2αδ) ≤ 4δ,

donc nous prenons :

vmin − 2αδ = ρ (2δ) . (2.4.9)

D’après (2.4.7) et (2.4.9), on a :

ρ (δ) = vmin et vmin − 2αδ = ρ (2δ) ,

donc

ᾱ = α = (ρ (δ)− ρ (2δ))
2δ .

Ce qui termine la preuve du lemme.

Lemme 2.4.6. ([7]) Soit ᾱ défini dans Lemme 2.4.5, on a :

ᾱ ≥ 1
ψ′′ (ρ (2δ)) .

Démonstration. Par la définition du ρ,

−2δ = ψ
′ (ρ (δ)) ,

La dérivée obtenue par rapport à δ est la suivante :

−2 = ρ
′ (δ)ψ′′ (ρ (δ)) ,
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ce qui implique que

ρ
′ (δ) = − 2

ψ′′ (ρ (δ)) < 0,

Par conséquent, ρ est une fonction décroissante. Une conséquence immédiate

de dernière égalité et Lemme 2.4.5 est :

ᾱ = (ρ (δ)− ρ (2δ))
2δ ,

= 1
2δ

δ∫
2δ

ρ
′ (ς) dς,

= 1
δ

δ∫
2δ

− 1
ψ′′ (ρ (ς))dς.

A cause de la condition de qualification (C.Q.c), ψ
′′ (t) est strictement décrois-

sante sur [δ, 2δ]. Par conséquent,

ᾱ ≥ −1
δ

1
ψ′′ (ρ (2δ))

δ∫
2δ

dς,

= 1
ψ′′ (ρ (2δ)) .

Ce qui conclut la preuve du lemme.

On note par

α̃ = 1
ψ′′ (ρ (2δ)) , (2.4.10)

le pas de déplacement tel que ᾱ ≥ α̃. Nous avons besoin d’un résultat technique

simple suivant.

Lemme 2.4.7. ([61]) Soit g (t) ∈ C2 (<+) une fonction convexe avec g (0) = 0, g′ (0) < 0

et g (t) atteint son minimum global à t∗ > 0. Si g
′′ (t) est décroissante pour t ∈ [0, t∗],

alors :

g (t) ≤ t
[
g
′ (0)
2

]
.

Lemme 2.4.8. ([7]) Si le pas de déplacement α vérifie α ≤ ᾱ, alors

f(α) ≤ −αδ2.
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Démonstration. Soit g (α) définie comme suit :

g (α) = −2αδ2 + 1
2ψ (vmin − 2αδ) + αδψ

′ (vmin)− 1
2ψ (vmin) ,

alors, on a :

g (0) = f1(0) = 0; g
′ (0) = f

′
1(0) = −2δ2,

et

g
′′ (α) = 2δ2ψ

′′ (vmin − 2αδ) ,

g
′′′

(α) = −4δ3ψ
′′′ (vmin − 2αδ) .

À cause du Lemme 2.4.3, on a f
′′
1 (α) ≤ g′′ (α) . Par conséquent,

f
′
1(α) ≤ g

′ (α) ,

f1(α) ≤ g (α) .

En prenant α ≤ ᾱ, avec ᾱ défini dans le Lemme 2.4.5, on obtient :

g
′ (α) = g

′ (0) +
α∫

0

g
′′ (ξ) dξ,

= −2δ2 + 2δ2
α∫

0

ψ
′′ (vmin − 2δξ) dξ,

= −2δ2 − δ
α∫

0

ψ
′′ (vmin − 2δξ) d (vmin − 2δξ) ,

= −2δ2 + δ
(
−ψ′ (vmin − 2αδ) + ψ

′ (vmin)
)
,

≤ 0.

Puisque g
′′ (α) est une fonction décroissante, en utilisant le Lemme 2.4.7, on peut

écrire

f1(α) ≤ g (α) ≤ αg
′ (0)
2 = −αδ2,

comme f(α) ≤ f1(α), donc on a :
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f(α) ≤ −αδ2.

Ce qui termine la preuve du lemme.

En combinant les résultats des Lemmes 2.4.6 et 2.4.8, on obtient le théorème

suivant qui exprime la décroissance de la fonction barrière pendant une itération

interne.

Théorème 2.4.9. ([28]) Si α̃ est le pas de déplacement qui est défini dans ( 2.4.10),

on a :

f(α̃) ≤ − δ2

ψ′′ (ρ (2δ)) .

2.5 Complexité algorithmique

Dans cette section, nous présentons les résultats généraux de complexité pour

les méthodes de points intérieurs primales-duales basées sur les fonctions noyaux

qui satisfont certaines conditions de qualification.

Après la mise à jour de µ et selon (2.4.2), on a :

Φ
(
v+
)
≤ Φ0 = n

2ψ
′′ (1)

(
σ( τn)√
1− θ

− 1
)2

,

c’est la première valeur de Φ dans l’itération externe.

Nous avons besoin de compter le nombre d’itérations internes nécessaires pour

revenir à la situation Φ ≤ τ. Les valeurs suivantes dans la même itération externe

sont désignées par Φk, k = 1, 2, ..,K, où K représente le nombre total d’itérations

internes dans l’itération externe. D’autre part, selon le Théorème 2.4.9, nous avons :

f(α) = Φk+1 − Φk ≤ f(α̃) ≤ − δ2

ψ′′ (ρ (2δ)) ,

alors on suppose qu’ils existent κ̄ > 0 et γ ∈]0, 1], tels que

Φk+1 − Φk ≤ −κ̄Φ1−γ
k ≤ −κ̄(Φk − τ)1−γ ,
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alors

(Φk+1 − τ) ≤ (Φk − τ)− κ̄(Φk − τ)1−γ .

Lemme 2.5.1. ([61]) Soit t0, t1, .., tK une suite des nombres positifs vérifiant :

tk+1 ≤ tk − κ̄t1−γk , k = 0, 1, ...,K − 1,

tels que κ̄ > 0 et γ ∈]0, 1], alors :

K ≤ (t0)γ

κ̄γ
.

En utilisant le Lemme 2.5.1 pour tk = Φk − τ > 0 alors K le nombre d’itérations

internes dans chaque itération externe est donnée par :

K ≤ (Φ0 − τ)γ

κ̄γ
≤ (Φ0)γ

κ̄γ
=

(
n
2ψ
′′ (1)

(
σ( τ
n

)√
1−θ − 1

)2)γ
κ̄γ

.

La détermination du nombre total d’itérations pour trouver une solution primale-

duale optimale nécessite le calcul du nombre d’itérations externes.

Théorème 2.5.2. Soit k le nombre d’itérations externes nécessaires pour trouver une

solution optimale primale-duale approchée avec une précision ε > 0, alors on a :

k ≥ 1
θ

log n
ε
.

Démonstration. Si xk est une solution optimale primale-duale approchée du

problème alors on a nµk ≤ ε. Et on a :

µk = (1− θ)k µ0 = (1− θ)k , µ0 = 1,

donc on trouve :

n (1− θ)k ≤ ε =⇒ k log (1− θ) ≤ log ε
n
.

Puisque log (1− θ) ≤ −θ, on a :

kθ ≥ log n
ε

=⇒ k ≥ 1
θ

log n
ε
.
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Ce qui conclut la preuve du lemme.

En multipliant le nombre d’itérations externes par le nombre d’itérations in-

ternes, on obtient une borne supérieure du nombre total d’itérations, à savoir :

(Φ0)γ

θκ̄γ
log n

ε
=

(
n
2ψ
′′ (1)

(
σ( τ
n

)√
1−θ − 1

)2)γ
θκ̄γ

log n
ε
. (2.5.1)

Notre objectif est de calculer le nombre d’itérations de MPIs à long et court-pas

basées sur les fonctions noyaux. Les méthodes à long-pas sont caractérisées par

τ = O(n) et θ = Θ(1) et les méthodes à court-pas sont caractérisées par τ = O(1) et

θ = Θ( 1√
n

).

Conclusion 2.5.3. Dans ce chapitre, nous avons présenté les bases théoriques et

algorithmiques de la méthode de trajectoire centrale basée sur une fonction noyau

qualifiée générale pour la programmation quadratique convexe. L’avantage de cette

approche est de démarrer l’algorithme d’un point strictement réalisable non nécessai-

rement centré c.-à-d. vérifiant seulement la condition (CPI ). L’inconvénient de cette

méthode est la complexité algorithmique ; malgré qu’elle est polynomiale ; elle est

égale au produit du nombre d’itérations externes et du nombre d’itérations internes.

Le but du prochain chapitre est d’améliorer la complexité de l’algorithme par la ré-

duction du nombre d’itérations internes. D’après (2.5.1), cela dépend de la fonction

noyau, sa forme et ses propriétés. Donc, nous allons proposer deux nouvelles fonc-

tions noyaux par d’autre façon et deux nouvelles directions de déplacement capables

d’améliorer le comportement de l’algorithme en question.
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CHAPITRE 3

MÉTHODE DE POINTS

INTÉRIEURS DE TYPE

TRAJECTOIRE CENTRALE BASÉE

SUR DES NOUVELLES FONCTIONS

NOYAUX POUR (PQC)

L’amélioration du comportement de l’algorithme repose sur l’idée de rempla-

cement de la fonction barrière logarithmique classique (2.2.8) par une nouvelle

fonction barrière Φnew(v) et le remplacement de la fonction noyau logarithmique

classique (2.2.9) par une nouvelle fonction noyau ψnew. Donc, le système de Newton

(2.2.10) devient :


Āt∆y + dz − Q̄dx = 0,

Ādx = 0,

dx + dz = −∇Φnew(v).

55



CHAPITRE 3. MÉTHODE DE POINTS INTÉRIEURS DE TYPE TRAJECTOIRE
CENTRALE BASÉE SUR DES NOUVELLES FONCTIONS NOYAUX POUR (PQC)

où Φnew(v) =
n∑
i=1
ψnew(vi).

La mesure de proximité (2.2.11) qui mesure la distance entre le µ−centre et l’itéré

courant devient :

δ(v) = 1
2‖dx + dz‖ = 1

2‖∇Φnew(v)‖, v ∈ <n++.

Il existe plusieurs types des termes barrières des fonctions noyaux pour l’OL, on cite

par exemple : logarithmique [16, 62], exponentiel [7, 14], polynomial (de Laurent) et

trigonométrique [15, 17, 29]. On s’intéresse dans cette thèse aux fonctions noyaux

avec terme barrière exponentiel et polynomial (de Laurent). Dans les tableaux 1 et

2, on cite quelques fonctions noyaux de ces deux types.

ψi Formule Court-pas Long-pas Référence

1 t2−1
2 + e

1
t −e
e O (

√
n logn) O

(√
n log2 n log n

ε

)
[7]

2 t2−1
2 +

t∫
1
e

1
x
−1dx O (

√
n logn) O

(√
n log2 n log n

ε

)
[7]

3 t2−1
2 + e

1
t
−1 − 1 O (

√
n logn) O

(√
n log2 n log n

ε

)
[7]

4 p t
2−1
2 + ep(

1
t
−1) − 1, p > 0 O (

√
n logn) O

(√
n log2 n log n

ε

)
[14]

N
p(t2−1)

2 −
t∫

1
pep(

1
x
−1)dx, p ≥ 1 O

(√
n log n

ε

)
O
(√

n log2 n log n
ε

)
[18]

Tableau 1 : Fonctions noyaux avec terme barrière exponentiel et leur complexité

algorithmique pour l’OL.
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ψi Formule Court-pas Long-pas Référence

1 1
2

(
t− 1

t

)2
O (
√
n logn) O

(
n

2
3 log n

ε

)
[59]

2 t2−1
2 + t1−q−1

q−1 , q > 1 O
(
q2√n logn

)
O

(
qn

q+1
2q log n

ε

)
[60]

3
t2−1

2 + t1−q−1
q(q−1)

− q−1
q (t− 1) , q > 1

O (q
√
n logn) O

(
qn

q+1
2q log n

ε

)
[61]

4 t− 1 + t1−q−1
q−1 , q > 1 O

(
q2√n logn

)
O
(
qn log n

ε

)
[7],[9]

B t2 − t+ t−(p+1)−1
p+1 , p > 0

O
(
p2√n log n

ε

)
,

si p ≥ 1.

O
(√
n log n

ε

)
,

si p ∈]0, 1].

O

(
pn

p+3
2(p+2) log n

ε

)
,

si p > 1.

O
(√
n logn log n

ε

)
,

si p = logn
2 − 2.

O
(
n

3
4 log n

ε

)
,

si p ∈]0, 1].

[19]

Tableau 2 : Fonctions noyaux avec terme barrière polynomial (de Laurent) et leur

complexité algorithmique pour l’OL.

Dans les deux sections suivantes, on va présenter deux nouvelles fonctions

noyaux paramétrées. La première fonction ψnew = ψN avec terme barrière expo-

nentiel généralise celle donnée par Bai et al. [7] lorsque p = 1, à savoir ψ2 dans

le tableau 1. La deuxième fonction noyau ψnew = ψB avec terme barrière polyno-

mial (de Laurent) pour améliorer de manière significative les résultats théoriques et

pratiques obtenus par Peng et al. dans [60] et Bai et al. dans [9].

3.1 Nouvelle fonction noyau avec terme barrière exponen-

tiel

Cette section est consacrée à introduire notre nouvelle fonction noyau paramé-

trée avec un terme barrière exponentiel et à développer certaines propriétés utiles

qui sont requises dans l’analyse de l’algorithme. Le contenu de cette partie a fait

l’objet de notre premier article [18].

Section 3.1 Chapitre 3 57



CHAPITRE 3. MÉTHODE DE POINTS INTÉRIEURS DE TYPE TRAJECTOIRE
CENTRALE BASÉE SUR DES NOUVELLES FONCTIONS NOYAUX POUR (PQC)

Notre nouvelle fonction noyau ψN est définie comme suit :

ψN (t) = p
(
t2 − 1

)
2 −

t∫
1

pep(
1
x
−1)dx, (3.1.1)

où le paramètre p ≥ 1.

Pour étudier le comportement de cette nouvelle fonction noyau au voisinage du

point minimum, le graphe de la fonction ψN est tracé pour quatre valeurs différentes

du paramètre p = {1, 1.1, 2, 5} sur la figure suivante :

À partir de cette figure, nous constatons que le comportement de croissance de

ψN pour p = 1 et 1.1 est moins rapide que pour p = 2 et p = 5 lorsque t → 0+ et

t→ +∞.

Nous avons besoin de ses trois premières dérivées suivantes :

ψ
′
N (t) = pt− pep(

1
t
−1), (3.1.2)

ψ
′′
N (t) = p+ p2

t2
ep(

1
t
−1), (3.1.3)

ψ
′′′
N (t) = −ep(

1
t
−1)

(
2p2

t3
+ p3

t4

)
. (3.1.4)

Par évidence, nous avons :

ψ
′′
N (t) > p > 0, (3.1.5)

ψN (1) = ψ
′
N (1) = 0. (3.1.6)

Section 3.1 Chapitre 3 58



CHAPITRE 3. MÉTHODE DE POINTS INTÉRIEURS DE TYPE TRAJECTOIRE
CENTRALE BASÉE SUR DES NOUVELLES FONCTIONS NOYAUX POUR (PQC)

Il reste à montrer que ψN (t) est une fonction barrière pour qu’elle soit une fonction

noyau. D’une part :

lim
t→0+

ψN (t) = lim
t→0+

p (t2 − 1
)

2 −
t∫

1

pep(
1
x
−1)dx

 = −p2 + lim
t→0+

1∫
t

pep(
1
x
−1)dx.

Puisque 0 < x ≤ 1 et p > 0, nous avons :

ep(
1
x
−1) > p

(
1
x − 1

)
,

⇒
1∫
t
pep(

1
x
−1)dx >

1∫
t
p2( 1

x − 1)dx,

⇒
1∫
t
pep(

1
x
−1)dx > p2 (− log t− 1 + t) ,

⇒ lim
t→0+

ψN (t) > −p
2 + lim

t→0+
p2(− log t− 1 + t),

alors

lim
t→0+

ψN (t) = +∞.

D’autre part :

lim
t→+∞

ψN (t) = lim
t→+∞

p (t2 − 1
)

2 −
t∫

1

pep(
1
x
−1)dx

 = lim
t→+∞

t∫
1

p
(
x− ep(

1
x
−1)) dx.

Puisque 1 ≤ x < +∞ et p > 0, nous avons :

ep(
1
x
−1) ≤ 1,

⇒ −ep(
1
x
−1) ≥ −1,

⇒ x− ep(
1
x
−1) ≥ x− 1,

⇒ p
(
x− ep(

1
x
−1)) ≥ p (x− 1) ,

⇒
t∫

1
p
(
x− ep(

1
x
−1)) dx ≥ t∫

1
p (x− 1) dx,

⇒ ψN (t) ≥ p
[
x2

2 − x
]t

1
,

⇒ ψN (t) ≥ p
(
t2

2 − t+ 1
2

)
,

⇒ lim
t→+∞

ψN (t) ≥ lim
t→+∞

p
(
t2

2 − t+ 1
2

)
,

donc

lim
t→+∞

ψN (t) = +∞.

Section 3.1 Chapitre 3 59



CHAPITRE 3. MÉTHODE DE POINTS INTÉRIEURS DE TYPE TRAJECTOIRE
CENTRALE BASÉE SUR DES NOUVELLES FONCTIONS NOYAUX POUR (PQC)

3.1.1 Propriétés de la nouvelle fonction noyau

Quelques propriétés d’éligibilité de notre nouvelle fonction noyau ψN qui est

définie dans (3.1.1), sont présentées dans le lemme suivant.

Lemme 3.1.1. Soit ψN (t) définie dans (3.1.1). Alors, nous avons :

ψ
′′′
N (t) < 0, ∀t > 0, (3.1.7)

tψ
′′
N (t)− ψ′N (t) > 0, ∀t > 0, (3.1.8)

tψ
′′
N (t) + ψ

′
N (t) > 0, ∀t > 0, (3.1.9)

ψ
′′
N (t)ψ′N (βt)− βψ′N (t)ψ′′N (βt) > 0, ∀β > 1,∀t > 1. (3.1.10)

Démonstration. Pour montrer (3.1.7), en utilisant (3.1.4), on obtient :

ψ
′′′
N (t) < 0, ∀t > 0.

Pour montrer (3.1.8) et (3.1.9), en utilisant (3.1.2), (3.1.3) et la positivité de t, p

et ep(
1
t
−1), on obtient :

tψ
′′
N (t)− ψ′N (t) = t

(
p+ p2

t2
ep(

1
t
−1)
)
− pt+ pep(

1
t
−1),

= ep(
1
t
−1)

(
p2

t
+ p

)
> 0, ∀t > 0,

et

tψ
′′
N (t) + ψ

′
N (t) = t

(
p+ p2

t2
ep(

1
t
−1)
)

+ pt− pep(
1
t
−1),

= 2pt+ ep(
1
t
−1)

(
p2

t
− p

)
.

D’un part, si 0 < t < 1 alors on a :

tψ
′′
N (t) + ψ

′
N (t) = 2pt+ ep(

1
t
−1)

(
p2

t
− p

)
,

> p2 − p > 0,∀p ≥ 1.
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D’autre part, si t ≥ 1 alors on a :

tψ
′′
N (t) + ψ

′
N (t) = 2pt+ ep(

1
t
−1)

(
p2

t
− p

)
,

> 2p− ep(
1
t
−1)p =

(
2− ep(

1
t
−1)) p,

> p > 0.

Comme ψN vérifie (3.1.7) et (3.1.8) et d’après Lemme 2.1.7, on a :

ψ
′′
N (t)ψ′N (βt)− βψ′N (t)ψ′′N (βt) > 0, ∀β > 1,∀t > 1.

Ce qui conclut la preuve du lemme.

Dans la suite, nous présentons quelques résultats techniques de notre nouvelle

fonction noyau nécessaires dans l’analyse.

Lemme 3.1.2. Pour ψN (t), nous avons :

p

2 (t− 1)2 < ψN (t) < 1
2p
(
ψ
′
N (t)

)2
,∀t > 0. (3.1.11)

ψN (t) ≤ 1
2ψ
′′
N (1) (t− 1)2 = p2 + p

2 (t− 1)2 , ∀t ≥ 1. (3.1.12)

Démonstration. Pour montrer (3.1.11), en utilisant (3.1.5), nous avons :

ψN (t) =
t∫

1

x∫
1

ψ
′′
N (y) dydx >

t∫
1

x∫
1

pdydx = p

2(t− 1)2,

et

ψN (t) =
t∫

1

x∫
1

ψ
′′
N (y) dydx,

<

t∫
1

x∫
1

ψ
′′
N (y) ψ

′′
N (x)
p

dydx,

<
1
p

t∫
1

ψ
′′
N (x)ψ′N (x) dx = 1

2p
(
ψ
′
N (t)

)2
.

Pour montrer (3.1.12), puisque ψN vérifie (3.1.6), (3.1.7) et ψ
′′
N (1) = p2 + p, en
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utilisant le développement de Taylor, nous avons pour certain ζ (1 ≤ ζ ≤ t) :

ψN (t) = ψN (1) + ψ
′
N (1) (t− 1) + 1

2ψ
′′
N (1) (t− 1)2 + 1

6ψ
′′′
N (ζ) (ζ − 1)3,

≤ 1
2ψ
′′
N (1) (t− 1)2 = p2 + p

2 (t− 1)2.

Ce qui termine la preuve du lemme.

Lemme 3.1.3. Soient σ : [0,+∞[→ [1,+∞[ la fonction inverse de ψN (t) et ρ : [0,+∞[→

]0, 1] la fonction inverse de −1
2ψ
′
N (t) . Pour ψN (t), on a :

1 +
√

2
p2 + p

s ≤ σ(s) < 1 +
√

2
p
s, ∀s ≥ 0, (3.1.13)

ρ(z) > 1
2z
p + 1

,∀z ≥ 0. (3.1.14)

Démonstration. Pour montrer (3.1.13), soit ψN (t) = s, ∀t ≥ 1, c.-à-d. t = σ(s), t ≥

1. Par (3.1.11), on a p
2 (t− 1)2 < ψN (t). Alors p

2 (t− 1)2 < s cela implique que

t = σ(s) < 1 +
√

2
p
s.

Par (3.1.12), nous avons :

s = ψN (t) ≤ p2 + p

2 (t− 1)2 , t ≥ 1,

cela implique que

1 +
√

2
p2 + p

s ≤ σ(s) = t.

Pour montrer (3.1.14), soit z = −1
2 ψ

′
N (t) , t ∈]0, 1], c.-à-d. ρ(z) = t, t ∈]0, 1], on a

ep(
1
t
−1) > p

(
1
t − 1

)
≥
(

1
t − 1

)
. Par la définition de ψ

′
N (t) dans (3.1.2), nous avons :

z = −1
2 ψ

′
N (t) = −1

2

(
pt− pep(

1
t
−1)) ,

> −1
2

(
pt− p

(
1
t − 1

))
,

≥ −1
2 pt+ 1

2
p
t = p

2

(
(1− t) +

(
1
t − 1

))
,

≥ p
2

(
1
t − 1

)
.
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Cela implique que

t = ρ(z) > 1(
2z
p + 1

) , z ≥ 0.

Ce qui conclut la preuve du lemme.

Soit ψ1 (t) = pep(
1
t
−1), t ∈]0, 1] et soit ρ∗ :]0,+∞[→]0, 1] sa fonction inverse qui est

une fonction décroissante. Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 3.1.4. Pour ψ1 (t), on a :

ρ∗(z) = 1
log( zp)

1
p + 1

,∀z > 0, (3.1.15)

ρ∗(p+ 2z) ≤ ρ (z) , ∀z ≥ 0. (3.1.16)

Démonstration. Pour montrer (3.1.15), soit ρ∗(z) = t, c.-à-d. z = ψ1 (t) = pep(
1
t
−1),

p ≥ 1, pour tout t ∈]0, 1]. Nous avons :

ep(
1
t
−1) = z

p
,

ce qui implique

t = ρ∗(z) = 1
log( zp)

1
p + 1

,∀z > 0.

Pour montrer (3.1.16), soit ρ(z) = t, c.-à-d. z = −1
2 ψ

′
N (t) = −1

2 (pt− ψ1 (t)), pour tout

t ∈]0, 1]. Nous avons :

z = −1
2 (pt− ψ1 (t)) ,

≥ −1
2 (p− ψ1 (t)) , t ∈]0, 1],

alors

p+ 2z ≥ ψ1 (t) ,

ρ∗(p+ 2z) ≤ t = ρ∗ (ψ1 (t)) ,

ρ∗(p+ 2z) ≤ ρ (z) .

Ce qui termine la preuve du lemme.
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3.1.2 Analyse de l’algorithme

Lemme 3.1.5. Soient 0 < θ < 1, v+ = v√
1−θ . Si ΦN (v) ≤ τ , alors on a :

ΦN (v+) < (p2 + p)
2(1− θ)(θ

√
n+

√
2
p
τ)2.

Démonstration. Par le Corollaire 2.4.2, avec β = 1√
1−θ > 1, et par l’utilisation de

(3.1.3) et (3.1.13), on obtient :

ΦN (v+) ≤ n

2ψ
′′
N (1)

(
σ
(
τ
n

)
√

1− θ
− 1

)2

,

= n
(
p2 + p

)
2

(
σ
(
τ
n

)
√

1− θ
− 1

)2

,

= n
(
p2 + p

)
2 (1− θ)

(
σ

(
τ

n

)
−
√

1− θ
)2
,

<
n
(
p2 + p

)
2 (1− θ)

(
1 +

√
2
p

(
τ

n

)
−
√

1− θ
)2

,

≤ n
(
p2 + p

)
2 (1− θ)

(
θ +

√
2
p

(
τ

n

))2

, (1−
√

1− θ ≤ θ),

≤
(
p2 + p

)
2 (1− θ)

(
θ
√
n+

√
2
p
τ

)2

.

Ce qui conclut la preuve du lemme.

On désigne par

(ΦN )0 =
(
p2 + p

)
2 (1− θ)

(
θ
√
n+

√
2
p
τ

)2

; (3.1.17)

la borne supérieure de ΦN (v+) au cours du processus de l’algorithme.

Lemme 3.1.6. Soit δ(v) défini dans (2.2.11). Alors, nous avons :

δ(v) >
√
p

2ΦN (v). (3.1.18)

Démonstration. En utilisant (3.1.11), nous avons :

ΦN (v) =
n∑
i=1

ψN (vi) <
n∑
i=1

1
2p
(
ψ
′
N (vi)

)2
= 1

2p‖∇ΦN (v)‖2 = 4
2pδ(v)2,
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alors

δ(v) >
√
p

2ΦN (v).

Ce qui termine la preuve du lemme.

Remarque 3.1.7. Tout au long du document, nous supposons que τ ≥ 1. En utilisant

le Lemme 3.1.6 et l’hypothèse que ΦN (v) ≥ τ et p ≥ 1, nous avons δ(v) >
√

1
2 .

Lemme 3.1.8. Soit ᾱ défini dans le Lemme 2.4.5. Alors, on a :

ᾱ ≥ 1

p+ p (p+ 4δ)
(

1 + log
(
p+4δ
p

) 1
p

)2 .

Démonstration. En utilisant le Lemme 2.4.6, nous avons ᾱ ≥ 1
ψ
′′
N (ρ(2δ))

. D’après

(3.1.16) et comme
1

ψ
′′
N (t)

est une fonction croissante, on obtient :

1
ψ
′′
N (ρ(2δ))

≥ 1
ψ
′′
N (ρ∗(p+ 2 (2δ)))

.

donc

ᾱ ≥ 1
ψ
′′
N (ρ∗(p+ 4δ))

.

Nous posons t = ρ∗(p+ 4δ) alors on a t ≤ 1 et

ψ
′′
N (t) = p+ p2

t2
ep(

1
t
−1),

= p+ ψ1 (t)
(
p

t2

)
.

Nous avons aussi selon (3.1.15) :

1
t2

= 1
(ρ∗(p+ 4δ))2 ,

=
(

1 + log
(
p+ 4δ
p

) 1
p

)2

,

et

ψ1 (t) = ψ1 (ρ∗(p+ 4δ)) = p+ 4δ.
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Donc, on a :

ψ
′′
N (ρ∗(p+ 4δ)) = p+ ψ1 (t)

(
p

t2

)
,

= p+ p (p+ 4δ)
(

1 + log
(
p+ 4δ
p

) 1
p

)2

.

Enfin, nous obtenons :

ᾱ ≥ 1
ψ
′′
N (ρ∗(p+ 4δ))

,

= 1

p+ p (p+ 4δ)
(

1 + log
(
p+4δ
p

) 1
p

)2 .

Ce qui conclut la preuve du lemme.

Nous posons :

˜̃α = 1

p+ p (p+ 4δ)
(

1 + log
(
p+4δ
p

) 1
p

)2 . (3.1.19)

˜̃α est le pas du déplacement tel que ˜̃α ≤ ᾱ.

Lemme 3.1.9. Soit ˜̃α le pas de déplacement défini dans (3.1.19). Si en prenant

ΦN (v) ≥ 1 alors on a :

f(˜̃α) ≤
−
√

p
2ΦN(√

2p+ p(
√

2p+ 4)
)(

1 + log
(
p+4
√

p
2 (ΦN )0
p

) 1
p

)2 . (3.1.20)

Démonstration. En utilisant le Lemme 2.4.8 avec α = ˜̃α et (3.1.19). On obtient :

f(˜̃α) ≤ −˜̃αδ2,

= −δ2

p+ p(p+ 4δ)
(

1 + log
(
p+4δ
p

) 1
p

)2 ,

<
−δ2

p+ p(
√

2p+ 4)δ
(
1 + log(p+4δ

p )
1
p

)2 , δ >
1√
2
,
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puisque log
(
1 + 4δ

p

)
≥ 0 et δ ≥

√
p
2 , nous avons :

f(˜̃α) ≤ −δ(
p
√

2
p + p(

√
2p+ 4)

)(
1 + log

(
p+4δ
p

) 1
p

)2 .

Soit g1(x) = x(
1+log( p+4x

p
)

1
p

)2 , ∀x ∈ <++ une fonction croissante et nous avons δ ≥

√
p
2ΦN alors

f(˜̃α) ≤
−
√

p
2ΦN(√

2p+ p(
√

2p+ 4)
)(

1 + log
(
p+4
√

p
2 ΦN

p

) 1
p

)2 ,

Soit g2(x) = 1(
1+log

(
p+4x
p

) 1
p

)2 , ∀x ∈ <++ une fonction décroissante et ΦN ≤ (ΦN )0,

on obtient

f(˜̃α) ≤
−
√

p
2ΦN(√

2p+ p(
√

2p+ 4)
)(

1 + log
(
p+4
√

p
2 (ΦN )0
p

) 1
p

)2 .

Cela complète la preuve.

Après la mise à jour de µ à (1− θ)µ, nous avons :

ΦN

(
v+
)
≤ (ΦN )0 =

(
p2 + p

)
2 (1− θ)

(
θ
√
n+

√
2
p
τ

)2

.

La décroissance de ΦN dans chaque itération interne est donnée par (3.1.20),

nous avons :

(ΦN )k+1 ≤ (ΦN )k − κ̄ (ΦN )1−γ , k = 0, 1, ...,K − 1,

avec

γ = 1
2 , κ̄ =

√
p

√
2
(√

2p+ p(
√

2p+ 4)
)(

1 + log
(
p+4
√

p
2 (ΦN )0
p

) 1
p

)2 .

Donc, par le Lemme 2.5.1 pour tk = (ΦN )k, alors le nombre d’itérations internes

dans l’itération externe K se représente comme suit :

K ≤
2
√

2
(√

2p+ p(
√

2p+ 4)
)

√
p

1 + log

p+ 4
√

p
2 (ΦN )0

p


1
p


2

(ΦN )1/2
0 .
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D’après (2.5.1), le nombre total d’itérations pour trouver une solution primale-

duale optimale est majoré par

2
√

2
(√

2p+ p(
√

2p+ 4)
)

√
p

1 + log

p+ 4
√

p
2 (ΦN )0

p


1
p


2

(ΦN )1/2
0

log n
ε

θ
. (3.1.21)

� Pour les méthodes à long-pas avec τ = O(n) et θ = Θ(1), on a :

O

(√
p5n (log pn)2 log n

ε

)
,

itérations, où (ΦN )0 = O(p2n).

� Pour les méthodes à court-pas avec τ = O(1) et θ = Θ( 1√
n

), on a :

O

(√
p5n log n

ε

)
,

itérations, où (ΦN )0 = O(p2).

� Si p = O(1), nous obtenons O
(√

n log2 n log n
ε

)
itérations pour les méthodes à

long-pas et O
(√
n log n

ε

)
itérations pour les méthodes à court-pas qui est la meilleure

borne de complexité connue j’ausqu’à présent.

3.1.3 Tests numériques

Pour prouver l’efficacité de notre nouvelle fonction noyau ψN , on va effectuer des

tests numériques comparatifs avec celle donnée par Bai et al. [7] (cas de p = 1).

L’Algorithme 5 a été codé en MATLAB 2009. Nous donnons ici quelques clarifi-

cations nécessaires dans l’implémentation :

- Nous utilisons à chaque itération interne :

1. Un pas de déplacement théorique αthéor = ˜̃α = 1

p+p(p+4δ)
(

1+log
(
p+4δ
p

) 1
p

)2 .

2. Un pas de déplacement pratique αprat telle que

x+ = x+ αprat∆x > 0 et z+ = z + αprat∆z > 0.
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où αprat = ρmin(αx, αz), ρ ∈ ]0, 1[, avec

αx = min
{

1,min
i

{
− xi

∆xi
,∆xi < 0

}}
, αz = min

{
1,min

i

{
− zi

∆zi
,∆zi < 0

}}
.

- Dans les tests, on prend :

ε = 10−4, θ = {0.01, 0.5, 0.9, 0.99} , ρ = 0.99 et τ = 1.

- Nous indiquons Itrext, Itrint et T (s) le nombre d’itérations externes, internes

et le temps de calcul par seconde respectivement, pour obtenir la solution optimale.

- Nous rappelons que notre première nouvelle fonction noyau est définie par :

ψN = p
(
t2 − 1

)
2 −

t∫
1

pep(
1
x
−1)dx, p ≥ 1,

on choisit p = {1, 1.1, 2, 5} .

Nous considérons le problème (PQC) sous la forme suivante :


min f (x) = 1

2x
tQx+ ctx,

Ax = b,

x ≥ 0.

Exemple 1

A =

 −1 1 0

1 1 1

 , b =

 1

2

 , c =


−2

−4

0

 , Q =


2 0 0

0 2 0

0 0 0

 .
Le point initial strictement réalisable est :

x0 =
(

0.3262 1.3261 0.3477
)t
, y0 =

(
0 −2.0721

)t
,

z0 =
(

0.7247 0.7247 2.0722
)t
.

La solution optimale primale-duale obtenue est :

x∗ =
(

0.4999 1.4998 0.0003
)t
, y∗ =

(
0 −1

)t
,

z∗ =
(

0.0001 0 0.9999
)t
.

Exemple 2
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A =

 1 1 1 0

1 5 0 1

 , b =

 2

5

 , c =



−4

−6

0

0


, Q =



4 −2 0 0

−2 4 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


.

Le point initial strictement réalisable est :

x0 =
(

0.9683 0.5775 0.4543 1.1444
)t
, y0 =

(
−0.9184 −1.1244

)t
,

z0 =
(

0.7612 0.9141 0.9185 1.1244
)t
.

La solution optimale primale-duale obtenue est :

x∗ =
(

1.1288 0.7742 0.0971 0.0003
)t
, y∗ =

(
−0.0017 −1.0318

)t
,

z∗ =
(

0 0 0.0003 1.0321
)t
.

Exemple 3

A =


1 1.2 1 1.8 0

3 −1 1.5 −2 1

−1 2 −3 4 2

 , b =


9.31

5.45

6.60

 , c =



1

−1.5

2

1.5

3


,

Q =



20 1.2 0.5 0.5 −1

1.2 32 1 1 1

0.5 1 14 1 1

0.5 1 1 15 1

−1 1 1 1 16


.

Le point initial strictement réalisable est :

x0 =
(

2.4539 0.7875 1.5838 2.4038 1.3074
)t
,

y0 =
(

20.5435 9.4781 4.3927
)t
,

z0 =
(

7.1215 7.9763 8.3150 6.8686 7.9750
)t
.

La solution optimale primale-duale obtenue est :

x∗ =
(

2.6321 0.7019 1.3994 2.4643 1.0846
)t
,

y∗ =
(

25.2686 11.7725 5.2567
)t
,

z∗ =
(

0.0757 0.2839 0.1424 0.0808 0.1837
)t
∗ 10−4.

Exemple 4
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A =


1 −1 1.9 1.25 1.2 0.4 −0.7 1.06 1.5 1.05

1.3 1.2 0.15 2.15 1.25 1.5 0.4 1.52 1.3 1

1.5 −1.1 3.5 1.25 1.8 2 1.95 1.2 1 −1

 , b =


11.651

16.672

21.295

 ,

c =



−0.5

−1

0

0

−0.5

0

0

−1

−0.5

−1



, Q =



30 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 21 0 1 −1 1 0 1 0.5 1

1 0 15 −0.5 −2 1 0 1 1 1

1 1 −0.5 30 3 −1 1 −1 0.5 1

1 −1 −2 3 27 1 0.5 1 1 1

1 1 1 −1 1 16 −0.5 0.5 0 1

1 0 0 1 0.5 −0.5 8 1 1 1

1 1 1 −1 1 0.5 1 24 1 1

1 0.5 1 0.5 1 0 1 1 39 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11



.

Le point initial strictement réalisable est :

x0 =
(

0.9491 0.6121 1.8477 1.8115 1.2511 2.5211 1.5062 1.5658 0.8207 1.1289
)t
,

y0 =
(

4.3800 19.9367 4.5679
)t
,

z0 =
(

3.8902 4.4625 3.9788 3.6606 3.9018 3.5561 3.8760 3.7190 3.9138 4.3396
)t
.

La solution optimale primale-duale obtenue est :

x∗ =
(

0.9639 0.5096 1.7399 1.9049 1.2435 2.6266 1.3229 1.6170 0.8240 0.8976
)t
,

y∗ =
(

4.2429 22.3605 5.1916
)t
,

z∗ =
(

0.1035 0.1958 0.0574 0.0524 0.0803 0.0380 0.0754 0.0617 0.1211 0.1112
)t
∗

10−4.

Exemple 5 : Exemple de taille variable

n = 2m, A(i, j) =

 0 si i 6= j et j 6= i+m,

1 si i = j et j = i+m,
, Q(i, j) =

 0 si i 6= j,

1 si i = j,

c(i) = −1, c(i+m) = 0, b(i) = 2, pour i = 1, ...,m.

Le point initial strictement réalisable est :

x0 (i) = x0 (i+m) = 1, y0(i) = −1, z0(i) = 1, z0(i+m) = 2 pour i = 1, ...,m.

La solution optimale primale-duale obtenue est :

x∗ (i) = 3
2 , x
∗ (i+m) = 1

2 , y
∗ (i) = 1

2 , z
∗ (i) = 0, z∗ (i+m) = 0, pour i = 1, ...,m.

Section 3.1 Chapitre 3 71



CHAPITRE 3. MÉTHODE DE POINTS INTÉRIEURS DE TYPE TRAJECTOIRE
CENTRALE BASÉE SUR DES NOUVELLES FONCTIONS NOYAUX POUR (PQC)

Nous résumons dans les tableaux de 3 à 6 les résultats numériques des exemples

de 1 à 4. Et les résultats numériques de l’exemple 5 sont présentés dans les ta-

bleaux de 7 à 10.

p Exemple 1 Exemple 2 Exemple 3 Exemple 4

p = 1 Itrint 459 525 735 938

Itrext 1080 1111 1408 1372

T (s) 10.75 14.88 24.22 61.63

p = 1.1 Itrint 436 500 701 898

Itrext 1074 1101 1404 1368

T (s) 10.43 14.54 23.36 53.12

p = 2 Itrint 371 430 607 799

Itrext 1043 1081 1379 1348

T (s) 9.56 13.28 22.04 58.49

p = 5 Itrint 471 546 772 1040

Itrext 1013 1051 1354 1330

T (s) 10.31 14.35 23.78 52.97

Tableau 3 : Résultats numériques des exemples de 1 à 4 pour différentes

valeurs de p avec θ = 0.01 et α = αthéor.
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p Exemple 1 Exemple 2 Exemple 3 Exemple 4

p = 1 Itrint 630 756 1042 1349

Itrext 16 17 21 20

T (s) 5.94 8.82 17.31 41.17

p = 1.1 Itrint 598 719 944 1286

Itrext 16 17 21 20

T (s) 5.72 8.58 14.12 33.40

p = 2 Itrint 498 563 830 1097

Itrext 16 16 21 20

T (s) 4.55 6.61 11.61 36.35

p = 5 Itrint 547 661 923 1289

Itrext 15 16 20 20

T (s) 5.72 8.61 16.11 38.19

Tableau 4 : Résultats numériques des exemples de 1 à 4 pour différentes

valeurs de p avec θ = 0.5 et α = αthéor.

p Exemple 1 Exemple 2 Exemple 3 Exemple 4

p = 1 Itrint 4834 5552 8684 9003

Itrext 3 3 4 3

T (s) 86.78 129.44 267.60 548.65

p = 1.1 Itrint 4472 5161 8058 8415

Itrext 3 3 4 3

T (s) 77.76 120.39 238.56 476.11

p = 2 Itrint 3136 3625 5632 6044

Itrext 3 3 4 3

T (s) 60.05 94.02 211.70 469.32

p = 5 Itrint 2778 3235 3658 5371

Itrext 3 3 3 3

T (s) 71.16 113.13 162.84 481.52

Tableau 5 : Résultats numériques des exemples de 1 à 4 pour différentes

valeurs de p avec θ = 0.99 et α = αthéor.
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θ = 0.01 θ = 0.5 θ = 0.99

Exp Itrint Itrext T (s) Itrint Itrext T (s) Itrint Itrext T (s)

1 12 1038 6.98 9 16 0.22 7 3 0.13

2 14 1076 9.54 11 16 0.28 7 3 0.17

3 19 1355 16.82 15 20 0.47 6 3 0.18

4 25 1343 33.09 20 20 0.98 6 3 0.43

Tableau 6 : Résultats numériques des exemples de 1 à 4 pour p = 1 et

différentes valeurs de θ avec α = αprat.

p (m,n) (10, 20) (30, 60) (50, 100) (100, 200)

p = 1 Itrint 1187 2100 2765 4038

Itrext 1297 1389 1434 1498

T (s) 121.08 536.66 1102.18 3485.54

p = 1.1 Itrint 1142 2032 2677 3916

Itrext 1294 1388 1433 1497

T (s) 117.66 531.53 1082.76 3420.59

p = 2 Itrint 1041 1890 2507 3687

Itrext 1280 1379 1427 1492

T (s) 103.40 498.06 1013.75 3215.86

p = 5 Itrint 1372 2519 3348 4930

Itrext 1266 1371 1420 1488

T (s) 127.79 718.37 1243.88 4046.03

Tableau 7 : Résultats numériques de l’exemple 5 pour différentes valeurs de p

avec θ = 0.01 et α = αthéor.
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p (m,n) (10, 20) (30, 60) (50, 100) (100, 200)

p = 1 Itrint 1799 3639 4910 7866

Itrext 19 21 21 22

T (s) 95.36 766.68 1455.22 5463.59

p = 1.1 Itrint 1722 3499 4723 7565

Itrext 19 21 21 22

T (s) 90.17 601.35 1368.03 5647.23

p = 2 Itrint 1493 2906 4120 6560

Itrext 19 20 21 22

T (s) 78.04 497.92 1163.21 4540.73

p = 5 Itrint 1745 3328 4648 7226

Itrext 19 20 21 22

T (s) 101.06 704.12 1492.60 5566.29

Tableau 8 : Résultats numériques de l’exemple 5 pour différentes valeurs de p

avec θ = 0.5 et α = αthéor.

p (m,n) (10, 20) (30, 60) (50, 100) (100, 200)

p = 1 Itrint 4282 9697 13331 20702

Itrext 6 7 7 7

T (s) 322.53 2981.57 5203.76 18021.87

p = 1.1 Itrint 4063 9169 12650 19633

Itrext 6 7 7 7

T (s) 293.87 2648.62 5947.69 21314.96

p = 2 Itrint 3206 7249 9945 15329

Itrext 6 7 7 7

T (s) 258.12 1808.19 4147.40 14829.11

p = 5 Itrint 3231 6039 9481 14234

Itrext 6 6 7 7

T (s) 346.88 2012.71 5229.10 17515.58

Tableau 9 : Résultats numériques de l’exemple 5 pour différentes valeurs de p

avec θ = 0.9 et α = αthéor.
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θ (m,n) (10, 20) (30, 60) (50, 100) (100, 200) (250, 500) (500, 1000)

θ = 0.01 Itrint 32 58 76 108 177 237

Itrext 1259 1366 1423 1495 1581 1648

T (s) 56.00 194.44 338.83 746.10 3229.66 18568.48

θ = 0.5 Itrint 19 20 22 23 26 48

Itrext 19 20 21 22 23 24

T (s) 1.96 5.86 10.42 24.41 232.28 3072.50

θ = 0.9 Itrint 13 13 15 15 16 18

Itrext 6 6 7 7 7 8

T (s) 1.42 4.51 7.19 16.26 143.22 1156.67

Tableau 10 : Résultats numériques de l’exemple 5 pour différentes valeurs de θ

et p = 1 avec α = αprat.

Commentaires

D’après les résultats numériques obtenus dans les tableaux de 3 à 5 et de 7 à 9,

on constate que :

- Le nombre d’itérations et le temps de calcul pour obtenir la solution optimale

des exemples testés dépendent de valeurs du paramètre p et le paramètre barrière

θ. En fait, p = 2 ou p = 5 offre des meilleurs résultats que p = 1, c’est le cas de la

fonction noyau de Bai.

- Le nombre d’itérations externes est considérablement réduit lorsque θ = 0.99

pour les exemples de 1 à 4 et θ = 0.9 pour l’exemple 5, par contre θ = 0.5 offre le

plus petit nombre d’itérations total pour tous les exemples testés.

En comparant les résultats des tableaux 3 et 7 par les résultats des tableaux 6

et 10 respectivement, on remarque que :

- Le nombre d’itérations totale et le temps de calculs pour p = 1 est considérable-

ment diminue lorsque α = αprat en le comparant par αthéor, malheureusement pour

p = 1.1, p = 2 et p = 5, l’algorithme ne converge pas.

Cela confirme nos résultats théoriques et consolide notre objectif d’améliorer le

comportement numérique de l’algorithme.

La section suivante est consacrée à notre deuxième nouvelle fonction noyau.
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Cette fonction noyau est paramétrée avec un terme barrière polynomial (de Laurent).

Les propriétés requises dans l’analyse de l’algorithme obtenu sont présentées le long

de ce chapitre. En fait, le contenu de cette partie a fait l’objet de notre deuxième

article [19].

3.2 Nouvelle fonction noyau avec terme barrière polyno-

mial (de Laurent)

Nous définissons notre deuxième nouvelle fonction noyau ψB(t) comme suit :

ψB(t) = t2 − t+ t−(p+1) − 1
p+ 1 , p > 0. (3.2.1)

Nous donnons les trois premières dérivées par rapport à t comme suit :

ψ
′
B (t) = 2t− 1− t−(p+2), (3.2.2)

ψ
′′
B (t) = 2 + (p+ 2)t−(p+3), (3.2.3)

ψ
′′′
B (t) = −(p+ 2)(p+ 3)t−(p+4). (3.2.4)

Il est évident que nous avons :

ψ
′′
B (t) > 2 > 0, ∀t > 0, (3.2.5)

ψB(1) = ψ
′
B (1) = 0. (3.2.6)

3.2.1 Eligibilité de la nouvelle fonction noyau

Le lemme suivant sert à prouver certaines propriétés d’éligibilité de notre nou-

velle fonction noyau ψB(t) qui est définie dans (3.2.1).

Lemme 3.2.1. Soit ψB(t) définie dans (3.2.1). Alors, on a :

ψ
′′′
B (t) < 0, ∀t > 0, (3.2.7)
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tψ
′′
B (t)− ψ′B(t) > 0, ∀t > 0, (3.2.8)

tψ
′′
B (t) + ψ

′
B (t) > 0, ∀t > 0, (3.2.9)

ψ
′′
B (t)ψ′B (βt)− βψ′B (t)ψ′′B (βt) > 0, ∀β > 1, ∀t > 1. (3.2.10)

Démonstration. Pour montrer (3.2.7), en utilisant (3.2.4), on obtient :

ψ
′′′
B (t) < 0, ∀t > 0.

Pour montrer (3.2.8), on utilise (3.2.2), (3.2.3) et la positivité de t et p, on obtient :

tψ
′′
B (t)− ψ′B(t) = 1 + (p+ 3)t−(p+2) > 0.

Maintenant, nous montrons que (3.2.9) est valable pour tout t > 0. À ce propos, soit

0 < t ≤ 1, on a :

tψ
′′
B (t) + ψ

′
B (t) = 4t+ (p+ 1)t−(p+2) − 1,

> p > 0.

D’autre part, pour t > 1, on a :

tψ
′′
B (t) + ψ

′
B (t) = 4t+ (p+ 1)t−(p+2) − 1,

> 3 + (p+ 1)t−(p+2) > 0.

Pour montrer (3.2.10), on considère f(β) comme suit :

f(β) = ψ
′′
B (t)ψ′B (βt)− βψ′B (t)ψ′′B (βt) , ∀β > 1, ∀t > 1.

on a :

f
′(β) = ψ

′′
B (βt)

(
tψ
′′
B (t)− ψ′B (t)

)
− βtψ′B (t)ψ′′′B (βt) , ∀β > 1,

comme ψB vérifie (3.2.7), (3.2.8) et par (b) de Lemme 2.1.6, on obtient

f
′(β) > 0, ∀β > 1 et f(1) = 0,
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alors

f(β) > 0, ∀β > 1.

Ce qui termine la preuve du lemme.

En préparation pour la suite, nous présentons quelques résultats techniques de

notre nouvelle fonction noyau (3.2.1).

Lemme 3.2.2. Pour ψB(t), on a :

(t− 1)2 ≤ ψB(t) ≤ 1
4
(
ψ
′
B (t)

)2
, ∀t > 0. (3.2.11)

ψB(t) ≤ 1
2ψ
′′
B (1) (t− 1)2 = p+ 4

2 (t− 1)2 , ∀t ≥ 1. (3.2.12)

Démonstration. Pour montrer (3.2.11), en utilisant (3.2.5), on a :

ψB(t) =
t∫

1

x∫
1

ψ
′′
B (y) dydx ≥

t∫
1

x∫
1

2dydx = (t− 1)2,

et

ψB (t) =
t∫

1

x∫
1

ψ
′′
B (y) dydx,

≤ 1
2

t∫
1

x∫
1

2ψ′′B (y) dydx,

≤ 1
2

t∫
1

x∫
1

ψ
′′
B (x)ψ′′B (y) dydx,

≤ 1
2

t∫
1

ψ
′′
B (x)ψ′B (x) dx = 1

4
(
ψ
′
B (t)

)2
.

Pour montrer (3.2.12), en utilisant (3.2.6), (3.2.7) et le développement de Taylor,

nous avons pour certain ζ (1 ≤ ζ ≤ t) :

ψB (t) = ψB (1) + ψ
′
B (1) (t− 1) + 1

2ψ
′′
B (1) (t− 1)2 + 1

6ψ
′′′
B (ζ) (ζ − 1)3,

≤ 1
2ψ
′′
B (1) (t− 1)2 = p+ 4

2 (t− 1)2.

Ce qui conclut la preuve du lemme.
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Lemme 3.2.3. Soient σ : [0,+∞[→ [1,+∞[ la fonction inverse de ψB (t) et ρ : [0,+∞[→

]0, 1] la fonction inverse de −1
2ψ
′
B (t), on a :

1 +
√

2
p+ 4s ≤ σ(s) ≤ 1 +

√
s, ∀s ≥ 0, (3.2.13)

ρ(z) > 1
(2z + 2)

1
p+2

,∀z ≥ 0. (3.2.14)

Démonstration. Pour montrer (3.2.13), soit ψB (t) = s, ∀t ≥ 1, c.-à-d., t = σ(s).

Par (3.2.11), on a (t− 1)2 ≤ ψB (t) = s cela implique que

t = σ(s) ≤ 1 +
√
s.

Par (3.2.12), on a s = ψB (t) ≤ p+4
2 (t− 1)2 ,∀t ≥ 1, cela implique

1 +
√

2
p+ 4s ≤ σ(s) = t.

Pour montrer (3.2.14), soit z = −1
2ψ
′
B (t) , t ∈]0, 1], c.-à-d., ρ(z) = t. Par (3.2.2), on a :

z = −1
2
(
2t− 1− t−(p+2)

)
>

1
2(−2 + t−(p+2)),

cela implique que

t = ρ(z) > 1
(2z + 2)

1
p+2

, z ≥ 0.

Ce qui termine la preuve du lemme

Lemme 3.2.4. Soient 0 < θ < 1, v+ = v√
1−θ . Si ΦB(v) ≤ τ , alors on a :

ΦB(v+) ≤ (τ + 2
√
nτ + θn)

(1− θ) . (3.2.15)

Démonstration. Par le Théorème 2.4.1 avec β = 1√
1−θ > 1, en utilisant (3.2.13)
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et ψB (t) ≤ t2 − 1, ∀t ≥ 1, on obtient :

ΦB(v+) ≤ nψB

σ
(

ΦB(v)
n

)
√

1− θ

 ,
≤ nψB

(
σ
(
τ
n

)
√

1− θ

)
,

≤ n

( σ
(
τ
n

)
√

1− θ

)2

− 1

 ,
= n

(1− θ)

((
σ

(
τ

n

))2
− (1− θ)

)
,

≤ n

(1− θ)

((
1 +

√
τ

n

)2
− (1− θ)

)
,

≤ n

(1− θ)

(
τ

n
+ 2

√
τ

n
+ θ)

)
,

= (τ + 2
√
nτ + θn)

(1− θ) .

Ce qui conclut la preuve du lemme.

Par le Corollaire 2.4.2, avec β = 1√
1−θ > 1 et (3.2.13), on obtient :

ΦB(v+) ≤ n

2ψ
′′
B (1)

(
σ
(
τ
n

)
√

1− θ
− 1

)2

,

= n (p+ 4)
2 (1− θ)

(
σ

(
τ

n

)
−
√

1− θ
)2
,

≤ n (p+ 4)
2 (1− θ)

(
1 +

√
τ

n
−
√

1− θ
)2
,

≤ n (p+ 4)
2 (1− θ)

(
θ +

√
τ

n

)2
, (1−

√
1− θ ≤ θ, 0 < θ < 1),

= (p+ 4)
2 (1− θ)

(
θ
√
n+
√
τ
)2
.

Donc

ΦB(v+) ≤ (p+ 4)
2 (1− θ)

(
θ
√
n+
√
τ
)2
. (3.2.16)

On note par (ΦB)0 ; la borne supérieure de ΦB(v+) au cours du processus de

l’algorithme qui est définie par l’une des deux formules (3.2.15) et (3.2.16).

Lemme 3.2.5. Soit δ(v) défini dans (2.2.11). Alors, nous avons :

δ(v) ≥
√

ΦB(v). (3.2.17)
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Démonstration. En utilisant (3.2.11), on a :

ΦB(v) =
n∑
i=1

ψB (vi) ≤
n∑
i=1

1
4
(
ψ
′
B (vi)

)2
= 1

4‖∇ΦB(v)‖2 = δ(v)2,

alors δ(v) ≥
√

ΦB(v).

Ce qui termine la preuve du lemme.

Remarque 3.2.6. Dans la suite, nous supposons que τ ≥ 1. En utilisant le Lemme

3.2.5 et l’hyporthèse ΦB(v) ≥ τ , on a δ(v) ≥ 1.

Lemme 3.2.7. Soit ᾱ celui défini dans Lemme 2.4.5, nous avons :

ᾱ ≥ 1

2 + (p+ 2)(4δ + 2)
p+3
p+2

.

Démonstration. En utilisant le Lemma 2.4.6 et (3.2.3), alors on a :

ᾱ ≥ 1
ψ′′ (ρ(2δ)) = 1

2 + (p+ 2) (ρ(2δ))−(p+3) ,

Par (3.2.14), on trouve :

ᾱ >
1

2 + (p+ 2) (4δ + 2)
p+3
p+2

.

Ce qui conclut la preuve du lemme.

Soit

α̃ = 1

2 + (p+ 2) (4δ + 2)
p+3
p+2

. (3.2.18)

α̃ est le pas de déplacement te que α̃ ≤ ᾱ.

Lemme 3.2.8. Pour α̃ le pas de déplacement défini dans (3.2.18) et par l’hypothèse

ΦB(v) ≥ 1. Alors, on a :

f(α̃) < −(ΦB)
p+1

2(p+2)

36(p+ 4) . (3.2.19)
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Démonstration. En utilisant le Lemme 2.4.8 avec α = α̃ et (3.2.17), on obtient :

f(α̃) ≤ −δ2

2 + (p+ 2)(4δ + 2)
p+3
p+2

,

<
−δ2

(p+ 4)(4δ + 2)
p+3
p+2

,

≤ −δ2

(p+ 4) (6δ)
p+3
p+2

, δ ≥ 1,

≤ −(ΦB)
p+1

2(p+2)

36(p+ 4) .

Ce qui termine la preuve du lemme.

3.2.2 Complexité de l’algorithme

La décroissance de la fonction barrière ΦB dans chaque itération interne est

donnée par (3.2.19), nous avons :

(ΦB)k+1 ≤ (ΦB)k − κ̄ (ΦB)1−γ , k = 0, 1, ...,K − 1,

avec

γ = 1− p+ 1
2(p+ 2) = p+ 3

2(p+ 2) , κ̄ = 1
36(p+ 4) .

Selon (2.5.1), nous obtenons une borne supérieure pour le nombre total d’itéra-

tions par l’équation suivante :

72(p+ 2)(p+ 4)
(p+ 3) (ΦB)

p+3
2(p+2)
0

1
θ

log n
ε
≤ 144(p+ 2) (ΦB)

p+3
2(p+2)
0

1
θ

log n
ε
. (3.2.20)

� En utilisant (3.2.15) pour les méthodes à long-pas avec τ = O(n) et θ = Θ(1),

on a (ΦB)0 = O(n). Nous distinguons deux cas :

- Si p ∈ [1,+∞[, on a O

(
pn

p+3
2(p+2) log n

ε

)
itérations.

- Si p ∈]0, 1], on a O
(
n

3
4 log n

ε

)
itérations.

� En utilisant (3.2.16) pour les méthodes à court-pas avec τ = O(1) et θ = Θ( 1√
n

).

Nous distinguons deux cas :

- Si p ∈ [1,+∞[, on a O
(
p2√n log n

ε

)
itérations où (ΦB)0 = O(p).

- Si p ∈]0, 1], on a O
(√
n log n

ε

)
itérations où (ΦB)0 = O(1).
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� Si on prend p = O( logn
2 − 2), nous obtenons la meilleure complexité connue

pour les méthodes à long-pas, à savoir

O

(√
n logn log n

ε

)
,

qui est le minimum de O
(

(p+ 2)n
p+3

2(p+2) log n
ε

)
.

3.2.3 Tests numériques

Pour prouver l’efficacité de notre nouvelle fonction noyau ψB définie dans (3.2.1)

et évaluer son effet sur le comportement de l’algorithme, nous allons effectuer des

tests numériques comparatifs avec les fonctions noyaux ψ2 et ψ4 citées dans le

tableau 2.

L’algorithme générique primal-dual décrit dans la section 2.3 a été implémenté

en MATLAB 2009, voici quelques clarifications nécessaires dans l’implementation :

— Nous prenons

ε = 10−4, µ0 = 1, θ ∈ {0.01, 0.9} , τ = {n, 10n} .

— Nous utilisons à chaque itération interne :

1. Un pas de déplacement théorique αthéor, nous prenons pour les trois fonc-

tions noyaux :

αψ2 = 1

q (4δ + 1)
q+1
q

, αψ4 = 1

1 + q (4δ + 1)
q+1
q

, αψB = 1

2 + (p+ 2) (4δ + 2)
p+3
p+2

,

qui correspondent aux fonctions noyaux ψ2, ψ4 et ψB, respectivement.

2. Un pas de déplacement pratique αprat telle que

x+ = x+ αprat∆x > 0 et z+ = z + αprat∆z > 0.

où αprat = ρmin(αx, αz), ρ ∈ ]0, 1[, avec

αx = min
{

1,min
i

{
− xi

∆xi
,∆xi < 0

}}
, αz = min

{
1,min

i

{
− zi

∆zi
,∆zi < 0

}}
.
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— Nous notons par :

ψB (t) = ψB,p

ψ2 (t) = ψ2,q

ψ4 (t) = ψ4,q

dans les tests, on choisit

p = {logn} , q =
{

1.1, 4, 5, logn, logn
2

}
.

— Dans les tableaux de résultats : m désigne le nombre de contraintes, n dé-

signe le nombre de variables. Nous indiquons Itrext, Itrint et T (s) le nombre

d’itérations externes, internes et le temps de calculs par seconde respective-

ment, pour obtenir la solution optimale.

Les exemples sont donnés sous la forme suivante :


min ctx+ 1

2x
tQx,

Ax = b,

x ≥ 0,

On prend les mêmes exemples 1, 2, 3, 4 et 5 dans la section 3.1.3.

Example 6

n = 2m, A(i, j) =

 0 i 6= j et j 6= i+m,

1 i = j et j = i+m,

c(j) = −1, c(j +m) = 0, b(j) = 2 pour j = 1, ...,m. Q(i, j) = 0 pour i, j = 1, ..., n.

Le point initial strictement réalisable est :

x0 (i) = x0 (i+m) = 1, y0(i) = −2, z0(i) = 1, z0(i+m) = 2 pour i = 1, ...,m.

La solution optimale primale-duale obtenue est :

x∗ (i) = 2, x∗ (i+m) = 0, y∗(i) = −1, z∗(i) = 0, z∗(i+m) = 1 pour i = 1, ...,m.

Nous résumons les résultats numériques des exemples de 1 à 4 dans les ta-

bleaux de 11 à 14 avec τ = 10n. Les résultats numériques de l’exemple 5 et 6 sont

présentées dans les tableaux 15, 16 et les tableaux 17, 18 respectivement avec

τ = n.
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Exemple 1 Exemple 2 Exemple 3 Exemple 4

ψ2,q=1.1 Itrint 2621 3553 5650 10534

Itrext 1342 1371 1393 1462

T (s) 4.98 8.17 14.73 50.95

ψ2,q=5 Itrint 1493 1836 2704 3979

Itrext 1331 1360 1382 1451

T (s) 3.33 5.01 8.17 21.87

ψ2,q= logn
2

Itrint 17972 11226 11759 9571

Itrext 1349 1376 1396 1461

T (s) 26.10 21.87 28.25 45.80

ψ4,q=1.1 Itrint 2947 4077 6095 11818

Itrext 1618 1671 1712 1843

T (s) 5.15 9.02 15.36 55.74

ψ4,q=4 Itrint 4430 6196 8754 17010

Itrext 1603 1658 1701 1836

T (s) 7.34 12.73 21.20 81.03

ψ4,q=logn Itrint 2950 3983 5900 12585

Itrext 1619 1665 1705 1837

T (s) 5.09 8.58 14.81 58.45

ψB,p=logn Itrint 1230 1523 2261 3403

Itrext 1290 1318 1340 1409

T (s) 3.03 4.50 7.27 19.63

Tableau 11 : Les résultats numériques des exemples de 1 à 4 avec θ=0.01 et

α=αthéor.
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Exemple 1 Exemple 2 Exemple 3 Exemple 4

ψ2,q=1.1 Itrint 8969 11871 22373 40559

Itrext 6 6 7 7

T (s) 12.83 22.03 51.09 192.90

ψ2,q=5 Itrint 3118 3739 6469 9144

Itrext 6 6 7 7

T (s) 4.62 7.05 14.95 42.78

ψ2,q= logn
2

Itrint 131076 71605 60942 35688

Itrext 6 7 7 7

T (s) 194.08 137.58 144.86 167.61

ψ4,q=1.1 Itrint 6735 8837 12684 26314

Itrext 8 8 8 9

T (s) 9.19 15.82 27.88 120.98

ψ4,q=4 Itrint 8177 13638 18490 38663

Itrext 7 8 8 9

T (s) 11.36 24.47 41.60 178.61

ψ4,q=logn Itrint 6739 8677 12363 28444

Itrext 8 8 8 9

T (s) 9.08 15.37 26.93 127.67

ψB,p=logn Itrint 2900 3465 5101 8253

Itrext 6 6 6 7

T (s) 4.57 6.99 12.40 38.95

Tableau 12 : Les résultats numériques des exemples de 1 à 4 avec θ = 0.9 et

α = αthéor.
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Exemple 1 Exemple 2 Exemple 3 Exemple 4

ψ2,q=1.1 Itrint 5 5 5 5

Itrext 1281 1115 1169 1282

T (s) 1.22 1.37 1.70 3.43

ψ2,q=5 Itrint 25 7 7 9

Itrext 972 1073 1295 1256

T (s) 1.02 1.38 1.91 3.41

ψ2,q= logn
2

Itrint 5 6 6 5

Itrext 1190 1342 1354 1297

T (s) 0.96 1.40 1.75 3.30

ψ4,q=1.1 Itrint 271 379 480 923

Itrext 1617 1669 1711 1842

T (s) 1.54 2.23 3.09 8.18

ψ4,q=4 Itrint 242 348 444 888

Itrext 1600 1656 1699 1836

T (s) 1.46 2.23 2.99 7.99

ψ4,q=logn Itrint 271 365 458 893

Itrext 1617 1664 1704 1836

T (s) 1.52 2.23 2.97 7.92

ψB,p=logn Itrint 4 5 5 5

Itrext 969 1179 1237 1343

T (s) 0.73 1.18 1.53 3.34

Tableau 13 : Les résultats numériques des exemples de 1 à 4 avec θ = 0.01 et

α = αprat.
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Exemple 1 Exemple 2 Exemple 3 Exemple 4

ψ2,q=1.1 Itrint 4 5 5 5

Itrext 5 5 7 7

T (s) 0.23 0.24 0.25 0.25

ψ2,q=5 Itrint 5 6 4 4

Itrext 5 6 5 6

T (s) 0.23 0.23 0.23 0.25

ψ2,q= logn
2

Itrint 5 5 5 5

Itrext 6 5 6 7

T (s) 0.04 0.04 0.04 0.07

ψ4,q=1.1 Itrint 633 822 1001 2125

Itrext 8 8 8 9

T (s) 0.90 1.55 2.24 9.30

ψ4,q=4 Itrint 445 770 947 2062

Itrext 7 8 8 9

T (s) 0.64 1.46 2.18 8.90

ψ4,q=logn Itrint 633 799 969 2075

Itrext 8 8 8 9

T (s) 0.88 1.44 2.14 9.05

ψB,p=logn Itrint 5 5 4 4

Itrext 6 6 5 5

T (s) 0.02 0.02 0.02 0.04

Tableau 14 : Les résultats numériques des exemples de 1 à 4 avec θ = 0.9 et

α = αprat.
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(m,n) (10, 20) (30, 60) (50, 100) (75, 150) (100, 200)

ψ2,q=1.1 Itrint 3473 10215 16971 25453 33930

Itrext 1363 1472 1523 1564 1592

T (s) 37.44 445.25 2238.76 6514.19 16205.70

ψ2,q= logn
2

Itrint 2398 4618 6359 8222 9877

Itrext 1358 1462 1510 1549 1577

T (s) 28.26 185.03 610.53 1459.72 3910.11

ψ4,q=1.1 Itrint 2572 7015 11364 16748 22113

Itrext 1446 1555 1606 1646 1675

T (s) 28.67 294.95 1385.47 4034.62 11654.86

ψ4,q=logn Itrint 1965 4328 6225 8280 10129

Itrext 1402 1503 1552 1590 1618

T (s) 25.79 176.74 469.55 1568.95 4021.40

ψB,p=logn Itrint 1999 4241 6003 7887 9572

Itrext 1322 1429 1480 1519 1548

T (s) 25.49 168.58 555.35 1444.03 3814.67

Tableau 15 : Les résultats numériques de l’exemple 5 avec θ = 0.01 et α = αthéor.
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(m,n) (5, 10) (10, 20) (30, 60) (50, 100) (75, 150)

ψ2,q=1.1 Itrint 6941 13182 43803 70833 103860

Itrext 6 6 7 7 7

T (s) 31.74 119.44 2676.98 8912.35 13906.18

ψ2,q= logn
2

Itrint 6320 7256 13311 16979 20797

Itrext 6 6 7 7 7

T (s) 27.95 66.03 444.16 1248.50 3460.50

ψ4,q=1.1 Itrint 2884 6000 15307 27855 40084

Itrext 6 7 7 8 8

T (s) 12.47 52.42 529.80 2140.06 8281.39

ψ4,q=logn Itrint 2374 4437 9070 12613 16347

Itrext 6 7 7 7 7

T (s) 11.55 41.25 393.39 1502.30 3366.94

ψB,p=logn Itrint 2794 4254 9766 13285 16941

Itrext 6 6 7 7 7

T (s) 13.16 40.71 362.69 1170.33 3032.32

Tableau 16 : Les résultats numériques de l’exemple 5 avec θ = 0.9 et α = αthéor.
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(m,n) (5, 10) (10, 20) (30, 60) (50, 100) (75, 150) (100, 200)

ψ2,q=1.1 Itrint 1782 3472 10225 16971 25452 33930

Itrext 1294 1363 1472 1523 1564 1592

T (s) 11.32 38.30 405.48 1832.75 4760.53 14712.98

ψ2,q= logn
2

Itrint 1688 2398 4618 6359 8222 9788

Itrext 1293 1358 1462 1510 1549 1577

T (s) 10.88 27.92 184.18 516.98 1588.73 3610.71

ψ4,q=1.1 Itrint 1408 2570 7015 11364 16747 22112

Itrext 1376 1445 1555 1606 1646 1675

T (s) 10.25 32.45 271.61 802.33 2962.39 9202.87

ψ4,q=logn Itrint 1193 1963 4328 6225 8279 10129

Itrext 1341 1401 1503 1552 1590 1618

T (s) 8.54 24.79 244.40 570.81 1480.18 3922.64

ψB,p=logn Itrint 1240 1999 4241 6002 7887 9571

Itrext 1254 1322 1429 1480 1519 1548

T (s) 9.01 26.45 182.90 484.91 1454.79 3401.88

Tableau 17 : Les résultats numériques de l’exemple 6 avec θ = 0.01 et α = αthéor.
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(m,n) (5, 10) (10, 20) (30, 60) (50, 100) (75, 150)

ψ2,q=1.1 Itrint 6944 13164 43800 70849 103872

Itrext 6 6 7 8 7

T (s) 31.20 126.49 2452.91 8441.02 21012.14

ψ2,q= logn
2

Itrint 6332 7247 13306 16978 20802

Itrext 6 6 7 7 7

T (s) 28.03 64.16 481.82 1782.17 4393.51

ψ4,q=1.1 Itrint 2882 5997 15307 27854 40083

Itrext 6 7 7 8 8

T (s) 13.13 55.64 586.75 2068.99 6175.48

ψ4,q=logn Itrint 2374 4437 9071 12613 16347

Itrext 6 7 7 7 7

T (s) 10.65 42.06 493.95 1043.59 3120.93

ψB,p=logn Itrint 2791 4252 9761 13283 16940

Itrext 6 6 7 7 7

T (s) 12.89 41.50 368.59 1022.30 2948.33

Tableau 18 : Les résultats numériques de l’exemple 6 avec θ = 0.9 et α = αthéor.

Commentaires

A travers les tests numériques qu’on a effectués, nous déduisons ce qui suit :

— Pour les exemples de 1 à 4, le pas de déplacement pratique αprat du tableaux

13 et 14 offre de meilleurs résultats que la pas théorique du tableaux 11 et

12 en nombre d’itérations et en temps de calculs.

— Les expérimentations numériques réalisées montrent l’efficacité de notre nou-

velle fonction noyau ψB. Nous notons que lorsque la dimension du problème

devient grande, la différence entre notre nouvelle fonction noyau ψB, celle

de Peng et al. [60] ψ2 et celle de Bai et al. [7, 9] ψ4 lorsque θ = 0.01 devient

grande en termes de nombre total d’itérations et de temps de calculs mettant

en faveur notre nouvelle fonction ψB et en temps de calculs lorque θ = 0.9.

— Le nombre d’itérations externes est considérablement réduit lorsque θ = 0.9

pour tous les exemples testés.

Ces résultats numériques consolident et confirment nos résultats théoriques.
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CHAPITRE 3. MÉTHODE DE POINTS INTÉRIEURS DE TYPE TRAJECTOIRE
CENTRALE BASÉE SUR DES NOUVELLES FONCTIONS NOYAUX POUR (PQC)

Conclusion 3.2.9. Dans ce chapitre, nous avons proposé deux nouvelles fonctions

noyaux paramétrées qui ne sont ni logarithmiques ni auto-régulières :

- La première fonction noyau proposée a un terme barrière exponentiel. Nous avons

prouvé que la borne d’itération de la méthode de points intérieurs basée sur cette

fonction noyau est O
(√

n (logn)2 log n
ε

)
pour la méthode à long-pas et O

(√
n log n

ε

)
pour

la méthode à court-pas qui est la meilleure borne de complexité connue j’ausqu’à

présent. Notre approche a permis de généraliser le résultat obtenu par Bai et al. [7]

et d’améliorer le comportement pratique de notre algorithme (Algorithme 5) qui est

présenté dans la section 2.3.

- La deuxième nouvelle fonction noyau consiste en un polynôme dans son terme

barrière. Une analyse simple pour les MPIs primales-duales basées sur la fonction

barrière induite par la nouvelle fonction noyau est fournie, nous avons prouvé que la

borne d’itérations de la méthode de points intérieurs basée sur cette fonction noyau

est O
(√
n logn log n

ε

)
pour la méthode à long-pas et O

(√
n log n

ε

)
pour la méthode à

court-pas. Cette borne améliore de manière significative les résultats obtenus par

Peng et al. dans [60] et Bai et al. dans [9].
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à la résolution d’un programme

quadratique convexe avec contraintes linéaires (PQC ). Plusieurs problèmes concrets

dans plusieurs domaines peuvent se formuler sous forme de PQC , c’est l’intérêt de

résoudre ce problème.

Les méthodes de points intérieurs et plus précisément les méthodes de trajec-

toire centrale sont les plus efficaces pour résoudre ce type des problèmes. L’incon-

vénient de ces méthodes est le problème d’initialisation pour démarrer leur algo-

rithme en pratique. Pour surmonter cette difficulté, nous avons présenté dans cette

thèse les bases théoriques et algorithmiques d’une alternative particulièrement in-

téressante : il s’agit des MPIs basées sur les fonctions noyaux qui ont l’avantage de

démarrer avec un point de départ strictement réalisable non nécessairement proche

de la trajectoire centrale.

D’ autre part, nous avons proposé deux nouvelles fonctions noyaux paramétrées.

La première fonction noyau avec terme barrière exponentiel généralise celle donnée

par Bai et al. [7]. La deuxième fonction noyau paramétrée a un terme barrière

polynomial (de Laurent) qui donne la meilleure complexité obtenue jusqu’à présent

pour certaine valeur du paramètre p et elle améliore de manière significative les

résultats obtenus par Peng et al. dans [60, 61] et Bai et al. dans [9].

Ces travaux sont des contributions importantes permettant d’améliorer la com-

plexité des algorithmes et le comportement numérique des méthodes de points in-

térieurs primales-duales pour PQC . Les résultats obtenus sont publiés dans deux

revues internationales [18, 19].
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Nos perspectives est de généraliser nos travaux pour résoudre d’autres pro-

blèmes d’optimisation tel que : les problèmes convexes non nécessairement qua-

dratiques avec contraintes linéaires.
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 ملخص:

. انًذذبت انتشبٍعٍت انبشيجت ميسبئ نذم( IPMs) انثُىٌت-الأونٍت انذاخهٍت طبانُق طشق يٍ فئت تقذٌى ٌتى الأطشودت، هزِ فً

 تكىٌ الابتذائٍت انُقطت) بتذائٍتالا انُقبط نتيسأ يعبنجت بهذف انًقتشدت انُىاة دوال عهى ةعتًذانً يشكزي يسبس طشٌقت إَهب

 راث نهُىاة جذٌذتٍٍ دانتٍٍ َقتشح. انذبجز ذانتب تقبس انتً انًشكزٌت يشدهت إَشبء خلال يٍ( انًشكزي انًسبس جىاس فً

 انكبٍشة طشق انخطىة بتذهٍمَقىو . انذذود كثٍش دبجز يصطهخ بنه توانثبٍَ أسً دبجز يصطهخ بنه ىالأون. يعهًبث

انخطىة فًٍب ٌتعهك بطشق  انًعشوفت انتكشاس دذود أفضم عهى ذصمَ. انُىاة انجذٌذة دوال عهى تعتًذ انتً وانصغٍشة

 لإظهبس انعذدٌت انُتبئج بعض تى تقذٌىٌ وأخٍشًا .نهذانتٍٍ َىاة و فًٍب ٌتعهك بطشق انخطىة انكبٍشة نهذانت انُىاة انثبٍَت انصغٍشة

 .انًقتشدت انُىاة دوال وظبئف كفبءة

 وانصغٍشة، دوال انكبٍشة انًذذبت، طشق انخطىة انتشبٍعٍت انبشيجتانثُىٌت، -الأونٍت انذاخهٍت انُقبط طشق : مفتاحية كلمات

 انُىاة.

 

Abstract: 

In this thesis, a class of primal-dual interior point methods (IPMs) for solving convex quadratic 

programming problems is presented. It is a central path method based on a kernel function which is 

proposed in order to remedy the initialization problem (the initial point is in the neighborhood of 

central path) by creating the phase of centrality which is measured by barrier function. We propose 

two new parameterized kernel functions. The first one has an exponential barrier term and the second 

has a polynomial barrier term. We analyze large and small-update versions which are based on these 

new kernel functions. We obtain the best-known iteration bounds concerning the small-update version 

for the two kernel functions and the large-update version for the second kernel function. Finally, some 

numerical results are presented to show the efficiency of the proposed kernel functions. 

Keywords: Primal-dual interior point methods, Convex quadratic programming, Large and small-

update versions, Kernel function. 

 

Résumé : 

Dans cette thèse, une classe de méthodes de points intérieurs primales-duales (MPIs) pour résoudre 

des problèmes de programmation quadratique convexe est présentée. C'est une méthode de trajectoire 

centrale basée sur une fonction noyau qui est proposée dans le but de remédier au problème 

d'initialisation (le point initial soit au voisinage de la trajectoire centrale) en créant la phase de 

centralité qui est mesurée par fonction barrière. Nous proposons deux nouvelles fonctions noyaux 

paramétrées. La première a un terme barrière exponentiel et la seconde a un terme barrière polynomial. 

Nous analysons les versions à grand et petit pas qui sont basées sur ces nouvelles fonctions noyaux. 

Nous obtenons les meilleures bornes d'itérations connues concernant la petite version pour les deux 

fonctions noyaux et la grande version de mise à jour pour la deuxième fonction noyau. Enfin, quelques 

résultats numériques sont présentés pour montrer l'efficacité des fonctions  noyaux proposées. 

Mots clés : Méthodes de points intérieurs primales-duales, Programmation quadratique convexe,  
Version à grand et petit pas, Fonction noyau. 

 
 


