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Introduction Générale

Introduction Générale

Dans ce travail, on s’intéresse a 1’étude de quelques problémes linéaire et non linéaire
issus de la mécanique, plus précisément en théorie des plaques minces.

Le premier groupe de problémes (Rappels des résultats P. Grisvard-B. Merouani voir
[11], [21]) , se compose de six problémes aux limites gouvernés par les équations de Lamé
dans le secteur (), plan, d’ouverture w, de rayon p et de frontiére I'yUT,,UTp (voir
Fig. 2).

Ces problémes sont

Au+ 1oV (divu) = f dans Q,

(Py) , (k=14a6).
B*u =0 sur Iy, [',.

Ou les opérateurs frontieres sont :

{B'u ={u surI'p,T,,, {B*u={o(u).n sur Iy, ,

u u.
B3u = sur I'g, T, , B*u = " sur Iy, I, ,
o(u)n (o))
u. u.
Biu = 7 sur L'y BSu = 1 sur I'y
(o(w).n).7 ) (o (u).n).T
Biu = {u sur T, BSu = {o(u).n sur T,

1_ (A +w)
T

Le comportement singulier des solutions variationnelles (y compris le cas de la fissure),

Vo sera égal a (1 — 2v)~ ol v est le coefficient de Poisson (0 < v < 1).
constitue I'objet de la premiére partie de cette thése.
Dans le scond groupe, on considére quelques problémes aux limites gouvernés par l'opé-

rateur de flexions des plaques.



Introduction Générale

Dans le troisiéme groupe, on considere quelques problémes aux limites gouvernés par
I’opérateur non linéaire de vibration des plaques.

Cette thése se subdivise en trois chapitres. Elle est structurée de la maniére suivante :

Le premier chapitre, est consacré essentiellement aux rappels des résultats principaux
sur les espaces de Sobolev classiques (voir [20]), nous en rappelons la définition et quelques
propriétés pour mieux comprendre le continu de ce travail. A la fin de ce chapitre, on rappelle
quelques résultats théoriques généraux que nous utiliserons.

Au deuxiéme chapitre, on rappelle en détaille les résultats (voir [11], [21]), le compor-
tement singulier des solutions des problémes (P;), k = 1 a 6. La section 2.2, de ce chapitre,
est consacrée aux notations principales et la formulation mathématique des problémes. Dans
la section 2.3, on démontre que le comportement singulier des solutions des différents pro-
blémes est gouverné par une séries des équations transcendantes analogue a celles trouvées
dans le contexte des plaques.

Dans la section 2.5, constituant la premiére partie de 'originalité de notre travail, sanc-
tionnée par une publication dans une revue de renommée internationale, nous intéressons
au calcul des coefficients de singularités par des techniques généralisant, & un systéme, celles

utilisées pour le bilaplacien dans [6] et [28].

Nous calculons, pour chaque cas, les solutions singuliére dans le but de créer un tableau

d’extension de P. Grisvard [16] et B. Merouani [22].

Dans le troisiéme chapitre, on étudie dans la section 3.2. I'existence et I'unicité des
solutions faibles de quelques problémes aux limites gouvernés par 'opérateur de flexion des
plaques A, dans un ouvert borné a frontiére suffisamment réguliére. D’abord, on commence
a démontré que 'opérateur de flexions A, est un isomorphisme de Vj, sur V! , k =1 & 6, par

le théoréme de Lax-Milgram ou A, est exprimé par :

9w
Ay = |vA*u+ (1 —v

“ Z 0x20x% |
Ensuite, on s’intéresse dans la section 3.3. a I'existence et I'unicité des solutions de quelques
problémes non linéaires des plaques vibrantes, c’est la deuxiéme partrie de l'originalité de
notre travail. Pour cela, on utilise I'opérateur de Green, i.e, I'inverse de A, pour chaque

conditions aux limites. L’idée est de ramener le systeme des plaques vibrantes a une équation

d’un seul inconnu.
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On finira ce travail par une conclusion et perspectives.



Notations

Notations

Notations géométriques

Q C R* un ouvert borné.

00 =T la frontiere de €2; ds : la mesure de longueur sur I

Ty une partie (segment) de I'; I' = igf‘i.

wj I'ouverture de I'angle que font I'; et I';; vers l'intérieur de €.
S; les sommets de I'.

f la densité des forces volumiques données.
i le vecteur unitaire normal sortant.

‘g—z la dérivée normale.

v le coefficient de Poisson des plaques.
Vf le gradient de f.

div f la divergence de f.

A le Laplacien.

A? le bilaplacien.

a=(ay,qy,....,ay) €NV et la| = a; + ... + ay.
Espaces fonctionnels

D (Q)  Tespace des fonctions C'*° a support compact dans €.

D' (Q2) Tespace des distributions sur 2.

C* I’espace des fonctions k fois continument différentiables.

LP (2)  Pespace des fonctions de puissances p-iéme intégrable sur {2 pour la mesure de

Lebesgue.

(2) Pespace des fonctions (classes) essentiellement bornées.

W2 (§2)  Tespace de Sobolev d’ordre s (W5 (Q2) = H* (9)) .
(2) lespace de Sobolev d’ordre s, H® (Q) = L? ().

H§ () T'adhérence de D (Q2) dans H*® (£2) .
(@)

'espace des restrictions a 2 des éléments de H* (R").



Notations

H*(Q) un sous-espace de H*® (€2) formé des u fonctions dont le prolongement @ par zéro
hors de Q appartient a H* (R").
H: (Q) H: (Q) : Tespace des fonctions u € L? (T') tel que :

1w —upE B < o

2
[l = yll
IT



Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle

Dans ce chapitre nous précisons quelques notations et rappels d’analyse fonctionnels
qui seront d’une grande importance dans notre travail. Pour les espaces de Sobolev, nous
rappelons la définition et quelques propriétés, les théorémes de traces dans les domaines

polygonaux.(Comme dans [20])

1.1 Notations

) désigne un corps homogeéne, élastique et isotrope, occupant un domaine, borné de R?,
J

a frontiéres polygonale rectiligne I' = U fj. Les I'; sont des segments de droites ouverts.
j=1

Le coté |S;_1,.5;] est noté I';_; et éventuellement, 2 contient des fissures (voir Fig. 1).

L’ouvert défini ainsi est un domaine polygonale. Par suite, tous les résultats sur ce
type de domaine sont valables. Il est commode, en coordonnées polaires, de travailler a
I'origine. Donc, par une translation suivie d’une rotation, on peut ramener S;, I'; et I';_4
respectivement a O, 0, et O, ou w est I'angle que font O, et O, vers I'intérieur de 2. Il
suffit, dans toute la suite de faire ’étude dans le secteur €2, plan, d’ouverture w, de rayon p
et de frontiére Ty UT,, Ufp (voir Fig. 2). Sur 'arc I',, délimitant le secteur €2, on n’aura pas
besoin de conditions aux limites, étant donné qu’on s’intéresse & un voisinage V' du sommet

O o les solutions sont a support compact.
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(Fig. 2)



1.2. ESPACES DE SOBOLEV

J J

Uit 1 . o
T = ; sont respectivement la normale unitaire sortante et la
J

2 T2

tangente unitaire dans le sens positif sur la frontiere I' de 2.

n; =

M;(u) et N;(u) désignent les opérateurs différentiels frontiéres suivant :

0%u
M(u) [r, = Mi(u) = v;,(vAu+ (1 — V)a_772)>
et ,
0 o0°u
N(u)|r, = Ni(u) = —%'(a—mAU + (1 - V)w),

ou v, désigne I'application trace sur I'; et v € }O, %[ est le coefficient de Poisson du

matériau constituant la plaque.
La dérivées normale et la dérivée tangentielle, en fonction de 1, xo sont données par :

R R R B R )
8ni_?71(9x1 n28x2 or; nla@ 772(%1

1.2 Espaces de Sobolev

1.2.1 Les espaces de Sobolev

Les espace de Sobolev peuvent étre définis de différentes maniéres lorsque 1’ouvert consi-
déré est a frontiére réguliere. Les définitions correspondantes peuvent conduire & des espaces
différents lorsque la frontiére de () est peu réguliére. Pour cela nous avons préciser les défi-
nitions qu’on aura besoin d’utiliser dans notre travail.

Soit © un ouvert quelconque de R?, de frontiére I.

Définition 1.2.1 Soit m un entier positif. On désigne par H™ (Q2) le sous espaces des fonc-

tions de L* () telles que : D* (Q) € L?(Q) pour |a] X m. H™(Q) est muni de la norme :

2

2
lullo={ > 1D%l5q

laj=m

ou

2

[

o= | [ @ ds
Q

10



1.3. LES ESPACES DE TRACES

Pour s un nombre réel positif non entier on a s = [s] + 0, 0 < ¢ < 1 ou [s] désigne la

partie entiere de s, H* () est un sous espace de H*! (Q) pour les éléments vérifiant :

DO( Ol
//| 2+20( )| dxdy < +00

avec |a| = [s].

muni de la norme

o) o)
fulloo= {Nula+ 3 [ ey

oo|= =mao QO

NI

On distingue deux cas :
Pour s > 0 : H§ (€2) désigne la fermeture dans H* (£2) de l'espace D (£2) .
Pour s < 0: H®(Q) est le dual de H* (Q).

1.2.2 Domaines polygonaux

On dira qu'un ouvert plan borné 2 est un domaine polygonal si sa frontiere I" est la
réunion d’un nombre fini de segments de droite.

Dans le cas particulier, ou il n’y a pas de coupure (les w; < 27), on dira que €2 est
un domaine strictement polygonal, c’est donc un ouvert & frontiére lipshitsienne au sens de

Necas [24] .

1.3 Les espaces de traces

1.3.1 Traces des fonctions continues dans des domaines réguliers

Rappelons d’abord les théorémes de trace dans le cadre des fonctions contintiment dif-
férentiables de C* (ﬁ) dans des domaines réguliers :

Pour s = 0 entier, la restriction u | de u sur la frontiere I', notée simplement u ou
encore 7,u, d'une fonction de C* (ﬁ) est bien définie comme fonction de C*® (I") et appelée
la trace de u sur I'.

Si on désigne par 7 (x), pour tout = € I, le vecteur unitaire normal en z a I" et orienté

vers l'extérieur de €2, et par Vu le gradient de u défini par :
Vu = (alu, agu) .

11



1.3. LES ESPACES DE TRACES

Etant donné une fonction u de C* (ﬁ), pour un entier £ > 1, son gradient a une trace sur
I' et la fonction Vu - n, notée g—z ou encore v, u, est bien définie comme fonction de C*~1 (T")

et appelée la trace de la dérivée normale sur I' qu’on peut I’écrire :

1.3.2 Traces dans les domaines polygonaux

11
Gagliardo [8] a donné une caractérisation de I'espace W, ” (I') des restrictions a I" des

fonctions de W (€2) , soit ds la mesure de longueur sur T'.

Définition 1.3.1 On désigne par ka; (T') lespace des fonctions f € L, (I') telles que :

1@ -1 wr S D iy <o

|z — yl”
I'x T

Théoréme 1.3.2 L’application u — u|r qui est bien définie sur D (ﬁ) admet un prolonge-

1-1
ment vy, par densité, qui est un opérateur linéaire surjectif de W, (Q) (H' (Q)) sur W, 7 (I).
Son noyau est W) (Q).

11
11 est instructif de décomposer 'espace W, * (I') en morceaux correspondant a chacun

des cotéls Il’j. On pose pour cela f; = f }pj la restriction de f a I';, d’aprés la définition 1.3.1
fi € W, 7 (T;) (I'; est un segment de droite donc un ouvert de R, les fonctions f; ne sont
pas toujours indépendantes entres elle). En effet on a la :

1

(I') si et seulement si f; € Wpl_g (T';)

1

1—
Proposition 1.3.3 La fonction f appartient a W, *

pour tout j et en outre :

i) f;(S5) = fi+1(5;), 1 <j< Nsip-2

i) [ 1f (x5 (=0)) = fisa (2 (0)]P 92 < 400, 1 < j < Nsip=2

ot ;‘j (0) (resp z; (—0)) désigne le point de I'j1q (resp I';) a distance o du sommet S;.

- La condition ©) a un sens puisque d’aprés le théoréme de Sobolev, la fonction f; est
continue sur I'; donc en S; et en S;_;.

Cette condition est naturelle car une fonction f continue sur I' est aprés découpage une

collection de f; continues qui se raccordent aux sommets.

12



1.3. LES ESPACES DE TRACES

- La condition 1) exprime que f; et fji1 coincidents en S; mais dans un sens faible et
on notera :
o~ Fit
fj s; f]—i—

) 1
Hz= (T (Wpl ? (F)) n’est pas 'espace des traces g_:; de H? (Q). La discontinuité de la

normale aux coins nous empéche de définir les espaces de traces comme dans le cas des
ouverts a frontiére réguliere. On considere donc les traces sur chacun des cotés I';, avec des
conditions de compatibilité. Pour expliquer cette difficulté nous allons utiliser I’analogie avec

les espaces de fonction continument différentiables. Il est clair que I'application :
'yoj:ur—>u‘pj , J=1N

est définie de C° (Q) sur C°(T') . Par ailleurs il est clair que I'application :

ou s —
71JUH{f]:%|F]}7]:1)N
J

N
est de C* () sur HC’O (T;) . On définie une fonction f sur I' par :
=1

fi="rlr, -

On obtient pas nécessairement un élément de C°(T'). En d’autres termes, la dérivée
normale au bord d’une fonction u de C* (ﬁ) n’appartient pas a l’espace des restrictions
au bord des éléments de C° (ﬁ) . Un phénomeéne similaire se produit dans les espaces de
Sobolev.

La difficulté ci- dessus est a l'origine du choix fait ici de considérer les traces sur chacun
des cotés I'; et non pas globalement, puis de chercher les conditions de compatibilité entre
ces diverses traces. Comme dans la proposition 1.3.3.

Avant de donner un énoncé précis des conditions de compatibilité nous introduisons
quelques notations :

Soit, L I'opérateur différentiel a coefficients constants d’ordre d, pour chaque j, on peut

développer L sur les puissances de % :
J

>t
L=) Ljryg
k=0 onj
ou L est un opérateur différentiel tangentiel & I'; c’est-a-dire un polynéme de degré
d
S d—k en E

13



1.3. LES ESPACES DE TRACES

Théoréme 1.3.4 L’application : u — {gwk} j=12...N qui est définie pour u dans D (ﬁ)
20,1, m—1
ak
k (u

par :

admet un prolongement par densité qui est un opérateur linéaire continu surjectif de

Wi () sur le sous espace de :
N m—1

TITIw "

7j=1k=0

défini par les conditions sutvantes :Pour tout opérateur différentiel L a coefficients constants
dordre d<m —1on a :

i z (Lix g,4) (S) = 2 (Lysrs 9,00) ()

pourd%m—%et.

”) Zij gj,k ZLJ+1 k 911,k
J
pourd m—1 etp—2

Une démonstration compléte est donnée dans Grisvard [17] ou on considére également
le cas d’un polygone curviligne.

Dans le cas particulier o m = 2, on a le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.5 Soit vo;u = g; et vy;u = hy, alors Uapplication trace u — {gj, hj} est un
N

opérateur linéaire continu surjectif de H? (Q) sur le sous espace de H Hs (I';) x H: (I';)
j=1
défini par les conditions suivantes :

9, (Sj) =91 (Sj) pour tout j

et

1 ’ .
9,5 —cosw;g,, +sinw;h,
J

. !
h; o —sinw;g - coswih,,

i
pour tout j (les signes ' désignant la différentiation tangentielle (en 77 ) ).
Définition 1.3.6 Pour u € D (ﬁ) , nous définissons les opérateurs de traces M, N comme

suit :

Mu = vAu+ (1 —v) (0fu ni + 207u niny + d3u n3) .

14



1.3. LES ESPACES DE TRACES

A
Nu = —% +(1—-v) (afu ning — 0%u (n% — ng) + O2u n1n2) .

o v est un nombre réel appelé coefficient de Poisson (0 <v < %) .

1.3.3 Formule de Green

Lemme 1.3.7 Pour deuz fonctions u € D (Q), v € H?(Q) on a la formule de Green

sutvante :

/(Azu)vda: =a(u,v) — /(Mu)fylvda + /(Nu)%vda

Qo r

ot a(u,v) est une forme bilinéaire définie de H?* () x H? () comme suit

(

w w

_/ [%(MU)%(%Z;) + ’yO(Nu)fyoy] do

\ r

Preuve. On utilise la décomposition du biliplacien suivante :
A? = 92 (1.8%) + 0%, (2(1-v) 8?2) + 07 (V@f) + 03 (V@f) + 03 (1.(921) ,

et nous appliquant la formule de Green deux fois. m

0%u 0%v Pu v Pudv
/( uvdz / uhuvdz / {< V) (5%% O3 011079 01072 * dx3 (91‘%)1 o
o

Définition 1.3.8 (Systéme de Cauchy-Kowaleska) : Un systéme d’équations auz dérivées

partielles est appelé systéme de Cauchy-Kowaleska s’il est de la forme :

omiu, __ aku]'
i — Fi(t, o1, oy Ty Uy vy Uy ey S0 0aTT et )

Baktl,ii = (bi’k<5(]1, ...,ZEn), k= 0,1,....n;, — 1;t = 10

0 ,.0

ou les fonctions F; et ®;; analytique dans un voisinage du point (t°, 29,29, ..., CID?kO Ko ir)

dans lequel

k—kod.
< a (I)%ko > . q)O .
k1 k — Tikok1,e ka0
Oxi*...0xkn -
i=1,2,..,N;

15
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Chapitre 2

Comportement singulier des solutions
pour différents problémes gouvernés

par les équations de Lamé

Les séries trigonométriques constituent un outil trés important pour ’étude des solutions
de problémes aux limites pour ’équation biharmonique dans un secteur. Dans ce chapitre
on mettra en évidence une série trigonométrique d’un type nouveau adaptée a I’étude des
solutions du probléme aux limites pour les équations de Lamé avec différents conditions aux
limites (voir [22],[24]). Pour cela, on rappelle dans un premier temps les résultats de P.
Grisvard [16] et B. Merouani [22] consernant les solutions singuliéres. On utilisant la formule
de Betti, on démontre que la solution s’écrit sous forme d’une série.

On retrouve dans un cas spécial, les résultats conserants I’opérateur de Laplace. L’étude
de convergence de ces séries est basée sur des relations d’orthogonalités analogues a celles
du laplacien et le bilaplacien.

Nous nous intéressons ensuite, aux calcul des coefficients de singularité cg, ds, en parti-

culier dans le cas de la fissure.

2.1 Notations
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2.1. NOTATIONS

Soit Q un corps homogene, élastique et isotrope, occupant un domaine, borné de R?, &
J

frontiéres polygonale rectiligne I' = U fj, les espaces de Sobolev ainsi que le probleme que
j=1
I'on considérera sera restreint & un coin (noté¢) encore Q de sommet O, de cotés Iy et T, et

d’ouverture w vers l'intérieur de €2. La normale et la tangente & I';, j = 0,w , seront notées
par 1 et 7 au sens positif sur la frontiére.

L désignera le systéme de Lamé :

(A +p)

Lu = Au+ V (divu),

ol A et u sont les constantes de Lamé (A > 0, p > 0). uj, f; (j =1,2), o désignent
respectivement les composantes du vecteur déplacement, de la densité des forces extérieures

et le tenseur des contraintes linéarisé.

2.2 Calcul des solutions singuliéres

2.2.1 Formulation du probléme (P;), k=146

On considére ici une famille de 6 problémes gouvernés par les équations de Lamé (comme
dans [19]). Clest-a-dire que pour un champ de forces f € [L?(€2)]* on cherche u, si possible
dans [H? (Q)]?, solution de

() Au+ 1oV (divu) = f dans @, (1) k=146
Bfu =0 sur Ty, Ty. (2)

ou les opérateurs frontiéres sont

{B'u = {u sur I'p,T,, ,

{B*uw={o(u).n sur Ty, T, ,

_ u
Biu = sur Iy, T, ,
o(u).n
u.
By = g sur Iy, T, ,
(o(u)m).T

17



2.2. CALCUL DES SOLUTIONS SINGULIERES

u.
Biu = ! sur Ty

(o(u)n).T )

Blu={u sur T,

u.
BSu = 7 sur I'y

(o(w).n).7 )
BSu = {o(u).n sur T,

\

vp sera égal & (1 — 2,/)71 _ ()\:M)

ou v est le coefficient de Poisson (() < v < %) .

Notons que les résultats sur ce type de domaine sont valables ici et notamment 'inégalité
de Korn (cf. [13]), et méme dans le cas des fissures (cf. [11]), la méthode variationnelle usuelle,
permet d’affirmer 1’existence et 'unicité d’une solution faible u € [H* (Q)]2 .

Dans ce qui suit nous partirons donc dune solution u € [H! (92)]*. De plus les théo-
rémes habituels de régularité (cf. [3]) permettent d’affirmer du premier coup que u €
[H2 (2N CV))? pour tout voisinage fermé V du sommet O de €. On s’intéresse donc au
comportement de la solution u du probléme (Fy), dans un voisinage V' du sommet O de €.

L et Popérateurs au bord étant homogenes et a coefficients constants, la forme u, (r,0) =
%, (0) est beaucoup mieux adaptée a la géométrie de 2, de plus la régularité de u est

essentiellement déterminée par la partie Rea.

2.2.2 Séparation des variables en coordonnées polaires

L’idée de base est le changement de variable r = e’ ( donc d; = r0,) transformant le
domaine 2 dans la bande B,, = R x]0, w][. Puis considérer les solutions de la forme u,, (r,6) =
7%V, (0) , dans le systéme Lu = 0.

Soit donc le systéme de Lamé homogeéne sous la forme suivante :
Lu = Au+ vV (divu) = 0, (2.1)

ou
vo=(1—-20v)"",

En coordonnées cartésiennes (2.1) s’écrit :

0 : 2%u 2uy
(1+vo) g7 (divu) + T TVgE = 0 (2.2)

(1+v0) 32 (divu) + 2% + vy2% =0

2 2
Oxy Ox3
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2.2. CALCUL DES SOLUTIONS SINGULIERES

En coordonnées polaires (2.2) s’écrit :

[83 + 7%392 + v (cos 00, — %sin 989)2} u1 + Vo [cos 00, — %Sin 089} [sin 00, + %cos «989] uy =0
Vo [cos 00, — %sin 4909] [sin 00, + %cos 989] uy + [g—; + T%aa—; + vy (sin 00, + %cos 989)2] Uy =0 .
(2.3)

En multipliant par r? on obtient :

{ [(7"8,,)2 + 02 + vg (cos Ord, — sin 989)2] uy + vo [cos 010, — sin 00| [sin Ord, + cos 00| us = 0

[(r@T)z + 02 + vg (sin Ord, + cos 989)2] U + Vg [cos 010, — sin 00y] [sin Or0, + cos 00| u; =0 '
(2.4)

Soit = e' donc 9, = r0, et par suite (2.4) se transforme en :

[(8,5)2 + 02 + vg (cos 00, — sin 989)2} Uy + Vg [cos 00, — sin 00p] [sin 00, + cos 00p] uz = 0
[(@)2 + 92 + v (sin 00; + cos 989)2] U + Vg [cos 00; — sin 00y [sin 00, + cos 00y uy = 0 ‘
(2.5)

Considérons les solutions de la forme u, (7, 0) = 7* (v1,4 (0) , V2,4 (6)) dans (2.5) :

on déduit le systéme :

' [02 + o + vg [(a — 1) cos O — sin 00| [ cos O — sin 6] vy o+
vo [(av — 1) cos @ — sin 00y [arsin € + cos 00y| v2 0 = 0

(07 + o + vg [(a — 1) sin 0 + cos 09| [ cos O — sin 0y]] va o+

vo [(a — 1) sin @ + cos 00y [arsin @ + cos 00g| v1.4 = 0

\

En éffectuant le changement de variables suivant :

{ Wi,q (0) = cosBvy 4 (0) + sin bvg , (6)

: (2.7)
Waq (0) = —sinfuvy 4, (0) + cos Bvg , (6)

Le systéme (2.6) devient dans |0, w] :

Lo (w) = { w/1/7oz () + (o + 1) (@® = 1) w4 (0) + powéva (0) = g’ 28)

(Vo + 1) wy o (0) + (0% = 1) waa (6) + pyuwi  (0) =
Ou :
po=vola—1)—2 et py=vo(a+1)+2.
Les conditions aux limites homogenes correspondant aux cas (1) a (6) ci-dessus donnent :

w10 (0) = waa (0) = 0,

(1)
COS W1 4 (W) — Sinwws 4 (W) = sinww 4 (W) + coswwsy 4 (W) = 0,
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2.2. CALCUL DES SOLUTIONS SINGULIERES

wi ,(0) + (o — w2, (0) = 0,
Paw1,a(0) + pzws ,(0) = 0,
(Powr,a(w) + pawy (W) sinw — p(wy ,(w

)
| (P2w1a(W) + pyws (W) cosw — p(w) 4 (w)

(2)

ol py=2u+ANa+1) e p=A+3;

(3/) w14 (0) = wa 4 (0) =0,

les deux équations, en w, de (2),

@) 10 (0) = 1z 0) =,
wa(w) = wi o (W) + (@ = Dwza(w) = 0,
UJ2704 (O) = wia(O) + (Oé — 1)w27a(0) = 0,

COS W1 4 (W) — sitwws 4 (W) = sinwwy 4 (W) + coswwsy 4 (W) = 0,

(5)

W0 (0) = w1 4(0) + (o = Dw2,4(0) =0,

les deux équations, en w, de (2).

(6')

Cherchons d’abord une solution générale de (2.8). L’équation caractéristique de (2.8) est
donné par :

M2+ 1)+ (a2-1)" =0,
dont les racines sont :
Mao=Fi(a—1) et Agqg=xi(a+1).
Donc pour a ¢ {0, £1} une solution générale de (2.8) est donné par :

Cipgcos(a—1)0 + Cypysin (a — 1) 0 — Cssin(a+ 1) 0 + Cycos (a+ 1) 6

Wy, (0) =
©) —Chpysin (@ —1)0 + Cypycos (v —1)0 — Cscos (a+1)0 — Cysin(a+1)6

pour o =0, on a :

Cy +C 0+ (Cy—Cy)sinf
w(o) = [ (G CR)eost+(Co=Csind ) (2.10)
(Cy — Cy)cosf — (Cy + Cy) sin b
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2.2. CALCUL DES SOLUTIONS SINGULIERES

pour « = —1,0n a :

C 1) [C: 20 + (4 sin 20
w (9) _ 1+ (1/0 + ) [ 3 COS + Oy sin ] ’ (211)
Cy — C5sin20 + C,4 cos 20

pour « =1,0on a:

Ci+C 20 + (4 sin 20
w (9) _ 1+ 3 COS + Cy4 sin . (212)
Cy — C5sin20 + Cy cos 20

En utilisant (2.7) pour revenir de w, & 4, on en déduit u; (r,0) = r*v; (0), j = 1,2,

soit pour o # 0, +1 :

C [voarcos (a — 2) 0 — (vo + 2) cos ab] + Cy [vparsin (o — 2) 0 — (v + 2) sin ab]
—(C3sinaf 4+ Cy cos af

—C [voasin (o — 2) 8 + (vo + 2) sinab] + Cy [vgarcos (a — 2) 0 + (vg + 2) cos af]

—(C5ysinafl — Cy cos af

(2.13)

ce qui donne :
U (1,80) = 1% (V1,4 (0) , V2,4 (0)) .

Soulignons qu’on a obtenu la méme solution que celle obtenue par Merouani [20].

2.2.3 Equations transcendantes gouvernant le comportement sin-
gulier (F)

On vient de vérifier que w, (et bien sur v,) est solution d’un probléme aux limites

homogene pour un systéme d’équations différentielles ordinaires d’ordre 2 dans |0, w|[, soit :

(7)) ((2;)) (K =146).

Ce probleéme dépend analytiquement du parameétre complexe a (1) avec (v = (1 — 2v) ™"
ou v est le coefficient de Poisson fixé (0 < v = %)) : nous allons déterminer £ ’ensemble de
ses valeurs singuliéres c’est-a-dire les valeurs a = « (vg) telles que le probléme ait une w,

non nulle, alors :
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2.2. CALCUL DES SOLUTIONS SINGULIERES

Toute solution variationnelle w, € [H' (Q)]* correspondant & des données régulieres,
appartient a [H* (©)]* pour tout s < ¢ ot 0 — 1 est la borne inférieure des parties réelles des

nombres appartenant a : £ N { Rea (vg) = 0}. Autrement dit :
o =inf{Rea(vg), a(vg) € E, Rea(vg) = 0} + 1.

De plus les premiers termes du développement singulier de (w, donc de v, et par suite
Ug (1,0) = 7%, (6)) sont multiples de w, correspondant & Re« (vg) = o — 1. La recherche
des termes suivants du développement singulier differe selon que les « (vg) € E vérifiant

Rea (rg) = 0 — 1 sont des valeurs singuliéres, semi simples ou non du probléme (P,;) .

Proposition 2.2.1 Le probléme (P,;) , k=1 a6, détermine wy et wy, (donc vy, €t Vo,

et par suite uy et ug) non nulles lorsque (o # 0,£1) est solution de les équation caractéris-

tiques :
' (1) sin® aw = (V”j)ﬂa) sin? w,
(2) sin? aw = a?sin?
< (3) sin® aw = T2 ( (“3301)2 — a’sin’w), (2.14)
(4) sin? aw = sin® w,
(5) sin? aw = oz osin 2w,
| (6)sin” aw = asin(2w + 7)
Rea > 0.
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2.3. REGULARITE MAXIMALE

Les valeurs exceptionnelles o = 0, 1 donnent 1’analogue de (2.14) :

) sinw =0 pour a = =£1;
wy =0 pour o = 0.
sinw =0 pour a = 1;

(2) Yw, €]0,27] pour a = —1;

we =0 pour a = 0.

pour a = *£1;

sinw = ”(L—H

Wy =0 pour o = 0.

sin2w =0 pour o = *1;

Wy =0 pour o = 0.

sin2w =0 pour o = *1;

Wy =0 pour o = 0.

sin2w =0 pour o = *1;

Wy =0 pour o = 0.

Preuve. Au courant de calcul des solutions singuliéres, au paragraphes suivant, on
déduira les relations (2.k) (resp (2.k")), k=1 a 6.

Soulignons qu’on a obtenu ici la méme équation transcendante que celle obtenue dans
le contexte des plaques par plusieurs auteurs (cf. [3], [[16],7)]) & savoir les équations (2.k),
(2.K) .

Dans P. Grisvard (cf. [12]) on trouve une étude de 'équation (2.1) et (2.2) différent de
celle faire, pour (2.2), dans Kondratiev, 1967, Seif, 1973, Osborn, 1975, Lozi, 1978 resp. cité
dans Grisvard ().

Dans Blum et R. Rannacher, 1980 (cf. [3]), on trouve également des résultats systéma-
tiques pour I’analogue des équation (2.k) k=1 a 5( le cas k=6 & un signe prés), trouvées dans

contexte des plaques (a = —1). =

2.3 Reégularité maximale

La présence d’un coin dans la frontiére du domaine €2, considére ici, provoque certaine-

ment des singularités du champ de vecteur déplacement u. Ces singularités qui se traduisent
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2.3. REGULARITE MAXIMALE

généralement par des valeurs " élevées" voir " infinies " de certaines composantes de u.
11 est bien connu (cf. [12]) pour le probléme (Fy), k = 1 a 6, que les solutions singuliéres,

dans un voisinage V' du sommet O du secteur €2 défini au premier partie sont de la forme :
V(r,0) = 1%, (),

ou

U (r,0) =1r*[logrv, (0) + 0ava (0)] .

Suivant que o est racine simple ou double de les équations de (2.14) , ot v, € C* (]0, w[)®
est une solution du probléme homogeéne correspondant, soit (P,;) , k=146,

1l est immédiat de vérifier qu'un tel type de solution appartient a [W (V)]” si et seule-
ment si Rea > 0 tandis qu’il appartient a [W;”“ (V)] ’si et seulement si Rea = m + 2 — %.
Ceci contredit le théoréme de régularité habituel dés qu’il existe un «, solution de I’équation
transcendante (2.k) dans l’intervalle] 0.m+2— ]2)] .

Les solutions singuliéres du probléme (Py), k = 1 a 6, sont données dans la :

Proposition 2.3.1 Soit ozl(k), [ entier = 1, désigne une énumération des racines de [’équa-
tion (2.k) pour tout ozl(k) # 0, £1; alors les solutions singuliéres de (Py),k =1 a 6, sont
données par :

(k)
V}(k) (r,0) = r* gpal(k) 0),

ot [Logr @ (0) + 0w, w (9)] stw < 21
l l l

(k) ’

Ul T(k), 0) =
( ) T ) (0) siw=2m
l

ot al(k), est tel que : 0 < Re al(k) < m+2— ]%, et o _w (0),v% w (0) sont de classe (C>)?
1 !
sur [0,w] , et données respictivement par :
1)k = 1(Dirichlet)

a) siw < 2w :

| | (5o — pr)lcos(a — 2)8 — cos af]
o(0) = [(pg — p1)sin(a — 2)w — (3p; — py) sin aw
©a(0) = [(po — p1) sin(a — 2)w — (3py — o) ] (5 — pr) sin{a — 20 4+ (3p: — po) sin af

—(po + py) sin(a — 20 + (3p; — po) sinad
+(po + p1)[cos(a — 2)w — cos aw] (po & ) sin( (301 = po)

—(po + p1)[cos(a — 2)0 — cos ab]

b)si w = 27 :
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2.3. REGULARITE MAXIMALE

B (po + p1)[cos(av — 2)8 — cos ab]
@a(e) - . . )
—(po + p1) sin(a — 2)8 + (3p, — po) sinad

U, () = (po + py) sin(a — 2)0 + (py — 3p;) sin o |
(po + p1)[cos(a — 2)8 — cos ab)]

2) k =2 (Neuman)

a) siw <27 :

(po + pq) cos(a — 2)0 — (3p; — py — 4) cos bl
—(po + p1) sin(a — 2)0 + (py + py — 4) sin ad

2a(6) = (p + p1)cos(@ — 2)w — cos aw] (

~(po+ p1) sin(a — 20— (py + py +4) sinaf )

+(po + p1)sin(e — 2)w — (3p; — py — 8) sin aw]
(po + p1) cos(a — 2)0 — (3py — py + 4) cos ab

b) siw =27 :
+ —2)0 — (3p, — po — 4 9
o (0) = (po + p1) C(ﬁ(a )0 — (301 — po )Césa | (2.15)
—(po + p1) sin(a — 2)0 + (pg + py — 4) sinab
() = (po + pr)sin(a = 2)0 + (py + py +4)sinad ) (2.16)
(po + py) cos(a —2)0 — (3py — p; + 4) cos abl
3) k = 3 (Probléme melé)
a) siw < 2m:
(po + p1)[cos(av — 2)8 — cos ab]
—(po + p1) sin(a — 2)0 + (3py — py) sinad

+(po + p1)sin(a = 2)w — (pg + py — 4) sin aw]

Pa(l) = [(po + p1) cos(a = 2)w — (3p, — py — 4) cos aw] (
( —(py + p1) cos|(a — 2)0 — cos ab]

~(po + p1) sina — 20 — (3p, — py) sin af )

b) si w = 27 : On prend les meme Vl(?’) restreint a 27, que celui du cas w < 27.
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2.3. REGULARITE MAXIMALE

4) k=4 (CS.F)

a)si w < 27 :

oo (0) = [(po + p1) sin(a + 1w] cos(a — 2)0 — [(p; — po) sin(a + 1)w + 2p, sin(a — 1)w] cos af
¢ [—(po + p1) sin(a + Dw] sin(a — 2)0 — [(p; — po) sin(a + 1)w + 2p; sin(a — 1)w] sin o

b) siw =27

[(po + p1)/2] cos(ex = 2)0 — [(p1 = po) /2] cos ab

« 0) =
pel?) [—(po + p1)/2] sin(a — 2)0 — [(py — po)/2] sin ab
cos o)
La(6) = — sin o

5) k =5 (C.S.F Dirichlet)

a)si w < 27 :

[(po + p1) cos aw] cos(a — 2)0 — [(py — py) cos(a — 2)w] cos af

valt) = _ .
[—(py + py) cos aw| sin(a — 2)0 + [—2(p; — py) cos aw + (py + p1) cos(a — 2)w] sin b

b) si w = 27 : meme ¢, (0) et ¥,(0) que dans le cas w = 27w de (C.S.F)
6) k =6 (C.S.F Neumann)

a)si w < 27 :

0) [—(po + p1) sin aw] cos(a — 2)8 + [4sin aw + (py + py) sin(a — 2)w] cos af
Pa =
[(po + p1) sinaw] sin(a — 2)0 + [4(vo + 1) sinaw — (py + p;) sin(a — 2)w] sin ad

b)si w = 27 : meme ¢, () et ¥,(0) que dans le cas w = 27 de (C.S.F) et (C.S.F
Dirichlet).

Les valeurs exceptiponnelles de « : 0 et £1 sont des pole simples de la résolvante R(«)

de L, correspondent aux angles particuliers w solutions des équations (Py),k = 1 a 6. Plus

précisement on a la

Proposition 2.3.2 Dans le cas ot o = 0;+1, les solutions de (Py),k = 1 a 6, sont ré-
guliéres, plus exactement on a pour o = 0, w = 0, sur [0,w|. Pour « = —1,+1, on a

respectivement :
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2.3. REGULARITE MAXIMALE

k = 1(Dirichlet) :
1l)pour o = —1:

w(h) = (vo+1)(cos20 —1) (vo+1)sin260 Cs

—sin 26 cos 260 C4

ol ¢ = (c3,c4) est une constante quelconque # 0, si w = m ou 2.
2) pour o = +1:
2sin?6 — sin 26 c1

w (0) == )
sin20  2sin%0 Ca

ol ¢ = (c1, ¢2) est une constante quelconque # 0, si w = m ou 2.
k = 2(Neumann) :
l)pour o = —1

(0) 2sin?f —2sin 26 C3
w = 3
sin20  2sin?6 C4

ol ¢ = (c3,c4) est une constante quelconque # 0, si w €7, 27].

2)pour o = +1

vocos20+1 0 c
w () = 0 1 ’
—vgsin26 1 Ca
ol c¢; constante# 0 et ¢y constante quelconque, si w = 7 ou 2.

k = 3(Dirichlet/Neumann)

1)pour v = —1:
(&1
1 0 (vo+1)cos20 (vo+1)sin26 &
w(0) =
0 1 — sin 20 cos 20 c3
Cy

ou les ¢;,i = 1 & 4, sont données par

¢ = —(A+2u) (v cos(2w) cosw
co=(A+2u)sinw — (A + p)sin2wcosw = —¢4

c3 = p(vpcos2w + 1) cos 2w
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2.3. REGULARITE MAXIMALE

pour tout w solution de sin?w =1 — v, c’est (3,1).
k = 4(C.S.F)

pour v = —1:

1 (vo+1)cos26 1
w () =
0 (vo+1)cos26 c3

ol 3 est une constante quelconque# 0 et ¢; constante quelconque, siw € {r/2,m,37/2,27}.

pour o = +1

w () 1 cos26 c1 7
0 —sin26 3

ol ¢3 est une constante quelconque 0 et ¢; constante quelconque, siw € {r/2,m,37/2,27}.
k = 5(C.S.F/Dirichlet)

pour v = —1:

(vo+1) (vo+1)cos26 ¢
w (‘9) = )
0 — sin 26 C3

ol ¢3 = %¢; est une constante quelconque# 0 (le signe + si w = 7/2 et 37/2 et le signe
-siw=m et 2m)

pour o = +1:

w(6) = (1  cos20 ¢ |
0 —sin26 C3

oll ¢3 = %¢; est une constante quelconque 0 (le signe + si w = 7/2 et 37/2 et le signe
-siw = et 2m)
k =6 (C.S.F Neumann)

pour v = —1:

cos 260

w(0) =c
©) ’ —sin 20

ol ¢3 est une constante quelconque# 0, si w € {7/2, 7,37 /2,27}.

pour a = +1:
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2.4. TABLEAU DES RESULTATS DE REGULARITES DES FONCTIONS
SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A6

Vg cos 26
w(0) =+ ‘ :
—1q sin 260

ol ¢; est une constante quelconque# 0 (le signe - si w = 7/2 et 37/2 et le signe + si
w=m et 2m)

Pour la démonstration voir (cf. Merouani [20], pp. 17-22).

2.3.1 Deéveloppement singulier de la solution variationnelle du
probléme (P;), k=1 a 6.

Soient les résultats des paragraphes précédentes, notamment les hypothéses et les résul-
tats de la proposition 2.3.1 On dispose donc les ingrédients du théoréme de (régularité et

décomposition).

Théoréme 2.3.3 Soit u € [W2 (Q)]? solution du probléme (Py), avec f € [wor (Q)]2, alors

il existe deux nombres cf et df (k=1 a6) tels que :

Up = U — Z AV — Z drU; € W;’“LQ (V)

1<Re g —<m+4—% 1<Re g —<m+4—%

(81=1) (81=2)

a condition qu’aucun des Re oy ne soit égale a m + 2 — ]%.

Pour la démonstration voir (cf. Merouani [20], pp. 23-24).

2.4 Tableau des résultats de régularités des fonctions

singuliéres des problémes (FP;), k=1 a 6

Principaux résultats :

Les notations utilisées dans le corps des tables sont celles des paragraphes précédents.
Pour tous les problemes on considére seulement la solution variationnelle. La signification
des différentes colonnes du tableau est la suivante :

lére colonne : Elle spécifie les hypotheéses sur la mesure w de ’angle considéré.

2éme colonne : Elle indique la condition au bord en 6 = 0.

3éme colonne : Elle indique la condition au bord en # = w.
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2.4. TABLEAU DES RESULTATS DE REGULARITES DES FONCTIONS
SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A6

4éme colonne : Elle décrit en coordonnées polaires dans V' (et & une constante multi-
plicative prés) la (ou les) solution(s) variationnelle(s) du probléme considéré, correspondant
a des données réguliéres, qui a le moins de régularité. Autrement dit elle(s) indique(nt) les
termes les plus singuliers d’un développement de toute solution variationnelle au voisinage
du sommet considéré.

5éme colonne : Elle donne le plus petit nombre p tel que la (ou les) fonction(s) indi-
quée(s) dans la quatrieme colonne appartien(nt)t a H* (V) pour tout s < p. En particulier
toute solution variationnelle correspondant & des données réguliéres, appartientt & H* (V)2
pour tout s < p (régularité “maximale”).

6éme colonne : Elle donne le plus petit nombre 7 tel que la différence entre toute
solution variationnelle et les termes les plus singuliers de son développement appartienne a
H* (V) pour tout s < 7. Autrement dit soit u une solution variationnelle correspondant a

des données régulieres et soient V; les solutions indiquées en colonne 4, on a :
(
ue H® (V)2 pour tout s < p,

Vi € H* (V) pour tout s < p,
Vig H? (V),
de; € R tels que u — ZciVi c H? (V)2 pour tout s < 7.

\ 1
7éme colonne : Elle contient des renseignements complémentaires difficiles a tabuler.
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2.4. TABLEAU DES RESULTATS DE REGULARITES DES FONCTIONS
SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A6

Tableau des résultats des premiéres fonctions singuliéres des problémes (F),

k=1a6.
(vo=(1—20v)", pg=vola—1) =2, p; = vola+1) +2
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2.4. TABLEAU DES RESULTATS DE REGULARITES DES FONCTIONS
SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A6

w = 2T

u |u

donnés

pb
Direchlet

(Po + p1) sin(a = 2)w—
(301 — o) sin aw
(Po — p1)x
[cos(av — 2)0 — cos ab]

—(po — p1) sin(a — 2)0+

,r,Oé

(3p1 — po) sinab
cos(a — 2)w—

+r%(po + p1)
COS oW

—(po + py) sin(ar — 2)6+
(3p1 — po) sin
—(po + p1) %
[cos(av — 2)0 — cos ab]

ol « désigne la

(ou les) racine(s)

de plus petite partie

réelle de :
sin? aw =
v 2 o

(%) (yofﬂa) sin” w,

Rea >~ 1.

vo(cos 38—

cos 2)
0

<
D=
w N

vosin(5)—
(3V0 + 8) X
& sing
—Vg sin 3%—
(5V0 + 8)
sing
vo(cos(30)—

)

<
[N

COS

N D

Rea

N

la solution € H?(V)?
dans un angle
convex (w < ).
En colonne 67
signifieRear + 1
ou « désigne la
(ou les) racine(s)
de plus petite
partie réelle de*
en excluent celle
considérées en
colonne 4 et a
condition qu’ucune

de ces derniéres

ne vaille :
[3—41/ 1 }%
sin” w w?
quand
1
3—4v, 2 2
COS(2 [mw — 1] )
_ 2sin’w 1
T w?(3—4)

Remplacer 2
par g en
colonne 6
dans le cas

de données
au bord

homogenes.
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2.4. TABLEAU DES RESULTATS DE REGULARITES DES FONCTIONS
SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A6

2T

27

o(u).n/
o(u).n

donnés

pb

Neum

X
cos(a — 2)w—

(,00 + /01)
COS QW

(o + p1) cos(a — 2)0
—(3p; — py — 4) cosalb
—(po + p1) sin(a — 2)0+
(p1 + po +4) sinab
+re

(Po + p1) sin(a — 2)w—
(3p; — po + 8) sin aw
(po + p1) sina — 2)0
—(p1 + po +4)sinab
(po + py) cos(a — 2)0
—(3py — p1 +4) cos ab
ou « est la
(ou les) racine(s)
de plus petite
partie réelle de :
sin? aw =
(%) a?sinw,

Rea = 0.

vo(cos 38—
(5vo 4 4) cos )
vosin(2)—
(1/0 — 4) X

9
2

=
N

sin
—Vp sin 3% —

(1/0 + 4)
[4

2

vo cos(2)+

(3v + 4) cos &

N|=

sin

N

Rea

la solution € H?(V)?
dans un angle
convex (w < ).
En colonne 67
signifieRea + 1
ol « désigne la
(ou les) racine(s)
de plus petite
partie réelle de**
en excluent celle
considérées en
colonne 4 et a
condition qu’aucune
de ces derniéres
ne vaille :

!
|:Sin12w o ﬁ] :
quand

1
cos(2 |:si;22w — ﬁ} %)

_ 2sin?w
==z 1

Remplacer 2
5
par 3 en
colonne 6
dans le cas
de données

au bord

homogeénes.
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SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A6

27

2T

o(u).n

don

Melé

(Po + p1) cos(a — 2)w—

(3py — py — 4) cos aw
(o + p1)x
[cos(av — 2)0 — cos ab]
—(po + p1) sin(a — 2)0+
(3pg — p1) sinad
+7[(po + p1) x sin(a — 2)w
—(po + py — 4) sin aw]
—(po + py) sin(o — 2)0+
(3p1 — po) sin b
—(po + p1)
[cos(av — 2)0 — cos ab]
ol «v désigne la (ou les) racine(s)
de plus petite partie réelle de :
sin? aw = =2 (4(1 — v)?

(* * *>/ 3—4v
—a?sinw, Rea > 0.

2Re (r*vq (0)) ou
o — 4_1L + ilog(i;4l/)

et v, (0) dnnées 2.15.

2Re (r*¢, (6)) ou
a:%+%log(;ﬁ) et
¢, (0) = sin af + cos abf—

25 sin (o —2) 0 — cos (o — 2) 0

N Ot

Rea

ot

[NV

NN

la solution €
W2(V)?, p <147
v=203et
w > 3.1349%

En colonne 67
signifieRe v + 1
o «v désigne la (les)
racine(s) de plus
petite partie réelle
de***en excluent
celle considérées en
colonne 4 et a
condition qu’aucune
de ces derniéres
ne vaille :

1 + 5 __
%Xi72_172

Remplacer g par
par 2 en colonne 6
dans le cas de
données au bord
homogénes.
la solution €

W2V p<?
Remplacer 2 parr
g en colonne 6 dans
le cas de données

au bord homogeénes

la solution € W7 (V)
avec p < 4
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2.4. TABLEAU DES RESULTATS DE REGULARITES DES FONCTIONS
SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A6

w <27

w;«é%”

k= 1a3

T _

entier

(o(u).n).7/
(o(u).n).7

donnés

C.S.F

T
rvtx

[(po + p1) sin(a + 1)w]x

cos(a — 2)0

—[(pr = po) sin(a + Dw+

2p; sin(a — 1)w] cos af

[—(po + p1) sin(a + 1)w] ¥

sin(a — 2)0—

[(p1 = po) sin(a + 1w+

2p, sin(a — 1)w] sin af

% (log rvg (0) + Opvr(6))
ou et v, (#) dnnées 2.15.

N

Y0 (cos 32+

(vo+2)cos %)
Y0 sin(3)+
(V() —+ 2)><

0

S1n )
0

COs 9

=<
NG

—sin 2

N

IS E]

€13

la solution
est
H2(V)?
dans le ler
quadrant

(w<73).

Remplacer 2 par
par g en colonne 6
dans le cas de
données au bord

homogeénes.
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2.4. TABLEAU DES RESULTATS DE REGULARITES DES FONCTIONS
SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A6

[(po + p1) cos aw]x
cos(av — 2)0—
(9o — p) cos( — 2)u]x

cos o)

la solution € H?(V)?
dans le ler
quadrant(w < 7).
En colonne 67
signifieRe v + 1

ou « désigne la

un/u [—(po + p1) cos aw] x (ou les) racine(s)
(o(u).n).7 sin(a — 2)0+ de plus petite
w < 2m donnés [—2(p; — po) cos aw+ 1 partie réelle de(*)’
(po + p1) cos(a — 2)w]x + en excluent celle
w# g sin af Rea considérées en
C.S.F ou « est la colonne 4 et a
Dirichlet (ou les) racine(s) condition qu’aucune
de plus petite de ces derniéres
partie réelle de : ne vaille :
1
sin 2aw = [sin212w B ﬁ] ’
/ o .
() { 325 sin 2w, quand
2
Rea > 0. sin(% —1)2
sin? 2w\ £
—= —(1 — (2w)22 )2
L0 (cos 24 Remplacer 2
(vo +2)cos %) par 2 en
r Lo gin(Z8)+ colonne 6
vo+ 2)X dans
w =21 (o ) % ;1
sin % le cas
cos % de données
r au bord
—sin g homogenes.
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2.4. TABLEAU DES RESULTATS DE REGULARITES DES FONCTIONS

SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A6

o(u)
&
(o(u).n).T

sin(a — 2)0+ 1 partie réelle de(**)’
w <27 ) [4(vo + 1) sin cw— + en excluent celle
donnés (po + p1) X Re o considérées en
0 1
sin(a — 2)w] sin colonne 4 et a
oil o est la condition qu’aucune
CSF : de ces derniéres
N (ou les) racine(s)
eumann e -
de plus petite ne vaille : )
42402 2
partie réelle de : {% — ﬁ}
[ sin2aw = quand
9 1
(%)” ¢ —asin2w {(3—4u)24w2 - 1}2
sin® 2w
Re a = 0 _ sin? 2w 1
) = (- (3741/)(20.1)2)2
2 (cos %4— ,
0 Remplacer 3
1 (o +2)cos 3) o T
ri | 2% sin(%)—i— 4
(vo + 2)x dans
Vo
w = 2m & % % le cas de
sin % )
) données
cos
1 au bord
ri
) homogénes.
—sin 7

%X

cos(a — 2)0+
[4 sin aw+

(po + p1)X

sin(a — 2)w] cos afl

[(po + p1) sin aw] X

[—(po + p1) sin aw]x

la solution € H?(V)?
dans le ler
quadrant(w < 7).
En colonne 67
signifieRe v + 1
ol « désigne la
(ou les) racine(s)

de plus petite
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2.5. CALCUL DES COEFFICIENTS C3, Dg DANS LE CAS DE LA FISSURE

2.5 Calcul des coefficients cg, ds dans le cas de la fissure

Dans cette partie nous suivant la méme technique d’Ora-Tcha-Kondor [26], W. Chi-
kouche and A. Aibeche [6] et B. Merouani and R. Boufenouche [24] pour le bilaplacien dans
un secteur S, avec différents conditions aux limites. Nous écrivons a ’aide de la formule de
Bétti une formule de Green pour 'opérateur de Lamé, qui permettra d’établir une relation
entre les fonctions (v,),cp , cette relation réduit a une relation d’orthogonalité analogue a
celle obtenue pour le Laplacien et le bilaplacien. En appliquant cette relation, on calcule les

coefficients c*, de singularités du développement u (r, 0) Z cirtu, (0), k=1 a6.

ackE
Soient S le secteur d’ouverture w < 27, et de rayon p (p est positif et fixé) défini par :

S ={(rcosf,rsinf) e R*,0 <r<p,0 <0 <w},
et de frontiere ' =T’y UT', UX ou :

Y = {(pcosh,psind) e R*0<0<w},
Iy = {(r,0)eR*0=<r=<p},

r, = {(rcosw,rsinw) eRZL0<7< p},

et vy (r,0) = 1%, (0), vz (r,0) = 1P, (0) deux fonctions telles que : ¢,, @z soient
solutions du probléme (Py), k =1 a 6, (de plus Rea > 0, Ref > 0).

Dans se qui suit et & ’aide d’une formule de Betti nous allons écrire une relation d’ortho-
gonalité entre deux fonctions (va),cp , (Ug)gep - OU E est I'emsenble des nombres complexes

a tels que Rea = 0 et v,, vg solutions de (P,;) et
E={aecC/(2.14), Rea > 0}.

e Soient I' la frontiére du secteur S définit ci-dessus, u et v deux fonctions qui vérifient
le probléme (Py), k=1 a6.

Supposons que u, v sont dans [H! (S)]2 .

Rappelons d’abord la formule de Betti :

On a I’équations de Lamé (élastité) :

pAu+ (A + p) grad(divu) =0
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2.5. CALCUL DES COEFFICIENTS C3, Dg DANS LE CAS DE LA FISSURE

Posons :

A
Lu = Au—|—<

: 2 grad (div ) (2.17)

= Au+ grad (div u)

1—-2v
= Au+ vggrad (divu)

= 0.
Utilisant la formule du laplacien :
Au = grad (div u) — rot.rotu,

donc (2.17) sera de la forme :

A
grad (div u) — rot.rotu + At grad (divu) = 0<
i
A+ 2
A+20) grad (divu) — rot.rotu = 0.
On utilisant le fait que li coeffition de Poisant v = m, ona:

2
(2 + : V2 ) grad (divu) — rot.rotu = (1 + vg) grad (div u) — rot.rotu = 0.
—2v

La fonction vectorielle Lu étant par ailleurs absolument intégrables, donc :

vLu = 22: [a% (000 (u))] —E(vu), i=12

j=1

ou

)\ . . 2 a'U,L' Gul (9Uj L.
E (v,u) :;dlvvdlvu—{—jz:;axj (axj + axi), 1,j=1,2

et 0;; les composantes du tenseur linéarisé des contraintes correspondant, est donné par la

loi de Hooke au moyen des coefficients de Lamé \ et u tels que A = 0et u > 0:

(9uz» i 8Uj
8xj (9@ ’

Oij = ()\leU) (Sij —|—,U,(

Les indices 7, j sont restreints aux valeurs 1 et 2 en élasticité, ¢,; désigne le symbole de
Kronecker.

Donc

vLu+ E (v,u) = Z [a% (v;03 (u))] Li=1,2. (2.18)

J=1
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2.5. CALCUL DES COEFFICIENTS C3, Dg DANS LE CAS DE LA FISSURE

Intégrant I’égalité (2.18) sur le secteur S, donc d’apres la formule de Gauss-Ostrogradski,

nous obtenons :

/(ULu+E(U,u))dx = /Z [i: vios; (u ]njdcr

s ri=1 Li=1
= /E V0 (w :/UT udo.
r =1 r

ou

0
Tu= 26—u+)\udivu+u(n X rotu) = o (u) - 7,
n

o (u) est le tenseur des contraintes, n; est le cosinus directeur de la normale 7 de la
surface.

Nous aboutissons en définitive & 'identité :

/ (vLu+ E (v,u))dx = /va (u) do, (2.19)

s r
dite premiére formule de Betti. Du fait de I’analogie avec les fonctions biharmoniques,
cette formule et celles qui soient sont également appelées formule de Green.

Alors :
/(vLu + E (v,u))dex = /va (u) do.

s T
/(uLv + E (u,v)) dx = /ua (v)do.
s T

D’ou :

/(vLu —ulv)dr = /(va (u) — uo (v)) do,
s T
dite seconde formule de Betti.

Soulignons ici que la formule quadratique F (v, u) peut étre représentée comme suit :

3A+2u ov;  0v;\ [(Ou;  Ou,
E(v,u) = ;/; divedivu + Z ((‘9;) a?) <8z + (9?)
#i J ? J 7

1 (%i (%j aul 8Uj

Il est évident alors que pour u = v la forme quadratique est I’expression de I’énergie de

déformation W.
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2.5. CALCUL DES COEFFICIENTS C3, Dg DANS LE CAS DE LA FISSURE

Supposons ensuite que u = v et qu'ils vérifient les équations de Lamé. La formule (2.19)

[ Wz = Z uor (u) do,

qui la troisiéme formule de Betti.

nous donne alors la formule :

Puisque u (resp v) est solutions du problémes (Py), k =1 a 6. Alors :
Lu = Lv=0.

Donc :

/ Ly —ulv]de = / vo (u) . — uo (v) 4] do

S r

= [l wn =0 @ ldo+ [ oo g uo () a)do

N

+/ [vo (u) .n — uo (v).n] do
= 0.

D’autre part, d’aprés les conditions aux limites, les intégrales sur I'g et I',, sont nulles.

donc la formule de Green s’écrit comme suit :
/ [vo (u) .n — uo (v).n]do = 0. (2.20)
5

Alors pour deux fonctions u, (r,0) = r%p, (0), vz (r,0) = TBEB (0), la formule (2.20)

s’écrit comme suit :

/ [U0 (ua) .n — uao () .m]do = 0. (2.21)
)
cos 6
Sur Yona:n= ,p=r,do=pdb, 0 €[0,uw].
sin 6

Calculons maintenant en coordonnées polaires le tenseur des contraintes o (u) :

On a:

ou
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2.5. CALCUL DES COEFFICIENTS C3, Dg DANS LE CAS DE LA FISSURE

8ui + 8uj
81’]‘ 8@

oi; (u) = (Ndivu) §;; + p < ) = (Ndivu) b + 2ueij (u), 4,5 =1,2

ol 0;; : le sympbole de Kronecker, A\ = 0,11 > 0 les coefficients de Lamé, ¢;; : les

composantes du tenseur de déformation définie par :

5¢j(u):§( + J),Z,J:1>2

Ox;  Ox;
donc :
o1 (u) = Adivu + 2uey (u)
012 (u) = 2pe12 (u) ’
099 (u) = Adivu + 2pueay (u)
et

et d’apres (2.7) :

V14 (0) = cosbwy , (0) — sinbws, (6) ;
Vg o (0) = sin bw, , (0) + cos bws , (0) 7

on obtient :

e (u) = r*t [(a cos” f + sin® 0) wy o + (1 — ) cos @ sin fws q — cos O sin lelja + sin? Hw'za] :

() o1 | 2(a—1)cosOsinbw; o+ (. —1) (cos2 0 — sin? (9) Wy o+
E12 (W) = ur

. !/ . /
(cos? @ — sin® ) w; , — 2 cos fsin Ow, ,

(u) a—1 (COS2 0 + asin® 9) Wi, + (@ — 1) cos O sin Gws, o+
ExplU)=T

. ! 2 ’
cos 0 sin Ow, , + cos® fwy, ,
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2.5. CALCUL DES COEFFICIENTS C3, Dg DANS LE CAS DE LA FISSURE

donc :

o (u) = rot [/\ [(a + 1wy + wéﬁa] + 2 (c cos” 0 + sin® 6) wLa} +

241 [(1 — a) cos 0 sin ws, , — cos @ sin Qw/l’a + sin’ Qw;,a} )

o1z (u) = pr* ' [2(a—1)cosfsinbwi o + (a — 1) (cos® 6 — sin®0) wa o] +

pr? [(0032 ¥ — sin? 0) wllya — 2cosfsin Gw;u] :

oo (u) = r*t [)\ [(a + 1wy q + w;’a] + 24 (cos® 0 + asin” 6) wLa] +

2ur ! [(a — 1) cos 0sin fws , + cos O sin lelva + cos? ew;,a:| )

d’ou
011 (u) (u) cos 6
o (ua).m =
012 (1) (u) sin 6
)\w2a (o (A +20) + X) wy 0] cosd — ,u[wla+(a—1)w2,a}sin9
_ a—1
= r
p[wy o+ (@ = 1) wae] cosd + [Awy o + (o (A +2p) + A) wi o] sin
[ﬁw;’a + (%a + %) wLa] cosf — [wy , + (v — 1) wyq] sind
= pr™ :
[wy o+ (@ = 1) ws ] cosd + [ Wy o + (@a + %) wLa] sin 0
ona:

A (A +2p)

—=(vg—1) et =(vo+1),
u 7
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donc

a—1

o(uy).m = pr
[(vo = Dwyg + (vo+ 1) a+ (vo — 1)) wia) cos — [wy o + (@ — 1) wa ] sin

[w,m + (= 1) wan] cosh+ [(vo—1) w;@ +((vo+1)a+ (vo— 1)) wie]sinb

Pour o # 3, posons :

Vg = P (@175,@2”3) .
Ts0 (wa) . = pr’ 1 (cos 0w, 5 — sin 0w, 5, sin 0wy 5 + cos 0T 5)

[(vo — Dwy g+ (vo+ 1) a+ (vo — 1)) wia) cos — [wy o + (@ — 1) wa ] sind

[w/m + (a—1) wla] cosf + [(1/0 -1) w;@ + ((vo+ 1) a+ (rg—1)) wl,a:| sin 0

A, cos — B, sinf

B+a-1 (cos 0wy g — sin 0wy g, sin 6wy g + cos 0wy 5) x
B, cosf + A, sind

= /J””

= ,UJ'E+Q_1 (Aa@w + Bawzg)

telles que :
Ay = (vo—1) w;ﬂ +((vo+1Da+(vg—1))wi,
B, = wll,a + (Oé o 1) W2,
d’ou
Va0 (Wg) .M = pPra-1 (Agwl,a + BBU}ZO()
T30 (Wa) 1) — V00 (W) . = prP oV (AgWy g + Bala g — Agwiya — Bawya)

(I/O — 1) @2,5101,& — U),Lamgwg
Fa-l +w175w27a — (1/0 — 1) w;’awm 5
+ (B —a) [(vo + 1) w1,aW1,5 + W) o Wa 4]

et par conséquent :
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/ [U0 (wy) . — Voo (Wg) .M do = mﬁm’l ((uo -1) Elwwl,a — wlmﬁg,g) do +

S

e (B — a) [(vo + 1) wiaThp + waatag) do

>
/ et [m’wwgya (e —1) w;@mw] do +
by
by

[(VQ — ].) w;ﬂwl,a — wlLanﬁ] de +

(B —a) [(vo + 1) wi,aW1g + we,aWa 5] df

0
w"ﬁ*“/ [@l Wy — (Vo — 1) wy T ]dG—i—
1,8 W2,a 0 2,a%2,8
0
0

Remarque 2.5.1 Les fonctions w, = r® (W o, Wa.a) , ws = 12 (w1 5, wa g) vérifient les condi-

tions aux limites Byu pour 6 =0 et 0 = w, donc on a :

/wlﬁwadﬁ = —/wﬁw;dﬁ.
0 0
En effet : . . .
/w}iwadH = —/wgw;dﬁ + [wpwa]y = —/wgw/ade.
0 0 0
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Alors :
o V@Iwa—i—yﬁlwa—i—
[ oo twa) = v @) = e [ e T O s
= 0 (6 - O‘) [(VO + 1) wl,awlﬁ + w27a@275]
— wa,é’—l—a/ B Yo [EZ,,BwLa + wl,ﬁwza] + 50
0 (5 - CY) [(UO + 1) wl,awl,ﬁ + wQ’O‘EQﬂ]
_ — y e E/ W1, + wl W3 o +
= u (5 _ a) pﬁm/ (B—a) [ 2,8 1,8 } o

[(VO + 1) wl,awlﬁ + w2}aw27ﬁ]

B 1 __/ 1
—_ = = Vo (W5, W W1 o
= nFaype [ | T e ) ]
| A (L4 v0) Wi, Wap) | \W2e

Puisque p non nul, on obtient :

w

1 7 7 o o
— Uy <w275’ ’LU175> + ((1 + Vo) w1,8, wgﬁ)
0

el g —o (2.22)
(8- o) - '

W2 o

donc on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.5.2 Soient w, = r® (W14, Waa) et wg = 1° (w1 5, ws ) solutions du probléme

(P/), avec o et 3 solutions de (2.14). Alors, si o # 3, on a :

[wou wﬁ] =

’LULa (223)

/ |:F1¢)4)V0 (w;ﬁ, wllﬂ) + ((1 + V())w175,w275):| df = 0.

0 w2,a
Corollaire 2.5.3 Soient w, = 1% (w1 4, Was) et ws = 17 (w15, w2 5) solutions du probléme
(PI;), k=1 a6 avec a et 3 solutions de (2.14) . Sopposons de plus que

w

! / w
/ <w27a7 w17a> LA de - 0, (224)

0 W2,5
et a # 3, alors :

w18

[t 5] = / (14 1) w100 w3.0)] a6 =0. (2.25)

Wa g

Preuve. Il suffit de substituer (2.24) dans (2.23). =
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2.5. CALCUL DES COEFFICIENTS C3, Dg DANS LE CAS DE LA FISSURE

Remarque 2.5.4 Pour w, (r,0) = 1% (W14, Was), on définit l'opérateur linéaire T telle
que :
vo+ 1) wi
e R
’LUQW

Corollaire 2.5.5 D’aprés le corollaire 2.5.3, si o # B, on a :

/ (Twai5 + woTw5) do = 0, (2.26)

by

Preuve. D’apres la définition de T et le corollaire 2.5.3 on a :

/ T (r* (W10, Waa)) P (W1 3, Wa )
do

(Twaws + w,Twg) do = _
/ +7’a (wLa, w27a) T (7”8 (@175, m275>>

2
w

= vo+ 1) wy w
= 2r“+51/ (vo+ Dw, Y do +

0 W2,p Wa,p

w

- vo+ 1w
27,04-1—5—1/ (w17a7w27a) ( 0 ) 1,8 do
wWa g

0
_ 27,a+,81/ [((VU -+ 1) w1, W1,8 + w2,aw2,3)] do

0
= 0.

2.5.1 Calcul des coefficients c3, dg

Corollaire 2.5.6 Supposons que u = Y. cor%p,, soit uniformément convergente dans S. Si
acl

[gpﬁ, gpﬁ} # 0 alors :
/ (Tw.ug +u.Tug) do

1 2B+1 2

63—2

5, ©s]

Preuve. on a

[ o+ nriar - [ <T

by

S e

aclE

g + anrawa.Tu_ﬁ) do

ack
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2.5. CALCUL DES COEFFICIENTS C3, Dg DANS LE CAS DE LA FISSURE

T étant un opérateur linéaire, donc :

/ (Tuiig +uT (@5))do = ) ca / |7 (" p0) 7755 + 10,1 (1755 | do
5 acl 2

(1+v o 3
— an/ pita-l 0) @1 (78 | do +

= o 1+v vl
an /r,3+oz—1 #1, . ( 0)801,5 do

a€E P20 Y23

by

= I+v o 1+v v
_ ZCQTIB+Q1/ ( 0) 1, 03+ Pa ( 0) Y15 do

(1+v . 1+v 3
= Zc r / )1 Y5+ P ( 0) Y18 do

= Qanr / 1 + 1) PraP15 T 902,«:902,5] :
a€EFR 0

D’apres le corollaire 2.5.3, on trouve que les termes de la somme s’annulent sauf celui

correspondant & o = 3 et on obtient :

/ (Twug + u.Tug) do = 2c§p2ﬁ_1 [QOE, ©s] -
s

Alors si [gpg, ng] est différent de O :

/ (Tw.ug + u.Tug) do

L 95i1’s

5, ©s]

Remarque 2.5.7 La technique que nous allons utiliser pour ’étude de la série trigonomé-
trique sera basée sur le théoreme 2.5.2 et le corollaire 2.5.6. Dans ce qui suit nous étudions
la série trigonométrique dans le cas particulier de la fissure (w = 27) qui est un cas trés im-
portant de singularités de domaines. La connaissance explicite des racines de (E) simplifie

les calculs.
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2.6. ETUDE COMPLETE DU CAS DE LA FISSURE

2.6 Etude compléte du cas de la fissure

Pour simplifier les calculs, nous décomposons toute solution u du probléme (FPy), k =1

a 6, en deux parties par apport a 6 :
u = 111 + uz.

e Pour k =1 (Direchlet): étutie par B. Merouani and R. Boufenouche comme dans [24].

ePour k = 2 (Neumann): notre travaille "B. Merouani and N. Liazidi", comme dans

23], suivant :

2.6.1 Study of first part

The first part is the expression ¢, and is given by (2.15) where
k "
E = X k € N* » because w = 27.
After some calculation, we obtain that

[P Pa] = 4 [0B(vo +2)a” + (vo(a +2) + 2)°(1 + vo) + (voar — 2)°] mp** ™ # 0.

Define the sub-sector
Spy =S N{(rcos,rsinf) € R* r < py}, py < p.

We define the traces on X

N

o=, € (ﬁé@))2 and T, = &, € (H (2))2.

Let
2

(vo + 1)y 4 D1
%:Aw/ 2 RS P RS I NP ) (2.27)

s Y2, ¥2.a

with

_ Po”
87 [vg(vo + 2)a + (1 + vg) (vola + 2) + 2)2 + (voa — 2)2]

Aa,vo
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2.6. ETUDE COMPLETE DU CAS DE LA FISSURE

Corollaire 2.6.1 If l; solution of (P2), then

i = anr“goa, (2.28)

aclE

where ¢, is given by (2.27). The serie converges uniformly in gpo for all py < p. Moreover

(2.28) converges globally in (HI(SP))Z, if aicap® € 12

Preuve. (i) if (2.28) occurs, then ¢, is expressed by (2.27) under the corollary 2.5.6.

(i7) if LUy is solution of (P) and ¢, given by (2.27) then ¢, = o(apy®). This implies the
uniform convergence of the serie in §p0 towards some W satisfying (P).

From P. Grisvard-G. Geymonat [10], there a exists positive ¢, sufficiently small such that

the solution of problem (P,) is writen as

= ZKaragpa

ackE

which converges for r < €. The theorem 2.5.2 implies that K, = ¢, therefore W; and

i, coincide in S,. They coincide in S, since they are real analytic. m

Remarque 2.6.2 if &, belongs to the space (H? (|0, 2x]))>and ¢y to (H* (]0,27]))°, then co =

o(apy®) and we have uniform convergence of the serie in gpo for all py < p.

2.6.2 Study of seconde part

The second part is the expression 1, given by (2.16) where

k )
E_{§, keN}

because w = 27. After some calculation, we obtain

[ ) = 4 [05(v0 + 2)a® + (vg + 1) (voar + 2)% + (vo(a — 2) — 2)?] mp** ™1 # 0.

We define the following trace of X
. 2 . 2
=6, € (Ha(z)) and Tty = ¢, € (H?(E)) .
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2.6. ETUDE COMPLETE DU CAS DE LA FISSURE

Let )
vo+1 o o
do = BOC,UO/ by % i + Po e Gz | (po,0)db. (2.29)
0 wQ,a wQ,a
with -
B = Po

87 [vE(vo + 2)a? + (vg + 1) (voax + 2)% + (vo(ax — 2) — 2)?]°

Corollaire 2.6.3 If i, is solution of the problem (Py) then

o = dar®i, (2.30)

acl

where d,, is given by (2.29). The serie converges uniformly in gl)o for all py < p. Moreover

(2.30) converges globally in (HI(SP))Z, if aidyp® € 12,

Remarque 2.6.4 For vy = 0 we obtain the trigonometric series for the Laplace equation in

a sector. This is compatible with (Py) with vy = 0,
Remarque 2.6.5 for vy =0, we find the results concerning the function of Airy.

ePour k=4 (C.S.F):

2.6.3 Etude de la premiére partie
Concernant la premiére partie : ’expression de ¢, est donnée par :

vof3 cos(a — 2)0 — (2 + vg) cos bl

va (0) = , .
—Brosin(a — 2)0 — 2(vy + 2) sinaf

avec

Vo Vg + 1
vo+ 2 2vg

E:{ae(c,sinzaw: )2 — a?sin®w), Rea%O}.

e Calcul de ¢35 :

En appliquant le corollaire 2.5.6 pour u = Y cgr? P
BeE

/ (Tu.ug + u.Tug) do
1 28+1 ¥

05—2

(05, %]
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2.6. ETUDE COMPLETE DU CAS DE LA FISSURE

o [@5:90,3] _ / [(zlﬁ) ' ((1 +(:0) 901,[7’)] do
0 2,8 2,8

2

= [ 1A+ i) as

0
2w

- / (14 vo) [voBcos (B —2) 0 — (2 + vg) cos 69]2} do +

0

2

/ [—Brgsin (8 — 2) 0 — 2(vy + 2) sin 6] d6
0
27

— / (1+vyp) [(ﬁuo)z cos? (3 —2) 0 4 (2 + 1g)” cos? B6d6]

0
2T

—/QBVO (24 1) cos (B — 2) 0 cos pOdO +

0
2w

/ [(—[31/0)2 sin® (8 — 2) 0 + 4(vo + 2)* sin® 5] d +
0
27

/ 2B0(vo -+ 2) sin (8 — 2) 0 sin B6d6

0

Calculons premiérement les intégrales : f cos (B — 2) 6 cos 50d0, f sin (8 — 2) 0 sin S0d6.

Par double intégration par parties, on obtlent

2

. [cos (B —2)0cosBOdl = 5 i 5 [cos B0 sin (B — 2) 02" — G _62)2 [sin 36 cos (8 — 2) 0)2"
9 27
+(6 — 2)2{0% (8 —2) 0 cos p0d
[cos 36 sin (8 — 2) 02" = [sin 56 cos (8 — 2) O]:™ = 0,
donc

2w

/cos (B —2)0cospdl =0

0
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2.6. ETUDE COMPLETE DU CAS DE LA FISSURE

2w

. [sin (B —2)0sinp0do = 5112 [sin 56 cos (5 — 2) 0], + G f2)2 [cos B0 sin (5 — 2) 0],
2w
2

+(6€2)2[Sin(6 — 9)sin 60 = 0
d’ou :

/ S —2)60sin 50d = 0.

0
Alors :

2

[%05, 805} = / (14 vo) [(ﬁm))Q cos? (B—2)0+ (2 + 1/0)2 cos? BQdG] +
0
27

[(61/0)2 sin® (8 — 2) 6 + 4(vo + 2)* sin” 6] db

0
2w

_ /<1+V0) [(BVO)Q1+60822(ﬁ—2)0+(2+yo)21—1—0;5260] 0+

0

2

/ [(5V0>2 (1—00822(5—2)0> + A+ 2 (1—0;5259)] »

2w ) ) ) ,
[()067905] - /(1 + VO) [ﬁ2V3 —+ (2 +2V0) ] + [B2Vg + (2 +27/0) ]d9

0

[ DB 2] 9] )
0

4 w) R+ (24 w)g%
B 2

= T [(2 + vp) 62y% +(2+ 1/0)3] ,

qui est bien différent de 0.
donc

1
21 [(2 + vo) 12 + (2 + 1)’

cg = _25“/ (Tu.ug + uw.Tug) do.
b
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2.6. ETUDE COMPLETE DU CAS DE LA FISSURE

e Soit le sous secteur suivant :
Spy =SSN {(rcosd,rsinf) € R*,r < py}.py < p.
On définit les traces sur X suivantes :
. 2 . 2
Sh=C e [Hi (2)} et T8 = 6, € [Hi (2)] .
On asur S, : p=py, do = pydf. 6 € [0,w]

1
Co = pa%‘“/ (Tu.ug + u.Tuy) do
by

2 [(2 +v0) B3 + (2 + VO)S}

$1-P0 Pat
(1 + VO) 801,a do

_ Paa /pa+1
= 0 o
2m [(2 4+ vo) BV + (2 + v0)] | Cropy !

902,04
P10
27 Lo ' +
paa / 902,a (
2T [(2 + 1) 621/% + 2+ Vo)g] A ¢ (1+1v0) @10
1
902,04
Posons :
2w (1 )
P10 + Vo) e
Ca = Aoc,l/o/ PoP1 ' + G ' (po, 0) db (2.31)
0 Y20 ¥2,a
avec
Auo = P .
T 2m [(2+w) B+ (2 + o))
Corollaire 2.6.6 Si 4l est solution du probléme (P) alors
i = anragoa (2.32)

ack

ol ¢, est donnée par (2.31) et o la série est convergente uniformément dans S,, pour

tout py < p. De plus (2.32) converge globalement dans [H* (Sp)]2 si a2cap® € 12,
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2.6. ETUDE COMPLETE DU CAS DE LA FISSURE

Preuve. i) Si l; = > c,r%p, a lieu, alors d’aprés le corollaire 2.5.6

a€ElE
1 —2a+1/
Co = p Tuuy +u.Tu,)do
2m [(2 + vp) 62V3 +(2+ 1/0)3] : ( )
Y1,
2 PP b +
p—a / @2,04 (
p,0)do
2m [(2 4 vo) B2V + (2 + 1/0)3] o | ¢ (14+1v0) @14
1
902,04

qui est la relation (2.31).

ii) Si 444 est solution du probléme (P) et ¢, donnée par (2.31) alors ¢, = o (ap™®), ceci
entraine la convergence uniforme de la série dans S, vers un certain Wi vérifiant (P).

D’apres Grisvard Geymonat [10] il existe ¢ positif, suffisamment petit tel que la solution

du probléme (P) s’écrit sous la forme :
th =Y Kuar®g,
ack

qui est converge pour r < €.
Le théoréme 2.5.2 implique que K, = ¢, alors W7 et i; coincide dans S;. Elles coincides

dans S, , puisqu’elles y sont analytiquement réelles. m

Remarque 2.6.7 Si ¢, appartient & Uespace [H? (|0, 27]))° et ¢, appartient o [H* (|0, 27]))°,
alors on a ¢, = o(ap™®) et on a la convergence uniforme de la série dans §po pour tout

Po < p-

2.6.4 Etude de la deuxiéme partie

Dans cette partie on a ainsi la représentation suivante :

L[Q = Zda’l“a?/)a
acl
avec
k
E= {a =5 ke N*} puisque w = 27
et
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2.6. ETUDE COMPLETE DU CAS DE LA FISSURE

e Calcul de dj :

Corollaire 2.6.8 Supposons que u = > d,r®,, soit uniformément convergente dans S Si

acl
W?’ 1/15] # 0 alors :

/ (Tu + u.T5) do
d= = lp—QB—&-l P

b2 Y5, 9]

Preuve. on a

[ oy s uriar - [ (T

b b

Zdarawa.u_g

ack

+ Zdar“wa.T@) do

ack

D’apres la linéarité de T' on obtient :

/ (Tuwug + u.Tug)do = Zda / (Tralba.rﬁl/)_ﬁ +ry,.T <7’B¢_ﬁ>> do

2 L 2

—_ Zda / yBta-1 (L+v0) Y14 . V15 do +

ack | % 77Z}2, 77Z}2 B
Zd /7"84‘04—1 77Z11,04 1 + v 7/)1 B
ack |5 ¢2,¢

= 1+ (1+
_ Zdarﬁ+a_1/ ( Vo) Vi w5+¢ Vo 7/115 do
5 77Z)27<p

= 2Zdarﬂ+a/ (1420 Vg + v SARCASE | P

ack 0 w27(,0 27B

= QZdarﬁJro‘/ [(1 + 1) ¢1,a¢1,ﬁ + %,wwzﬁ] df

acl 0
D’apres le corollaire 3.3.5, on trouve que les termes de la somme s’annulent sauf celui

correspondant & o = 3 et on obtient :

/ (Twag 4+ u.Tug) do = QdE,OQB_l [@Dg, Vg -
>
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2.6. ETUDE COMPLETE DU CAS DE LA FISSURE

Alors si WE, wg] est différent de O :

/ (Tw5 + u.T (73)) do

1 _
de = = —2B+1 X
72" [V5,05]

e Calcul de dj :

En appliquant le corollaire 2.5.6 pour u = > dgr” g d’ou :
BeE

/ (Tw.ug + u.Tug) do
1 >

ds = 5p 27
2 (Y ¥g]

Calcul de [@Z)B,@/JB] :
Yy 5 (0) (14 vo) ¥y 4 (0)
(5, 05] : df
o /(ww 9) ( a5 (6) )

2

Wara] = [ 10+ 00) 3 (0) + 03, 0)]

0
2

_ / [(1+ 1) cos? 360 + sin® 6] d6

0
2

_ /{(1_’_”0) (1—|—cc2)s260> n <1—c;s260>} a9,

donc :

[(1+V°) +ﬂ df +

(Vs ] = /

qui est bien différent de 0.
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2.6. ETUDE COMPLETE DU CAS DE LA FISSURE

donc

1
dg = )ﬂp—2ﬁ+1/ (Tu.ug + u.Tug) do.

2(2+V0
b

e Soit le sous secteur suivant :

Spy =S8N {(rcosd,rsinf) € R*,r < py}.po < p.
On définit les traces sur X suivantes :

= e [A (z)r, et T, = 6, € [} (z)r.

On asur S, : p=py, do = pydf.0 € [0,w]

2T

1
da:—m“/T.a T (uy))d
2(2+V0)7Tp0 ( U.Ug + U (U )) o
0
V14
_ 2T ¢2'p8 b +
- Poa l1—a ¢2 « do
224w 7 Po
0 0 a—1 (1 + VO) wl [0}
Ca-Po
¢2,o¢
V14
B 2 Po®2 TﬂL +
. poa / 2, (
Po,0) db
2(2+vg)m (1+vo) by 0
Cy
w2,a
Posons :
21
w « (1 + VU) w «
do =B [ {0 || 46 b ) ) (g, 0) do, (2.33)
0 2,a 77Z)2,o¢
avec
P
B, = ——mm.
2124w
Corollaire 2.6.9 Si iy est solution du probléme (P) alors
o = dar™,, (2.34)

ack

ot d,, est donnée par (2.33) et ou la série est convergente uniformément dans §p0 pour

tout py < p. De plus (2.34) converge globalement dans [H* (Sp)]2 si a2cap® € 12,
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2.6. ETUDE COMPLETE DU CAS DE LA FISSURE

Preuve. i) Si 4y = > d,r*, a lieu, alors d’aprés le corollaire 2.5.3
aclk

—2«
p
= — Tu. T
dq, 2(2+1/0)7r/( wtty + u.T (uy)) do
b
Via
2 p¢2 wL +
p_o‘ / 2,
= —_— /0,9 de?
2(2+Vo)7r0 ¢ (14 v0) ¥y 4 (»,6)
2
wQ,oc

qui est la relation (2.33).

ii) Si Uy est solution du probleéme (P) et d, donnée par (2.33) alors d, = o (ap™®), ceci
entraine que la série est convergente uniformément dans §p0 vers un certain Wy vérifiant
(P)-

D’apres Grisvard Geymonat [10] il existe & positif, suffisamment petit tel que la solution

du probléme (P) s’écrit sous la forme :
Sy =Y Hari,,
ack

qui est converge pour r < €.

Le théoréme 2.5.2 implique que H,, = d,, alors W5 et Uy coincide dans S.. Elles coincides

dans S, , puisqu’elles y sont analytiquement réelles. m

Remarque 2.6.10 i, appartient o l'espace [H? (|0, 27])]? et ¢ appartient a [H* (]0,2x[)]?,
alors on a d, = o(ap™®) et on a la convergence uniforme de la série dans gﬂo pour tout

Po < p-

Remarque 2.6.11 Pour vy = 0 on obtient la série trigonométrique de I’équation de Laplace

dans un secteur.

ePour k = 3,5 et 6 'étude est analogue & celle des cas précédents.
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2.7. TABLEAU DES RESULTATS DE COEFFICIENTS DES FONCTIONS
SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A 6, DU CAS DE LA FISSURE

2.7 Tableau des résultats de coefficients des fonctions

singuliéres des problémes (P;),k =1 a4 6, du cas de

la fissure
Bfu =0 Co €t dg
Coy = po_a
¢ 8r[(2vo+3)a2ud+(vo(a—2)—4)?
Yl,a
o PoP1 ( Rl I
¥2.a
< > (00:6) o
0 (1 + UO) P1,0
Gy
Dirchlet P2,
1, _ p—
{B u = {U sur FO; Fw d,B  8r [(u0+3)a l/0+(1+l/0)[1/0(a+2)+4}2}
V14
2 p¢2 b +
w2,a
X (p,0)do
0 C (1 + y0> wl,a
2
¢2 a
Ca = 8T v (vo+2)a2+( 1+v0 vo(a+2)+2)2+(voa— 2)
UO + 1 901 a
902 ,Q
X p07
+C1P0
Neumann
2,
{B U= {O'(U)T] sur F07 Fw ’U (vo+2)a2+( vo—i-l) v0a+2 2+ (vo(a—2)—
UO + 1 1/11 ,Q
27 2
¢2 ,Q
XO/ ¢ pOa
1«
0 +Capo
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SINGULIERES DES PROBLEMES (Px), K =1 A 6, DU CAS DE LA FISSURE

C, = pO_a
a 87‘{'[1}8(21}0+3)a2+(v0a_2yo_4)2]
<U0 + 1)@1,&
2 1
Y2,a
< 3 (po: 0) df
Pl
QOQ,oz
B3u — u sur 1—‘0 Fw d _ paa
o(u).n ’ A7 8r[v2(vo+3)a?+(vo+1)(voat2vo+4)?]
(Uo + 1)¢1’a
21 ¢2 w
2,
o / (o, 0) db
0 wl,a
+C2p0
2,
C, — paa
© T 2n[E0)BE (240
901,04
2m PoP1 ( )
P20
C.S.F X/ ) (po,0) dO
o 1+v “
Blu = ( (u)n ) sur [y, T, P20
o(u).n).T o
o Py wl’ +
< 2,a
dg = ‘2(2iy0)7r/ (p,0)do
0 C (1 + VU) wl,a
2
wQ,a

C.S.F Dirichlet

Bg’u _ u.n
{ (o(w)n) 7

Biu={u sur T,

sur 'y

¢q €t dz meme que dans le casw=27 de (C.S.F)
puisque meme ¢, (0) et ¥, (0)
que dans le cas w=27 de (C.S.F)

C.S.F' Neumann

Bty u.n
{ (o(u).n).7

BSu = {o(u).n sur T,

sur 'y

cq €t dg meme que dans le casw=27 de (C.S.F Dirichlet)

puisque meme ¢, (0) et ¥, (0)
que dans le cas w=27 de (C.S.F Dirichlet)
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Chapitre 3

Existence et Unicité des solutions de
Quelques Problémes non linéaires en

théorie des plaques vibrantes

3.1 Théorie des Plaques Minces

Dans ce suit, on ce place dans le cas d’'un matériau continu, élastique, homogene et

isotrope.

Définition 3.1.1 : Une plaque minces est un solide délimitée par deux plans paralléles, les
faces, et cylindre au sens large de section quelconque et pas nécessairement circulaire, dont

l’aze est perpendiculaire aux faces.

On définit :

*Le plan moyen, ou plan médian : plan situé a équidistance entr les faces.

*Le feuillet neutre : élément de matiére d’épaisseur infinitésimale situé autour du plan
moyen ; c’est le plan (O, z,y), d’equation z = 0.

*Une fibre normale : ensemble des points sur une normale au plan médian, a un

endroit (z,y) donné; ellle a pour direction z.

3.1.1 Hypothése simplificatrices

La théorie des plaques minces, ou théorie de Love-Kichhoff, suppose que :
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3.1. THEORIE DES PLAQUES MINCES

Plan moyen

Fic. 3.1 — Géométrie d’une plaque

e Le plan moyen est initialement plan.

e Le feuillet moyen ne subit pas déformation dans son plan; on ne considére que le
déplacement transversal w des points du feuillet moyen.

eModéle de Kichhoff : sections normales au feuillet moyen restent normales lors de
la déformation ; en conséquence, on peut négliger le cisaillement.

el ’épaisseur est faible; en conséquence, les contraintes dans le sens de I’épaisseur
sont supposées nulles.

e On rest en petit déplacement.

Etude de la flexion

On considére que les charges sont perpendiculaire aux faces, donc que les forces sont de

0 M,
— —
la forme f = | 0 | et que les couples sont de la forme M = | M/,
f 0

Pour les charges situées dans le plan des faces, on parle de voile ou de membrane.

En pratique :

oD = Eh3/12(1 — 1/?) est la rigidité flexionnelle.

ou(x1, o) désigne le déplacement du a la flexion.

oM, = Dgix%” désigne le moment de flexion par unité de longueur sur les cotés paralléle

a oxy.
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F1a. 3.2 — Relation déplacements-déformations. Plaques minces (Théorie de Kirchhoff)

oM, = D des1gne le moment de flexion par unité de longueur sur les cotés onliques.

Dans ce qui sult, on étudie 'existence et 1'unicité des solution faibles de quelques pro-
blémes aux limites gouvernés par 'opérateur de flexion A, dans un ouvert borné a frontiére
suffisamment réguliére.

D’abord, on comence & démontrer que l'opérateur A, est un isoomorphisme de V}, sur

Vk/, k=1 a6, par le théoreme de Lax-Milgram.

3.2 Opérateur des flexions de plaques

On considére ici le probléme (T}), k = 1 a 6, gouvernés par 'opérateur A,, c-a-d pour

f € L*(Q) on cherche u, solution de :

A, = f dans Q,
T; Bky =0 k=146, 3.1
(Ti) BF = ot sur I, (31)
Biu =0
ou A, est exprimé par :
_ 2
A, = |vA*u+ (1 —v) Zaﬁﬁxﬁ (3.2)
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3.2. OPERATEUR DES FLEXIONS DE PLAQUES

et f est la force et les conditions au bord singnifient que la plaque est encastrée aux

bord T',et les opérateurs frontieres, £k = 1 & 6, (qui sont linéaires) sont :

1 1 u
{Bou = Biju = , sur r,
n
Biu = sur I'y
an
Biu = sur I'y
M(u
Biu sur I'y
n
5 M(u
Biu = sur I'y
N(u
\
Bju = Biu= sur I'
M(u)
(
u
Biu = sur I'g
M (u
M(u 7
Biu = () sur I'y
N(u
6 M(u
Bju = Bju sur I
N(u

On s’intéresse a I’éxistence et 'unicité de la solution variationnelle u € V}, des problémes

(Th), k=146

On a le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1 (Théaréme du Laz-Milgram) : Soit a(.,.) une forme bilinéaire continue et

elliptique. Alors pour tout f € Vj, il existe u € Vi, unique tel que :

a(u,v) = (f,v),, Yo €V, k=1a6.
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3.2. OPERATEUR DES FLEXIONS DE PLAQUES

Preuve. Pour ne pas alourdir ’exposé par des calculs, nous allons faire la démonstration

pour le cas de Dirichlet (les mémes techniques pour les autres cas). m

3.2.1 Existence et unicité de la solution du probléme (7})

Supposons qu’'une solution u de (7}) existe et qu’elle appartient & H*(€2). Alors en

multipliant la premiére équation du 3.1 par une " fonction test" v € V1(Q) = H2(Q),

/Q (A, )odz = /Q fvd. (3.3)

Lemme 3.2.2 Soit u € H*(Q) et v € V1(Q), on a la formule de Green suivante :

/Q(Au)vda: = a(u,v), Yv € V1(Q), (3.4)

ot a(u,v) est une forme bilinéaire symétrique définie sur (Vi(Q))?

o(u, v) = / Aulvdz — / (u, v)dz, (3.5)

Q Q

avec

M) = (1— 1) 9%u O%v Ly Pu v N 0%u 0%v
U= dz? O3 0210T9 Ox1019 022023 )

Preuve. Analogue a selle trouver par B.M et Y.F

On pose

Flv) = / F(@)o(a)de + / [(Mu) YL, V'F] do.

T On|r
I

Alors, pour les conditions de Dirichlet on a

F(v) = /f(a:)v(as)da: (3.6)

et le probléme variationnel :

trouver u € V;(Q) tel que
(T%) (3.7)
a(u,v) = F(v) pour tout v € V1(Q).
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3.2. OPERATEUR DES FLEXIONS DE PLAQUES

ou

2 ov

Vi) =qve Hi(Q) :v=—=0, surI';.
on
Grace au Lemme de Lax-Milgram, le probléme (73,) a une solution unique u € V;(2).
En effet, la linéarité et la continuité de F' et la bilinéairité de a et la continuité sont
facile a vérifier sur V().

Rest a démontrer la coercivité de a :
En tilisant V'inégalité 2Re(ab) > —(|a|* + [b]?), vérifiee par deux nombres complexes

arbitraires a, b, on voit que

a(u,u) > (1= v)[ulzaq,) Vv €V, (*)

[SIE

ol [ulpyzq, ) = Z ||Dau||ig(9w) désigne la semi-norme de H?(f),). Par un argument
la]=2
standard de contradiction, on en déduit que (*) implique que a est bien coercive. m

Alors il existe une unique solution au probléme variationnel.

Reste a établir que la solution du probléme variationnel est un solution du probleme aux
limites (7}).

Soit w un ouvert inclus dans un compact de Q. Il existe § € C'°(Q) telle que § = 1 sur
w. Pour toute fonction v € C2°(Q2) de support inclus dans w

/Q v0(z) AuAvdz + / (1 — v)0(2)l(u,v)dr = / v0(z) AuAvdz + /Q (1 — v)0(x)l(u, v)dx

Q

= g f(z)v(z)dz.

D’apres le résultat de la régularité le terme 0Au est un élément de H?(R2). Il est donc
licite d’éffectuer deux intégrations par parties successives sur le membre gauche de I’équation

précédente. On en déduit que

/Q VAO(x) Aoz + /Q (1) (W aa_:% (9(@%)) vz — /Q F@)o(a)dz.

Cette équation étant vérifée pour toute fonction v € C'°(2) de support inclus dans w,

on en déduit que pour presque tout x € w

vAu(a) + (1—v) Y gxfg;%] = f(z).
a,B @
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3.3. FORMULATION DES PROBMEME (Px), K =1 A 6

Cette relation reste valable pour presque tout x € € : il suffit de considérer une suite

w, de compacts tels que an = Q. Enfin, comme u € H?(Q) la solution de probléme

n

variationnel vérifie automatiquement les conditions au bord u = ‘g—z =0.

Comme I est de mesure non nulle, alors A est un isomorphisme de V; sur V}.

3.3 Formulation des probméme (P;), k=1a 6

On considére ici une famille de 6 problémes gouverés par 'opérateur non linéaire des

plaques vibrantes et flexions, c’est-a-dire pour f € L?(Q2) on cherche une fonction u =

(u1,us) définies dans 2 solution de

.

ou

Ay

et les opérateurs frontieres, k = 1 a 6, (qui sont linéaires) sont :

uy 4 a1 Ay, — [ur,ug] = f dans Q,

asAu, + [ur,u1] =0 dans €,
Bru =
BF = 0 sur I,
Blu =

uy(z,0) = ugy(x), v € Q
8tu1(x,0) = UH(ZL’),I’ € Q

= quu—i—(l—y)Zﬂ
B = 0x20x% |’
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3.3. FORMULATION DES PROBMEME (Px), K =1 A 6

u
Byu = Bju= 5 sur I',
on
.
Biu = sur I'g
on
Biu = sur 'y
M(u
\
(
Biu = sur I'g
on
u
B3u = @) sur I';
N(u
\
Bju = Bju= sur I',
M(u)
.
u
Biu = sur Iy
M(u)
M(u 7
Bju = () sur I'y
k N(w)
M(u
Béu = Bbu= ( sur I,
N(u

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

ou ay, ay = Eh3/12(1 — v/?), sont des coefficients dépendant du module de Young E, et

du module de Poisson v du matériau constituant la plaque et h I’épisseur de la plaque, M (u)

et N(u) désignent les opérateurs différentiels frontiére suivant :

0%u
5212

M(u) = ~v(vAu+ (1 —v)o37),

et

0 03u
N(u) = —’Y(a—ngAU + (1 - V)W>’

ou vy désigne I'application trace sur I'.

On posera pour u et v deux fonctions données dans 2 :
[u,v] = D¥u.D3v + D3u.D?v — 2D, Dyu. Dy Dy,
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3.3. FORMULATION DES PROBMEME (Px), K =1 A 6

ou D; ==, i=1,2.

z;

Remarque 3.3.1 Dans (Fy) il n’y a pas de condition initiale sur us, cela tient au faite que
le systéme d’équations aux dérivées partielles ne contient pas de dérivée en t de us. Donc,
le systéme (Py) il n’est pas du type de Cauchy-Kowaleska, on peut I’y ramener & condition
que lopérateur de GREEN, i. e. l'opérateur inverse de A dans £ pour les conditions aux
limites correspondantes, existe. L’existence de ce dernier dépend des conditions aux limites

et de la forme géométrique de la plaque.

Dans ce travail, on ne considére les problémes (Py), k = 1 a4 6, avec 2 borné et a frontiére
sufisamment réguliére. Si G5 désigne 'opérateur de GREEN pour les conditions aux limites

BX | alors la premiére équation de (3.8) équivaut a
1
U9 = __G2 ([Ul, Ul]) y (315)
a2
et la deuxiéme équation de (3.8) devient
” 1
up +ardy, + —ug, Ge ([u, w])] = f (3.16)
2

et par conséquent, les problémes (P;), k = 1 & 6, devient du type Cauchy-Kowaleska :

;

U; + alAul + %[Ul, G2 ([Ul, ul])] = f dans Q,

(Pr) B¥ =0 sur T, k=14a6. (3.17)
u(z,0) = ugr (z), = € Q,
Oyui(x,0) = uyp(x),z € Q.

\

Ceci dit, on a le
Théoréme 3.3.2 On suppose f, ugr,u11 donnés avec
f e L*(Q), (3.18)

U1 € V}C(Q), U1 € L2(Q) (319)

il existe alors uy et uy solution de (Py) avec

uy € L®(0,T; Vi), (3.20)
u, € L®(0,T; L*(Q)), (3.21)
uy € L®(0,T;V4). (3.22)
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3.3. FORMULATION DES PROBMEME (Px), K =1 A 6

ou Vj, est l'espace variationelle du probléeme (P;), k =1 a 6.

Remarque 3.3.3 - Dans le cas du problémes de Dirichlet Vi = HZ(Q) et V] = H2(Q).
- Il résulte de (3.20) et (3.22) que

[uy, ug] € L=(0,T; L*(Q)), (3.23)

et (a) entraine

u717 = [ula UZ] - alAul + f7

Ae L(Vi; V),
Ay, € L7(0, T3 VY),
w, € L>®(0,T; L*(Q)) — L=(0,T; V1) + L*(Q),
u; € L=(0,T;V7), (3.24)
uy € L®(0,T; LA(Q)) € L*(0,T; V),
uy € L®(0,T;Vy) € L*(0,T; V),
et donc les conditions initiales dans (Py), k =1 a 6, ont un sens.
Remarque 3.3.4 la fonction uy du théoréme précident vérifie
uy € L=(0,T; H*5(Q)) Ve > 0. (3.25)
En effet, soit € > 0 fizé arbitrairement petit. Alors
LY Q) c H75(Q), (3.26)
car si f € LY(Q)) on a :
L)l < Nl el ey < ellf g 1€l e »
vu que Hy () € L®(Q) si n=2 et e > 0. Alors
[y, ua] € L%(0,T; H™75(Q),

et comme asuy = —[uy,uy], on en déduit (3.25) (Notons que (A)~' envoie H*(Q) dans

H+4(Q) N H2(Q),s > 0).
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3.3. FORMULATION DES PROBMEME (Px), K =1 A 6

Dans la démonstration de théoréme 3.3.2 , on utilise le lemme de J. L. Lions [9] suivant
Lemme 3.3.5 i) Uapplication u,v — [u,v] est bilinéaire continue de Vi x Vi — V.

it) La forme u,v,w — ([u,v],w) est trilinéaire continue sur V.
iii) La forme trilinéaire u,v,w — ([u,v], w) est symétrique sur V.

Preuve. Comme dans [9]. =

3.3.1 Démonstration du Théoréme 3.3.2

Pour ne pas alourdir I’exposé par des calculs, nous allons faire la démonstration pour le

cas de Dirichlet (les mémes techniques pour les autres cas).

Définition des solutions approchées

On introduit une suite wy, ..., w,,, ... de fonctions ayant les proptétés suivantes :
law; € HE(QY) Vi

2.Ym,wy, ..., w,, sont linéairement indépendants.

3.Les combinaisons linéaires finies des w; sont denses dans H2((2).

Soit uy,(t) vérifant

Uam () € [wr, ., wn]ieurn (t) =D gim (B)ws, (3.27)
i=1
(1 (), w;) = a1 (VAUL + (1 = v) D?u1m), Aw;) (3.28)
+oy ([ (1), Ga(uim(t), uim (1)), wy) = (f(t),w)), 1 < j <m
ou on utilise les notations de (3.15) et (3.16), avec

U1 (0) = Uoim € [W1, ..., W], Uorm — o1 dans HF(S), (3.29)
Uy, (0) = Urim € [W1, ...; W], Urm — uy1 dans L2(Q). (3.30)

Si 'on définit ug,,(t) par

1
ou encor
Au2 t + m t bl m t = 07

020, (1) + [ (1) 1 1) -

Ugm(t) c Hg(Q),
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3.3. FORMULATION DES PROBMEME (Px), K =1 A 6

alors (3.28) s’écrit

(u1,, (1), w;) + a1 (VAU + (1 — v) D?uyy ), Aw;)

3.33
L (ut), v (8)]  05) = (f(1), ;). 1 < J < m. (3.33)

Naturellement us,,(t) n’est pas (en général) a valeurs dans [wy, ..., Wy,).
D’aprés les résultats généraux sur les systémes d’équations différentielles, on est assuré

de Pexistence de uy,(t), et donc de ug,y,(t), dans un intervalle [0, t,,], ¢, > 0.

Estimations a priori

On multiple (3.33) par g;,,(t) et on somme en j. Il vient :
1d
2dt

Mais d’apres le lemme 3.3.5 :

1

!

" (3.34)

([ (@), w2 () 1) = = (1m0 1 ()] 02 (1))

_ _% (% i (1), ()] ,uzm(t))

et d’apres (3.32) cela est égal a

ag

% (A (), (1)) = 2

= E% ‘VA'LLQm(t) + (1 — V)DQUQm|2 .

Donc (3.34)s’écrit encore :

’ 2 2
1d Uy, (D) + a1 [VAUL, (E) + (1 — 1) Dy (t)] ,
L (a0 S RV O RAC BCE )
— 2 [V AU, (t) + (1 — V) D*ugy,|
et donc
( [ Nun®F = Grar [y Aurn(t) + (1 - V)Dzul;n(t)]Q

i — 2 [0 Atz (1) + (1 = ) D1tz () (3.36)
1 |U11m(t)|2 —+ aq |1/AU01m + (1 — V)D2U01m|2 ‘ , ‘
L LR | [ ues,

— 2 ||V AU, (0) + (1 — 1) D*ug,, (0)]

\

Mais d’apres (3.29)
|u11m|2 + a; |VAu01m +(1-— 1/)D2u01m‘2 < constante;
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3.3. FORMULATION DES PROBMEME (Px), K =1 A 6

d’apres la définition 1.3.8 on a

o (0) = — -G ([to1mms tto1m]), (3.37)

a2
mais (g1, Uo1m| demeure dans un borné de L'(€2) donc de H2(2), donc us,,(0) demeure

dans un borné de HZ(f2) et donc dans (3.36)
}VAUQm(O) +(1- V)D2u2m(0)‘ < contante.

Donc (3.36) entraine que t,, = T et que :

Ui, Uz, demeurent dans un borné de L™®(0, T'; HZ (9)), (3.38)

uy,,, demeurent dans un borné de L*(0,T; L*(Q)). (3.39)

Passage a la limite

D’apres (3.38) et (3.39) on peut estraire une suite uy,,, ug, telle que
u;, — u; dans L*°(0,T; HZ(S2)) faible étoile, i = 1,2,
w;, — u; dans L=(0,T; L*(Q)) faible étoile, (3.40)

in
uy, — uy dans L*(Q) fort.

soient ;, 1 < j < jo des fonctions € C([0,T7]), p;(T) =0, et ¥ = Z(pj ® wj.
j=1
On déduit de (3.33) pour m = u > jo que

T T T T
/ ulﬂ, dt+a1/ vAuy,+(1—v)D*uy,, AV)dt— / Uy, Uyl /(f, U)dt+(u11,(0), ¥(0)).
0 0 0 0

(3.41)
Mais d’aprés le lemme 3.3.5 :

T

T
/([U1M,U2“ / \Ij u2u ul,u t (342)
0

0

(U, ug,] — [, us] dans L*(Q) faible et donc puisque ug, — u; dans L*(Q) fort, on voit

T T
/ UlM,UQ'u dt — / \I/ UQ 'LL1 / ul,u2
0 0
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donc,(3.42) implique a la limite :

T T

_ / (0, O dt+a / (v Auy+(1—0) D2y, AT)dt— / (s, ua], ©)dt — / (£, 0) i+ (urs (0), T(0))

(3.43)
et cela V¥ de la forme (3.41).
par passage a la limite on en déduit que (3.43) a encore lieu pour tout ¥ € L>°(0,T; HZ(Q))
tel que U/ € L>(0,T; L*(Q)) et ¥(T) = 0.
Cela montre que u; et uy sont liés par la premiére équation de (P;) et que u; (0) = uy;.
il reste donc seulement & montrer la deuxiéme équation de (P;). On peut passer
directement a la limite sur (3.31)( pour m = pu) en notant que [uy,, u1,] — [u1,u1] dans

D'(2); en effet, on a

T T

/ ([t1yr ], )t = / (i1, ). 13, )t Yoo € D(S)

0 0

et on passe a la limite comme plus haut.
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conclusion

CONCLUSION

Dans la premiére partie, nous avons étudié en détail les singularités de la solution va-
riationnelle des problémes aux limites pour le systéme de Lamé (élasticité) avec différents
conditions. Nous avons mis en évidence des série trigonométriques d’un type nouveau adaptée
a I’étude des solutions des problémes aux limites pour le systéme de Lamé et comme 1’étude
de la convergence des séries nécessite des relations d’orthogonalité, nous avons établir grace
a une formule de Green pour 'opérateur de Lamé une relation d’orthogonalité entre les fonc-
tions (v4)acr analogues a celles de 'orthogonalité pour le Laplacien et le bilaplacien dans
un secteur plan S, qui facilite le calcul des coefficients de singularité qui est trés important,
d’une part pour les mécaniciens et d’autres part pour améliorer la convergence des séries. Le
calcul étant dans le cas de la fissure et par conséquent nous avons montré la convergence de
la nouvelle série. Cette partie constitue 'originalité de notre travail.

Dans la deuxiéme partie, et dans le cadre de la mécanique des solides, plus précisément en
théorie des plaques minces, nous avons démontré un théoréme d’existence pour le probléme
non linéaire gouvernée par l'opérateur de vibrations et flexions des plaques dans un ouvert
borné & frontiére suffisamment réguliére par la méthode de compacité.

Perspectives

B Etude détailliez pour les problémes gouvernée par le systéme de Lamé dans un secteur
d’angle différent (évité le cas de la fissure).

BGénéralisation le travaille de deuxieme chapitre pour dimension quelconque..
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Résumé
L'objet de cette these est I'étude de deux groupes des problémes aux limites. Le premier
groupe gouverné par les équations de Lamé, les résultats obtenus concernent des solutions
singulieres dans le but créer un tableau d’extension du tableau de B. Merouani -y compris le

cas de la fissure-. Le deuxieme est non linéaire de vibrations et flexions, les résultats obtenus

concernent I'existence et I'unicité des solutions faibles.

Mots clés : élasticité, singularité, Lamé, transcendantes, la formule de Betti, isomorphisme,

inversible, flexions, vibrations, solution faible.

Abstract

The Aim of this thesis is the study of two groups of boundary problems. The first group
governed by Lamé's equations, the results obtained relate to singular solutions with the aim
of creating an extension table from the table of B. Merouani -including the case of crack-. The

second is nonlinear of vibrations and flexions, the results obtained relate to the existence and

the uniqueness of weak solutions.

Keywords: elasticity, singularity, Lamé, transcendent, Betti's formula, isomorphism,

invertible, flexions, vibrations, weak solution.




