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Introduction générale

Introduction générale

Ce travail de doctorat a été préparé au sein de l’équipe de traitement d’images du
Laboratoire des Systèmes Intelligents (LSI), Université Ferhat Abbas Setif -1-, Setif, Al-
gérie. Le thème de cette thèse concerne la problématique que pose le développement et la
conception des stratégies de commande avancées pour des systèmes robotisés. La robo-
tique traite de l’automatisation de systèmes mécaniques dotés de capacités de détection,
d’actionnement et de traitement [LaValle2006]. Les robots peuvent être classifiés en ro-
bots industriels et robots de service en fonction de leurs utilisation [ISO 8373 :2012] :

— Robot industriel est un manipulateur, multi-applications, re-programmable, com-
mandé automatiquement, programmable sur trois axes, ou plus, qui peut être fixe
ou mobile, destiné à être utilisé dans des applications d’automatisation industrielle.
Les applications d’automatisation industrielle incluent la fabrication, le contrôle,
le conditionnement, et l’assemblage, mais ne s’y limitent pas. Des exemples géné-
riques des robots industriels sont illustrés dans Fig.1.

(a) Robot Scara (OMRON) (b) Robot Ar-
ticulé (Kuka)

(c) Robot Parallèle (Adept)

(d) Robot Cartésien (e) Manipulateur Mobile (f) Kuka Dual Arm

Figure 1 – Exemples génériques de robots industrielle

— Robot de service est un robot qui exécute des tâches utiles pour des humains ou des
appareillages, excluant les applications d’automatisation industrielle. Tandis que les
robots articulés utilisés sur des lignes de production sont des robots industriels, les

1



Introduction générale

(a) Robots Humanoïde (b) Robot chirurgi-
cale

(c) fauteuil roulant avec bras mani-
pulateurs (Jaco)

(d) Robot maçon (HA-
DRIAN)

(e) Automatisation Agriculture (f) Robot d’inspection sous
marins

Figure 2 – Exemples de robots destinés pour des applications services

robots articulés similaires utilisés pour servir de la nourriture sont des robots de
service. Des exemples pour des services des systèmes robotiques sont vus dans
Fig.2.

Selon la Fédération Internationale de Robotique (IFR) [IFR], le stock mondial de
la robotique industrielle a réalisé une croissance importante de entre les années 2015 et
2020, comme le montre la Fig.3.a. L’IFR prédit qu’il atteint le nombre de 6 million d’uni-
tés dans l’année 2020. De même pour les robots de service, Fig.3.b. Les statistiques pré-
disent que le stock mondial des robots de service sera doublé dans les années. Les robots
n’ont pas seulement pénétré le monde industriel, ils sont aussi entrain de pénétrer notre
vie quotidienne et notre culture, et certains d’entre eux participent au renouvellement de
la vision que nous l’avons nous même. Les robots sont donc partout : dans les usines et
dans les champs, au fond des mers et dans l’espace, dans les jardins et les salons. Ils ont
une importance grandissante, et d’aucuns prédisent qu’ils seront au XXIe siècle ce que la
voiture fut au XXe siècle.

Cette révolution annoncée, dont l’impact sur la science, l’industrie et la société sera
potentiellement très grand, va cependant de pair avec un certain nombre de grands défis
à résoudre, tant technologiques qu’économique. Le défi majeur peut se résumer à savoir
comment peut on mettre au point des techniques permettant à un robot d’accomplir des
tâches d’une manière efficace et sécurisée? Chaque application apporte ses propres exi-
gences en fonction de la tâche associée, la nature de l’environnement où le robot exécute
cette tâche et les limites physiques de la structure mécanique. Le diagramme représenté la
Fig.4, résume les différentes fonctionnalités nécessaires à l’automatisation des systèmes

2
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Figure 3 – Estimation annuelle du stock mondial des robots

mécaniques. De nombreux problèmes complexes ont été découverts dans les domaines de
conception, de modélisation, de perception de l’environnement, de navigation, de localisa-
tion, de planification des mouvements, de contrôle et de programmation [Siciliano2016].
Les travaux de cette thèse sont focalisés sur le traitement et l’analyse des problèmes que
pose les tâches de commande et de planification des mouvements du robot prenant en
compte des différentes limites reliées aux systèmes lui même et son environnement de
fonctionnement afin d’optimiser les performances du système robotisé. Le problème com-
biné de planification et de suivi des trajectoires peut être formulé comme une fonction qui
gère un compromis entre des différents critères d’efficacité et la réponse à cette question
dépendra de différents facteurs :

1. Le premier facteur qui influence la conception de la loi de commande qui répondra
le mieux à ce problème est peut-être le plus évident ; les exigences techniques de la
tâche associée au robot. Les performances souvent les plus caractéristiques :

— La rapidité : critère global qui englobe les vitesses, les accélérations et les
jerks (dérivée de l’accélération) des différents axes du robot, les temps de
stabilisation aux points d’arrêt, les pertes de temps générées par les points de
passage, les retards de synchronisation entre les mouvements et les procédés
associés... ;

— L’adaptabilité : Ce point est en relation direct avec la définition d’un système
robotique exigeant différentes taches sous différentes conditions de fonction-
nement.

— La précision et la sécurité : ces deux critères représentent la capacité d’un
système robotique à réaliser des tâches effectivement en toute sécurité, c.à.d,
sans dépasser les limites du robot.

2. Un deuxième facteur important qui influence la réponse à ce problème général est
le comportement dynamique du système. Dans les systèmes de fabrication, par
exemple, cela devient évident lorsque les machines sont conçues pour être plus
légères et plus rapides. Une conséquence direct de ces améliorations est que des
dynamiques indésirables, telles que les vibrations, deviennent souvent un problème
qui doit sérieusement considéré l’hors de conception d’une loi de commande.

3
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Figure 4 – Automatisation d’un système robotisé

3. Un troisième facteur à prendre en compte est les limites physiques du système que
ce soit géométrique, cinématique ou dynamique. Les commandes de mouvement
utilisées pour ces systèmes doivent être conçues pour rester dans les capacités des
actionneurs du système. D’autres systèmes peuvent avoir des exigences supplémen-
taires , telles que la bornitude d’espace de travail ou l’efficacité énergétique de la
loi proposée. Toute stratégie utile pour créer des lois de commande doit répondre
efficacement à ces préoccupations pratiques.

4. Outre que la prise en compte du comportement de sortie souhaitée, de la dynamique
du système, des limites physiques de système et les variations dans l’environnement
de fonctionnement, de nombreux systèmes de commande peuvent être sensibles à
d’autres variables. Par exemple, pour les systèmes dont la dynamique est instable,
incertaine ou totalement inconnue, les performances fournies par les commandes
d’entrée doivent rester robustes face à ces changements.

Bien que le problème de contrôle du mouvement, tel qu’il est posé ci-dessus, reste encore
assez large, mais il a permis d’identifier un certain nombre de questions reliées à l’effica-
cité de la solution proposée. Est que cette solution est optimale (dans un sens bien défini) ?
Est qu’elle est réalisable? Est que le système de commande permet d’assurer la robustesse
malgré la présence des phénomènes non considérés à la phase initiale de conception de
contrôle?

Pour répondre à ce nombre de questions, nous commençons cette thèse par une révi-
sion approfondie (review) sur les différents algorithmes proposés dans la littérature pour
traiter le problème de planification sous différentes conditions d’optimalité et différentes
exigences. Notre étude concentre essentiellement sur une approche dite découplée qui
consiste à décomposer la phase de planification en deux étapes, une phase pour la défi-
nition de chemin sûr et sans collisions et une phase pour la génération des trajectoires le
long de chemin planifié.

Le deuxième chapitre aborde la problématique de suivi exact et précis des trajectoires

4
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générées sous la considération de différents types d’incertitudes. Nous avons également
basé sur l’étude des principes de linéarisation par bouclage, de commande par mode glis-
sant et la commande adaptative pour atteindre des niveaux élevés de précision et de ro-
bustesse.

Les trois dernier chapitres traitent des exemples typiques d’applications de robots.
Dans le premier exemple, nous considérons en particulier la classe des systèmes non-
holonomes pour le développement d’un algorithme qui permet d’optimiser le mouvement
d’un robot mobile à roues. Dans cet exemple on a exploité la propriété de platitude pour
la représentation des chemins lisses avec une courbature minimale. Le problème d’op-
timisation sous des contraintes cinématiques est considéré dans un deuxième temps. La
notion de platitude est aussi adaptée pour résoudre le problème de suivi des trajectoires.
Les résultats de ce chapitre sont confirmés par des tests pratiques en utilisant le prototype
de test «PIONNER 3DX ».

Dans le deuxième exemple on considère le problème de commande d’un portique à
trois dimensions. Ce type de systèmes largement utilisé dans les sites de construction
pour la manutention des charges lourdes est principalement caractérisés par une forme
flexible multivariable dite sous actionnée. Les principales étapes pour étendre l’approche
de planification définie dans le chapitre trois sont initialement discutées. Deuxièmement,
une commande par mode glissant d’ordre deux est développée pour assurer le suivi stable
précis et robuste des trajectoires générées ainsi que l’atténuation des indésirables oscilla-
tions de la charge. La stabilité du système est analysée au sens de Lyapunov et confirmée
par résultats simulés sous l’environnement Matlab/Simulink.

Le troisième exemple considère un bras manipulateurs comme exemple d’étude. Les
robots manipulateur, quant à eux, sont riches en trajectoires réalisables pour des tâches
spécifiques, mais le choix entre des tâches efficaces ou optimales est difficile. Nous trai-
tons principalement la problématique de suivi des trajectoires dans le cas où les para-
mètres dynamiques du système sont inconnus. Un algorithme hybride de deux techniques,
commande adaptative et commande par mode glissant d’ordre supérieur est développé
pour dépasser les défis des incertitudes paramétriques et non paramétriques. Après une
analyse théoriques des performances du contrôleur proposé, les résultats des ce chapitre
sont confirmés par des tests pratiques en utilisant le prototype de test du laboratoire (Cyton
GAMMA 1500).

On a terminé ce travail par une conclusion générale.
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Planification des mouvements pour les

systèmes robotisés

Ce chapitre vise à mettre l’accent sur les différentes approches
de modélisation et de planification des mouvements des sys-
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Chapitre 1. Planification des mouvements pour les systèmes robotisés

1.1 Introduction

L’objectif d’un planificateur du mouvement est de guider automatiquement un robot
dans un environnement jonché d’obstacles et de choisir les commandes à appliquer au
cours de l’exécution de la tâche du système. Des exigences techniques et économiques
imposent souvent l’optimisation d’une fonction de coût sur le mouvement du robot, telles
que : le temps d’exécution d’une tâche ou la quantité d’énergie requise pour assurer une
manipulation efficace du robot. Le planificateur de mouvement doit pris en compte les
différentes limites physiques de système, telles que les limites en couples ou vitesses
générées par les moteurs d’actionnement. Il existe deux modes de fonctionnement du pla-
nificateur de trajectoire : hors-ligne, en exploitant des connaissances préalables sur l’en-
vironnement de fonctionnement du robot et de la tâche associée, ou en ligne en utilisant
différents types de capteurs qui vont guider le robot vers sa position désirée et détecter la
présence d’obstacles. Par conséquent, de nombreuses solutions peuvent être envisagées
pour résoudre le problème de la planification des mouvements.

Le présent chapitre aborde les différentes techniques développées dans le domaine de
la planification des mouvements des systèmes robotisés. Des notions de base pour repré-
senter le mouvement du robot sont données dans la section 2. Les principaux problèmes
liés à la planification des mouvements, sous différentes contraintes, sont abordés dans la
section 3. La section 4 survole certaines solutions significatives de la planification des
chemins lisses sous différentes considérations. Les méthodes d’optimisation de la vitesse
du robot, tout au long de son chemin préalablement défini, sont abordées dans la section
5.

1.2 Représentation mathématique d’un système robotisé

Le but de cette partie est d’introduire quelques notions de base dans les domaines
de modélisation, de planification et de commande des systèmes robotisés. La structure
mécanique de robots typiques constitue des systèmes à plusieurs degrés de liberté et à
une dynamique extrêmement non linéaire et couplée. Une base mathématique pour la
modélisation de la géométrie, la cinématique et la dynamique des systèmes robotiques
est bien établie dans la littérature et peut être trouvée dans de nombreux manuels tels
que [LaValle2006, Siliciano2010, Khalil2000].

1.2.1 Représentation géométrique

Il existe une grande variété d’approches et de techniques de modélisation géométrique
d’un robot A et de l’espace de travail W ∈ Rn, où n = {2, 3, · · ·} [LaValle2006]. Le choix
dépend en général de l’application et de la difficulté du problème. Considérant les pro-
blèmes classiques de planification dans le but d’assurer des mouvements sans collisions
entre le robot et les obstacles et sans considération de la cinématique ni la dynamique
du système, les obstacles et les robots seront modélisés comme des sous-ensembles fer-
més de forme limite ou solide (Polygonal, Polyhedral, Semi-Algebraic Models,...) dans
l’espace de travail W .

Comme le montre la Fig.1.1, une description complète de la position d’un corps rigide,
et par conséquent du mouvement de ce corps, dans une référence inertielle RI est obtenue
par la considération d’un vecteur de six degrés de liberté en minimum connus sous le nom
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1.2. Représentation mathématique d’un système robotisé

Figure 1.1 – Représentation du mouvement d’un corps rigide dans l’espace 3D

"vecteur de coordonnés opérationnels" définis par [Siliciano2010] :

— Un vecteur de position P = [x y z] qui spécifie la position de la référence RC (Réfé-
rence reliée au corps) par rapport à la référence RI.

— Une spécification convenable de l’orientation du corps par rapport au référentielle
RI. Cette spécification peut être définie par une représentation minimale (Angle
d’Euler) ou redondante (matrice d’orientation, orientation Axe/Angle ou Quater-
nions).

La connaissance du vecteur de position r (qui regroupe les représentations de position
et d’orientation) peut être obtenue indirectement à partir de la connaissance de certains
paramètres q j( j = 1, · · ·m) si la relation suivante (1.1 ) est connue :

r = f (q) (1.1)

La relation (1.1) représente le modèle géométrique direct (MGD) d’un système robo-
tisé. On peut définir aussi :

— Le vecteur de configuration ou vecteur de coordonnées généralisé noté q, qui
donne une spécification complète de la position pour chaque point du robot dans le
RI.

— Espace de configuration ou Espace d’état, noté Q ou C-space : c’est l’espace de
toutes les configurations possibles pour le système, q ∈C.

— Degrés de liberté (dll) : c’est la dimension de l’espace de configuration, ou le
nombre minimum de paramètres nécessaire pour la spécification de la configuration
du robot.

— Espace de configuration collision, noté Qosb : est défini comme l’ensemble des
configurations où le robot rencontre un obstacle.

— Espace de configuration libre : l’espace libre ou l’espace de configuration libre
Q f ree est défini comme l’ensemble des configurations sans collisions avec obstacles
dans l’espace Q.
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Chapitre 1. Planification des mouvements pour les systèmes robotisés

Remarque 1 Selon leurs degrés de mobilité, les robots peuvent être classifiés en ro-
bot mobile et robot fixe (bras manipulateurs). Les robots mobiles sont distingués par
la présence d’une plateforme mobile qui permet au robot d’exécuter des tâches com-
plexes dans des environnements non structurés. La convention de Denavit-Hartenberg,
largement connue dans le domaine des robots à chaine cinématique ouverte ou fermé,
permet de caractériser la position relative de deux solides avec seulement quatre para-
mètres (au lieu de six). Ceci au prix de certaines restrictions dans le choix des systèmes de
coordonnées (repères). En effet, on rencontre deux définitions qui diffèrent légèrement [Si-
liciano2010, Khalil2000] :

— La convention de Denavit-Hartenberg, qui fut introduite en 1955, par Jacques De-
navit et Richard S. Hartenberg

— La convention de Denavit-Hartenberg modifiée, appelée aussi convention de Khalil-
Kleinfinger3, qui est préconisée depuis 1964.

Les deux notations sont couramment utilisées pour la modélisation des chaînes ciné-
matiques constituées par des corps solides reliés entre eux par des articulations rotoïdes
(pivots) ou prismatiques (glissières). Pour chaque articulation, on peut définir l’axe de sa
liaison et sa variable articulaire.

Remarque 2 D’un point de vue mécanique, on peut distinguer essentiellement deux types
de systèmes [Tchoń2015, Tchon2018] :

— Les systèmes holonomes : dans lesquels les liaisons existant entre points matériels
prennent la forme :

f (q j, t) = 0 (1.2)

et peuvent donc être résolues d’une manière explicite, afin de fournir la position
des différents points du système à partir de coordonnées généralisées que l’on peut
varier de façon indépendante sans violation des liaisons.

— Les systèmes non-holonomes : dans lesquels les coordonnées ne peuvent être va-
riées de façon indépendante, mais doivent vérifier des liaisons non intégrables à
priori. Les liaisons s’expriment alors sous forme différentielle.

∑ak jdq j +bkdt = 0,k = 1, · · ·s (1.3)

Dans le cas le plus général, les coefficients a ji et bi peuvent dépendre des qi et de t.

1.2.2 Représentation Cinématique et Dynamique

Le modèle dynamique qui exprime la relation entre les couples/forces en fonction du
vecteur des coordonnées généralisées et ses dérivés, peut être abordé de deux manières, le
formalisme Newton-Euler ou Lagrange-Euler. Le Lagrangien L est défini par la différence
entre l’énergie cinétique du robot et son énergie potentielle. Dans le cas général, le modèle
dynamique d’un robot consistant de n coordonnées généralisées est donné comme [Sili-
ciano2010] :







d
dt (

∂L
∂ q̇ )−

∂L
∂q +AT λ = Eτ

A(q)q̇ = 0
(1.4)
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d’où, q ∈ Rn est le vecteur des coordonnées généralisées. A(q) est une matrice de l
contraintes non-holonome avec A(q)q̇ = 0. τ ∈ Rm est le vecteur de commande, m ≤ n. λ
est un vecteur du multiplicateur de Lagrange. E est une matrice constante.

La contrainte non-holonome implique que le vecteur de vitesses généralisées q̇ est
dans un espace nul de la matrice A(q), ce qui signifie qu’il est possible de trouver un
vecteur des vitesses auxiliaire V = [v1 v2 · · · vm]

T tel que :

q̇ = S(q)V (1.5)

d’où S(q) est l’espace nul de la matrice A, c.à.d ST .AT = 0. L’équation (1.5) représente
le modèle cinématique d’un système non-holonome.

Pour un système holonome, le modèle d’équation (1.4) se réduit à :

d
dt
(
∂L
∂ q̇

)−
∂L
∂q

= Eτ (1.6)

et le modèle cinématique direct peut être obtenu dans ce cas comme :

ṙ = Jq̇ (1.7)

d’où Jn×m est la matrice Jacobien définie :

J =
∂ f (q)

∂q

Remarque 3 Si m < n le système (1.6) est dit sous actionné. Cette propriété représente
une contrainte additionnelle qui augmente les défis reliés avec les problèmes de planifica-
tion et de commande des systèmes robotisés. On note ici que les systèmes non-holonome
ont la même nature que celle des systèmes sous-actionnés. Les portiques et les robots à
structures flexibles sont des exemples typiques des systèmes mécaniques sous-actionnés.

Remarque 4 Dans ce qui suit, nous considérons le problème de planification des mou-
vements dans un espace Cartésien (ou espace opérationnel), cependant la commande est
effectuée en considérant l’espace des coordonnées généralisées. Pour cela nous introdui-
sons les notions de modèle géométrique inverse et modèle cinématique inverse :

— Modèle géométrique inverse (MGI) : c’est le modèle qui représente le vecteur des
coordonnées généralisées q en fonction du vecteur des positions opérationnelles :

q = f−1(r) (1.8)

— Modèle cinématique inverse (MCI) : c’est le modèle qui représente le vecteur des
vitesses généralisées q en fonction du vecteur des vitesses opérationnelles :

q̇ = J−1(q)ṙ (1.9)

Les équations (1.8 et 1.9) montrent bien la nature de deux classes de problèmes, largement
connus dans le domaine planification, surtout pour les systèmes articulaires, le problème
de singularité et le problème de redondance. Le problème de singularité implique qu’il
existe des situations (dans l’espace articulaire) qui doivent être éliminées pour assurer
la faisabilité de la solution proposée dans l’espace opérationnelle. Le problème de re-
dondance implique qu’il existe un défi d’optimisation pour choisir une meilleure solution
lorsque l’inverse de la matrice f et/ou J accepte plusieurs solutions.
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Chapitre 1. Planification des mouvements pour les systèmes robotisés

1.3 Planification du mouvement : Problèmes et Termino-
logies

Après la courte introduction de la modélisation des systèmes robotisés, qui nous a per-
mis d’introduire un certain nombre de caractéristiques des différents systèmes robotiques,
cette section met l’accent sur les différentes catégories des problèmes de la planification.
En fonction du type, de la structure mécanique et de l’application associée au robot, deux
problèmes de base peuvent être essentiellement distingués : le problème de planifica-
tion sous des contraintes globales et le problème de planification sous des contraintes
locales [Kavraki2008]. Les contraintes globales dans l’espace de configuration C ont été
considérées sous la forme d’obstacles et éventuellement les limites sur les articulations.
Les contraintes locales sont modélisées avec des équations différentielles et sont donc
appelées contraintes différentielles, celles-ci limitent les vitesses et les accélérations, en
tout point du fait de considérations cinématiques, telles que les roues en contact et les
considérations dynamiques.

1.3.1 Planification sous contraintes globales

Cette classe représente le problème de base de la planification du mouvement, préci-
sément noté dans ce cas comme un problème de planification d’un chemin sans collisions,
le robot est modélisé comme un corps rigide qui se déplace dans l’espace de configura-
tion. Le but du planificateur consiste à définir tous les chemins assurant un mouvement
sans collisions du robot entre deux configurations distinctes qI ∈C f ree et qF ∈C f ree [Ka-
vraki1998, Kingston2018]. La solution, si elle existe, est un chemin P sans collision.
Pour résoudre ce type problème, différentes techniques ont été développées telles que, les
méthodes de décomposition cellulaire [Schwartz1983a,Schwartz1983b,Schwartz1984],
les champs potentiels [Khatib1986] et les méthodes de construction des graphes [Nils-
son1969].
La notion de complétude différencie ces approches. On distingue des planificateurs com-
plets, des planificateurs complets en résolution et des planificateurs de complétude pro-
babiliste [Şucan2012]. Les méthodes de planification complètes (ou méthodes exactes)
garantissent de trouver une solution ou d’indiquer qu’il n’y en a pas. C’est la première
famille de méthode développée pour résoudre des problèmes de planification de chemin.
Les méthodes complètes en résolution sont basées sur la discrétisation de l’espace des
configurations. Elles garantissent de trouver un chemin solution s’il existe, mais unique-
ment à une résolution donnée. Les méthodes probabilistes garantissent quant à elles de
trouver une solution en un temps fini si elle existe, mais elle ne permet pas de confirmer
si une solution n’existe pas. Contrairement aux méthodes exactes et complètes en réso-
lution, les méthodes probabilistes ne sont pas basées sur une construction préalable de
l’espace des configuration. On distingue deux catégories de méthodes probabilistes : les
techniques basées sur la construction de réseaux probabilistes et les techniques de diffu-
sion (ou incrémentales).
Un planificateur de trajectoire peut fonctionner en mode hors-ligne, en exploitant des
connaissances préalables sur l’environnement de fonctionnement des robots et de la tâche
associée, ou en ligne, en utilisant différents types de capteurs qui permettent de guider le
robot vers sa position désirée et de détecter différente variation dans l’environnement de
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fonctionnement. La planification a priori ou hors-ligne, résultante en mouvement détermi-
niste et prévisible, est sollicitée dans plusieurs applications robotiques : véhicules guidées
automatiquement (AGV) [Gonzalez2016, Braghin2008], systèmes levage et de manuten-
tion [Blajer2007], les robots manipulateurs dans des applications industriels [Shin1985]
et beaucoup d’autres applications. Dans ce cas, l’algorithme de la planification produit
un trajet complet du point de départ au point objectif, avant que le robot commence son
mouvement.
En plus des approches mentionnées ci dessus, Il convient de noter aussi les techniques
d’intelligence artificielle, telles que la logique floue, les réseaux de neurones, les algo-
rithmes génétiques, · · · , etc, qui ont connus un grand succès dans le domaine de planifi-
cation que ce soit pour l’amélioration des performances des techniques classiques ou la
conception de nouveaux algorithmes de mouvement, pour un aperçu voir [Patle2019].

1.3.2 Planification sous des contraintes différentielles

Bien qu’il existe de nombreux méthodes pour résoudre le problème de planification
sous des contraintes globale, l’inclusion des contraintes intrinsèques du robot au problème
de la planification entraîne la modification de l’espace de recherche, qui n’est plus limité
à C f ree comme défini précédemment. Une configuration valide est non seulement celle
qui assure l’évitement d’obstacles, mais également celle qui satisfait des contraintes sup-
plémentaires reliées à la cinématique et la dynamique du robot [Kavraki2008].
Soit un robot A(q, q̇,u), d’où : q̇ est le vecteur des vitesses instantanées du vecteur des
configurations q, u est le vecteur de commande, choisi à partir de l’espace des entrées U .
Les contraintes différentielles cinématiques peuvent être généralement modélisées soit :

— Implicitement sous la forme :
g(x, ẋ) = 0 (1.10)

— Explicitement sous la forme paramétrique :

q̇ = f (x,u) (1.11)

avec x = q.

De même, ce concept peut être étendu prenant en compte les dynamiques du système en
introduisant le vecteur d’espace de la phase x définie comme :

x = [q q̇]T (1.12)

Pour obtenir : 





g(x, ẋ) = 0

ẋ = f (x,u)
(1.13)

Une extension de la notion d’évitement d’obstacles est étendue dans l’espace d’état X en
introduisant la notion de la région des obstacles inévitables Xric définie comme :

— Xobs est défini comme si et seulement si q ∈ qobs pour x = [q q̇].

— Xric = {x(0) ∈ X | f or any u ∈Uinf,∃t > 0 such that x(t) ∈ Xobs}, d’où Xric (region
of inevitable collisions) représente la zone où le robot est en collision ou ne peut
pas éviter un obstacle. Cette zone peut être considérée comme un invisible obstacle
qui se développe proportionnellement avec la vitesse du robot.
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Sous la rubrique générale de la planification sous contraintes différentielles, de nom-
breuses catégories importantes de problèmes ont fait l’objet d’une attention considérable
dans la littérature scientifique :

— Les contraintes sur l’organe terminal dans l’espace Cartésien : pour les bras
manipulateurs à chaines ouverte ou fermée.

— Les contraintes non-holonomes : pour les robots mobiles.

— Les contraintes kinodynamique : le problème de planification sous des contraintes
sur les vitesses et les accélérations s’appelle un problème de planification "Kino-
Dynamic".

1.3.3 Planification de la trajectoire

Les algorithmes de planification du chemin discutés dans la section précédente ignorent
généralement les spécifications de la tâches et se concentrent principalement sur les trans-
lations et les rotations nécessaires au déplacement du robot pour aller d’un point à un
autre. Des travaux plus restrictifs, cependant, prennent en compte d’autres aspects, tels
que l’optimalité de la solution proposée et la qualité physique des signaux de commande
générée. On se place ici dans un problème de la planification des trajectoires. La planifi-
cation de trajectoire fait généralement référence au problème d’extraction de la solution
d’un algorithme de planification de chemin pour le robot et de la détermination de son
déplacement ( à quel instant le robot occupe une position donnée) dans cette solution
d’une manière qui respecte les limites mécaniques du robot et assure l’optimisation d’un
critère donné. La trajectoire planifiée doit répondre aussi à d’autres exigences reliées à
la tâche associée au robot, telles que l’optimisation du temps ou de l’énergie nécessaire
pour l’exécution de la tâche et l’assurance des conditions acceptables pour le fonctionne-
ment du système. Pour résoudre cette problématique, deux approches peuvent être distin-
guées [Khalil2000] :

1. Approche couplée : notée aussi approche "kinodynamique".
Une trajectoire est définie directement dans l’espace d’état du système (ou espace
de coordonnées généralisées) en utilisant, par exemple, des méthodes de contrôle
optimales, une programmation dynamique ou des méthodes probabilistes aléatoires.

2. Approche découplée : notée aussi découplage Chemin-Trajectoire.
Dans des environnements connus ou partiellement connus, cette approche permet de
simplifier considérablement le problème de la planification des mouvements pour
les robots mobiles ainsi que pour les robots industriels. L’optimisation des trajec-
toires planifiées est assurée en premier lieu par le choix approprié du chemin dans
lequel le robot doit se déplacer, puis par un choix convenable d’une fonction tem-
porelle qui assure la synchronisation des mouvements des différents axes du robot.
Cette fonction est appelée "Profil du mouvement".

1.4 Planification du chemin

Dans la rubrique de planification des trajectoires avec une approche découplée, on
définit un chemin entre une configuration initiale XI et une configuration finale XF comme
une courbe relativement lisse P(u) qui représente le déplacement du robot A dans son
environnement. La Fig.1.2 montre un ensemble de solutions possible pour le déplacement
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Start

Goal

Figure 1.2 – Chemins lisses dans le plan

de robot. Il s’agit donc d’un problème de reconstruction et de sélection des solutions les
plus sophistiqués pour un fonctionnement efficace du robot. La sélection est faite soit en
ligne ou hors ligne à partir des données obtenues de l’un des algorithmes de planification
classique. La conception et la fabrication assistée par ordinateur (CAGD, Computer Aided
Geometric Design) conduit à définir et à manipuler des courbes continues dans l’espace
Cartesien en 2D ou 3D. Ces courbes sont le plus souvent décrites sous forme paramétrique
à l’aide des fonctions polynomiales ou rationnelles :







P(u) = [x(u) y(u) z(u)]T

P(umin) = XI, P(umax) = XF

∀η ∈ u : P(η) ∈C f ree, g(q, q̇) = 0

(1.14)

d’où : u ∈ [umin;umax] est un paramètre quelconque, P est une fonction choisie telle que∥
∥
∥~P′(u)

∥
∥
∥ =

∥
∥dP

du

∥
∥ 6= 0 ∀u. La troisième égalité dans l’équation (1.14) est introduite pour

assurer le respect des contraintes géométrique et cinématique durant le mouvement du
robot.
Le choix du paramètre d’interpolation u et de la fonction P(u) donne aux problèmes de
planification (1.14) plusieurs degrés de liberté pour résoudre différents types de problèmes
avec différentes contraintes de mouvement.
Nous supposerons également une autre paramétrisation s(u) résultant de l’inversion de
l’équation (1.15) quelle que soit la nature du paramètre u. Cela donne ce qu’on appelle
une paramétrisation en fonction de la longueur d’arc définie comme :

s(u) =
∫ u

u0

∥
∥
∥~P′(u)

∥
∥
∥du (1.15)

d’où u ≥ u0. Ce choix permet de garantir que :

s(u)≥ s(u0)
∥
∥
∥~P′(s)

∥
∥
∥= 1
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Ce choix permet aussi de simplifier la phase de modélisation du profil du mouvement et
du robot tout au long du trajet, voir chapitre .3 et [Boutalbi2019]. Nous référons à P(u)
lorsque nous discuterons une courbe avec une paramétrisation régulière arbitraire, et nous
ferons référence à P(s) lorsque nous discuterons d’une courbe paramétrée en fonction de
longueur d’arc s.
Pour résoudre le problème d’inversement (1.15), deux situations doivent être discutées :

1. Comment obtenir le paramètre s si la valeur de u est connue

2. et inversement, comment obtenir u si la valeur de s est connue.

La solution à ces deux problèmes n’est pas toujours évidente et fait l’objet de nombreuses
recherches, on cite par exemple [Sharpe1982, Guenter1990].

1.4.1 Spécification du chemin

D’une manière générale, la conception et la définition d’un chemin lisse s’appuient
sur des données préalables. Celles-ci proviennent par exemple d’un des algorithmes de
planification discutés dans les sections précédentes. On parle alors de reconstruction des
chemins sous la considération des contraintes spécifiques, telles que la continuité, les li-
mitations sur la courbure et ses dérivées, l’évitement de collision avec les obstacles, · · ·etc
. La forme à définir ou à reconstruire passera alors par des configurations spécifiques (in-
terpolation) ou à proximité de ces configurations (approximation), Figure.1.3.

Figure 1.3 – Interpolation vs Approximation

Autre que les points de passages, les définitions de courbe peuvent inclure :

1. Des spécifications géométriques telles que la direction tangente, la courbure du che-
min, · · ·etc.

2. Des spécifications sur les vitesses est les accélération aux points de départ et d’ar-
rivée, Figure.1.4.

Figure 1.4 – Un chemin avec des spécifications sur les positions finales, les directions et
la courbure dans le point b
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Le caractère lisse du chemin est mesuré en fonction de la continuité des courbes pla-
nifiées. Deux types de continuités peuvent être distinguées :

1. Continuité Paramétrique : Considérons la courbe définie par morceaux pour un
paramètre u varie de 0 à 3 (Fig. 1.5). La courbe est composée de trois pièces ou seg-
ments polynomiaux. Pour que la courbe soit considérée C1 (continuité paramétrique
d’ordre un), les premières dérivées des segments doivent être égales aux jonctions :

~P′
0(1) = ~P′

1(0) et ~P′
1(1) = ~P′

2(0) (1.16)

Pour que la courbe soit continue paramétrique d’ordre deux (C2), les premières et
secondes dérivées doivent être égales :

~P′′
0 (1) = ~P′′

1 (0) et ~P′′
1 (1) = ~P′′

2 (0) (1.17)

Figure 1.5 – Interpolation avec une continuité paramétrique C1

2. Continuité Géométrique : Une fonction qui permet d’interpoler deux points don-
nés avec des vecteurs tangents attribués (unité) est appelée interpolation G1. De
plus, si les courbures données aux deux points sont également satisfaites, on parle
alors d’interpolation Hermite de continuité G2, d’où les conditions des dérivées aux
limites sont exprimées sous la forme :

~P′
i (0) = mi(0)t̂i(0) ~P′

i (1) = mi(1)t̂i(1) (1.18)

avec m1 et m2 sont des paramètres quelconques. L’utilisation de la continuité géo-
métrique a produit deux degrés de liberté (m1 et m2) supplémentaires par segment de
courbe P(u). Ces degrés de liberté peuvent être utilisés comme poignées de forme
pour contrôler la forme de la courbe sans perte de continuité géométrique.

Outre les propriétés permettant à un planificateur de définir des chemins faisables
à base des fonctions définies par morceaux, nous avons également besoin des propriétés
facilitant le processus de planification d’un tel chemin et de le modifier partiellement pour
forcer les paramètres locaux d’un tel chemin à satisfaire des contraintes bien définies dans
une zone spéciale d’espace de travail. C’est ce qu’on appelle la propriété de Localisme. Le
Localisme est une propriété qui devient importante lors de la modification d’un segment
d’une courbe à plusieurs segments. Nous dirons qu’une courbe a un Localisme si les
modifications apportées à un seul segment de la spline n’affectent qu’un voisinage limité
de ce segment particulier et n’entraînent pas de modifications pour tous les segments de
la spline. Cette propriété offre la possibilité de modifier localement la forme d’une spline
(par exemple, pour contourner un obstacle) sans qu’il soit nécessaire de reconstruire sa
forme globale.
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Figure 1.6 – Interpolation avec une continuité paramétrique G1

1.4.2 définition du chemin

Étant donné une représentation appropriée d’un système robotisé et une map pour
l’environnement dans lequel il évolue, le problème de conception des chemins sous forme
paramétrique (1.14) est généralement reformulé comme un problème d’optimisation dé-
fini comme :

SPPProblem :

Étant donnée une représentation appropriée d’un système robotique et un plan

de l’espace de travail, définir le type et l’ordre minimum de l’équation para-

métrique P(u) qui minimise la fonction de coût J :

min J

sous les considérations :

(i)- Des conditions aux limites.

(ii)-Degré de continuité, géométrique ou paramétrique.

Le problème (Smooth Path Planning Problem) est basé sur le principe de définir une
fonction P qui respecte les conditions (i et ii) et assure l’optimisation d’une certaine fonc-
tion de coût noté J.

Considérant la fonction de coût J, des applications classiques (souvent pour des corps
rigides sans consiération de contrainte non-holonome) nécessitent de définir le chemin le
plus court, car l’exécution de mouvements redondants prend plus de temps, plus d’éner-
gie, · · · . Dans autres applications, le chemin doit être forcé de garder une certaine marge
de sécurité minimale par rapport aux obstacles afin de réduire les risques de collision
avec ces obstacles [Geraerts2007, Braghin2008, Chan2008]. L’optimisation de la cour-
bure du chemin planifié représente aussi un défi fondamental dans plusieurs applications
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robotiques sous des contraintes non-holonome [Kanayama1989, Berglund2008]. La mi-
nimisation du régime vibratoire représente un critère fondamental qui doit être considéré
lors de la conception d’un chemin faisable pour un système avec flexibilité dans sa struc-
ture [Cartmell2003]. Donc, un problème typique de planification de chemin est défini dans
le plus souvent des cas comme une fonction de l’un de ces critères ou la combinaison entre
eux.

En ce qui concerne avec le problème de définitions de la fonction P, plusieurs algo-
rithmes ont été proposés dans la littérature. Ces algorithmes peuvent être principalement
classifiés en trois catégories :

Fonctions d’interpolations

En raison de l’équilibre qu’elle possède entre la simplicité et la flexibilité, cette famille
des courbes est largement utilisée pour assurer que le chemin planifié passe par tous les
points de passage, voir par exemple [de Boor, Farin1997]. Généralement, cette classe de
fonction est disponible dans la littérature sous différentes représentations (polynomiales,
rationnelles, à base des fonctions Bersteins, à base des fonctions Hermites, · · · ) ce qui lui
donne des degrés supplémentaires pour résoudre différents types de problèmes selon le
critère de performance considéré. Les fonctions d’interpolation peuvent être classifiées en
interpolation paramétrique (avec contraintes paramétriques sur les dérivées des points de
passage) et interpolation géométrique (avec des contraintes géométriques dans les points
de passage).

Les fonctions "d’interpolation paramétrique" sont initialement introduites dans de
nombreux domaines de la robotique pour résoudre le problème de planification pour un
système holonome. Le chemin est obtenu dans ce cas comme des segments définis par
morceaux à base de fonctions polynomiales de Lagrange ou des fonctions splines [Sili-
ciano2010,Khalil2000]. Ces segments sont définis pour interpoler des points de passages
ou pour relier des segments spécifiques, tels que les lignes droites, les segments circu-
laires, · · · . L’allure du chemin planifié est contrôlée par le choix des points de passages
(nombre et positions), le type de la fonction d’interpolation et son degré.

La notion d’interpolation géométrique est initialement introduite dans le domaine
de CAGD (Computer Aided Geomtric Design) par Barsky et Beatty [Barsky1983] pour
la conception d’une famille de courbe notée β − splines. Cette notion de continuité géo-
métrique est par la suite introduite dans [Piazzi2002, Lo Bianco2004a, Piazzi2007, Lo
Bianco2010,Ghilardelli2014] pour définir une famille, connue sous le nom η i−Spline, i=
{1,2,3,4}, de fonctions polynomiales d’ordre 3, 5, 7 et 9 assurant une continuité géo-
métrique G1, G2, G3 et G4 respectivement pour définir le chemin d’un système non-
holonome. Une généralisation de cette approche pour résoudre le problème de planifi-
cation dans l’espace Cartésien est donnée dans [Sebbane2014]. Il existe aussi une autre
classe de fonctions d’interpolations géométrique connue sous le non "d’interpolation
Hermite" [Farin2002]. Les fonctions Hermite sont principalement basées sur le principe
de relier deux points sous la considération des exigences sur l’orientation et la courbure
(et ses dérivées) dans le point de départ, ainsi que pour le point final. Des chemins plus
complexes sont obtenus par l’interpolation de plusieurs segments. Ces techniques ont été
étendues dans plusieurs directions pour résoudre différents types de problèmes selon un
critère défini [Milica2018, Gašper Jaklic2011, Lu2018, Lu2015].
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Fonction d’approximations

Cette famille des courbes est basée sur le principe d’interpoler les points de départ et
d’arrêt et de passer de proximité des autres points (connue dans ce cas comme des points
de contrôle). Quelques types courants de courbes apparaissant dans le domaine d’infor-
matique et largement utilisés pour la planification des mouvements des systèmes robotisés
sont les courbes de Bézier, les courbes B-spline et les courbes B-spline rationnels non uni-
formes (NURBS) (voir par exemple [Bartels1987, Farin1997], · · · et autres ouvrages de
CAGD).

Les courbes de Bézier sont des fonctions pionnières dans cette classe. Elles sont des
courbes polynomiales paramétriques décrites pour la première fois en 1962 par Pierre
Bézier (ingénieur Arts et Métiers et Supélec à la régie Renault dans les années 1950) qui
les utilisait pour concevoir des pièces d’automobiles. L’algorithme de Casteljau a permis
d’inférer plusieurs propriétés très utiles dans le champ de la robotique [Farin2002]. Nous
pouvons citer essentiellement les propriétés d’enveloppe convexe (convex hull), l’inva-
riance sous des transformations affines, contrôle des conditions d’interpolation et degré
élevé de continuité (C∞ ).

La forme des courbes de Bézier est obtenue par un certain nombre de points de
contrôle. Cette propriété facilite la résolution des problèmes d’interpolation entre deux
points avec la considération des contraintes géométriques et paramétriques. Elle permet
aussi de résoudre le problème d’interpolation de plusieurs points de passages ou d’in-
terpoler des segments spécifiques. Dans ce cas, le chemin du robot est défini comme un
ensemble de segments reliés entre eux. Chaque segment est contrôlé par un ensemble
de points de contrôle [Yang2008a, Yang2008b, Yang2010, Walton2003, Dai2015, JAK-
LIC2010]. La propriété de "d’enveloppe convexe" indique qu’une courbe reste dans la
hull convexe de ses points de contrôle (Figure.1.7). Notez que cette propriété s’applique
également et uniquement aux courbes approximatives. Elle rend cette classe de fonction
très utile pour manipuler les systèmes robotisés dans des milieux largement encombrés
avec des obstacles et sous différentes considérations.

Figure 1.7 – La propriété d’enveloppe convexe pour les courbes d’approximation

Le principal inconvénient des courbes de Bézier est l’influence globale des points de
contrôle sur l’ensemble de la courbe. Cela présente deux problèmes majeurs : (1) chaque
modification d’un point de contrôle (insertion, déplacement, suppression) modifie globa-
lement l’allure du chemin et (2) le temps de calcul nécessaire pour un grand ensemble de
points de contrôle. Deux solutions peuvent être distinguées, l’interpolation d’un ensemble
de courbe de Bezier comme a été déjà motionné ou l’introduction d’une classe de fonc-
tion approximative dite B-Spline. Le problème de continuité est sérieusement posé dans
le premier cas.
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Comme les fonctions de Bézier-Splines, ces chemins sont des courbes approximatives
dans lesquelles les polynômes de Bernstein sont remplacés par les polynômes B-spline
B(k,d), d’où k est le nombre de points de passage(knot point), d est le nombre de points
de contrôle (Control point) pour chaque segment [Farin2002]. Ces fonctions sont dis-
ponibles sous différentes formes (polynomiale, rationnelle,· · · ) préservent les principales
caractéristiques des fonctions de Bézier avec une contrôlabilité locale du chemin planifié.
Elles sont largement utilisées pour différentes applications de la robotique (on cite par
exemple [Sankar1988, Thompson1987, Wang1988, Wang1990, Wu2009]). On peut faci-
lement noter la popularité particulière de cette classe pour résoudre différents types de
problèmes (optimisation de : la longueur du chemin, de la courbure, de la sécurité consi-
dérant l’évitement d’obstacles, en 2D tan que 3D) sous différente considération (tan-que
géométrique, paramétrique ou dynamiques).

Fonctions Basées sur primitives

Ce genre de fonction a été proposée essentiellement pour résoudre les problèmes de
planification pour les robots mobiles planaires, i.e. W =R

2 , avec peu d’applications pour
les systèmes robotisés dans l’espace Cartesien 3D. Au début, les recherches visaient des
solutions optimales pour la génération des chemins joignants des points attribués et avec
la considération d’un modèle simplifié du robot mobile connu sous le nom de "voiture de
Dubin". Les chemins sont constitués de segments rectilignes et d’arcs de cercle assurant
ainsi la bornitude de la courbure, tandis que, la minimisation de la longueur de la courbe
représentait le critère d’optimisation à respecter [Dubins1957, Dubins1961, Reeds1990].
Cependant, aux points de jonction entre les segments de ligne et les arcs de cercle, la cour-
bure du trajet est discontinue, de sorte qu’un robot mobile qui suit ces trajets doit s’arrêter
afin de réorienter ses roues. Nelson [Nelson1989], qui avait proposé deux primitives de
trajectoire, des fonctions d’ordre cinq pour les manœuvres de changement du sens de
mouvement et des splines polaires pour traverser des virages symétriques. Dans la même
période, Kanayama et Hartman [Kanayama1989] ont également proposé la planification
avec des trajectoires de courbure continue. Ils ont conçu la spirale cubique, un chemin
primitif qui minimise l’intégrale de la variation de courbure mesurée le long de la courbe.
Par la suite, Delingette et al. [Delingette1991] ont proposé une «spline intrinsèque», une
primitive qui permet de définir un chemin avec une courbure continue définie comme une
fonction polynomiale de la longueur de l’arc. Un axe de recherche commençant par Bois-
sonnat et al. [Boissonnat1994] et continué dans [Scheuer1998] et [Kito2003] a mis en
évidence l’opportunité de planifier des chemins avec une contrainte sur la dérivée de la
courbure. Fraichard et Scheuer [Fraichard2004] ont présenté une méthode de pilotage, ap-
pelée CCSteer, conduisant à chemins composés de segments de ligne, d’arcs de cercle et
de clothoïdes où le chemin global a une courbure bornée continue ainsi q’une dérivée de
courbure bornée. De son côté, Reuter [Reuter1998] est allé plus loin afin d’éviter les mou-
vements brusques, en proposant une approche de lissage pour obtenir des chemins avec
une continuité G3, c’est-à-dire que la courbure et la dérivée de courbure sont continues le
long du trajet du robot.

Comme résultat de ces travaux, un chemin optimal pour résoudre le problème de
"car de Debun" est composé de segments de type linéaire, arc circulaire et des primi-
tives avec une continuité géométrique G1 (clothoïdes) ou G2 (cornues spirales). Meek et
Walton [Meek1989, Meek1992, Meek2004] ont proposé des algorithmes pour la concep-
tion des chemins avec trois types de primitives (arc de cercle, ligne droite et clothoïdes)
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pour assurer des chemins avec une meilleure continuité géométrique, G{2/3}. L’utilisation
de ces primitives permet de concevoir des chemins avec une courbure continue, limi-
tée et localement monotone (linéaire en fonction de la longueur d’arc). Cette approche
souffre des problèmes de manipulations de ces primitives dans des milieux largement en-
combrés [Meek1989, Walton1996] et le problème d’évaluation numérique (en termes de
précision et temps de calcul) des intégrales de Freisnel [Mielenz1997a, Mielenz1997b].
Plusieurs solutions ont été proposées dans la littérature pour relever ces défis. Des clo-
thoides contrôlées avec des courbes de Bézier [Walton2012, Walton2003, Chen2017], de
B-spline [Walton2005] et de cubique rationnelle [Dietz2004, Dietz2008] ont été propo-
sées. La capacité des fonctions polynomiales η − splines pour l’approximation des pri-
mitives, lignes droites, arcs de cercle, clothoïdes et cornue spirale, est discutée dans [Lo
Bianco2004a,Lo Bianco2010]. Le problème d’interpolation Hermite G1 sous la contrainte
de minimisation de la longueur d’arc a été considéré dans [Bertolazzi2012].
Dans l’intention de définir des fonctions assurant des transitions lisses entre des primi-
tives de type arc de cercle et ligne droite , on peut aussi mentionné les travaux de [Fa-
rouki2012, Habib2007, Walton2007] qui sont basés sur un type de courbes noté " Hodo-
graphe de péthaghore (PH -Pythagorean-hodograph-)". Les courbes (PH) ont une pro-
priété distinctive de la vitesse paramétrique, c’est-à-dire la dérivée de la longueur de l’arc
par rapport aux paramètres de la courbe, est simplement un polynôme, plutôt que la racine
carrée d’un polynôme [Farouki1990, Farouki2008]. Cette propriété clé confère plusieurs
avantages de calcul importants aux courbes de PH, en termes de mesure de longueur d’arc,
de contrôle de mouvement en temps réel et de planification des trajectoires spatiales, pour
plus de détails les lecteurs peuvent consulter [Farouki2014,Farouki2017,Giannelli2016].
Retournant vers le problème général de conception des primitives spéciales pour la pla-
nification des chemins lisses, des fonctions logistiques sont utilisées dans les dernières
années par [Upadhyay2016, Upadhyay2018] pour la conception d’une nouvelle classe de
primitives en forme S et sous la considération des contraintes tangentielles pour un sys-
tème robotique planaire.

1.5 Profil du mouvement

Le deuxième défi lié au problème de la planification du mouvement est de spécifier
l’évolution dynamique du robot à chaque point du chemin par une fonction temporelle,
nommée profil de mouvement. Un profil de mouvement est défini comme un module qui
permet de fixer les positions, les vitesses ou les accélérations -comme une fonction de
temps- des axes du robot afin qu’il puisse réaliser la tâche spécifiée, tout en prenant en
compte la géométrie du chemin planifié et les différentes contraintes dynamiques reliées
au système. On peut supposer qu’un algorithme de planification de trajectoire prend en en-
trée : le chemin planifié (la fonction solution du problème "SPPProblem"), les contraintes
cinématiques et dynamiques du robot. La sortie de cet algorithme est la trajectoire des
articulations ou système robotique, exprimée sous la forme d’une séquence de valeurs de
position, de vitesse et d’accélération. L’idée proposée le long de cette thèse consiste à
choisir le temps t pour que le robot ( ou la charge manipulée) arrive à une distance s spé-
cifiée, où s : indique ici la longueur d’arc de la courbe, en utilisant les deux faits suivants :

— La distance parcourue par le robot peut être exprimée sous forme d’une intégration
numérique de sa vitesse pour sélectionner une fonction de vitesse appropriée, ap-
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pelée ξ (t) pour 0 ≤ t ≤ T , qui amène le robot à une configuration précise s à tout
instant t :

s(t) =
∫ t

0
ξ (t)dt ,0 ≤ t ≤ T (1.19)

— Ensuite, en utilisant le fait que la longueur d’arc s est liée à n’importe quelle forme
paramétrique par la relation :

ds
du

=

∥
∥
∥
∥

drd(u)
du

∥
∥
∥
∥

(1.20)

où :
∥
∥
∥

drd(u)
du

∥
∥
∥ : indique la norme euclidienne 3D de la courbe paramétrée.

pour sélectionner le paramètre u qui amène la charge à cette longueur d’arc s.
En utilisant les deux faits précédents, la trajectoire planifiée et ses dérivées temporelles

successives sont obtenues sous la forme :






rd(t) = rd(s(t))

ṙd(t) = sdrd(s)
ds

ṙd(t) = ṡdrd(s)
ds + ṡ2 d2rd(s)

ds2

. . .

(1.21)

Ainsi, le problème de la conception du profil de mouvement se transforme en problème
d’optimisation pour trouver la fonction de vitesse ξ (t) qui assure un transfert rapide du
système, tout au long d’un chemin ayant une longueur totale égale à L, en tenant compte
de la dynamique du robot. Ce problème peut être formulé comme suit :

STPProblem :

Définir le profil ξ (t) qui minimise la fonction de coût JJ :

min JJ

sous les contraintes :

(i)- Cinématique/ dynamique du système. (ii)- Chemin planifié. (iii)- Limites

physiques du robot.

Noter ξ (k) comme la fonction qui représente la dérivée d’ordre k de la fonction ξ (t). La
solution de l’optimisation du problème STPProblem nécessite la connaissance préalable
de :

— La forme de la fonction de coût JJ à optimiser.

— La forme générale du chemin planifié, telle que la longueur et la courbure.

— Le paramètre k qui spécifie le degré de lissage du profil de mouvement généré ξ (t).
Au moins, des profils de mouvement C2, (k = 1) sont nécessaires pour assurer un
déplacement lisse pour le robot.
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— Les conditions aux limites du profil de mouvement :






ξ (0) = ξ0, ξ (T ) = ξ f

ξ̇ (0) = ξ̇0, ξ̇ (T ) = ξ̇ f
...

ξ (k)(0) = ξ
(k)
0 ,ξ (T ) = ξ

(k)
f

(1.22)

— Les limites maximales du profil de mouvement et leurs dérivées temporelles :

ξ (t)≤ ξmax, . . . ,ξ
(k)(t)≤ ξ k

max (1.23)

Remarque 5 Quelle que soit la dimension du système considéré, l’approche découplée
permet de transformer le problème de commande en un problème unidimensionnelle qui
spécifie la vitesse d’une charge (robot mobile ou l’organe terminal d’un système articulé)
tout au long d’un chemin bien défini.

Les problèmes les plus souvent considérés dans la littérature peuvent être classifiés en
trois catégories [Biagiotti2008, Gasparetto2012] :

— Mouvement en temps minimum : Depuis plus de 60 ans [Pontryagin1962,Hermes1969,
Kahn1971], la planification de la trajectoire en temps minimal est une question qui
fait l’objet de nombreuses discussions dans la littérature scientifique, principale-
ment dans l’intérêt industriel de réduire les cycles de production et l’augmentation
de productivité. Pour ces raisons, il est possible de trouver une des centaines de
travaux scientifiques consacrés à la présentation d’algorithmes de planification de
trajectoire et la minimisation de l’indice de performance donné par le temps d’exé-
cution, voir par exemple [Tuttle2007] .

— Mouvement en énergie minimum : Le terme énergie, dans la plupart des situa-
tions où il est utilisé dans l’optimisation de trajectoire, ne correspond pas à une
quantité physique mesurée en joules, mais il fait partie intégrante des couples au
carré et mesure l’effort des actionneurs. Cependant, dans la littérature, il est pos-
sible de trouver également des algorithmes de planification dans lesquels l’indice
d’optimisation n’est qu’une énergie au sens strict. La planification de la trajectoire
basée sur des critères énergétiques présente de nombreux aspects intéressants [Ver-
gnano2012,Wigstrom2013,Salan2015,Hausler2016]. D’une part, il produit des tra-
jectoires lisses, faciles à suivre et réduisant les contraintes sur les actionneurs et la
structure du manipulateur. D’autre part, cette méthode permet d’économiser l’éner-
gie, ce qui n’est pas une simple implication économique, car cette caractéristique
peut être requise par des applications spécifiques, dans lesquelles la source d’éner-
gie est limitée par des facteurs techniques, comme les applications de la robotique
dans l’espace, en plongée Exploration ou pour des tâches militaires.

— Mouvement en Jerk minimum : Ce problème est apparu essentiellement si le
temps d’exécution de la tâche est fixé préalablement. La génération des trajec-
toires ne nécessite pas de valeurs discontinues des couples d’articulation [Béa-
rée2013, Biagiotti2012], un tel résultat est obtenu en imposant des limites supé-
rieures au taux de variation d’accélération. Ce type de solutions nécessite le calcul
de la dynamique du troisième ordre du manipulateur. La minimisation de la se-
cousse produit des résultats positifs, tels que : réduire l’erreur pendant la phase
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de suivi de trajectoire, réduire l’excitation des fréquences de résonance, limiter les
contraintes sur la structure du manipulateur et sur les actionneurs, ce qui permet des
mouvements naturels et coordonnés.

Outre les problèmes mentionnés ci-dessus, certains critères d’optimisation hybrides ont
également été proposés dans la littérature, par exemple l’énergie et le temps d’exécution
des tâches planifiés. Un planificateur de trajectoire peut aussi distingué en deux catégories
selon la tâche associée, les mouvements point à point et les mouvements le long d’un
chemin prédéfini.

1.5.1 Mouvement point à point (PTP)

Dans ce cas, le problème général d’optimisation consiste à déterminer la variable de
commande pour un système physique, de façon à réaliser un mouvement d’un état à un
autre selon un critère donné (temps, énergie, jerk), tout en étant soumis aux contraintes
fixes imposées par le système (vitesse, accélération, couple, · · · ) et aux conditions im-
posées par le point de départ et d’arrêt. Si un chemin est défini préalablement, la seule
connaissance requise dans ce cas est sa longueur totale. Puisque ce type de mouvement
est caractérisé par des contraintes fixe tout le long du chemin, le fonctionnement du ro-
bot est caractérisé généralement par trois phases, une phase d’accélération afin que l’ac-
tionneur atteigne sa vitesse maximale, une phase de mouvement à une vitesse constante
(maximale) et une phase de décélération pour que le robot atteigne sa vitesse désirée dans
le point final. Selon les exigences du système, les phases d’accélération et de décélération
peuvent être aussi définies comme un ensemble de sous phases (par exemple, accélération
linéaire, constante, décélération linéaire). Ce type de mouvement est caractérisé alors par
les instants dans lesquels le système commute d’une phase à une autre et le type de mou-
vement dans chaque phase. On peut distinguer les approches suivantes pour la synthèse
de ce type de mouvement :

Mouvement Bang-Bang :

Le principe de conception d’une loi de mouvement "Bang-Bang" consiste à saturer
la variable de commande du système (dans notre cas l’accélération de référence), ou une
de ses dérivées, en commutant un certain nombre de fois d’un niveau maximal à un ni-
veau minimal autorisés. La nème dérivée pour ce type de profil peut être réalisée par la
sommation d’échelons, retardés dans le temps, de différentes amplitudes :

s(n)re f (t) =
∣
∣
∣s
(n)
re f

∣
∣
∣
max

·

(
n

∑
i=1

Ai ·H(t −Ti)

)

(1.24)

avec |s(n)re f | représente la limite fixée pour la dérivée nème de la position, H la fonction de
Heavyside, Ti les instants de commutation des échelons d’amplitude Ai. L’instant initial
T0 sera pris égale à 0 et l’instant final sera noté Tn = Tf . Les limitations sur les dérivées
étant supposées symétriques, les amplitudes Ai vérifient Ai ∈ {2,1,−1,−2}. Un profil de
mouvement de degré n est défini essentiellement par 2n+1 instants de commutation. Cette
famille de profil représente un résultat naturel d’application du principe de Pontryagin
[Pontryagin1962]. Clairement, ce profil est caractérisé par les instants de commutation
d’un état à un autre. Ces instants sont obtenus sous la considération des différentes limites
sur les dérivées du mouvement et les conditions aux points de limites. Un exemple de
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conception d’un profil de mouvement d’ordre 2, sous la considération des limites sur la
vitesse et l’accélération, est donné dans le chapitre 3. Cet exemple montre la complexité
de dimensionnement d’un profil de mouvement avec un degré élevé de continuité et sous
différentes considérations dans les points de départ et d’arrivée. Pour dépasser ce défi, on
peut distinguer deux approches, des approches dites récursives et des approches basées
sur des filtres.

Les méthodes récursives sont basées sur le principe de saturer la nème dérivée du pro-
fil. Les (n−1)me dérivées sont obtenues alors par intégration successive. La (n)me dérivée
reste saturée jusqu’à ce que la (n−1)ème atteint sa valeur maximale pour se mettre à zéro.
De la même manière, la dérivée de (n− 1)me reste saturée jusqu’à ce que la (n− 2)ème

atteint sa valeur maximale, dans ce cas la (n)ème dérivée est saturée à sa valeur minimale
. Cet algorithme se répète récursivement, jusqu’à ce que le profil atteint sa position dési-
rée [Biagiotti2008,Lambrechts2005]. Les principaux avantages de ces algorithmes sont la
garantie : (i) de l’optimisation de la solution obtenue en termes de temps d’exécution de
la tâche et (ii) de la récursivité, ce qui permet de résoudre des problèmes de planification
en temps réel sous des conditions asymétriques dans les limites max des dérivées [Krö-
ger2006, Kim2007, Kröger2010]. Pour des raisons de complexité mathématique, l’appli-
cation de ces algorithmes reste limitée. Un algorithme qui assure une continuité C3 et
C4 sous la considération des limites symétriques et conditions initiales et finales nulles
est donné dans [Liu2002, Lambrechts2005]. Un algorithme basé sur une méthode de re-
cherche binaire est proposé dans [Ezair2014] pour définir des lois de mouvement avec un
degré supérieur de continuité, mais sans garantir l’optimalité de la solution proposée et
avec une augmentation considérable de la complexité numérique.

Contrairement aux méthodes récursives, l’idée de la conception des profils de mou-
vement à partir des filtres dynamiques consiste à reconstruire le profil souhaité à partir
des lois pré-calculées et préprogrammées (step, ramp, trapézoïdal, · · · ). Les filtres dyna-
miques pour la génération des trajectoires en temps réel peuvent être conçus de différentes
manières avec des niveaux de performances et de complexité très différents. Cependant,
on peut observer que les configurations de tels filtres sont basées sur deux schémas prin-
cipaux : la technique "Input Shaping" (IS) [Singer1990, Tuttle2007] et les filtres moyens
mobiles avec une réponse impulsionnelle finie [Kim1994, Jeon2000].

L’idée générale de conception des profils à partir de la technique (IS) consiste à convo-
luer l’entrée originale du système (la position désirée) avec un ensemble d’impulsions
spécifiques, appelé "Shaper", afin de produire une nouvelle entrée avec les performances
requises. Ces performances sont exprimées généralement en fonction de : Vibration rési-
duelle, robustesse, optimum, l’amplitude des impulsions et la simplicité pour une implé-
mentation en temps réel [Murphy1992,Singh1993,Singer1999,Park2006,Singhose2009].
Tandis que, l’implémentation de cette approche dans des problèmes typique est basée sur
le modèle dynamique du système et la connaissance de l’objectif associé (position dé-
sirée), plusieurs approches, plus ou moins complexes, ont été proposées pour résoudre
différente classe de problème tel que : la commande sous des conditions d’incertitudes du
modèle [Park2006, Cole2011] et la mise à jour dynamique du " Shaper" afin d’atteindre
des objectifs de planification en ligne du profil de mouvement [Thomsen2019]. Une autre
limite de cette technique est qu’elle ne permet pas de contrôler l’accélération, la vitesse et
d’autres dérivées du profil au point de départ et d’arrivée, ce qui la rend inapplicable dans
de nombreux domaines de conception des profils avec conditions spécifier dans le point
de limites.

Les avantages des techniques de filtrage, qui permettent de moduler correctement le
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1.5. Profil du mouvement

spectre de fréquence d’une loi de mouvement, sont combinés aux caractéristiques des
trajectoires en un temps optimal, dont les paramètres sont généralement définis dans le
seul but de rendre les trajectoires conformes à des limites données de vitesse, accélé-
ration, jerk, · · · . Le point clé est l’équivalence entre les trajectoires optimales avec des
contraintes sur les n premières dérivées et la sortie d’une chaîne de n filtres à moyenne
mobile. Par conséquent, dans ce cas, les filtres ne sont pas utilisés pour générer en ligne
une nouvelle trajectoire à partir de positions initiales et finales comme les planificateurs
IS, mais pour lisser une trajectoire donnée à partir d’un profil d’une vitesse trapézoï-
dale (Bang-Zéro-Bang en accélération) comme dans [Biagiotti2012, Béarée2013] ou à
partir d’un profil d’une accélération trapézoïdale [Béarée2014]. Cette méthode permet
de réduire la complexité des planificateurs récursive et de générer des mouvements sous
plusieurs contraintes d’asymétriques et conditions initiales non-zéro.

Mouvement polynomial et harmonique

Le problème d’optimisation (sans contraintes) ainsi défini peut se formuler sous une
forme quadratique classique : déterminer s(t) minimisant la fonctionnelle J donnée par :

J =
∫ Tf

0

(
dns(t)

dtn

)2

dt (1.25)

Une autre solution possible de ce problème est un polynôme d’ordre 2n−1 définie comme :

s(t) = ams(2n−1)(t)+am−1s(2n−2)(t)+ · · ·+a0 (1.26)

dont les coefficients ai seront fonction des conditions aux points extrêmes [?,K.Khalil2002].
Comme le mouvement résultant consiste toujours d’un basculement entre des phases

où l’accélération sera positive puis négative, cela laisse tout naturellement penser à la
forme périodique des fonctions trigonométriques comme des solutions plus lisse pour la
définition d’une autre classe de profil de mouvement. A priori, la fonction sinus vérifie
les contraintes d’une loi de mouvement. La loi de mouvement en accélération sera ainsi
définie par le paramètre d’accélération maximale Am et la durée du mouvement Tf :

s̈(t) = ξ̇ (t) = Am sin
(

2π
t
Tf

)

(0 6 t 6 Tf) (1.27)

On peut imaginer de nombreuses lois de mouvement à base de fonctions trigonomé-
triques ; par exemple, la loi en sinus carré d’accélération [Boutalbi2017, Béarée2007].

Remarque 6 Les algorithmes décrits dans cette section représentent les plus efficaces et
les plus simples solutions pour garantir l’optimalité du mouvement généré. Cependant,
elles ne considèrent pas les contraintes reliées aux chemins planifiés ni à la dynamique
du système au cours du mouvement. Ce dernier problème est pratiquement dépassé dans
plusieurs cas par la considération de certaines caractéristiques intrinsèques des systèmes
robotiques, évidemment, la caractéristique de linéarisation par bouclage statique et dyna-
mique. En raison de l’intérêt double de cette approche dans les cadres de la planification
du mouvement et du suivi des trajectoires générées, nous discuterons ce point au chapitre
2. Le problème de la planification avec définition préalable du chemin est discuté dans la
section suivante.
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Chapitre 1. Planification des mouvements pour les systèmes robotisés

1.5.2 Optimisation du mouvement le long d’un chemin prédéfini

Plusieurs approches ont été proposées dans la littérature pour inclure la nature du che-
min planifié et la dynamique du système directement dans le processus de planification,
voir par exemple [Kant1986, Kang Shin1985, Bobrow1985, Balkan1998, Palleschi2019],
· · · . Une approche qui attire l’attention des chercheurs est celle introduite par Bobrow [Bo-
brow1985] dans la fin des années 80 du dernier siècle. Dans cet algorithme, proposé ini-
tialement pour les bras manipulateurs avec une structure rigide, les limites sur les couples
sont définies comme une fonction des variables articulaires (q et q̇) et des variables ciné-
matiques (s et ṡ) ce qui permet de tenir en compte tous les limites l’hors de la conception
des trajectoires [Bobrow1985, Shiller1989, Pfeiffer1987]. Le mouvement du système est
défini en basculant l’accélération entre les niveaux minimaux et maximaux. Contraire-
ment au profil PTP (bang-bang en accélération), les limites d’accélération ne sont plus
constantes dans ce cas, mais sont définies comme une fonction de la position et la vitesse
actuelles du robot. Cette méthode a été étendue pour inclure des contraintes d’ordres éle-
vés telles que les forces dynamiques maximales que la charge utile peut tolérer, les limites
sur les dérivées d’ordre supérieures pour la vitesse (Jerk et Snap) et les couples. Cette ap-
proche a connue également une grande pénétration dans plusieurs domaines d’application
de la robotique, tels que les systèmes flexibles, les robots mobiles (planaire, aérienne, sous
marin), les systèmes chaotiques [Shiller1989, Tran2009, Antonelli2009, Lipp2014]. Tan-
dis que le problème de planification consiste principalement à définir les instants dans
lesquels la nème dérivée du profil de déplacement du robot commute d’un niveau à un
autre, cette approche est proposée de côte à côte avec plusieurs algorithmes d’optimisa-
tion sous différentes considérations ( minimisation du temps, d’énergie, Jerk ) et différents
niveaux de complexité. Comme toutes les méthodes conçues à base d’un modèle de ré-
férence, cette approche souffre le problème de connaissance des paramètres dynamiques
(masses, Inerties, centres de masses, · · · ) ce qui représente un défi fondamental dans le
domaine de la robotique.

On peut citer aussi les travaux de Lo Bianco [Lo Bianco2004b, Lo Bianco2004c, Lo
Bianco2005,Lo Bianco2006,Lo Bianco2013] qui a proposé un algorithme d’optimisation
qui a comme entrées la courbure d’un chemin planaire et un profil de mouvement a vi-
tesse bien définie à partir des fonctions polynomiales pour obtenir une vitesse qui permet
de minimiser le jerk le long du mouvement d’un car de Dubin dans un temps bien spéci-
fier. L’inconvénient principal de cette approche est qu’elle s’applique seulement pour les
robots mobiles et ne considère que les contraintes cinématiques sans considération des
limites dynamiques (couples et forces).

1.5.3 Mise en échelle des trajectoires " Trajectories scaling"

Une autre notion reliée aux problèmes de planification des mouvements pour les
systèmes robotiques est la notion de "mise en échelle " ou de "scaler" une trajectoire
("Trajectory scaling") [Gerelli2009, Lo Bianco2017]. Cette opération est effectuée gé-
néralement à l’aide d’un contrôleur secondaire pour modifier une trajectoire prédéfinie
afin d’atteindre des objectifs non inclus dans le problème initial de planification, pour
vérifier la faisabilité d’une trajectoire prédéfinie dans des conditions de fonctionnement
réelles ou pour assurer que les commandes délivrées par le robot reste toujours dans ces
conditions normales de fonctionnement lorsque la commande ou l’une de ces dérivées
sont saturées au cours du fonctionnement du robot [Moon1991, De Luca2002, Chevalle-
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1.6. Conclusion

reau2003].
Les deux dernières classes s’intéressent beaucoup plus avec le problème de faisabilités
des trajectoires optimales. On peut interpréter cet intérêt par trois raisons principales.
Premièrement, les planificateurs optimaux ne prévoient pas les effets des perturbations
externes qui agissent le fonctionnement réel d’un système robotique et, en tant que tels,
ne gèrent pas les incertitudes des modèles, surtout pour les méthodes développées à par-
tir du modèle du système telles que la IS (input Shaping) et la méthode de Bobrow. Par
conséquence, les perturbations et les erreurs de modélisation sont ensuite compensées
par une rétroaction qui génère des forces généralisées qui, étant différentes de ceux ini-
tialement prévus, pourraient saturer les actionneurs. Deuxièmement, ils ne peuvent pas
être utilisés dans des applications nécessitant une planification en temps réel, telle que,
par exemple, le suivi d’un objet mobile dont la trajectoire n’est pas connue a priori. Fi-
nalement, une loi de commande optimale implique une exploitation maximale d’énergie
du système, ces à dire, fonctionner le robot dans ces limites physiques ce qui augmente
les risques de saturer ces actionneurs. Pratiquement, on peut distinguer des saturations
cinématiques ou dynamiques. Les buts d’un scaler peuvent être obtenus à partir de la
modification de la loi du mouvement ou, rarement, par la modification du chemin initial
de mouvement [Lange2014]. Cette approche est vue également comme un moyen équi-
valent à la commande par rétroaction pour assurer la précision d’exécution des tâches
planifiées et de manipuler des problèmes d’incertitudes et des perturbation externes [Ge-
relli2009,Sun2016,Lange2016]. Des scalers hors ligne ont été proposés pour le traitement
du problème des incertitudes de modélisation [Hollerbach1984,Wigstrom2011]. Le com-
portement réel du système robotique est étudié à l’avance par l’exécution de trajectoires de
test qui sont ensuite utilisées pour générer des trajectoires quasi-optimaux dans un temps
qui évitent les saturations des actionneurs. La situation devient plus complexe lorsque
les trajectoires doivent être modifiées en ligne, par exemple dans le cas de suivi d’un
robot de référence ou pour gérer le problème d’imprécision dans le temps d’échantillon-
nage. Des propositions sont apparues dans [Chiaverini1999,Sugie2003,Antonelli2003,Lo
Bianco2017] pour des robots soumis à des contraintes cinématiques ou pour des systèmes
soumis à des limites dynamiques (couples, forces, ...) dans [Dahl1990, Lo Bianco2011].
Cette technique peut être aussi utilisée en exploitant les avantages des planificateurs PT P
en termes d’efficacité et de simplicité de calcul pour inclure totalement ou partiellement
la dynamique du système et/ou le chemin planifié. Les profils de mouvement Bang-Bang
’ordre n obtenus à partir d’un système de filtrage ne sont que des exemples typiques d’ap-
plication de ce principe dans le but est d’inclure des exigences sur des dérivées d’ordre su-
périeur à partir d’un profil un peu simple. La graduation des trajectoires peut être obtenue
par le forcement d’une trajectoire prédéfinie a passer d’un ensemble de points de passage
avec des contraintes bien définies sur la vitesse, l’accélération, · · · [Biagiotti2008]. Un
autre point de vue consiste à modifier les limitations physiques sur la vitesse et ces déri-
vées en fonction du chemin planifié [Boutalbi2019]. Cette méthode permet d’approcher
des solutions optimales avec des niveaux simplifiés ou gradués de complexité.

1.6 Conclusion
La planification de trajectoire est un problème fondamental pour les applications ro-

botiques. La capacité de générer des trajectoires avec des caractéristiques données est
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un élément clé pour garantir l’efficacité des résultats obtenus en termes d’optimalité, de
simplicité et d’adaptabilité. Deux problèmes de base ont été identifiés dans ce chapitre,
planification du chemin et génération des trajectoires. Le découplage des tâches de plani-
fication, Chemin-Trajectoire, a permis d’identifier un certains nombre de solutions pour
résoudre le problème global de planification des mouvements efficaces avec la considéra-
tion de différents types de critères sous différentes contraintes.
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2
Commande des systèmes non-linéaires

Ce chapitre survole les techniques de commande des systèmes
non-linéaires incertains. Les approches de linéarisation par
bouclage, les commandes par glissant d’ordre deux et les com-
mandes adaptatives seront introduites.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Après avoir planifier une tâche pour un système robotisé, la question posée, immédia-
tement, concerne le problème d’exécution des trajectoires planifiées. La précision, la sta-
bilité et la fidélité d’exécution des tâches posent alors les grands défis de ce problème. La
commande par rétroaction permet de répondre à ce problème globalement [Aström2008].
Le contrôle par rétroaction utilise des éléments de détection, de décision, d’actionnement
et, généralement, des connaissances préalables sur la structure et/ou les paramètres du
modèle commandé pour atteindre son objectif principal. Les performances du contrôleur
reposent donc sur la fidélité des éléments de détection et d’actionnement attachés avec
le système de commande ainsi que le degré de connaissance des paramètres de systèmes
sous contrôle. On se place alors dans un problème de commande sous des conditions
d’incertitudes dites paramétriques (relier aux degrés de connaissance des paramètres du
système) et non paramétriques (ou non modélisées).

Dans le domaine d’automatique, il existe deux méthodes principales pour la concep-
tion d’un contrôleur efficace sous des conditions d’incertitudes :

1. Les méthodes de contrôle robustes : avec une structure généralement fixe, ces mé-
thodes sont conçues pour compenser l’effet d’incertitudes, à condition que les para-
mètres incertains ou les perturbations soient bornées. dans cette classe on peut citer
les approches de commande par mode glissant [Utkin2009a], la commande H∞, la
commande synergique, · · · .

2. Les méthodes adaptatifs : où le contrôleur apprend et ajuste sa stratégie en fonction
des données mesurées. Ces méthodes sont généralement introduites dans les cas où
les paramètres du systèmes sont inconnus ou variants dans le temps [Sastry1989,
Ioannou2006, Astrom1994].

D’un autre point de vu, les stratégies de commande par rétroaction peuvent être classi-
fier en fonction de leur méthode de conception en deux grandes catégories : les méthodes
basées sur modèles et les méthodes non basées sur modèles [Fless2009, Fliess2013].
Comme ces dernières n’exigent pas la connaissance du modèle, elles sont plus simples
et plus robustes, mais ne garantissent pas l’optimalité des signaux de commande géné-
rés. Dans le domaine de commandes basées sur modèles, on peut distinguer plusieurs
approches qui ont des grands succès dans le domaine de la robotique, telles que le back-
stepping, la passivité et la linéarisation par bouclage statique/dynamique, · · · [Slotine1991,
Sastry1989, Khalil2000].
Après de courtes notions de bases sur l’étude des performances des systèmes robotisés et
systèmes non linéaires (autonome et non-autonome), nous introduisons dans le reste de
ce chapitre des techniques de commande avancées pour assurer la stabilité des systèmes
non-linéaires. Premièrement, on introduit le concept de linéarisation exact des systèmes
non linéaires. La linéarisation des processus mécaniques robotisés revient dans la plupart
des cas à des propriétés intrinsèques du système telles que la passivité et la platitude. Pour
un comportement plus robuste des systèmes commandés, les algorithmes de commande
par mode glissant d’ordre deux sont ensuite donnés. Le concept de commande adapta-
tive est introduit dans la dernière section pour résoudre le problème de commande sous
incertitudes paramétriques plus grand.
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Chapitre 2. Commande des systèmes non-linéaires

2.2 Commande des systèmes robotisés

Selon la terminologie de modélisation dans le chapitre1, un système robotique peut
être représenté soit par un modèle cinématique de la forme (1.7), dynamique de la forme
(1.6) ou la combinaison des deux (1.4). A partir de ça, on peut distinguer pratiquement des
systèmes commandés cinématiquement (vitesses ou accélérations dans plusieurs cas) et
des robots commandés dynamiquement (en couples ou forces). Le choix entre eux dépend
généralement de l’application en main et les capacités du système. Le modèle cinématique
est plus simple que le modèle dynamique. En particulier, il ne fait pas intervenir un certain
nombre de fonctions matricielles dont la connaissance précise repose sur celle des para-
mètres inertiels du robot et de ses actionneurs (masse, moments d’inertie, coefficients de
reconduction des moteurs électriques, etc...). Pour de nombreuses applications, il n’est pas
nécessaire de connaitre l’ensemble de ces termes avec précision. De plus, pour des robots
à motorisation électrique (servomoteurs), il est fréquent de disposer d’un asservissement
"bas niveau" en vitesse sur les moteurs, dont la grandeur en entrée est une vitesse désirée,
et ayant pour rôle d’asservir la vitesse du moteur à celle désirée. Si cet asservissement est
bien conçu, l’écart entre ces deux vitesses est toujours faible, de sorte que la vitesse dési-
rée peut à son tour être interprétée comme une variable de commande libre. Finalement,
s’il s’avéré que l’asservissement en vitesse évoque dans le point précédent, dont le rôle
est de découpler la partie dynamique de la partie cinématique du robot, n’est pas présent,
l’équation (1.5) peut alors être incorporée au modèle, en considérant que les couples four-
nis par les moteurs sont les variables de commande dont on dispose. Malgré ces avantages
d’une commande cinématique, leur application reste limitée par la fréquence de fonction-
nement (ou la vitesse de fonctionnement du robot). L’incorporation du modèle dynamique
du robot dans la phase de conception du contrôleur permet d’assurer des niveaux élevés
de précision pour l’exécution des tâches planifiées.

Exemple 1 Pour illustrer les performances et les limites de chaque méthode, soit l’exemple
d’un système dynamique de la forme :

Mẍ+b = F (2.1)

Le but est de concevoir la commande F pour que x faire la poursuite d’une trajectoire
désirée définie comme :

xd = a sin(wt),0 ≤ t ≤ t f

dans un temps fini t f .
Pour cela deux classes de commande ont été proposées :

— Une commande cinématique : dans ce cas, on a supposé qu’elle existe une rétroac-
tion de bas niveau définie comme :

F =−K(ẋ−u)

où u est une vitesse de référence, K est un gain de contrôle choisi suffisamment
large. Cette rétroaction est généralement équivalente à une boucle interne qui per-
met de réguler la vitesse d’un système motorisé. Sous cette considération la dyna-
mique (2.1) se résume à :

ẋ = u

Le but de contrôle consiste à définir la vitesse u pour que x− xd → 0.
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2.3. Analyse des systèmes non-linéaires

— Une commande dynamique : Le processus est commandé dans ce cas directement
par la commande F sans rétroaction interne, on peut définir alors :

F = ẍre f − k1(x− xre f )− k2(ẋ− ẋre f )

La figure 2.1 montre des résultats simulés sous l’environnement Matlab/Simulink pour
M = 5 et b = 0 et différentes gammes de pulsation w. Cette figure montre les limites de
la commande cinématique pour la gamme des vitesses très élevées, tandis que la com-
mande dynamique préserve presque les même performances quelque soit la fréquence de
fonctionnement.
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Figure 2.1 – Commandes dynamiques et cinématiques d’un système de deuxième ordre

2.3 Analyse des systèmes non-linéaires

Dans cette partie on introduit quelques notions de base pour évaluer les performances
des systèmes non-linéaires. Différentes notions de stabilité au sens de Lyapunov sont
introduites. La méthode de Lyapunov est largement connue dans le domaine de commande
des systèmes non linéaires puisque elle permet d’analyser la stabilité du système sans
connaitre explicitement la solution de l’équation différentielle qui représente l’évolution
de système sous contrôle(2.3). En plus de l’analyse de la stabilité du système, elle est
également utilisée comme un moyen pour concevoir des contrôleurs stables via le concept
de Contrôle avec une Fonction de Lyapunov ("CLF : Control Lyapunov Function") pour
un système commandé de la forme (2.2) [Khalil2000, Slotine1991]. Des définitions pour
les notions de commandabilité et de robustesse sont aussi introduites dans cette partie.

2.3.1 Stabilité

Quelque soit la nature de la commande pour un système robotique, on adopte la forme
générale suivante pour représenter l’évolution dynamique d’un processus non-linéaire
commandé :

ẋ =
d
dt

x = f (x,u, t), x ∈ R
n, u ∈ R

m (2.2)
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d’où x est le vecteur d’état du système, u est le vecteur de commande, t est le temps.
f ∈ [0,∞]×D → R

n est une fonction continue par morceau localement Lipchitz dans
f ∈ [0,∞]×D → Rn,D ⊂ R est le domaine qui contient l’origine.

Un système non commandé est donné sous la forme :

ẋ =
d
dt

x = f (x, t), x ∈ R
n (2.3)

On verra plus loin que l’on peut se ramener à cette dernière situation (2.3) dans le cas
de systèmes robotisés à commande u, par exemple au voisinage de points d’équilibre ou
d’orbites périodiques, la loi de commande en boucle ouverte ou fermée ayant été fixée au
préalable.

L’équation (2.3) est dite autonome ou stationnaire pour exprimer que la fonction f (x)
en tous point ne dépend pas l’instant de passage t. Le cas où l’équation différentielle de
la vitesse f (x, t) est exprimée explicitement comme une fonction du temps, le système est
dit "non-autonome ou in-stationnaire".

Système autonome

Soit un système autonome de la forme :

ẋ = f (x) (2.4)

On définit [Khalil2002] :

Définition 1 Un point d’équilibre (ou point singulier) du champ f ou, par extension, du
système (2.4), est un point x ∈ X tel que f (x) = 0.

Définition 2 On dit que le point x est stable au sens de Lyapounov, ou L-stable( Lyapunov
stable), si pour tout voisinage U1 de x il existe un voisinage U2 de x contenu dans U1 tel
que toutes les trajectoires partant d’un point quelconque de U2 à l’instant t = 0 restent
dans U1 pour tout t ≥ 0, i.e. :

∀ε > 0,∃δ (ε)> 0 telque ‖x0 − x‖ ≤ δ =⇒‖x(t,x0)− x‖ ≤ ε,∀t ≥ 0

Définition 3 On dit que le point x est Lyapounov-asymptotiquement stable, ou L- asymp-
totiquement stable, s’il est L-stable et si toutes les trajectoires partant d’un point quel-
conque d’un voisinage de x à l’instant t = 0 convergent vers x lorsque t → ∞.

Définition 4 On dit que le point d’équilibre x est Lyapunov-exponentiellement stable s’il
existe deux nombre α et λ sachant que :

∀t ≥ 0, ‖x(t)‖ ≤ α‖x(0)‖e−λ t

dans un voisinage U1 du point d’équilibre x.

Définition 5 Si la stabilité asymptotique (ou exponentielle) est vérifiée pour tous les états
initiaux, i.e. U1 = R, le point d’équilibre est dit globalement asymptotiquement (ou expo-
nentiellement) stable.

Théorème 1 S’il existe une fonction V définie dans un voisinage U de x, telle que :
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1. V (x) = 0 pour x = x et V (x)≥ 0,∀x 6= x.

2. d
dtV ≤ 0,∀x 6= x. Alors, le point d’équilibre est stable. V est noté dans ce cas sous
le nom de " Fonction de Lyapunov".

3. Si les conditions de stabilité sont satisfais et la condition (2) est forcée telle que :
d
dtV < 0,∀x 6= x, alors, le point d’équilibre est asymptotiquement stable.

4. De plus, si : V → ∞ pour ||x|| → ∞, alors le points d’équilibre est globalement
asymptotiquement stable et la fonction V est dite dans ce cas fonction de Lyapunov
propre ou stricte.

Système non-autonome

Ces notions de stabilité peuvent être aussi étendues avec la considération d’un système
non autonome de la forme :

ẋ = f (x, t) (2.5)

Considérons x = 0 comme un point d’équilibre pour le système (2.5). Ensuite, on peut
définir :

Définition 6 Le point d’équilibre x = 0 de (2.5) est stable (au sens de Lyapunov) si :

∀ε > 0,∃δ (ε, t0) : ‖x(t0)‖< δ =⇒‖x(t)‖< ε,∀t ≥ t0 ≥ 0

Définition 7 On dit que le point d’équilibre est uniformément stable si :

∀ε > 0,∃δ (ε) : ‖x(t0)‖< δ =⇒‖x(t)‖< ε,∀t ≥ t0 ≥ 0

Les théorèmes suivants sont suffisants pour prouver la stabilité uniforme du système
(2.5) :

Théorème 2 Soit V : [0,∞]×D → R est une fonction continue différentiable telle que :

W1(x)≤V (x)≤W2(x) (2.6)

V̇ =
∂V
∂ t

+
∂V
∂x

f (x, t)≤ 0 (2.7)

∀t ≥ 0 et ∀x ∈ D,d’où W1(x) et W2(x) sont des fonctions définies positives continues sur
D.

Ainsi, le point d’équilibre est uniformément stable.

Théorème 3 Supposons que les hypothèses du théorème.2 soient satisfaites et la condi-
tion de (2.7) renforcée comme :

V̇ =
∂V
∂ t

+
∂V
∂x

f (x, t)≤−W3(x) (2.8)

avec W3(x) est une fonction définie positive continue sur D. Ensuite, le point d’équilibre
est uniformément asymptotiquement stable.
Si D=R

n et W1(x) n’est pas limité radialement, alors x= 0 est globalement uniformément
asymptotiquement stable.
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2.3.2 Commandabilité

Un autre paramètre qui caractérise l’évolution dynamique d’un système non-linéaire
est la notion de commandabilité. Cette notion représente un point d’intersection entre les
domaines de commande et de planification.

Définition 8 [Bonnans2005] Le système (2.3) est dit commandable en temps T ≥ 0, si
est seulement si, pour p et q ∈ R

n, il existe une trajectoire t ∈ [0;T ] → u(t) ∈ R
m, dite

aussi commande en boucle ouverte qui amène le système de l’état x(0) = p à x(t) = q,
c.à.d, telle que la solution du problème de Cauchy :

ẋ = f (x,u(t)) pour t ∈ [0,T ]

x(0) = p
(2.9)

vérifie x(T ) = q.
Le système est dit simplement commandable lorsqu’il est commandable au moins en

un temps T ≥ 0.

2.3.3 Robustesse

En plus de la stabilité, un deuxième intérêt fondamental de la commande par rétro-
action est d’assurer la robustesse du système commandé. La robustesse est la propriété
des systèmes dynamiques de résister différentes variations du système sans dépasser les
limites de tolérance prédéterminées au voisinage d’un comportement dynamique nomi-
nal [Weinmann1991]. On peut distinguer les variations suivantes : faible connaissance des
processus, modèles d’ordre réduit, paramètres dynamiques incertains ou variables dans le
temps, non-linéarités telles que le retard de réponse ou mauvaise connaissance de période
d’échantillonnage, erreurs ou conditions initiales non nulles est inconnues, bruits internes
ou externes additifs inconnus, influence de l’environnement.

2.4 Linéarisation par Bouclage

Dans le chapitre.1 (Remarque.6) nous avons mentionné l’existence d’une méthode
qui permet d’inclure explicitement la dynamique d’un système robotisé dans le cadre
de la génération optimale d’une trajectoire pour un système linéaire. Cette méthode est
basée sur le principe de transformer le problème de commande d’une forme complexe
non linéaire en une forme linéaire simple et commandable définie comme :

ż = Az+Bv, z ∈ R
n′ , v ∈ R

m (2.10)

via un bouclage v (dynamique/statique) non singulier et un difféomorphisme z d’espace
d’état (ou de sortie) étendu. Les systèmes non-linéaires s’apparaissent dans ce cas comme
des analogues des systèmes linéaires. Cette approche fournit une simplification de l’ana-
lyse, de planification et du contrôle pour les systèmes non-linéaires transformables en
(2.10). Cependant, le problème de classification des systèmes non linéaires transformables
en (2.10) et des transformations (z et v) nécessaires pour atteindre cet objectif pose un
grand défi [Charlet1989, Krener2014]. Derrière cette problématique de transformation

38



2.4. Linéarisation par Bouclage

entre les systèmes (2.5) et (2.10), plusieurs questions seront posées : es-qu’elle existe
une telle transformation ? Quelle type s’agit elle ? Et es-qu’elle est réversible? On peut
donc reformuler cette problématique en disant que le but consiste à déterminer a quelle
condition il existe un changement de coordonnées (dit aussi difféomorphisme s’il est ré-
versible) et un bouclage approprié qui transforment localement (ou globalement) les tra-
jectoires d’un système non linéaire en un système linéaire. Ce problème a été étudié dans
la littérature scientifique de différents points de vue. D’un point de vu pratique, la réponse
à une telle question permet de simplifier considérablement les problèmes de conception et
de développement des commandes optimales, stables et robustes pour les systèmes non-
linéaires. D’un point de vu mathématique, cette approche est basée sur la notion d’équi-
valence entre deux systèmes. L’intérêt de cette équivalence est illustré dans cette section
en premier lieu pour un système linéaire commandable transformable en forme canonique
puis sur un système non-linéaire.

2.4.1 Systèmes linéaires

Pour introduire l’idée d’équivalence entre deux systèmes et l’importance de la notion
de commondabilité d’un système linéaire (2.10), on considère le système linéaire régi par
la représentation d’état :

ẋ = Ax+Bu, x ∈ R
n, u ∈ R

m (2.11)

avec A et B sont des matrices constantes. Alors, les résultats suivants peuvent être intro-
duits [Bonnans2005] :

Théorème 4 Le système (2.11) ou le pair (A;B) est commandable, alors les déclarations
suivantes sont équivalentes :

1. La matrice de commandabilité Mc =
[
A AB · · ·An−1B

]
est a plein rang, ou rang(Mc)=

n.

2. La matrice du Grammien de commandabilité Wc =
∫ t

0 eAξ BBT eAT ξ dξ est définie
positive pour n’importe quelle t.

3. Test de Popov-Belivitch-Hautus (PBH) :

— La matrice λ I −AB est à plein rang pour tous λ .

— Prenant lambda une valeur propre quelconque et x le vecteur propre de gauche
correspondant de A, i.e. xT A = xT λ , alors xT B 6= 0.

Théorème 5 Tous système linéaire commandable à n états et m entrées, correspond à
une paire (A;B) est équivalent à sa forme canonique :

y(α1)
1 = v1,y

(α2)
2 = v2, · · · ,y

(αm)
m = vm (2.12)

via un changement d’état (difféomorphisme) de la forme :

z = Mx (2.13)

et un bouclage de la forme :
u = Kz+Nv (2.14)

avec : z =
[

y1,y
(1)
1 , · · · ,y(α1−1)

1 , · · · ,ym,y
(1)
m , · · · ,y(αm−1)

m

]

d’où, αi sont des entiers posi-

tives. M et N sont des matrices réversibles de dimension (n× n) et (m×m) respective-
ment. Les m quantités y sont appelées sorties de Brunovsky.
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Théorème 6 (Placement de pôles) Si le système est commandable, on peut placer les
valeurs propres de la matrice A+BK du système bouclé par un bouclage d’état u = Kx
adéquat, de façon arbitraire dans le plan complexe.

Les conséquences de ces résultats sont très importantes dans la théorie de contrôle, puisque
à l’aide de la forme canonique, on peut facilement planifier des trajectoires optimales sous
différentes contraintes différentielles et de concevoir des commandes pour stabiliser le
système commandable.

2.4.2 Système non-linéaires

On peut noter que la notion d’équivalence entre un système linéaire commandable
et un système sous forme canonique permet de faciliter le traitement du problème de
commande sous des contraintes. Nous allons voir dans cette partie qu’il est possible de
généraliser cette propriété dans de nombreux cas des systèmes non linéaires, mais mal-
heureusement pas pour tous. Dans la plupart des cas, cette équivalence est fournie comme
un résultat naturel de certains propriétés physiques du système telles que la platitude, la
passivité et d’autres.

Lemma 1 [Charlet1989, Bonnans2005] Les deux proposition suivantes sont équiva-
lentes :

1. Le système étendu

ẋ = f (x,u)

u̇ = u
(2.15)

est linéarisable par bouclage statique (u est ici la commande).

2. Le système
ẋ = f (x,u) (2.16)

est linéarisable par bouclage statique.

L’énoncé de Lemma1 implique qu’il est toujours possible, et sans perdre de généralité, de
considérer le problème de linéarisation d’un système affine de la commande de la forme
(2.17) au lieu d’un système de la forme (2.2).

ẋ = f (x)+g1(x)u1 +g2(x)u2 + · · ·+gm(x)um (2.17)

Un système non-linéaire de la forme (2.17) peut être aussi défini par le paire ( f ;G )
où G = sp{g1,g2, · · · ,gm}.

Définition 9 Deux sous systèmes ( f ,G ) et ( f̃ , G̃ ) sont équivalents par rétroaction si :

1. G = G̃

2. f +g = f̃ pour un champ vecteur g ∈ G où g(0) = 0, , f − f̃ ∈ G

La première transformation proposée dans la littérature pour atteindre l’objectif de trans-
formation d’un système non linéaire (2.17) en forme linéaire commandable avec paire
(A,B) est donnée comme un changement de coordonnées dans l’espace d’état de la forme
(voir par exemple [Cheng1988]) :

x = φ(z), x ∈ R
n, z ∈ R

n′ (2.18)
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d’où φ(z) est connue sous le nom du Difféoromophisme. On note ici que n
′
= n et u = v.

Elle s’agit d’une linéarisation sans bouclage de l’entrée.
Dans [Brockett1978], il a été proposé d’élargir la classe de transformations (2.18) en
ajoutant également des transformations à retour d’état (β est une matrice m×m réversible
constante).

u = α(x)+βv, v ∈ R
m (2.19)

Cette approche a été ensuite généralisée dans [Isidori1986a,Isidori1986b] en introduisant
les transformations de retour d’état :

u = α(x)+β (x)v, v ∈ R
m (2.20)

avec β (x) est une m×m matrice inversible. Les conditions nécessaires et suffisantes qui
identifient les systèmes (2.17) peuvent être transformées en (2.10) par un changement non
linéaire de coordonnées de la forme (2.20) et une rétroaction d’état de la forme (2.19) sont
données dans [Isidori1995].

Afin de mesurer le degré de non-linéarité de (2.17), les systèmes peuvent être trans-
formés par (2.19) et (2.20) en systèmes linéaires du type suivant, avec (A;B) est une paire
contrôlable :

ż(1) = Az(1)+Bv, z(1) ∈ R
p

ż(2) = γ
(

z(1),z(2)
)

+δ
(

z(1),z(2)
)

v, z(2) ∈ R
n−p

(2.21)

ont été étudiés d’abord dans [Krener1983] dans le cas m = 1, puis dans [Marino1986]
dans le cas général (voir aussi [Lewis1985] et [Byrnes1986]). En particulier, il est mon-
tré qu’un ensemble d’indices de contrôlabilité (ki, · · · ,km) est associé à n’importe quel
système non linéaire (2.17) et que l’entier p = ∑

m
i=1 k donne la dimension du plus grand

sous-système linéarisable par rétroaction statique de la forme (2.20).
La stabilité et la robustesse de ces systèmes sont alors exprimées d’une part par la partie
linéarisée et d’autre part par la partie non linéaire (zéro dynamic). Cependant le com-
portement de cette partie non linéaire est inconnue a priori, on ne peut constater que la
stabilité ou l’instabilité du système bouclé. En outre, cette stabilité dépend du choix des
coordonnées qui sont effectivement linéarisées.

Une généralisation des transformations de retour d’état statique (2.20) est donnée par
les transformations de retour d’état dynamique :

ẇ = a(x,w)+B(x,w)v, w ∈ R
q

u = α(x,w)+β (x,w)v, v ∈ R
m

(2.22)

avec q est l’ordre du compensateur.
La compensation dynamique (2.22) a été introduite dans [Singh1980] pour l’étude du

découplage entrée-sortie du systèmes non linéaires (2.17) avec des sorties y = h(x),y ∈
Rs, s ∈ N. Dans [Isidori1986b, Charlet1989, Isidori1995], il existe des conditions suffi-
santes dans lesquelles un système (2.17) est simultanément découplé et linéarisable en
mode entrée-sortie par un compensateur dynamique (2.22) et un difféomorphisme de la
forme :

z = φ(x,w) (2.23)

D’une manière générale, vérifier qu’un système est linéarisable par rétroaction semble
être un problème très difficile et reste ouvert jusqu’à présent. Il n’existe pas une méthode
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crucial pour assurer si un système ou une partie est linéarisable ou non. Une des raisons
majeures est qu’on ne sait pas si la dimension du retour dynamique peut être limitée a
priori. Notez que le fait de prendre en compte les retours non réversibles augmente la
complexité du problème, même pour les retours statiques. Jusqu’à présent, seuls quelques
cas très spéciaux ont été examinés. En particulier, il existe une belle caractérisation géo-
métrique en termes de crochet de Lie de systèmes linéarisables par rétroaction statique
inversible [Slotine1991, Isidori1995].
Nous mentionnons également des résultats intéressants de [Isidori1986a] qui affirme les
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un système soit linéarisable par bouclage
statique, les résultats de [Charlet1989] qui donne des conditions nécessaires pour que des
classes spécifiques de systèmes affines de la forme (2.17) soit linéarisable par bouclages
dynamiques et finalement le résultat de Fliess [Fliess1993, Fliess1995] et son co-auteurs
pour les systèmes désignés comme des systèmes plats.

Théorème 7 [Isidori1986a] (CNS pour bouclage statique) Un système ( f ,G) est linéa-
risable par bouclage statique de la forme (2.20) si et seulement si :

1. Les distributions G sont involutives et de rang constant pour tous i = 0,1,2, · · ·
(stable par le crochet de Lie), d’où :

G = sp{g1,g2, . . . ,gm}

2. dim(Gn−1) = ndansU0

Théorème 8 (CS pour bouclage dynamique pour des classes spécifiques des systèmes
non-linéaires) [Charlet1989]

1. Soit un système affine ( f ,G) avec m = 1. Ce système est linéarisable avec bouclage
statique, alors il est linéarisable par bouclage dynamique.

2. Soit système ( f ,G) affine tel que

(a) m = n−1 > 1, ∑
m
i=1 ki = n−1

(b) l’approximation linéaire autour de point d’équilibre 0 :

ẋ =
∂ f
∂x

∣
∣
∣
∣
x=0

x+G(0)u = Fx+Gu ( rang G = n−1)

alors, il est linéarisable par bouclage dynamique d’ordre n−2.

Définition 10 (Système plat) Mathématiquement, on dit qu’un système X ×U ×R
m
∞, f à

m entrées est différentiéllement plat, ou, plus brièvement plat, s’il est localement équi-
valent au système trivial (Rm

∞,τm), où m est le champ de vecteur trivial sur Rm
∞ muni des

coordonnées (y, ẏ, ÿ, · · ·) :

τm = ∑
j≥0

m

∑
i=1

y j+1
i

∂

∂y( j)
i

(2.24)

Le vecteur y = (y1,y2, · · · ,ym) est appelé vecteur des sorties plates.

Les principaux résultats concernant l’identification et la linéarisation des systèmes
plats sont résumés dans le théorème suivant :

Théorème 9 Soit un système non-linéaire plat avec y comme un vecteur de sorties plates,
alors :
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1. le nombre de composante d’une sortie plate est égal au nombre d’entrées indépen-
dantes.

2. Ce système est localement accessible.

3. Ce système est linéarisable par un bouclage dynamique endogène. Inversement tout
système linéarisable par un bouclage dynamique endogène est plat.

4. En outre, si le système admet une représentation d’état de dimension n a m entrées,
ils existent des entiers r1,r2, · · · ,rm avec ∑

m
i=1 ri ≥ n tels que x et u soient données

par :

x = φ0

(

y1, ẏ1, · · · ,y
(r1)
1 , · · · ,ym, ẏm, · · · ,y

(rm)
m , · · ·

)

u = φ1

(

y1, ẏ1, · · · ,y
(r1+1)
1 , · · · ,ym, ẏm, · · · ,y

(rm+1)
m , · · ·

) (2.25)

et tels que le système bouclé soit difféomorphe au système linéaire commandable
sous forme canonique :

y(r1+1) = v1

...
...

y(rm+1) = vm

(2.26)

5. Un système linéaire condamnable possède toujours une sortie plate.

On peut noter donc que les sorties plates (ou le concept de linéarisation par bouclage)
sont la prolongation au domaine non linéaire des sorties de Brunovsky et de la mise sous
forme canonique commandable d’un système linéaire stationnaire. Le concept de plati-
tude est très utilisé dans les situations qui exigent la génération des trajectoires optimales.
Les sorties plates d’un systèmes non-linéaire permettent surtout de planifier très simple-
ment les mouvements faisables d’un système robotisé pour aller d’un état vers un autre,
tous en respectant des limites différentielles sur le mouvement du système (planification
de trajectoires sous contraintes cinématiques). Elles permettent également de construire
le bouclage ("feedback") qui assure le suivi asymptotique d’une trajectoire de référence
arbitraire (stabilisation par placement de pôles).
L’un des principaux problèmes est l’existence d’un critère calculable pour décider si le
système non linéaire (2.17) est plat. Cela signifie qu’il n’existe pas de méthode systéma-
tique pour construire une sortie plate. La situation est en fait un peu analogue à celle des
fonctions de Lyapunov. Elles sont très utiles à la fois d’un point de vue théorique bien
qu’il n’y ait pas de méthodologie de calcul proprement dite. Cependant, de nombreux
systèmes réels sont plats, la notion de platitude a donc un grand intérêt pratique.
Le problème de suivi des trajectoires pour un système plat (linéarisable par bouclage) peut
être résolu avec une loi de commande basée sur le principe d’équivalence par bouclage
dynamique endogène. En réalité, cette équivalence est exprimée comme une fonction des
sorties plates, ses dérivées et d’autre paramètres dynamiques (mass, inertie, ...) du sys-
tème. Le succès dans la réalisation des objectifs du contrôleur dépend beaucoup de ce qui
est pris en compte dans le modèle considéré, la précision des différenciateurs temps réel
associé avec le contrôleur pour estimer les dérivées des sorties plates et la certitude de
connaissance des paramètres du système. Malgré de l’efficacité des contrôleurs basés sur
une linéarisation dynamique endogène dans le rejet des perturbations externes, comme le
montrent [Hagenmeyer2003], le problème de robustesse vis-à-vis les variations paramé-
triques et non-paramétriques reste non résolu par des techniques de commande conven-
tionnelles est fortement posé dans ce cas. De plus, le problème est plus compliqué dans
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le cas où les paramètres du système sont totalement inconnus ou variant dans le temps.
On peut noter aussi que le concept de platitude forme une approche de linéarisation dite
(entrées-sortie plates) qui partage avec les techniques de linéarisation entrée-sortie le pro-
blème de stabilité du dynamique interne dénoté " dynamique de zéro ", essentiellement
dans le cas où les sorties plates du système ne se confondent pas avec les sorties du sys-
tème.
Malgré ces critiques reliés principalement à la robustesse de cette approche, elle peut être
vue comme un bon point de départ vers des solutions plus efficace. Cette approche peut
répondre au problème de planification de mouvement (ou commande en boucle ouverte
dans le contexte de contrôle). Elles permettent d’assurer la génération des commandes
lisses qui répondent aux différentes exigences et limites de commandes d’un système ro-
botique. De plus, les sorties plates d’un système physique ont, dans la plupart des cas, un
sens physique ce qui permet d’aider le choix de la surface de glissement dans un contrô-
leur à base de mode glissant pour le suivi des trajectoires dans des systèmes avec des
paramètres incertains ou mal connus ou le choix d’une loi de commande adaptative dans
le cas où les paramètres de système sont totalement inconnus. Les fondements de ces deux
dernières techniques sont le sujet des deux sections suivantes.

2.5 Commande par mode glissant

La commande par mode glissant, introduite par V.Utkin dans la fin des années 70
du dernier siècle [Utkin1977, Utkin1993b], implique la sélection d’une variable de glis-
sement dans l’espace d’état du système et une commande discontinue assurant des per-
formances spécifiques au système. Cette approche est caractérisée par une grande préci-
sion de régulation, une petite sensibilité face au différents types d’incertitudes, tels que
les variations paramétriques du système et les perturbations externes. Elle assure aussi
une convergence en temps fini de la surface de glissement vers zéro. Le chattering est
connu comme le défi fondamental face à l’implémentation pratique de cette technique.
Initialement, l’application de cette technique est limitée pour les systèmes à degré relatif
égale à un par rapport à la surface de glissement choisie. Une nouvelle génération des
modes glissants connue sous le nom de Mode Glissant d’ordre élevé (HOSMC :High Or-
der Sliding Mode Control) est introduite dans les années 90 pour étendre le concept de
mode glissant conventionnel au système avec degré relatif supérieure ou égale à deux [Le-
vant1987,Emel’yanov1993]. Afin de synthétiser une commande par mode glissant d’ordre
r pour un système non-linéaire de la forme (2.2), on doit choisir une surface de glissement
telle que :

σ (r) = f (σ , · · · ,σ (r), t)+g(σ , · · · ,σ (r), t)u (2.27)

d’où r ∈ R représente dans ce cas le degré relative de la commande u par rapport à la
surface de glissement , σ et σ̇ , · · · sont les états du système (surface de glissement),
x1 = σ est la sortie, u est l’entrée de commande. f (σ , · · · ,σ (r), t) et g(σ , · · · ,σ (r), t) sont
des fonctions inconnues supposées bornées.

Dans ce chapitre nous avons focalisés notre étude à la conception d’un contrôleur
robuste pour les systèmes vérifiant r = 2. La surface de glissement est donnée dans ce cas
comme :

σ̈ = f (σ , σ̇ , t)+g(σ , σ̇ , t)u (2.28)
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On suppose aussi que la première et la deuxième dérivées des fonctions f et g sont bor-
nées.
L’objectif fondamental de la commande par mode glissant d’ordre deux est la concep-
tion d’une commande discontinue qui assure la stabilisation en temps fini de l’origine
(σ = σ̇ = 0) du système (2.28), malgré la présence des fonctions d’incertitudes. Plusieurs
algorithmes existants dans la littérature sont des cas particuliers de la loi de commande
par mode glissant d’ordre deux généralisé définie comme [Levant2007] :

u =− r1 sign
(

µ1σ̇ +λ1|σ |1/2 signσ
)

− r2 sign
(

µ2σ̇ +λ2|σ |1/2 signσ
)

,r1,r2 > 0
(2.29)

d’où r1 et r2 sont des paramètres de commandes. On peut extraire à partir de (2.29) les
lois de commande suivantes :

1. Le Twisting algorithme, d’où la commande u est donnée sous la forme :

u =−r1 sign(x1)− r2 sign(x2) (2.30)

Cet algorithme peut être obtenue à partir de la loi (2.29) par le choix :µ1 = 0,λ1 =
1,µ2 = 1 et λ2 = 0.

2. Considérant le cas où : µ1 = µ2,λ1 = λ2, la loi de commande (2.29) s’écrit alors :

u =−α sign
(

σ̇ +β |σ |1/2 signσ
)

(2.31)

avec α = r1+ r2,β = λ1/µ1. Cette loi de commande est connue sous le nom Mode
glissant terminal.

3. Algorithme sous-optimale : Cet algorithme est donné sous la forme

u =−r1 sign(σ −σ∗/2)+ r2 signσ∗, r1 > r2 > 0 (2.32)

d’où, σ∗ est la valeur actuelle de σ détectée dans l’instant le plus proche quand
σ̇ = 0, avec σ̇(0) = 0.

Théorème 10 [Levant2003] Les lois de commande (2.30,2.31,2.32) assurent une conver-
gence en temps fini (stable en temps finis) de toute trajectoire (2.27) vers la surface de
glissement σ = σ̇ = 0. Le temps de convergence tconv est une fonction de conditions ini-
tiales σ(0) et σ̇(0).

L’énoncé du théorème.10 représente un résultat naturel de la propriété d’homogénéité des
algorithmes (2.30,2.31,2.32) [Levant2007] et d’autre algorithme d’ordre supérieur [Le-
vant2005, Levant2011, Livne2014, Levant2016]. Cette propriété a une grande importance
dans le domaine de conception et d’analyse des commandes par mode glissant d’ordre
supérieur. Également, on peut noter que pour cette classe de système avec un degré d’ho-
mogénéité négative, la stabilité asymptotique (au sens de Lyapunov) du système implique
la convergence de la sortie du système vers la surface de glissement dans un temps fini.
On doit noter aussi la robustesse de cette classe de système face aux perturbations. Cela
implique qu’un système homogène (avec degré d’homogénéité négatif) perturbé assure
l’existence d’un mode glissant réel autour de la surface de glissement choisie avec une
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précision dépend des borne d’incertitudes. La convergence vers la surface de glissement
est établie dans un temps fini.

Une autre classe des algorithmes de commande par mode glissant qui attire l’attention
des chercheurs dans le domaine de commande par mode glissant d’ordre deux est connue
sous le nom de Super-Twisting [Moreno2012] . Cette loi de commande est appliquée
principalement pour les systèmes avec un degré relatif égale à un. Elle permet d’atténuer
le phénomène de chattering dans ce cas. La loi de commande pour cet algorithme est
définie comme :

u =−m1
√

|σ |sign(σ)+ v, v̇ =−m2 sign(σ) (2.33)

dans le cas où la surface de glissement est donnée comme : σ̇ = f ()+ g()u, avec m1 et
m2 sont des paramètres positifs.
Puisque la loi de commande (2.33) n’exige pas la dérivée de la surface de glissement, elle
conçue aussi un bon moyen de dérivation en temps réel d’une fonction F(t) [Levant1998].

Remarque 7 Les lois de commande (2.30,2.31,2.32) peuvent être aussi utiliser pour la
commande d’un système avec un degré relatif égal à un dans le but de minimiser le phé-
nomène de chattering. L’idée dans ce cas consiste à considérer, u̇, l’extension de la com-
mande u, comme une nouvelle entrée de commande.

Remarque 8 Dans le domaine de commande par mode glissant d’ordre deux (ou gé-
néralement le mode glissant d’ordre superieur), il est toujours préférable de concevoir
des différenciateurs exacts et robustes pour l’estimation de la dérivée de la surface de
glissement σ . Le contrôleur est connu donc sous le nom mode glissant par retour de
sortie [Levant2003].

L’analyse des performances des contrôleurs (2.30,2.31,2.32 et 2.33) en termes de stabi-
lité, de précision de régulation et de temps de convergence a attirée un grand nombre
de recherches dans le cadre des systèmes (SISO). Ces performances sont en générale en
compromis avec le phénomène de chattering qui représente le principal inconvénient de la
mise en œuvre pratique des approches en mode glissant pour la commande des systèmes
mécaniques robotisés. Ce compromis est non seulement lié à la dynamique fortement
couplée et non-linéaire du système, mais également à la difficulté d’identifier un modèle
approprié incluant toutes les dynamiques du système avec une connaissance exacte des
paramètres de ce modèle. Dans le reste de ce mémoire on s’intéressera beaucoup plus
avec le twisting algorithme, d’où l’extension des résultats de théorème pour des système
Multi-Entrée Multi-Sortie (MIMO) pour des applications typiques dans le domaine de
robotique.

2.6 Commande Adaptative

Une autre technique qu’attire l’attention dans le domaine de commande sous des in-
certitudes est la commande adaptative. Cette technique qui a une grande histoire dans le
domaine de commande des systèmes incertains [Åström2014], a été établie comme un
outil indispensable pour certaines classes de problèmes de contrôle des systèmes roboti-
sés [Zhang2017]. La commande adaptative signifie l’ajustement du système de commande
pour que le comportement de contrôleur soit conforme sur des nouvelles imprévisibles cir-
constances [Ioannou2006].
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Pour une classe des commandes adaptatives, le contrôleur est défini comme la combinai-
son d’un estimateur de paramètres, qui génère des estimations de paramètres dans chaque
pas d’échantillonnage, avec une loi de contrôle afin de stabiliser des classes de processus
dont les paramètres sont complètement inconnus et/ou variant dans le temps de manière
imprévisible. Cette classe est connue sous le nom "Commande adaptative basée sur
un identificateur". Le choix de l’estimateur des paramètres, de la loi de commande et la
manière dont ils sont combinés conduisent à deux classes :

1. Approche indirecte : Les paramètres du système sont identifiés en ligne et utilisés
pour ajuster les gains de contrôleurs de régulation.

2. Approche directe : Le modèle du système est défini comme une fonction d’un
vecteur de paramètres inconnu θ ∗. L’idée de concevoir d’une telle commande est :

— Spécifier une structure de commande qui permet de stabiliser (atour d’un point
d’équilibre ou une trajectoire) le système dans le cas où les paramètres du
système sont totalement connus.

— Obtenir l’équation de l’erreur de suivi.

— Trouver une fonction de Lyapunov et l’utiliser pour développer une loi de mise
à jour des paramètres θ ∗ telle que l’erreur converge vers zéro.

Le choix de la nature d’estimateur permet de distinguer deux classes d’identificateurs :

1. Identificateurs basés sur un modèle de référence : La commande adaptative définie
dans ce cas est dite MRAC (Model Reference Adaptive control) [Ioannou2006].
Elle exige une structure spécifique, généralement linéaire, pour le modèle du sys-
tème commandé.

2. Identificateur intelligent : Le module d’identification des paramètres est basé sur
les techniques d’intelligence artificiel tels que la logique floue et les réseaux de
neurones [Lewis1985, Lewis1995, Lewis1999].

La deuxième classe des commandes adaptatives, non-basée sur identificateurs, consiste
à remplacer le système d’identification des paramètres avec une loi d’ajustement des gains
d’un contrôleur spécifique (PID par exemple [Astrom2006]), ou en commutant la loi de
commande dans un groupe de contrôleurs fixes. La structure de la commande adaptative
est composée d’une boucle de rétroaction et d’un régulateur à gains ajustable. Les com-
mandes à gains programmés -gain sheduling- et la commande multi-modèles sont des cas
spécifiques des commandes adaptatives non-basées sur identificateurs. Cette classe est
largement utilisée dans le framework de mode glissant pour l’ajustement automatique des
gains d’un contrôleur discontinu, mode glissant d’ordre un, le Super-Twisting et le twis-
ting algorithmes, afin d’optimiser les performances des systèmes commandés en terme
de précision (de suivi ou de régulation), de stabilité et d’atténuation du phénomène de
chattering [Plestan2010, Utkin2013b, Utkin2013a, Taleb2013, Roy2019]. Reprenons par
exemple l’algorithme classique de Twisting défini par l’équation (2.30), une loi d’adapta-
tion des gains de commande r1,r2 est définie comme [Taleb2013] :

r2 =
1
2

r1 = r (2.34)

ṙ =







−αλ r if r >m

−αλm if rmm < r 6 rm, K(0)> rmm

λm if r 6 rmm

(2.35)
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α(t) =







1 if ∀t j ∈ [t −Ntτ, t] :
∣
∣σ
(
t j
)∣
∣6 µr

(
t j
)

τ2

−1 if ∃t j ∈ [t −Ntτ, t] :
∣
∣σ
(
t j
)∣
∣> µr

(
t j
)

τ2
(2.36)

rm > rmm > 0, q >
1+β

1−β
(2.37)

avec λm est un constant positif. Cette loi de commande (2.30, 2.34–2.37) permet d’ajuster
les paramètres du contrôleur afin d’obtenir un régime de glissement réel autour de la sur-
face de glissement en temps finis dans le cas où les bornes des incertitudes sont totalement
inconnues. Elle permet également de minimiser le phénomène de chattering.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous introduisons quelques techniques de commande pour aborder
la problématique de commande des systèmes non-linéares sous des conditions d’ incerti-
tudes.
La classification des systèmes robotiques selon le critère de linéarisabilité par bouclage
permet de simplifier considérablement les tâches de planification et de conception de
contrôle.
La commande robuste est utilisée lorsqu’il y a une grande dynamique non modélisée (c.-
à-d. des incertitudes structurelles), des niveaux élevés de bruit avec une fréquence relati-
vement élevée ou des changements de paramètres rapides et imprévisibles. En revanche,
pour des variations de paramètres lentes ou largement prévisibles, avec une structure de
modèle relativement bien connue et des niveaux de bruit limités (surtout en terme de fré-
quence), le contrôle adaptatif peut constituer un outil très utile pour un contrôle de haute
performance.
D’une manière très simple, l’objectif du contrôle robuste est de concevoir une loi de
contrôle qui garantie les spécifications de performances pour une plage donnée de va-
leurs des paramètres. Un contrôle robuste nécessite donc des informations a priori sur les
paramètres. Le contrôle adaptatif ne nécessite aucune information a priori sur les para-
mètres dynamiques, mais nécessite un modèle contenant des informations sur la manière
dont les paramètres affectent la dynamique du système.
Malgré les avancements dans ce domaine, la mise en ouvre pratique de ces techniques
pour des applications typiques des systèmes robotisés conforte un certains nombre de
défis fondamentaux reliés au système et à la tâche associée.
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3
Commande d’un robot mobile à roue

En se basant sur les notions présentées dans les chapitres1 et 2, ce cha-
pitre propose une stratégie de contrôle pour une manipulation efficace
de robots mobiles non-holonomes dans des environnements encombrés
d’obstacles statiques.
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons le problème de commande d’un robot mobile diffé-
rentielle comme un exemple typique d’applications pour le développement des stratégies
de planification et de commande dans des milieux encombrés d’obstacles. Le contrôle
du mouvement des robots mobiles à roues (WMRs) a attiré l’attention des recherches en
raison des défis théoriques du problème et des applications croissantes des WMR dans
de nombreux domaines tant industriels que services [Ping2013,Gonzalez2016,Kim2017,
Klančar2017,Yang2018,Boutalbi2019]. Avec différents modèles et structures [Campion2008],
la classe des robots mobiles à roues présente de nombreux avantages pratiques, notam-
ment une structure simple et stable mécaniquement, un grand degré de mobilité, une effi-
cacité énergétique, un faible coût de fabrication, · · · etc. D’un point de vue théorique, les
WMRs différentielles (à deux roues différentielles, DWMR) sont des exemples typiques
de systèmes non linéaires sous-actionnés avec des contraintes holonome et non-holonome.

Un algorithme basé sur le principe de découplage Chemin-Trajectoire est développé
dans ce chapitre pour atteindre une planification efficace des taches associées au robot.
Premièrement, un espace de travail libre est considéré. Les limites géométriques de la
conception de mouvement, dans ce cas, sont réduites à la contrainte non holonome. Les
chemins faisables sont obtenus en utilisant des fonctions d’interpolation cubique avec
des tangentes contrôlées aux positions de départ et cible. Une fonction dépendante de
la courbure est ensuite suggérée pour spécifier la vitesse du robot le long du chemin
désiré tout en satisfaisant les limites physiques du système et en minimisant le temps de
parcours de la tâche. Le profil de mouvement proposé est obtenu en filtrant les profils
d’accélération limités classiques (bang-bang en accélération) à l’aide de filtres FIR pour
obtenir des signaux de commande lisses [Lambrechts2005, Biagiotti2012, Béarée2013].
Les limites maximales d’accélération et de vitesse du profil de mouvement sont fixées en
fonction de la courbure maximale du chemin.

Deuxièmement, une extension de l’algorithme ci-dessus est détaillée pour une ma-
nipulation efficace du robot dans des espaces de travail encombrés d’obstacles. Ici, le
chemin du robot est spécifié par un ensemble de points de passage successifs afin d’éviter
les collisions avec des obstacles. Un algorithme efficace est proposé pour estimer les tan-
gentes, les courbures et les dérivés des courbures du chemin à tous points de passage. En-
suite, le chemin complet, avec une courbure contrôlée, est obtenu à l’aide de l’algorithme
d’interpolation η3 qui donne des courbes lisses avec une continuité géométrique du troi-
sième ordre (G3) [Lo Bianco2010, Piazzi2007]. La méthode proposée pour la conception
des profils de mouvement accorde une attention particulière à l’optimisation du temps
d’exécution de la tâche du robot. Le profil de mouvement est représenté par une chaîne
de profils locaux, liés entre eux de manière lisse. Ensuite, chacun des profils élémentaires
est conçu de manière à répondre aux contraintes du système, prendre en compte les carac-
téristiques locales de la courbe décrivant le chemin désiré du robot et assurer que le robot
se déplace jusqu’à où il atteint la position cible.
Par rapport aux approches conventionnelles de planification découplée où les limites
maximales des vitesses et des accélérations du profil de mouvement sont supposées être
constantes le long du chemin planifié, voir par exemple [Khalil2000, Blajer2007], la mé-
thode proposée dans ce travail suggère un profil de mouvement multi-segments avec des
limites locales des accélérations et des vitesses adaptées aux changements de la courbure
du chemin planifié. Bien qu’elle garantisse le respect de toutes les contraintes du système,
cette méthode conduit à une optimisation significative du temps de cycle pour l’exécution
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des tâches requises.
Finalement, la méthode de contrôle basée sur le concept de platitude est introduite

pour le développement d’un contrôleur de suivi par une rétroaction appropriée, qui utilise
les trajectoires planifiées comme signaux d’entrées [Fliess1993]. L’utilisation de cette
approche est motivée par son efficacité en termes de stabilité de mouvement, de précision
de suivi et de la simplicité du cinématique du système ce qui garanti une grande robustesse
de l’approche [Veslin2011, Luviano-Juárez2014, Oriolo2002].

La suite de ce chapitre est divisée comme suit : Le modèle cinématique du système
considéré est donné dans la deuxième partie. La troisième section donne les détails de l’al-
gorithme de planification du mouvement point à point (PTP). La quatrième section décrit
les outils nécessaires à la planification des tâches dans des milieux encombrés d’obstacles
statiques. L’algorithme de contrôle par rétroaction est brièvement décrit dans la section
cinq. Des tests numériques obtenus avec la plate-forme de tests, PIONEER 3DX, en la-
boratoire sont décrits dans la section six. La dernière section conclut le chapitre.

3.2 Modélisation du système et formulation du problème

3.2.1 Modélisation du système

La Figure.3.1 montre un modèle simplifié d’un robot mobile différentielle. Il se com-
porte deux roues motrices opposées avec un rayon r et une longueur d’essieu l. La position
du robot sur le plan est décrite par rapport à un référentiel inertiel fixe FR(O,x,y) par le
vecteur des coordonnées généralisées définie comme [x y θ φL φR]

T ,d’ou [x y] est le
vecteur de position, θ ∈ [−π π] représente l’orientation du robot mesurée dans le sens
anti-horaire par rapport à l’axe des Ox et [φL φR]

T est le vecteur des déplacements angu-
laires des roues gauche et droite respectivement. Considérons le référentiel Fb(Ob,xb,yb)
qui est fixé au centre (C) du robot. L’équation du mouvement est obtenue sous la consi-
dération de trois types de contraintes :

ẏcosθ − ẋsinθ = 0

ẋcosθ + ẏsinθ + l
2 θ̇ − rφ̇R = 0

ẋcosθ + ẏsinθ − l
2 θ̇ − rφ̇L = 0

(3.1)

d’où :

1. La première égalité dans l’équation (3.1) se découle du fait que le vecteur vitesse
du robot v est toujours défini le long de l’axe xb. En autres termes, la composante
latérale du vecteur vitesse (celle qui est normale aux roues ; c’est-à-dire le long de
yb) est nulle.

2. Les deux autres équations de contrainte sont obtenues en supposant que les roues
roulent sans glissement.

Parmi les équations de contrainte données ci-dessus, il existe une contrainte holonome
cachée qui peut être obtenue en soustrayant la troisième équation de la deuxième pour
obtenir :

lθ̇ = r
(
φ̇L − φ̇R

)
or lθ = r (φR −φL)+C (3.2)
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3.2. Modélisation du système et formulation du problème

(a) Pioneer 3DX. (b) Modèle simplifié

Figure 3.1 – Robot mobile différentielle

Le système d’équation (3.1) peut être reformulé sous une forme matricielle :








sinθ −cosθ 0 0 0

−cosθ −sinθ l
2 0 r

−cosθ −sinθ − l
2 r 0








︸ ︷︷ ︸

R(q)














ẋ

ẏ

θ̇

φ̇R

φ̇L














=








0

0

0








(3.3)

ou
R(q)q̇ = 0 (3.4)

On peut facilement vérifier que la matrice R(q) dans l’équation (3.3) est de rang complet,
rang(R) = 3. Ce dernier implique que le vecteur q̇ est un espace nul de la matrice R(q),
ce qui signifie aussi qu’il est possible de trouver un vecteur V ∈R

n de vitesses auxiliaires
v1 et v2 tel que :

q̇ = S(q)V (3.5)

où S(q) ∈ R
(m×n) c’est une matrice de rang complet et "span" l’espace nul de la matrice

R(q). On peut obtenir donc :

S(q) =














r
2 cosθ r

2 cosθ

r
2 sinθ r

2 sinθ

r
l − r

l

1 0

0 1














(3.6)

À partir des équations (3.4) et (3.5), on peut facilement montrer que le vecteur de vitesse
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Chapitre 3. Commande d’un robot mobile à roue

auxiliaire peut être défini comme :

V =




v1

v2



=




φ̇R

φ̇L



 (3.7)

Par une simple comparaison entre le modèle cinématique (3.5), (3.7) et le modèle cinéma-
tique bien connu des robots mobiles uni-cycles [Siliciano2010], le modèle DWMR peut
être réorganisé comme suit :








ẋ

ẏ

θ̇







=








cosθ 0

sinθ 0

0 1











ν

ω



 (3.8)




νR

νL



=




1 l

1 −l








ν

ω



 (3.9)

d’ou, ν et ω sont, respectivement, les vitesses de translation et de rotation . νR = rφ̇R et
νL = rφ̇L sont les vitesses linéaires des roues gauche et droite.
Si on compare le modèle (3.8) avec la forme générale (2.17) d’un système non linéaire
donnée dans le chapitre.2, on note que f (x) = 0. Cette classe de système, connue sous le
nom des systèmes sans terme drift ou "driftless system", a un certain nombre de proprié-
tés :

— Le système (3.8) n’est plus linéarisable par un bouclage d’état statique. Cependant
une partie (maximum deux états) du système peut être linéarisé par un bouclage
statique pour transformer la dynamique en une forme chainée [Murray1991].

— Puisque le nombre de commande n = 2 et le nombre d’état m = 3 ≤ 4, alors le sys-
tème est plat et linéarisable par un bouclage d’état dynamique [Oriolo2002, Mar-
tinl1994].

— Contrairement au système (2.17) dans lequel le problème de stabilisation peut être
vu comme un cas spéciale du problème générale de suivi des trajectoires [Slo-
tine1991], ce formalisme n’est plus valide pour la classe des systèmes sous la forme
(3.8). Une limitation importante de la stabilisation du système (3.8) est que la stabi-
lité au sens de Lyapunov ne peut pas être obtenue en utilisant des lois de commande
lisses et invariantes dans le temps, puisque n 6= m.

3.2.2 Formulation du problème

Équipé avec le modèle cinématique (3.8, 3.9), le but du reste de ce chapitre est la
conception d’une stratégie de commande qui assure une manipulation efficace (en terme
de temps d’exécution, simplicité, stabilité et sécurité) du robot dans des milieux encom-
brés. Les contraintes de commande sont définies dans ce cas comme :

— Contrainte géométriques : contraintes non-holonomes (3.1) et évitement d’obs-
tacles.

— Contraintes cinématiques : les limites sur les vitesses et les accélérations des deux
roues vL(R) ≤ vmax, |aL(R)| ≤ amax.

— L’exigence de développement des mouvement lisses avec des commandes lisses.
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3.3. Planification du mouvement

3.3 Planification du mouvement

3.3.1 Mouvement Point a point

Planification du chemin

Dans cette partie on considère le problème de planification du mouvement pour le ro-
bot mobile dans un espace de travail considéré libre, sans obstacle. Prenons en compte la
contrainte non-holonome du système, le problème de planification peut être résolu conve-
nablement avec la fonction d’interpolation définie comme [Siliciano2010] :

rd(u) = [xd(u) yd(u)]
T (3.10)

avec : 





xd(u) = x f u3 − xi(u−1)3 +αxu2(u−1)+βxu(u−1)2

yd(u) = y f u3 − yi(u−1)3 +αyu2(u−1)+βyu(u−1)2
(3.11)

Pour assurer le respect de la contrainte nonholonme et le guidage des orientations du robot
dans les configurations initiale Pi et finale Pf , on doit imposer les conditions aux limites
suivantes :

x
′

d(0) = ηi cos(θi)

y
′

d(0) = ηi sin(θi)
,

x
′

d(1) = η f cos(θ f )

y
′

d(1) = η f sin(θ f )
,

xd(0) = xi,xd(1) = x f

yd(0) = yi,yd(1) = y f

(3.12)

d’ou :

— Pi = [xi yi θi] et Pf = [x f y f θ f ] sont les configurations initiale et finale, respective-
ment.

— ηi,η f ∈ R and 6= 0 sont des paramètres de contrôle.

— Le paramètre d’interpolation u est choisi généralement comme : 0 ≤ u ≤ 1.

— (.)
′
représente la dérivé par rapport au paramètre u.

Ces conditions sont assurées si on défini :



αx

αy



=




η cos(θ f )−3x f

η sin(θ f )−3y f



 (3.13)




βx

βy



=




η cos(θi)+3xi

η sin(θi)+3yi



 (3.14)

d’où η ∈ R est un paramètre libre.

Planification de la trajectoire

Le deuxième défi relié au problème de planification de la trajectoire est comment
spécifier la vitesse du robot le long de la trajectoire planifiée. Une solution directe consiste
à définir la vitesse du robot comme fonction du temps ψ(t) dans un intervalle de temps
0 ≤ t ≤ T .

55
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D’un point de vue physique, la distance parcourue par le robot, ou l’abscisse curviligne,
est représentée comme l’intégrale de sa vitesse :

s(t) =
∫ t

0
ψ(t)dt, for 0 ≤ t ≤ T (3.15)

D’un autre point de vue, et comme été déjà vu dans le chapitre 1, l’abscisse curviligne de
n’importe qu’elle forme paramétrique est :

s(u) =
∫ u

0
‖

drd(u)
du

‖du, , for 0 ≤ u ≤ 1 (3.16)

d’ou ‖drd(u)
du ‖ est la norme euclidien du courbe rd(u), donnée dans le cas d’une courbe

planaire comme :

‖
drd(u)

du
‖=

√

(
drdx(u)

du
)2 +(

drdy(u)

du
)2 (3.17)

Donc, la formule nécessaire pour relier le chemin planifié rd(u), équations (3.10-3.14),
et le profil de mouvement ψ(t) (3.15,3.16) peut être vue comme la solution numérique de
l’équation :

s−
∫ u

0
‖

drd(u)
du

‖du = 0 (3.18)

En appliquant cet algorithme, la recherche de u pour n’importe quelle s dans n’importe
quel instant t selon les équations (3.15-3.18), les fonctions temporelles du mouvement de
robot sont obtenues :







rd(t) = rd[u(s(t))]

ṙd(t) = ψ(t)drd(s)
ds

r̈d(t) = ψ̇(t)drd(s)
ds +ψ2(t)d2rd(s)

ds2

. . .

(3.19)

rd = [xd(t) yd(t)]
T (3.20)

Les vitesses de translation et de rotation qui assurent le mouvement du robot le long
du chemin (3.10-3.14) dans le cas nominal, sont définies comme :







vd(t) =
√

(ẋd(t))2 +(ẏd(t))2 = vd(s).ψ(t)

wd(t) =
ÿd(t)ẋd(t)−ẍd(t)ẏd(t)

ẋd(t)2+ẏd(t)2 = k(s)
vd(s)

.ψ(t)
(3.21)

d’ou :

— k(s) représente la courbure du chemin.

— vd(s) =
√

(x
′

d(s))
2 +(y

′

d(s))
2 est la vitesse de translation géométrique le long du

chemin rd(s).

— wd(s) =
y
′′

d (s)x
′

d(s)−x
′′

d (s)y
′

d(s)

x
′
d(S)

2+y
′
d(s)

2
est la vitesse de rotation géométrique le long du chemin

rd(s).
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3.3. Planification du mouvement

Comme le chemin du robot est paramétré comme une fonction de l’abscisse curviligne,
la vitesse de translation géométrique v(s) satisfait :

vd(s) = 1 (3.22)

Ainsi : 





vd(t) = ψ(t)

wd(t) = k(s).ψ(t)
(3.23)







v̇d(t) = ψ̇(t)

ẇd(t) =
∂k
∂ s ψ2(t)+ k(s).ψ̇(t)

(3.24)

Les équations (3.23-3.24) montrent bien la relation entre le chemin planifié, le profil de
mouvement et l’évolution dynamique du robot.
Enfin, on peut noter aussi que la distance totale parcourue par le robot est donnée par :

L =
∫ 1

0
||

drd(u)
du

||du =
∫ T

0
ψ(t)dt (3.25)

Donc, on peut conclure qu’une planification convenable des mouvements (ou solution
des problèmes SPPProblem et STPProblem dans le chapitre1) pour un système avec des
contraintes non holonomes exige :

— La planification des chemins appropriés qui assure la continuité de la courbure de
la courbe ainsi que sa dérivée. Cette courbe doit être G3 au minimum.

— La définition d’un profil de mouvement ψ(t) qui assure la commande de la vitesse
du robot le long du chemin. Ce profil doit être C1 au minimum.

— Les équations (3.23,3.24) montrent que la conception du profil du mouvement est
limitée non seulement par les contraintes physique du système, mais aussi, avec
les caractéristiques du courbe planifiée, c.à.d la courbure maximale du chemin. En
d’autre terme, une grande vitesse pour le robot exige des chemins avec une courbure
minimale.
Pour cela on a choisi de fixer ηi et η f dans les équations (3.13, 3.14) comme :

ηi = η f = η = ||Pf −Pi|| (3.26)

d’où, ||Pf −Pi|| représente la distance euclidien entre les points Pf et Pi. Ce choix
assure une courbure minimale pour les chemins planifiés [Lo Bianco2010].

Conception du profil de mouvement

Dans cette étape on considère le problème de conception du profil de mouvement
ψ(t),0 ≤ t ≤ T discuté dans les sous sections précédentes. Les défis fondamentaux dans
cette partie sont la minimisation du temps d’exécution de la tâche, le respect des dif-
férentes contraintes reliées au système et à la tache planifiée ainsi que le respect des
conditions aux limites, c.à.d :







vL(R) ≤ vmax, aL(R) ≤ amax

ψ(t0) = v0,ψ(T ) = ve

ψ̇(t0) = 0, ψ̇(T ) = 0

(3.27)

57



Chapitre 3. Commande d’un robot mobile à roue

d’ou v0 et ve sont les vitesses désirées pour le robot dans les configurations, initiale et
finale, respectivement. amax et vmax sont l’accélération et la vitesse linéaires maximales
des roues gauche et droite. Ce choix doit assurer aussi un mouvement continu le long du
chemin planifié.
Pour garantir le respect de toutes les contraintes, les différents limites du profile de mou-
vement sont fixées selon la Proposition suivante :

Proposition 1 Les vitesses des roues gauche et droite (vR(t) et vL(t)) satisfaisaient cer-
tainement les inégalités :







|vR(t)| ≤ vmax,

|vL(t)| ≤ vmax

(3.28)

si la fonction ψ(t) respecte :
ψ(t)≤ ψmax (3.29)

où
ψmax =

vmax

1+ l kmax
(3.30)

avec kmax dénote le maximum de la valeur absolue de la courbure.

De plus, l’accélération maximale du profil de mouvement est fixée comme :

ψ̇max = amax (3.31)

Le problème se résume dans ce cas en un problème simple qui cherche à définir la fonc-
tion ψ(t)≤ ψmax, |ψ̇|(t)≤ ψ̈max qui assure un déplacement totale L en temps minimale T ,
prenant en compte les conditions aux limites définies comme ψ(0) = v0,ψ(T ) = ve. La
commande en temps optimal a pour objectif de déterminer la variable de commande qui
pourra réaliser un mouvement du type point à point le plus rapidement possible (voir cha-
pitre 1). L’approche proposée pour la génération d’un tel profil est illustré dans Fig.3.2.
Elle repose sur le principe de filtrage d’un profil bang-zéro-bang en accélération pour as-
surer l’efficacité de planificateur en terme de temps d’exécution et de simplicité de calcul.
Premièrement, une commande en temps minimale, vue dans Fig.3.3, est analytiquement
obtenue selon l’énoncé d’algorithme1. Dans cet algorithme la distance Smin représente la
distance minimale pour que le robot atteint sa vitesse maximale. Si la distance parcou-
rue est inférieur à Smin, le profil de mouvement est composé dans ce cas de deux phases
seulement, une phase d’accélération et une phase de décélération.

Le profil résultant est ensuite filtré par un Filtre Mobile Moyen FIR (Moving Avearage
Filter) ce qui permet d’assurer un niveau élevé de continuité pour le profil de mouvement.
Ce dernier est contrôlé par un temps Tj. Ainsi, le temps d’exécution de la tâche dans ce
cas est donné par :

t
′

f = t f +Tj (3.32)

d’où, t f représente le temps optimal d’exécution de la tache. Tj est donné comme :

Tj =
ψ̇max

ψ̈max
(3.33)

avec ψ̈max est le borne maximale du jerk.
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Figure 3.2 – Élaboration d’un profil de vitesse à jerk limité

Figure 3.3 – Profile à accélération limitée

3.3.2 Évitement d’obstacles

Planification du chemin

Une extension de l’approche de planification étudiée dans la section précédente est
donnée dans cette partie, pour une manipulation efficace du robot mobile dans des envi-
ronnements jonchés d’obstacles statiques. Une série des points de passages est initiale-
ment sélectionnée dans l’espace libre du robot comme :

P = {P0(x0,y0),P1(x1,y1), . . . ,PN(xN ,yN)} (3.34)

d’où, le nombre et les positions des points Pi sont choisis d’une manière à éviter tous les
obstacles, le choix des point PO et PN doit être coïncider avec les positions initiales et finale
du robot, respectivement. Le choix des tangentes dans les points initiale et finale doit être
compatible avec l’orientation initiale et finale du robot. Une méthode pour estimer les
orientations désirées pour le robot dans les points de passage est donnée sous la formule :

θi = atan2(y
′

i,x
′

i) (3.35)
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Algorithm 1 : Motion profile for one manœuvrer sequence

Input : ψmax, ψ̇max, L, v0, ve

Output : Optimal time t f

1: Compute : Smin =
ψ2

max
ψ̇max

2: if L > Smin then
3: Ta =

ψmax−v0
ψ̇max

, Td = ψmax−ve
ψ̇max

, Tv =
L−Smin

ψmax
4: else

5: ψmax =

√

Lψ̇max +
v2

0+v2
e

2

6: Ta =
ψmax−v0

ψ̇max
, Td = ψmax−ve

ψ̇max
, Tv = 0

7: end if
8: t f = Ta +Tv +Td

d’où, les tangentes x
′

i et y
′

i sont approximées en utilisant la formule de Fritich Carslon
[Fritscht1980] :

α
′

i =







m if sign(di−1) = sign(di)

0 otherwise
(3.36)

avec : 





α = {x,y}

m = 3(δi−1 +δ i)[2δi+δi−1
di−1

+ 2δi−1+δi
di

]−1

di =
αi+1−αi

δi

δi = hi+1 −hi

hi+1 = hi +∆hi

h0 = 0

∆hi = ||Pi+1 −Pi||=
√

(xi+1 − xi)2 +(yi+1 − yi)2

(3.37)

Ensuite, un chemin cubique par morceaux est obtenu en interpolant les points de pas-
sage sélectionnés utilisant les équations (3.11–3.14) et les orientations obtenues à partir
des équations (3.35–3.37).

Les conditions aux limites imposées (3.12) n’assurent qu’une continuité géométrique
(G1) dans le chemin planifié. Afin d’obtenir des chemins très lisses, l’algorithme de η3-
Splines proposé dans [Lo Bianco2010, Piazzi2007] peut être utilisé, ce qui garantit une
continuité géométrique de troisième ordre du chemin (G3), la continuité de la courbure et
la dérivée de la courbure du chemin :

rdi =







xdi(u) = ∑
7
j=0 αi ju j

ydi(u) = ∑
7
j=0 βi ju j

(3.38)

avec 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ i ≤ N et 0 ≤ j ≤ 7.
Les paramètres d’interpolation αi j et βi j sont fixés pour assurer une courbure lisse du

chemin planifié dans tous les points de passage comme montre l’équation suivante , [Lo
Bianco2010, Piazzi2007], voir Annexe B :
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αi j = f1(xi,xi+1, ||Pi −Pi−1||,θi,ki,ki+1,k
′

i,k
′

i+1,η)

βi j = f2(yi,yi+1, ||Pi −Pi−1||,θi,ki,ki+1,k
′

i,k
′

i+1,η)

où ki et k
′

i sont des paramètres supplémentaires utilisés pour spécifier la courbure du che-
min et la dérivée de la courbure aux points de passage Pi, respectivement.
En plus d’interpolation des points de passage, cette courbe polynomiale d’ordre sept béné-
ficie une paramétrisation polyvalente d’une forme simple par un vecteur supplémentaire
à six degrés de liberté η , donné par le vecteur :

η = [η1 η2 η3 η4 η5 η6] (3.39)

Dans le présent travail, les degrés de liberté sont réduits par le choix :

η = [η1 η2 0 0 0 0] (3.40)

Comme on a vu précédemment, on peut aussi choisir : η1 = η2 = ||Pi −Pi−1||
pour minimiser la courbure du chemin planifié.

L’estimation nécessaire de la courbure du chemin et la dérivée de la courbure à tous
les points de passage peut être obtenue selon la remarque suivante :

Remarque 9 Pour trois points séquentiels Pi−1, Pi et Pi+1, une valeur approximative de
la courbure au point de passage Pi est donnée [Liu2002] :

ki = 2
det(Pi −Pi−1,Pi+1 −Pi)

||Pi −Pi−1|| ||Pi+1 −Pi|| ||Pi+1 −Pi−1||
(3.41)

pour i = 2,3, . . . ,N −1, où det(.) est le déterminant de (.).
On adopte une courbure (positive/négative) pour indiquer le virage/braquage (droite/gauche)

dans l’espace de travail. La dérivée de la courbure au point de passage Pi cpeut être es-
timée récursivement comme : k

′

0 = 0

k
′

i =
ki − ki−1

∆hi
, i = 1,2, . . . ,n (3.42)

avec :
k
′

0 = 0

où ∆hi représente la longueur du chemin entre deux points successifs Pi et Pi−1.

Finalement, le chemin défini par (3.38) peut être recalculé en fonction de la longueur
d’arc rd(s) à l’aide de la formulation récursive suivante :







s = ξ + si−1

s0 = 0

si =
∫ 1

0 ||rdi(u)||du, i = 1,N

ξ =
∫ u

0 ||rdi(u)||du, i = 1,N

(3.43)

où ξ représente le paramétrage local de la longueur d’arc de la courbe dans le ith

segment et si est la longueur d’arc du chemin à tous les points de passage. On peut noter
que la longueur globale du chemin planifié peut être obtenue dans ce cas comme :

L =
N

∑
i=0

si (3.44)
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Conception du profil de mouvement

Comme il a été détaillé dans la section précédente (Sect.3.3.1), l’algorithme de pla-
nification des mouvements nécessite, également, la définition d’une fonction temporelle
appropriée qui assure des mouvements rapides du robot le long du chemin planifié. Une
solution conventionnelle, qui est préférée dans de nombreux domaines robotiques tels que
les manipulateurs articulés et les grues, consiste à définir le mouvement du robot comme
une seule manœuvre allant d’une position de départ vers la cible par une trajectoire plani-
fiée considérant l’approche détaillée dans la section précédente.
Cependant, et comme étant donné que les limites maximales du profil sont assignées en
fonction des limites maximales de la courbure du chemin planifié, il est plus approprié de
définir la fonction de vitesse comme une chaîne de profils locaux concaténés entre eux
pour former un profil de mouvement complet et complexe. Chaque profil a été affecté à
un segment spécifique du chemin désiré prenant en compte des caractéristiques locales
de ce segment. Donc, les limites maximales de vitesse et d’accélération sont fixées en
fonction de la courbure maximale du segment de mouvement. De plus, il est nécessaire
de définir les vitesses limites des profils de mouvement à tous les points de passage, afin
de s’assurer que le robot se déplace toujours, sans stop, jusqu’à il atteint sa configuration
finale. Ces conditions aux limites doivent également satisfaire à l’exigence de continuité
de la trajectoire conçue, ce qui implique que la vitesse et l’accélération cible du segment
actuel doivent être sélectionnées comme vitesse et accélération de départ du segment sui-
vant. De plus, pour une solution optimale, la vitesse assignée à chaque point doit prendre
en compte les limites du robot ainsi que les caractéristiques du trajet local, c’est-à-dire le
maximum local de la courbure. La solution proposée pour définir le profil de mouvement
de la vitesse dans ce cas est montrée dans Algorithme2, où l’accélération désirée à tous
les points de passage est fixée à zéro. Notez également que les vitesses désirées du robot
aux positions de départ et finale sont choisies comme v0 = 0 et ve = 0. L’accélération
maximale dans tous les segments a été fixée pour être égale à amax.

Après avoir obtenu la fonction de la vitesse optimale à partir de l’algorithme 2, le
paramétrage de la longueur de la courbe peut alors être obtenu comme l’intégrale de la
fonction de la vitesse comme dans (3.16), et la représentation temporelle des trajectoires
du robot est obtenue par (3.16–3.19) , en prenant en compte la représentation segmen-
tée du chemin. Les trajectoires de référence sont trouvées dans ce cas en recherchant le
segment i qui contient la valeur courante de s(t) et en résolvant numériquement u(t) de
l’équation suivante :

ξ = s− si−1 =
∫ u

0 ||rdi(u)||du (3.45)
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Algorithm 2 : Motion profile for multi-sequence system

Input : Desired via-points, desired robot path.
Output : Optimal motion profile ψ(t)

1: Find the maximum curvature at each segment.
2: Find the length Li (i = 1, ...,N) of each segment.
3: Find the maximum velocity vimax may be reached at each segment according to Pro-

position1.
4: for i=1 :N do
5: if i==1 then
6: vi0 = v0 = 0
7: else
8: vi0 = v(i−1)e
9: end if

10: if i==N then
11: vNe = ve = 0
12: else
13: if v(i+1)max ≤ vi max then vie = v(i+1)max end if
14: if v(i+1)max > vi max then vie = v(i)max end if
15: end if
16: define ψ(t,vi0,vie,Li) (see algorithm1)
17: Smoothing the velocity of the motion profile using the moving averaging FIR filter,

figure ??.
18: end for

3.4 Commande en suivi de trajectoire

Après avoir obtenu les trajectoires de référence qui définissent la tâche du robot, il
reste la conception de la commande par rétroaction appropriée, qui assure l’exécution
précise des tâches planifiées. Les coordonnées cartésiennes des DWMRs sont connues
sous le nom de sorties plates, on peut donc considérer la sortie suivante :

σ =




σx

σy



=




xc − xd

yc − yd



 (3.46)

d’où [xc yc]
T et [xd yd]

T représentent respectivement les vecteurs des positions ac-
tuelles/mesurées et désirées du robot.

Prenant la deuxième dérivée temporelle de la sortieσ pour obtenir :

σ̈ =




ë1

ë2



=




−ẍd + v̇cosθ − vwsinθ

−ÿd + v̇sinθ − vwcosθ



 (3.47)

Si un nouveau vecteur de commande u = [u1 u2]
T est introduit comme :

u =




ux

uy



=




v̇cosθ − vwsinθ

v̇sinθ + vwcosθ



 (3.48)
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ou :
v =

∫

uxcos(θ)+uysin(θ)dt (3.49)

w =
−uxsin(θ)+uycos(θ)

v
(3.50)

Elle réduit le système (3.47) à l’équation suivante :

σ̈ =




σ̈x

σ̈y



=




−ẍd +ux

−ÿd +uy



 (3.51)

Considérant les trajectoires de référence rd(t) et le modèle dynamique (3.51), le pro-
blème de stabilisation est relativement simplifié en raison de la relation linéaire découplée
entre la dynamique d’erreur de suivi et les nouvelles entrées de commande ux et uy. En-
suite, deux contrôleurs seront conçus pour les sous-systèmes indépendants σx et σy. Une
solution populaire qui garantit la stabilisation du processus est donnée comme :







ux =+ẍd − kp1e1 − kd1ė1

uy =+ÿd − kp2e2 − kd2ė2

(3.52)

Les polynômes caractéristiques de la dynamique des erreurs de suivi eσ sont des po-
lynômes de Hurwitz (stables) quand :

kpi,kdi ≥ 0 (3.53)

Cette structure de contrôle, (3.46-3.53), formée d’une combinaison spécifique basée sur
le concept de platitude différentielle d’une partie de feed-forward basée sur les trajec-
toires de référence planifiées et d’une simple partie de rétroaction PD linéaire qui prend
en compte l’erreur de suivi.
Outre que sa simplicité de conception, ce contrôleur a prouvé sa robustesse face aux per-
turbations externes [Hagenmeyer2003]. On peut noter aussi qu’un algorithme basé sur le
mode glissant d’ordre un avec un gain dépendant de l’état a été proposé dans [Boube-
zoula2018] pour améliorer les performances de suivi en terme de précision et de robus-
tesse. De plus, cette loi de commande basée sur la notion de linéarisation par bouclage
dynamique peut également répondre aux problèmes de suivi des trajectoires ainsi que la
régulation de la position du robot à une configuration spécifique avec des commandes
lisses [Oriolo2002].

3.5 Validation numérique des résultats

En utilisant le prototype PIONEER3DX du Laboratoire des Systèmes Intelligents, pré-
senté dans la Fig 3.4, des essais pratiques ont été effectués pour évaluer les performances
de l’approche de contrôle proposée. Le PIONEER 3DX est un exemple typique de plates-
formes DWMR qui fonctionnent comme un serveur dans un environnement client-serveur.
L’Interface Robotique Avancée pour Application (ARIA, C++) a été utilisée pour l’inté-
gration numériques des commandes proposées. Trois exemples ont été considérés dans
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Figure 3.4 – PIONEER 3DX mobile robot.

cette partie pour illustrer les performances de l’approche proposée. Le premier exemple
considère le problème de commande du mouvement PT P discuté dans Section. 3. Le
deuxième exemple concerne la manipulation du robot dans un environnement encombré
d’obstacles statiques. Le dernier test est concentré sur l’évaluation des performances du
contrôleur par rétroaction proposé basé sur la platitude. Dans tous les essais, le temps
d’échantillonnage a été fixé à Ts = 0.01s . Des différenciateurs numériques, basés sur l’al-
gorithme super-twisting, ont été utilisés pour estimer les dérivés en ligne des coordonnées
cartésiennes du robot [Levant1998].Les limites maximales de vitesse et d’accélération des
roues gauche et droite ont été fixées dans tous les essais : vmax = 0.3m/s, amax = 0.1m/s2

3.5.1 Test 1 : Tâche de mouvement PTP

L’objectif de contrôle dans ce test est de déplacer le robot d’une configuration ini-
tiale Pi = [2.5121,−2.6533,0] à une configuration finale Pf = [9.5040,3.3621,0] dans un
espace de travail libre.

Le chemin planifié et sa courbure correspondante, qui répond aux contraintes non-
holonome (3.10-3.14) ), sont montrés dans la Fig. 3.5. Ce chemin est caractérisé par une
longueur totale de L = 9.6287m et une courbure maximale kmax = 0.4469m−1. Il est éga-
lement caractérisé par une courbure bornée et lisse.
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Figure 3.5 – Tâche planifiée : (a) Chemin désiré et (b) Courbure du chemin
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Chapitre 3. Commande d’un robot mobile à roue

Une tâche du mouvement de repos à repos a été considérée, c’est-à-dire que le robot
devrait commencer son mouvement avec une vitesse nulle et l’achever avec une vitesse
nulle. Selon la proposition1 et Algorithm 1, les caractéristiques principales du profil du
mouvement, illustré à la figure 3.6, sont obtenues comme :
ψmax = 0.2536ms−1, ψ̇max = 0.1ms−2, Ta = Td = 4s et Tj = 4s.
Cela implique que la vitesse maximale de translation pouvant être atteinte par le robot
soit égale à ψmax = 0.2536ms−1. Ainsi, le temps d’exécution total de la tâche est obtenu
comme suit : T = 44.9s.
La paramétrisation de la courbe par longueur d’arc est obtenue en intégrant le profil du
mouvement de la vitesse présenté la Fig.3.6 selon l’équation (3.15). Ensuite, les trajec-
toires de référence temporelles, illustrées dans la figure 3.7, le long du chemin désiré sont
obtenues par les équations (3.16- 3.19). Pour toute valeur donnée de s, le paramètre u a
été résolu à partir de (3.18) en utilisant une méthode numérique non linéaire combinant
les algorithmes de bissection et de Newton pour obtenir une paramétrisation temporelle
précise du chemin désiré.
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Figure 3.6 – Vitesse et accélération du profil de mouvement.
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Figure 3.7 – Représentation paramétrique des Trajectoires de référence

La mise en œuvre en temps réel de la tâche ci-dessus a été testée pratiquement sur
le prototype du laboratoire PIONEER 3DX. Les mouvements du robot le long de ces
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trajectoires désirées ainsi que la norme cartésienne de l’erreur de suivi sont représentées
dans Fig. 3.8, où la loi de commande (3.46–3.53) est utilisée pour permettre au robot de
suivre les trajectoires désirées avec :

kp1 = 1,kd1 = 0.7,
kp2 = 1,kd2 = 0.7.
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Figure 3.8 – Tâche exécutée (a) Mouvement du robots le long du chemin (b) Norme Cartésienne
d’erreurs de suivie

Les vitesses mesurées ainsi que les accélérations estimées des deux roues, illustrées
respectivement dans la Fig. 3.9.a et Fig. 3.9.b ; soulignent l’importance de l’algorithme
de planification proposé en termes de qualité des signaux de commande. Les signaux de
commande générés sont lisses et respectent toutes les limites physiques du robot, c.-à-d,
les limites maximales des vitesses et des accélérations de déplacement des deux roues
sont inférieures à vmax = 0.3ms−1 et amax = 0.1ms−2, respectivement.
Comme conclusion de ce test, l’algorithme de planification proposé nous permet de défi-
nir des tâches réalisables avec un temps d’exécution prédéfini pour le robot, en satisfaisant
toutes les exigences de contrôle, y compris la contrainte non-holonome, les limites phy-
siques du système et l’exigence de signaux de contrôle lisse.

3.5.2 Test 2 : Manipulation de robot dans un environnement encom-
bré

Ce test a pour but d’examiner le problème compliqué de la manipulation du robot
dans des environnements encombrés. Une image réelle de la carte de l’environnement
de test est illustrée dans la Fig. 3.10 (un plan des locaux du laboratoire des systèmes
intelligents). L’objectif de contrôle dans ce cas a été fixé pour définir les commandes
nécessaires permettant au robot d’atteindre la position cible spécifiée ‘G′ à partir de sa
position de départ ‘S′. Pour cet objectif, onze points de passage, marqués à l’aide des
points bleus de la Fig. 3.10, sont sélectionnés.

Les conditions d’interpolation listées dans le Tableau.3.1 sont obtenues à partir des
équations (3.34–3.42) et utilisées pour la génération du chemin désiré du robot, illustré
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Figure 3.10 – Plan de l’environnement des tests ( les locaux de laboratoire des systèmes
intelligent), ”S : point de départ, G, point d’arrivé et chemin désiré.
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Figure 3.11 – Chemin panifié (a) Coordonnées Cartésiennes (b) Courbure.

Tableau 3.1 – Conditions d’interpolation pour le deuxième exemple

Point Pi ki k′i θi vi

START

[2.525,2.654] 0 0 0 0

[5.779,2.118] 0.1047 0.0317 0.2571 0.2160

[9.112,0.591] 0.3263 0.0700 1.3680 0.2160

[9.020,2.065] 0.0235 -0.1137 1.5708 0.2668

[8.696,5.809] -0.0392 -0.0167 1.5708 0.2560

[8.753,9.296] -0.3700 -0.0939 0.9051 0.2052

[11.855,9.836] 0.1907 0.2110 0.3477 0.2052

[13.661,11.444] 0.7255 0.2145 1.5708 0.1738

[11.662,12.234] 0.1413 -0.2605 3.1416 0.1738

[8.441,12.141] 0.1689 0.0085 -3.0817 0.2171

GOAL

[5.519,10.098] 0 0 -1.5708 0
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dans la Fig. 3.10, avec une ligne continue, le long de ces points de passage. La forme pa-
ramétrique correspondant de la longueur d’arc des coordonnées cartésiennes du chemin
planifié et de sa courbure sont résumées dans la Fig. 3.11, qui illustre le caractère lisse du
chemin planifié et la bornitude de sa courbure.
On peut noter que le chemin obtenu est caractérisé par des courbes fortement incurvées
dans des passages étroits inévitables.
La dernière colonne du tableau. 3.1 résume les vitesses désirées au différents point de pas-
sage requises dans l’algorithme 2 pour la conception du profil de mouvement en vitesse,
affecté dans ce chemin prévu.

Tableau 3.2 – Caractéristiques du profil de mouvement pour la deuxième tâche

Seg Max.Courbure Longueur Max.Vitesse Temps d’exécution (Ti)

1 0.1047 3.3114 0.2777 15.8200

2 0.3263 3.4176 0.2160 15.8100

3 0.3269 2.6658 0.2668 10.4100

4 0.0392 3.7442 0.2956 13.1600

5 0.4511 3.6080 0.2560 14.5300

6 1.2122 2.7976 0.2052 13.6200

7 1.0131 2.6783 0.2165 12.9000

8 1.9068 2.5566 0.1738 14.7000

9 0.1689 3.2235 0.2819 12.9300

10 1.0024 4.0518 0.2171 21.7400

La tâche de mouvement est composée dans ce cas de dix segments récapitulés dans le
tableau. 3.2. En appliquant l’algorithme 2, le profil de mouvement de la vitesse qui décrit
le mouvement du robot le long du chemin planifié est montré dans la Fig.3.12 , avec une
ligne continue et un temps d’exécution total de T = ∑Ti = 145.61s. L’algorithme proposé
permet de définir un profil de vitesse dépendant de la courbure. Il fournit des vitesses
élevées pour le robot, dans les parties à faible courbure du chemin et vice versa.
Pour une étude comparative, la trajectoire du robot le long de ce chemin peut également
être définie comme une manœuvre repos-à-repos utilisant l’approche classique, avec un
chemin parcourue d’une longueur maximale L = ∑Li = 32.0547m et une courbure maxi-
male kmax = max(kimax) = 1.9068m−1. Comme le montre la Fig. 3.12 avec une ligne
pointillée, le maximum du profil de mouvement attribué à la tâche dans ce cas est obtenu
comme suit ψmax = 0.1738ms−1.

En conséquence, le temps d’exécution de la tâche proposée est augmenté à T =
190.87s par rapport à T = 145.61s pour la réalisation de la tâche selon l’algorithme de
planification proposé. Fig. 3.13 décrit le mouvement en temps réel du robot le long de ce
chemin et la norme d’erreur de suivi cartésienne, en utilisant les mêmes paramètres du
contrôleur comme dans le premier test et en considérant le profil de mouvement à vitesse
optimisée.
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Les vitesses de commande dans les deux roues le long du chemin exécuté sont re-
présentées dans la Fig. 3.14. Des signaux de commande lisses sont fournis pour assurer
le mouvement du robot le long du chemin défini avec un niveau de précision acceptable.
L’algorithme de planification proposé amène le robot dans ses capacités maximales, vi-
tesses maximales des roues gauche et droite, pour atteindre un temps d’exécution optimisé
de la tâche, sans dépasser les limites physiques du robot.
Les résultats obtenus lors du deuxième test confirment les capacités de l’approche de pla-
nification proposée lorsque le robot est manipulé dans des environnements encombrés.
Outre que la définition des mouvements sans collisions, l’algorithme de génération de la
vitesse dépendante de la courbure, l’algorithme 2, optimise considérablement le temps
nécessaire à l’exécution de la tâche complète.
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Figure 3.12 – Profil de mouvement selon les deux algorithmes.
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Figure 3.14 – Signaux de commande pour le test 2 (a) vitesse de la roue gauche (b) Vitesse de
roue droite

3.5.3 Test 3 : Évaluation de la commande de rétroaction

Le but de ce test est d’évaluer les performances de l’algorithme de contrôle proposé
en termes de précision de suivi et de robustesse face aux incertitudes des modèles et aux
perturbations externes. Pour cette raison, deux contrôleurs seront considérés pour une
étude comparative :

1) Le contrôleur proposé dans les équations (3.46–3.53) et avec les paramètres de
contrôle fixés comme suit :

kp1 = 1,kd1 = 0.7
kp2 = 1,kd2 = 0.7.
2) Un algorithme de contrôle non linéaire est défini comme suit [Oriolo2002] :







v = vdcos(θd −θ)+

K1((x− xd)cos(θ)+(y− yd)sin(θ))

ω = ωdK2
sin(θd −θ)

(θd −θ)
((y− yd)cos(θ)+(x− xd)sin(θ))

+K3(θd −θ)

(3.54)

Un choix approprié des paramètres de contrôle Ki sont donné comme suit :

K1 = K3 = 2ζ
√

w2
d +bv2

d

K2 = b | vd(t) |
où les paramètres ζ et b sont fixés dans ce travail comme suit :

ζ = 0.9 , b = 2.
Les vitesses de translation et rotations souhaitées vd(t) et ωd(t) son obtenues à partir des
équations suivantes :

vd(t) =
√

ẋ2(t)+ ẏ2(t)

ωd(t) =
ÿ(t)ẋ(t)− ẍ(t)ẏ(t)
(ẋ2(t)+ ẏ2(t))
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Considérons la même tâche spécifiée dans le premier test (Test1). Ensuite, trois expé-
riences ont été étudiées dans ce test :

(a) La première correspond au cas nominal.
(b) La seconde considère que l’entrée de commande du robot v est soumise à des

signaux de perturbations externes additives inconnues δv mais bornées, avec des limites
maximales δv < 0.04ms−1.

c) La troisième expérience traite le problème de robustesse dans le cas de présence
des incertitudes dans la mesure des positions réelles du robot xc et yc.

La norme cartésienne des erreurs de suivi dans toutes les investigations sont illustrées
dans les Figs.3.15, 3.16 et 3.17, respectivement.

Après avoir analysé les Figs. 3.15, 3.16 et 3.17, on peut facilement noter les princi-
pales caractéristiques du contrôleur par rétroaction, basé sur la platitude, proposée que
l’on peut résumer par le haut niveau de précision de suivi, la robustesse du système et
l’insensibilité de la réponse du robot à la dynamique non modélisée et aux perturbations
externes.
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Figure 3.15 – Normes Cartésiennes de l’erreur sous les deux contrôleurs dans le cas
nominal.
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Figure 3.16 – Normes Cartésiennes de l’erreur sous les deux contrôleurs sous des pertur-
bations exogènes.
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Chapitre 3. Commande d’un robot mobile à roue

0 10 20 30 40
0,000

0,005

0,010

0,015

0,020

0,025

0,030

0,035

0,040

0,045

0,050

0,055

0,060

 Time(s)

  T
ra

ck
in

g 
er

ro
r(

m
)

 Nonlinear controller
Flatness controller

Figure 3.17 – Normes Cartésiennes de l’erreur sous les deux contrôleurs sous des incer-
titudes de mesure.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé un algorithme efficace pour le contrôle des
mouvements rapides et sûrs pour un robot mobile à roues avec des contraintes non holo-
nome. Une analyse primaire du problème de planification de mouvement sans obstacles
(PTP) pour les systèmes robotiques avec des contraintes non-holonome a montrée la re-
lation inverse entre la courbure du chemin planifié et les limites maximales du profil de
mouvement décrivant la vitesse du robot le long de ce chemin. Une extension de l’ap-
proche de planification découplée a été proposée dans ce chapitre pour une manipulation
efficace des robots mobiles non-holonome dans des environnements encombrés d’obs-
tacles statiques. Tout d’abord, un chemin multi-segments lisse et sans collision (free col-
lision) a été défini pour le robot en interpolant un nombre suffisant de points de passage
sélectionnés à l’aide de fonctions polynomiales d’ordre sept. Ensuite, et afin de minimiser
le temps de cycle de la tâche exécutée, le profil de mouvement qui spécifie la vitesse du
robot le long du chemin désiré a été défini comme une chaîne de fonctions élémentaires
dépendantes de la courbure qui assurent un mouvement continu du robot jusqu’à où il
atteigne sa configuration cible. Tenant en compte les caractéristiques locales du chemin
planifié et en appliquant un filtre de moyenne mobile aux profils d’accélération limités
classiques avec des vitesses non nulles aux points de passage, chaque fonction de vitesse
élémentaire a été conçue pour assurer une solution presque optimale dans le temps pour
la tâche de planification de trajectoire, ainsi qu’une continuité suffisante des profils de
vitesse et d’accélération globales. Un algorithme de contrôle par rétroaction basé sur la
platitude a été proposé pour assurer la robustesse et la précision durant l’exécution des
tâches planifiées malgré les incertitudes du modèle et les perturbations externes. L’effica-
cité de l’approche proposée a été testée et validée pratiquement à l’aide du prototype de
laboratoire PIONEER3DX .

74





4
Commande d’un Portique à trois

dimensions

Dans ce chapitre, nous considérons le problème de commande
d’un portique de levage à 5 dll. Après la génération des trajec-
toires de références, une commande par mode glissant d’ordre
deux est introduite pour assurer l’exécution des taches plani-
fiées.
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Ce chapitre a pour but d’étendre les approches discutées dans le chapitre 3 pour ma-
nipuler des systèmes mécaniques avec une structure flexible, les ponts roulants ou por-
tiques. Dans les sites industriels et de construction (installations de traitement des déchets
nucléaires, chantiers navals, aéroports, usines automobiles, nouveaux bâtiments, etc.),
les grues (portiques) sont utilisées pour transporter de grandes et volumineuses charges
utiles via un câble relié à une plate-forme motorisée [Lee1998, Sawodny2002, M.Abdel-
Rahman2003, Omar2004, Ramli2017]. La structure flexible des ponts roulants leur per-
met d’accomplir différentes tâches dans des grands espaces de travail. Cependant, cette
flexibilité peut être vue comme une source de problèmes lors du mouvement du pont,
principalement, l’excitation paramétrique des oscillations de la charge. Le comportement
oscillatoire de la charge est provoqué par différents facteurs tels que (i) la sensibilité de
la structure mécanique aux accélérations et décélérations de la plate-forme mobile, (ii)
les dynamiques non modélisées, comme les forces de frottement et les perturbations ex-
ternes, comme le vent et (iii) les paramètres variables du système, comme la longueur du
câble [Cartmell2003, Peña2012]. Ainsi, le problème immédiat dans toute conception de
commande est le développement de techniques de commande avancées qui tiennent en
compte des différentes sources de comportement des oscillations de charge pour atteindre
un niveau élevé de précision et de sécurité malgré la nature incertaine et sous-actionnée
du système.

Un premier niveau du développement de la commande pour les systèmes de type
pont roulant consiste à générer des trajectoires de référence appropriées qui assurent le
transfert sûr de la charge dans son environnement aussi rapidement que possible et sans
collision avec les obstacles, tout en tenant compte des oscillations de charge pendant les
phases d’accélération et de décélération du mouvement. En conséquence, une approche
de planification découplée est proposée dans ce chapitre pour assurer une planification
efficace de tâches désirées. Elle s’agit de concevoir un chemin lisse et libre d’obstacles le
long duquel la charge doit se déplacer, puis d’attribuer la vitesse de la charge en utilisant
un profil de mouvement approprié. Ce dernier doit être soigneusement conçu pour éviter
l’excitation des oscillations de charge à hautes fréquences. Le deuxième niveau de la
conception du contrôle nécessite le développement d’une loi de commande par rétroaction
appropriées pour assurer une exécution précise des tâches planifiées.

D’un point de vue contrôle, plusieurs approches, y compris des techniques d’intelli-
gence artificielles [Lewis2002] et des algorithmes de contrôle par mode glissant (SMC)
[Utkin2009b], ont été développées pour traiter le problème de contrôle robuste des sys-
tèmes sous-actionnés et incertains. Particulièrement, les algorithmes conventionnels de
la théorie de SMC sont appliqués pour contrôler le comportement des ponts roulants
[Liu2012, Collado2013, Bartolini2003]. Les techniques de SMC conventionnelles se ca-
ractérisent par leur simplicité de conception et leur robustesse face à une classe des per-
turbations [Utkin1993a]. Cependant, cette classe de contrôleurs (SMC) n’est appliquée
qu’aux systèmes ayant un degré relatif un, ce qui limite les degrés de liberté de la concep-
tion de la commande et dégrade les performances des systèmes. Les développements
récents de la théorie SMC prouvent que le SM d’ordre supérieur est plus suffisant que les
algorithmes conventionnels en termes de stabilité, de robustesse et de précision du sys-
tème (Chapitre 2). Motivé par le succès des applications des modes glissants d’ordre deux
(SOSMC) dans de nombreux domaines, ce chapitre traite la conception d’un SOSMC
pour obtenir des performances de suivi et de positionnement élevées pour un pont rou-
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Chapitre 4. Commande d’un Portique à trois dimensions

lant. En utilisant le fait que la dynamique du pont roulant est partiellement linéarisable
par rétroaction, une surface de glissement a été définie de telle sorte que sa régulation as-
sure la limitation de l’erreur de suivi ainsi que l’atténuation de toute oscillation de charge
causée par un comportement externe. Un algorithme Twisting dépend de la variable d’état
(State Dependent Twisting SDT) est ensuite introduit dans une deuxième étape comme un
compensateur discontinu pour améliorer les performances du système en termes de pré-
cision du mouvement, robustesse contre les incertitudes structurées et non structurées et
atténuation des oscillations. Les gains du contrôleur sont définis comme fonction dépen-
dant de l’erreur afin de réduire les phénomènes de chattering et d’adoucir les signaux de
commande. En plus de sa simplicité de conception et de ses caractéristiques de robustesse,
cet algorithme permet une convergence en temps fini de la variable d’état à zéro. De plus,
en cas de discrétisation, ce contrôleur garantit une précision quadratique de régulation par
rapport à la période d’échantillonnage. Une preuve formelle de la stabilité asymptotique
de l’approche de contrôle proposée est établie en utilisant la théorie de Lyapunov.

Les grandes parties de ce chapitre sont les suivantes. Le modèle dynamique du pont
roulant et quelques propriétés standard pour cette classe de système sont présentés à la
section 2. L’algorithme de planification de trajectoire proposé est donné dans la section
3. La section 4 donne les détails de la loi de commande proposée. Les résultats de la
simulation, illustrent les avantages et l’efficacité de la stratégie proposée, sont présentés à
la section 5. La section 6 conclut le chapitre.

4.2 Modélisation du système et formulation du problème

4.2.1 Modélisation du système, caractéristique et contraintes de com-
mande

On considère le système de pont roulant à 5ddl illustré dans Fig.4.1, piloté par un
vecteur de force définie comme suit τ = [ fx fy fl ]

T . En se basant sur le formalisme de
Lagrange, le modèle dynamique pour ce système peut se mettre sous la forme :

M (q) q̈+C (q, q̇ ) q̇+G(q) = B τ (4.1)

avec q(t) = [qu qa]
T et q̇(t) = [q̇u q̇a]

T sont les vecteurs coordonnées généralisés et des vi-
tesses respectivement, qa ∈R

n(n= 3) représente la partie actionnée du système composée
de coordonnées cartésiennes x,y de la charge utile mesurées dans la référence inertielle
fixe OXY Z et la longueur l du câble de levage, qu ∈ R

m(m = 2) représente la partie non
actionnée du système composée de deux angles (θx et θy) représentent la projection de
l’angle d’oscillation θ sur les plans XTYT et XT ZT (XTYT ZT est le système de coordon-
nées qui se déplace avec le chariot " figure1 "). M(q) est la matrice d’inertie, C(q, q̇)
est la matrice centripète et de Coriolis, G(q) est le vecteur de gravité. B est une matrice
constante donnée comme : B = [b1 b2]

T d’où b1 = 0[m×n] et b2 = I[n×n].
Le modèle dynamique (4.1) conserve certaines propriétés standard de la dynamique la-
grangienne mécanique, y compris la propriété définie positive symétrique de la matrice
d’inertie M, l’anti-symétrique de la matrice Ṁ−C(q, q̇) et la bornitude de la matrice G(q).
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Figure 4.1 – Portique de trois dimensions

4.2.2 Linéarisation par bouclage

Linéarisation par bouclage statique

Pour les systèmes sous-actionnés, tels qu’un pont roulant, nous pouvons réorganiser
les coordonnées généralisées décrites par (4.1) sous la forme suivante :







m11q̈u +m12q̈a + f1(q, q̇) = 0

m21q̈u +m22q̈a + f2(q, q̇)+δd = τ
(4.2)

avec δd ∈ R
n représente un vecteur borné inconnu introduit ici pour décrire toutes les

incertitudes du système, y compris les perturbations externes et les dynamiques non mo-
délisées.
La matrice d’inertie M est définie positive, alors, le terme m11 est 2× 2 est inversible.
Donc, nous pouvons résoudre q̈u à partir de la première équation dans (4.2) comme :

q̈u =−m−1
11 (m12q̈a + f1(q, q̇)) (4.3)

puis nous substituons l’expression résultante (4.3) dans la deuxième équation de (4.2)
pour obtenir :

m̄22q̈a + f̄2 = τ (4.4)

où : m̄22 = m22 −m21m12m−1
11 et f̄2 = f2 −m21m−1

11 f1.
Une commande linéarisante peut donc être définie pour l’équation (4.4) selon :

τ = m̄22v+ f̄2 (4.5)

d’où v ∈R
n est un contrôleur auxiliaire a déterminé. Ensuite, le système complet peut être

écrit comme suit : 





m11q̈u + f1 =−m12v

q̈a = v+δd
(4.6)
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Puisque la relation entrée-sortie de qa à v dans (4.6) est linéaire, la partie active de (4.2) a
été complètement linéarisée. Cependant, si l’on considère le vecteur d’état complet, seule
une linéarisation partielle a été réalisée par un bouclage statique.

Linéarisation par bouclage dynamique

En plus de la propriété de la linéarisation partielle par bouclage statique (4.3–4.6), il a
été montré dans [D’Andréa-Novel1990,Fliess1995,Van Nieuwstadt1998] que cette classe
de système est complètement linéarisable par un bouclage dynamique d’ordre deux. Le
vecteur de coordonnées Cartésiennes [x y z]T est défini dans ce cas comme un vecteur de
sorties plates.

4.3 Planification du mouvement

En utilisant le modèle dynamique (4.1, 4.2 et 4.6), le problème de la planification de
trajectoire consiste à trouver un vecteur 3D rd(t) = [xd(t) yd(t) zd(t)]T des positions
désirées qui amènent la charge à sa position final le plus rapidement possible et sans
collision avec les obstacles. La conception doit tenir compte la dynamique du système
décrit dans l’équation (4.2), c’est-à-dire qu’elle doit assurer la bornitude du vecteur qu

qui décrit le comportement vibratoire de la charge. Pour cela on doit répondre aux pro-
blèmes SPPProblem et ST PProlem définis dans le chapitre1, c.à.d. de spécifier le type
et le degré des fonctions utilisées pour la conception du chemin de la charge et du profil
du mouvement. Un résultat direct de la propriété de platitude du vecteur des coordonnées
Cartésiennes pour cette classe de système implique que :

— (i) l’ordre minimum de la fonction qui spécifie le chemin de la charge, dans l’espace
plat, est égal à cinq.

— (ii) l’ordre minimum de la fonction qui spécifie la vitesse de la charge le long de ce
chemin est égal à cinq.

4.3.1 Planification du chemin

Comme point de départ, on considère une séquence de N configurations désirées
{Pi/Pi = [xi yi zi], i = 0,1, · · · ,} que la charge doit atteindre, où P0 et PN coïncident
avec les positions initiale et cible de la charge, respectivement et toutes les autres confi-
gurations {Pi, i = 1, ...,N − 1} sont sélectionnées depuis l’espace libre de la charge pour
éviter toute collision de la charge dans son environnement. Le processus de planification
du chemin est focalisé sur la transformation de la séquence des configurations prédéfi-
nies en une courbe lisse. Une approche standard pour trouver une telle courbe peut être
exprimée sous la forme d’une procédure en deux étapes (Algorithme 3 : 3D-Curve P ara-
meterization) [Boutalbi2015].
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Algorithm 3 : 3D-Curve P arameterization

Input :Samples of N way-points Pi = [xi yi zi].
Output : 3D Parameterized curve rd(u).

1: Curve parameterization :

— Set : u0 = 0.

— For (i = 1, i < N, i++) set ui+1 = ui + |pi − pi+1|
α , α = 0.5

2: Between any two successive points, find the interpolation function such that :

rd (ui) = pi,r
(k)
d (ui−1) = r(k)d (ui)

3: return rd(u)

La première étape de l’algorithme 3 se réfère au choix des valeurs des paramètres
d’interpolation u. Il est bien connu qu’elles ont une grande influence sur la forme de la
courbe obtenue [Floater2008]. Une approche simple, fréquemment utilisée dans la pra-
tique, consiste à considérer u0 = 0 puis à calculer récursivement :

ui+1 = ui + |pi − pi+1|
α , i = 0,1, . . . ,N −1 (4.7)

où |.| dénote la norme euclidienne dans R3 .
Le cas particulier de α = 1 est connu sous le nom de paramétrisation en fonction de
longueur corde "chordal parametrisation". Elle donne une bonne approximation de l’arc
entre deux points distincts Pi et Pi+1. Les paramètres d’interpolation ui sont définie dans
ce cas comme :

α = 1, et ui = |pi−1 − pi|=

√

(xi − xi−1)
2 +(yi − yi−1)

2 +(zi − zi−1)
2 (4.8)

La deuxième étape d’Algorithme 3 consiste à trouver une fonction appropriée (d’ordre
5) qui assure une courbe lisse à travers la séquence des valeurs de paramètres prédéfinies
ui. La courbe le long de laquelle la charge doit se déplacer est spécifiée en N segments
par les équations suivantes :

rd(u) =







rd1(u) u0 ≤ u ≤ u1

rd2(u) u1 ≤ u ≤ u1
...

...

rdN(u) uN−1 ≤ u ≤ uN

(4.9)

Ainsi, rd(u) est un polynôme d’ordre 5 paramétré sur chaque intervalle [ui ui+1] , i =

0,1, · · · . où r(k)d (ui−1) = r(k)d (ui) ,k = 1, · · · ,5 pour i = 1,2, · · · , (conditions de continuité
dans les points de passage).

4.3.2 Définition du profil de mouvement

En appliquant la même méthode discutée dans les chapitres 1 et 3, le profil de mouve-
ment est obtenu directement à partir d’un profil de mouvement Bang-Zéro-Bang en accé-
lération. En utilisant deux filtres de mouvement moyen (FIR), comme le montre la figure
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4.2. Un mouvement lisse (avec un snap limité) est obtenu. Le temps total d’exécution de la
tache est caractérisé dans ce cas par le temps optimal t f du mouvement Bang-Zéro-Bang
conventionnel, le temps Tj du premier filtre et le temps Ts du deuxième filtre.

t ′f = t f +Tj +Ts (4.10)

Figure 4.2 – Profil de vitesse à snap limité

4.4 Suivi des Trajectoires

4.4.1 Conception du contrôleur

L’objectif principal de cette partie est le développement d’une loi de contrôle appro-
priée qui assure l’exécution précise des tâches planifiées et l’élimination des oscillations
de charge peuvent être générées par des perturbations externes.

Étant donné un vecteur de trajectoire désirées qad(t) = rd(t) = [xd(t) yd(t) ld(t)]T , on
définit l’erreur de suivi comme :







η1 = qu

η2 = q̇u

e1 = qa −qad(t)

e2 = q̇a −qad(t)

(4.11)

Prenons la première dérivée de (4.11) pour obtenir :







ė1 = e2

ė2 =−q̈ad(t)+ v+d0

η̇1 = η2

η̇2 = q̈u

(4.12)

où : d0 = δd.

La question principale de la conception de la commande par rétroaction est de savoir
comment définir les entrées de commande qui assurent la stabilisation des erreurs de suivi
e1(t) et e2(t) ainsi que les oscillations de charge η1 , η2 à zéro.
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Remarque 10 Comme le système est linéarisable par bouclage dynamique, une rétroac-
tion endogène similaire à la commande (3.52) peut être définie pour assurer le suivi des
trajectoires. Cependant, la mise en ouvre pratique de cette loi de commande exige dans
ce cas la quatrième dérivée de vecteur d’erreur. Dans ce travail, on exploite l’efficacité
de commande par mode glissant pour assurer la stabilité, la robustesse et la précision
d’exécution de la tache planifiée en utilisant seulement la deuxième dérivée du vecteur
d’erreur de suivi.

Le processus de stabilisation du système (4.11) par mode glissant nécessite la définition
des sorties qui prennent en compte le vecteur d’erreur de poursuite e ainsi que le vecteur
décrivant les oscillations de la charge η . En conséquence, une forme appropriée de la
surface de glissement µ peut être choisie comme [Boutalbi2017] :

µ = e1 + k

[

η1 +h
∫ t

0
η2dx

]

(4.13)

avec µ ∈ R
n, h est un paramètre de réglage positif. La matrice k ∈ R

(n×m) est définie
comme :

k =








kθ 0

0 kβ

0 0








avec kθ et kβ sont des facteurs de couplage positifs qui jouent un rôle important dans le
contrôleur dynamique.
La commande v a un degré relatif égal à deux par rapport à la sortie µ dans (4.13). Prenons
la deuxième dérivée de µ , on obtient :

µ̈ =−qad(t)+
(
I + km−1

11 m12
)

v+ km−1
11 ( f1 +m12η2)+d0 (4.14)

avec I(n×n) est la matrice unitaire.
Puisque la matrice

(
I + km−1

11 m12
)

est inversible, une nouvelle commande v est introduite
sous la forme :

v = q̈ad(t)+
(
I + km−1

11 m12
)−1 [

U + km−1
11 ( f1 +m12η2)

]
(4.15)

L’algorithme de commande dans (4.15) est composé d’une commande en boucle ouverte
q̈ad(t) et d’une partie de linéarisation par rétroaction. Cette structure de commande illustre
clairement l’importance de planification des signaux de commande lisses. Elle réduit le
système (4.14) à :

µ̈ =U +d0 (4.16)

Nous pouvons réécrire le système de (4.16) comme un système de trois double-intégrateurs
découplés non-autonomes perturbés, comme :







µ̈x = ux +d0x

µ̈y = uy +d0y

µ̈l = ul +d0l

(4.17)

où ux,uy et ul sont des nouvelles entrées de commande devraient être conçues pour sta-
biliser la dynamique µ̈x, µ̈y et µ̈l respectivement, malgré les incertitudes du modèle et
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les perturbations externes. La sortie µα a un degré relatif égal à deux par rapport à l’en-
trée de commande uα (pour α = (x, y, l)) . Par conséquent, une commande par mode
glissant d’ordre deux pour l’entrée uα peut être définie comme suit [Emeryanov1996,Le-
vant2007] :

uα =−M1αsign(σ1)−M1αsign(σ2)

σ1 = µα , σ2 = σ̇1 = µ̇α

(4.18)

Cette loi de commande garantit que le système est uniformément globalement asymp-
totiquement stable si les gains M1α et M1α sont correctement choisis. Dans le présent
chapitre, on a choisi de les définir comme des fonctions dépendantes des états (σ1 et σ2)
comme suit :

M1α = kpα |σ1|+ r1α

M2α = kdα |σ2|+ r2α

(4.19)

d’où kpα , kdα sont des paramètres positifs et r1α ,r2α sont des constantes positives
suffisamment petites.
Ce dernier choix pour les gains de réglage par mode glissant (4.19) est adopté dans cette
forme pour minimiser le phénomène de chattering face l’implémentation des techniques
de mode glissant.
La loi de contrôle (4.18) est reformulée comme suit :

uα =−kα pσ1 − kdασ2 − r1αsign(σ1)− r2αsign(σ2) (4.20)

qui est équivalent à l’algorithme PD-T (Proportionnel-Dérivé Twisting) proposé par de
nombreux auteurs [Orlov2005, Vázquez2013].

4.4.2 Analyse de stabilité

Pour prouver la stabilité du système (4.17) sous l’entrée de commande (4.18-4.19), on
considère la fonction Candidate de Lyapunov définie comme :

V =
1
2

σT Pσ + r1kpε|σ1| (4.21)

d’où :

— P =




εkp + kd 1

1 ε



,

— ε est une petite constante positive..

— σ =
[

σ1 σ2

]T

Notez également que la dynamique (4.17) sous la loi de commande (4.18-4.19) peut
être réécrite sous forme d’espace d’états de la forme :

σ̇ = B1σ +B2sign(σ)+C (4.22)

avec :
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B1 =




0 1

−kp −kd



 ,B2 =




0 0

−r1 −r2



 ,C =
[

0 c
]T

σ =
[

σ1 σ2

]T
,sign(σ) =

[

sign(σ1) sign(σ2)
]T

Prendre la dérivée temporelle de l’équation (4.21) le long de la solution du système (4.22)
pour obtenir :

V̇ =−σT Qσ − r1|σ1|− r2ε|σ2|− r2σ1sign(σ2)+ cσ1 + εσ2c (4.23)

avec :

Q =




kp 0

0 εkd −1





Ensuite, les conditions suffisantes pour accepter V comme une fonction de Lyapunov,
c’est-à-dire que V est une fonction définie positive et que sa dérivée temporelle est une
fonction semi-définie négative, peuvent être choisies comme suit :







r2 ≥ c,

r1 ≥ r2 + c,

kp ≥
1
ε2

kd ≥ 1
ε

(4.24)

En outre, le système de comparaison suivant peut être écrit comme suit :







V1 ≤V ≤V2,

V̇ ≤−V3

(4.25)

avec :






V1 = λmin[P]||σ ||2

V2 = λmax[P]||σ ||2 + r1ε||σ ||

V3 = λmin[Q]||σ ||2 + rm||σ ||

rm = min(r1 − r2 − c,ε(r1 − c))

(4.26)

λmin/max[.] :représente la plus petite valeur propre de la matrice [.] qui est un nombre
positif. |()| représente la première norme du vecteur ().

En utilisant les théorèmes 2 et 3, les inégalités (4.25) et (4.26) prouvent la stabilité
asymptotique globale uniforme du système perturbé (4.22) et le théorème suivant peut
être énoncé :
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Théorème 11 La loi de commande proposée (4.18–4.19) rend le système (4.17 ) globa-
lement uniformément asymptotiquement stable si les conditions suivantes sont respec-
tées : : 





r2 ≥ c,

r1 ≥ r2 + c,

kp ≥
1
ε2

kd ≥ 1
ε

(4.27)

pour un ε constant positif suffisamment petit .

4.5 Validation numérique des résultats

Des simulations sous l’environnement Matlab/Simulink, ont été réalisées pour évaluer
les performances de l’approche proposée, à l’aide du modèle du pont roulant 5−ddl décrit
dans Fig.4.1. Les paramètres du pont roulant sont pris comme suit :

— Masse du chariot : mc = 10kg

— Masse du rail mobile : mw = 20kg,
— Masse de la charge utile :mp = 10kg.

— La gravité a été fixée : g = 10m/s−2.

— Câble de masse négligeable et de lon-
gueur variable.

Les incertitudes non structurées sont simulées en tenant compte des perturbations ex-
ternes inconnues et des forces de frottement mécaniques dans le chariot mobile, la rail
mobile et le mécanisme de levage qui sont modélisées à l’aide du modèle de frottement
de LuGre [Åström2008], car il permet de capturer la plupart du comportement de frotte-
ment qui a été, en général, observé expérimentalement dans les systèmes de commande.
Les limites maximales des accélérations et des vitesses de mouvement sont fixées comme
suit : ξmax = 1.2m.s−1, ξ̇max = 0.6m.s−2. Toutes les simulations ont été effectuées avec un
temps d’échantillonnage fixé à : ts = 0.01s.

4.5.1 planification de trajectoires

Dans les tests proposés, on considère la tâche de déplacer la charge de sa position de
départ PA = [xA yA lA] à la position cible PB = [xB yB lB] sans oscillations.
La courbe en 3D qui représente le chemin sans collisions le long duquel la charge doit se
déplacer, est représentée dans la Fig.4.3.a. On l’obtient via Algorithme3 en interpolant la
séquence de points de passage définie dans tableau 4.1.

La longueur totale du chemin planifié est L = 47,3158m. La fonction temporelle qui
spécifie la vitesse de la charge le long du chemin planifiée est illustrée dans Fig.4.3.b,c.
Elle est obtenue en appliquant l’algorithme de génération de trajectoire décrit dans la
Fig.4.2 et en considérant un mouvement de repos à repos, c’est-à-dire que le système
commence son mouvement avec une vitesse et une accélération nulle et le complète avec
une vitesse et une accélération nulles.

Les principales caractéristiques de ce profil de mouvement sont les suivantes : T =
49.4200s,TJ = 5s, Tsnap = 5s. Ce dernier paramètre est introduit pour définir le retard
du deuxième filtre dans l’algorithme de planification proposé. Comme on le verra plus
loin, ce choix limite les oscillations de charge causées par l’accélération du chariot à un
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Tableau 4.1 – Points de passages et paramètres d’interpolation

Point Coordonnées ui(m)

PA (1, 2, 1) 00.0000

2 (8, 3, 2) 06.0828

3 (15, 4, 3) 13.2242

4 (18, 7, 4) 17.5831

5 (18, 9, 5) 19.8192

6 (18, 11, 6) 22.0552

7 (14, 14, 6) 27.0552

8 (10, 17, 5) 32.1542

9 (10, 18, 4) 33.5685

10 (10, 21, 3) 36.7307

11 (13, 24, 2) 41.0896

PB (18, 23, 1) 46.2858

niveau inférieur de 0,15rad. La paramétrisation par longueur d’arc ainsi que la repré-
sentation temporelle des trajectoires générées, obtenues par Algorithme2 et Algorithme3,
sont illustrés dans Fig.4.3.d.

4.5.2 Analyse de contrôle de suivi

Le but de ce test est d’évaluer les performances de l’approche de commande proposé
en termes de précision de poursuite, d’atténuation des oscillations de la charge et de la
douceur des signaux de commande en considérant la même tâche planifiée ci-dessus. Pour
la surface de glissement donnée dans (4.13), nous considérons les paramètres suivants :

Kθ = 3,Kβ = 2,h = 1

Ensuite, pour une étude comparative, trois approches sont utilisées pour la stabilisa-
tion de la dynamique (4.17) :

1. Un contrôleur PD avec les paramètres suivants :
kpx = 9, kdx = 6
kpy = 9, kdy = 6
kpl = 20, kdl = 9

2. Un algorithme de commande par mode glissant conventionnel définie dans [Bou-
talbi2017], avec des paramètres de contrôle fixés comme :
vα =−Mαsign(σ1α +λασ2α)

Mα = ψα |σ1α |+Ψα |σ2α |+δ0α

α = [x,y, l]

où λα ,ψα ,Ψα and δ0α sont des paramètres choisis comme
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Figure 4.3 – Tâche planifiée

λx = 1,ψx = 10,Ψx = 6,δx = 4
λy = 1,ψy = 10,Ψy = 7,δy = 4
λl = 1,ψl = 20,Ψl = 5,δl = 4

3. Un algorithme SDT discuté ci-dessus (4.20, 4.19) où les paramètres de contrôle
sont fixés comme suit :
kpx = 9, kdx = 6, r1x = 10, r2x = 5
kpy = 9, kdy = 6, r1y = 10, r2y = 5
kpx = 20, kdx = 9, r1x = 4, r2x = 2

Le comportement du système simulé sous les contrôleurs ci-dessus est montré dans la
Fig.4.4. Les normes cartésiennes correspondantes des erreurs de suivi, comme le montre
la Fig.4.4.c, mettent en évidence la grande précision des approches de contrôle disconti-
nues proposées par rapport au contrôleur PD, où la méthode proposée réduit le RMS, Root
Mean Square, de l’erreur de suivi avec RMSST D = 0.222m, alors que les valeurs RMS des
erreurs de suivi sont RMSMGC = 0.2463m et RMSPD = 0.2967 pour les contrôleurs basés
sur le mode glissant conventionnelle et le PD classique, respectivement. On note que la
norme cartésienne de l’erreur de suivi est donnée sous la forme :

eN =
√

(x− xd)2 +(y− yd)2 +(l − ld)2 (4.28)

88



4.5. Validation numérique des résultats

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

PD Controller

1st Order SMC
Proposed Cotroller

(a) Norme Cartésien d’erreur.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Time (s)

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

x (
ra

d)

PD Controller

1st Order SMC
Proposed controller

(b) Angle d’oscillation θx

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Time (s)

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

y (
ra

d

PD controller

1st Order SMC
Proposed Controller

(c) Angle d’oscillation θy

Figure 4.4 – Performances de suivi

De plus, les Figs.4.4.a et 4.4.b illustrent les performances positives de l’algorithme SDT
proposé dans l’atténuation des indésirables oscillations de la charge .

Les entrées de commande correspondantes sont illustrées par Fig.4.5. En outre des
résultats ci-dessus liés à la précision de poursuite et l’atténuation importante des oscilla-
tions indésirables de la charge pour l’approche SDT proposée, on peut clairement noter
que le signal de commande est lisse pour l’approche SDT proposée par rapport au mode
glissant classique (d’ordre1).

4.5.3 Analyse d’anti-ballant

Le but de cet essai est de mettre en évidence l’importance du contrôleur anti-ballant
proposé dans le comportement général du système. Par conséquent, deux contrôleurs ont
été considérés pour une étude comparative :

1. Un contrôleur SDT basé sur la surface de glissement défini dans (4.13) avec les
paramètres suivants :

kθ = 3, kβ = 1, h = 1

2. Un contrôleur SDT basé sur la surface de glissement sans la partie d’anti-ballant,
c’est-à-dire :

kθ = 0, kβ = 0, h = 0

89



Chapitre 4. Commande d’un Portique à trois dimensions

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Time (s)

-60

-40

-20

0

20

40

60

80

x (
N

)
PD Controller

1st Order SMC
Proposed Controller

(a) Commande de "Travelling"

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Time(s)

-60

-40

-20

0

20

40

60

y (
N

)

PD Controller

1st Order SMC
Proposed controller

(b) Commande de "Traverse"

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Time (s)

-150

-140

-130

-120

-110

-100

-90

-80

-70

-60

-50

 
l (

N
)

PD Controller

1st Order SMC

Proposed Controller

(c) Commande de "levage"

Figure 4.5 – Signaux de commande

alors
µ = e

Dans les deux tests, les paramètres de contrôle par rétroaction sont fixés comme suit :

kpx = 9, kdx = 6, r1x = 10, r2x = 5

kpy = 9, kdy = 6, r1y = 10, r2y = 5

kpl = 20, kdl = 9, r1l = 4, r2l = 2

La norme cartésienne des erreurs de poursuite et les balancements qui caractérisent le
mouvement du pont roulant en appliquant les contrôleurs ci-dessus sont illustrées dans
Fig.4.6.

On constate clairement l’importance de la partie anti-ballant dans le mouvement du
système. Sans la partie anti-ballant, le mouvement de la charge est caractérisé par des
oscillations lentement amortis. Ces oscillations sont naturellement provoquées par les
phases d’accélération et de décélération caractérisant le mouvement du système le long
des axes x et y, ainsi que la nature courbé du chemin planifié. L’introduction du système
d’anti-ballant permet d’atténuer de manière significative les oscillations de la charge et
d’éliminer l’excitation de la résonance paramétrique du système pendant le mouvement
de la charge, comme le montrent les Figs.4.6.b et 4.6.c. Les oscillations de la charge sont
limitées dans ce cas (avec un anti-ballant) à celles provoquées durant les phases d’accélé-
ration et décélération du chariot et rail mobiles. De plus, l’atténuation des balancements
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de la charge par l’intermédiaire de la partie anti-ballant améliore significativement la pré-
cision de suivi et surtout dans la position final (cible) de la charge, 4.6.b.
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Figure 4.6 – Performances du système d’anti-ballant

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une stratégie de contrôle pour une manipulation
efficace des charges lourdes à l’aide d’un système de pont roulant à plusieurs degrés de
liberté. Il est composé de deux tâches principales, la génération de trajectoires de réfé-
rence et la conception de la commande par rétroaction. Les trajectoires de référence sont
générées à l’aide d’un algorithme de planification découplé. Il vise d’abord à concevoir
un chemin sans collisions, puis de calculer une fonction temporelle le long du chemin
soumis à des contraintes différentielles. L’idée clé de la conception de la commande par
rétroaction consiste à (i) définir la surface de glissement comme une sortie couplée qui as-
sure à la fois le suivi précis des trajectoires prédéfinies, l’atténuation de toute balancement
de la charge peut être confrontée pendant la séquence de transfert et élimine l’excitation
paramétrique des oscillations de la charge (ii) puis à concevoir un contrôleur discontinu
de second ordre basé sur l’algorithme Twisting qui force la stabilisation de la sortie spé-
cifiée à zéro malgré les incertitudes du modèle et les perturbations externes. La stabilité
asymptotique de l’approche de contrôle proposée est établie en utilisant le théorème de
Lyapunov. Des tests numériques sont effectués pour illustrer les performances de l’ap-
proche de contrôle proposée.

91





5
Commande d’un bras manipulateur

Dans ce chapitre nous proposons une commande adaptative
pour la manipulation des système robotiques avec des para-
mètres dynamiques totalement inconnus.
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Chapitre 5. Commande d’un bras manipulateur

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons le problème de commande d’un bras manipulateur
avec plusieurs degrés de liberté. Les bras manipulateurs sont des exemples typiques de
systèmes non linéaires avec une dynamique fortement couplée. Ce type de système peut
être utilisé pour exécuter des différentes tâches sous différentes conditions d’incertitudes.

Le problème d’adaptation de l’approche découplée chemin-trajectoire, pour ce type
de système sous différentes exigences et différentes contraintes est largement discuté dans
la littérature [Bobrow1985, Lo Bianco2013, Lo Bianco2017]. Différentes approches, que
ce soit adaptatives [Slotine1987,Grimm1990,Brogliato1991] ou robustes [Abdallah1991,
de Wit1996, Liu2000, Spong2004, Sage2010], ont été aussi proposées pour résoudre les
problèmes de suivi des trajectoires prédéfinies.

Le but principal du reste de ce chapitre est d’étendre le concept de commande par
mode glissant d’ordre deux défini dans le chapitre 4 pour la manipulation des bras mani-
pulateurs. Cela est motivé :

— d’une part, par les propriétés prometteuses de ce type de contrôleur, telles que la
convergence en temps finis, la précision de régulation et la robustesse face aux
incertitudes non paramétriques.

— d’autre part, par les exigences strictes des nouvelles applications des systèmes ro-
botiques dans différents domaines.

Tout d’abord, le twisting algorithme dépendant de l’état (SDTA) est proposé pour une
manipulation robuste du robot avec des paramètres dynamiques incertains. Cet algorithme
est ensuite étendu pour la manipulation du système robotique sous la considération du cas
où les paramètres dynamiques du robot sont totalement inconnus. Une loi d’adaptation
est définie pour estimer les paramètres du système en assurant la convergence de l’erreur
de suivi vers zéro et l’atténuation de phénomène de Chattering. Ce chapitre est supporté
par une analyse théorique et pratique des performances du contrôleur proposé.

5.2 Modélisation du système et formulation du problème

Les Bras de robots à chaîne ouverte, ou bras série, sont des exemples bien connus de
systèmes mécaniques à dynamique non linéaire et fortement couplée. Essentiellement, ils
sont construits en reliant des corps rigides, appelés segments, au moyen d’articulations,
de sorte qu’un mouvement relatif entre les segments adjacents devient possible. L’action-
nement des articulations, généralement par des moteurs électriques, permet au robot de se
déplacer et d’exercer des forces/couples d’une manière désirée. En appliquant une tech-
nique de modélisation standard telle que les formalismes d’Euler-Lagrange ou de Newton-
Euler, l’équation de mouvement pour un bras manipulateur série à n segments, avec n va-
riables articulaires (rotoïde/prismatique), q1, q2,...qn, (qi, décrit la ieme variable articulaire)
et n actionneurs peut être décrite sous forme matricielle comme suit [Spong2004] :

D(q)q̈+C(q, q̇)q̇+G(q)+F(q̇) = τ (5.1)

où :
q ∈ Rn est le vecteur de coordonnées généralisées donné comme :q = [q1 q2 ...qn]

T
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τ ∈ Rn est le vecteur de couple défini comme :τ = [τ1 τ2 ...τn]
T

D(q) est une matrice (n×n) représente la matrice d’inertie.
C(q, q̇) ∈ Rn×n représente les forces de Coriolis et de centrifuge.
G(q) ∈ Rn est un vecteur qui contient les termes de gravité.
F(q̇) ∈ Rn est un vecteur qui contient les frottements des articulations (ce terme sera né-
gligé dans la phase de conception de la commande).

On peut noter les propriétés suivantes :
Propriété 1 :







∀ξ ∈ Rnm1||ξ || ≤ ξ D(q)ξ T ≤ m2||ξ ||

m2 > m1 > 0
(5.2)

d’ou les paramètres m1 et m2 sont des constants positifs et ||ξ || est la norme euclidienne
du vecteur ξ .

Propriété 2 : Les matrices d’inertie et centripète satisfont la propriété d’anti-symétrie
suivante :

∀ξ ∈ Rn : ξ (C(q, q̇)−
1
2

Ḋ(d))ξ T = 0 (5.3)

Propriété 3 : L’équation dynamique (5.1) du robot manipulateur peut être écrite sous
la forme linéaire :

Y (q, q̇, q̈)θ = D(q)q̈+C(q, q̇)+G(q)+F(q̇) = τ (5.4)

où Y ∈ Rn×p est une matrice de régression qui ne dépend que des grandeurs cinématiques
(q, q̇, q̈) et θ ∈ Rp est un vecteur de coefficients dynamiques ou paramètres de base.
Du fait que la combinaison linéaire (5.4) , notamment la matrice Y et θ , n’est pas unique,
la forme linéarisé (5.4) est utilisée en général pour résoudre les problèmes de contrôle
adaptatif ou l’estimation des paramètres inertiels des bras manipulateurs.

Propriété 4 : Limitation de la gravité et des vecteurs de frottement :

||G(q)|| ≤ cG (5.5)

F(q̇)≤ c1F + c2F ||q̇|| ≤ cF (5.6)

Pour certaines constantes positives cG, c1F , c2F , cF .
Propriété 5 : Le vecteur de coordonnées généralisées q dans la dynamique du robot

(5.1) est prouvé comme un vecteur de sorties plates, ce qui implique que le système peut
être linéarisé via une loi de commande par rétroaction appropriée [Rigatos2012].

5.3 Conception du Twisting contrôleur sous des condi-
tions d’incertitudes

Dans cette section, un algorithme de commande par mode glissant d’ordre deux, basé
sur le twisting algorithme développé dans le chapitre précédent, est conçu pour assurer la
manipulation robuste du bras de robot sous des conditions d’incertitudes paramétriques et
non paramétriques. La stabilité du système est prouvée par la méthode de Lyapunov. La
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tâche de contrôle de base du robot consiste à calculer le vecteur de couple requis pour les
actionneurs afin d’exécuter des tâches prédéfinies à partir du vecteur désiré des variables
articulaires et de leurs vitesses, noté par qd(t) et q̇d(t). Les trajectoires faisables doivent
satisfaire à certaines exigences de base, telles que : les limites maximales des actionneurs
et un certain degré de continuité, qui doivent être d’au moins C2.

5.3.1 Conception du contrôleur

La conception de SMC consiste toujours à choisir une surface de glissement appro-
priée, puis à définir une loi de commande discontinue efficace qui impose l’existence d’un
mode réel glissant (en temps fini) au voisinage de la surface de glissement choisie.
Introduisons le vecteur d’erreur de suivi défini comme :

e = q−qd (5.7)

Tenant en compte de la dynamique du robot (5.1), la deuxième dérivée de l’erreur (5.7)
est donnée comme suit :

ë =−q̈d −D−1(q)(C(q, q̇)+G(q)+F(q̇))+D−1τ (5.8)

En se basant sur le fait que le vecteur de coordonnées généralisées q dans la dynamique
(5.1) est un vecteur de sortie plate pour le système étudié, Propriété 5, une rétroaction
linéarisante peut être définie comme [Rigatos2012, Fliess1995] :

τ = D̂(q)q̈d + D̂(q)U +Ĉ(q, q̇)q̇+ Ĝ(q) (5.9)






D̂ = D+ D̃

Ĉ =C+C̃

Ĝ = G+ G̃

(5.10)

Le système se compose d’une boucle de compensation non linéaire interne et d’une boucle
externe avec un signal de commande exogène U ∈ Rn. Où (.̂) représente une valeur ap-
proximative du paramètre (.) , et la quantité inconnue ˜(.) est introduite pour décrire les
incertitudes du modèle dans la matrice (.). Cet écart entre le modèle nominal (5.1) et le
modèle (5.9,5.10) peut se découler de différents facteurs.
En substituant cette loi de contrôle dans la dynamique d’ erreurs (5.8), on obtient :







ë−U +Ŵ (e, t) = 0

Ŵ (e, t) = D−1(D̃ e + C̃+ G̃)
(5.11)

où les limites d’incertitudes dans le vecteur Ŵ (e, t) ∈ R(n×1) dépend du niveau des incer-
titudes de connaissance des paramètres .
La dynamique résultante dans (5.11) est non pas seulement indépendante des variables ar-
ticulaires et leurs vitesses, mais elle est également découplée au niveau des articulations.
Ainsi, le problème de contrôle est transformé en un simple problème de conception pour
un système linéaire contrôlable ; composé de n double intégrateurs découplés.

Une commande équivalente à celle définie dans le chapitre précédent peut être donc
introduite pour assurer la convergence de l’erreur de suivi vers zéro ainsi qu’un bon suivi
des trajectoires planifiées.

ui =−kpiei − kdiėi − r1isign(ei)− r2isign(ėi) (5.12)

i = {1, · · · ,n}
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5.3.2 Analyse de stabilité

On peut citer le théorème suivant :

Théorème 12 La loi de commande (5.8, 5.12) rend l’erreur de suivi (5.7) globalement
uniformément asymptotiquement stable si les conditions suivantes sont respectées : :







r2 ≥ c,

r1 ≥ r2 + c,

kp ≥
1
ε2

kd ≥ 1
ε

(5.13)

pour un ε constant positif suffisamment petit. c est un constant positif sachant que |ŵi|< c,
i = 1, · · · ,n.

Preuve

L’analyse de stabilité est similaire à celle détaillé dans le cas de stabilisation de la
surface de glissement (4.13) sous la commande (4.20) dans le chapitre précédent. La
surface de glissement est résumée dans ce cas en :

µ = e (5.14)

ce qui implique la convergence de l’erreur de suivi et sa dérivée vers zéro en temps fini.

5.4 Commande avec des paramètres inconnus

Le but de cette partie est l’extension de l’approche discutée ci-dessus pour la mani-
pulation robuste de robots avec grandes incertitudes ou des systèmes avec des paramètres
dynamiques totalement inconnus. Les principaux avantages de l’algorithme SDT (5.12)
sont le niveau élevé de la précision de suivi de trajectoire, la réponse dynamique rapide
et la robustesse face aux incertitudes du modèle. Les performances du contrôle de l’AT
sont principalement limitées par l’exigence fondamentale de la meilleure connaissance
des limites des incertitudes, ce qui est une tâche difficile d’un point de vue pratique. Ce
problème peut être compensé par l’augmentation et la saturation des gains du régula-
teur discontinu M1 et M2 (r1 et r2). Cette dernière solution peut exciter les phénomènes
indésirables du chattering, en particulier dans le cas où les paramètres du système sont
inconnus. L’idée principale pour l’atténuation du chattering, dans ce chapitre, consiste à
réduire le niveau d’incertitude en supportant l’algorithme platitude-SDT discuté avant par
un algorithme d’identification des paramètres dynamiques du système. Cette stratégie ga-
rantit l’existence d’un mode de glissement réel au voisinage de la surface de glissement
avec des gains relativement faibles, ce qui permet une application en toute sécurité des
contrôleurs discontinus et sans provoquer de phénomènes de chattering.
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Chapitre 5. Commande d’un bras manipulateur

5.4.1 Conception du contrôleur

Une approche bien connue pour estimer les paramètres dynamiques de robots manipu-
lateurs consiste à considérer l’erreur de suivi filtrée définie comme suit [Slotine1987,Slo-
tine1988] : 





s = q̇− q̇r

v = q̇r = q̇d −Ae
(5.15)

avec A ∈ Rn×n est une matrice diagonale définie positive.
Soustrayant les deux côtés de la dynamique du robot dans (5.1) de, D(q)v̇+C(q, q̇)v+
G(q), pour obtenir :

D(q)ṡ+C(q, q̇)s = τ −D(q)v̇−C(q, q̇)v−G (5.16)

Ensuite, reconsidérant la loi de commande linéarisante basée sur la propriété de platitude
dans l’équation (5.9) pour obtenir :

D(q)ṡ+C(q, q̇)s = D̂(q)q̈d + D̂U +Ĉ(q, q̇)q̇+ Ĝ−D(q)v̇−C(q, q̇)v−G (5.17)

En substituant q̈d et q̇ avec leur valeur correspondante de (5.15), on peut obtenir :

D(q)ṡ+C(q, q̇)s =U + D̃(q)v̇+C̃(q, )̇v+ G̃+Ŵ (5.18)

avec : 





D̃(q) = D(q)− D̂

C̃(q, q̇) =C(q, q̇)−Ĉ(q, q̇)

G̃(q) = G(q)− Ĝ(q)

(5.19)

Ŵ (e, ė, q̇, q̈) représente un vecteur additif inconnu pour décrire toutes les perturbations
externes et les erreurs de modélisation qui affectent le système.
En se basant sur la propriété 2, l’erreur dynamique de (5.18) peut être réécrite comme
suit : 





D(q)ṡ+C(q, q̇)s =U +Y (q, q̇,v, v̇)θ̃ +Ŵ

θ̃ = θ̂ −θ
(5.20)

où : θ̂ est le vecteur d’estimations en temps réel du vecteur θ des paramètres constants.
Les principaux défis de la conception d’une commande adaptative dans la suite de cette
partie consiste à définir un estimateur des paramètres en ligne approprié f (Y,s), qui four-
nit des estimations des paramètres inconnus θ̂ à chaque instant, et une loi de commande
appropriée U qui garantit la convergence de l’erreur de suivi à zéros, c.-à-d. la stabilité de
l’erreur dynamique (5.20).
Prenant en compte que la loi de commande dans la dynamique (5.20) a un degré relatif
deux par rapport au vecteur d’erreur de suivi e, un TA peut être défini comme suit :







U =Uc +∆U

Uc =−KDs

∆U =−R1sign(e)−R2sign(ė)

(5.21)
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avec KD = diag(kd1,kd2, ...,kdn), R1 = diag(r11,r12, ...,r1n) and R2 = diag(r21,r22, ...,r2n)
étant des matrices diagonales positives constantes et :
sign(e) = [sign(e1) sign(e2) ...sign(en)]

T

sign(ė) = [sign(ė1) sign(ė2) ...sign(ėn)]
T

La partie continue Uc de la loi de commande (5.21) est également reformulée sous la
forme d’un contrôleur PD classique en tant que :

Uc =−KP e−KD ė (5.22)

où, la matrice définie positive Kp est donnée par :

KP = AKD (5.23)

La loi de commande de l’équation (5.21) prend la forme générale (pour un système
MIMO : Multi Input Multi Output) d’un algorithme SDT défini dans la section précé-
dente.
De plus, le choix appropriée de la loi d’adaptation doit garantir que l’estimation du vec-
teur des paramètres θ̂ et la vitesse d’adaptation ˙̂θ . Dans ce chapitre, nous conservons le
même choix de la loi de mise à jour proposée dans [Slotine1987, Slotine1988], donnée
comme suit :

˙̂θ =−ΓY T (q, q̇,v, v̇)s (5.24)

avec Γ est une matrice diagonale définie positive et θ̂0 ≥ 0 .
Ce choix garantit que les paramètres estimés θ(t) et la vitesse d’adaptation θ̇(t) sont
bornés.

5.4.2 Analyse de stabilité

Théorème 13 L’algorithme de commande défini dans (5.21) ainsi que la loi de mise à
jour donnée dans (5.24) rendent le système globalement uniformément asymptotique-
ment stable si les conditions suivantes sont respectées :







r2i ≥ ci,

r1i ≥ r2i + ci,

KD,A ≥ 0

Γ ≥ 0

(5.25)

Preuve

Pour prouver la stabilité de l’algorithme de contrôle proposé, nous considérons la
fonction de Lyapunov suivante :

W =
1
2

sT Ds+
n

∑
i=1

r1ikpi|ei|+
1
2

θ̃ T Γθ̃ (5.26)

avec r1i and kpi sont les éléments diagonaux des matrices diagonales R1 et Kp, respective-
ment. Prenant la dérivée de la fonction (5.26) pour obtenir :

Ẇ = sT Dṡ+
1
2

sT Ḋs+
n

∑
i=1

r1ikpi ėi sign(ei)+ θ̃ T Γ
˙̂θ (5.27)
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ou :

Ẇ = sT Dṡ+
1
2

sT Ḋs+ ėT R1KP sign(e)+ θ̃ T Γ
˙̂θ (5.28)

substituant (Dṡ) par son équivalent de l’équation (5.20) pour obtenir :

Ẇ = sT [Y (q, q̇,v, v̇)θ̃ −C(q, q̇)s+U +Ŵ ]+
1
2

sT Ḋs+ ėT R1KP sign(e)+ θ̃ T Γ
˙̂θ (5.29)

ou :

Ẇ = sTU −sT [C(q, q̇)−
1
2

Ḋ]s+sTŴ + ėT R1KP sign(e)+ θ̃Γ
˙̂θ +sTY (q, q̇,v, v̇)θ̃ (5.30)

En utilisant la Propriété 2 et en définissant la loi de mise à jour définie dans (5.24) pour
trouver :

Ẇ = sTU + sTŴ + ėT R1KP sign(e)− θ̃ T ΓΓ−1Y (q, q̇,v, v̇)s+ sTY (q, q̇,v, v̇)θ̃ (5.31)

ou :
Ẇ = sTUc + sT ∆U + sTŴ + ėT R1KP sign(e) (5.32)

Introduire les lois de commande Uc et ∆U comme dans (5.21) pour obtenir :

Ẇ =−sT KDs− (ė+Ae)T KD[R1sign(e)+R2sign(ė)−Ŵ ]+ ėT R1KP sign(e) (5.33)

ou :

Ẇ =−sT KDs− ėT KD(R2sign(ė)−Ŵ )− eT AKD[R1sign(e)+R2sign(ė)−Ŵ ] (5.34)

Ainsi, les conditions suffisantes pour garantir la stabilité du système sont données comme
suit : 





r2i ≥ ci,

r1i ≥ r2i + ci,

KD,A ≥ 0

(5.35)

De plus, exploitant la stabilité du système, Propriété 6 du modèle dynamique et le fait que
les matrices A, R1, KD et Γ sont définies diagonales positives, le système de comparaison
suivant peut être noté :

0 ≤W1 ≤W ≤W2 (5.36)

Ẇ ≤−W3 (5.37)

avec :
W1 = λmin(D)||s|| (5.38)

W2 = λmax(D)||s||+λmax(Γ)||θ̂ ||+λmax(AR1KD)|e| (5.39)

W3 = λmin(KD)||s||+λmin(M1)|ė|+λmin(M2)|e| (5.40)

d’où M1 and M2 sont des matrices diagonales définies comme :

M1 = KDdiag(r2i − ci)

M2 = KPdiag(r2i − r1i − ci)

Alors la stabilité asymptotique du système peut être prouvée en utilisant les théorèmes 1
et 2.
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5.5 Tests pratiques

Une validation expérimentale de la méthode de contrôle proposée dans ce chapitre et
une comparaison avec des contrôleurs existants sont analysées dans cette partie, à l’aide
du prototype du laboratoire Bras Manipulateur Lightweight Robai Gamma 1500. Ici, on
peut noter que les performances des approches de contrôle adaptatif sont liées aux diffé-
rents facteurs, tels que les tâches spécifiées, les incertitudes paramétriques et les condi-
tions initiales. Par conséquent, deux trajectoires de référence ont été considérées dans les
essais qui suivent, les signaux de référence sinusoïdaux et les références polynomiales
conventionnelles. Théoriquement, les trajectoires de référence sinusoïdales sont riches en
harmoniques, ce qui permet une meilleure estimation des paramètres du système. De plus,
des tests sur les incertitudes paramétriques sont effectués en attachant une charge supplé-
mentaire à l’extrémité du robot.
Dans la conception des lois de commande discontinues, la fonction de signe est approxi-
mée en utilisant la fonction saturation définie comme :

sat(x) =







sign(x) if |x| ≥ x0

x, otherwise
(5.41)

pour un constant positif x0, qui est fixé dans tous les tests suivants comme x0 = 0.01.
De plus, on note que les dérivées temporelles du vecteur d’erreur de suivi sont estimées
en temps réel à l’aide des différenciateurs numériques, basés sur le contrôleur de mode
glissant Super-Twisting [Levant1998]. Le temps d’échantillonnage est fixé comme, Ts =
0.01s.

Figure 5.1 – Prototype de test : Cyton Gamma 1500 robot et Servomoteur Dynamixel

5.5.1 Prototype d’essai

Le prototype de test est illustré dans Fig.5.1. Il s’agit d’un modèle réduit, avec deux
degrés de liberté 2DoFs, du modèle "Robai Gamma 1500". Le mouvement du robot est
réalisé à l’aide de deux servomoteurs DC MX 64, de la famille Dynamixel, illustrés à
droite de la Fig.5.1 et avec des réducteurs dont le rapport de réduction est kr =

60
5 . Ces
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servos sont connectés et contrôlés par un protocole de communication série. Les servos
dynamixel de la série MX64 sont équipés d’un codeur de position sans contact (magné-
tique) avec une résolution de position de 12 bits (4096) et peuvent fonctionner dans la
plage de 360 degrés avec une résolution de 0.088o. Ils offrent également un couple de
9 bits (1023 units/6N.m) comme contrôle d’entrée. La bibliothèque Matlab Dynamixel
de Robotis a été utilisée pour l’intégration numérique des algorithmes de contrôle déve-
loppés.

5.5.2 Développement et tests des contrôleurs

En négligeant toutes les forces de frottement, le modèle dynamique du prototype d’es-
sai est donné sous la forme simplifiée :




d11 d12

d21 d22








q̈1

q̈2



+




c11 c12

c21 c22








q̇1

q̇2



+




g1

g2



=




τ1

τ2





d’où :

d11 = θ1,

d12 = d21 = θ3cos(q2 −q1)+θ4sin(q2 −q1),

d22 = θ2

c11 = c12 = 0,

c12 = θ4cos(q2 −q1)−θ3sin(q2 −q1)q̇2,

c21 =−θ4sin(q2 −q1)+θ3sin(q2 −q1)q̇1

g1 = g2 = 0

q1 et q2 sont les angles de jonction mesurés directement à partir des codeurs de servomo-
teurs, comme la montre Fig.5.1. Les paramètres inconnus θi sont liés de façon non linéaire
aux paramètres physiques du système, y compris les masses, les longueurs des axes, les
centres de masses COMs, les moments d’inertie et la dynamique des actionneurs. Notez
ici que les termes gravitationnels et de frottement sont négligés, ce qui simplifie le choix
de la matrice de régression Y dans la suite du processus de conception du contrôle. Selon
les inégalités dans (5.5,5.6), les dynamiques négligées satisfont aux conditions d’hypo-
thèse1.
Définir une entrée de commande comme dans (5.21-5.25), pour obtenir :




τ1

τ2



= Y (q, q̇,v, v̇)
[

θ̂1 θ̂2 θ̂3 θ̂3

]T

où, la matrice de régression est donnée sous la forme :

Y =




v̇1 0 v̇2cos(q2 −q1)− q̇2v2sin(q2 −q1) v̇2sin(q2 −q1)− q̇2v2cos(q2 −q1)

0 v̇2 v̇1cos(q2 −q1)− q̇1v1sin(q2 −q1) v̇1sin(q2 −q1)− q̇1v1cos(q2 −q1)





Ainsi, on peut définir une loi d’estimation des paramètres comme dans l’équation (5.24)
et l’algorithme de contrôle de suivi comme dans (5.21).
Afin de bien évaluer les performances de l’approche de contrôle proposée, une étude com-
parative sera considérée dans les prochains essais, où quatre contrôleurs ont été utilisés :
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1. En ce qui concerne la dynamique des erreurs dans (5.8) et en utilisant les propriétés
de bornitude des paramètres dynamiques du robot, un algorithme SDT sans modèle
(free model) peut être conçu directement sans considération de la loi d’estimation
adaptative (5.24) ni de la rétroaction linéarisante (5.9), comme suit :

τ =




τ1

τ2



=




q̈1d − kp11e1 − kd12ė1 − r11(sign(e1)+

1
2sign(ė1))

q̈2d − kp21e2 − kd22ė2 − r21(sign(e2)+
1
2sign(ė2))



 (5.42)

Les paramètres r11 et r21 des deux régulateurs doivent être sélectionnés dans ce
cas pour rejeter toutes les effet des incertitudes de modélisation et de perturbation
externe. En raison du haut niveau d’incertitude dans ce cas, on peut utiliser la mé-
thode suggérée dans [Taleb2013] pour ajuster dynamiquement les gains de contrôle
discontinus r11 et r21 et assurer l’existence d’un vrai mode de glissement dans le
voisinage des surfaces de glissements e1 et e2. Dans ce chapitre, nous avons choisi
de les fixer comme :

kp1 = 9,kd1 = 6,r11 = 4,r12 = 2

kp2 = 9,kd2 = 6,r21 = 4,r21 = 2

2. Un contrôleur adaptatif conventionnel avec une loi de mise à jour des paramètre
comme dans (5.24) et un contrôleur PD classique [Slotine1988] :

U =Uc =−KDs

avec des paramètres de commande fixés comme :

A =




3.5 0

0 3.5



 ,KD =




2.4913 0

0 2.4913





3. Un contrôleur Twisting-Adaptive (5.9, 5.15) avec une loi de mise à jour sous la
forme (5.24) et un algorithme de contrôle de suivi des trajectoires basé sur l’ap-
proche de contrôle proposée (eq.5.21), comme :







U =Uc +∆U

Uc =−KDs

∆U =−R1sign(e)−R2sign(ė)

avec :

A =




3.5 0

0 3.5



 ,KD =




2.4913 0

0 2.4913



 ,R1 =




1.8 0

0 1.8



 ,R2 =




0.9 0

0 0.9





Dans les deux régulateurs adaptatifs, les entrées de commande τ1 et τ2 sont ensuite
obtenues par la transformation donnée en (5.9). Les paramètres de la loi de mise à
jour sont fixés comme suit :

θ̂(0) =
[

0.3 0.3 0.05 0.002
]T
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Γ =











0.20 0 0 0

0 0.20 0 0

0 0 0.20 0

0 0 0 0.20











4. En plus, et en exploitant le fait que le vecteur des paramètres θ peut être prédit a
priori en utilisant les résultats des essais précédents, on peut également proposer un
TSD basé sur la notion de platitude selon les équations (5.9- 5.12).

Les paramètres suivants peuvent être obtenus grâce à des trajectoires de référence
et des entrées de commande appropriées :

θ1pred = 0.1517,θ2pred = 0.1240,θ3pred = 0.0867, θ4pred = 0.0647

Ensuite, une loi de contrôle sous la forme (5.9, 5.12) est conçue. Les paramètres de
la loi de contrôle sont fixés pour respecter les conditions du théorème.12 comme :

kp1 = 9,kd1 = 6,r11 = 2.8,r12 = 1.5

kp2 = 9,kd2 = 6,r21 = 2.8,r21 = 1.5

Test1 : Références sinusoïdales

Le but de cette tâche est de déplacer le robot le long d’un ensemble de trajectoires de
référence sinusoïdales périodiques :

q1(t) = q10 +a(1− cos(ωt))

q2(t) = q20 +b(1− cos(ωt))

avec, q10 = q20 =
13π
18 ,a = b = 1 and ω = 0.5.

La motivation derrière ce choix de trajectoires de référence sinusoïdales est leur pro-
priété d’excitation, ce qui permet une meilleure estimation des paramètres dynamiques
du système. Le comportement global du système sous les contrôleurs ci-dessus dans une
plage de temps T = 20s est illustré dans la Fig.5.2.
Les résultats obtenus mettent en évidence le niveau élevé de précision qui caractérise le
suivi des trajectoires de référence pour les algorithmes basés sur le Twisting algorithme
par rapport au contrôleur Adaptive PD classique. Toutefois, on peut noter aussi le chat-
tering qui caractérise l’algorithme de commande par mode glissant d’ordre deux sans
modèle (Fig.5.2.a,b) par rapport au mode glissant basé sur la technique de linéarization
par bouclage ou le twisting algorithme basé sur un estimateur de paramètres. De plus,
l’évolution des paramètres estimés sous la loi de commande continue (PD classique) et
la commande discontinue (Le SDT algorithme) prouve que l’approche proposée permet
au contrôleur d’atteindre la précision de suivi requise par un faible niveau de paramètres
estimés.
Afin de vérifier les performances de l’approche de contrôle proposée tenant en compte
les incertitudes paramétriques, les mêmes essais ont été répétées en considérant que la se-
conde articulation du robot est attachée avec une charge externe de poids important, don-
née comme ml = 475g. L’évolution dynamique du système est reportée dans la Fig.5.3.
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(f) Couple appliqué dans la deuxième articulation.
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Figure 5.2 – Évolution du robot sans charge attachée et des trajectoires sinusoïdales.
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Figure 5.3 – Évolution du robot avec une charge attachée et des trajectoires sinusoïdales.
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Pour comparer les résultats de différents tests, le comportement d’erreur de suivi est éga-
lement quantifié par les valeurs quadratiques moyennes (RMS) de la norme euclidienne
du vecteur d’erreur de suivi défini comme suit :

eN =
√

e2
1 + e2

2

Les valeurs du RMS sont résumés dans Fig.5.6.
Les résultats obtenus confirment les capacités de l’approche de contrôle adaptatif Twis-
ting proposée par rapport à d’autres techniques. Tout d’abord, on peut noter clairement
le niveau élevé de chattering qui caractérise les entrées de commande dérivée sous le
Twisting algorithme sans modèle et ses effets sur la sortie du système. Deuxièmement, la
réponse de l’algorithme SDT basé sur la linéarisation par bouclage statique est caracté-
risée par importantes erreurs de suivi par rapport au test précédent, principalement dans
la deuxième articulation du robot. De plus, la méthode classique de contrôle adaptatif du
PD est caractérisée par une dégradation de plus en plus importante de la précision de la
poursuite. Les performances obtenues sous l’approche de contrôle proposée (qui combine
le mode glissant avec la loi d’adaptation des paramètres) sont similaires à celles de l’es-
sai précédent avec un signal de contrôle relativement lisse et sans affecter la stabilité du
système.
Outre les résultats ci-dessus concernant le niveau élevé de précision, ce test prouve égale-
ment la robustesse de l’approche proposée face aux incertitudes du modèle.

Test2 : Robustesse face aux variations des conditions initiales

Le but de ce test est de vérifier les performances de l’algorithme de contrôle proposé
lorsque la tâche assignée au robot consiste à suivre des trajectoires polynomiales de la
forme générale :

qdi(t) = a5it
5 +a4it

4 +a3it
3 +a2it

2 +a1it +a0i

pour i = {1,2} et 0 ≤ t ≤ t f . Les paramètres d’interpolation a ji dans la fonction ci-dessus
sont choisis pour assurer un mouvement repos à repos, un mouvement avec des vitesses et
des accélérations nulles dans les points de départ et d’arrivé, pour le robot à partir de son

point initial qi = [
13π

18
13π

18
]T à la position finale q f = [

25π

18
25π

18
]T dans un temps précis

t f en respectant les limites physiques du système (voir chapitre1). Pour cela on à fixé le
temps d’exécution t f = 8s . Afin d’explorer le comportement transitoire de l’approche
proposée, cet ensemble d’expériences a été réalisé en considérant des incohérences dans
les conditions initiales, c’est-à-dire en démarrant la tâche avec une erreur d’état initial
par rapport à la trajectoire attribuée, où la configuration initiale du robot a été donnée
qci = qi + [0.1 0.1]T ce qui conduit à un vecteur d’erreurs initiales ei = [0.1 0.1]T . Les
résultats obtenus en répétant les mêmes tests, avec et sans charge attachée, sont donnés
respectivement par les Fig.5.4 et Fig.5.5. Comme on le voit, l’incohérence initiale entre la
configuration du robot et celle souhaitée est rapidement amortie et renforcée par une ré-
action appropriée du couple τ , des signaux de commande lisses, en appliquant l’approche
proposée. Malgré le convergence rapide, le comportement du Twisting algorithme sans
modèle est caractérisé par des fréquences élevées et des signaux de commande non lisses,
surtout dans le cas de présence d’une charge supplémentaire dans l’organe terminal du
robot. Le twisting algorithme basé sur la platitude est caractérisé par un temps de conver-
gence important par rapport à l’approche proposée. De plus, l’analyse du comportement

107



Chapitre 5. Commande d’un bras manipulateur

du robot en phase permanente, une fois que le robot a atteint les trajectoires souhaitées,
confirme les résultats ci-dessus (de test1) concernant la précision et la robustesse de l’ap-
proche proposée.

5.5.3 Discussion des résultats

Tableau.5.1 et l’histogrammes dans Fig.5.6 résument les principaux résultats explo-
rés à partir des tests ci-dessus pour évaluer les performances des approches de contrôle
proposées en termes de précision de suivi, de régularité des signaux de contrôle et de
robustesse du système face aux incertitudes paramétriques et non paramétriques. Les al-
gorithmes basés sur la technique de commande par mode glissant préservent générale-
ment des meilleures performances en termes de précision de suivi et de robustesse face
aux incertitudes. Cependant, le phénomène de chattering limite les capacités du TA à un
certain niveau d’incertitude. L’idée proposée pour l’atténuation du chattering, apparue
sérieusement dans les algorithmes basés dans le cas de TA-sans modèle (5.42), consiste
à réduire le niveau d’incertitudes en soutenant le contrôleur discontinu avec une loi de
commande appropriée. Au départ, la loi de contrôle SDT basée sur la platitude donnée
par (5.9,5.12), sur la base de certaines valeurs prédéfinies des paramètres du système,
prouve leur capacité à traiter le problème des incertitudes non paramétriques. Cependant,
cette approche ne résout pas le problème des incertitudes non paramétriques dues à la pré-
sence/l’absence d’une charge supplémentaire sur l’effecteur terminal du robot, ce qui re-
présente l’une des tâches principales des manipulateurs. L’approche de contrôle combiné
(adaptatif-Twisting) définie par (5.9,5.22 et 5.24) représente une solution efficace pour ré-
soudre ce problème. Elle préserve un niveau de précision acceptable avec des signaux de
commande relativement lisses et sans vibration dans la sortie du système, quelle que soit
la tâche assignée au robot. Ce contrôleur est principalement composé d’une boucle interne
avec un estimateur de paramètres en ligne approprié et d’une boucle externe avec une loi
de contrôle à rétroaction discontinue. Les résultats obtenus ont prouvé le comportement
complémentaire de chaque technique sur l’autre. Ici, on peut noter que des techniques in-
telligentes telles que la logique floue et les réseaux de neurones peuvent être utilisées pour
remplacer la loi de mise à jour (5.24) afin de constituer un modèle de contrôleurs permet-
tant de manipuler des bras de manipulateur plus complexes [Lewis1995], [Lewis1999].
De plus, étant donné que le contrôle par rétroaction proposé est basé sur une loi de com-
mande discontinue, cette approche garantit une convergence en temps fini de l’erreur de
suivi vers la surface de glissement spécifiée. Les résultats obtenus dans Test2 supportent
cette idée. Cette propriété des contrôleurs discontinus représente l’une des caractéristiques
les plus importantes de la théorie du contrôle robuste et de nombreux auteurs se sont in-
téressés à ce domaine de recherche. Pour les modes glissants basés sur le TA, l’analyse
de la propriété de convergence en temps fini et l’estimation du temps de convergence
ont été effectuées d’abord par un raisonnement géométrique [Levant2007]. Les travaux
suivants sur l’analyse de la convergence en temps fini des systèmes en mode glissant
d’ordre élevé reposent principalement sur le principe d’homogénéité [Bacciotti1999] [Po-
lyakov2009] [Oza2011] [Shtessel2007] [Orlov2005].
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Figure 5.4 – Évolution de robot sans charge attachée avec des trajectoires polynomiales.
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Figure 5.5 – Évolution du robot avec une charge attachée le long d’une trajectoire polynomiale.
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test1:  sinusoidal reference without attached load      

test2:  sinusoidal reference with an  attached load     
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Figure 5.6 – Analyse d’erreur de suivi

Tableau 5.1 – Évaluation des performances des contrôleurs proposés

Précision Chattering Sensibilité Convergence

Twisting sans mo-
dèle

très élevé très élevé bas très rapide

Platitude-TA élevé moyen très élevé lent

Adaptive PD très bas sans chatte-
ring

très élevé très lent

Approche combi-
née (Adaptative-
Twisting)

très élevé bas très bas très rapide
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5.6 Conclusion

Un schéma de contrôle adaptatif-robuste a été proposé dans ce chapitre pour assu-
rer des bonnes performances de suivi pour les robots manipulateurs avec des paramètres
dynamiques totalement inconnus. Les avantages de l’approche proposée s’expriment prin-
cipalement par le niveau élevé de précision de suivi, la rapidité de convergence de l’erreur
de suivi vers zéro et de la robustesse par rapport aux incertitudes paramétriques et non
paramétriques. De plus, le soutien de l’algorithme de twisting avec une loi de contrôle
adaptative permet de lisser les commandes discontinues et d’éviter les phénomènes indé-
sirables de chattering quelle que soit la tâche assignée au robot. L’efficacité de l’approche
proposée a été démontrée par une étude théorique en utilisant la théorie de Lyapunov.
Des tests pratiques ont prouvés le comportement complémentaire de chaque technique
sur l’autre.
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Conclusion générale

Conclusion générale et perspectives

Le travail mené tout au long de cette thèse a permis d’apporter un certain nombre de
solutions aux problèmes de commande et de planification des mouvements des systèmes
robotisés. D’une manière générale, la commande de ce type de système est exprimée par
une fonction qui gère un compromis entre les critères de rapidité, de précision et de sécu-
rité. Les approches proposées dans ce mémoire permettent de répondre à ce compromis
dans sa globalité.

Ce travail commence par des présentations générales pour les systèmes robotisés en
vue de contourner la problématique d’autonomie de ces systèmes d’une part et d’élaborer
les différentes techniques de planification et de commandes sous différentes contraintes
et avec différentes considérations.

Une révision des avancements dans le domaine de planification sous les considéra-
tions géométriques, cinématiques et dynamiques est donnée dans le premier chapitre.
Cette révision a permis d’identifier un certain nombre de problème de base en fonction
de variation du système, de ces limites et de la tâche associée. Principalement, l’approche
de planification avec des techniques découplées est introduite. Cette approche prend son
utilité de sa nature qui permet d’incorporer différents types de contraintes aux différents
niveaux de conception de la trajectoire. Essentiellement, la phase de planification du che-
min permet d’inclure toutes les contraintes géométriques du problème et de considérer
différents critères d’optimalité. La phase de génération des trajectoires a pour but d’op-
timiser le fonctionnement du robot en terme de différents critères de rapidité prenons en
comptes la géométrie du chemin planifié ainsi que la dynamique et la cinématique du
système d’autre part.

Le chapitre II a permis d’explorer les principes, les défis et les intérêts de différentes
techniques de commande pour l’asservissement des systèmes non linéaires incertains.
L’approche de linéarisation par bouclage est introduite comme un outil fondamental pour
la commande des systèmes robotisés en vue de leur utilité non seulement dans la phase
de suivi des trajectoires mais aussi dans la phase de génération d’une trajectoire le long
d’un chemin prédéfini. Une exposition des principaux avancements et développements
dans les techniques de linéarisation par bouclage statique/dynamique, les techniques de
commande par mode glissant et les approches de commande adaptatives sont introduites.

Dans le chapitre III, nous considérons le problème de commande d’un robot mobile
à roues. L’approche proposée est adaptée à la fois à l’optimisation du mouvement du
système robotisé en terme de temps d’exécution, de complexité de calcul et à l’assurance
de précision d’exécution des tâches planifiées :

— D’abord, un chemin qui évite les obstacles et minimise la courbure du trajet est
défini.

— Ensuite, un algorithme qui assure l’optimisation du temps de parcours du chemin
est proposé sous la considération des différentes limites physiques du robot ainsi
que la minimisation du complexité de l’algorithme.
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— Finalement, la notion de platitude est exploitée pour la conception d’une commande
robuste pour résoudre le problème de suivi des trajectoires planifiées .

Les résultats de ce chapitre sont confirmés par des tests pratiques en utilisant le prototype
de test « «PIONNER 3DX ».

Dans le chapitre IV on a fixé le problème de commande d’un portique à trois dimen-
sions. Ce type de systèmes est distingué principalement par une structure flexible sous
actionné, ce qui pose plusieurs problèmes reliés principalement à la stabilité, robustesse et
précision d’exécution des tâches. L’approche découplée est étendue pour résoudre le pro-
blème de planification pour ce type de système. Un algorithme de commande par mode
glissant d’ordre deux a été ensuite proposé pour gérer le compromis entre l’atténuation
des indésirables oscillations de la charge et la précision de suivi des trajectoires tous en
gardant la stabilité du système. La stabilité du système est analysée au sens de Lyapunov
et confirmée par des résultats simulés sous l’environnement Matlab/Simulink.

Dans le chapitre V, on a concentré principalement sur le problème de suivi des tra-
jectoires pour un bras manipulateur avec des paramètres inertiels totalement inconnues.
La commande proposée a permis de couvrir une grande classe d’incertitude par le déve-
loppement d’une technique hybride basée sur les concepts de linéarisation par bouclage,
commande adaptative et le mode glissant d’ordre supérieur. Après une analyse théorique
des performances du contrôleur proposé, les résultats de ce chapitre sont confirmé par des
tests pratiques en utilisant le prototype de test (Cyton GAMMA 1500).

Comme perspectives, on envisage :

— D’étendre l’approche de planification proposée pour la manipulation des systèmes
robotiques à structure plus compliquée tels que les robots parallèles et flexibles.

— L’estimation exacte du temps de convergence de la loi de commande proposée dans
les chapitres IV, V.

—
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[Klančar2017] G. Klančar, A. Zdešar, S. Blažič et I. Škrjanc. ‘Wheeled Mo-
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 مختلفة قيودو معاييرتتناول هذه الأطروحة مشكلات التخطيط والتحكم في حركة الأنظمة الميكانيكية الآلية مع الأخذ بعين الاعتبار  :الملخص
واسعة النطاق في أساليب التخطيط والتحكم في الأنظمة الآلية، ركزت دراستنا على ثلاثة أنواع من الأنظمة، روبوتات  . بعد تنقيحاتللكفاءة

مع معلمات ديناميكية غير معروفة.  ةثلاثية الأبعاد ذات بنية مرنة، وأذرع مناور رافعاتمتحركة ذات عجلات مع قيود كلية وغير كلية، 
 بقانون هإلزام مث لمقترحة إلى مقاربة منفصلة تتمثل في تحديد المسار الذي يجب أن يتحرك فيه الروبوت بأمان،تستند خوارزميات التخطيط ا

(. يتم اعتماد تتبع المسارات المرجعية من خلال  … الطاقةوقت ،الالأهداف المرجوة )تحسين تحقيق  في كفاءةال ضمان أجل من معين زمني
التحكم في وضع انزلاق عالي المستوى وأدوات تحكم تكيفية لتغطية مجموعة واسعة  ، الخلفية التغذية بواسطة الكلي التخطيط تطبيق تقنيات

  .عملية واختبارات نظرية دراسات خلال من المقترحة  الطرق فعالية من التأكد تم .من حالات عدم اليقين
 

 .التحكم القوي والتكيف  الحركة ، المقاربة المنفصلة، تتبع المسار، تحسين و الأنظمة غير الخطية الآلية ، تخطيط الكلمات المفتاحية:

 
Résumé : Cette thèse aborde les problèmes de planification et de commande du mouvement des 

systèmes mécaniques automatisés sous la considération de différents critères d’optimalité et 
différentes contraintes de fonctionnement. Après des révisions approfondies sur les méthodes de 

planifications et de commandes des systèmes robotiques, on a concentré notre études sur trois types 

de systèmes, les robots mobiles a roues avec des contraintes holonomes et non-holonomes, un 

portique de trois dimensions avec une structure flexible, et les bras manipulateurs avec des 

paramètres dynamiques inconnus. Les algorithmes de planification proposés sont basés sur une 

approche découplée qui consiste à définir le chemin dans lequel le robot doivent se déplace en toute 

sécurité puis à assigne une loi horaires à ce chemin pour atteindre des objectifs désirés (optimisation 

du temps de cycle, d’énergie et du jerk) prenant en compte la dynamique/cinématique du système. 

Le suivi des trajectoires de référence générées est adopté en appliquant des techniques 

linéarisations par bouclage, de commande par mode glissant d’ordre supérieur et de commande 
adaptative pour couvrir une large gamme d’incertitudes.  Des études théoriques et des tests 

pratiques sont inclus pour confirmer l'efficacité des méthodes proposées. 

 

Mots clés : systèmes non linéaires robotisés, planification et optimisation de mouvement, approche 

découplée, suivi des trajectoires, commande robuste et adaptative, mode glissant. 
 

Abstract: This thesis addresses the problems of motion planning and control for automated 

mechanical systems under consideration of different optimality criterions and different operating 

constraints. After extensive reviews to the planning and control methods of robotic systems, our 

study focused on three types of systems, a wheeled mobile robots with holonomic and non-

holonomic constraints, a three-dimensional overhead crane system with a flexible structure, and 

manipulator arms with unknown dynamical parameters. The proposed planning algorithms are 

based on a decoupled approach which consists on defining the path in which the robot must move 

safely and then assigns a timing law to achieve desired objectives (optimization of cycle time, 

jerk,… ) taking into account the dynamics/kinematics of the system. The tracking of the generated 

reference trajectories is achieved by using feedback linearizing control techniques, higher order 

sliding mode control approaches and adaptive control techniques to cover a wide range of 

uncertainties. Theoretical studies and practical tests are included to confirm the effectiveness of the 

proposed methods. 

 

Key words: robotic nonlinear systems, motion planning, decoupled approach, trajectory tracking, 

robust and adaptive control, Sliding Mode. 
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