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Abstract

In this study, five methods for finding traveling wave solutions are presented and
applied to a variety of nonlinear evolution equations. The solution techniques
are: the exp(—p(€)) expansion method, the T'anh — coth method, the generalized
Riccati projective equation method, the extended hyperbolic function method
and a simplified version of the Hirota bilinear method. The first four methods
are used to find different shapes of the traveling wave solutions of several non-
linear evolution equations. The simplified version of the Hirota bilinear method
is used to explicitly construct one, two and three soliton solutions of completely
integrable PDEs. The simplified version has the advantage over the original ver-
sion of the Hirota bilinear method in that the bilinear forms of the PDE are no
longer necessary. Exact solutions of PDEs can be constructed systematically by
solving a system of equations on a computer support, using any symbolic manip-
ulation program. According to the expansion exp(—p(£)) method, the explicit
form of soliton type solutions, dark solitary wave solutions, dark periodic cusp
solutions and rational solutions of a general class of the fifth order Korteweg-de
Vries equation (fKdV) are found.
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Résumé

Dans cette étude, on présente cinq méthodes pour la résolution d’équations aux
dérivées partielles (EDPs) non linéaires, ensuite on les applique a une variété
d’équations d’évolution non linéaires. Les techniques de solution sont: la méthode
d’expansion exp(—¢(£)), la méthode Tanh — coth, la méthode des équations de
Riccati projectives généralisées, la méthode de la fonction hyperbolique étendue
et une version simplifiée de la méthode bilinéaire de Hirota. Les quatre premiéres
méthodes sont utilisées pour trouver des formes différentes de solutions d’ondes
progressives de plusieurs équations d’évolution non linéaires. La version simpli-
fice de la méthode bilinéaire de Hirota, quant a elle est utilisée pour construire
explicitement des solutions a une, deux et trois solitons d’EDPs complétement
intégrables. La version simplifiée présente I'avantage par rapport a la version
originale de la méthode bilinéaire de Hirota en ce sens que les formes bilinéaires
d’EDPs ne sont plus nécessaires. Les solutions exactes d’EDP non linéaire peu-
vent étre construites systématiquement en résolvant un systéme d’équations sur
un support informatique, en utilisant n’importe quel programme de manipulation
symbolique. Moyennant la méthode d’expansion exp(—p(§)), la forme explicite
des solutions de type solitons, des solutions d’ondes solitaires sombres, des so-
lutions cuspides périodiques sombres et des solutions rationnelles d’une classe

générale de I'équation de Korteweg-de Vries du 5%¢ ordre (fKdV) sont obtenues.

Mots-clés :

e Equation de Korteweg-de Vries du 5°™¢ ordre

Méthode d’expansion exp(—¢(&))

Equation d’évolution non linéaire

Solution d’onde progressive

Solution de soliton
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Introduction générale

Les équations d’évolution non linéaires (EENLs) sont des équations aux dérivées
partielles (EDPs) non linéaires du premier ou du second ordre par rapport au
temps. De telles équations ont fait I'objet d’études intensives au cours des
derniéres décennies, I’étude analytique de ces EENLs est pertinente car la con-
naissance de leurs solutions exactes facilite la vérification des solveurs numériques
et aide a ’analyse de stabilité des solutions, la bonne compréhension des solutions
et des phénomeénes qu’elles décrivent. L’étude des solutions d’ondes progressives
pour ces équations joue un role important dans 1’étude d’une grande variété des
phénomeénes physiques non linéaires, ou le phénomeéne des ondes non linéaires
apparait dans divers domaines scientifiques et techniques, comme 1’optique non
linéaire, la mécanique des fluides, la physique des plasmas, la physique des solides,
la cinématique chimique, la géochimie et la biologie. Il s’agit notamment des
phénoménes de dispersion des ondes non linéaires, de dissipation, de diffusion, de

réflexion, de diffraction et de réfraction.

Dans la littérature, les chercheurs utilisent habituellement des méthodes distinctes
pour analyser les EENLs. Les méthodes vont du raisonnable au difficile et exigent
un travail énorme. Il n’existe pas une méthode unifiée qui peut étre utilisée pour

tous les types d’équations d’évolution non linéaires.

De nouvelles solutions exactes peuvent aider a trouver de nouveaux phénomeénes
en utilisant une variété de méthodes puissantes, telles que la méthode bilinéaire de
Hirota [Hirota, 2004; Wazwaz, 2009], la méthode de ’équilibre homogéne [Wang
et al., 1996; Zayed et Alurrfi, 2014; Zhang et Wang, 2016], la méthode de dif-
fusion inverse [Ablowitz et Clarkson, 1991; Vakhnenko et al., 2003|, la méthode
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de la fonction Exp [Salas, 2008; Wu et He, 2008], la méthode T'anh [Malfliet et
Hereman, 1996; Parkes et Duffy, 1996], la méthode T'anh étendu [Fan, 2000], la
méthode T'anh — coth [Wazwaz, 2006¢, 2009], la méthode des équations de Riccati
Projectives [Salas et al., 2010; Yomba, 2005; Zayed et Alurrfi, 2015], la méthode
d’expansion (%) [Wang et al., 2008; Zhang et al., 2010], la méthode Sine — cosine
[Wazwaz, 2004, 2009], la premiére méthode intégrale [Abbasbandy et Shirzadi,
2010; Bekir et Unsal, 2012], la méthode de 1’équation d’essai [Gurefe et al., 2011;
Liu, 2006], la méthode de I’équation d’essai étendu |Gepreel et al., 2016], la méth-
ode d’expansion exp(—p(§)) [Alam et Tung, 2016; Hafez et al., 2015; Hossain
et al., 2016; Rayhanul Islam, 2015; Roshid et Rahman, 2014; Seadawy et al., 2017,
Zhao et Li, 2008], et bien d’autres.

Avec le développement rapide de la science non linéaire, les scientifiques et les
chercheurs sont intéressés aux techniques analytiques asymptotiques pour les
problémes non linéaires. Bien qu’il soit aujourd’hui aisé de trouver des solu-
tions pour les systémes linéaires en utilisant un support informatique, il est
encore difficile de résoudre des problémes non linéaires numériquement ou an-
alytiquement. Cela est probablement dii au fait que les différentes méthodes de
simulation numérique s’appliquent aux techniques d’itérations pour trouver leurs
solutions numériques aux problémes non linéaires, et que globalement toutes les
méthodes itératives sont sensibles aux solutions initiales. I semble donc difficile
d’obtenir des résultats cohérents en cas de forte non-linéarité. D’autres équations
d’évolution non linéaires en physique sont complétement intégrées, mais cet as-
pect unique a I'inconvénient de provoquer une perturbation instable de ’équation,

dans le sens qu’il ne permet pas le raffinement de la modélisation physique.

Lorsque la variable dépendante u dans 'EDP correspond a une grandeur physique
(comme la hauteur de surface d’une onde d’eau, I'amplitude d’une onde élec-
tromagnétique, etc.), il est important d’étudier les propriétés de propagation ou
d’agrégation de u. Cela motive I’étude des méthodes permettant de résoudre ana-
lytiquement des équations d’évolution par des méthodes symboliques. L’objectif
est de trouver des solutions exactes d’ondes progressives. Si ces solutions ne
changent pas de forme pendant la propagation, elles sont appellées les ondes soli-

taires. Ces derniéres qui conservent leur forme en cas de collision sont appelées
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solitons |[Zabusky et Kruskal, 1965]. Les ondes solitaires et les solitons apparais-

sent en raison d’un équilibre critique entre dispersion et non-linéarité.

L’histoire de la premiére observation des ondes solitaires mérite d’étre racontée.
En 1834, Iécossais |Russell, 1844| observait un bateau tiré le long d’un canal.
Une vague se forma au milieu du bateau, puis, lorsque celui-ci fut brusquement
mis a l'arrét, cette vague le dépassa et poursuivit sa course, sans que sa forme
ne s’affaisse. L’ingénieur naval la suivit a pied puis a cheval, sur plusieurs kilo-
métres, avant que 'onde ne s’étiole. Russell confirma son observation au travers
de plusieurs expériences, il cherchait surtout & établir une forme efficace pour
la coque d'un bateau. Airy, Stokes, Boussinesq et Rayleigh ont fait d’autres
recherches sur les ondes solitaires pour tenter de comprendre le mécanisme der-

riére ce phénomeéne remarquable [Ablowitz et Clarkson, 1991].

Il fallut attendre 1895 et les travaux du [Korteweg et de Vries, 1895|, qui ont
déduit une équation d’évolution non linéaire (bien qu’introduite par Boussinesq
dés 1877) régissant de longues ondes de gravité de surface unidimensionnelles (de

faible amplitude), propageant en eau peu profondes:

2
ol o = %h?’ — %, n est ’élévation de la surface de 'onde au-dessus du niveau
d’équilibre h, o est une petite constante arbitraire liée au mouvement uniforme
du liquide, g est la constante gravitationnelle, 7" est la tension superficielle, et p
est la densité. Les variables indépendantes 7 et £ sont des versions a ’échelle des
coordonnées temporelles et spatiales. L’éq. (1) (appelée équation de Korteweg-de

Vries (KdV)) peut étre mise sous une forme unidimensionnelle par le changement

1 1 1
t:§”}%7—’ x:—a_%f, u:§n+§a (2)

Aprés un peu d’algébre, on obtient

des variables

Uy + 6uty + Uppy = 0 (3)
. 9 8 8
Ol Uy = Gy Uy = 3 € Unaw = Gz
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En 1960, alors qu'ils étudiaient les ondes hydrodynamiques sans collision, |Gard-
ner et Morikawa, 1960| redécouvrent I’équation KdV. Etonnamment, 1’équation
KdV a commencé a apparaitre dans un certain nombre d’autres contextes
physiques tels que l'’étude des ondes internes stratifiées, les ondes ioniques-
acoustiques en physique des plasmas, la dynamique des réseaux, et ainsi de
suite. Depuis la fin des années soixantes, I’étude des propriétés des solitons et
la recherche d’équations solitoniques et de méthodes pour les résoudre sont un

domaine de recherche actif et passionnant.
L’objectif de ce travail est procédé comme suit:

e Présentation des méthodes de résolution de I’équation de Korteweg-de Vries

du 5™ ordre (fKdV).

e L’application de la méthode d’expansion exp(—p(€)) pour résoudre diverses

équations d’évolution non linéaires.

e Utiliser la méthode d’expansion exp(—¢(§)) pour trouver des solutions pré-

cises et explicites.

Cette these est constituée d'une introduction générale qui présente I'importance
du théme et les objectifs de la recherche , de quatre chapitres principaux, et enfin

une conclusion générale.

e Dans le premier chapitre, nous présentons briévement les principes fonda-
mentaux de la théorie des ondes solitaires et la famille des équations KdV.
Nous introduisant dans ce chapitre le modeéle considéré dans notre travail,
il s’agit de I’équation fKdV.

e Dans le deuxieme chapitre, quelques méthodes pour résoudre 1’équation
fKdV sont présentées, ot nous abordons la méthode T'anh—coth, la méthode
des équations de Riccati projectives généralisées, la méthode de la fonction
hyperbolique étendue et la version simplifiée de la méthode bilinéaire de

Hirota. Leurs efficacités sont prouvées pour résoudre I’équation fKdV.

e Dans le troisiéme chapitre, la méthode d’expansion exp(—p(§)) est présen-

tée et appliquée pour trouver des solutions d’ondes progressives des EDPs
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non linéaires. Ces EDPs comprennent ’équation de Korteweg-de Vries mod-
ifice (mKdV), 'équation de Benney-Luke (BL), I’équation de Kadomtsev-
Petviashvili (KP), I’équation de Broer-Kaup (BK) du couple de dimension
(2+1) et I'équation KdV modifiée-Zakharov-Kuznetsov (mKdV-ZK) de di-
mension (3+1), pour lesquelles des solutions d’ondes progressives ont été

¢élaborées.

Dans le quatriéme chapitre, on applique la méthode présentée dans le
chapitre précédent a une classe générale de I'équation fKdV [Hedli et Ka-
dem, 2020]. Les fameuses équations Lax, Sawada-Kotera (SK), Caudrey-
Dodd-Gibbon (CDG), Kaup-Kuperschmidt (KK) et Ito, sont toutes de cette
classe. Dans la deuxiéme section de ce chapitre, la méthode d’expansion
exp(—p(&)) est utilisée pour trouver des nouvelles solutions exactes de cette
classe. Comme prévu, certaines contraintes pour les parameétres, et dans la
classe générale doivent étre satisfaites afin d’obtenir des solutions d’ondes

progressives.
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1.1 Introduction

1.1 Introduction

En 1834, [Russell, 1844] fut le premier a observer les ondes solitaires. Il a ob-
servé une grande émergence d’eau déplacant lentement sur le canal d’Edimbourg-
Glasgow sans changement de forme. Le renflement d’eau, qu’il observait et ap-
pelait "grande onde de translation". L’onde s’est déplacée le long du canal d’eau
pendant une longue période de temps tout en conservant sa forme. Cette seule
onde bosselée de renflement d’eau s’appelle maintenant onde solitaire ou soliton.
Les solitons localisés, des ondes trés stables qui conservent leur identité (forme et

vitesse).

Figure 1.1: Propagation d’onde longue de faible amplitude & la surface d’un

canal d’eau peu profond

La découverte remarquable a motivé Russell & mener des expériences de labo-
ratoire physique pour mettre 'accent sur son observation et d’étudier ces ondes

solitaires. Il a établi la relation
*=g(h+a) (1.1)

qui détermine la vitesse ¢ de l'onde solitaire, ot a est I'amplitude maximale
au-dessus de la surface de I'eau, h est la profondeur finie et g est 'accélération

de la gravité. Les ondes solitaires sont donc appelées les ondes de gravité.
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En 1895, [Korteweg et de Vries, 1895 ont dérivé analytiquement une EDP non
linéaire, maintenant bien connue sous le nom d’équation KdV. Cette équation
décrit la propagation de longues ondes d’amplitude faible mais finie en milieu
dispersif. L’équation KdV est un modéle générique pour I’étude des ondes longues
faiblement non linéaires, intégrant la non-linéarité et la dispersion des ordres

principaux.

L’équation KdV dans sa forme la plus simple est donnée par
Uy + AUty + Ugpy = 0 (1.2)

Le terme u; décrit ’évolution temporelle de 'onde propageant dans une direc-
tion. De plus, cette équation intégre deux effets concurrents: la non-linéarité
représentée par uu, qui explique I'accentuation de ’onde et la dispersion linéaire
représentée par u,,, qui décrit la propagation de 'onde. La non-linéarité de uu,

tend a localiser 'onde alors que la dispersion propage 1’onde.

La stabilité des solitons résulte de I'équilibre délicat entre ces deux effets de
non-linéarité et de dispersion. Cette équation donne des solutions de soliton qui

caractérisent les ondes solitaires qui diminuent de fagon monotone a l'infini.

Les solutions d’ondes solitaires sont supposées d’étre de la forme
u(z,t) = f(z —wt) (1.3)

ol w est la vitesse de propagation de l'onde, et f(2), f'(2), f”"(2) — 0 tel

que z — 00, z = x — wt.

En 1965, [Zabusky et Kruskal, 1965] ont étudié numériquement l'interaction des
ondes solitaires, et la récurrence des états initiaux. Ils ont découvert que les
ondes solitaires subissent une interaction non linéaire suivant ’équation KdV.
De plus, les ondes émergent de cette interaction en conservant leur forme, leur
amplitude et leur vitesse d’origine, ce qui les permet de conserver leur énergie et

leur masse.

La découverte remarquable, que les ondes solitaires conservent leur identité et

que leur caractére ressemble a un comportement particulier, a motivé [Zabusky
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et Kruskal, 1965] a appeler ces ondes solitaires solitons. L’interaction de deux
solitons a souligné la réalité de la préservation des formes et des vitesses et du
caractére d’impulsion stable des solitons. Par conséquent, la collision des solitons
de KAV est considérée comme élastique. Le nom soliton a été inventé aprées pho-
ton, phonon, proton, etc. Cependant le nom de I'onde solitaire est plus général.

Les solitons sont des types particuliers des ondes solitaires.

De nombreux travaux de recherche ont été investis ces dernieéres années dans
diverses branches des domaines scientifiques pour étudier le concept de soliton
[Dauxois et Peyrard, 2006; Filippov, 2000; Remoissenet, 1999]. [Nimmo et Free-
man, 1984] ont présenté une formulation alternative des solutions de N-soliton
en matiére d'une certaine fonction du Wronskian déterminant de N-fonctions.
[Hirota, 2004] a construit les solutions de N-soliton de 'équation d’évolution en
la réduisant a la forme bilinéaire. Le formalisme bilinéaire établi par Hirota était

un outil trés utile dans I’étude des équations non linéaires.

Il est bien connu aujourd’hui que les solitons apparaissent comme le résultat d’un
équilibre entre la faible non-linéarité et la dispersion. Le concept de soliton a attiré
un grand nombre d’études en raison de son role important dans divers domaines
scientifiques tels que la dynamique des fluides, 1’astrophysique, la physique des

plasmas, les ondes magnéto-acoustique et d’autres.

Comme dans la section suivante, les ondes solitaires apparaissent sous différentes
formes, telles que les solitons, les kinks, les peakons, les cuspons et d’autres

formes, chacune de ces formes a ses propres caractéristiques.
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1.2 Définitions

Il est intéressant maintenant de donner quelques définitions de certains concepts

de la théorie mathématiques des ondes [Wazwaz, 2009].

1.2.1 Onde progressive

La définition physique d’une onde est un mouvement de haut en bas ou d’avant en
arriére. [’onde est aussi une perturbation qui transmet I’énergie d’'un endroit a
un autre. La caractéristique principale de 'onde progressive est que la perturba-
tion se retrouve identique a elle-méme aprés une durée T' (période temporelle de
propagation) et a une distance de X (période spatiale de propagation ou longueur
d’onde). Il faut pour cela que le milieu de propagation ait une extension infinie

ou, tout du moins, une taille trés grande devant celle de la longueur d’onde.

L’équation de propagation d’onde la plus simple est donnée par
U = CPUyy (1.4)

ou u (x,t) représente 'amplitude de l'onde, et ¢ est la vitesse de 'onde.

Cette équation a la solution générale d’Alembert
u(x,t)=f(z—ct)+g(x+ct) (1.5)

ou f et g sont des fonctions arbitraires qui représentent respectivement des ondes
de propagation droite et gauche. Les deux ondes distinctes f et g se propagent
sans changer leur identité. Les fonctions f et g sont habituellement déterminées en
utilisant les valeurs initiales u (z,0) et u; (x,0) qui sont habituellement prescrites.
Comme 'équation d’onde est linéaire, les deux solutions peuvent étre additionnées
selon le principe de superposition. Avec g = 0, 'onde se propage dans la bonne
direction uniquement comme dans I’équation u; +u, = 0 avec u (x,t) = f (x — t)

et vitesse ¢ = 1.

D’autre part, une onde progressive est une onde dans laquelle le milieu se déplace

dans la direction de prorogation de I'onde. Les ondes progressives apparaissent

10
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dans I’étude des EDPs non linéaires ot les ondes sont représentées par la forme
u(x,t) = f(x —ct), ot u(x,t) décrit une perturbation déplacant dans la direction

x négative ou positive si ¢ < 0 ou ¢ > 0 respectivement.

1.2.2 Dispersion et dissipation

Il est utile d’étudier certaines propriétés du phénomeéne des ondes.

Nous considérons d’abord 1’équation suivante
up +u, =0 (1.6)
La solution de cette équation est de la forme

u(z,t) = f(x—1) (1.7)

x—1

Des exemples de cette solution sont sin (x —t), cos(z —1t), e" " et plusieurs

d’autres. Ces solutions peuvent aussi étre combinées. Ainsi, le principe de super-
position est applicable car I’équation est linéaire. La forme de ces ondes (1.7) ne

change pas lorsque 'onde se propage.

Cependant, 'ajout d’une dérivée spatiale du troisiéme ordre, qui est le terme de

dispersion dans (1.6) donne 1’équation dispersive la plus simple.

U + Uy + Ugze =0 (1.8)
Supposons que la solution de 'onde soit de la forme

u(z,t) = elke=wh (1.9)

ou k est le nombre d’onde, et w est la fréquence. En substituant (1.9) dans (1.8),

on obtient la relation de dispersion
w=k—k (1.10)
ainsi ’onde se propage a la vitesse

c:%:1—ﬁ (1.11)

11
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Ceci indique que les ondes dispersives sont des ondes dont la vitesse ¢ varie avec
le nombre d’onde k. Les effets dispersifs donnent généralement une relation entre

la fréquence et la vitesse de 1’'onde.

D’autre part, en utilisant une dérivée spatiale d’ordre pair qui est le terme dissi-

patif dans (1.6), ceci donne 1’équation dissipative suivante
Up + Uy — Uypy = 0 (1.12)
En utilisant 'hypothése (1.9) dans (1.12), on obtient la relation suivante
w=k(1—ik) (1.13)

cela donne la solution
u(z,t) = e Frrike=1) (1.14)

Il est évident que la solution (1.14) indique que 'onde se propage a une vitesse
unitaire. La dissipation, la décroissance exponentielle de (1.14), est également
claire pour t — +00, k # 0. Une onde qui perd de 'amplitude, en raison d’une

perte d’énergie avec le temps, est appelée onde dissipative.

On a discuté jusqu’a présent des équations linéaires. Cependant, si on remplace
u, dans (1.8) et (1.12) par un terme non linéaire uu,, on obtient les équations

non linéaires suivantes

U + Uy + Upgy = 0 (1.15)
Up + Uy — Uyy = 0 (1.16)

Ces équations sont les fameuses équations de KdV et de Burgers respectivement.
Il est intéressant de noter que 1’équilibre délicat entre I'effet de non-linéarité de
uu, et leffet de dispersion de u,,, donne naissance a des solitons (voir 1.2.3.1),
qu’aprés une interaction totale avec les autres. Les solitons réapparaissent en
conservant leur identité avec la méme rapidité et forme. Cependant, I'éq. (1.16)
combine les effets de la non-linéarité et de la dissipation qui donnent lieu a des
kinks (voir 1.2.3.3). L’éq. (1.15) a des solutions d’ondes solitaires caractérisées

par des fonctions sech? qui ont des ailes en décomposition exponentielle.

12
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L’éq. (1.16) a des solutions de kinks caractérisées par une fonction tanh qui

s’approche d’une constante & I'infini.

Il est important de noter que le principe de superposition, qui fonctionne pour
les équations linéaires, ne s’applique pas aux équations non linéaires. Si deux
solitons de I’équation KdV entrent en collision, les solitons passent simplement

I'un a travers 'autre et sortent inchangés.

De plus, [Rosenau et Hyman, 1993| ont étudié ’équation dispersive non linéaire

K (n,n) donnée par

u+a(u), +@w"), =0, n>1 (1.17)

x rxrxr

Cette équation combine le terme de convection non linéaire (u”), et le terme

dispersif véritablement non linéaire (u™) L’interaction délicate entre la non-

Trr’
linéarité réelle et la dispersion donne naissance au compacton: soliton avec sup-
port compact sans ailes exponentielles (voir 1.2.3.6). Dans |[Rosenau et Hy-
man, 1993], il a été prouvé que les ondes solitaires peuvent se compactiser
sous l'influence d’une dispersion purement non linéaire capable de provoquer
des changements profonds dans la nature d’'un phénomeéne véritablement non
linéaire. Une caractéristique importante de la structure du compacton, en plus
de I'absence d’ailes infinies, est que la largeur du compacton est indépendante de

son amplitude.

Autres définitions et explications de ces termes, solitons, compactons, kinks, ainsi

que d’autres termes seront traités dans la prochaine sous-section.

1.2.3 Types de solutions d’ondes progressives

La solution d’onde progressive est une solution de forme permanente déplacant
avec une vitesse constante. Les solutions d’ondes progressives sont généralement
obtenues en réduisant les EENLs en équations différentielles ordinaires (EDOs)
associées, qui sont résolues par plusieurs méthodes appropriées. Ceci est princi-

palement géré en utilisant u(x, t) = u(), £ = x—ct, c est la vitesse de 'onde.

13
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Il existe de nombreux types de solutions d’ondes progressives qui présentent un
intérét particulier pour la théorie des ondes solitaires qui se développe rapidement
dans de nombreux domaines scientifiques, comme les ondes d’eau en eaux peu
profondes a la physique des plasmas. Les ondes progressives apparaissent dans

de nombreux types, et certains d’entre eux seront pris en compte.

(a) Graphe en 3D avec —3 < x,t < 3 (b) Graphe en 2D avec —4 < 2 < 6,
t=1

Figure 1.2: Une solution de soliton u(x,t) = sech?(x — t)

1.2.3.1 Ondes solitaires et solitons

Les ondes solitaires sont des ondes progressives localisées qui se déplacent a des
vitesses constantes et prennent une forme asymptotiquement nulle sur de grandes
distances. |[Hereman, 2009] a définit 'onde solitaire comme une onde de gravité
localisée qui maintient sa cohérence, elle a une amplitude finie et se propage
avec une vitesse et une forme constantes. Les solitons sont des types partic-
uliers des ondes solitaires. Le soliton est une solution spatialement localisée, d’ot
(&), u"(&),u"(§), et u(§) — 0 tel que £ — +oo, £ =2 — ct.

L’équation KdV est le modéle pionnier qui donne naissance aux solitons. La figure

1.2 ci-dessus montre un graphe d’une solution de soliton u(z,t) = sech?(x —t) en
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forme de cloche caractérisée par des ailes infinies ou des queues infinies.

Il n’est pas facile de trouver une définition précise d’un soliton. Cependant,
[Drazin et Johnson, 1989] ont définit un soliton comme toute solution d’une équa-

tion non linéaire (ou d’'un systéme) qui:

(i) est une onde solitaire de forme permanente.

(ii) est localisé, de sorte qu’il décroit ou s’approche d’une constante a 'infini.
(iii) peut interagir fortement avec d’autres solitons et conserve son identité.
(iv) est di a un équilibre délicat entre les effets non linéaires et dispersifs.

Dans la littérature physique, la différence entre les ondes solitaires et les solitons
est devenue floue. Les ondes solitaires peuvent étre définies comme des solu-
tions de type solitons d’EENLs décrivant des processus d’ondes dans des milieux

dispersifs et dissipatifs.

0.5

n  3nm [2rm 5m \3¢m

ISR

2
i LT

(a) Graphe en 3D avec —27 < x,t < 27 (b) Graphe en 2D avec —27 < z <
3m,t=1

Figure 1.3: Une solution périodique u(x,t) = cos(x — t)
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1.2.3.2 Ondes périodiques

Les ondes périodiques sont des ondes progressives ol le mouvement de la source

est périodique, il se répéte au bout du temps t.

L’équation d’onde standard u;; = u,, donne des solutions périodiques.
La figure 1.3 ci-dessus montre une solution périodique u(z,t) = cos(x — t) pour

une équation d’onde standard.

1.2.3.3 Kinks

Les kinks sont des ondes solitaires qui montent ou descendent d’un état asymp-

totique & un autre. La solution de kink approche d’une constante & 'infini.

L’équation de Burgers standard u;+uu, = pu.., ot p est le coefficient de viscosité,
est une équation bien connue qui donne des solutions de kinks.

La figure 1.4 ci-dessous montre une solution de kink u(z,t) = 1 — tanh(x — t)

1

pour '¢quation de Burgers avec p = 3.

0.5

(a) Graphe en 3D avec —10 < z,t < 10 (b) Graphe en 2D avec —10 < z <
10, ¢t =1

Figure 1.4: Une solution de kink u(x,t) =1 — tanh(z — t)
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1.2.3.4 Peakons

Les peakons sont des ondes solitaires avec des pointes. Dans ce cas, les solutions
d’ondes progressives sont lisses a ’exception d’un point sur un coin de sa créte.
Les peakons sont les points auxquels les dérivées spatiales changent de signe de
sorte que les peakons ont un saut fini dans la premiére dérivée de la solution
u(z,t).

Cela signifie que les peakons ont des discontinuités dans la dérivée x mais que les

deux dérivées unilaterales existent et ne different que par un signe.
Les équations intégrables Camassa-Holm (CH) et Degasperis-Procesi (DP)
Up — Uzt + (b + 1) Uty = bUglpy + Ullyyy (1.18)

pour b = 2 et b = 3 respectivement, admettent des solutions de peakons.
La figure 1.5 ci-dessous montre une solution de peakon u (x,t) = cexp (— |z — ct]),

pour I'équation CH avec ¢ = 1, ol ¢ est la vitesse de 'onde.

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t <3 (b) Graphe en 2D avec —4 < x < 6,
t=1

Figure 1.5: Une solution de peakon u (z,t) = exp (— |z — t|)
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1.2.3.5 Cuspons

Les cuspons sont d’autres formes des ondes solitaires ot la solution présente des
cuspides a leurs crétes. Contrairement aux peakons ot les dérivées aux pointes
ne différent que par un signe, les dérivées au saut d’un cuspon divergent.

La figure 1.6 ci-dessous montre un graphique virtuel d’'un cuspon qui n’est pas
obtenu a partir d’'un modéle bien connu. L’hypothése est que le cuspon peut étre

représenté comme suit
u(x,t) = cexp (— |x—ct|%> , n>1 (1.19)

Nous pouvons facilement montrer que u'(§) = oo a la cuspide, et
u’ (&), W) ,... — 0 tel que & — +o0, £ =x — ct.

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t < 3 (b) Graphe en 2D avec —8 < x < 10,
t=1

Figure 1.6: Un cuspon u(z,t) = exp (— |z — t]%)

1.2.3.6 Compactons

Compacton est une nouvelle classe de solitons avec un support spatial compact,
de sorte que chaque soliton est confiné dans un noyau fini, donc les ailes ex-

ponentielles disparaissent. Les compactons sont définis par des ondes solitaires
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avec une remarquable propriétée de soliton qu’aprés collision avec d’autres com-
pactons. Deux caractéristiques importantes des structures des compactons sont

observées, a savoir:

(i) contrairement au soliton du KdV standard ot u(§) — 0 pour £ — oo, le
compacton est caractérisé par l'absence des queues ou ailes exponentielles, ot

u(€) ne tend pas a 0 pour £ — 0.

(ii) contrairement au soliton du KdV standard ou la largeur se rétrécit a
mesure que l'amplitude augmente, la largeur du compacton est indépendante

de 'amplitude.

Les équations dispersives véritablement non linéaires K(n,n) est de la forme

u+aw), + @), . =0 a>0 n>1 (1.20)

T TTrT

qui supporte des structures de déplacement solitaires compactes pour a > 0.

La figure 1.7 ci-dessous montre un graphique d’un compacton u(zx,t) = cos? (x—t).

(a) Graphe en 3D avec 0 < z,t <1 (b) Graphe en 2D avec —3 < x < 3,
t=0

Figure 1.7: Un compacton u(x,t) = cos%(x —t)
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1.3 Lois de conservation

Il est également intéressant de définir la terminologie des EDPs non linéaires com-
plétement intégrables. Une caractéristique commune de ces EDPs est I'existence
d’une séquence infinie de lois de conservation indépendantes. Ceci permet donc

de donner lieu a des solutions de N-soliton.

Une loi de conservation pour une EDP non linéaire est exprimée sous la forme

oT N 0X
ot Ox
ou T est la densité conservée, et X est le flux conservé et aucun des deux

=0 (1.21)

n’implique de dérivées par rapport a t. Cela signifie que T" et X peuvent dépendre

de x, t, u, ug, ... mais pas de wuy.

Les lois de conservation d’ordre inférieur peuvent étre déterminées directement &
partir de I’équation, alors que les lois de conservation d’ordre supérieur nécessitent
un travail énorme, long et fastidieux. Les quelques premiéres lois de conservation
ont une interprétation physique, et d’autres peuvent faciliter I’étude des propriétés

quantitatives et qualitatives de la solution |Goktas et Hereman, 1997].

Pour les polynomes de type T et X, I'intégration de (1.21) donne

+o00
/ T dx = C = constante (1.22)

o0

a condition que X disparaisse a l'infini [Goktas et Hereman, 1997].

1.3.1 Détermination des lois de conservation

La méthode pour trouver des lois de conservation est basée sur les idées de [Miura
et al., 1968, [Kruskal et al., 1970], [Ito et Kako, 1985|, [Ito, 1986], et [Verheest
et Hereman, 1994].

A titre d’exemple, [Nuseir, 1995] utilise I’équation KAV

Uy + Uy + Ugpy = 0 (1.23)
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Cette équation est sous forme de conservation ot

1
Tl = u, Xl = §U2 —f—um (124)

La deuxiéme densité conservée correspond a T, = u?. On Calcule % = 2uuy et

substitu —(uu, + Ugzzz) & uy pour obtenir

oT: 2
Par conséquent
2
X, = gu3 + 2ty — u? (1.26)

Un programme Mathematica écrit par |Goktas et Hereman, 1997], est utilisé
pour trouver un ensemble infini de lois de conservation pour l'équation KdV.
L’existence de lois de conservation a été considérée comme une indication de
I'intégrabilité de ’équation KdV.

1.4 La famille des équations KdV

L’équation canonique KdV est une équation dispersive non linéaire de 3™ ordre.
Cependant, les équations KdV apparaissent sous trois, cing, sept formes d’ordre
ou plus. Dans ce qui suit, un bref résumé de ces formulaires est présenté |Wazwaz,
2009].

1.4.1 La famille des équations KdV du 3%™¢ ordre

La famille des équations KAV du 3¢ ordre est de la forme
w + f () Uy + Ugze =0 (1.27)

ot u(x,t) est une fonction de la variable spatiale x et de la variable temporelle t.

Les constantes peuvent étre utilisées comme des coefficients de [ (u) u, et Uy,
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mais ces constantes peuvent généralement étre échelonnées. Le terme f(u) se

présente sous les formes suivantes

au
au
au
fa=4 o (1.28)
2au — 35u?
au™ — Bu2n

1.4.1.1 L’équation KdV

Pour f (u) = au, on obtient I’équation universelle de KdV
Uy + aully + Ugpy = 0 (1.29)

ot le parameétre a est un nombre réel, les valeurs couramment utilisées sont a = £1
ou a = +6. Pour a = +6, on obtient I'une des équations KdV standard, ou le
facteur +6 est approprié pour une intégrabilité compléte. L’équation KdV est
une équation d’évolution non linéaire qui modélise une variété de phénomeénes
non linéaires, y compris les ondes acoustiques dans un cristal harmonique, les
ondes ioniques acoustiques dans les plasmas et les ondes en eau peu profonde. La
dérivée u; décrit I’évolution temporelle de 'onde propageant dans une direction,
le terme non linéaire wu, décrit 'accentuation de 'onde et le terme linéaire .4,
représente la propagation ou la dispersion de I'onde. L’équation KdV a été établie
par [Korteweg et de Vries, 1895] pour décrire les ondes en eau peu profonde de
grande longueur d’onde et de faible amplitude. L’équilibre délicat entre la faible
non-linéarité de wu, et la dispersion linéaire de wu,,, définit la formulation de
soliton composé d’une seule onde bosselée. Cette équation est la pionniére des
équations modeles qui donnent des solutions de solitons caractérisant les ondes
solitaires qui diminuent monotones a 'infini [Ablowitz et Clarkson, 1991; Drazin
et Johnson, 1989].
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1.4.1.2 L’équation KdV modifiée

Pour f(u) = 6u?, léq. (1.27) est appelée 'équation KdV modifice (mKdV)
donnée par
Uy + 6U Uy + Uggy = 0 (1.30)

L’équation mKdV est identique & I’équation KdV dans la mesure ou elles sont
complétement intégrables et chacune a une séquence infinie de lois de conserva-
tion indépendantes. Cette équation apparait dans les circuits électriques et les
plasmas multicomposants. Les conditions de stabilité et d’instabilité des solitons
algébriques de cette équation ont été bien étudiées dans [Ablowitz et Clarkson,
1991].

1.4.1.3 L’équation KAV généralisée

Pour f(u) = au”, n > 3, I'éq. (1.27) est appelée 'équation KdV généralisée
(gKdV) donnée par
U + o Uy + Uppe =0, n =3 (1.31)

Contrairement aux équations KdV et mKdV, I'équation gKdV n’est pas com-
plétement intégrable pour n > 3, et donc, ne donne pas des solutions de N-

soliton.

1.4.1.4 L’équation KAV potentielle

Pour f(u) = au,, I'éq. (1.27) est appelée I'équation KAV potentielle [Drazin et

Johnson, 1989] donnée par
U + (ugg)2 + Ugyy = 0 (1.32)

Cette équation peut étre obtenue a partir de I’équation KdV standard en plagant

u = v, et en intégrant ’équation résultante par rapport a x.
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1.4.1.5 L’équation de Gardner

Pour f (u) = 2au—3pu® on a, B> 0, 'éq. (1.27) est appelée 'équation de Gard-

ner [Gardner et al., 1967] ou 'équation combinée KdV-mKdV, donnée par
uy + (2au - 3ﬂu2) Uy + Uppy = 0 (1.33)

L’équation de Gardner a été étudiée en profondeur dans la littérature parce qu’elle
est utilisée pour modéliser une variété de phénomeénes non linéaires dans diverses
branches de la physique, telles que la physique des plasmas, la physique des
fluides, la théorie des champs quantiques. L’équation joue un role important
dans les ondes océaniques. Cette équation décrit les ondes internes et admet des

solutions de type tanh trés intéressantes.

1.4.1.6 L’équation KdV généralisée avec deux non-linéarités de

puissance

Pour f(u) = au™ — Su®" on obtient une autre équation gKdV avec deux non-

linéarités de puissance de la forme
uy + (au” — 6u2”) Uy + Ugpy = 0 (1.34)

Cette équation modélise la propagation d’ondes acoustiques longues non linéaires.

La célébre équation de Gardner est obtenue en plagant n = 1 dans (1.34).

1.4.2 L’équation K(n,n)

Une équation de type KdV a été introduite par [Rosenau et Hyman, 1993] et
donnée par
w+a(u),+ow"),,, =0 (1.35)

L’équation K (n,n) (1.35) est caractérisée par le terme véritablement non linéaire

L’équilibre entre

xxx®

(u™), et le terme réellement non linéaire de dispersion (u")
le terme de convection non linéaire (u™)_ et le terme de dispersion réelle (u"),__

donne naissance a l'onde dite compacton, onde solitaire avec support compact et

sans queues ni ailes.
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1.4.3 La famille des équations KdV des ordres

supérieurs

Plusieurs autres extensions de I’équation KdV standard d’ordres supérieurs appa-
raissent dans les applications scientifiques. La forme bilinéaire de I’équation KdV
standard peut étre étendue pour formuler les équations KdV d’ordre supérieur.
La nature de l'interaction des ondes solitaires pour ces équations a attiré un

nombre considérable de travaux de recherche.

1.4.3.1 Equations KdV du 5%™¢ ordre

Les équations KdV du 5™ ordre (fKdV) bien connues sous leur forme standard

sont les suivantes
Up + Upppgs + QUUppy + OUpUze + culu, = 0 (1.36)

ol a, bet ¢ sont des paramétres réels arbitraires non nuls, et u = u(z,t) est une
fonction suffisamment souvent différenciable. Les équations fKdV comportent
le terme dispersif linéaire ..., en plus de trois termes non linéaires. Diverses
équations fKdV peuvent étre développées en modifiant les valeurs réelles des
paramétres a, b et ¢, cependant, leurs caractéristiques seront radicalement dif-
férentes. Les équations fKdV les plus connues qui seront abordées sont I’équation
de Lax, I’équation de Sawada-Kotera (SK), I’équation de Caudrey-Dodd-Gibbon
(CDG), l'équation de Kaup-Kuperschmidt (KP) et I’équation de Ito.

L’équation fKdV est un modéle mathématiques important avec de nombreuses
applications. Les exemples typiques sont largement utilisés dans divers domaines
tels que la physique de I’état solide, la physique des plasmas, la physique des
fluides, la théorie des champs quantiques, la mécanique quantique et ’optique non
linéaire [Caudrey et al., 1976; Ito, 1980; Jaradat et al., 2018; Kupershmidt, 1984;
Lax, 1968; Salas, 2008; Salas et al., 2010; Sawada et Kotera, 1974; Sierra et Salas,
2008; Wazwaz, 2006a,b,d, 2007, 2016; Wei, 2009; Zayed et Alurrfi, 2014]
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Comme indiqué précédemment, de nombreuses formes d’équations fKdV peuvent
étre construites en modifiant les paramétres a, b et ¢. Cependant, cing formes

bien connues qui présentent un intérét particulier dans la littérature.
Ces formulaires le sont:
(i) L’équation de Lax [Lax, 1968]
Ut + Ugppzr + 100Uz + 20UUyp + 30U U, = 0 (1.37)
(ii) L’équation de Sawada-Kotera (SK) [Sawada et Kotera, 1974]
Up + Upgzzr + DUULze + DUplpy + U U, = 0 (1.38)

(iii) L’équation de Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG) [Caudrey et al., 1976]

Ut + Ugzrr + 30Uy + 30Uz, + 180u*u, = 0 (1.39)
iv) L’équation de Kaup-Kuperschmidt (KK) [Kupershmidt, 1984]
Uy 4 Uggpws + 10UULze + 25Us Uy + 20uuy = 0 (1.40)
v) L’équation de Ito [Ito, 1980]
Up + Upmzrs + SUlUppe + OUpUzy + 20 Uy = 0 (1.41)

On a constaté que les équations SK, CDG, Lax et KK appartiennent a la hiérar-
chie complétement intégrable d’équations KdV d’ordre supérieur. Ces quatre
équations ont des ensembles infinis de lois de conservation, ainsi, ces équations
ont des solutions de N-soliton. Cependant, 1’équation de Ito n’est pas compléte-

ment intégrable mais a un nombre limité de lois de conservation.

Il est important de noter qu'une autre équation KdV significative du 5™¢ ordre

apparait dans la littérature sous la forme suivante

ou a, b et r sont des constantes. Cette équation s’appelle I’équation de Kawa-

hara. Lorsque a = 1 et r = 0, I’équation (1.42) se réduit a I’équation KdV
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1.4 La famille des équations KdV

standard du 3°™¢ ordre. Cette équation modélise la dynamique des ondes longues
dans un fluide visqueux. Elle apparait dans la théorie des ondes en eau peu pro-
fonde avec tension superficielle et la théorie des ondes magnéto-acoustiques dans
les plasmas. De plus, I’équation de Kawahara a aussi une forme modifiée donnée
par

Up — TUppggs + Qlppe + DU, = 0 (1.43)

avec la non-linéarité quadratique uu, de I’équation de Kawahara (1.42) remplacée

par la non-linéarité cubique u?u,.

1.4.3.2 Equations KdV du 7¢™¢ ordre

L’équation KdV d’ordre supérieur peut apparaitre dans une équation KdV du

7°m¢ ordre (sKdV) donnée par une forme généralisée
uy + audug, + bui + Uty gy + duPus, + eUsplsy + fUytiay + qUUsy + Uy = 0 (1.44)

oua, b, ¢, d, e, fetgsontdesparameétres non nuls, et uy, = STZ' Les paramétres
a, b, ¢, d, e, f et gpeuvent prendre des valeurs arbitraires. Cependant, il existe
trois cas particuliers bien connus d’éq. (1.44) obtenus en utilisant une extension

de la forme bilinéaire de I’équation KdV standard. Ces formules sont:

(i) L’équation de Sawada-Kotera-Ito du 7°™¢ ordre

uy + 252uPu, + 63u’ + 378uu,us, + 126uus,

(1.45)
+63uUsg sy + 42U s, + 21Uts, + Uz = 0
(ii) L’équation de Lax du 7°™¢ ordre
w4+ 140u3u, + 70u§’3 + 280Utz tiay + 70U s,
+ 70U, Uz, + 42U Uay + 14Utlsy + Uzy = 0 (1.46)
(iii) L’équation de Kaup-Kuperschmidt du 7™ ordre
up + 2016uu, + 630U + 2268uu,ug, + 504u us, 147

+252U0,Us, + 14TUpUs, + 42Uuts, + U, = 0

Ces trois cas de I’équation sKdV sont totalement intégrables.

27



1.5 Conclusion

1.4.3.3 Equations KdV du 9%™¢ ordre

L’équation KdV d’ordre supérieur peut apparaitre dans une équation KdV du
9°me ordre (nKdV). L’équation de Sawada-Kotera du 9 ordre (nSK) est la
suivante
uy + 4bugtg, + 45uty, + 210Uz, s, + 210Uy s, + 15751, (u%)2 + 3150ut9, Usy
+1260ut,1t4, + 63003 us, + 9450uugtiay + 315003 us, + 47250, + gy = 0
(1.48)

D’autres formes de coefficients différents peuvent étre obtenues.

L’équation nKdV n’est pas complétement intégrable.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté briévement les principes de base de la
théorie des ondes solitaires, en commencant par quelques rappels sur les ondes
progressives avec différents types, ainsi que certaines de leurs propriétés. De
plus, nous avons présenté la famille d’équations KdV du 3°™¢ ordre et la famille
d’équations KdV des ordres supérieurs. Le modeéle étudié dans ce travail s’agit
de I’équation de Korteweg-de Vries du 5™ ordre (fKdV).
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2.1 Introduction

2.1 Introduction

Au cours des derniéres décennies, de nombreux travaux de recherche ont été con-
sacrés a I’étude de 'équation fKdV (1.36), qui fait partie des équations d’évolution
non linéaires, ou elle est observée dans de nombreux domaines scientifiques im-
portants, avec diverses applications en optique non linéaire et en mécanique
quantique. Il représente les mouvements des ondes longues dans les eaux peu
profondes. L’objectif principal de ces études était orienté vers ses solutions ana-

lytiques et numériques.

Wazwaz [Wazwaz, 2006a,b,d, 2007, 2009] a étudié I’équation en utilisant les méth-
odes tanh, sine — cosine, tanh — coth et la version simplifier de la méthode
bilinéaire de Hirota. Dans [Wazwaz, 2009], les solutions de N-soliton sont déter-
minées pour différentes formes de I’équation fKdV en utilisant la version simplifiée
de la méthode de Hirota. Dans [Wazwaz, 2006a,b], il a utilisé la méthode tanh
pour résoudre diverses formes de I'équation fKdV, qui comprennent les formes
Lax, SK, KK, Ito, CDG et autres cas spéciaux. Deux critéres principaux sont
définis pour créer des régles efficaces qui régulent la relation entre les paramétres
de I’équation. De nombreuses solutions de solitons sont obtenues. Dans [Wazwaz,
2006d], les méthodes sine — cosine et tanh sont utilisées pour présenter une étude
analytique de I’équation fKdV, qui fournit des solutions périodiques et des solu-
tions de solitons. Dans [Wazwaz, 2007|, la méthode tanh — coth est utilisée
pour obtenir de nouvelles solutions de solitons pour de nombreuses formes de
I’équation fKdV, qui contiennent les équations Lax, SK, Sawada-Kotera-Parker-
Dye (SKPD), KK, Kaup-Kupershmidt-Parker-Dye (KKPD), et Ito. Les critéres

établis dans [Wazwaz, 2006b| sont confirmés par cette nouvelle approche.

Beaucoup d’autres auteurs comme [Sierra et Salas, 2008| ont utilisé une générali-
sation de la méthode tanh — coth afin d’obtenir de nouvelles solutions périodiques
et de solitons a diverses formes importantes de 'équation fKdV. [Salas, 2008;
Salas et al., 2010] ont trouvé des solutions exactes de 'équation générale fKdV
en utilisant la méthode de la fonction Exp, la méthode des équations de Riccati

projectives généralisées et la transformation Cole-Hopf. [Zayed et Alurrfi, 2014]
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ont appliqué la méthode de 1’équilibre homogéne pour trouver des solutions ex-
actes des formes Lax, SK, KK, Ito et CDG. [Khan et Akbar, 2015b]| ont utilisé la
méthode de I’'équation simple modifiée pour résoudre I’équation généralisée fKdV
qui fournit des solutions exactes d’ondes progressives. |Jaradat et al., 2018| ont
étudié les solutions de solitons multiples et les solutions de solitons multiples sin-
gulieres d’une classe de I’équation d’évolution non linéaire du cinquiéme ordre a
coefficients variables. Ils ont utilisé la méthode bilinéaire simplifiée basée sur une
méthode de transformation combinée avec le sens bilinéaire de Hirota. [Wei, 2009
construit des solutions de solitons simples et multiples de structures physiques
distinctes pour ’équation fKdV par la méthode de la fonction hyperbolique éten-

due et la version simplifier de la méthode bilinéaire de Hirota.

2.2 Analyse des méthodes

La méthode T'anh — coth et la méthode des équations de Riccati projectives
généralisées et la méthode de la fonction hyperbolique étendue ont été appliquées
pour une grande variété de problémes non linéaires et elles seront utilisées dans ce
chapitre pour trouver des solutions d’ondes progressives d'une classe générale de
I’équation fKdV, avec des formes différentes. Ces trois méthodes se sont avérées
puissantes, fiables et efficaces pour traiter un grand nombre d’EENLs. En outre,
la version simplifiée de la méthode bilinéaire de Hirota est utilisée pour aborder

le concept des solutions de N-soliton.

2.2.1 La méthode Tanh-coth

Une variable d’onde £ = x —wt convertit n’importe quelle EDP non linéaire
P (u, up, Uyg, Ugg, Ugty Ugzgy «onnee )=0 (2.1)

a une EDO
Q(u, o', u", " ..)=0 (2.2)

Ou @ est un polynome de u (&) et ses dérivées, u' (§) = fli—g, u” (&) = %, etc.
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L’éq. (2.2) est ensuite intégrée tant que tous les termes contiennent des dérivées

ou les constantes d’intégration sont considérées comme des zéros.

La méthode standard tanh est développée par [Malfliet et Hereman, 1996] ou le
tanh est utilisé comme une nouvelle variable, puisque tous les dérivées d'un tanh
sont représentées par le tanh lui-méme. Par exemple, si on pose T' = tanh(§),

alors on a
T =1—-T7?
T = — 2T + 273
T" =—2+8T% - 61"
T" =16T — 40T° + 24T°

En d’autres termes, I'introduction d’une nouvelle variable indépendante
Y =tanh (pé), £ = — wt

ol u est le nombre d’onde, conduit au changement des dérivées:

d—gzﬂ(l—w)w
2

L ey (1-v) Loy
e? a ay " H Y2
d? d 9 d? 3 &2
d—§3:2,u3(1—Y2) (3Y2—1)W—6u3Y(1—Y2) WnL/f’(l—YQ) 3
& —8u' (1 -Y?) (3y% - 2) 4 4t (1-v?)? (9v2 - 2) &
det dY dY?
3 &2 4 d
—124'Y (1-Y?) e +pt (1-Y?) i
(2.3)
La méthode tanh — coth [Wazwaz, 2006¢, 2009] utilise I'expansion finie
w(pd) =S (V)= aV*+) by ™" (2.4)
k=0 k=1

ol m est un entier positif, dans la plupart des cas, qui sera déterminé. Pour le non
entier m, une formule de transformation est utilisée pour dépasser cette difficulté.

L’expansion (2.4) se réduit a la méthode tanh pour by, =0, 1 < k < m.
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La substitution de (2.4) dans 'EDO réduite donne une équation algébrique en
puissances de Y. Plus précisément, on définit le degré de v comme D (u) = m,

ce qui donne lieu a un degré d’expressions différentes comme suit:

d dPu\"
D(%):erp,D(u”(dL;) ):nm+r(m+p) (2.5)

Pour déterminer le parameétre m, on équilibe les termes linéaires d’ordre supérieur
de I'équation résultante avec les termes non linéaires d’ordre supérieur. Puis, on
regroupe tous les coefficients des puissances de Y dans 'équation réduite ol ces
coefficients doivent disparaitre. Ceci donne un systéme d’équations algébriques
impliquant les parameétres ay, by, p et w. Aprés avoir déterminé ces paramétres,
on obtient une solution analytique u(z,t). Les solutions obtenus peuvent étre
des solitons en termes de sech?, ou peuvent étre des kinks en termes de tanh.

Cependant, cette méthode peut aussi donner des solutions périodiques.

2.2.2 La méthode des équations de Riccati projectives

généralisées

La méthode des équations de Riccati projectives utilise les solutions d’un systéme
spécial de deux équations, qui est appelé systéme projectif d’équations de Riccati
pour construire un ansatz spécial, qui a été initialement introduit par [Conte et
Musette, 1992.

Dans ce qui suit, on donne les principales étapes de cette méthode [Zayed et
Alurrfi, 2015].

Etape 1. On utilise u (z,t) = u (), £ = 4+ wt + const, pour réduire 'EDP non

linéaire (2.1) & 'EDO (2.2), oul w est une constante.

Etape 2. On suppose que 'eq. (2.2) a la solution formelle

m

w(§) =ao+ Y o (&) (a0 (&) + by (€)) (2.6)

i=1

ou ag, a; et b; sont des constantes a déterminer ultérieurement.
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Les fonctions o et 7 satisfont les EDOs:

o' (&) =ea (§)7(€) (2.7)
(€)= R+ er® (€) — po (€)

ol

“Era?(g)), =41, r=+1, R0 (28)

() = < (R o () +

e Si R=p=0,1¢éq. (2.2) ala solution formelle:

w(€) =) ar (¢ (2.9)
i=0
ol 7 satisfait 'EDO:
(&) =77 () (2.10)

Etape 3. On détermine l'entier positif m dans (2.6) en utilisant ’équilibre ho-
mogéne entre les termes linéaires d’ordre le plus élevé et les termes non linéaires
d’ordre le plus élevé de 'eq. (2.2). Dans certaines équations non linéaires, le
nombre m n’est pas un entier positif. Dans ce cas, on effectue les transformations
suivantes:
(a) Sim = ]%, ou ]% est une fraction dans les termes les plus bas, on suppose
que

(&) =vr (©) (2.11)
puis on met (2.11) en (2.2) pour obtenir une nouvelle équation dans la nouvelle

fonction v (§) avec un entier positif.

(b) Si m est un entier négatif, on suppose que

u (&) =v"(¢) (2.12)

puis nous substituons (2.12) en (2.2) pour obtenir une nouvelle équation dans la

nouvelle fonction v (£) avec un entier positif.

Etape 4. Substituer (2.6) avec les éqgs. (2.7) et (2.8) dans I'éq. (2.2) (ou (2.9)
avec (2.10) dans I'éq. (2.2)). Collecter de tous les termes du méme ordre de
al (&) 7€) ( = 0,1,...;i = 0,1) (ou 77 (£), j = 0,1,...). En mettant chaque
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coefficient a zéro, on obtient un ensemble d’équations algébriques qui peuvent

étre résolues pour trouver les valeurs de ag, a;, b;, w, et R.

Etape 5. 1l est bien connu [Yomba, 2005] que les éqs. (2.7) admettent les

solutions suivantes:

Cas 1: Sie=—letr=—1

R sech (\/Ef) VR tanh (@f)
o1 (§) = , 1 (€) = (2.13)
1+ p sech (\/ﬁf) 1+ sech (\/ﬁé’)
Cas 2: Sie=—-letr=1
R esch (\/ﬁg) VR coth (x/}_%)
o2 (§) = , 12(§) = (2.14)
1+ p esch (\/Eﬁ) 1+ esch (\/Ef)
Cas 3: Sie=1letr=-1
o3(§) = fiee <\/E£) , 13 (§) = Viitan <\/E€) (2.15)
1+ psec <\/§§> 1+ psec <\/§§>
i = o) R (VR
14 pesc <\/ﬁ§> 1+ pesc <\/§§>
Cas4: SiR=pu=0 c B
o5 (§) = o 75 (§) = = (2.17)

oll C est une constante.

Etape 6. En substituant les valeurs de ag, a;, b;, w, p et R. ainsi que les solu-
tions (2.13)-(2.17) en (2.6), on obtient les solutions exactes de 1'éq. (2.1).

2.2.3 La méthode de la fonction hyperbolique étendue
Nous proposons maintenant la méthode de la fonction hyperbolique étendue [Wei,

2009], pour obtenir des solutions exactes pour les EDPs non linéaires basées sur

la méthode du tanh étendu.

35



2.2 Analyse des méthodes

On utilise une variable d’onde £ = kx — wt, pour réduire 'EDP non linéaire (2.1)
a I'EDO (2.2), oit w est une constante. On suppose que la solution de (2.2) est

de la forme .

w(z,t)=u(@)=> aY’ (2.18)

i=0
ol c 8 c
aes — [Be” 1
- WY =—" . a BeC 92.19
aes + fe¢ " aes + Pe¢ a B (2.19)

et les coefficients a; (i = 0, 1,...,n) sont des constantes & déterminer. Le degré
polynomial n peuve étre déterminé en équilibrant les termes linéaires d’ordre
supérieur et les termes non linéaires d’ordre supérieur dans (2.2). La substitution
de (2.18) avec (2.19) dans (2.2) résulte en un systéme algébrique d’équations de
puissances € qui conduit & la détermination des paramétres a; (i = 0, 1,...,n),
a, B, ket w.

2.2.4 Version simplifiée de la méthode bilinéaire de
Hirota

La méthode de Hirota [Hirota, 2004] est une techniques directe pour construire
des solutions de N-soliton de diverses EDPs non linéaires en les réduisant a la
forme bilinéaire. Comme indiqué précédemment, les EDPs complétement inté-
grables sont les équations ayant beaucoup de lois de conservation et admettent
des solutions de N-soliton de tout ordre. Le formalisme bilinéaire est un outil
trés utile dans I’étude des équations non linéaires et il était le plus approprié
pour les calculateurs d’algébre. L’inconvénient de la méthode d’Hirota est que
la forme bilinéaire de 'EDP doit étre connue & ’avance. En d’autres termes, la
technique ne peut étre appliquée qu’aux équations qui peuvent étre écrites sous
forme bilinéaire, soit comme une seule équation bilinéaire, soit comme un systéme

d’équations bilinéaires couplées.

Dans [Hereman et Nuseir, 1997], une forme simplifiéce du formalisme bilinéaire
de Hirota a été introduite pour minimiser le travail fastidieux de la méthode de
Hirota. Cette version simplifiée est plus efficace dans le sens ou elle ne nécessite

pas la connaissance des formes bilinéaires pour trouver les solutions exactes.
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2.2 Analyse des méthodes

Trouver des formes bilinéaires pour la plupart des EDPs non linéaires, si elles
existent, est une tache difficile. En raison de cette difficulté, une version simplifiée

de la méthode d’Hirota est présentée.

Tout d’abord, la substitution de
w(zt)=¢e% 0, =ko—wt, i=12..,N (2.20)

dans les termes linéaires de 1'éq. (2.1) pour déterminer la relation de dispersion

entre k; et w;. Puis, on substitue la solution de 1-soliton

2

u(z,t) =R.(Inf(z,1),, = 7 (2.21)

dans I'éq. (2.1), ou la fonction auxiliaire f est donnée par
fz,t) =1+ (2.22)
et 01 = kix — wit, et résout l'équation résultante pour déterminer la valeur

numérique de R.

Notons que les solutions de N-soliton peuvent étre obtenues pour 'éq. (2.1), en

utilisant les formes suivantes pour f (x,t) en (2.21):
(i) Pour les solutions de 1-soliton, on utilise (2.22)

(ii) Pour les solutions de 2-soliton, on utilise
flzt) =14 e" 4+ e% 4 app.eht (2.23)

(iii) Pour les solutions de 3-soliton, on utilise
fla,t) = 1+e 44 fayy.e T2 fays.e/ T L ags 0205 1y gg. 170205 (2.24)

Notons que nous utilisons (2.20) pour déterminer la relation de dispersion, (2.23)
pour déterminer le facteur a;p a généraliser pour les autres facteurs a;; dans f,
et finalement (2.24) pour déterminer bj93, ce qui est principalement donné par
b1z = a12a13a03. La détermination des solutions de 3-soliton confirme le fait que

les solutions de N-soliton existent pour tout ordre.
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2.3 Equation KdV du 5*™¢ ordre

2.3 Equation KdV du 5°™° ordre

Dans cette section, on applique les quatre méthodes présentées dans la section
précédente a une classe de équation KAV du 5 ordre (fKdV) donnée sous une

forme généralisée
Up + Upprms + QUULzy + DUz Ugy + cUUy = 0 (2.25)

ol a, bet ¢ sont des parameétres réels et arbitraires non nuls, et u = u(x,t) est une
fonction suffisamment souvent différenciable. Les fameuses équations SK, CDG,
Lax, KK et Ito, sont toutes de cette classe (voir 1.4.3.1). L’équation fKdV a de
nombreuses applications en mécanique quantique et en optique non linéaire. Il
est bien connu que les phénomeénes d’ondes non linéaires des milieux plasma et
de la dynamique des fluides sont modélisés par des solutions de tanh en forme de

kink ou de sech en forme de cloche.

2.3.1 Utilisation de la méthode Tanh-coth

Nous réécrivons d’abord l'eq. (2.25) comme suit |Wazwaz, 2009

b—a

2

(un)?), + = (u¥) =0 (2.26)

Uy + Uzzzrzx +a (uuzm>x + 3

En utilisant la variable d’onde £ = px — wt et en intégrant une fois, 1'eq. (2.26)

est transformée en

b—
—wu + MSU//// + CLIMSUU// + TQMS (u/)Q + gMUB -0 (2'27)

En équilibrant les termes u”” avec u® dans 1'éq. (2.27) (voir 2.2.1), on obtient

m = 2. Cela signifie que u (z,t) peut étre représentée par I’expansion
2 2
w(€) =Y Y 4> By (2.28)
=0 j=1

En substituant (2.28) a (2.27), en rassemblant les coefficients de Y, et en résolvant

le systéme résultant, nous trouvons les ensembles de solutions suivants
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2.3 Equation KdV du 5*™¢ ordre

i) La premiére série de parameétres est donnée par

2 2
Qy=— Qg a1 =1 =P=0, w= _gb/is% - 24:“5

3
647 (604 + 2aas + bay) (2.29)
= o2
ii) La deuxiéme série de paramétres est donnée par
60>
ag =A, A est une constante, a; = 1 = P2 =0, ap = — a
a+b
pula(a+0)% a2 —80ap? (a+b) ap + 80u* (17a + 2b)]
w= (2.30)
10 (a + b)
.8 (a+10)
10
iii) La troisiéme série de paramétres est donnée par
2 32
Qo = — 302, 0 = P11 =0, B2 =g w= —gbﬂgoa — 384y°
_ 6p* (6047 4 2a0r; + bary) (2.31)
= o
iv) La quatriéme série de parameétres est donnée par
60> 60>
=A, Aest tante, a; = B =0, ay = — =
Qo , A est une constante, a; = , Qg P B b
ft[a(a+b)? a2 — 80ap? (a +b) ap + 320 (—7a + 8b)]
w = (2.32)
10 (a +b)
.8 (a+0b)
10

2.3.1.1 La premiére condition

La premiére et la troisiéme séries de parameétres sont exprimées en termes de p
et ap. Il est normal d’examiner le résultat obtenu pour ¢ a partir de ces séries ol
I'on trouve

cas + 6u” (2a + b) ap + 360u" =0 (2.33)

Cette équation quadratique ne peut avoir de solutions réelles que si

(64 (2a +b))* > 1440cp* (2.34)
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2.3 Equation KdV du 5*™¢ ordre

qui donne la premiére condition, qu’on cherche, donnée par

- (2a +b)*

< 2.35
¢ 0 (2.35)

Cette condition nous permet d’utiliser plusieurs valeurs réelles pour ¢, méme pour
des valeurs fixes des parameétres a et b . Dans ce qui suit, on trouve des solutions

de soliton pour toutes les formes de fKdV qui ont été présentées ci-dessus.

40 a5 50
x
-204

~404

~60

-80

-100-

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t < 3 (b) Graphe en 2D avec 0 < x < 50,
t=1

Figure 2.1: Graphes d’une solution d’onde solitaire sombre de u; pour a = 10,

b=20,c=30, u=1

Pour I’équation de Lax , a = 10, b = 20 et ¢ = 30. Nous déterminons d’abord

as en utilisant (2.33) et par conséquent, la troisiéme série (2.31) donne

ap =01 =0, ag =P = —2,u2 ou — 6,u2
(2.36)

4 128
Qo :§u2 ou 4%, w= T/f’ ou 896.4°

Cela donne les solutions

4 128 128
uy (z,t) :§u2 — 242 tanh? (u.r — ?ust) — 242 coth? (ua: — ?u‘r’t) (2.37)

ug (z,t) =4p* — 6% tanh? (px — 8961°t) — 647 coth? (pz — 8964°t)
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2.3 Equation KdV du 5*™¢ ordre

ol p est un parametre réel non nul.

Pour I’équation de SK, a = b = c = 5. On détermine d’abord «s en utilisant

(2.33) et en continuant comme précédemment, on trouve

a1 =B1 =0, ag = B = —6p* ou — 12°

(2.38)
o =4p% ou 82, w = —644° ou 256.°
Cela donne les deux solutions suivantes
up (x,t) =4p* — 642 tanh? (,u:v + 64;L5t) — 642 coth? (,u:v + 64u5t) (2.39)
uy (z,t) =8u* — 124* tanh? (pz — 256p°t) — 124° coth? (pz — 2564.°t) '
Pour I’équation de KK, a = 10, b = 25 et ¢ = 20.
Procéder comme auparavant
ar =01 =0, ap =0 :—§u20u — 1242
1 =P1 ; Qg 2 5 (2.40)
o =p? ou 8%, w = 164" ou 28164°
Cela donne les solutions suivantes
3 3
uy (w,t) =p — §u2 tanh? (,ux — 16u5t) — §u2 coth? (,u:c — 16u5t) (2.41)
up (z,t) =8p° — 124° tanh? (px — 28164°t) — 12* coth® (ux — 28164°t)
Pour ’équation de Ito, a =3, b =06 et c = 2.
En procédant comme précédemment, on trouve
ap =01 =0, ag = s = —6;/? ou — 30,u2
(2.42)

ap =4p% ou 2012, w = 0 ou 15364°
Cela donne les solutions suivantes
uy (z,t) =4p* — 6% tanh? (ux) — 6% coth? (ux)

ug (z,t) =20 — 30p% tanh? (px — 1536p°t) — 30p coth? (pz — 1536p°t)
(2.43)

Pour I’équation de CDG, a = 30, b = 30 et ¢ = 180.

En procédant comme précédemment.
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2.3 Equation KdV du 5*™¢ ordre

2.3.1.2 La deuxiéme condition

Dans (2.32), nous avons obtenu l’ensemble suivant

602 60>
Qp , A est une constante, a; = 4 , Qi P 5o p——
pa(a+b)? a2 — 80au® (a+b) ag + 320p (—7a + 8b)]
w = (2.44)
10 (a + b)
_a(a+b)
10

comme quatriéme ensemble de valeurs pour les parameétres ag, aq, s, 1, P2, w
et c. Il ressort clairement de cet ensemble que nous avons une valeur unique pour
c pour les valeurs fixes de a et b. Cette valeur fixe pour c est justifiée uniquement
pour les équations Lax, SK et CDG. Une modification pour les valeurs de ¢ doit
étre définie pour les équations KK et Ito afin d’obtenir des solutions pour les
variantes de ces équations. Il est évident qu’une seule solution de soliton est

obtenue pour les équations Lax, SK et CDG.
Pour I’équation de Lax en utilisant (2.44) nous trouvons

ap=A, a1 =01 =0, ag = By = —2u

(2.45)
w =2/ (1504(2) — 4002y + 48u4)
ou p est laissé comme parameétre libre. Cela donne la solution
u(z,t) =ag — 2p* tanh® (pa — 2 (1508 — 40p*ag + 48u*) 1) (2.46)
— 242 coth? (uw — 2 (15043 —40p2ag + 48u4) t)
Pour I’équation de SK nous trouvons
ag=A, a1 =01 =0, ap = [ = —6p° (2.47)
w =24 (5&3 —40p2a + 16,u4)
Cela donne la solution
u(x,t) =ay — 6% tanh? (nz —2p (Sog — 40p*ag + 16p*) 1) (2.48)

— 62 coth? (ua: —2u (5&3 — 400 + 16u4) t)

De méme, pour 1’équation de CDG.
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2.3 Equation KdV du 5*™¢ ordre

2.3.2 Utilisation de la méthode des équations de Riccati

projectives généralisées

Nous cherchons des solutions de 1'éq. (2.25) sous la forme [Salas et al., 2010]

u(z,t) =u(f)
{ E=x+wt+ ¢ (249)

ol &y est une constante arbitraire.

On obtient ainsi que I'éq. (2.25) est réduite a I’équation

wu' (€) +u™" (&) + au (§) u” (€) +bu' () u”" () + cw? () ' (§) =0 (2.50)

Pour obtenir une solution exacte pour 1'éq. (2.50), on utilise la méthode de

I’équation de Riccati projective, qui décrite dans les étapes suivantes:

Etape 1. Nous considérons les solutions de (2.50) sous la forme
w () =ao+ Y 0" () (a0 (&) + b7 (€)) (2.51)
j=1

ou o (§), 7 (§) satisfont le systéme

o' (§) = ea (§)T(§)
{ T (&) =eT?(§) —po (§) + R (2.52)

Ou

2
“;%2(5)), =41, r=41, R0 (2.53)

() = < (R o () +

Etape 2. En substituant (2.51), avec (2.52) et (2.53) en (2.50) et en rassemblant
tous les termes ayant la méme puissance dans o7 (£) 7° (£), on obtient un polynéme

dans les deux variables o (£) et 7 (). Ce polyndme a la forme

10" (&) + and®™ (&) + aza™ T (&) T (€) + o™ (€)

(2.54)
50?2 (&) 7 (€) + termes inférieurs = 0

Nous supposons que m > 1 pour éviter les solutions insignifiantes.

Les degrés des termes les plus élevés sont m + 5 (le degré des termes a;0™ % (€)
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2.3 Equation KdV du 5*™¢ ordre

et azo™ ™ (&) 7 (€)), 2m + 3 (le degré du terme apo?™ 3 (£) et aza®™ 2 (&) 1 ())
et 3m+1 (le degré du terme ayo®™ ™! (€)). Tl y a deux valeurs entiéres de m pour
lesquelles 3m+1=2m+3oudm+1=m+5ou2m+3=m+5,soit m=1
et m = 2. Nous allons trouver des solutions pour m = 1 (le cas m = 2 n’est pas

considéré ici). Quand m = 1 les solutions ont la forme

u (&) = ao+ a0 (§) + b7 (£) (2.55)

dans (2.54) en égalant les coefficients de chaque puissance de o () et de chaque
terme de la forme o7 (&) 7 (£) a zéro, on obtient un systéme algébrique pour les

variables ag, a1, by, w, et u.

Etape 3. Résoudre le systeme obtenu dans 1’étape précédente, nous obtenons
b1 = 0, donc les solutions ont la forme u (§) = ag + a0 (z + wt + &).

On a les solutions suivantes de 'éq. (2.25), ou

B 2 _ 12c— Ab ~ 3A—10b
A=2a+b+/(2a+b) - 40c, B= 2 o= (2.56)
Cas 1: Sie=—letr=-1
oaoz—%, a1:6—£, w=CR? u=1
10R 1
uy (x,t) = T (1 — 3sech® (5@ (z+ CR* + 50))> (2.57)
.aoz—ﬁ—f, (Ilz%, w:BRQ, Hn =

up (z,1) = —‘i—R (1 — 3sech? (%\/E (v + BR* + &))) (2.58)

C

oaoz—%, alz—%o, w=CR? pu=-1:
10R 1
ug (z,t) = —— (1 + 3csch? (5@ (z+ CR*t + 50))) (2.59)
oaoz—%, alz—%, w = BR?, w=—1:
AR 1
ug (z,1) = 0 (1 + 3csch® (5@ (z+ BR*t + §O)>) (2.60)
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2.3 Equation KdV du 5*™¢ ordre

0.6 7

0.5

0.4

-15 -10 -5

02
(a) Graphe en 3D avec —10 < z,t < 10 (b) Graphe en 2D avec —15 < z < 15,
t=1

Figure 2.2: Graphes d’une solution de type soliton de uy pour a = 10, b = 20,
c=30,e=—-1,r=—-1,R=1,& =1

-20 -10 0 10 20
x
-10 4

-20

-30

-40

~50

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t <3 (b) Graphe en 2D avec —20 < z < 20,
t=12

Figure 2.3: Graphes d’une solution d’onde solitaire sombre de ug pour a = 10,
b=20,c=30,e=—-1,r=—-1,R=1,§ =1
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Cas 2: Sie=—letr=1

o qy = —10F alz—%, w=CR? = —i:

6
U5($,t>27 <5_ 1—CSC(\/—_R(x+CR2t+£O>)> (261)

eayg=—4% a=-3 o =BR* p=—i
AR 6
=205 2.62
U (@:8) = 7 ( 1 — csc (\/—R(a:+BR2t+£o))> (262)
eaqp=—1 q =% o =CR? pn=i
10R 6
=25 2.63
ur (1) A ( 1+CSC(\/—R(I—I—C’R2t+§o))> (2.63)
eayg=—4% a, =3 w=BR) p=i
AR 6
=152 2.64
us (2,1) 4e ( 1+ csc (\/—R(x—i—BRQt—i—{O))) (2:64)

Cas 3: Sie=1letr=—1

10R 60 _ 2, 1.
eag="4, a1 =—7, w=CR" p=1:

ug (z,t) = % <1 — 3sec? (%J}_% (v + CR* + go))) (2.65)

1
A 1+ csc (\/}_% (x+C’R2t+§o)>
oaozi—f, alz—%, w=BR? p=1

un (z,t) = % (1 — 3sec? (%\/}_% (v + BR* + go))> (2.67)

AR 6
U2 (T, t = —— 5— 2.68
(@) 4c ( 1+ esc <\/ﬁ (x + BR?*t + fo)) ) 209
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~204

-40

~604

-804

-100-

80 -60 40 20 0 20 40 60 80
X

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t <3 (b) Graphe en 2D avec —80 < x < 80,
t=1

Figure 2.4: Graphes d’une solution de type cuspide périodique sombre de ug
pour a =10,6=20,c=30,e=—-1,r=1, R=1,§{ =1

oaoz%%, alz%, w=CR% p=-1:
1 1
uyg (x,t) = OTR (1 — 3csc? (5@ (z+ CR*t+ fo))) (2.69)
1
s (o) = —0B (5 0 (2.70)
A 1 —csc (\/}_% (x + CR?*t + fo)>
oao—ﬁ—f‘, %,w:BRz,u: 1
uys (x,t) = i—f <1 — 3csc? (%\/ﬁ (:1: + BR*t + 50)>) (2.71)
de 1 — csc (\/ﬁ (r + BR2t + £g)>
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2.3 Equation KdV du 5*™¢ ordre

2.3.3 Utilisation de la méthode de la fonction hyperbolique

étendue
L’équation générale fKdV (2.25) peut étre convertie en EDO [Wei, 2009

b
—wu + Ky + akPuu” + Tak?’ (u')* + gku3 =0 (2.73)

en utilisant la variable d’onde ¢ = kx — wt et en 'intégrant une fois.

En équilibrant les termes v et u® dans I'éq. (2.73) (voir 2.2.3), on obtient n = 2.

Cela signifie que u (z,t) peut étre représentée par un polynome
u(w,t) =u(€) =ag+ a1y +aY? (2.74)

On met (2.74) a (2.73), en rassemblant les coefficients de ef, et en résolvant le

systéme résultant, nous trouvons les ensembles de solutions suivants:

. o aeé_gefé .
i) Pour YV = 5525 :

_ 4k* ((a +b) A — 20) 0 =0 ay = —3K2A

Qo

b+ /(24 +b)* — d0c (2.75)
4K° [(16bc — 2ab® — b3 — a®b) A + 12a* + 20b* — 120¢]
- 242 + bA — 20c
ol
(2a +b) + \/(Za +b)* — 40¢
A= - (2.76)

Cela donne la solution

_ _ 2
aek:p wt Be k:l:ert)

aekx—wt + /Be—k:(:-‘rwt <277)

u(x,t):ao—i-ag(

ol ag, ay et w sont donnés par (2.75) et k est un parameétre.

ii) Pour Y = —1

aef+pe¢ :
24a8k?* (aB + 20)
b— \/(2a+ b)* — 40c

ap=kB, a1 =0, ay = , w=—2k"(bB+12) (2.78)
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-150 -140 -130 120 -110 -100

Tk

t-40

r-60

r-80

r-100

r-120

t-140

r-160

r-180

£-200

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t <3 (b) Graphe en 2D avec —150 < z <
~100, t =1

Figure 2.5: Graphes d’une solution d’onde solitaire sombre de us pour a = 10,

b=20,c=30,A=2,a0=4, a2 =6, w=—-12 k=1

ou

—(2a+b) £ /(20 +b)* - 40c

C

B =

(2.79)
Cela donne la solution

a2

u(z,t) = ap+ (cchr—t 1 Be*k”“tf

(2.80)

ol ag, as et w sont donnés par (2.78) et k est un paramétre.

Il faut souligner que (2.77) et (2.80) donnent plusieurs nouvelles solutions et
plus générales en sélectionnant différents parameétres libres o et 3, dont celui de

solutions de solitons réelles et complexes, réguliéres et singuliéres. Par exemple
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(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t <3 (b) Graphe en 2D avec —140 < z <
110, ¢t =1

Figure 2.6: Graphes d’une solution de type soliton de Re us pour a = 10,
b=20,c=30,A=2,a0=4, a2 =6, w=—-12 k=1

a) pour f=a, f=—a, f=aiou § = —ai, (2.77) est réduit a

uy (z,t) = ag + ag tanh? (&)
uy (2,t) = ag + ag coth? (&) (2.81)
us (z,t) = ag + as (tanh? (2€) — sech® (2€) — 2i tanh (2€) sech (2€)) '
ug (2,t) = ag + as (tanh? (2€) — sech® (2€) + 2i tanh (2€) sech (2€))
ol ag, az et w sont donnés par (2.75), £ = kx — wt et k est un paramétre.
b) pour f =a, f = —«, f = ai ou f = —ai, (2.80) est réduit a
a9 9
us (z,t) =ag + 4T.ézsech (kx — wt)
ug (,t) =ag + %csch2 (kx — wt)
!
- ) (2.82)
ur (z,) =ag + a2 (eke—wt — g—hatwt 4 97)

a2
(ek:rfwt _ efkarwt _ 22)

us (z,t) =ao + 02

ol ag, as et w sont donnés par (2.78) et k est un paramétre.
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r T T T0
-140 -130 -120

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t < 3 (b) Graphe en 2D avec —140 < z <

110, t =1

Figure 2.7: Graphes d’une solution de type soliton singulier de I'm us pour

a=10,0=20,c=30,A=2,a0=4,a0 =6, w=—12 [ =1

2007
150

100

50

160 170 180 190 200
X

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t <3

(b) Graphe en 2D avec 150 < x < 200,
t=1

Figure 2.8: Graphes d’une solution d’onde solitaire de ug pour a = 10, b = 25,

c=20,B=—4,a0=—-4,a0=48, w=-176 k=1, a=5=1
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2.3 Equation KdV du 5*™¢ ordre

2.3.4 Utilisation de la version simplifiée de la méthode de
Hirota

Dans cette sous-section, nous examinons les solutions de N-soliton de I’équation
fKdV [Wei, 2009].

En substituant (2.20) aux termes linéaires de 1'équation fKdV (2.25), on obtient

facilement la relation de dispersion
wi=k,i=12,..,N (2.83)

et donc 0, devient

Pour déterminer R qui se trouve dans (2.21), on substitue (2.21) dans (2.25) et

15
on note que f (z,t) = 1+ eM*~ M dans ce cas, on trouve

60 —aR — bR =0, —300 + 11aR + 5bR — cR* =0 (2.85)

Cela donne 60
R = 2.86
a—+b ( )

et la condition de contrainte entre les parameétres de I’équation
10c¢ = a(b+ a) (2.87)

Ainsi, la solution de 1-soliton est donnée par

60k 3ekra—kit

t)=R(l t = 2.88
Pour les solutions de 2-soliton, nous supposons que
o t) =14 e + e 4 qppe T2 (2.89)
ou 0, et 05 sont donnés par (2.84), et substituer
60
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2.3 Equation KdV du 5*™¢ ordre

dans I'équation fKdV (2.25) pour déterminer le coefficient aj. A 'aide de Maple,

nous obtenons

60 [a (k9k3 + Kk2K3) + b (kK3 + kk3))
a12 = 1— 5 5 5 5 (291)
(a+b) (ki + ko) [(k1 + ka2)” — (K + &3)]

et on peut donc obtenir que pour 1 <i<j << N

60 [a (KPK? + KZED) 4+ b (KPKS + k2K

(@t 0) (st 1) [k 1 &))" — (4 K9)] (2.92)

aij:]_—

Notons que la condition 10¢ = a(b+a) est utilisée dans les calculs ci-dessus. Ainsi
nous obtenons
f (SL’ t) -1 + eklszi’t + ekgxfkgt

1= 60 [a (kY3 + kik3) + b (kik3 + kik3)] pUhtha)a—(kE+k3 )t
(a+0) (ky + ko)® [(k1 + k) — (K5 + &3)]

(2.93)

;//\\

(a) Graphe en 3D avec —4 < z,t < 4 (b) Graphe en 2D avec —10 < x < 10, ¢
fixe

Figure 2.9: Une solution de 1-soliton

Maintenant, en substituant le dernier résultat pour f (z,t) en (2.90), nous pou-

vons obtenir les solutions de 2-soliton explicitement.
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2.3 Equation KdV du 5*™¢ ordre

187
- 16
15 14
1.2

] -
1 13
ns —J ! 08
0 L
- 20 u=u= X 0 043
=10 - - 10 129
0 5 0 =
10 : 10 d0 48 & 4 2 U274 85 8 10
20 ol ®
(a) Graphe en 3D avec —20 < z,t < 20 (b) Graphe en 2D avec —10 < z < 10, ¢
fixe

Figure 2.10: Une solution de 2-soliton

De méme, pour déterminer les solutions de 3-soliton, nous fixons
flat) =1+ +e%2 4 e% £ a19e” T2 £ a13e" 705 £ ayeP2T05 £ bgse® 702705 (2.94)
dans (2.90) et le substituer dans I’équation fKdV (2.25) pour trouver que
b1z = a12a13a23 (2.95)

Pour trouver explicitement les solutions de 3-soliton, on substitue le dernier ré-
sultat pour f (z,t) dans (2.90). Les solutions de soliton de niveau supérieur, pour
N > 4, peuvent étre obtenues en paralléle. Ceci confirme que 1’'équation fKdV
est totalement intégrable et donne lieu a des solutions de N-soliton de tout ordre

a condition que 10c = a(b + a).
Nous insistons & nouveau sur les trois faits présentés précédemment:

i) La premiére est que les solutions de soliton ne sont que des polynomes

d’exponentielles comme le souligne Hirota.

ii) La solution de 3-soliton et la solution de N-soliton de niveau supérieur ne
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2.4 Lois de conservation pour la classe générale d’équation fKdV

contiennent plus de nouveaux parametres libres autres que a;; de la solution de

2-soliton.

iii) Chaque équation qui a des solutions génériques de 3-soliton, alors elle a aussi

des solutions de N-soliton pour tout N > 4.

1 /\ ’
0~ 10 1 / \
, , o : /‘1““ J
5 U 5 10 15

(a) Graphe en 3D avec —10 < z,t < 10 (b) Graphe en 2D avec —5 <z <15, ¢
fixe

Figure 2.11: Une solution de 3-soliton

Les figures 2.9, 2.10, 2.11 ci-dessus montre des graphes de solutions d’un, deux

et trois soliton.

2.4 Lois de conservation pour la classe générale
d’équation fKdV

Dans les sections 2.2 et 2.3 de ce chapitre, quelques méthodes sont présentées
pour trouver des solutions d’ondes progressive pour 1’équation fKdV. L’existence
d’un nombre suffisamment important (en principe infini) de lois de conservation
de type (1.21) assure l'intégrabilité compléte d'une EENL. En retour, les EDPs

complétement intégrables ont des solutions de N-soliton.
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2.4 Lois de conservation pour la classe générale d’équation fKdV

Dans cette section, les lois de conservation sont calculées [Nuseir, 1995| pour
une classe générale d’équation fKdV. L’objectif est de retrouver les conditions
d’intégrabilité compléte et I'existence de solutions de N-soliton dans I'élaboration

des lois de conservation.

En étudiant les lois de conservation de I'équation fKdV (2.25) qui peut s’écrire

comme suit

. b—
uy + <§u3 + 5 ¢ (ugc)2 + AUy, + umm) =0 (2.96)
on peut voir que les formes pour la densité et le flux sont
c 3 b—a 9
T, =u, et X; = gu + 5 (Ug)” + aUtzy + Upprs (2.97)

Pour trouver la deuxiéme loi de conservation, supposons 75 = u?. En suivant la

méme procédure que pour le cas KAV (voir section 1.3), on calcule

—(b—2a) (uy)* =0
(2.98)

ce qui implique que pour b = 2a, une seconde loi de conservation est obtenue avec
1

C
X2 = §U4 + 2au2u$,’1} + 2uu:cwxm — UgUgzy + 5 (u:cw)Q (299)

Notez que la condition b = 2a est satisfaite pour les équations Lax et Ito, mais
pas pour les équations SK, CDG et KK.

Pour trouver la troisiéme loi de conservation, commencez par
1 2
T3 = §U3 + A (Ul«)

Aprés un calcul fastidieux, on trouve

% - (§u5 — AUy, — % (3a — b — 2Ac) u? (ux)Q)x

+ ((2 4 2Ab) () Uny — (1 + Aa) u (Uze)” + (2 + 24a) Ul Uz )

2.100
+((8a —b+24c)u (uz)® + (Aa — 24b — 5) uy (ugs) ) =0
Le dernier terme disparaitra, a condition que
b— 3a 5
A= — 2.101
2¢ a—2b (2.101)
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2.4 Lois de conservation pour la classe générale d’équation fKdV

ce qui conduit a

1
¢=15 (a —2b) (b — 3a) (2.102)

Cette condition (2.102) est satisfaite pour les équations Lax, SK,CDG et KK.

Mais les constantes de I’équation Ito ne remplissent pas la condition.

Pour trouver la prochaine loi de conservation, prenez

1
Ty = Ju' + Au(us)” + Bu (ug,)’ (2.103)

et calculer

Iy (euS — 1 (4a—b—2Ac)u ( 2)° + 1 (Aa — Ab+ 4Bc - 6) (u, ) N,
—|— (au Use — (204 2Ab — ) u (uy)” Uge — 3 (240 — 2Be — 3) u? (ugy)”) |

+(3(Bb— A) (Uae)” + (240 — 3) U Ugligey — (2Ba — 2Bb — 4A) uxumuxm)x

(W tppze — AUpUpzes + (2Ba — 2A) Wy lypey + B (uzmzx)Q (Ba — A)u (um) ).

+
+ (2AUU U pp00 — 2BUgppUszzze + 2BUsplsrrrss), — (3b —12a — 4Ac) 2 (uy )
+ (4Aa — 2Ab + 10Bc — 15) uu, (uyg)’ — (Ba + 2Bb T 5A4) Uy (tges)’ =0
(2.104)
Le rejet des termes non intégrables entraine les conditions suivantes:
3b—12a —4Ac = 0 (2.105)
4Aa —2Ab+10Bc—15 = 0 (2.106)
Ba+2Bb+5A = 0 (2.107)
Résoudre la premiére condition (2.105) pour A résulte en
3(b— 4a)
A= —— 2.108
” (2.108)

De plus, la résolution (2.106) et (2.107) pour B donne les résultats suivants

2Ab — 4Aa + 15
B = 2.109
10c¢ ( )
5A
- _ 2.110
2b+a ( )

L’égalité (2.109) et (2.110), suivie de la substitution de A a partir de (2.108),

conduit a deux cas, qui doivent étre examinés séparément.

Cas 1: Quand b = 2a
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2.4 Lois de conservation pour la classe générale d’équation fKdV

les valeurs de A et B sont

3 3
A= p=2 (2.111)
2c 2c

Avec les valeurs ci-dessus, la forme de T} est

14 3a 3 2

et ce cas correspond a I’équation de Lax.
Cas 2: Quand ¢ = —3= (b —4a) (2b+ a)
qui détermine A et B comme suit
1
A:_i’ B:&Q (2.113)
4(2b+ a) 4(2b+ a)
Par conséquent,
1 135 2 675 2
Ty =-u'— ————u(uy)” + —————u (Ugy 2.114

qui est la quatriéme densité pour les équations SK, KK, CDG et Ito. Par con-
séquent, on peut dire que toutes les équations bien connues de la classe présentée

en (2.25) ont une loi de conservation du type (2.114).

En évidence, le calcul des lois de conservation de degré supérieur devient long,
compliqué et difficile & faire manuellement. Par conséquent, pour trouver des
lois de conservation supplémentaires pour les cas mentionnés dans cette section,
'utilisation d’un programme informatique est nécessaire. |[Nuseir, 1995] résume
les densités jusqu’au degré huit pour les équations Lax, SK, KK et Ito. Notez que
les équations intégrables Lax, SK et KK ont de nombreuses lois de conservation,
alors que I'équation Ito non intégrable a seulement trois lois de conservation. Par
conséquent, les équations intégrables telles que les équations de Lax, SK et KK
ont des solutions de N-soliton, et 1’équation non intégrable telle que ’équation

Ito a, au plus, une solution de 1-soliton.
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2.5 Conclusion

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé quelques méthodes pour construire dif-
férents types de solutions exactes d’ondes progressives d'une classe générale de
I'équation fKAV (voir figure 2.1 a figure 2.11). Les fameuses équations SK, CDG,

Lax, KK et Ito sont toutes de cette classe.

L’efficacité des méthodes Tanh — coth, des équations de Riccati projectives
généralisées, la fonction hyperbolique étendue et la version simplifiée de la méth-
ode bilinéaire de Hirota peut étre démontrée sur une grande variété d’équations
d’évolution non linéaires (EENLS) pour obtenir de nombreux types de solutions
exactes d’ondes progressives. Ces solutions peuvent étre utiles pour décrire cer-

tains phénomeénes non linéaires.

La procédure de calcul de ces méthodes et d’autres montrent quun programme
informatique tel que Mathematica ou Maple joue un roéle important dans la réso-

lution précise des EENLs.
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Chapitre 3

La méthode d’expansion

exp(—p(8))
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3.1 Introduction

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous décrivons brievement 1’algorithme d’une nouvelle méthode
proposée par [Zhao et Li, 2008| et appelée méthode d’expansion exp(—¢(&)) pour

trouver des nouvelles solutions d’ondes progressives d’EENLs.

Les principales idées de la méthode proposée ont supposé que les solutions
d’ondes progressives d'une EENL peuvent étre exprimées par un polynoéme dans
exp(—p(§)), ot ¢(&) satisfait une EDO (voir 1'éq. (3.4) dans la section 3.2),
¢ = x + wt, le degré du polyndme peut étre déterminé en considérant 1’équilibre
homogéne entre les dérivées d’ordre supérieur et les termes non linéaires d’ordre
supérieur apparaissant dans une EENL donnée, et les coefficients du polynome
issus du processus d’utilisation de la méthode proposée. On verra qu’il est possi-
ble d’obtenir d’avantage de solutions d’ondes progressives de nombreuses EENLSs

en utilisant la méthode d’expansion exp(—p(§)).

La méthode d’expansion exp(—p(§)) est présentée et appliquée pour trouver des
solutions d’ondes progressives des EDPs non linéaires. Ces EDPs comprennent
I'équation de Korteweg-de Vries modifiée (mKdV), I’équation de Benney-Luke
(BL), I'équation de Kadomtsev-Petviashvili (KP), I’équation de Broer-Kaup (BK)
du couple de dimension (2+1) et I’équation KdV modifiée-Zakharov-Kuznetsov
(mKdV-ZK) de dimension (3+1), pour lesquelles des solutions d’ondes progres-

sives ont été élaborées.

3.2 Description de la méthode
Considérons une équation aux dérivées partielles non linéaire générale de deux
variables indépendantes z et ¢ qui est donnée par

P (g, Uy Uy Uy Uy Ugpipgpe-nen) = 0 (3.1)

O w (x,t) est une fonction inconnue, P est un polynome de u (x,t) et de ses
dérivées partiels ot dans l'ordre le plus élevé des dérivées et des termes non

linéaires sont impliqués. Cette méthode s’effectue par les étapes suivantes:
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3.2 Description de la méthode

Etape 1. En combinant les variables indépendantes x et ¢ en une seule variable

&, nous supposons la transformation de 'onde progressive
u(e, ) = u(8), €=+t

ol w est la vitesse de 'onde progressive, elle nous permet de réduire 1'éq. (3.1)

en une équation différentielle ordinaire suivante:
R (u,u',u" 0" .....) =0 (3.2)

R est un polynome de u (§) et ses dérivées, avec v’ (§) = ‘i—qg, u’' (&) = %, etc.

Etape 2. Supposons que la solution de (3.2) soit décrite comme suit

m

u(€) = ai(exp(—p(€)))’ (3.3)

i=0
ol m est un entier positif et a; (i = 0,1,...,m) sont des constantes a établir, de

sorte que a,, # 0 et la fonction auxiliaire ¢ satisfait ’'EDO suivante

?'(6) = exp(=¢(&)) + pexp(p(§)) + A (3.4)
ou A et p sont des constantes arbitraires.
Nous posons © = A\? — 4, les solutions de (3.4) sont:

Famille 1: Si© >0, u#0

o(&) =In (;—; (\/@tanh (\/T@(g + k1)> + A)) (3.5)
e(&) =1In (;—: (\/@coth (%@(f + k1)> + )x)) (3.6)

Famille 2: Si © < 0, ;1 #0
(&) =In (i (@tan (@(g + k1)> - A)) (3.7)

ou

201 2
b ©(€) =1In (i (@cot (@(g + k1)> — A)) (3.8)
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3.2 Description de la méthode

Famille 3: Si© >0, u=0, A#0

o6 = 1n (5 (explNE + ) - 1) 59)

Famille 4: Si© =0, pn#0, A#0

B C2ME+ k) +4
o(&) —ln( T k) ) (3.10)
Famille 5: Si© =0, p=0, A=0
p(&) =In(§+ k) (3.11)

ol k; est une constante d’intégration.

Etape 3. Nous déterminons l'entier positif m apparu dans (3.3) en équilibrant
les dérivées d’ordre supérieur et les termes non linéaires d’ordre supérieur dans
I'éq. (3.2).

Plus précisément, nous définissons le degré de u (§) comme D (u (£)) = m, ce qui

donne lieu & un degré d’expressions différentes comme suit:

D<%):m+p,D(u"(%) )znm—l—r(m—i—p) (3.12)

Etape 4. Quand m est déterminé, on remplace u (§) et ses dérivées dans (3.2),
on obtient un polynéme de exp(—¢(§)). Dans ce polynoéme, nous rassemblons
tous les termes de méme puissance et les mettons a zéro, ce qui donne un systéme

d’équations algébriques impliquant les parameétres «; et w.

Aprés avoir déterminé ces paramétres, nous obtenons les solutions exactes de

(3.1).

Pour montrer 'efficacité de la méthode décrite dans la partie précédente, nous

présentons quelques exemples.
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3.3 Applications de la méthode

3.3.1 L’équation mKdV

L’équation mKdV apparait dans les circuits électriques et les plasmas multi-
composants. La stabilité et 'instabilité des solitons algébriques de 1’équation
mKdV ont été bien étudiées dans [Ablowitz et Clarkson, 1991].

Nous considérons 1'équation mKdV sous la forme [Zhao et Li, 2008]
Uy — UAUy 4 OUgyy =0, 6 >0 (3.13)

En utilisant la variable de 'onde progressive £ = z — Vt, I'éq. (3.13) est converti

en EDO pour u (z,t) = u (&)
Vi —uPu 4+ 6u" =0 (3.14)

en 'intégrant par rapport a £ une fois, en mettant la constante d’intégration a

zéro, on obtient 'EDO suivante
1 3 "
—Vu— U +ou" =0 (3.15)

Considérant I’équilibre homogéne entre u” et u® on obtient m = 1.

Par conséquent
u(§) = arexp(—p(§)) +ap, a1 #0 (3.16)
En substituant (3.4) et (3.16) dans I'éq. (3.15) et en égalant le coefficient de

(exp(—p(£)))" & zéro, o i > 0, ce qui donne

—Vay — %048 + da A\ =0
—Vay —aad + 0a1A? + 260 = 0

—a?ag + 30\ =0 (3.17)
—sai + 2001 =0
Résoudre le systéme (3.17) donne ce qui suit
1 1
a = £V66, ag = iiA\/@, Vi=—50 (N — 4p) (3.18)
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3.3 Applications de la méthode

En substituant (3.18) a (3.16), on obtient
1 1
u(§) = £V60 exp(—p(€)) £ SAVES, £ =z + 56 (X —dp) t (3.19)

qui est la formule d’une solution de I'éq. (3.13).

En substituant respectivement (3.5)-(3.11) dans (3.19), les solutions d’ondes pro-

gressives de ’équation mKdV sont obtenues comme suit:

(a) Graphe en 3D avec —5 < z,t <5 (b) Graphe en 2D avec —30 < z < 20,
t=1

Figure 3.1: Graphes d’une solution de type kink de u; pour A =3, u =1,

Cr=1,56=2
Famille 1: Si© >0, u#0
2v/66 1
U1,2 (l’, t) =F \/6_'u + —)\\/@
\/étanh(@ (93+%5()\2—4u)t+01))+)\ 2
2 /G5 . (3.20)
U3.4 (iL‘, t) = H + 5)\\/&

:F
VO coth (@ (z+ 20 (N2 —4p)t+ Ol)) + A

ou (] est une constante arbitraire.
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3.3 Applications de la méthode

-30 -20 -10 0 10 20
X

.

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t <3 (b) Graphe en 2D avec —30 < z < 20,
t=1

Figure 3.2: Graphes d’une solution de type kink singulier de usg pour A = 3,
u=10C=19§=2

Famille 2: Si© <0, u#0

2 1
wsg (1,8) = + VG + V60
\/—@tan<@ ($+%5(/\2—4M)t+01))—)\ 2
oGS 1 (3.21)
urs (IL‘, t) =+ a + 5/\\/@

V—06 cot (@ (x4 30N —4p)t + Cl)> - A

Famille 3: Si© >0, u=0, A0

V65 1
P + —\V66 3.22
s, (7, 1) exp(A(z+ 30Xt +Cy)) -1 2 Ve 52

Famille 4: Si© =0, u#0, A#0

V 65)\2 (ZL“FCH) 1
Famille 5: Si© =0, p=0, A=0
V60
Uz (2,t) = £ (3.24)

x+ C
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1509

1004

M

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t <3 (b) Graphe en 2D avec —10 < z < 10,
t=1

Figure 3.3: Graphes d’une solution périodique de us pour A=1, u=1, Cy =1,
0=2

3.3.2 L’équation de Benney-Luke

Considérons I’équation de Benney-Luke sous la forme suivante [Rayhanul Islam,
2015]

Uy — Ugy + QlUggry — Blggr + Ulpy + 2UgUy = 0 (3.25)
Ou «a et 8 sont des nombres positifs tel que a« — f =0 — % qui est une équation
de type Sobolev et étudiée pendant trés longtemps. Le parameétre o est appelé le
nombre de Bond, qui saisit les effets de la tension superficielle et de la force de
gravité et qui est une approximation formellement valide pour d’écrire la prop-

agation bidirectionnelle des ondes d’eau en présence de la tension superficielle
[Quintero et Munoz Grajales, 2008].

En utilisant la variable d’onde progressive £ = x — Vt, 'éq. (3.25) convertit en

(V2 =1)u" + (= V) " = 3Vu'u" =0 (3.26)

L’éq. (3.26) est intégrable, donc on 'intégre par rapport a £ une fois en mettant
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3.3 Applications de la méthode

la constante d’intégration a zéro, on obtient
3
(V?=1)u + (a — BV*)u" — §V (W) =0 (3.27)

En équilibrant v” et (v )2, on obtient m = 1 . Par conséquent, la solution de

I'éq. (3.27) est sous la forme

u(§) = Ao+ Arexp(—=¢(§)), A1 #0 (3.28)

Dans la méme méthode et aprés quelques manipulations algébriques nous

obtenons un systéme d’équations algébriques, en le résolvant, on obtient:

4 (o —p)

Ay =Ag, Ay =+
V(48— BA2) (1 + dap — al?) (3.20)
V_j:\/(1+4ﬁu—5)\2)(1+404u—a)\2) '
B 1+ 48 — BA?
En substituant (3.29) dans (3.28), on obtient
u() = Ao+ o) ep(-p()  (330)

V48 — BA?) (14 dap — al?)

En substituant maintenant (3.5)-(3.11) dans (3.30) respectivement, les solutions

d’ondes progressives de I’éq. (3.25) sont obtenues comme suit:

Famille 1: Si© >0, u#0

u1’2 (.T, t) :AO :i:

—/6 tanh ( (€ + k)) )\ )

U374 (ZL’, t) :AO +

“Flo vl

- Qcoth< (§+k’)>—)\

ol

N V48— BA2) (1 + 4ap — oz)\Q)t
14+46u — A2
8(a—p)u

V(481 — BA2) (1 + 4ap — al?)

E=z
Q:

68



3.3 Applications de la méthode

0.8

0.6

0.4

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t < 3 (b) Graphe en 2D avec —4 < z < 4,
t=1

Figure 3.4: Graphes d’une solution de type kink de u; pour
a=6, =3, A\=8, u=15 Ag=1, k=05

1500— 1000

800+
1000+
6007
400
2007

H

-200

5 0 5 10

(a) Graphe en 3D avec —10 < z,t < 10 (b) Graphe en 2D avec —10 < z < 10,
t=1

Figure 3.5: Graphes d’une solution périodique de us pour
a=7 =1, A=-1, u=1, 4g=0, k=2
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3.3 Applications de la méthode

Famille 2: Si© <0, u#0
us g (r,1) =Ag &

IS

@tan( —© (§+k:)> —A

(3.32)

U7’8 (I’, t) :AQ :l:

e

\/@cot( = (§+/<:)) - A

ou

B V481 — BA2) (1 4 4ap — a)?)
f=ws 1+ 48 — G\ t
VLT 45— BN (1 + daji — o)

2007

100 4

54 3 ks 0 1 2
X

-100

-200-

(b) Graphe en 2D avec —5 < x < 2,

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t < 4
t=1

Figure 3.6: Graphes d’une solution de type kink singulier de w19 pour
a=5 =2, A=1, u=0, Ag=3, k=0

Famille 3: Si A2 —4u >0, u=0, A #0

_ Q
ug 10 (2,1) —AoﬂteXp AT (3.33)
V=B —ar) o A(a—B))
$=rd 1 — A2 t7Q—\/<1_B/\2)(1_a/\2)
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3.3 Applications de la méthode

Famille 4: Si A2 — 4 =0, p#0, A #0
2(a—B) N (x £t +k)

t)=Ap = 3.34
iz (2,8) = Ao ANz £t+k)+2 (3:34)
Famille 5: Si M2 —4u =0, p=0, A=0
4(a—p)
t)=Ag+ ————= .
U13,14 (z,1) 0 Ttttk (3.35)
3.3.3 L’équation Kadomtsev-Petviashvili
L’équation Kadomtsev-Petviashvili (KP) [Khan et Akbar, 2015a]
Ugp — 6y — 6 (Uy)” + Uggan + 302Uy, = 0 (3.36)

ou
(g — 6uty + Uggy), + 352uyy =0

est une généralisation bidimensionnelle de ’équation KdV. Kadomtsev et Petvi-
ashivili ont d’abord introduit cette équation pour décrire des ondes non linéaires
variant lentement dans un milieu dispersif [Johnson, 1997]. I'éq. (3.36) avec
02 = +1 se produit dans ’étude des ondes dispersives faiblement non linéaires
dans les plasmas et aussi dans la modulation des ondes d’eau longues faiblement
non linéaires. L’équation avec 62 = —1 se produit en acoustique et admet des so-

lutions de solitons instables, alors que pour 2 = +1 les solitons sont stables.

En utilisant la transformation u (x,y,t) = u(§), £ = v +y — wt, I'éq. (3.36) se
réduit a ’EDO suivante

(—wu — 6ur +u") + 36%u" =0 (3.37)

En intégrant deux fois I'éq. (3.37) par rapport a &, en mettant la constante

d’intégration a zéro, on obtient I’'EDO suivante
u' + (36 —w)u—3u* =0 (3.38)
En équilibrant u” et u?, on obtient n = 2. Par conséquent,

u(€) = ao + ar exp(—p(€)) + a(exp(—¢(€)))? (3.39)
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3.3 Applications de la méthode

Apreés quelques manipulations algébriques nous obtenons un systéme d’équations

algébriques, en le résolvant, on obtient les deux cas suivants:
Groupe 1:w =352+ X —4u, ap = 2u, a1 = 2X, ay =2
Groupe 2 :w = 36* +4u — A2, o = %)\2—1—;”, ap =2\, ag =2
Cas 1: La solution de I'éq. (3.36) qui correspond & groupe 1 est donnée par
u(€) = 20 + 21 exp(—(€)) + 2(exp(—(§)))* (3.40)
ol =x+y—(302+ I —4u)t
On met les égs. (3.5)-(3.11) dans (3.40) respectivement, on obtient:

Famille 1: Si© >0, u#0

uy (§) =2 e + B
L(6) =2 —
VO tanh (@ (§+k)> + A (\/@tanh (@ (§+k)) +)\)2
A\ 8112
uz (§) =2p — +
2 VO coth (@ (€+k’)) +A (\/@coth (@ (§+k)) +/\>2
(3.41)
Famille 2: Si© <0, u#0
A\ 82
ug (&) =2u + +
3 V=Bt (LE(E+0) -\ (voBtan (G2 (€ k) - A)
A\ 8u?
ug () =2p + +
4 V=B (G2 e+ 0) - A (vVooeot (G2 €+ k) -2
(3.42)
ot & =x+y— (30 + A2 —4u)t, et k est une constante arbitraire.
Famille 3: Si© >0, p=0, A#0
us (§) = 2V exp A€+ ) (3.43)

(exp (A (€ +K)) — 1)°
ou & =z +y— (302 + \?)t.
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3.3 Applications de la méthode

0.57

-0.5

s
(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t <3 (b) Graphe en 2D avec —10 < z < 15,
t=1

Figure 3.7: Graphes d’une solution de type soliton sombre de u; pour
A=2 =05 6=1,k=1y=0

7007
6009
5009
400-

300

200

100

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t <3 (b) Graphe en 2D avec —20 < z < 20,
t=3

Figure 3.8: Graphes d’une solution de type cuspide périodique de ug pour
A=1, u=2,0=1,k=1,y=0
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3.3 Applications de la méthode

Famille 4: SiO =0, pu#0, A#£0

1., 22
ug (§) = 5N + D (3.44)

ol & = +y — 36t

Famille 5: Si© =0, u=0, A=0

ur (§) = (3.45)

oué =ux+y— 36%.
Cas 2: La solution de I'éq. (3.36) qui correspond a groupe 2 est donnée par

u(E) = 3N+ Sk 2 esp(—pl€) +Aep(—p€)  (346)

oué=ux+y—(30%+4p— )t
En substituant les éqgs. (3.5)-(3.11) dans (3.46) respectivement, on obtient:

Famille 1: Si© >0, u#0

s (€) :)\2 +2u AN N 8u?
o () N2 A\ N 812
o (€) = _
3 \/@coth<@(f+k)>—l—)\ (@C%h(@(g_,_k))_i_)\y
(3.47)
ol £ =x+y— (362 +4p — A t, et k est une constante arbitraire.
Famille 2: Si© <0, u#0
A+ 20 A\p 8112
o (6) == 4 -
10 Poovem (G2 HR) A (Veltan (G2 €+ k) )
N+ 20 A\ 8u?
un () = 4 +
: P Vet (G2E+R) - (VoBcot (G2 (e +h) - A)
(3.48)
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3.3 Applications de la méthode

1000
800
600 -

400 -

200 L

-3 -2 -1 0 1 2 3
X

(a) Graphe en 3D avec —8 < z,t <3 (b) Graphe en 2D avec —3 < z < 3,
t=3

Figure 3.9: Graphes d'une solution d’onde solitaire de ug pour
A=2 =05 68=1,k=1,y=0
ou & =x+y— (302 +4p — N\t
Famille 3: Si© >0, p=0, A#0

202 exp (A (€ + k))

_1ype
=3 e e k) - 1P )
o & =z +y— (362 — \?)t.
Famille 4: Si© =0, p£0, A\ £0
1, 2)2
urs (§) = 5)‘ + M(E+E) + 2)2 (3.50)
ol & =z +y — 36°t.
Famille 5: Si© =0, pu=0, A=0
2
U14 (f) = (f I k)g (3-51>

ol & =x +y— 36°t.
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3.3 Applications de la méthode

3.3.4 Les équations de Broer-Kaup de dimension

(2+1)

Nous étudions les équations de Broer-Kaup (BK) de dimension (2-+1) suivantes
[Hossain et al., 2016; Yomba, 2006] comme modéle pour la propagation des ondes

dans des milieux non linéaires avec effets dispersifs et dissipatifs:

{ Hyt — Hypy + 2 (HH,), + 2G = 0 (3.52)

Gi+Gow +2(HG), =0

ou H et GG sont des fonctions dépendantes des variables spatiales z, y et de la
variable temporelle . Ce systéme contient a la fois le terme dispersif linéaire
H,yy, les termes dissipatifs Hy;, G, le terme dissipatif non linéaire (HH,) , et
a été largement appliqué a plusieurs branches de la physique comme la physique

du plasma, la dynamique des fluides, 'optique non linéaire, etc.

On utilise la variable d’onde progressive H (§) = H (x,y,t), G (§) = G (z,y,1),
E=1x+y— wt, les éqs. (3.52) sont transportées dans les EDOs suivantes:

—wH" — H" +2(HH'") +2G" =0

, (3.53)
—wG' +G"+2(HG) =0
Intégrer (3.53) par rapport a £ une fois qu’on obtient
K, —wH —H"+2HH +2G" =0
(3.54)

Ky —wG+ G +2HG =0
ou K et K, sont des constantes d’intégration. Compte tenu de 1’équilibre ho-
mogene entre les dérivées d’ordre supérieur et les termes non linéaires dans les
équations (3.54), nous déduisons que
H(&) = an + g exp(—¢(§))
G(&) = fo + Brexp(—p(€)) + Pa(exp(—p(€)))?

Apreés quelques manipulations algébriques nous obtenons un systéme d’équations

(3.55)

algébriques, en le résolvant, on obtient:

Qo = cons, 051:1, 50:_,“7 Blz_)\a 52:_17 WZQOZO—)\a KlzKQZO
(3.56)
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3.3 Applications de la méthode

En substituant (3.56) a (3.55), on obtient

H(&) = ao + exp(—¢(£))
G(&§) = —p — Nexp(—¢(€)) — (exp(—(€)))?

oué=x+y— (20— At

(3.57)

En tenant compte de ces données, nous obtenons les solutions d’ondes progressives

des équations de Broer-Kaup du couple de dimension (2+1) comme suit:

-15 -10 5 L

-6

_74

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t < 3 (b) Graphe en 2D avec —15 < < 5,
t=1

Figure 3.10: Graphes d’une solution de type kink de Hy pour
A=5 p=125 =0, E=1,y=0

Famille 1: Si© >0, u#0

g — 2p
e= VO tanh (@ €+ E)) + A
Gi(§) =—p+ 2 - s 5
VO tanh (@ €+ E)) + A (\/@tanh (@ (€ + E)) + A)

(3.58)
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3.3 Applications de la méthode

ou
2
H; (§) =a — \FM
VO coth (79 &+ E)) +A
2\ 412
GQ (5) =—p+ NG - 2
VBeoth (€ +B) +h (VBcoth (2 (¢ +B)) + 1)

(3.59)

oué=x+y— (200 — \) t, et ap, E sont des constantes arbitraires.

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t < 3 (b) Graphe en 2D avec —25 < z <
15, t=4
Figure 3.11: Graphes d’une solution de type soliton de G pour
A=5 p=125 =0, E=1,y=0
Famille 2: Si© <0, u#0
21
H3 (f) =qp +
Vv —6 tan (@ €+ E)> - A
2\t 42
Gs3(§) =—n— /o - 2
V=Btan (52 £+ E)) - A (V=0rtan (G2 (¢ + B)) - 2)

(3.60)
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3.3 Applications de la méthode

ou
21
H4 (6) =qq +
V=B cot (G2 6+ B)) = A
2/ 42
Gy(§) =—n— N - .
Vv —6 cot (T €+ E)) —A <\/—@ cot (@ &+ E)) — )\)
(3.61)
o =a+y— (200 — A\) L.
(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t < 3 (b) Graphe en 2D avec —20 < x < 10,
t=1
Figure 3.12: Graphes d’une solution de type kink singulier de Hy pour
A=5, u=125 ag=0, E=1,y=0
Famille 3: Si© >0, u=0, A#0
Hy (€) =09 + .
=
) =t T )~ 1
\2 \2 (3.62)
G5 (§) = -

S expANE+E) -1 (exp(\(E+E)) — 1)

ot =x+y— (20— N1
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3.3 Applications de la méthode

T T T 0
-9 -8 -7 -6
x

r-500
- 1000

r-1500

[ -2000

=-2500

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t <3 (b) Graphe en 2D avec —20 < z < 20,
t=1

Figure 3.13: Graphes d’une solution d’onde solitaire sombre de G pour
A=5 p=125 =0, E=1,y=0

50 1
40
30 A

201

L L
RRRRRE

-20

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t <3 (b) Graphe en 2D avec —10 < z < 10,
t=2

Figure 3.14: Graphes d’une solution périodique de Hj3 pour
A=1, u=1 ap=0, E=1,y=0

30



3.3 Applications de la méthode

TrYVvrryr

-1001
-2001

-3001

-4004

=500+ T T T d
-10 -5 0 5 10
x

(a) Graphe en 3D avec —3 < z,t <3 (b) Graphe en 2D avec —10 < z < 10,
t=28

Figure 3.15: Graphes d’une solution de type cuspide périodique sombre de G3
pour A=1, pu=1, ag=0, E=1, y=0

Famille 4: Si© =0, u#0, AX#0

e NEHE) -1
Hg (€) = 2N+ E) +2) (3.63)
_ NME+E) - [ RE+B-1)
Ga(f)—_“+2()\(5+E)—|—2)_(2()\(§+E)+2)>
i€ =z +y— (200 — A t.
Famille 5: SiO =0, p=0, A=0
1
Hq (&) =a0 + ——
£1+E (3.64)
G7 - 2
(€) €1 E)

o =x+y — 2apt.
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3.3 Applications de la méthode

3.3.5 L’équation mKdV-ZK de dimension (3+1)

Considérons 'équation KdV modifice—Zakharov—Kuznetsov (mKdV-ZK) de di-
mension (3+1) [Alam et al., 2015]

g + Uy + (Ugy + Uy + uzs), =0 (3.65)

oll & est une constante non nulle.

L’équation mKdV-ZK de dimension (341) est une classe importante des EENLs
et se pose en physique théorique, physique des plasmas, dynamique des fluides,
optique non linéaire et mécanique quantique pour analyser les propriétés fon-
damentales de la propagation non linéaire de nombreux phénoménes physiques
[Verheest et al., 2002].

Nous utilisons u (§) = u (z,y, 2,t), £ =x +y+ z — Vi, on obtient:
—Vu' + av*u' + 3u" =0 (3.66)

En intégrant une fois I’éq. (3.66) par rapport a &, en mettant la constante

d’intégration a zéro, on obtient:

1
—Vu+ gau?’ +3u" =0 (3.67)

En prenant 1'équilibre homogeéne entre le terme non linéaire d’ordre supérieur u?

et le terme linéaire d’ordre supérieur u” de I’éq. (3.67), on obtient m = 1. Par

conséquent, la solution de 'éq. (3.67) est de la forme:

u(§) = ao + a1 exp(—p(§)) (3.68)

Aprés quelques manipulations algébriques nous obtenons un systéme d’équations

algébriques, en le résolvant, on obtient:

2
V:—g (/\2—4,u), 040:%, o = 30 (3.69)

oflﬁzi,/%.
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3.3 Applications de la méthode

On met les valeurs de V. ag et oy en (3.68), on obtient

3A8

u(e) = 27 1 35exp(—0(6) (3.10)
onl=a+y+z+3(N—4du)t

En tenant compte de ces données, nous obtenons les solutions d’ondes progressives

de I'équation mKdV-ZK de dimension (341) comme suit:

Famille 1: Si© >0, 4 #0

uro (x,y, 2, 1) :3)\5 65u
B 2 (\/_tanh(§(x+y+z+§(>\2—4u)t+E))+A>
U374 (x7y727t) :3)\ﬁ - 66“

2 <\/@coth<§(:c+y+z+§(A2—4u)t+E))+A)

(3.71)

ol E est une constante arbitraire.

Famille 2: Si© <0, u#0

3\ 6
Us.6 (:L‘7yazvt): 6—'— BM

2 (x/ tan(ﬂ(x+y+z+ (A2—4u)t+E))—>\>
urg (x7yazat) :3)\5 + GBM
2 (\/ @cot(ﬂ(x+y+z+ (A2—4M)t+E)>—A>
(3.72)
Famille 3: Si© >0, pu=0, A #0
33 36\
t) = 3.73
u9,10(‘r7y7z7 ) 2 +exp()\ (x—i—y—l—z—l—%)\Qt—i-E)) -1 ( )
Famille 4: Si© =0, u#0, A#0
3N 3N (r+y+z+FE)
= .74
w2 (2,9, 2,1) 2 +2)\(x+y+z+E)+4 (3.74)
Famille 5: Si© =0, u=0, A=0
3
U134 (2,Y, 2,t) = :1:+y+—5z+E (3.75)
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3.4 Conclusion

3.4 Conclusion

Diverses discussions et calculs sur différents exemples ont montré la validité de la
méthode d’expansion exp(—p(§)), qui peut étre également étendue a nombreux
équations d’évolution non linéaires. Cette méthode est utilisée dans 1’étude des
équations mKdV, Benney-Luke, Kadomtsev-Petviashvili (KP), Broer-Kaup du
couple de dimension (2+1) et mKdV-ZK de dimension (3+1). Ainsi, ces équations
recoivent non seulement de nouvelles solutions explicites, mais aussi de nombreux
types de solutions exactes d’ondes progressives. Ces solutions sont obtenues en
choisissant des valeurs particuliére des paramétres physiques. Il existe différents
types de solutions d’ondes progressives qui présentent un intérét particulier pour
la théorie des ondes solitaires (voir figure 3.1 a figure 3.15). Par conséquent, la
méthode actuelle fournit une technique fiable qui nécessite moins de calculs en

comparaison aux difficultés découlant de I'aspect informatique.
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Chapitre 4

Calcul symbolique de la classe
générale de I’équation fKdV par la
méthode d’expansion exp(—¢(§))
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4.1 Introduction

4.1 Introduction

La méthode d’expansion exp(—¢(€)) a fourni de nouvelles solutions analytiques
par rapport aux autres méthodes. Dans notre travail [Hedli et Kadem, 2020]
on va analyser I'équation fKdV d’un point de vue plus général afin d’extraire
de nouvelles solutions exactes d’une classe générale de I’équation fKdV, qui a la

formule suivante
Up + Upppps + QUUppy + OUpUze + cu?u, = 0 (4.1)

On déduit des nouvelles solutions exactes d’ondes progressives des équations les
plus connues de fKdV, qui sont I’équation Lax [Lax, 1968] pour a = 10, b = 20 et
¢ = 30, I'équation Sawada-Kotera (SK) [Sawada et Kotera, 1974| pour a = b =
¢ = 5, 'équation de Caudrey-Dodd-Gibbon (CDG) [Caudrey et al., 1976] pour
a =0b =30 et ¢c = 180, I'équation de Kaup-Kupershmidt (KK) [Kupershmidt,
1984] pour a = 10, b = 25 et ¢ = 20 et I’équation Ito [Ito, 1980] pour a =3, b =6
et c = 2.

4.2 Ondes progressives pour 1’équation fKdV

Dans cette section, on détermine les solutions exactes d’ondes progressives de

I'équation fKdV, qui est considérée sous la forme (4.1).
En utilisant u(x,t) = u(§) et £ = z — wt, on obtient

mnmn /.1

—wu' +u"" + auu” + bu'v" + cu*u’ =0 (4.2)

En intégrant une fois 'éq. (4.2) en ignorant la constante d’intégration, on obtient

—wu + u"™ + avu” + ; a4 (W)* + gu?’ =0 (4.3)
La méthode utilise ’expansion finie
u(€) =Y _ai(exp(—p(€)))’ (4.4)
i=0
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4.2 Ondes progressives pour I’équation fKdV

On équilibre u”” avec u?, on obtient m = 2, ainsi, la solution de (4.3) est de la

forme
u(€) = ag + ar exp(—p(€)) + az(exp(—¢(£))) (4.5)

ou «; (i =0,1,2) sont des constantes a déterminer et g # 0.

En utilisant (4.5) et (3.4), on obtient

W' (&) = = anpu + (=201 — ar X) exp(—(€)) + (=202 — ay)(exp(—¢(€)))”
— 2az(exp(—p(§)))°
u” (&) =an Ap + 200u” + (2041,U + o\ + 60&2>\N) exp(—©(£))
+ (B A+ 40 X? + 8anp) (exp(—p(€)))?
+ (201 + 10a2)) (exp(—¢(€)))? + baz(exp(—¢(€)))"*
W"(€) =14 X 1® + X + 160a® + 8oy A
+ (3002 A 1t 4 A 4 12000 A pi® 4 2200 N2 1 + 160 1?) exp(—p(€))
+ (160 A" + 23200 A% 11 + 1504 A* + 13602p1” + 600 M) (exp(—(€)))?
(13002 + 440a2 Mt + 5001 X” + 400y 12) (exp(—(€)))?
(33002A% + 2400241 + 6001 \) (exp(—¢ (€)))*
(

_|_
_I._
+ (33602 + 24011 ) (exp(—(£)))° 4 120as (exp(—¢(£)))°

(4.6)

On met u, ', u” et v dans (4.3) en faisant correspondre les coefficients de

(exp(—(€)))" a zéro, nous trouvons le systéme d’équations pour o; et w

aiponon — sap’ad + 8\pPay + 163 an + 2ap’ agas + 14X2 P a
+X3pay — wag + %cag’ + %b/ﬂa% =0

Galpapas + al’ ooy + 2bptagan + bApuad — way + 30N pan + 2auagay
+May + caday + 120 \pPag + 22202 uay + 16p%a; = 0

Bapapas + apod + 2bpPa3 + 60 pan + 2bA%ad + 232X %o + copard
+4aX’ s + 3adagoy — wag + b\ g + 1503 4 3a o oy
+eagas + 136p2an + 16A as + 3ar?ad + buad =0

2a\a? + Gapayag + bAat + 10adapas + 2aluas + 4bApas + 50\ a;y
+2capag g + 2aago + 40pay + 20X\ 2 g + 440\ puery + %cai’
+4bporiay + 3aX’ayan + 130X\3a = 0

200203 + calay + 330N\%ay + 4buai + 9adlagas + 2400 + cagal
+6aapas + 4bAajas + 2aX?03 + Saa + 60 a; + 1baf + dapai =0
6a)\oz§ + 4b/\a§ + carad + 6aagas + 2bayas + 336Aan + 24a; =0
%cag’ + 2ba3 + 120a + 4aa3 = 0

(4.7)
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4.2 Ondes progressives pour I’équation fKdV

En résolvant le systéme ci-dessus, nous obtenons les résultats suivants

Cas A: Lorsque b :%—a, on obtient les deux groupes de solutions

—6 —6aA —6
Groupe 1 :w = ()\2 — 4,u)2, ap = Cau, o) = - , Qg = Ta (4.8)

1
Groupe 2: w=g <a2 —4cF av9a® — 240) ()\2 — 4,u)2
c
1
ao = (j:\/ 9a2 — 24c(N\? — 4p) — 3a\? — 12a,u> (4.9)
c
—6aA —6a
o = Ly = ——
c

Cas B: Lorsque b %%—a, on obtient
_ —3X\? Bod £ 1 F 2
-3 :
, g = — (2a+ b+ )
c

—6A B30 & By
¢ (3a+2b)6+ (B3 — 28¢)

Tels que
§ =v/(2a +b)2 — 40c

Bo = (b+a) (3a + 2b)* (2a +b)* — 2¢ (3a + 2b) (2a + b) (116a* + 169ab + 58b*)
+ 2¢ (3754a”c + 5136abc + 1712b%¢ — 3920¢)

B =(b+a)(3a+2b)* (2a + b)*

B =2¢ (3a + 2b) (2a + b)” (1464 + 219ab + 78b?) — 2¢ (13568a’c + 26706a°bc)
— 2¢ (17200ab’c + 3632b%c — 32480ac® — 22960bc”)

Bs = (3a + 2b) (2a + b) — 28¢

B4 = (3a + 2b) (2a + b)* — 116ac — 68bc

Yo = (b+a) (3a+ 2b)* (2a + b)* — 2¢ (3a + 2b) (101a® + 144ab + 481?)
+ 2¢(1232ac + 952bc)

v = (b+ a) (3a + 2b)* (2a + b)*

V2 =2¢ (3a + 2b) (2a + b) (131a” + 194ab + 68b%)
— 2¢ (5044a°c 4 T136abc + 24726%c — 7840¢%)

(4.11)
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4.2 Ondes progressives pour I’équation fKdV

4.2.1 La premiére condition b :1700—a

Groupe 1:

En substituant les valeurs de «; dans (4.5) on obtient

u(©) = "~ B2 ool ple) - ep(-p(©)? (412

C C

Ensuite, en remplacant (3.5)-(3.11) dans (4.12) respectivement, donc le premier

groupe donne sept solutions d’ondes progressives de I’équation fKdV.

0.8

0.757
0.6 1

0.307]
0.4+

0.257

(a) Graphe en 3D avec —3 <z, t <3 (b) Graphe en 2D avec —10 < z < 10,
t=1

Figure 4.1: Graphes d’une solution de type soliton en forme de cloche de u;
pour a =10, 6=20,¢c=30,A=2, u=0.5,k; =1

Cas 1.1: Si © > 0, u # 0 nous trouvons les solutions hyperboliques

uy(x,t) = — bap + 120 - 2o 2
C cv/O tanh (@ &+ kl)) +ch ¢ (\/@tanh (@ &+ k1)> + >\>

us(,t) = — bags + 120 - e 2
C v/ O coth (@ &+ k1)> +cA ¢ (@coth (@ €+ /ﬁ)) + )\)

(4.13)
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4.2 Ondes progressives pour I’équation fKdV

ot & =z — (A2 —4p)’t.

Cas 1.2: Si © <0, p # 0 nous trouvons les solutions trigonométriques

us(2,1) = — 6au n 12a p _ 24au? i
¢ cA—cy/—6Otan (@ (f-i-lﬁ)) C(A—\/@tan (@ (E—l—kl)))
wa(o,t) = — Gaj N 12a\u B 24au? :
c e\ — c/—6 cot (@ (f—l—lﬁ)) c()\—\/@cot (@ (§—|—k1)))
(4.14)

ou & =z — (A2 —4p)°t.
Cas 1.3: Si © >0, =0, X # 0 nous obtenons la solution exponentielle
6ar? exp(A(€ + k1))

U ) = e ONE £ k) — 1) (4.15)

ou & = x — \t.

0 T T T |
10 15 20 25
x
~201

~401

-60

-80

=100

-120-

(a) Graphe en 3D avec —3 <z, t <3 (b) Graphe en 2D avec 5 < z < 25,
t=1

Figure 4.2: Graphes d’une solution d’onde solitaire sombre de uz pour a = 10,
b=20,¢=30,A=2, u=0,k =1
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4.2 Ondes progressives pour I’équation fKdV

Cas 1.4: Si© =0, u# 0, A # 0 nous avons la solution rationnelle

3@)\2 3@)\3 (.'17 + k1> 3(1A4(x + k1)2
N . 4.16
ug(, ) e A+ ki) +2¢ 2c(Mz+ ki) +2)? o

-154

(a) Grapheen 3D avec —4 <2 <2,-3<¢<3 (b) Graphe en 2D avec —10 < 2 < 10

Figure 4.3: Graphes d’une solution rationnelle de ug pour a = 30, b = 30,
c=180, A =2, u=1,k =1

Cas 1.5: Si© =0, =0, A =0 nous avons la solution rationnelle

6a
wr( ) = ——2 417
(@) c(x+ k)’ @17
Groupe 2:
En substituant les valeurs de «; dans (4.5) on trouve
1
u(§) =— (:i:\/ 9a2 — 24c(\? — 4p) — 3a)\? — 12a,u>
dc (4.18)

%92 exp(—(6)) — 2 fexp(—0(6)))?

Ensuite, en remplagant (3.5)—(3.11) dans (4.18), aprés quelques simplifications,
le deuxiéme groupe donne dix solutions d’ondes progressives de l’équation
fKdV.
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4.2 Ondes progressives pour I’équation fKdV

Cas 2.1: Si © > 0, u # 0 nous trouvons les solutions hyperboliques

12a\p
¢v/O tanh (@ €+ k1)> +cA

1
uso(,t) = (i@\/9a2 ~24c — 3a)? — 12a,u> +
C

24au?
o 2
c (\/@tanh (@ €+ k1)> + A)
1
u011(, 1) =5 (:I:@\/ 9a2 — 24¢ — 3a\? — 12a,u> +

12a p
¢V O coth <@ €+ k:1)> +cA

24au?
- 2
c (\/@coth (@ (€ + kl)) + A)
(4.19)
ou { =z — - (3a® — 4c F av/9a? — 24c) O%¢.
0.
03
_,_6 i N 3 _2.\- -15 -10 i 10
(a) Graphe en 3D avec —6 <z, t <3 (b) Graphe en 2D avec —15 < a < 10,

t=1

Figure 4.4: Graphes d’une solution de type soliton en forme de cloche de ug
pour a=30,b=30,c=180, A=2, p =05,k =1
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4.2 Ondes progressives pour I’équation fKdV

Cas 2.2: Si © <0, u # 0 nous trouvons les solutions trigonométriques

1 12a\
u1213(2,t) =— (£OV9Ia? — 24c — 3aM? — 12ap ) + A

4 V)
¢ A — ey —O? tan (%@ (€ + k1)>

24a >

(A= vBuan (L2 ¢+ k)

1 12a\
(2, 1) =— <i@\/9a2 “24c — 3a\? — 12au> + @y

de cA — /=6 cot (@ &+ k1)>

24au?
B 2
c ()\ — /=6 cot <@ €+ k1)>>
(4.20)
ouné=ux— sic (3@2 —4c F av/9a? — 240) O%t.
STy
(a) Graphe en 3D avec —3 <z, t <3 (b) Graphe en 2D avec —40 < z < 40,

t="7

Figure 4.5: Graphes d’une solution de type cuspide périodique sombre de w19
poura=5>b=5c=5,A=2, u=2,k =1

Cas 2.3: Si©O >0, 4 =0, A # 0 nous obtenons les solutions exponentielles

1 90— 34) A2 — 6aA? exp(A(€ + k1))
B e M e
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4.3 Illustration graphique des solutions

ou { =z — £ (3a* — 4¢ F av/9a? — 24c) Nt

Selon les valeurs des paramétres a, b et ¢, la premiére condition (4.2.1) est satisfaite
pour les équations Lax, SK et CDG. Par conséquent, chacune d’elles a les dix-sept
solutions indiquées ci-dessus (4.13)—(4.17), (4.19)—(4.21).

4.2.2 La deuxiéme condition b ;é%—a

En substituant (3.5)—(3.11) et les valeurs de «; et w dans (4.5) respective-

ment, nous trouvons quatre solutions d’ondes progressives suivantes de 1’équation

fKdV.

Cas 1: Si p # 0, A # 0 nous obtenons les solutions rationnelles

wrann(e.t) = SN BOEB Ty 3N (850 £ Ba) (& + k)
18,197, 1) = —- Y00 £ 71 F V2 ¢ ((Ba+2b)0 =+ (B3 —28¢)) (Mx+ k1) +2)

3N (2a+b0£9) (x4 k)
e Mz +k) +2)°

(4.22)
Cas 2: Si p =0, A =0 nous obtenons les solutions rationnelles
3(2a+b=+0)
u r,l) =———"-—"7-—- 4.23
20,21(2, 1) @t ) (4.23)

Les équations KK et Ito vérifient la deuxiéme condition (4.2.2), ainsi, chacune
admet les quatre solutions (4.22), (4.23).
Remarque 1. Toutes les solutions obtenues dans ce chapitre vérifient I’ensemble

d’équations fKdV.

4.3 Illustration graphique des solutions

Certaines solutions d’ondes progressives de 1’équation fKdV sont illustrées
graphiquement a l'aide de Maple 17 dans les figures (figure 4.1 a figure 4.5),
qui présentent les formes des solutions wuy, us, ug, ug et w1z respectivement [Hedli
et Kadem, 2020].
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4.4 Conclusion

Les solutions uq, ug et ug décrivent la solution de soliton en forme de cloche. Les
figures 4.1 et 4.4 présentent la solution de soliton en forme de cloche obtenue a

partir de u; et ug respectivement. La figure de ug est similaire & celui de usg.

Les solutions us, us, w19, u11, uig €t uy7 représentent la solution d’onde solitaire
sombre. La figure 4.2 montre la forme d’une solution d’onde solitaire sombre de

us. Les formes de usg, w19, u11, Ui €t w17 sont similaires a celui de us.

Les solutions wug, w7, uig, uig, Usg et w9y représentent la solution rationnelle.
Dans la figure 4.3, nous présentons la solution rationnelle de ug. Les figures de

Uy, Uig, Ulg, Ugg €t ugy sont similaires & celui de ug.

Les solutions ug, w4, w12, w13, 14 et uys décrivent la solution de cuspide péri-
odique sombre. La figure 4.5 illustre la forme d’une solution de cuspide périodique
sombre obtenue a partir de uyo. Les figures de us, w4, uy3, w4 €t uys sont simi-

laires & celui de uqs.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons obtenu des nouvelles solutions exactes d’ondes pro-
gressives d’'une classe générale de 1'équation de Korteweg-de Vries du 5™° ordre
(fKdV), et plusieurs formes de cette classe en utilisant la méthode d’expansion
exp(—p(§)) avec 'aide de Maple 17. Nous avons défini deux critéres principaux
pour obtenir les solutions d’ondes progressives de I’équation fKdV selon les valeurs
des parameétres de I’équation. On peut observer qu’il existe différents types de
solutions d’ondes progressives, qui sont des solutions de type soliton, des solu-
tions d’ondes solitaires sombres, des solutions cuspides périodiques sombres et des
solutions rationnelles. Cette étude montre que la méthode a prouvé son efficacité

pour I'application aux équations d’évolution non linéaires.
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Conclusion générale et

perspectives

Les équations d’évolution non linéaires (EENLs) possédent beaucoup de struc-
tures d’ondes progressives intéressantes. Dans 1’étude des équations modélisant
les phénomeénes d’ondes, I'un des objectifs fondamentaux est les solutions d’ondes
progressives, que leurs expressions soient explicites ou implicites, sont trés intéres-
santes du point de vue des applications. Ces types d’ondes ne modifieront pas

leur profil pendant la propagation et sont donc faciles a identifier.

Le but de notre travail est de déterminer le comportement des solutions d’ondes

progressives en résolvant des EENLs et en trois phases:

Dans la premiére étape, nous avons étudié I’équation de Korteweg-de Vries du 5%
ordre par quatre méthodes analytiques pour trouver les solutions exactes d’ondes
progressives, a savoir, la méthode T'anh — coth, la méthode des équations de
Riccati projectives généralisées, la méthode de la fonction hyperbolique étendue

et la version simplifiée de la méthode bilinéaire de Hirota.

Dans la deuxiéme étape, nous avons utilisé la méthode d’expansion exp(—¢(§))
a ’ensemble des EENLs: KdV modifiée, Benney-Luke, Kadomtsev-Petviashvili,
Broer-Kaup du couple de dimension (2+1) et KdV modifiée-Zakharov—Kuznetsov
de dimension (3+1). Ainsi, cette étude donne plusieurs types de solutions exactes

d’ondes progressives.

Dans la troisiéme étape et pour établir de nouvelles solutions d’ondes progres-

sives, nous avons étudié la famille de 1'équation KdV du 5%¢ ordre (fKdV), et
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Conclusion générale et perspectives

certaines des équations les plus connues de cette famille qui sont les équations Lax,
Sawada-Kotera, Caudrey-Dodd-Gibbon, Kaup-Kuperschmidt et Ito. La méthode
d’expansion exp(—p(&)) a été utilisée, avec 'aide du logiciel mathématique Maple
17. La nature algorithmique de la méthode permet d’utiliser un support informa-
tique pour effectuer les calculs fastidieux mais routiniers. Nous avons également
obtenu des solutions exactes d’ondes progressives par fonctions hyperboliques,
trigonométriques, exponentielles et rationnelles. On a observé que toutes les so-
lutions analytiques obtenues dans le chapitre quatre ont été vérifiées par rapport
a toutes les équations indiquées ci-dessus. Nous avons défini deux critéres prin-
cipaux pour obtenir les solutions d’ondes progressives de ’équation fKdV selon
les valeurs des paramétres de 1’équation. On peut observer qu’il existe différents
types de solutions d’ondes progressives, qui sont des solutions de type soliton, des
solutions d’ondes solitaires sombres, des solutions cuspides périodiques sombres

et des solutions rationnelles.

Dans la suite de cette étude, on doit d’abord suggérer les applications de la méth-
ode d’expansion exp(—¢(£)) aux quelques équations d’évolution non linéaires,
comme les équations KAV du 7% ordre (sKdV) et d’autres.

Deuxiémement, on va étudier la classe générale de ’équation fKdV avec d’autres
méthodes analytiques et faire une comparaison entre les différentes solutions

obtenues.

Troisiémement, on propose de développer quelques méthodes analytiques
d’utilisation du principe de 1’équilibre homogéne, en particulier la méthode

d’expansion exp(—¢g(€)).

Quatriémement, on propose d’étudier les aspects théoriques de cette méthode, en

particulier leur champ d’application aux classes d’EDPs.
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Abstract

Non-linear evolution equations have many interesting travelling wave structures. In the
study of equations modeling wave phenomena, one of the fundamental objectives 1s the
solutions of travelling waves, whether their expressions are explicit or implicit, are very
interesting from an application point of view. These types of waves will not change their
profile during propagation and are therefore easy to identify.

The exact solutions of a non-linear evolution equation can be constructed systematically
by solving a system of equations on a computer support, using any symbolic manipulation
program. By means of the exponential expansion method, the explicit form of soliton-tyvpe
solutions, dark solitary wave solutions, dark periodic cusp solutions and rational solutions
of a general class of the fifth-order Korteweg-de Vries equation are obtained.

Reésume

Les équations dévolution non lhinéaires possédent beaucoup de structures d ondes
progressives intéressantes. Dans 1" étude des équations modelisant les phénomeénes d ondes,
I'un des objectifs fondamentaux est les solutions d'ondes progressives, que leurs
expressions soient explicites ou umplicites, sont trés intéressantes du point de vue des
applications. Ces types d ondes ne modifieront pas leur profil pendant la propagation et
sont donc faciles a identifier.

Les solutions exactes d'une équation d évolution non linéaire peuvent étre construites
systématiquement en résolvant un systéme d équations sur un support informatique, en
utilisant n’ importe quel programme de manmipulation symbolique. Moyennant la méthode
d’expansion exponentielle, la forme explicite des solutions de type soliton, des solutions
d’ondes solitaires sombres, des solutions cuspides périodiques sombres et des solutions
rationnelles d’une classe générale de |'équation de Korteweg-de Vrnies du cinquiéme ordre
sont obtenues.
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