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7(?) : Densité de courant

p(?) : Transformée de Fourier
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Chapitre 1

Introduction

L’étude des propriétés des systémes en dimensions réduites présente actuellement un intérét
scientifique, technologique ou médical tres intéressant. En effet, la recherche sur des systémes
de fermions sans interactions piégés dans un potentiel de confinement doux dans des dimensions
réduite ne cessent de connaitre un développement croissant et ceci se manifeste par le nombre de
travaux publiés sur le sujet [1, 2]. En effet, les systémes des gaz quantiques d’atomes ultra froids
offrent une opportunité d’étudier des concepts physiques essentiels de la théorie de la matiére
condensée et c’est griace aux techniques expérimentales sophistiquées qui ont été développées
aux cours de ces deux derniéres décennies et qui fournissent des milieux d’études avec des
conditions controlables & travers des faisceaux lumineux (laser).

Dans les experiences du domaine des gaz quantiques, les interactions entre particules sont
controlables en utilisant la resonnance de Feshbach et la limite d’'un gaz de fermions sans
interactions est tout a fait réalisable de nos jours. Méme dans cette limite (sans interactions)
le systéeme & N corps est intéressant a étudier & cause du principe de Pauli qui engendre des
corrélations dans la fonction d’onde du systéme. Récemment il a été montré qu’'un systéme
de fermions sans interactions confinés a d dimensions, présente des fluctuations quantiques et
thermiques riches et universelles, a cause du carré de la fonction d’onde a plusieurs corps du
systéme. Ces études ont d’abord été réalisées en coordonnées spatiales, ensuite elles ont été
étendues a 'espace des phases de Wigner. Par exemple, il a été démontré que la fonction de
distribution de Wigner des fermions N sans interaction piégés dans un potentiel de confinement

doux dans une dimensions d de I’espace posséde deux contributions dans la limite ou N est trés



grand : une contribution de volume (en anglais "Bulk contribution") et une contribution de
bord (en anglais "Edge contribution"). La contribution en volume est constante sur un domaine
fini dans 'espace des phases (7, ') et s’annule & l'extérieur. Les contributions de bord qui
sont dues au gradient du potentiel de confinement, présentent un comportement universel de
scaling. Notons aussi que les propriétés de fermions sans interactions dans les potentiels de
bords-abrupts a fait I’objet d’une récente étude [3].

L’étude de la dynamique de non-équilibre des systémes quantiques & plusieurs corps est
d’un grand intérét [4, 5]. Une situation quantique du non-équilibre peut étre réalisée expéri-
mentalement dans le domaine de gaz des atomes ultra-froids [6, 7], a travers ce qu’on appelle
le quench quantique. Ce quench consiste a un changement rapide dans les parametres de ’ha-
miltonien du systéeme et ’évolution au cours du temps est examinée. Pour des systémes de gaz
de Ferm: sans interactions, il a été démontré que ’évolution au cours du temps d’un gaz de
Fermi a 1d présente des propriétés intéressantes [2, §].

La fonction de distribution de Wigner [9] est une grandeur intéressante et elle est définie
comme la transformation de Fourier par rapport aux coordonnées relatives s = 7 — 7’ de la
matrice de densité réduite d’ordre un p(7", 7). Une expression analytique de la matrice densité
a un corps pour un systéme de N fermions confinés dans un potentiel arbitraire V() n’est pas
disponible jusqu’a présent, il faut recourir & des approximations telles que le développement
semi-classique. La méthode semi-classique peut étre obtenue par diverses techniques, telle que
la méthode connue WKB qui consiste principalement & introduire un développement en puis-
sance de h de la fonction d’onde. Une seconde voie consiste a développer en série de puissances
de h soit 'opérateur de Bloch e—BH , qui est appelé développement de Wigner-Kirkwood [10],
soit directement 'opérateur densité p , méthode de Kirzhnits [11] ou la méthode de Gramma-
ticos et Voros [12]. A T'ordre zéro en h ’approximation semi-classique ainsi obtenue s’appelle
approximation de Thomas-Fermi [13, 14] et la prise en compte des termes supérieurs en /i porte
le nom du modéle de Thomas-Ferm:i étendue. Récemment, un développement semi-classique de
la matrice densité réduite & un corps, a été obtenue, jusqu’a I'ordre 12, en trois dimensions (3d)
[15] et en deux dimensions (2d) [16]. Ce calcul semi-classique est obtenu en utilisant la méthode
de transformation de Wigner utilisée par Grammaticos et Voros. La méthode de Grammaticos

et Voros a 'avantage de préserver a la fois 'hermiticité et I'idempotence de la matrice densité.
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Dans cette thése on se propose d’utiliser la méthode semi-classique dans deux domaines de
recherches : les systémes a dimension réduites et en physique nucléaire.

Dans la premiére partie de cette theése nous nous intéressons a obtenir un développement
semi-classique de la matrice densité réduite & un corps & une dimension (1d) d’un systéme de
N fermions indépendants en considérant une situation générale ott I’Hamiltonien contient une
masse effective spatialement variable. L’intérét de considerer un Hamiltonien avec masse effec-
tive dépendante de la position vient du fait qu’il apparait dans diverses domaines de recherches,
comme dans 1’étude des propriétés électroniques des semi-conducteurs [17], les quantum dots
[19], les clusters *He [20] et les liquides quantiques [21]. Nous nous sommes essentiellement
attachés a détailler le calcul semi-classique de la matrice densité réduite d’ordre un p(z, ') pour
la comparer avec celle obtenue exactement pour un gaz de fermions a 1d piégé dans un potentiel
de l'oscillateur harmonique et ol une expression analytique exacte est disponible quelque soit
le nombre de particules.

Dans cette thése nous nous intéressons aussi au calcul de la matrice densité de Bloch (MDB)
ou propagateur de Bloch [7]. L'importance physique de cette grandeur vient du fait qu’elle est
7,7

reliée, comme on va le voir plus loin, & la matrice densité réduite d’ordre un p( , & travers

une transformée de Laplace inverse. Une fois obtenu cette matrice densité, on peut par exemple
calculer la densité énergie cinétique 7(7”), la densité de courant T(?) et aussi la transformée
de Fourier n(?) de la densité locale p(7").

La seconde partie de la thése porte sur 'application de la méthode semi-classique en
physique nucléaire et plus particuliéerement sur la prise en compte des termes tenseurs dans
I'intéraction effective nucléon-nucléon. Dans le cadre de ’approche de Hartree-Fock avec une
intéraction de type Skyrme et combinée avec la méthode semiclassique de Thomas-Fermi éten-
due on s’est intéressé a examiner les courants de spin générés par la présence du terme tenseurs
dans l'intéraction et en considérant la symétrie axiale du champ moyen.

Le présent manuscrit est constitué de cinq chapitres et est organisé comme suit :

Une introduction générale. Un second chapitre ot on rappelle quelques notions sur la ma-
trice densité, grandeur qui constitue un point central de notre étude. Ensuite pour des raisons

pédagogiques nous exposons ’approche de Hartree-Fock et les modeles de Thomas-Fermi et

ses extentions, car ces modeéles sont apparus avant I’avénement de la théorie de la DF'T mon-
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trant déja 'importance de la densité de particules p(7”) comme variable dans la description des
systémes de N fermions en interactions. Enfin on termine ce chapitre 2 par un bref exposé sur la
théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) ou on présente les versions de Hohenberg-Kohn
(HK) [22] et de Kohn-Sham (KS) [23].

Dans le chapitre 3, on présente ’essentiel de notre travail. Nous étudions ici un systéme de
N fermions indépendants a 1d confiné dans un potentiel arbitraire V (z) et dont ’Hamiltonien
comporte une masse effective dépendante de la position notée m* (z). Aprés avoir introduit la
méthode semi-classique de Grammaticos-Voros, on calcule ensuite la matrice densité réduite
semi-classique d’ordre un p*‘(x,z’). Afin de tester notre expression analytique, nous avons
effectué deux tests : Pour z = 2/, on a retrouvé la méme expression analytique de la densité p(z)
obtenue auparavant par les auteurs de la référence [24], nous avons aussi vérifié que notre densité
densité d’énergie cinétique 7 (p) déduite de notre matrice densité est identique a celle calculée
dans [24]. Par ailleurs et dans le cas d’'un Hamiltonien avec une masse effective constante, nous
avons établi ’expression analytique semi-classique de la matrice densité réduite p§i4(7>, 7
pour un systéme de fermions confiné dans un espace de dimension d = 4. Comme les expressions
de cette matrice densité existent en d = 1, 2, 3, nous avons reussi & écrire une expression unique
de cette matrice densité p3°(7", 7') en fonction de la dimension d = 1,2, 3, 4 de I’espace. Enfin ce
chapitre se termine par une comparaison numérique entre les expressions des matrices densités
semi-classique et exacte, dans le cas d’un confinement par un potentiel oscillateur harmonique
a 1d.

Le chapitre 4, constitue une extension d’un travail publiée en 2013 [58]. Ceci consiste & un
calcul semi-classique du propagateur de Bloch C (x,z';7) a partir de la matrice densité obtenue
dans le chapitre trois dans le cas d’'un potentiel d’oscillateur harmonique & 1d en présence
d’une masse effective dépendante de la position m*(x). Nous avons examiné numériquement la
pertinence de la technique semsi-classique.

Le cinquieéme chapitre, consiste en une utilisation de la méthode semi-classique en physique
nucléaire. En effet nous avons calculé les courants de spin engendrés par présence des termes
tenseurs dans le potentiel moyen en symétrie axiale de 'approche de Hartree-Fock d’un systéme
de nucléons d’un noyau atomique.

Le manuscrit contient aussi trois appendices et se termine par une conclusion générale
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dans laquelle nous résumons les principaux résultats obtenus dans ce travail et les possibles

extensions.



Chapitre 2

Théorie de la Fonctionnelle de la

Densité

2.1 Introduction

La résolution de problémes a N corps en mécanique quantique consiste a trouver les so-
lutions de I’équation de Schrodinger d’'une maniére exacte et qui sera ensuite simplifiée par
plusieurs approximations afin qu’elle puisse étre résolue.

Dans ce chapitre, nous présenterons deux méthodes qui sont plus efficaces, c’est la méthode
de Hartree-Fock et la théorie de la fonctionnelle de la densité que 1'on abrége par "DFT"
et qui est devenue un outil largement utilisé pour la description et ’analyse des propriétés
électroniques des systéemes physiques et chimiques ayant un grand nombre d’électrons. Cette
méthode utilise la densité de particules comme une variable fondamentale pour la description
des proprietés de systémes de fermions en interactions. On peut considérer que ’année 1964
est 'année de la naissance de cette théorie. Bien avant cette date il existait déja des modeles
simples qui utilisaient la densité de particules comme variable au lieu de la fonction d’onde et
il est instructif de rappeler ces modeles avant I’avenement de la DF'T.

Dans un systeme de N particules, la description du comportement de ces particules soumises

a leurs interactions, se fait a l'aide de la fonction d’onde totale W(xy, zs,...,zx) qui contient
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toutes les informations sur ce systéme et est solution de I’équation aux valeurs propres, soit
HV = EV (2.1)

ou F est ’énergie totale et H est ’hamiltonien de N fermions en intéractions du systéme étudié,

qui s’écrit

H=-S T n LS vig) (22)
B i=12m ! 21’,3‘:1 " .
i#j

Dans I’équation ci-dessus, les deux termes de I’hamiltonien H désignent les opérateurs, énergie
cinétique totale notée T et I’énérgie potentielle d’intéraction & deux corps V.

Un des problémes rencontrés dans les calculs pour un sytéme constitué de N fermions, avec
N allant de quelques unités & quelques centaines, est de résoudre I’équation de Schridinger (2.1)
c’est pour cela, qu’on est amené a effectuer des approximations. La suite de ce chapitre est orga-
nisée comme suit. Dans le prochain paragraphe on va discuter la méthode de Hartree-Fock qui
réduit le probléme de particules en intéractions a celui de particules indépendantes en prenant
comme fonction d’onde du systéme un déterminant de Slater construit par des fonctions d’ondes
a une particule. Cette simplification essentielle du probléme & N corps, constitue I’hypothése
fondamentale de toutes les approches du type champ moyen. Ensuite on passe & un bref rappel
sur la matrice densité réduite. Dans les paragraphes (2.4) et (2.5) qui vont suivre, on expose les
méthodes de Thomas-Fermi (TF) et Thomas-Fermi Dirac (TFD) qui montrent I'importance
que joue la densité locale de particules dans la description du systéme de plusieurs particles.

Enfin dans le dernier paragraphe (2.6) la théorie formelle de la DFT sera exposée.

2.2 L’approximation de Hartree-Fock

L’approximation de Hartree-Fock est une approche de champ moyen non relativiste. Ce
formalisme repose sur ’approximation de particules indépendantes et ne prend en compte que
les corrélations de Pauli. Cette approche a été développée pour la premiére fois par Hartree
en 1928, pour décrire la structure électronique des atomes, en tenant compte de 'interaction
électrostatique a deux corps entre les électrons. Il a introduit la notion d’orbitales moléculaires

et atomiques, et a proposé d’approcher la fonction d’onde & N fermions par un produit de N
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fonctions d’ondes individuelles de chaque particule |p;), appelées spinorbitales. Mais, dans son
modele Hartree n’a pas inclus les effets du principe de Pauli. La fonction d’onde de Hartree
W)y = le1) - |2) - |©3) e |on) ne satisfait pas la condition d’antisymétrie par rapport a
I’échange de paire de fermions.

En 1930 [25], Fock a introduit le principe d’antisymétrie de la fonction d’onde, c’est-a-
dire les effets du principe de Pauli, et par conséquent l'effet d’échange dans la méthode de
Hartree [26]. La fonction d’onde |¥) . , qui tient compte du principe de Pauli est approchée
par un produit des fonctions d’ondes individuelles antisymétrisées. Ceci permet de réduire le
probléme de plusieurs corps en intéraction, & une description de particules indépendantes ou
chaque particule subit l'effet d’'un champ moyen.

L’approximation de Hartree-Fock [25, 26|, n’est devenue réellement utilisable qu’a partir
des années cinquantes, avec 'invention des ordinateurs, qui a permis d’élargir les possibilités

d’applications. L’approche a été mise en oeuvre en physique nucléaire pour la premiére fois en

1963 par Kelson [27].

2.2.1 Approximation de particules indépendantes

Comme indiqué ci-dessus 'approche de Hartree-Fock consiste & approximer la fonction

d’onde du systéme par un déterminant de Slater [28], soit

on(r1) en(z2) o py(zN)

ou ¢;(z;) est la fonction d’onde d’une particule j dans un état a un corps i appelée état
individuel ou spin-orbitale qui est le produit d’'une orbitale avec une fonction de spin de la
particule ; = (7°;,0;) et le facteur 1/ VN est la constante de normalisation. Pour déterminer
les fonctions d’ondes individuelles de chaque particule correspondant a I’état fondamental du

systéme, on utilise le principe variationnel.

2.2.2 Le principe variationnel
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11 consiste en la minimisation de 1’énergie totale (U |H| ¥) en tenant compte de la contrainte
de normalisation des fonctions d’ondes & une particule ¢,(7") pour cela on introduit des para-

meétres de Lagrange notés ;-1 y. On a donc

_ 0
53 (7))

(U |H| T — isj |¢j(?)\2d3r] -0 (2.3)

La minimisation de ’équation (2.3) nous conduit & un probléme aux valeurs propres d’un

opérateur & une particule

ol |¢;) et €; sont respectivement les états et les énergies propres a une particule et h (1) est
I’Hamiltonien a un corps de la particule <.

En d’autres termes, cette approche consiste a réduire le probléme a N-corps en interac-
tions avec une description de particules dans un champ moyen (c’est-a-dire que les fermions se

déplacent indépendamment dans un champ moyen créé par les autres fermions), soit

~ N ~ o~
Hyp =S h; =T+ Uyr (2.5)
=1

U nr est la réduction de 'opérateur a un corps pour p, a partir de 'opérateur deux corps V.
L’application de la procédure de la minimisation de I’énergie amene aux équations de
Hartree-Fock. En représentation position, on déduit ces équations qui sont un ensemble d’équa-

tions intégro-différentielles de type Schrodinger

_h2 H .
N
ou ici 'opérateur ;—ZfVﬂ correspond & l'énergie cinétique de la particule individuelle ¢
®V (7)) est le potentiel Coulombien dit de Hartree (potentiel direct) et représente le
potentiel moyen créé par les autres particules. On peut écrire ce terme en fonction de la densité

N
des particules p(7) = lo,(7)]?, telle que

Vg (7) = / ATV (T, T (2.7)
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4V est le potentiel non local de Fock. 11 représente le potentiel d’échange et provient de
Pantisymétrie de la fonction d’onde totale dans ’échange de deux particules quelconques. Il est

définit par son action sur les fonctions individuelles ¢, (77), telle que

Vew T) = =5 [ 6T TV (T T (T 238)

Pratiquement, ’approximation de Hartree-Fock conduit a de bons résultats, notamment

en physique nucléaire et moléculaire [29, 30], mais elle néglige la corrélation entre les particules
dans ’énergie totale. En effet, considérer que chaque particule dans le systéme baigne dans un
champ moyen créé par les autres particules, revient a négliger I’énergie de corrélation F¢ ( par
exemple, corrélations d’appariement et corrélations vibrationelles....etc ). Cette énergie est trés
petite par rapport aux autres énergies mais n’est pas négligeable. L’énergie de Hartree-Fock ne
contient pas le terme d’énergie de corrélation donné par la différence entre I’énergie exacte et

celle de Hartree-Fock,
EC = Ee:vact - EHF (29)

Cependant, cette méthode donne de bons résultats et est assez lourde pour un systéme de
taille moyenne (incluant par exemple vingt atomes). Cette représentation de Hartree Fock est
loin d’étre réelle, mais elle sert néanmoins comme base pour résoudre le probléme & N-corps. En
fait, ces méthodes sont tres cotiteuses en termes de calcul du temps et de capacité de stockage
et ne contiennent pas le terme d’énergie de corrélation. La méthode de la fonctionnelle de la
densité DF'T, comme nous allons le voir dans ce qui suit, permet la prise en compte de 1’énergie
de corrélation. C’est une alternative intéressante pour incorporer la corrélation dans le calcul
quantique en considérant la densité de particules comme quantité de base pour la description

du systeme.

2.3 Matrice densité réduite d’ordre un

On considére un systéme de N fermions en interaction dont I’état est décrit par la fonction
H
U (21, 22, ....tx) avec z; = (77 4,0).

On définit la matrice densité réduite d’ordre un par

v(z1, 7)) = N/dxgdxg...dx]v\lf* (1, T2y exy) (2], 22, .o ty) (2.10)
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Ou lintégral [ dz; , signifie Zfd?;
g
On montre que la matrice densité d’ordre un prend une forme simple, dans le cas ou la

fonction d’onde totale du systéme est un déterminant de Slater construit sur les états occupés

a une particule ¢,(z;) d’énergie ¢;, soit

(@ ah) =) eilen)gi(@h)0(er — <) (2.11)
i=1
Ou O(ep — €;) est la fonction de Heaviside définie, en fonction de I’énergie de Fermi ep, par

1 st € <€Rp
e<€p'—’€0 = ’ (2.12)
0 St E; mER
Cette matrice densité vérifie les propriétés suivantes

- La propriété d’idempotence, 72 = v, ce qui traduit en représentation position par

[ @y @) = (o) (2.13)
Pour un hamiltonien indépendant du spin, on utilise la matrice densité réduite d’ordre un
sommeée sur les spins. Cette matrice sera tout simplement notée p(?, 7 )
p(7, 7= (70,7, 0) (2.14)
o=%1

-Si 7 = 7" donc p(7’) = p(7,7), avec la conservation du nombre de particule

/p(?)d? =N (2.15)

Ceci étant, nous allon définir I’énergie cinétique totale du systéme constituée de N fermions

indépendants et I’exprimer en fonction de la matrice densité p(7", 7'), soit

N
=% <%
=1

Qui peut se mettre, en effectuant une integration par parties sous la forme suivante

-
V2
2m '

soi> (2.16)

T, = /T(?)d? (2.17)
Ou 7(7) représente la densité d’énergie cinétique et s’exprime en fonction de la matrice densité
p(7', 7)) par la relation exacte suivante
o= =
(7)) = o | Ve Vrp(7,7) (2.18)
2m =7
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En plus de 'approximation de HF) il existe une autre approximation tout a fait différente ;
c’est la "DFT" qui remonte au travail de Thomas-Fermi et qui est développée plus tard par
Hohenberg-Kohn et Kohn-Sham dans le but de définir un nouveau modéle basé uniquement sur

la densité de particules du systéme p.

2.4 Modeéle de Thomas-Fermi (TF)

Dans ce paragraphe, nous allons exposer la méthode de TF et ses extensions. Ce modele a
été développé pour la premieére fois par Thomas et Fermi qui ont proposé un modeéle basé seule-
ment sur la densité électronique p(7 ) pour comprendre la structure électronique des solides,
dans leur état fondamental. Ce modele est fondé sur I’hypothéese que dans ’atome les électrons
ne sont pas corrélés.

On considére N fermions plongés dans un potentiel externe Vewt( ) et intéragissent entre
eux par une interaction de Coulomb V (7°;, 7 ;). L’hamiltonien H de N éléctrons en interaction

du systéme étudié, s’écrit
2 N ke?

S A SVl T+ 52 S =

i=1 z#Jlj LT =7
Dans cette approche, la fonction d’onde est une onde plane et par conséquent, on montre que
la densité d’énergie cinétique s’écrit comme une fonctionnelle de la densité de particules p(7)
seul, soit
p) = 5= (31%)5p8 (2.19)
Dans ce modele, I’énergie totale du systéme s’écrit alors

EF (p) = TTF (p) + Uy (p) + / Vit (7 )p(7)d 7 (2.20)

Dans lequel le terme T77 (p) représente 1'énergie cinétique totale du systéme donnée par les

équations (2.17) et (2.19), soit
177 () = 5237} [ H(F)aT (2.21)
et le second terme Uy (p) représente I’énergie potentielle électrostatique classique (terme de

Hartree) donné par I’équation (2.7), soit

k:e p(7)p(7") —
T drdr (2.22)
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le dernier terme est 1’énergie d’interaction des électrons avec un potentiel extérieur Vext(?)
Pour déterminer la densité p correspondant a I’état fondamental, on doit résoudre le pro-

bléme variationnel avec la contrainte de minimisation

)
— [ETF - A/p(?)d?} =0 (2.23)
op
apres la minimisation, on obtient I’équation

h? 3 ke? T

—_2(31%)ipi(T) + R / %d?’ + Ver(T) = A (2.24)

r—r

Cependant, ce modeéle représente en fait la premiére formulation de la théorie de la fonctionnelle
de densité DFT et contient une forte approximation sur I’énergie cinétique 77 (p). L’applica-
tion de cette aproche aux atomes et aux molécules montre que ce modeéle présente des limitations
séveres. Il ne prend pas en compte les effets d’échanges des électrons, conséquence du principe

de Pauli. Ce qui a été confirmé plus tard par Dirac. Ce dernier donne une proposition comment

y incorporer 1’échange des électrons en ajoutant une fonctionnelle d’énergie d’échange.

2.5 Modéle de Thomas-Fermi-Dirac (TFD)

Pour mieux décrire I'interaction entre les électrons, Dirac a proposé d’inclure un terme qui
tient compte du principe de Pauli et par conséquent la fonction d’onde totale doit étre anti-
symétrique dans I’échange de deux fermions. Cette énergie supplémentaire d’origine purement
quantique est appelée énergie d’échange. Dans la théorie de Hartree-Fock, ce terme est appellé
terme de Fock. On obtient la célebre formule de 1'énergie d’échange de Dirac [31] et [32],

B ) = -5 (2) % [T (2.25)

™

L’addition du terme d’échange EX¥P (p) a équation (2.20) conduit & la fonctionnelle d’énergie

de Thomas-Fermi-Dirac est,

ETFD (p) — ETF + ETFD

T + | Veu(T)p(7)d T (2.26)
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Plus tard en 1935, Weizsicker a amélioré le modéle de TFD en prenant en compte le gradient
de la densité dans ’expression de la fonctionnelle de la densité d’énergie cinétique ot le terme
ajouté est le terme de Weizsdicker. Ce terme s’écrit comme suit

21 (V)
Twi. (p) = %%/%d? (2:27)

Bien que la méthode de TF' ait été corrigée par le terme d’échange de Dirac et le terme
de Weizsdicker, ce modéle reste limité, mais il peut étre vu comme une approximation d’une

théorie exacte c’est la "DFT".

2.6 Théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT)

La DFT est la théorie la plus populaire et la plus puissante approche quantique pour la
solution du probléme & NN particules en interaction. En effet, de nos jours elle est appliquée au
calcul des énergies de liaisons des molécules en chimie, et au calcul des structures de bandes en
physique du solide. Son champ d’application s’est beaucoup élargie, allant vers des applications
en biologie [33], effets relativistes [34], proprietés magnétiques [35]. Cette théorie qui est en
principe exacte substitue la densité locale de particules p(7”) du systéme & sa fonction d’onde.
Ce fait, constitua 'origine de la fonctionnelle de la densité ( DF'T), qui fut formulée plus tard
par Hohenberg et kohn en 1964. Ces auteurs ont prouvé que pour un potentiel exterieur V., il
existe une fonctionnelle de la densité électronique du systéme, F(p) et que la densité p = p, qui
minimise F(p) est la densité exacte de I’état fondamental. Ce modele est la base de la (DFT),

il sera exposé dans la prochaine section.

2.6.1 Formulation de Hohenberg et Kohn

Ce théoréme énonce que la densité de particule p(7”) est une variable suffisante pour décrire
toute autre grandeur en fonction de cette densité, par conséquent 1’énergie totale du systéme
de fermions en interaction E(p) est une fonctionnelle de la densité de particule p(7”) [22]. Une
conséquence immédiate de ce théoréme est que la densité des particules détermine de fagon
unique le Hamiltonien H. Cela signifie que le potentiel externe V,,(7) est déterminé de facon

unique, & une constante prés, par la densité d’état fondamentale p(7). comme V., (7" ) définit
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& son tour le Hamiltonien H , toutes les propriétés du systéme peuvent étre complétement
déterminées si I’on connait la densité électronique de I'état fondamentale py (7). Alors I'énergie
totale du systéeme a 1’état fondamental est également une fonctionnelle uniquement de la densité

de particules Exk (p), qui est définie comme,

Eux (0) =T (p) + Use (p) + / Ve (P)p(7)dT (2.28)

ou Fyk (p), représente la fonctionnelle universelle de Hohenberg et Kohn [22], qui contient tous
les effets d’échange et de corrélation. T (p) est I’énergie cinétique totale du systéme et U, (p)
désigne I’énergie d’interaction de Coulomb.

Le deuxieme théoréme de HK établit le caractere variationnel de 1’énergie, en minimisant

la fonctionnelle Exx (p), par rapport & la densité de particule p(7”).

ot B ) =3 [ a7 (7| =0 (2.20)
Ou A est un parametre de Lagrange qui tient compte de la contrainte de normalisation de la
densité de particules [d7 p(7) = N.

Nous pouvons appliquer cette méthode a n’importe quel systéme une fois que nous avons
une forme explicite de Eyx (p) (approximativement ou exacte). La densité électronique de cette
reformulation joue un role clé. Cependant, le probléme est qu’on ne connait pas la dépendance
de Exk (p) dans p d'une fagon exacte a ’heure actuelle, sauf le fait qu’elle doit exister. Donc, le
théoréme de Hohenberg-Kohn doit étre exploitée par des approximations d’une maniére effective.
Dans cette situation, Kohn et Sham [23] ont proposé de recourir & des approximations pour

exploiter de fagon effective le théoréeme de Hohenberg et Kohn.

2.6.2 Formulation de Kohn et Sham

Kohn et Sham ont proposé en 1965 [23] de remplacer le systéme d’électrons réel, dont
le probléme est impossible & résoudre analytiquement, par un systéme auxiliaire d’électrons
indépendants sans intéraction évoluant dans un potentiel effectif, dont ’état fondamental est
caractérisé en tout point de I’éspace par la méme densité de particules que celle du systéme

réel, et par conséquent méme énergie.
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Ces auteurs proposent d’introduire un ensemble de N fonctions d’ondes & une parti-
cule {gsz S(7), i=1,2,..N } et de réexprimer la fonctionnelle d’énergie de Hohenberg-Kohn,
Enk (p) pour le systéme auxiliaire d’électrons sans interaction, ayant méme densité p que le
systéme réel et par conséquent méme énergie Eyx (p) = EX% (p). L'énergie totale X% (p) du

systeme s’écrit,

EXS (p) = Tl PN+ En () + B () + [ Ve Pp(T)AT (230
ou Ty (p) = T, [{0F9(7) }]est la densité cinétique exacte du systéme d’électrons sans interac-
tion (I'indice s dans T (p) est une abréviation du terme anglais single particle).

RN = 2
T.(p) = T[{ef5())] = 5 D |T2E() (2:31)
i=1

N

p(T) = D eS| (2.32)

=1

Epy (p) désigne I'énergie électrostatique de Hartree donné par 1’équation (2.22) et calculée dans
I'approche de Hartree-Fock. E,.(p) s’appelle énergie d’échange-corrélation du systéme.

Le passage de 1’équation (2.28) qui donne I’énergie Ey (p) dans la formulation de HK a la
forme (2.30) de I'énergie EX5 (p) dans la formulation de KS se fait en ajoutant et en retranchant

le terme (75 (p) — Ey (p)) dans I'équation (2.28), on peut donc écrire

E*(p) = Ti(p)+Eu(p) +[{T (p) — Ts (p)} + {Uee (p) — Eu (p)}]
n / Vut (7 )p(7)d 7 (2.33)
posons
B (p) =[{T (p) = Ts (p)} +{Uec (p) — Enr (p)}]

La minimisation de 1’énergie dans I’équation (2.33), par rapport aux fonctions d’ondes & une

. — N . . P N . 2
particules p5(7") ot la sommation sur j s’étend & toutes les orbitales occupées

J
Spks

EXS (p) — zjlvgj/}@fs(?)\zd?’r] =0 i=1.N (2.34)

permet d’obtenir ainsi un ensemble d’équations de type de Schrddinger connu sous le nom des

équations de Khon-Sham, soit

R’ =
o T+ ()| 5(7) = eipl(7) 235)
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ot vgg(7') est un potentiel effective moyen, défini par

Vrcs(T) = Vear(T) + Vi (7) + Vae(7) (2.36)

—> ke / d7"
7“ = =, —>
ek

et Vo.(p(7")) représente le potentiel d’échange-corrélation défini par la dérivée fonctionnelle

avec

6Ey (p)
5p(T)

Dans la théorie KS, I’énergie d’échange-corrélation E,.(p) demeure inconnue. En pratique, cette

‘/:vc(?) = (237)

énergie est calculée approximativement et souvent il est préférable de la séparer en deux partie,

I’énergie d’échange F, et ’énergie de corrélation E,,,.
Eve (p) = Ex + Eeorr (2.38)
Ou, par définition de I’énergie d’échange on prend
E, (p) = (@4 |Uee| @) — Enr (p) (2.39)

Ou |®;) est le déterminant de Slater construit avec les états a une particule de Kohn-Sham.
Dans la formulation de K, I’énergie d’échange s’écrit en fonction de la matrice densité réduite

d’ordre un p(7°, 7), soit

// (T, T ‘2d?d7” (2.40)
7 |
En effet I'énergie cinétique T et I'énergie d’échange F, s’expriment en fonction de la matrice
densité réduite d’ordre un p(7°, 7’) A travers les équations (2.17) et (2.40). Cette matrice
densité a été calculée approximativement en série de puissances de h j'usqu’a 'ordre deux par
Gross et Dreizler [31] avec la méthode semi-classique de Kirzhnits. La matrice densité ainsi
obtenue a été utilisée pour calculer 1’énergie d’échange et obtenir ce qu’on appelle la correction
en gradient de la densité jusqu’a l'ordre deux. Dans la DFT, ce développement de I’énergie
d’échange s’appelle approximation du gradient de de la densité¢ GEA [36]. Il a été réalisé que

cette expression n’améliore pas les résultats en comparaison avec celle de la LDA (en anglais,

local density approximation) [37, 38, 39] . Cette derniére n’inclus pas les corrections en gradient
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de la densité, ce qui ensuite a historiquement motivé I’émergence de la méthode du gradient

généralisé ou en anglais Generalized gradient expansion GGA.

Nous utiliserons la méthode semi-classique pour calculer la matrice densité réduite d’ordre

un dans le prochain chapitre.



Chapitre 3

Systémes en dimensions réduites

3.1 Introduction

La description et ’analyse des systémes physiques sont obtenus & partir de la matrice

densité de particule a un corps p(7, 7'), grandeur fondamentale, & partir de laquelle toutes

les propriétés quantiques des gaz quantiques sont déduites. Cette matrice de densité, appelée
matrice densité réduite p( 7", 7'), contient plus d’informations que la densité de particules locale
p(?) et présente une importance dans la théorie de la fonctionnelle de la densité D F'T appliquée
aux systémes de particules en interactions, car elle permet de calculer les fonctionnelles de
I’énergie cinétique et de ’énergie de 'interaction. La DF'T stipule que la densité électronique
est une variable de base et par conséquent I’énergie totale d’un systéme composé de N fermions
peut étre exprimée comme la fonctionnelle de cette densité de particules. Une autre raison de
calculer la matrice densité réduite p(7, 7') est que sa transformée de Fourier p(?) est une
quantité expérimentale obtenue en mesurant la forme de la ligne dans la diffusion Compton.
Plusieurs travaux concernant le calcul de p(7, 7’ ) ont été récemment réalisés pour un systéme
de fermions confinés & deux dimensions (2d) [16] et en trois dimensions (3d) [15] dans le cadre
de 'approximation semi-classique pour une masse constante.

Dans ce chapitre nous construirons une forme analytique approchée, en exploitant le calcul
semi-classique de la matrice densité réduite p(7”, 7’) d’ordre un, pour un systéme de fermions

4 N . . . , . — . N
confinés dans 'espace & d dimensions par un potentiel extérieur V.;(7"), jusqu’a l'ordre hZ2.
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Dans se contexte on se propose de calculer la matrice densité réduite p(z, ") & 1d sous forme
d’un développement en série de puissance de h. Une application possible est le calcul de I’énergie
d’échange du systéme, qui fait intervenir cette matrice densité réduite [30, 40]. Ce travail a été
validé par plusieurs tests concernant les propriétés de la matrice densité réduite d’ordre un.
Nous examinerons numériquement la pertinence des termes dépendants de la masse effec-
tive. Les résultats obtenus seront comparés & ceux obtenus exactement, ce qui nous a permettra

de situer certains aspects de la performance des calculs semi classiques.

3.2 Développement semi-classique de la matrice densité
réduite

L’approximation semi-classique de Thomas Fermi étendue (ETF') permet d’obtenir la den-
sité d’énergie cinétique en fonction de la densité de particules p(7”). Cette méthode semi-
classique exprime la matrice densité, grandeur fondamentale, a partir de laquelle on calcule les
propriétés du systéme, en série de puissances de h. A I'ordre zéro en h on obtient I’approxi-
mation de Thomas Fermi et la prise en compte des termes supérieurs en A porte le nom du
modele de Thomas-Fermi étendu [41]. Dans notre travail on utilise la méthode semi-classique
pour donner une expression analytique de la matrice densité réduite d’ordre un. Ce développe-
ment semi-classique en série de puissances de h peut étre obtenu par diverses méthodes. Citons
parmi elles, le développement de Wigner Kirkwood utilisant 1’opérateur de Bloch e Bl [10], le
développement en gradient de Kirzhnits [11] et le développement de Grammaticos et Voros [12]
que nous allons utiliser dans ce travail .

Considérons un systéme de N fermions non interagissants avec masse effective dépendante

de la position m* (z) confiné par un potentiel V' (x). L’Hamiltonien & un corps est donnée par

= [—h;% (m*l(@%) + V(x)] (3.1)

On introduit le rapport f (z) = m/m*(z), de la masse de particules libres m et m* (z), et

I'équation (3.1) s’écrire comme

H= {—%% (f (z) %) + V(x)] (3.2)
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L’opérateur matrice densité associé a notre Hamiltonien est défini par

A A

p=0(Er—H) (3.3)
ou # est la fonction saut de Heaviside qui permet de réduire la somme sur les états occupés
uniquement. Er est I’énergie de Ferm: du systéme. En effet, cette définition de 'opérateur
matrice densité correspond & des calculs effectués & température 1" nulle. Selon la statistique
de Fermi-Dirac, la distribution des fermions est trés particuliére. Si nous sommes a une tem-
pérature de zéro Kelvin, toutes les énergies inférieures a ’énergie du niveau de Fermi Er sont
occupées avec une probabilité de 1, et les niveaux supérieurs avec probabilité nulle (I'énergie de
Fermi est I’énergie du dernier état occupé). Cette occupation des niveaux d’énergies se traduit
par la fonction de Heaviside 0(Er — ¢;).

Pour obtenir le développement semi-classique en puissance de h de la matrice densité
d’ordre un p (x,z’), nous considérons la méthode de Grammaticos et Voros [12], qui utilise les
propriétés de la transformée de Wigner, en passant dans le systéme de coordonnées relatives et
du centre de masse X = (mJ;—w/) et s = (x — 2’) respectivement. Cette technique algébrique utilise
la transformation de Wigner pour générer un développement semi-classique. La transformée

de Wigner py, (X,p) de la matrice densité réduite p (z,2') = (x|p|2’) est une fonction des

variables de I’espace des phases (X, p) définie par

+00 ;
s S —ip.s
Pw (X,p):/ dsp (X—l——,X——) exp< b ) (3.4)
oo 2 2 h
qui n’est qu'une transformée de Fourier par rapport a la variable relative s = (z —2') et
coordonée du centre de masse X = @ Ceci montre que les éléments de la matrice densité

plx,z')y=0p (X +35, X — %) sont obtenus par la transformation de Wigner inverse, telle que

o) = [ gy () (F2) (35)

—0o0

En prenant I’élément diagonal de cette derniere [p (z) = p (z,2')], on obtient la densité de

particule locale p(z) a une dimension, soit

o(z) = / %pw (2,p) (3.6)
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La méthode semi-classique que nous avons utilisé dans notre travail, consiste a développer la
transformée de Wigner py, (X, p) en série de puissances de &, jusqu’a 'ordre h2. Ce développe-

ment est obtenu par Grammaticos et Voros [12] et s’écrit comme

1"

1 1
pw(X,p) = 0(Ep — Ha) = 5020 (Ha = Er) = =30 (Ha — Ep) + O(hY),  (3.7)

Avec Hy(X,p) = ﬁ (X) p*+V (X) est 'Hamiltonien classique ot la transformation de Wigner
de 'opérateur quantique H. Les fonctions ©0o(X,p) et p3(X,p) sont données a I'ordre 7%, pour

une masse effective variable a une dimension, par

w2 [p? [ df & f &2V
72(Xop) = 40 [E (ﬁ) N _f (dX?) -/ <dX2)

B2 2 3 d 2 2 g2
es(Xon) == g l% (‘ZPQ (ix) + %%)]
1 df dv v
_R[ <f“ f2dXﬁ>+f(dX>

Le calcul semi-classique de la matrice densité a un corps p*(x,z’) dans l’espace réel est

+O(hY), (3.8)

+O(hY) (3.9)

obtenu en insérant la derniére formule (3.7) avec les expressions des fonctions ¢, (X, p) et
©3(X, p) dans l'équation (3.5). A 'ordre h?, la matrice densité semi-classiques p*“(x, ') peut

s’écrire comme la somme de trois termes, soit
p*(z,2") = A(x,2") + B(z,2") + C(z, 2") (3.10)

avec A(z,2") la densité a 'ordre de Thomas Fermi et B(x, z') et C'(x, x") sont les corrections
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d’ordre h2. On les écrit comme,

+kp
Az, 2') = QL/ dkexp (iks) 0 (Er — Hy), (3.11)
T _kF
N A O N S N PO 4 ,
! - — — | — ., v - - . _E
B(z,2") 27?( 8m2) /oo dk‘{m [f <dX> 5 7%? Rk e exp (iks) o (Hgy r)
(3.12)
1 m2 [ et | a2 3 df\?| [, )
)= 5\ 7% ‘ Hy,—E
C(z,z) or oA {2m2 [deQ 5 (dX) /_oo k*dk exp (iks) 6 (Hg ")
1 ﬁ2 f2h2 d2V 1 df dVv 400 ) . ,
o1 24m { m (dXQ - }d_Xd_X> /OO k“dkexp (iks)§ (Hy —EF)]
1 R dv\? [t o
+%24m f<d_X) /_OO dkexp (iks)d (Hy — EF) (3.13)
ou k = p/h.

Pour évaluer ces intégrales on a besoin d’effectuer un changement de variable. En rempla-

cant par H, = - f (X) p?+V (X) dans I'expression de 6(H, — Er), 5 H,—FEr ,(5" H,—FEr
2m

et en utilisant les propriétés de la fonction Delta 0(ax) = \7.145 (x), et 0(g(z)) =>_ 5‘;:,”(; "f)iﬁ ou x;

sont les solutions de la fonction g (z) ; sachant que & (Hy — Ep) = %:EF) et & (Hy— Ep) =

%, donc on peut réécrire les fonctions §(Hy — Er), 6/(Hcl —FEr), (5"(Hcl — Er) en terme
cl

de la variable k£ au lieu de la variable H, sous la forme suivante

m

§(Hy — Ep) = —— [0 (k — kp) + 6 (k + kr)] (3.14)
fWPkp
_ 2 —
dd(Hy—Ep) _ m? [1dd(k—kp) N 1d5 (k + kr) (3.15)
dH, f2htkp |k dk ko dk
d*5 (Ha— Ep) ~ m* [1d% (k—kp) N 1 d?0 (k + kp)
dH? O f3RSkp K2 dk? k2 dk?
1ds(k—kp) 1do(k+kr)
- - = 1
K dk K dk (3.16)

En y injectant les expressions (3.14), (3.15) et (3.16) et faisant le changement de variable
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k — —k , nous pouvons réécrire les termes B(x,z’) et C(x,z’) sous la forme

Blo.a!) — _# (32/2) 0 [cos]iks)(s/(k B k:p)}
_47T1kF [(]{ Cg( _ %%} [ dik cos(ks)d (k — kp) (3.17)
C(z,7) = 1%%% <3;V2 - }j}f( ;l;) Jor2dk [cos (s)8" (k — o) — S8 7 g kp)}
5 4;]@ [} 5;2 - }j}f() ] +°°dl<; k2 cos(ks)d" (k — kp) — k cos(ks)d (k — kF)]
+127T;T;ji4kF (fll_)‘;) o {cosk(f >5H<k —hr) = Cosk(f S)él(k - kF)] (3.18)

En effectuant les intégrales sur k et en utilisant la propriété suivante [ drf(r)6™ (r — ry) =
(—1)"f ™(ry) nous obtenons aprés intégration les expressions des différents termes A(z, '),

B(z,2') et C(x,z’)

2
Az, 2') = %szmz (3.19)
m [PV, | 1 1df\* 1a&f|, .
B(z,2') = T (dX2> (zsin z + cos z) — . [(?ﬁ) T ordxe (zsin z — cos 2)
(3.20)

2 2
C(z,2") = 24;1{:1: [%j}(f? - = (}z{() ] (3COSZ—5ZSinZ—2’2COSZ)

m d?V 1 df av ‘ ;
C12nfR2k3 \dX?  fdXdX (zsinz 4 cos z + 2% cos 2)
? av\’
" #Tk% (ﬁ) (32sin = +3cosz — 2% cos 2), (3.21)

Ou z = kps est le vecteur d’onde local de Fermi qui est défini par kg (X) = % (Er — V(X)).

Finalement, ayant obtenu les différents termes A(z,2’), B(x,z’) et C(x,2’), alors leur
somme conduit au résultat semi-classique de la matrice densité réduite p*(z,2’) = A(x,2’) +
B(x,2")+C(x,z') pour une masse effective dépendante de la position. On obtient aprés arrange-

ment des termes et insertion du facteur g de la dégénérésence en spin, I’expression semi-classique
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de la matrice densité d’ordre un a 1d

(3,27 lk sin z n m _— 22 >V
r,2)=g|— zsinz 4 cosz — —cosz | | —
PRI = I T T o ek, 2 X2

2

2
m _ 9 av
+ 247#2%4]{7% (stmz—i-?)cosz z cosz) (dX)

_m
247 [R2k3

1
(2% cosz + zsinz + cos 2) (—iﬂ>

+ FdX dX

(zsinz + cos z + 22 cos,z) li ’
2rkp fdx

1 . 22 1 d*f
~2dnhn (z sin z + 5 s z) (?W)} (3.22)

Nous avons obtenu ainsi une autre expression semi-classique p* (r,x') qui peut servir comme

+

ingrédient dans le calcul de I’énergie de I’échange qui est un ingrédient essentiel dans une théorie
de la DFT ainsi que dans 'approche de HF'. On reconnait dans I’expression p*° (z, '), que le
1" terme est celui de Thomas-Fermz, les autres termes sont les corrections d’ordre 2 en h et les
trois derniers termes représentent 'effet de la masse effective dépendante de la position.

Il est important de souligner que notre matrice densité obtenue par la méthode de Gramma-
ticos et Voros est hermitique. En effet, puisque cette matrice est réelle, elle doit etre symétrique
dans la permutation des coordonnée z et z’. En faisons le changement de variable x par 2/, la
coordonnée du centre de masse X = @ reste inchangée, par contre la coordonnée relative
s = x—1' se transforme en s — —s. Il est facile de voir que p*“(z, 2") est une matrice hermitique
car elle vérifie la relation suivante p* (2, z) = p*(x, 2’).

Dans la suite nous allons effectuer quelques tests afin de s’assurer des résultats donnés par

I'équation (3.22). Nous avons testé ce résultat semi-classique en retrouvant la densité d’énergie

cinétique 7 () & partir de la matrice densité p*(x,z).

3.3 Quelques tests de la matrice densité semzi-classique

3.3.1 Densité semi-classique de particule p* ()

Comme un simple test que nous avons fait, est examiner la densité locale semi-classique

p* () en faisons la limite de p*° (x,2’) lorsque © = 2/ = X, cest.a.dire s = 0, on obtient le
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résultat connu a une dimension de la densité locale p* (z)
() (. 2) 2, om 1 (VN - omP 1 [(dV 2
xr) = T, T) = — — — | —
P P = L e e it \da? ) T Anf2RA KD \ dx

1 1df\? m 1 (1dfdV
Y — 2
T 16mke (fdx) TR <fdx dx) (3:23)

Ce résultat semi-classique ci-dessus est identique & celui déja obtenu dans la littérature

(voir équation (9) dans la référence [24]).

3.3.2 Fonctionnelle semi-classique de la densité d’énergie cinétique

7 (p)

Le second test que nous avons fait pour s’assurer de notre résultat, examine la non-localité
de la matrice densité p**(x, 2"). Nous avons retrouvé la fonctionnelle semi-classique de la densité
d’énergie cinétique 7°¢ (p) du systéme.

Soit ;() les fonctions d’onde a une particule de ’hamiltonien donnée par I'’équation (3.1)

u (3.2). Pour un systéme de N fermions indépendants avec masse effective dépendante de la

position m* (x), la matrice densité exacte est donnée par

pla,a’) = 3000 ¢(2)¢5(a) (3.24)

et la densité d’énergie cinétique exacte associée au systéme constitué de N fermions indépen-
dants avec masse effective dépendante de la position est obtenue & partir des fonctions d’onde

a une particule ¢;(z) comme

2

2 N |d
T(z) = 2m}1( )J; SOJ() (3.25)
Ecrivons 1’équation (3.25) comme

Alors la densité d’énergie cinétique 7 (x) s’écrit en fonction de la matrice densité réduite p(x, 2’)

T(x) = (3.27)

du R
2m*() oz 00" ot

(o) = g0 | g gmotea)| (329
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9.9 _ 1.0° 02

Gror — 19X — b5 Alors

Si on utilise la relation (2.26) et en notant en méme temps que
on obtient une relation exacte entre la densité d’énergie cinétique 7 () et la matrice densité

réduite p(x,2") du systéme avec masse effective variable

T(x) = ;—mf(x) [(i@i’? - %) p(X +s/2,X — S/2):| K (3.29)
T(x) = Sii_mf(m)% — 2h_m (z) {%p(X +5/2,X — 5/2)} N (3.30)

Notons que cette expression de la densité d’énergie cinétique & une dimension est exacte
et pour retrouver le résultat semi-classique 7°¢ (z), on doit utiliser 1’équation (2.21). Si nous
faisons le changement de variable z = krs , nous pouvons réécrire ’expression semi-classique

de la densité d’énergie cinétique de la maniére suivante
2 (d*p\ R |2 3kp (df\° kr [d&3f
sc - _ _k3 _ _ -~ J— JR
™ (@) 8mf (dxz) +2mf 3r 167 f? <d9:) * A f (d:ﬁ)

m (ay (@ wt (v’
drh?kp f2 \dz ) \ dz 127h*kS. 2 \ dx

Sachant qu’on a utilisé les différentes limites ci-dessous

(3.31)

0* si 1
Lim sin(z) _ 1
=0 022 =z |,_, 3
[Z/Z:Tél@ (2"cosz+2zsinz)| = 6
2
. 2 . _
Z:;Z:?ZJ”L@ (2% cos z+zsin z + cos Z)L:o =3
2
. . 2 o
[;z:réz@ (3zsinz+3cosz — 2z (:os.z)‘z:O =1
2
.U . 2 _
1222781 5. (2zsinz +2cosz — 2" cos z)| _ 0

Maintenant, pour calculer I'expression semi-classique de la fonctionnelle 7 (p(z)), il est
possible d’éliminer kp ci-dessus et exprimer 7 (z) en fonction de la densité et de ses dérivées.
Cette procédure d’élimination est bien connue et il suffit de suivre 'ordre souhaité en A, c’est

un développement de puissance en série de A jusqu’a l’ordre h2. Pour le faire on procéde ainsi.
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Tout d’abord, nous inversons Eq. (2.22) pour obtenir kr a I'ordre h?
2kp 1 [df\? L dm &V
x 7 8m2pf? \ dx 3rih2p3 f \ da?

2m df\ [dv sm2  [dV\?
N (E) (%> e (%) (332

Tenant compte du fait que les termes qui contiennent kr sont d’ordre A2 il suffit alors de

remplacer kr en fonction de la densité p a l'ordre le plus bas c’est-a-dire & I'ordre h° sinon on
aurait des termes en h* qui ne sont pas considérés dans ce travail. Nous remplacons le terme
Thomas—Fermi d’ordre zéro en h qui est k% dans 'équation (2.25) par son expression (2.26)
obtenue jusqu’a l’ordre h%. Par contre, nous remplacons ili—‘gf, ‘flz‘; et ( ) par leurs expressions
obtenues & l'ordre zéro car ils sont affectés des coefficients h?. Partant de I'expréssion de la
matrice densité de Thomas-Fermi p'f = % et en éliminons le potentiel V' dans (2.26) a
travers 'utilisation de la relatlon k?12:’ +V = Ep, on en déduit

av. w2h? df 2h2f dp

dr ~ 8m \dx p

2 434 434 434 2
av :7771 af p4+7rhf ﬁ dp p3+7rhf dp g
dx 64m?2 \ dx 16m?2 \dz dx 16m \dzx
FV R L (dp
dz2  8m \ dzx2 p 2m \dzx dr
2R (dp\ w2 [dp\
— — | - — 3.33
dm /e (dﬂ) 4m / (dx) (3:33)

D’oti 'on déduit aprés arrangement des termes, I’expression semi-classique de la fonctionnelle

7 (p(x)) obtenue a ordre h?

o= o355 (8) 4 (4) ()

121f2 (df> (o )+$ <d2_f) p(x)] . (2.28)

En faisant une simple manipulation ( en utilisant f(x) = m/m*(x), % = — (m/m*?) (L),
et 3275 = — (m/m*?) <d2;’;*) + 2 (m/m*®) (&= )2), on retrouve enfin le résultat semi-classique

de la fonctionnelle 7%¢(p (z)) d’un systéme de N fermions indépendants avec masse effective

dépendante de la position m* ()
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) = s [+ () - 5k (2) - (2) ()

+4£$l»(ﬁ552—ﬁiﬁl>fiﬁfﬂ (3:34)

On note déja a ce niveau que le résultat établi est identique a celui déja obtenu dans

la littérature par la technique de la transformation canonique du point PCT [24], qui a été

utilisée pour résoudre I’équation de Schridinger avec masse variable. Elle consiste & transformer

_m_

I’équation de Schridinger avec la distribution spatiale de la masse m*(x) = e

en une équation
de Schrédinger avec masse constante m.

On note aussi, que ce résultat est une bonne maniére de s’assurer que nous avons établi la
bonne expression analytique de la matrice densité réduite semi-classique p**(z, x’) d’un systéme

de N fermions indépendants avec masse effective dépendante de la position m* (z) obtenue

jusqu’a lordre h2. Nous allons étendre un tel calcul pour une masse constante pour d = 1,2, 3,4

3.4 Généralisation de la matrice densité semi-classique
ad=1,234

La généralisation de cette étude a un systéme de fermions indépendant, dans ’espace
d = 1,2,3,4 dimensions exige la connaissance de la matrice densité réduite d’ordre un cor-
respondante. Dans cette section et pour une masse constante, nous pouvons montrer qu’il est
possible de réecrire une expression analytique générale de la matrice densité réduite d’ordre
un pour une dimension arbitraire d.

Nous commencons par le cas d’un confinement en deux dimensions (d = 2). La matrice
densité semi-classique correspondante obtenue jusqu’a lordre de h? a été calculée, par les
auteurs de la référence [16] [voir Eq. (29) de la référence [16]], elle s’écrit
L 2 h(:) (Vght)?

(27m) =z (2m)  24k% (2m) 96k}

Th) (g (g g )T (3.35)
(2m) 48k% \ "B\ TR s ) s ‘

L 20 (2) 2h(z) (VERD)
Paa(T,7) = -
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ol nous avons utilisé les mémes notations de la référence [16]. Dans I’équation (3.35), g désigne

le facteur de la dégénérescence de spin, z = ky |5 | avec kp(ﬁ) = \/2Tm(EF - V(ﬁ))est le

vecteur d’onde local de Fermi et J,(z) sont les fonctions de Bessel cylindriques du v*™¢ ordre.

Dans la référence [15], Bencheikh et all ont obtenu le développement semi-classique en série
de puissances de h de la matrice densité réduite d’ordre un pour un systéme de N fermions
indépendants confinés dans un espace a trois dimensions 3d. Des calculs et utilisations de cette
matrice densité réduite d’ordre un pour des systémes physiques obtenu a trois dimensions ont
été lobjet de plusieurs travaux [29, 15]. Ce développement en série de puissances de i pour un
espace & 3d obtenue par Gross et Dreizler utilisant la méthode semi-classique de Kirzhnit [11],
donne, malheureusement, une expression finale de la matrice densité p,_5(7,7") qui n’est pas
hermitique. En effet, pour remédier a ce défaut, Bencheikh et all ont utilisé la méthode semi-
classique de Grammaticos et Voros, afin d’établir une expression hermitique qui ne présente

pas le défaut contenu dans celle de Kirzhnit. La matrice densité semi-classique correspondante

obtenue jusqu’a 'ordre A prend la forme suivante [voir Eq. (33) de la référence [15]]

— —
, ke i(2) (V3R | oy (VghE)?
Pas(T,T) = g4 55— + Lo (2) — 251 (2)] —4871:21@1: = [(1+2%) Jo(2) = 21 (2)] 19;;21@3;
1 — — ? ?
92 . 2
[#%50(2)] G628, <Vﬁ' (Vﬁ’“F'?> _>} 550

Ou les j,(z) sont les fonctions de Bessel sphérique du n®"¢ ordre [43].

Afin de comparer nos expressions semi-classique de la matrice densité réduite d’ordre

un py_s(7,7") avec celle de p,_o(7,7"), nous allons exprimer (3.22) en fonction des fonc-

tions de Bessel cylindrique. Sachant que la fonction de Bessel sphérique d’ordre zéro est

Jo(z) = sin(z)/z, et si on utilise la relation j(z) = —% = (sinz — zcosz)/z%, on peut
facilement vérifier que

(1+2%) jo(2) — 2j1 (2) = cos z + zsin 2 (3.37)

Jo(2) — zj1 (2) = cos z (3.38)

et compte tenu des définitions de Jy/2(2) = \/2/(72)sinz et J_1/2(2) = \/2/(7z) cos z [43], on
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aboutit a

in(z) = #@ [Jya(2) — 2T 10(2)] (3.39)
(1 + 22) jo(z) — Zjl (Z) = \/? [J_l/Q(Z) —+ ZJl/Q(Z)} (340)

o) =2 () =2 12 (3.41)

En effet, & partir de la relation de récurrence [43], J,_1(z) + Jo11(2) = (2v/z)J,(z) pour
v = —1/2 et v = 1/2, on trouve les deux relations J_q/5(2) + 2J_1/2(2) = —zJ_3/2(2) et

J172(2) — 2J_1/2(2) = J32(2). Ce qui permet d’écrire j;(2) comme
. 1 s

(1+2%) jo(z) — zj1 (2) = —z3/2\/§J3/2(z) (3.43)

Maintenant, en insérant les deux relations ci-dessus avec I’équation (3.41) dans lexpression

(3.36), nous obtenons 'expression finale de la matrice densité réduite d’ordre un

3 1/2 (62 k2) 3/2 T _1.2)\2
(? ?,) _ kZF J3/2 (Z) 4 z J,1/2(Z) BF z J,3/2(Z) (v}—%’k’F) n
Pazsi T @2m)r 7 2n) 2 24kp 2r)2 96k
3/2 —N\ —
z J1/2 (Z) 1 — — 9 8 S
=. —kn.— | — .44
* (2m)3/2  48kp V- \ VERF s ) s (3:44)

. s s . e, L, . —_ —
Chercher une relation générale de la matrice densité réduite p,(7", 7’) va nous permettre
de clarifier plus I'expression p,_,(x,z’). Pour cela, nous rappelons l’expression de la matrice

densité semi-classique obtenue précédemment dans ’équation (3.22) pour une masse constante

flz) =1

(2.2') 1k sin z L_m n 24 22 d*V N
1\, T = — ZSIm z COSZ — —COS 2 e
Pazatts INFT 2 T 12k 2 ax?

2

IV 2
24777]{15: [3zsinz + 3cosz — 2° cos 2] (%) } (3.45)

Pour faire apparaitre la méme forme d’écriture que celle obtenue pour d = 2 et d = 3, nous
devons les exprimer en fonction des fonctions de Bessel cylindriques et du moment de Fermi k.

On élimine d’abord le potentiel V' et ces gradiants dans I’équation (3.45) a travers l'utilisation
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2.2
ek
2m

de la relation + Er =V et de leurs gradients dV/dx = —h? (dk%/dx) /(2m) et d*V/dx? =
—h? (d?k%/dx?) /(2m). Ensuite, en exprimant, z sin z, cos z et z2 cos z en fonction des fonctions

de Bessel cylindriques. Une simple manipulation nous méne a réécrire p,_, (x, x')

=1 —
(33 x/) _ kF J% <Z) i Z3/2<]—3/2(Z) (v%k%‘) 25/2J_5/2<Z) (v]—%’]{?%)Z
Pa=1\7, g (2ﬂ)1/2 z% (Qﬂ)uz 241@?& (27T)1/2 96]{%
2’5/21],1/2(2) 1 f—g f— 2 ? ?
as g (T (T000) 7)) (3.46)

Notons que, dans I’équation (3.46) il y a un terme supplémentaire proportionnel & (?1-3:. (?ﬁ k:%%)
qui n’est pas présent dans I’équation (3.45). En fait, & une dimension, on peut facilement mon-
trer que ce terme est proportionnel a (?%k%) et qu’il se combine avec le deuxieme terme de
I'équation (3.46). Alors, il est intéressant de noter que les expressions données respectivement
dans les équations (3.35), (3.44) et (3.46) peuvent étre écrites en termes de dimensionnalité

d =1,2,3 de I'espace comme suit [18]

R Ja () ZZ‘%J(g_g)(Z)(V%k%) 23_gJ(g_3)(2)(?§k%)2

) = + +
™ BT O R T
3_d
P 2J(¢71)(Z) 1 N — S\ S
ot (77 (F0) 1) o

Nous avons utilisé la propriété J_,(z) = (—1)"J,(z) satisfaite par les fonctions de Bessel
avec indice entier.

Ce résultat est tout a fait imprévisible. Nous avons vérifié que cette invariance de forme
concernant ces termes, reste vraie aussi si on fait un calcul semi-classique en dimension d = 4.
Nous pensons que ce résultat est valable pour d quelconque. Nous présentons dans ce qui suit,
un bref apercgu sur le calcul de la matrice densité réduite a 4d. Le détail de ce calcul est présenté
dans I'appendice A.

On note que pour d = 4, l'intégration sur le moment p s’effectue de la méme maniére
que pour les dimensions inférieures en utilisant les coordonnées sphériques dans l’espace des
moment. Ici, 'ensemble des coordonnées sphériques sont notées par (p,01,60s,03) avec p le
module du moment P et 0 < 0, < 7, 0 < 6, <7, 0 < 03 < 27. Ces coordonnées sont liées

aux coordonnées cartésiennes pi—1 234 de p par p; = pcos(fy), p» = psin(;) cos(hy), p3 =
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psin(6;) sin(0s) cos(03) et py = psin(f) sin(fy) sin(f3) et on rappelle que le volume élémentaire
dans I'espace de moment & d = 4 est d*p = p? sin?(0;) sin(02)dpd,df,dbs.

En faisant quelques développements et manipulations juste comme nous avons fait pour

les cas d = 1 et d = 2, la matrice densité réduite p,_, (7, 7') s’écrit alors & 4d comme
ki . (2) 1 =
— = fo 2 2 1.2
Vak?)
1 = (= S\ 5 1 ( R f)
Ve Vrk:— | . — ) 2i(2) = ———2J1(2) ~—52
96.2.72 < R( "R 5) s ) 2Nz =g 2n) 1(2) k2

Notre expression est valable a d = 1,2, 3,4 dimensions.
Nous donnerons dans la section suivante une comparaison numérique entre la matrice den-

sité d’ordre un semi-classique et celle obtenue exactement.

3.5 Reésultats numériques

Nous présentons dans cette partie une comparaison entre la matrice densité exacte et celle
calculée par la méthode semi-classique, pour le cas d’un systéme de N fermions confinés dans
un potentiel d’oscillateur harmonique V' (x) = %mwa, avec une masse constante. On compare
numériquement, la densité semi-classique obtenue (3.45) avec celle calculée par les auteurs de
la référence en utilisant une méthode exacte [[42] (Eq.(20))].

PN X + g,X — §> = %RZMO(—U”Ln% (2X?) L]%[_n (82—2) exp (— <X2 + 84—2)> (3.49)

ou Lé () et LJ%\/I—n (x) sont les polynomes de Laguerre associés.

Les résultats obtenus pour différents nombres de particules N = 20, N = 50, N = 100 qui
occupent M + 1 couches sont présentés sur la figure (3.1). On remarque les points suivants :
en variant le nombre de particules de N = 50 a N = 100. L’allure de la densité semi-classique
p*(7,7") devient de plus en plus proche de celle de la densité exacte p* (7", 7). Pour
les faibles nombres de particules c’est-a-dire pour N = 20, la présence d’oscillations dans la
densité locale exacte, qui sont le résultat d’effets de couches, sont absente dans ’approche

semi-classique.
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On observe aussi pour N = 50, N = 100 que l'allure de la densité semi-classique devient de
plus en plus proche de celle du résultat exacte et les oscillations sont plus prononcées au centre
qu’a la surface. Un comportement similaire est observé pour d’autres valeurs de r, illustrant

clairement que méme a des nombres de particules modéreés, la (LDA) est une bonne description
de la matrice densité p(7, 7)

, en fonction des coordonnées relatives. Au point tournant, la
densité semi-classique s’annule

En résume, pour des systéemes a petit nombre de particules, des oscillations sont présentés
et fortement marquées dans la densité locale exacte. Cependant, en augmentant le nombre de
particules, ces effets de couches diminuent et 'allure de la densité semi-classique s’approche de
celle calculée exactement. Donc, ’approximation semi-classique est une excellente description
de la matrice densité réduite du 1°" ordre a la limite ott NV est trés grand. A cette limite la
densité semi-classique devient semblable & celle exacte. Ce point a été déja signalé par les

auteurs de la référence [42]. Ce résultat souligne I'importance du calcul semi-classique.
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Chapitre 4

Matrice densité de Bloch

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on présentera quelques résultats obtenus dans ce travail concernant la
matrice densité canonique ou la matrice densité de Bloch C(7, 7"'; 3). Cette quantité présente
un intérét considérable comme un outil mathématique utile pour ’étude des propriétés sta-
tistiques des systémes physiques constitués de N particules. En effet, 'importance physique
de la matrice densité de Bloch vient du fait que sa connaissance conduit & la dérivation de la

—_— —> N 4 . . PN .
7, 7"), a travers une transformée de Laplace inverse. Ainsi, & partir

matrice densité réduite p(
de laquelle on peut déduire la densité locale, sa transformée de Fourier (appelée fonction de
Green )...etc

On a remarqué qu’il existe un nombre réduit des travaux concernant le calcul exact de la
matrice densité de Bloch avec masse variable. Ceci a constitué la principale motivation de ce
travail o on a proposé le calcul de la matrice densité de Bloch de fagon approchée (méthode
semi-classique), et tout calcul analytique exacte [44], [45], doit se réduire a notre résultat si on
fait un développement en série de puissances en h. On a obtenu une expression semi-classique
pour le propagateur pour un Hamiltonien a une particule incluant une masse spatialement
variable. Des résultats numériques pour le cas d’une masse constante sont présentés.

Le présent chapitre est organisé comme suit. Dans la Sec. 1, nous utiliserons le développe-

ment semi-classique de la transformée de Wigner de la matrice densité de Bloch pour construire

une expression semi-classique de la matrice densité de Bloch pour un systéme de fermions confi-



4.2 Formalisme de la matrice densité de Bloch C(z,2';7) 44

nés dans un espace & une dimension d = 1 avec une masse dépendante de la position. Ensuite
nous présenterons dans la Sec 2 un bref apergu concernant la matrice densité de Bloch exacte
calculé pour un systéme de particules libres, et un autre confiné dans un potentiel d’osciallateur
harmonique. Dans la Sec. 3, des résultats obtenus sont comparés & ceux obtenus exactement,

ce qui nous permettra de situer certains aspects de la performance des calculs semi-classiques.

4.2 Formalisme de la matrice densité de Bloch C(z,z';7)

Pour calculer la matrice densité réduite pour un nombre de fermions N quelconque, on
pourrait utiliser deux méthodes : la premiére utilise directement les fonctions d’ondes solutions
de I’équation de Schridinger qui s’est avéré difficile pour obtenir une expression compacte, et
la seconde méthode est basé sur le formalisme de la matrice densité de Bloch appelée aussi

propagateur de Bloch. On définie la matrice densité de Bloch par 'opérateur
C = exp(—vH) (4.1)
A température zéro, et en représentation position, les éléments de la matrice s’écrivent
Cla,a's7) = (al op(—H) o) = S0y (x) expl—7) (42)

ot les ¢;() sont les solutions normalisées de I'équation de Schrédinger indépendante du temps
Ho;(x) = €jp,(x) avec les énergies propres ¢;. Dans cette définition, on considére le parametre y

comme une variable mathématique complexe qui a pour dimension l'inverse d’une énergie et

n’a rien & voir avec le parameétre défini en thermodynamique qui est égale a ,%LT. Cette matrice

densité de Bloch vérifie ’équation de Bloch

oC (z,x';7y)

HC(I‘,[E’;’}/>:— 8")/

(4.3)

avec la condition initiale v = 0, C(z,2’;0) =0 (v — 7).
En utilisant les propriétés de la transformée de Laplace, on peut exprimer la fonction saut
de Heaviside #(x) comme une transformée de Laplace inverse [43]

0 H L CHOOd G 4.4
—H) = — >0 .

c—100
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On note ici que l'intégration porte sur le paramétre complexe v et si on introduit le potentiel
chimique qui est ici le niveau de Ferm: pour n’inclure que les états occupés, u = Er, on obtient
une relation exacte entre 'opérateur densité ,S = 0(Er — H) du systéme de particules sans
intéractions avec une énergie de Fermi Ep et le propagateur e~ 7. Par conséquent on peut
écrire une relation exacte entre les éléments de la matrice densité de Bloch BDM C(z, 2';v) et

celle de la matrice densité p(x,z’; Er), soit
Oz, ;) = 7/ dEpe "PFp(x, 2’ Ep) (4.5)
0

En pratique, le calcul exact de la matrice densité de Bloch pour un potentiel V' (z) quelconque
n’est pas connu et d’aprés la définition (4.5), il apparait que I’évaluation de cette matrice néces-
site la connaissance de la matrice densité et par conséquent, une approximation semi-classique
pour p(x,z’; Ep) fournit une approximation correspondante pour C(z,x’;7). On obtient la

matrice densité a partir de Eq. (4.5) via une transformation de Laplace inverse
/ 4 eieo -1 _—vEp /
pla, s Ep) = —— [ dyy e 0(2,2%s7) (4.6)

Tenant compte du fait que la forme analytique de cette derniére n’est pas simple et dépend
des coordonnées du centre de masse et relative, il est préférable de travailler dans I'espace des
phases de Wigner. En effet pour effectuer la transformation de Laplace ci-dessus, il s’avére plus
pratique de passer par la transformation de Wigner.

Commengons par écrire la transformée de Wigner de la matrice densité de Bloch en fonc-
tion de la transformée de Wigner de la matrice densité que nous avons étudié précédemment.

L’écriture explicite de I’équation (4.5) dans ’epace des phases est

Cw(X,p;v) = £4 [0, (X,p)] (4.7)
= 7 /0 dEpe” " py (X, p; Er) (4.8)

ou Cy (X, p;~y) signifie la transformée de Wigner de la matrice densité de Bloch C(x, ;)
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4.3 Calcul semi-classique de la Matrice densité de Bloch
pour une masse effective dépendante de la position

Dans ce paragraphe, on va établir une expression analytique et semi-classique pour la
matrice densité de Bloch pour une masse effective dépendante de la position. Pour cela nous
allons utilisé ’approximation semi-classique en série de puissance de h jusqu’a l'ordre deux.

La démarche & suivre est la suivante. Nous allons retrouver une expression semi-classique
pour la transformée de Wigner de la matrice densité de Bloch. Ensuite nous construisons
une expression semi-classique de la matrice densité de Bloch C*¢(x,x';7), en appliquant la
transformation de Wigner. On propose donc d’utiliser la technique algébrique de Grammaticos-
Voros pour établir 'expression de C'(x, 2’;y). On définit la transformée de Wigner C,,, (X, p;~)
de la matrice densité de Bloch C(z,x';) par

dS ips
Ow(X,p;v) = | =—=e 7 C(z,2'; 4.9
w (X, p;7) 5t " Cla,2h7) (4.9)
qui n’est qu’une transformée de Fourier par rapport & la variable relative s = x—a’ et X = %x/

la coordonnée du centre de masse. Par conséquant la transformation de Wigner inverse s’écrit

donc
oy S _Sy_ [ ips .
Clra'i7) = OX +5.X —3) = mexp( . )0W<X,p,v> (4.10)
si z = 2’ on obtient la matrice densité locale
Cla: )—/d—pc (X, p: ) (4.11)
a’y - 27Th w ,p77 .

Ensuite nous allons calculer la transformée de Wigner Cy, (X, p; ) a partir de la transformation
de Laplace, en partant de la relation (4.8) qui exprime la matrice densité Bloch en fonction de la
matrice densité d’ordre un. Une fois que le développement semi-classique de la transformée de
Wigner de la matrice densité de Bloch Cj5(X,p;) est connu, on peut maintenant construire
une expression semi-classique de la matrice densité de Bloch C*¢(z,x’;7). En faisant la trans-
formation de de Laplace terme par terme du développement ainsi obtenu pour p3¢(X, p; Er),

on arrive au développement semi-classique obtenu a Pordre h? pour C%(X, p; )

p2 72 ,.y3
Civ(X,p;y) = exp (—7% -V (X)) {1 g - gsos} (4.12)
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Ou nous avons utilisé la propriété suivante de la transformée de Laplace [57]

r (V + 1)67’\/‘/(1)

/0 e (= V) 0 (u— Vi) = @13)
Ainsi que les relations suivantes
/Oo duf (u — H.) exp (—fu) = eXp(;fB}[C)
0

/0 dud’ (u — H.)exp (—fBu) = —pBexp(—LH.)
/00 dud” (v — H,)exp (—pu) = B*exp(—BH.)
0

L’injection de (3.8), (3.9) et (4.13) dans (4.12), nous conduit a la forme suivante du dévelope-

ment semi-classique de la transformée de Wigner de la matrice densité de Bloch Cy (X, p;7)

Ci (X, p; ) = exp (—fy (f—p2 - V(X))) X

2m

. Rf [ Ll f ((1df\> 1[1d%f , AV
w7 (?ﬁ) _5(?W) P
B f (& 3 [(df\? f [V 1df dV av\?
3 [2m (dX2 Y (dX) >p4+m <dX2 _?dX'dX>p2+ (dX)

Pour une masse constante f =1

/

f=1 fp2
Civ (X,pi7) =exp | =7 | 5~ +V(X)
m
h2 BV B (dVN® AR L [ dPV
T — |2 (o )+ 2 (=) +Lp? (=2 4.14
X{ Tem | (dX2)+ 3 (dX) T3P (dX2) ! (4.14)

Pour revenir a la matrice densité de Bloch C*¢(x,z’;7y) dans 'espace réel, on applique la
transformation de Wigner. Si on remplace ’équation ci-dessus dans (4.10) on peut donc écrire

la matrice densité de Bloch comme une somme de deux contributions, soit
C*(x,a";y) = CTF (2, 2;7) + 6C (w,2";7) (4.15)
avec CTF (z,2';7) représente la contribution & 1'ordre de Thomas Fermi, défini par

2k2

1
CTF (x,2';7) = — /dk exp (iks) exp (—7 5

o AV (X)) (4.16)
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et 0C (z,2',7) est la correction d’ordre h? qui peut s’écrire
—V (X)) h? a*v
0 rin) = SREWDO) [ [ by
C (z,2"7) o) s |7 T T
SRR APV (dV? , h2k?
% < axe T (ﬁ) ) dk exp [@ks — Zm} (4.17)

En effectuant 'intégrale sur k et ensuite la propriété suivante

[ emdetean = i T (£ w1

on obtient le terme Thomas-Ferm: du propagateur

m _ _ m522
CT (x,2"7y) = \/ 27rfh27€ WX e 2 sm (4.19)

et on déduit alors la correction d’ordre i%, §C (z, z'; ) suivante

fdx) 4

d? 1df d 2 1/ d? 1df d 2
+<2 V___f_V)%_i_[(V fV)ms

(L )T 40
dX2  fdXdX 3\dX2  fdXdx ) [r (4.20)

1 d>f 1df\?\ /1 2
¥ (?m ~(Fax) ) G fTh4S4>] 73} 2

Par conséquent on obtient le résultat semi-classique final pour le propagateur de Bloch en
fonctions des coordonnées relative et centre de masse

2 2 2
sc 'on)) — m —V(X) " on a2 1 ﬂ li 7
C*(x, 2';7) ,/27Tfh276 e > { o Fax) 1

(VL VN L@V L df AV ms
X2 fdxdx) 3 " |3\dx? fdxdx) fm2

1 d2f 1df \?| /1 2
¥ [?m ~(jax) ] G fmh>] 73} ‘ 422

Ou on a introduit le rapport f(X) = m/m*(X), de la masse de particules libres m et la

2 77LS2 2
6C (x,2'sy) = T v -2 <l df) 7

masse effective m*(X). Dans la suite nous allons effectuer quelques tests afin d’avoir une bonne
confiance de Eq. (4.22)
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4.4 Test de la matrice densité de Bloch C (x,x;7)

4.4.1 Slater sum C (z;7)

Tout d’abord, si = 2’ c’est-a-dire s = 0, on obtient la partie diagonale du propagateur

de Bloch appelée "Slater sum’ C'(z, z;v) = C(z,2';7)|,/_, suivante

Clx;y) = \/%GXP(_W(%)) HQZ?{”‘ {z (%%) i

df dv 2V dv\?
()@ e

On retrouve la méme expression semi-classique de la partie diagonale du propagateur de Bloch

donnée par Eq. (11) de la référence [58]. Il faut noter que Pexpression de la matrice densité
de Bloch obtenue par ’équation Eq. (4.22) est une généralisation du résultat obtenue par les
auteurs de la référence [58], ou dans cette derniére le parametre v est noté 3. Ces auteurs
ont obtenu une expression semi-classique du Slater sum pour un Hamiltonien & une particule

incluant une masse spatialement variable dans I’espace & d = 1, 2, 3,4 dimensions.

4.4.2 Développement en série de puissances en i d’un calcul exact

Le second test que nous voulons faire examine la limite d’un résultat exact au voisinage de
la valeur A pour un Hamiltonien comportant une masse constante. Tout calcul analytique exact,
doit se réduire & notre résultat si on fait un développement en série de puissances en h. Dans
ce paragraphe, nous allons retrouver notre résultat semi-classique représenté dans 1’équation
(4.22) en partant d’un calcul exact du propagateur de Bolch d’un oscillateur harmonique. 11
est facile de vérifier que notre développement semi-classique n’est qu’une limite si nous faisant
un dévéloppement de Taylor du calcul exact en série de puissances de h. Par exemple pour un

hamiltonien d'un potentiel d’oscillateur harmonique a d dimensions

h? 1
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Ou7r2=a?+22+ ...+ z2. Le propagateur de Bloch correspondant & ’hamiltonien ci-dessus

est donné par [55]

d
2 mw ~vhw 74+
C«exact — —, _ mwo _ Ot h
on (T T57) 27 h sinh yhwg x exXp oo 2 2

A - = 2
xexp{—m;;o coth (72 > <T i I ) } (4.25)

Mais en fait, nous sommes intéressés par un systéme unidimensionnel. On peut réécrire la

matrice densité de Bloch correspondant & 'hamiltonien d’un systéme de particules indépendants

piégées dans un potentiel d’oscillateur harmonique a 1d, V (z) = $mw?z? comme suivant

mw 2 mw yhw
C«ea:act X, g — __X2 h
o (X:537) (%mmmm) XeXp{ potan < 2 )}

fiw
X exp {—72—;;52 coth (%) } (4.26)

Pour avoir un développement en série de puissances en h, et rester consistant 4 1’ordre h2 on va

développer en série de Taylor les fonctions hyperboliques tanh (72”), sinh (yAw) et coth (%)

et ne garder que les termes jusqu’a l'ordre deux en puissances h. Nous pouvons écrire

3
tanh (%) = ’yzw - (VZ(:) ..... (4.27)
M 3
sinh (ylw) = ~hw + Sl 5 ) + ... (4.28)
fuw 2 fuww
coth (%) = ot T (4.29)

Utilisant ce développement de Taylor et employant 'identité suivante (1 +¢)” = 1+ ne , on

montre qu’en ne retenant que les termes d’ordre A2, on obtient

mw 2 m \? R, d*V
= 1-— . 4.30
(27rhsinh (th)) (27r”yh2) ( 12m ! dXQ) (4.30)
Le développement de Taylor des fonctions tanh (B%) et coth (m%) nous permet d’écrire
2
mw Yhw\ oo R 4 (dV
——tanh (| — | X* = — X — 4.31
poen (2) W+ 57 ax (431)

mw vyhw\ m o, v (VY ,
_ I coth [ = - _ B 4.
4h cot < 2 ) ° 271275 24 (dX2 ° (432)
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vy 4V 2
ou ;v = Mmw T et

g;‘é = mw?. Remplagons les équations (4.31) et (4.32) dans I'équation (4.26),

on montre que

exp <—% tanh (%) X2> exp <—7Z—;j coth <%) S2>
ms? 2oL (dVN® oy (VY
= exp(—V (X))exp (——2%]%2) X (1 + Y (d_X) ~ 34 <W) s

Finalement, et aprés insertion dans ’équation (4.26), on retrouve bien notre résultat semi-

classique voulu

Sc / m m$2
Coia (0.057) = [ o (¥ (X exp (5755
oV ms? av\?
X{”mm (ﬁ)V (‘2—W)+(d—x> vl (433

En conclut que le calcul exact du propagateur de Bloch C’g‘f;wt (x,2’; ) se réduit a notre résultat

semi-classique Cgpy (x, 2';7y) sion fait un développement en série de puissances en h. Ce résultat
est une bonne maniére de s’assurer que nous avons établi la bonne expression analytique du
propagateur semi-classique C*¢(x,x';7). Nous donnerons dans le paragraphe suivant le calcul
exact du propagateur pour un simple cas d’'un potentiel d’osciallateur harmonique que nous

avons considéré dans ce chapitre.

4.5 Calcul exact du propagateur de Bloch

D’apres la définition (4.2), il apparait qu’un calcul exact du propagateur de Bloch, nécessite
la connaissance de la forme explicite des fonctions ¢, (x) et les valeurs €;, mais ce n’était pas
indispensable dans la plupart des systémes physiques étudiés par cet outil. En effet, pour
des formes de potentiels spécifiques, qui sont d’un grand intérét physique, des expressions
analytiques exactes pour le propagateur de Bloch ont été obtenues sans avoir besoin de faire
recours & la résolution de I’équation de Schridinger pour obtenir les fonctions d’ondes de ces
systemes. Le but de ce paragraphe est de discuter en détail le calcul exact du propagateur de
Bloch pour un systéme de particules libres, et un autre confiné dans un potentiel d’oscillateur

harmonique. Ce résultat est bien celui obtenu dans la référence [55]
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4.5.1 Cas d’une particule libre V (z) =0

Dans la base d’une onde plane, c¢’est-a-dire une particule libre qui correspond & une énergie
potentielle uniformément nulle V(x) = 0, on considére un systéme de particules de masse m

dans un espace de dimension d = 1. I’équation (4.2) correspondante se réduit donc a

—+00

1 h?k?
Clx,x';v) = Py / dk exp (@k: (x —a')—~ > (4.34)

2m

—00
L’expression du propagateur de Bloch pour une particule libre peut se mettre dans ce cas sous

la forme suivante

roy m \2 _m N2
C(z,2';v) = (—27Th27) exp [ 2y (x — ') ] (4.35)

4.5.2 Cas d’une particule piégée dans un potentiel d’oscillateur har-

monique

On rappelle maintenant le cas d’une particule piégée dans un potentiel d’oscillateur har-
monique V (z) = %mw%? Nous allons établir I’expression analytique exacte pour la matrice
densité de Bloch, on considérant un systéme de fermions indépendants, décrit par I’équation de

Schrodinger indépendante du temps [55].

h? d?
(“gs V) 5 0) =% (0
Pour établir une expression exacte de la matrice densité de Bloch, nous partons de la relation

(4.3) que 'on réecrit comme
00 1
oy 2

Ensuite, pour obtenir ’équation de Bloch, il est préférable de travailler dans ’espace des phases.

(HC +CH) =0 (4.36)

On introduit la transformée de Wigner [9] pour transformer I’équation (4.36) dans 1’espace des

phases, nous commengons par la propriété qui donne la transformée de Wigner d’un produit

R e d
(AB), = A, exp <Zh2A ) B,

Ou A, (x,p) et B, (z,p) sont repectivement les transformés de Wigner des opérateurs A, B et

de deux opérateurs A et B

<>
A est Popérateur a une dimension qui agit a gauche et a droite comme 'indiquent les fleches
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V_(2Z_33
— \ Oz op Op Oz

>. Si on applique la transformation de Wigner a 1’équation de Bloch (4.36)
et en sachant que la transformée de Wigner H,, (x,p) est facilement calculée et coincide avec
I’hamiltonien classique H,, (z,p) = % + V(z), on a la transformée de Wigner de 1’équation de

Bloch

. 1 ; )
—%Wg';p’ D, 3 [HW exp(%iw)cw(%pa 7) + Cy (2,97) eXp(%iT)HW =0 (437)

Ou C,, (z,p; ) est la transformée de Wigner de la matrice densité de Bloch C(z, ;7). Mainte-

nant si on considére que les N fermions sont piégés dans un potentiel d’oscillateur harmonique
L >

Vi(z) = %mw2x2 et en utilisant le développement en séries de Taylor de exp(% A') nous trou-

vons que tout les termes en puissances impaires en / sont nuls [55]. L’équation (4.37) devient

donc

a0, (z,p;7)

o + H,,(x,p) {COS(;T)] Cy(x,p;y) =0 (4.38)

>
Ensuite, nous faisons un développement en série de Taylor pour 'opérateur cos(g A) et en ne
gardant que les termes jusqu’a 'ordre deux en puissance de h, tous les termes d’ordre supérieur
(R*, 1S....) vont disparaitre cela est du au fait que ’hamiltonien classique, H,, (z, p) est d’ordre
deux en position et en moment. Ce qui reduit I’équation (4.38) a :

X, p; ’
o <av’p7 Dt Hy (2, p)Co (X, i) %HW(va)TQCW (X,p3v) =0 (4.39)

Pour déterminer la transformée de Wigner CH°(X, p;v), on doit résoudre 'équation (4.39).
Cette équation est utilisée pour examiner la structure du propagateur de Bloch dans I’espace
des phases pour un systéme de particules dans un potentiel d’oscillateur harmonique, pour un
systéme de particules dans un potentiel linéaire et méme pour un systéme de particules soumis a
un champs magnétique. On substitue 'expression de la transformée de Wigner de I’hamiltonien

d’oscillateur harmonique H,, (X, p) = % + smw?X? dans (4.39) on obtient

8CHO p2 1 h2 p2 1 —
v — 4 omw?X? ) O — — | —— + -mw?X? | A?CI° =0 4.40
ay +<2m+2mw wo TR \om 2™ w (4.40)
Pour 'hamiltonien d’un potentiel d’oscillateur harmonique V (z) = %mw2x2, la solution de

(4.40) a été obtenue par les auteurs de la références [55/. Ils ont choisi un ansatz, sous la forme

suivante
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) = F)e [=o0) (L + x| (1.41)

En remplacant par 'ansatz ci-dessus, dans I’équation (4.40), nous obtenons

2 2
(% + %mw2X2) (1 — Z—z - —(hz) 92> + (%% + @g) =0 (4.42)

Dans ce cas les fonctions f(7) et g(y) solutions de ’équation (4.42) sont données par

g(y) = %tanh(%) (4.43)
fn) = Cosh—iﬁ_w) (4.44)

Enfin, en remplagant les fonctions g(7y) et f() dans ’équation (4.41), on obtient une solution
exacte de la matrice densité de Bloch, pour un hamiltonien d’oscillateur harmonique, obtenue
dans 'espace des phases, c’est-a-dire la transformée de Wigner C’vf‘f °(X,p)

yhw 1

1 2 P’ 2 v2
—_— ——tanh(—) ( — + = X 4.4

Pour revenir & la matrice densité de Bloch C’gff‘:t(x, x';7) dans l’espace réel, on applique

CVIjO(X,p) =

la transformation de Wigner. On déduit alors I’expression finale du propagateur de Bloch qui
est donnée coordonées de 1’espace .

1 2
eract , mw 2 mw | (x4 2 ~yhw
Cou™ (x,257) (27rh sinh 7hw> * exp { h < 2 o 2
hw
X exp {—TZ—; (z — 2')? coth (%) } (4.46)
Il sera plus commode d’utiliser les coordonnées du centre de masse X et relative s pour avoir :
1
2 hw
Cexact X . — mw _%XQt h /7
on (X:57) (27rhsinh v ) CEP LT TR T

hw
X exp {—%32 coth (%) } (4.47)

On remarque que si la vitesse angulaire w est nulle, ’équation ci-dessus se réduit a celle donnée

par (4.35) et on retrouve le propagateur d’une particule libre. On note aussi que ce résultat est

obtenu par les auteurs de la référence [55].
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4.6 Reésultats numériques du propagateur

Notre but dans cette partie est de comparer le propagateur de Bloch exact avec le propa-
gateur semi-classique pour un systéme de N fermions confinés dans un potentiel d’oscillateur
harmonique pour une masse constante.

Sur la figure 4.1, on s’est limité & un calcul pour s = 0, et ceci dans le but de retrouver avec
les résultats obtenus dans la référence [58], qui considére un cas particulier de notre résultats
ou on retrouve le "slater sum".

Sur la figure 4.2, Les profiles sont semblables entre le calcul semi-classique donné par
I’équation (4.22) pour une masse constante f = 1 et le calcul exact donné par I’équation (4.47).
Donc la comparaison numérique entre nos résultats semi-classique avec du calcul exact montre
une trés bonne concordance entre les deux méthodes de calcul. Ce résultat souligne I'importance

du calcul semi-classique.

Xy T T T
so(X;

:\C Xv) =0

02} -

01f \\ 4

00t - B

) I I I I I
S S S S S S S R S S S S |
0 1 > 3 4 0 1 2 3 4 5 6

Comparaison entre la partie diagonale Comparaison entre le propagateur de
du propagateur de Bloch semi classique Bloch semi-classique donné par
"slater sum" pour une masse constante équation (4.22) pour une masse

f =1 avec le propagateur exact donné constante [ = 1 et le propagateur exact

par I’équation (4.47) pour s =0 donné par I'équation (4.47) pour X =1



Chapitre 5

Méthodes semi-classiques appliquées

au noyau atomique

5.1 Introduction

[’étude des noyaux avec le terme tenseur dans l'interaction effective a deux corps a com-
mencé dans les années 90 et a continuer & se développer. Durant ces derniéres années, il y a eu
beaucoup de travaux théoriques sur 'effet du terme tenseur dans l'interaction nucléon-nucléon.
Cette partie de la force nucléon-nucléon a été généralement négligée dans le calcul de type champ
moyen. Trés récemment, ce terme tenseur a été inclus dans le modeéle de Skyrme-Hartree-Fock
[77] avec un terme tenseur dans 'interaction.

On peut réaliser le calcul self-consistent des quantités moyennes, sans utiliser des fonctions
d’ondes, mais en employant justement des méthodes semi-classiques et en particulier le modéle
Thomas-Fermi généralisé (ETF') qui sera 1'objet du notre dernier chapitre, méthodes qui sont
beaucoup plus rapides que les calculs HF. L’intérét majeur de cette technique est que dans cer-
tains cas bien précis, contrairement aux calculs HF, les équations associées & la minimisation de
I’énergie sont solubles. Par conséquent, nous avons & notre disposition de nouvelles expressions
analytiques. L’objet des études semi-classiques est donc de calculer des densités, énergies et
potentiels moyens self-consistents a partir d’une force effective déterminée par des calculs HF
sur des noyaux sphériques, ou déformés.

Evidemment, les calculs semi-classiques peuvent aider a redéterminer les paramétres de la



5.2 Modéle Thomas-Ferm: généralisé 57

force, en particulier en ce qui concerne les barriéres de fission [74]. Une telle stratégie a été
utilisée par Bartel et al [74] pour détérmination de paramétrisation de SKM*, premiére force
de Skyrme donnant & la fois des barriéres de fissions d’actinides réalistes.

Nous allons nous intéresser ici a 'interaction phénoménologique de Skyrme, dont la pro-
priété principale est la dépendance de la densité p. Ce type d’interaction a été proposé pendant
longtemps, puis largement utilisé pour la description des noyaux sphériques puis déformés. Il
est proposé par Voutherin et Brink [70] qui pourrait reproduire ’énergie de liaison nucléaire
sur I’ensemble du tableau périodique ainsi que les rayons nucléaires avec forme analytique tres
simple, leur utilisation est simple et leur pouvoir prédictif important [65], de quoi justifier
I'importance de cette force qui consiste a paramétriser la force effective.

Dans ce contexe nous allons présenter les hypotheses, les approximations, et les ingrédients
qui entrent dans la construction d’une telle approche. On se propose d’étudier I’effet du terme
tenseur sur les propriétés du noyau en symétrie axiale, dans le cadre de I’approche de Hartree-
Fock combinée avec la méthode semi-classique de Thomas-Fermi étendue pour calculer les

courants de spin engendrés par le terme tenseur.

5.2 Modéle Thomas-Ferm: généralisé

5.2.1 Développement Wigner-Kirkwood

A Taide du développement semi-classique dérivé par Wigner et Kirkwood appliqué a la
densité de Bloch, on peut construire les expressions de densités 7err (p) et Jprr (p) comme des
fonctions de la densité dans le modeéle de Thomas-Fermi généralisé ( ETF). La transformation
de Wigner-Kirkwood s’exprime comme un développement de la densité de Bloch autour de sa

valeur obtenue dans le cadre de 'approximation de Thomas-Fermi (TF)

cC(v, 7" = Crp(7, 77,7 (5.1)
— s m 2 B _m o,
Cre(7,7") = (27rh2fy) exp (—yV (R)) exp ( 2h27r ) (5.2)
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_>
Ou R =1

— — , — - =
5(7, 7"") correspond aux coordonnées du centre de masse et 7 = (77 — 77') les

coordonnées relatives. La fonction a détérminer @(7, 7') est développée en puissance de h
(T, T =14 Y W, (T, T) (5.3)
m >0

Pour un potentiel local de type Skyrme, les fonctions y,, contiennent les dérivées dordre n
du potentiel V(7). Notons seulement que I’énergie du systéme pour une force de Skyrme ne
s’exprime qu’en fonction des densités locales. On applique la transformée de laplace inverse,
équation (4.8), terme par terme sur la série en /i pour obtenir des développements des densités
locales de la fonctionnelle en gradients du potentiel central de Skyrme ‘/;1(7)) et de la masse
effective m(7") ainsi que du potentiel spin-orbite W/q(7’). Les expressions semi-classiques de

la densité locale, la densité d’énergie cinétique et le courant de probabilité de spin sont données

par
ppre = pre(T) + po(T) + pa(T) + ..oy (5.4)

TETF (p) = TTF(p) —+ 7'2(/)) -+ T4(p> 4+ ..... , (55)

Terr(p) = To(p)+ Ta(p) + oo, (5.6)

L’expression semi-classique de la densité locale a 'ordre h? est obtenue par Grammaticos et

Voros et donnée

perr(T) = 31? (2—?)3/2 A=V)P2oN-V) [1 — 16; (ﬁzv (A — V)‘2) +
LEVRO- V)—ﬂ (5.7)

A Tordre h?, on obtient les fonctionnelles suivantes

—V> 2
Torr (py) = g (3m2)2/3 3% + 3_16% + %qu
— 2
1 (qu) 2m* W,
6f VIOq qu+qufq__ fq ( h2 >pq (f_q) (58)
— 2 —
T = - (%) (59)

Ou l'indice ¢ est relatif & chaque état de charge neutron ou proton. Pour I'ordre 4 en A les
calculs semi-classiques deviennent fastidieux. Les expressions complétes des fonctionnelles sont

données par Grammaticos et Voros.
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5.3 Fonctionnelle de la densité d’énergie de Skyrme avec
terme de la force tenseur

On rappelle que I’énergie de liaison dans I'approximation Hartree-Fock en utilisant une in-
teraction de Skyrme a deux corps, s’exprime comme une fonctionnelle des densités de particules
p(7"), des densités d’énergie cinétique 7(7") et des densités de spin-orbite J(77). On sait que

I’énergie totale du noyau pour une interaction de Skyrme s’écrit comme

EHF:fdgrg,Sk (p,T, J) (510)

La minimisation de I’énergie par rapport aux variations de la fonction d’onde a une particule
©;(7") conduit aux équations de HF. Si on arrive & exprimer les densités exactement en fonc-
tion de la densité locale p(7), I'énergie Eyp devient par conséquent fonctionnelle uniquement
de p(7"). L’obtention des fonctions d’ondes individuelles o,(7") devient donc inutile. En sub-
stituant dans la fonctionnelle de Skyrme les densités usuelles par leur versions semi-classique,

la densité d’énergie s’écrira
sk (0,7, ) — Esi (Pprr, TETF, JETF) (5.11)

et 'énergie Fprp du systéme étudié (noyau ou matiére nucléaire)

Eprr [pETFa TETF, JETF] = fd?SETF = fd7>§cm (TerF) + sk (/OE‘TFa TETF, JETF) (5-12)

avec €., la densité d’énergie cinétique. On recherche le minimum d’énergie du systéme en

cin

appliquant un principe variationnel sur la densité d’énergie £prp. Le calcul HF' est remplacé

par un calcul variationnel de la forme

J

5 [EETF — A/d37“p(7’)] =0 (5.13)

Ou A est un multiplicateur de Lagrange assurant que la densité est normalisée au nombre total

N de particules
/d%p(?) =N (5.14)
Dans le cas d’un systéme avec N # Z |, on a deux mutiplicateurs de Lagrange, un pour chaque

espéce de nucléons.
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5.4 Interaction de Skyrme et Energie du noyau

5.4.1 Interaction de Skyrme

L’interaction phénoménologique nucléon-nucléon de Skyrme fut proposée en 1956 [72]. Elle
a ensuite été utilisée avec succés pour la description de noyaux sphériques puis déformés. La
principale propriété de I'interaction effective phénoménologique est qu’elle dépend de la densité
et les parameétres sont ajustés de telle sorte qu’elle a reproduise les propriétés des noyaux.
Elle a pu étre appliquée a tous les noyaux, y compris les plus lourds, et permet de reroduire
et interpréter un nombre considérable de résultats expérimentaux. Etant phénoménologique,
I'intéraction de Skyrme n’est adaptée qu’a ’étude des systémes dont la densité est proche de
la densité nucléaire et possédant des propriétés d’invariance (invariance par renversement du
temps). On suppose que le sous espace des états & une particule est invariant par renversement

du temps. Sous sa forme standars la plus utilisée, 'interaction effective de Skyrme s’écrit
Usiy(T1, T2) = 0e(T1, 72) + 0so(T'1, T2) + 0e(T1, 72) (5.15)
ou v, représente le potentiel central

Ve(R,3) = to(L+20P,)8(F) + = (1+215,)
X [?’25(?) +6(F)
l3
6

+2 (1 +23P) p2(R)8(3), (5.16)

Vs, est I'interaction spin-orbit

Ueo(F) = iWy (01 +01) k()& (5.17)
et v; représente 'interaction tenseur
T i ! /
u(3) = 3 { [3(01.? Vo0 k) (0r.00) K 2} 5(3)
+5(3) [3<01.? (02. %) — (0 az)?z]}
4Ty [3(00. K )5(F) (00, & ) — (01.02) ?’.5(?)?] . (5.18)

avec les notations usuelles
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— —
T (-7, B=UUTN 0 o747,

- =
Ou k et k' sont les opérateurs de moment reltif définis tel que

/

E=L(Vi-Vy), k =-L(V,-V)

et ou P, 'opérateur d’échange de spin,
P,=1(1+71.75)

Les valeurs des paramétres de la force tg, t1, t2, t3, To, T, X9, T1, T2, T3, a et Wy ont été ajus-
tées depuis les premieres parametrisations classiques (SI et SII) de Vautherin et Brink [70],
et (SIII-SVI) de Beiner et al [71] pour reproduire les propriétés des états fondamentaux des
noyaux (énergie et rayon). L’interaction SIII est I'une des toutes premiéres & avoir réussi a
reproduire correctement les propriétés statiques des noyaux a travers toute la table périodique.
Krivine et al [73] ont introduit SKM, pour I’étude des résonances électriques dipolaires et mo-
nopolaire. Elle a été modifice (SKM*) par Bartel et al [74], pour reproduire les barriéres de
fission dans le 24° Pu. Tondeur et al [75] ont développé une interaction RATP, en ajoutant deux
paramétres qui dépendent de J* et J?. Chabanat et al [76] ont pu décrire avec Sly4 les proprietés
spectroscopiques des noyaux loin de la vallé de stabilité. Lesinski [77] et al ont paramétrisé 1'in-
teraction de Skyrme en ajoutant un terme tenseur qui dépend de J,,,, qui sera définis plus loin
(section 5.4). Les termes ont été adjustés sur les propriétés des noyaux sphériques et déformés

pour les noyaux magique et semi-magique.

5.4.2 Fonctionnelle de la densité d’énergie de Skyrme

Pour les systémes invariants par renversement du temps, la fonctionnelle de la densité
d’énergie de Skyrme est écrite en fonction des densités isoscalaire p, = p, + p, et isovecteur
p1 = p, — p, - La fonctionnelle £, associée a cette intraction effective de Skyrme est donnée
par les auteurs de la référence [77] par

2

h —
Esiy(T) = %To+t%1{cf loo] P} + CP° [Vpﬂ + Cl 7

1
_CtTZJtWJtW - §Cf {(ZJ@WF + ZJtWJtW}
v u v

+ Y0V i} (5.19)
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Il faut noter que les composantes locales impaires de la matrice de densité disparaissent pour
les systémes invariants par renversement du sens du temps [77], donc la fonctionnelle de la
densité d’énergie de Skyrme n’est donnée qu’on fonction des densités isoscalaire p, = p,, + p, et
isovecteur p; = p,, — p, qui correspondent pour l'indice ¢ =0 et ¢ = 1. En effet I'énergie totale

du noyau peut s’exprimer en une intégrale de la fonctionnelle totale

E = /ftotd%

_ / (Eoy (T) + Eco (7)) &r (5.20)

la densité d’énergie potentielle de Coulomb &,,,(7") s’écrit, comme la somme de deux contri-
butions, le terme direct dit terme de Hartree et d’un terme d’échange; ce dernier est calculé a

I'approximation de Slater [31],s0it

2 il 3
—?’p(”/wp_—m“’—z@ 7)) °

Notons que la fonctionnelle d’énergie &,,,(7) est une fonction d'un certain nombre de

W wln

(7) (5.21)

Iy
Q
Q
=
—~

3|
~—

|
D

densités locales qui s’expriment en fonction des états occupés a une particule. Elles sont données
respectivement par

- la densité de nucléons

pu(T) = Y le(T0,0) . (5.22)

- la densité d’énergie cinétique

T(T) =) Wsﬁi (7,0,49) (5.23)
- la densité spin-orbite
— —
To(T) = (=) D1 (7,0,0) [V (T 0,0) x (0] 7| )] (5:24)

i,oo
ou l'indice ¢ représente les différents états de charge ( les neutrons (n) et les protons (p)), les
sommations ¢ (espace) et 0,0’ (spin) portent sur tous les états occupées d’une particule, et les
densités totales sont p=p,, +p, , T=T, +7Tp, T = 7n + 7p

Dans ce qui suit, nous voudrions étudier, en particulier, la contribution de 'intercation

. N . . A . —
tenseur. Revenons maintenant a la contribution de la densité tenseur spin-courant J,, (7).
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Cette quantité est définie par
Tu(T) = _% (V= V) Z o (70, 70" |57 (0" 0| o) (5.25)

ott p(7 .0, 7".0") est la matrice densité des protons et neutrons dans I’espace des coordonnés.
Suivant les proprietés de transformation par rotation, la densité tenseur spin-courant ./, W(?’) est
séparée en trois composants, pseudoscalaire J((77), vecteur antisymétrique J)(\l)(7>) et une

contribution pseudotenseur symétrique
1 1
Ju(T) = 50T O(T) + 5 eund) (F) + J(T) (5.26)
)

ol d,, et €, sont le symbole Kronecker et le tenseur de Levi-Civita respectivement.

Avec
JOT) = 3 Ju(T), (5.21)
JOF) = % qundu(T), (5.28)
I = 3 UlT)+ 7)) = 300 S a (7). (5:29

Ceci entraine les conditions suivantes, dans les coordonnées cartisiennes

T = g DO 4 5 T+ (1) (5:30)
et
% [(Z )+ Z“] o 1CAUIES AR 1 E G0 N CE

ou les p et v indiquent les composantes de coordonnées cartésiennes {x,y, z}.
oun J représente la densité spin-orbite bien connue avec les composantes cartesiennes J ﬁl)
données par I’équation (5.28). En effet, a partir de (5.31) et (5.19), la fonctionnelle de la densité
d’énergie de Skyrme [78] prend la forme suivante
Sopy = ;_270 + > {Ctp [0 P} — CtAp (6/0?) + Ci pyTt
m t=0,1
+%0;’0 [Jf”’] g %Cg’l T2l [0

n Otwpﬁjt} , (5.32)
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O les pramétres C;°, /2, C/* sont défini en fonction des pramétres Clet CT
1 1
G == (aCECl), O = (5Facl) et = (jerecr) B

Pour déduire le hamiltonien & un corps pour les nucléons de type ¢ = [n, p|, on minimise

I’énergie avec la contrainte de normalisation. La minimisation de ’énergie avec la contrainte de

normalisation conduit & un probléme aux valeurs propres d’un opérateur & un corps.
# X / &r | Egp, (T) — z%zgg‘” o, (70", )[’] =0 (5.34)
5(,0]-(7”,0'76_[) q j=10o'

qui peut se mettre sous cette forme

agsky I =
95 (7,0, q)

= hquj (77 g, Q)

8€Sky ]

—

OVr (7,0,q)
€j¥; (?7 0,q) (5.35)

Nous devons constater que la minimisation de I’énergie totale se fait par rapport aux variations
de la fonction d’onde a une particule ¢, et I'¢énergie €; de chaque nucléon de type g. Pour une
meilleure transparence, nous exprimons la fonctionnelle de la densité d’énergie de Skyrme en
termes des densités neutrons et protons et non des densités isoscalaire p, et isovecteur p,. Ici
nous présentons 1’expression de la fonctionnelle de la densité d’énergie de Skyrme en fonction
des densités neutrons p,, et protons p, que 'on peut utiliser pour obtenir a travers, le potentiel
central V,(7"), la masse effective f,(7"),le potentiel spin-orbite Wq(7) et les courants de spin.

Si nous parlons aussi de I'application de la symétrie axiale utilisée dans ce travail sur le
tenseur J,,. On montre que seul la partie radiale du vecteur antisymétrique .J () reste non-nulle
parmi les neuf autres (voir appendice B), dont le méme résultat a également été démontré
dans le cas sphérique, o les deux composantes J© et J?) s’annulent. Cela permet d’écrire la
fonctionnel gy, sous une nouvelle forme

72
€su(T) = S{gfiract (CG+CDE+ (CF = Chmpy
— (G +0) (Vo2 = (Co* = ) U, ¥,

—

— 1 —
+= (¢ + ) J§+§(Cg{—cf) J 4 Jq

|_|le

(€57 + ) Vo, + (O~ OF) T, ] T, (5.36)
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Les coefficients C}’ apparaissant dans la fonctionnelle de la densité d’énergie gy, ci-dessus

sont liés aux paramétres ty, xx, Wo, a, Tr et Ty de la maniére suivante

3. .3 1 1
Cl = Zto+ —topl(T), CF = —glo (220 +1) — = (223 +1) o (7)

8" " 48
1 1
Cchr = o1 |79+ (422 +5)], CPr = 51 131 21+ 1) + £ (225 + 1)]
1
cl = 1 [ty (221 — 1) +t5 (2w2+ 1) = 5 (Tg + 3Tp)]
1
cl = T [—t1 +to+5(Tg — Tp)]
3 1
COVJ = —ZWO, Cle == _ZIWO

Les équations de HF' sont obtenues dans le cas de l'interaction de Skyrme par dérivation

fonctionnelle de ’énergie par rapport aux fonctions d’onde individuelles. On les écrit comme
—\= — . —\ = = — . —
LT TV + V() =W (P)(V x )| 0, (Tr0uq) = 50, (Trovg)  (5:37)

Il s’agit d’un hamiltonien local. La non localité du potentiel moyen se trouve transférée
dans le terme d’énergie cinétique par la présence d’une masse effective fq(7>), ou les différents
termes sont définis comme

- En définissant la masse effective (en fait il s’agit du rapport de la masse du nucléon libre

a sa masse effective)

—\ m . 2_m 55(?)
W) = Y T W )
2m
= l+= [(CT+CT) p,+ (C§ — CT) pg] - (5.38)
- Un terme potentiel central
Ly 8E(7T)

— (G +CT) Ty +(C] = CT)my +2 | (CE + CF) py + (CE = CY) p,
L[(9C% | 9CTN ., (0CK _9Ct
Ipy  Opg K Ipy  Opg Pala
+2 [(COA” + CIA”) V2, + (COAP + Cfp) 62%]
+(CY 4 CY) div T+ (CF = CY) div T3+ 0y pVoou(T)  (5.40)
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ou d,, signifie que le potentiel Coulombien n’est ajouté au potentiel V(7") que dans le cas des
protons (p).

- Et un terme potentiel spin-orbite donné par

.
(7)) = =L (5.41)
6 J4(7)
= (@ +CF) Vo, - (@ - (Vo)
+(Cl+C)) T+ (Cl—c)) T, (5.42)

5.5 Fonctionnelle Semi-classique des courants de spin en
présence de ’interaction tenseur

L’utilisation de 'approximation de HF' avec l'interaction de Skyrme nous permet d’expri-
mer ’énergie totale du noyau en fonction des divers densités. Le but recherché est d’exprimer
cette énergie en fonction des densités scalaires de neutrons p,(7°) et protons p,(7). A travers
Papproximation semi-clssqiue ce but est atteint. On présente dans cette section les résultats
obtenus pour les courants de spin, obtenus par ’approche semsi-classique.

5.5.1 Densité de courants de spin protons 7p et neutrons 7n

— —
Pour calculer les courants de spin J, et J, qui sont fonctionnelle des densités de particules
H
p, et de ses dérivées Vp, dans notre approche semi-classique. On rappelle qu’a I'ordre h?, la

fonctionnelle densité spin-orbite s’exprime comme

— 2m —

Jq= —h2—fqPqu (5.43)

ﬁ
Maintenant, en remplacant W, par son expression donnée par I’équation (5.42) dans ’expression

—
. .o . L, . —
ci-dessus, cette derniére relation permet de réecrire le courant J ,(7") comme

— 2m

']q _h2_fqpq
— (CY’ +0Y7) Vp, — (CY — CF) (?p )] (5.44)

(c+ct) T+ (C =) T

q
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— —
Une fois donc détérminer, les différentes grandeurs f,, p,, Vp, , le calcul des courants J,, et
H
J , se fait par résolution du systéme d’équations suivant

—

2 — — —
b (G 4+ C)pa] T+ (CE = CY)p, Ty = (C37 + C8)p, Y p, + (CY = )0, VU,
h2 cJ + Y 7 cJ — Y 7 — (OY) + OV ? ovJ — oV ?
szp"‘(o"” 1)Pp p+(0 1)Pp n=(Cy” + 1)Pp Pp+(0 1)Pp Pn
(5.45)
Pour obtenir une expression explicite de ces quantités locales, il est possible d’effectuer I'inverse
d’une matrice. On peut réécrire (5.45) apres simplification comme suit

N
Jn B 1 C11 C12 ? Pn ( 5.4 6)
7p det(A) Co1 (22 Pp

ou les ¢;; representent le produit de deux matrices (voir appendice C), et le déterminant de la

matrice A s’exprime comme

2
dt(4) = () fud+ (9] (€34 CD o+ 0u8y) +4C{Clnp, (5T
Nous donnerons ici le résultat final
Tu = s (oG8 + CE oy + 20T + €, T
det(A) \ [2m P
b |5 = CF oty + 2CECY = G| T, ) (5.49
et
T = i ([at€s? = P+ G - € Cn) | T,
det(4) \ |2m p b
b | G+ O+ 2CTCH + G2 o, | T, (5.49)




Chapitre 6

Conclusion

Les études réalisées dans cette thése sont partagées en deux grandes parties. La premiére
partie consiste en 'application de la méthode semi-classique a un systéme de fermions sans
interactions confiné par un potentiel en considérant une situation plus générale ot I’Hamiltonien
contient une masse effective spatialement variable. En effet, suite aux progrés technologiques
réalisés dans le domaine de gaz quantiques, ces systémes fournissent un milieu controlable et
accessible pour tester la validité des théories élaborées initialement pour des systémes de matiére
condensée dans lesquelles ces vérifications ne sont pas toujours faciles.

Nous avons donné tout d’abord une vue générale sur la méthode semi-classique en introduc-
tion. En fait la méthode semi-classique dans sa version extended Thomas-Fermi peut étre vue
comme une approximation de la théorie exacte qui est la théorie de la fonctionnelle de la den-
sit¢ (DFT). Cette théorie est brievement exposée en discutant les versions de Hohenberg-Kohn
(HK) et de Kohn-Sham (KS).

Le chapitre 3 n’été consacré exclusivement a l'aspect semi-classique du probléme. La ma-
trice densité réduite d’ordre un a une dimension 1d d’un systéme de N fermions sans interac-
tions ayant un Hamiltonien avec une masse effective spatialement variable est examinée. En
effet cette grandeur est importante puisque dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de la
densité (DFT) et dans sa version de Kohn-Sham ’énergie cinétique totale et I’énergie d’échange
s’expriment en fonction de cette matrice densité réduite. Nous avons utilisé la méthode semi-

classique de Grammaticos-Voros pour calculer la matrice densité et nous avons obtenu une



expression analytique jusqu’a l'ordre A% et bien hermitique méme en présence des termes de
masse effective dépendants de la position. Afin de vérifier et avoir une bonne confiance dans
notre expression, nous avons fait le test suivant. Il consiste a retrouver la fonctionnelle de I’éner-
gie cinétique totale du systéme connue dans la littérature. Dans le cas des Hamiltoniens avec
une masse effective constante, nous avons proposé une généralisation de I’expression analytique
en dérivant une expression unique de la matrice densité réduite semi-classique en fonction de
la dimension d = 1,2, 3,4 de ’espace considéré.

A cause de son interét en mécanique quantique nous nous sommes intéréssés au propagateur
de Bloch e "M et en particulier pour un hamiltonien H ayant une masse effective dépendante
de la position z de la particule. Nous avons obtenue 'expression semi-classique jusqu’a l'ordre
hi2de ce propagateur en représentation position & une dimension C(x, ;) pour un systéme de
fermions confiné dans un potentiel arbitraire V(). Nous avons vérifié que notre développement
semi-classique n’est qu'une limite d’un calcul exact du propagateur de Bloch pour le cas d'un
oscillateur harmonique, si nous faisant un développement de Taylor, par rapport a la constante
de planck A, du propagateur exact connu pour ce cas. Nos résultats sont aussi analogues & ceux
obtenus pour la partie diagonale par les auteurs de la réference [58].

La seconde partie de cette thése a porté sur une étude dans le domaine de la physique
nucléaire qui a succité ces derniéres années un grand intéret dans la structure nucléaire, a
savoir l'effet du terme tenseur dans 'interaction de nucléon-nucléon de type Skyrme. Nous avons
étudié 'effet du terme tenseur sur les propriétés du noyau dans le cas d’un potentiel moyen
présentant la symétrie axiale (le cas en symétrie sphérique a été examiné récemment), dans
le cadre de 'approche de Hartree-Fock combinée avec la méthode semi-classique de Thomas-
Fermi étendue. Nous avons calculé les densités courants de spin engendrés par ’addition des
effets du terme tenseur dans l'intéraction.

Les études que nous avons mené dans cette thése peuvent donner lieu a plusieurs extensions.
Par exemple utiliser nos matrices densités semi-classiques pour le calcul de I’énergie d’échange.
Inclusion des effets de la température dans l'expression de la matrice densité. Extension de

cette étude au cas d'un gaz de bosons.



Chapitre 7

Annexe A : Matrice densité a d=4

Dans cet appendice, on vas calculer la matrice densité réduite pour un espace de dimension
d = 4, on adapte toujours la méthode semi-classique de Grammaticos et Voros.

On écrits tout d’abord la transformation de Wigner de la matrice densité réduite p,_, (7, 7)
pour un systéme a quatre dimensions comme

— =N 1 4 Z?? - -
Pd=4(T,T)—W d’pexp T pw (R, D) (7.1)

On va par conséquent remplacer I’expression de pw(ﬁ, 7’) donnée par (3.7), dans I’équation
(7.1) qui devient
pgs(T, T )V=A+B+C+D (7.2)

ol A represente la matrice densité a 'ordre de Thomas-Fermi, soit

1 . ip.s
T

- (27571)4 JPIpidp [ sin? 61e 5 d6; [ sin 02d0s [T d0; (7.3)

On a utilisé d*p = p® sin®(6;) sin(fs)dpdf,df,dfs. Pour effectuer I'integration ci-dessus on réecrit
'intégrale I(p)

h T ips
I(p) = Z']Tsfo cos fe i <0dp

_h af0”<h)e””5°”de

ips 9s°° \ip



qui donne le résultat suivant

T . 92 ipscos 6 27T 8 1 pSs
I(p) = [, sin®fe 7 df = —h <98 [EJO(E)] (7.4)
et par conséquent le terme A s’écrit en fonction de la fonction de Bessel, donc
9 10 ps, _ kp J2(2)
A=——""——— dpJo(—) = 7.5
@i s 95l PPNCE) = G (7:5)

ol on a introduit la variable z = 2° = kps et la fonction de Bessel J,.
Maintenant pour calculer les trois termes de corrections B,C' et D, on suit les mémes
étapes utilisées auparavant dans le calcul de la matrice densité a 2d et a 3d. Les trois termes

de corrections B, C et D a l'ordre h2, sont données respectivement

q FL2 =2 4 ips d(S(Hd — EF)
B = —/—— | — d _— .
(2mh)* <8m) (VRV> Jdpe dH, (7.6)
N g h2 = 2 4 ips d25(Hcl — EF)
¢ = (2mh)4 (24m) (VRV> Jdpe? dH? (7.7)
g h? 4 @[Hﬁ 2 ]d25(ch—EF)
D = d z . .
(2rh) <24m2) Jdper (PR V] = (7.8)
Pour effectuer 'integration ci-dessus on utilise d’abord les relations
do(Ha — Er) m? dd(p — pr) (7.9)
dH ppr dp '
dH, pr |P? dp? p*  dp '
qui remplace la dérivé par rapport a H,. par une dérivée par rapport & p qui donne le résultat
suivant
m ($2 V)
RV ) 0 oo, dé(p—pr) , ps
B = —g——F——"——|, dp————=Jo(—
g 327m2pps Gsfo p dp ol h)
m? = 2 0 o 1 d*(p—pr) 1dé(p—pr) ps
C = —g——— V) — dp | =——————— — ———| Jo(+—
T9672pps ( f ) gt 10 {pz’ dp? p* dp } )
Aprés intégration sur p, on abtient donc
m(V3V) o m(V3v)
B - _ il S A1
g 32m2h2z Oz (=1 (2)] g 32722 o(2) (7.112)
2
m2 (?RV)
C = —g zJ1(2) (7.11b)

96m2k2 h



—
o, . , . — 1. 2
Pour calculer la quantité D, nous écrivons le terme (p"V z)?V en utilisant les coordonnées

— — | =
du centre de masse R = T5= et coordonnée relative S =7 — 7', sous la forme
= 4 0*V
(PVR)?V =3 pp; (7.12)
ij=1 J 8X18Xj

me

N N g
Ou p; désigne la i*™° composante de p et de méme X; est la de i*"¢ composante de R.

On peut donc écrire

. g47T h2 4. 4 V 82 3 LPSCOSed (5( EF)
D= (27 h)* (24m2> ; Z:: 0X;0X; 05,05 fp dpfo sin® Qe & dchl (7.13)

En insérant la relation (7.10) dans (7.13) et en écrivant comme D = Dy — Do

avec
g. 4mh2 1 4 82‘/ (92 3 ips cos 6 07 (p — pp)
D, = ————— d 200 n - ML)
! 24(27rh) < )Zzljzl 0X;0X; 0s;0s; Jp pfo s e p?
gdmh? (1N AL & [ 0V &2 5, pm . o, iscsed (p—pp)
Dy, = ————— d e " ————=
2 24(27Th) ( Z:ZU; 8X18XJ (98188]' fp pfo smeve p3
et si on note que
ips \? 92 ips
pipje b (;) 88185j€ '
nous obtenons apres calcul I'expression de D
2 82V 02
J 7.14
967r2k:2 12 ZZ”Z {OX 0X; 83283]} [2/1(2)] (7.14)
Finalement, nous utilisons les relations suivantes
ds Si ot a Si 0
Js; s O0s; s 85
0* [0y s s] + sisj 0%
0s;05s; s s3 0s?
Pour obtenir ’expression finale de D
D= Y2k J I (Fn(FarZ) 2z 7.15
N 962 7 (Vi) Jo() + 5555 \ Vi ( VaV ) 5 ) #4() (7.15)

Si on reporte les résultats des Eqs (7.5), (7.11a), (7.11b) et (7.15) dans I’équation (7.2) on
trouve le résultat finale de 'expression de la matrice densité réduite d’ordre un py_, (7, 7)

obtenue & 4d jusqu’a l'ordre hZ.



Chapitre 8

Annexe B : Tenseur en symétrie axiale

Suivant les proprietés de transformation par rotation, la densité tenseur spin-courant .J,,, (7)
s’écrit
1

— — 1 —
Jur (7) = 30w @ () 53w ) (7) + I (7) (8.1)

ott leur composantes J© (77), Jil) (7)), Jff,) (77) sont définis par les équations (5.27), (5.28),
(5.29) repectivement. Nous allons maintenant traiter les deux cas, = v et u # v.
D’abord pour le cas y = v, le deuxiéme terme JU) (77) disparaitra (i cause du tenseur

Levi-Civita) et les autres termes J© (77), JA(L,Q,) (7") prennent la forme suivante

JOT) = S (7) (82)
I ) = 5 e (F) 4 (7)) = 5 5 s (7) (83
Lo -

Juw (7)) = —JOF)+ I3 (7)

et peut étre réécrite aussi sous la forme

z

quv
p=z



Notant que ¢ = n, p. Passons maintenant a la partie paire de la fonctionnelle Skyrme dans le

méme cas (u = v),

" f,
[—%g— + 20{} T + CL Ty + CF T + 20T Ty + 2CE T + CF Tt
= uwCY ' Vip, — euC¥ Vi J, =0 (8.7)

On pose = x pour simplifier ’écriture de ’expression

n? f,
|:_2_f_ + 2OI:| vaac + O—f‘]na:ac + C—I:JT(LO) + 20?‘]17%5 + 205‘]17”5 + CfJZEO) =0 (88)
mpy,
On obtient la méme forme pour i = y, 2. Nous pouvons réorganiser ces équations comme suit
n? f,
{_%Z +2CT + cf} Jnae + [207 + CF] Jpou + CLIO + CFJO = 0 (8.9)
B2 fn T | ~F T | ~F F 1(0) | ~F 7(0)
“om o +2C 4+ CL| Juyy + 201 + CT] Jpyy + CLID +CETY = 0 (8.10)
B fn T | ~F T | ~F F 1(0) | ~F 7(0)
—5 T 200+ O e 2CT +CF Jpee + CLIP +CEIP = 0 (8.11)
mpy,

la somme des équations (8.9), (8.10) et (8.11) nous ameéne & l’expression ci-dessous

h2
{——ﬁ +207T + cf] JO + 20T + CF] JO +3CE IO + 3CF T = 0 (8.12)

2mp,
avec les mémes étapes précédemment utilisées pour ¢ = n, nous trouvons la fonction de Skyrme

pour ¢ = p, en obtenant un systeme d’équations linéaires

h2 fn T F 0 T F 0
[_%p—nmqwq} JO + 20T +4CF] JO = 0 (8.13)
h2
[‘%% +2C7 + 405} B + 20T+ 40T Y = 0 (8.14)
p

ce systéme d’équation peut prendre la forme matricielle

B b 90T 4 4CT 20T +4CT W\
20T +4C* — gl 20T +40% 750
et on trouve
JO = S T (F) = Jyse + Jugy + Jgns = 0 (8.15)
et

Cas ou i # v. Le terme tenseur s’écrit alors

1
Jur () = 32wy (7) + I (7) (8.16)



posant uv = xy

TG (7) = 5 Ly (7) + e (7)) = I (7) (817

Ou
T (F) = SIW () + 12 (7) (818)
Jyo (T7) = —éjm( )+ I (T) (8.19)

En remplacant dans I'expression de la densité de la fonctionnelle de Skyrme

n fu T ) F ) (10
[—%p—n+20+:| (2an +J +C+ 2an +<] +2C° ZJPZ —l-Jpzy

1
+Cr ( 57 ) 4 Jpwy) =—-CY’'V.p, — C¥'V.p, (8.20)

et pour uv = yx
h? f, 1 1 1
_—Jn 90T (1) (2) F 20T (2)
{ 2mpn+ C+] ( 2Jm + ) | +CL 2Jm +J +2CZ 2Jpz + Jpuy

1
+Cr (2Jpz + Jpxy) =CY'V.p, +CY'V.p, (8.21)

alors la somme des équations (8.20) et (8.21) conduit au résultat suivant

2
Pﬂﬁ+wﬁﬂﬂﬂw@ﬁ+ﬁw ~0 (8.22)

2m p nxy pry

et la soustraction des équations (8.20) et (8.21) conduit au résultat suivant

n? f,
—— 2o —cF|l JW 4 (¢ - cF) gV
|:2m,0n+ + +:| TLZ—I—(— _) pz
= —2CY'V.p, —2CY'V.p, (8.23)
Ce qui implique
2 _ 2) _

JO = J2 =0
g2 — J(Q) —J@ —

Tz Yz



Chapitre 9

Annexe C : Calcul des courants de spin

Comme nous 'avons mentionné précédemment, nous allons détailler la solution des équa-
tions linéaires définies par le systéme d’équations (5.45) dans lesquelles nous avons finalement
trouvé les expressions de la densité de courant de spin des protons et neutrons pour l'interaction
a deux corps en présence d’un terme tenseur. Nous commencons par leur expression sous la

forme matricielle

-1

ﬁ
I Q11 Q2 B B = Pn
’ _ R Ry (9.1)
Jp Qo1 Qi Bar Bao Pp
A
Avant de calculer la matrice inverse A, il faut définir les différents éléments a;; et 5“,
— 2 J J J J -
— - 2
Ty (@ =Cp,  [Efy+(C+Cp,
C'VJ+CVJ N CVJ _ Cer N N
y (Co 1 )pn (Co 7 )p ? p (9.2)
(COVJ - Clvj>pp (COVJ + Clvj)pp pp
mathématiquement, I’opération de calcul de la matrice inverse est définie comme suit
1 Q2 —Qg2
A7l =
det(A) Qg oy
a1 ([ [Brrachy]  —(C-Ch, .

A\~ =Chpy [+ (€ + o,



aprés un calcul et une simplification, nous avons d’abord trouvé le déterminant de A défini par

I'équation (5.47) et I'expression (9.1) devient

— 2
7.\ [Zh+(C+Cp| (= Cp,
J, det(A) —(C{ = )p, [%fn +(Cf +C{)p,
C«VJ + CVJ N CVJ _ C«VJ N N
y (Co Y pn (Co 7 )p ? P (9.4)

(G5 =)

(G5 +C1)p, Py

Effectuant maintenant le produit de deux matrices ci-dessus. Par conséquent

J 1 =

n c c n

S = R I (9.5)
Jp et( ) Co1  C22 Pp

ol les éléments ¢;; sous leur forme explicite sont donnés par,

(O 4+ CY ) poufy + 20V CY + CSIC N pp, E(CF7 — CY ), +2(C57CY — CYICY)pop,
2(Cy7C{ — OV C)pup, + L2 (O — CY N ppfu (CF7 + CY)pfu + 2(CY CJ + CFCY)pop,

. N . . . = = = =
Ce qui nous raméne aux résultats finaux des densites de spin-courant J, (7 )et Jp (1)

données par les équations (5.48) et (5.49).
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Résumé

Ce travail est consacré a I’étude des systémes de fermions en appliquant la méthode semi
classique dans deux domaines, le premier domaine est concernant les systémes réduite ou
nous avons pu dans cette partie de trouver une formule générale de la matrice densité
réduite a d dimensions avec une masse constante jusqu’a I'ordre #Z2. Pour le cas particulier d =
1, nous avons établit une expression analytique de la matrice densité dans une distribution
de masse variable. Comme une application intéressante, nous avons également dérivé au
méme cas une expression analytique du propagateur avec une masse variable et un potentiel
quelconque, confirmé par des testes comparatives. Quelques résultats numériques sont
présentés. Dans la deuxiéme partie nous avons vu I'effet du terme tenseur sur une
fonctionnelle nucléaire de type Skyrme par calculer les densités du courants de spin pour les
neutrons et les protons sous le cadre de la méthode semi classique, enfin nous avons
programmé les résultats trouvé et les présenter numériquement.

Abstract

This work is devoted to the study of fermions systems by applying the semi-classical method
in two fields; the first field is concerning reduced systems where we were able in this part to
find a general formula from the reduce density matrix to d dimensions with a constant mass
up to order 2. Considering a special situation we have thus established an analytical
expression of the density matrix at d=1 in a variable mass distribution. As an interesting
application we have also derived an analytical expression of the propagator with variable
mass and any potential, confirmed by comparative tests. Some numerical results are
presented. Inthe second part we have seen the effect of the tensor term on a Skyrme
nuclear functional by calculating the densities of the spin-currents for neutrons and protons
under the semi-classical method, finally we programmed the results found and presented
them numerically.
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