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Introduction

INTRODUCTION

L’étude des problemes de diffraction des ondes (de gravite,
acoustiques, éastiques et éectromagnétiques) dans un milieu contenant
une partie non homogéne (cavité, inclusion ou autres ...) se formule tres
souvent sous la forme d’un probléme aux limites. La résolution de ce
probléme peut se faire par diverses méthodes (différences finies, éléments
finis, etc....) [1,10,19,20,28,29,30]. Dans |e cas de milieu infini, la méthode
des représentations intégrales semble étre la mieux adaptée pour la
résolution de ce type de problemes. Cette méthode réduit la résolution du
probléeme a celle d’une équation intégrale sur la frontiere délimitant le
domaine. Cette équation intégrale peut étre soit de premier espéce ou bien
de second espece. Cependant, un probléme d’unicité de la solution de
I’équation intégrale apparait. Cette anomalie est liée a la méthode de
résolution utilisée plutdt qu’a la nature physique du probleme. Certaines
solutions ont été proposées pour contourner cette anomalie (voir [6,7,8]
pour une discussion détaillée des solutions proposées). Certaines de ces
solutions sont basées sur la modification du noyau de I’équation intégrale,
c'est-a-dire, la modification de la solution fondamentale connue sous le
nom de fonction de Green. Cette modification fait intervenir des
coefficients complexes appel és coefficients des multipdles, et qui doivent
satisfaire a une condition large (1.24). Dans le cas d’ondes acoustigues,
KLEINMAN, ROACH, KRESS et JONES [7,16,18] ont présenté une
méthode de détermination d’un choix optimal de ces coefficients. Cette
méthode s’appuie sur la minimisation de la norme de I’opérateur intégral
qui définit I’équation intégrale modifiée. La minimisation de la norme de
cet opérateur est liée ala convergence de la méthode itérative utilisée pour

la résolution de cette équation intégrale modifiée, a savoir la méthode des
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approximations successives. SAHLI [21, 27], a utilisé cette méme méthode,
mais pour le cas d’ondes élastiques en deux dimensions, et Dans [3],
ARGYROPOULOS et KIRIAKI ont éudié le méme cas, mais en trois
dimensions. La particularité de ces ondes éastiques est la relative
complexité de [I’équation différentielle régissant le phénomene de
diffraction.

D’autres travaux [4, 23, 24, 25, 26], ont développé un deuxieme
critere d’optimalité pour les coefficients des multipbles, en minimisant la
norme du noyau de I’opérateur intégral modifié, a savoir, la norme de la
fonction de Green. Ce deuxieme critere d’optimalité, est motivé par le fait,
qu’a travers la minimisation de la norme de la fonction de Green, on
minimise auss la différence entre la fonction de Green modifié et la
fonction de Green exacte.

Un troisieme critére d’optimalité des coefficients des multipdles, a
fait I’objet d’un récent développement, dans lequel SAHLI et DJENAIHI
[11, 22], a déerminé un autre choix optima des coefficients des
multipbles, en prenant comme critére d’optimalité, la minimisation de la
norme de I’opérateur traction lié a la fonction de Green modifiée. Ce critére
d’optimalité, est motivé par le fait, qu’a travers la minimisation de la
norme de I’opérateur traction appliqué a la fonction de Green, on minimise
ains la norme de la différence entre le noyau modifié et e noyau exact de
I’opérateur intégral modifié.

Se basons sur les travaux d’ARGYROPOULOS, KIRIAKI et
GINTIDES [2, 5], ans que GINTIDES, MINDRINOS et
PALLIKARAKIS [9, 12, 13, 14, 15], on se propose dans ce travail de
développer un nouveau critere d’optimalité pour les coefficients des
multipbles, basé cette-fois-ci, sur la minimisation du nombre de

conditionnement de I’opérateur intégral modifié associé au probléme aux
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limites régissant le phénomene de diffraction d’ondes élastiques. Le choix
de ce nouveau critere d’optimalité, est lieé directement a la stabilité
numeérique de la solution de I’équation intégrale modifiée. Notre travail qui
porte sur les choix optimaux des coefficients des multipdles dans le cas
d’ondes élastiques en deux dimensions, est structuré en quatre parties. La
premiere partie est consacrée a la formulation mathématique du probleme.
Dans |la deuxieme partie, on rappel le choix optimal des coefficients des
multipdles dans le cas d’une frontiére quelconque, en utilisons d’autres
criteres d’optimalité. La troisieme partie traite a titre indicatif, le cas d’une
frontiere ayant la forme d’un cercle, des résultats intéressants sont obtenus,
en minimisant le nombre de conditionnement de I’opérateur intégral
modifié, dans le but énoncé ci-dessus, mais également, afin d’assurer la
convergence de la méthode itérative utilisée pour la résolution de
I’équation intégrale modifiée régissant le phénomene de diffraction d’ondes
élastiques, pour un rayon de convergence auss grand que possible. Dans
cette partie, la fonction de Green sera modifiée de deux fagcons différentes,
I’une en utilisant des coefficients des multipbles simples, et I’autre en
utilisant les coefficients des multipdles croisés. Et dans la derniéere partie,
on étudie le cas d’une frontiere ayant la forme d’un cercle légerement
déformé. Le travail se termine par une conclusion avec un résumeé des

principaux résultats obtenus.



Chapitre 1 Formulation du probleme

CHAPITRE 1
FORMULATION DU PROBLEME

Dans ce qui suit, on présente la formulation mathématique du
probleme. Nous commencerons tout d’abord par introduire les notations
gue nous utiliserons. On considere un domaineD c IRZ, homogene,
élastique, illimité extérieurement et limité intérieurement par une frontiere
oD (figurel).

v

Figure 1 : représentation du domaine
On note par D_ I’intérieur de oD tel queIR2 =DuwadD uD_
On note par P,Q lespointsde D, p,q lespointsde oD et par P_ , Q_

les pointsde D_
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Le probleme aux limites auquel nous nous intéresserons se formule comme
suit :
i) L’équation dans D :

k—lzgrad (divu(P)) - %rot (rot u(P) + u(P) = 0 PeD  (L1)

Ii) Lacondition sur lafrontiére oD
Tu(p)=f(p) p €D  (Condition de Neumann)
Ou bien : (1.2
u(p)=g(p) p €D (Condition de Dirichlet)
1) Les conditions de radiation :
Elles s’expriment sous la forme suivante [20]:
Lim u (P)= 0
g = +

Lim u (P)= 0

rp — + ©
1 -
s u (P .
Lim r2 #—i.k.u (P)l=0
rp >+ arp
L (1.3)
5 lou (P ¥
Lim 12 ou P kd @l o
gy > + Gl'p
. ' 1 .
ou: u (P) =~ grad (divu(P))
k
. 1
u (P) = —5rot (rot u(P)) (1.4)
K
2 2
avec: k? = rw et ngrw
| +2m m

r est lamasse volumique, | , m sont les constantes de Lamé.
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w2 la fréquence des ondes.

T est I’opérateur traction qui agit sur lafonction u(p) par rapport au point

p. Dans le cas d’un milieu isotrope T prend laforme suivante :

Tu(p)=1.A(p).divu(p)+ ZmZUT(p)Jr mA(p)xrotu(p) pedb (1.5
p

ol A(p) est lanormale en pdirigée vers Iextérieur de D_.

Le probleme aux limites tel qu’il est définit posséde une solution unique

pour toutes les valeurs de la fréquence des ondes w2 [7].

Pour obtenir une représentation intégrale de la solution de notre
probléme, une solution fondamentale et singuliere est nécessaire. Cette
solution est connue sous le nom de tenseur de Green. Dans le cas d’un

milieu homogene et isotrope, ce tenseur s’exprime comme suit [28] :

Go(P,Q) = ﬁn : {y iy +% grad(grad(y —f ))} (1.6)

ol | est le tenseur d’unité, y =H3(K.R) et f =Hj(k.R), H(.) désigne
lafonction de Hankel d’ordre zéro et de premier espece et R est la distance

séparant les deux points Pet Q.

Ayant défini la solution fondamentale, les représentations intégrales
pour la solution de notre probleme peuvent étre maintenant obtenues. Il y’a
deux méthodes pour I’obtention des représentations intégrales, la méthode
directe et la méthode indirecte. La méthode directe s’appuie  sur
I’utilisation de la formule de Green [28], la méthode indirecte s’appuie sur
la notion de potentidd simple couche ou double couche. Nous
commencerons par la méthode indirecte. Pour le probleme de Dirichlet, 1a

solution est recherchée sous la forme d’un potentiel double couche :

uP)= [Tq Go(P.q).W(q).dsy = (DW)P) PeD (1.7)
oD
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O0 W(q) est une fonction densité définie sur oD . Cette représentation

conduit a I’équation intégrale suivante :

SW(p)+ [TeGola p)JW(ahdsy = W(p)+(Kow |(p)=g(p) pecD  (18)

[o/D]
ou Ky est I’opérateur intégral défini par :

(KoW)(p)= [Tp Go(p.a).W(a).dsq pedD (19
oD

Pour le probléme de Neumann, |la solution est recherchée sous la forme

d’un potentiel simple couche :

u(P)= [ Gy(P,q).W(q).ds, = (SW)(P) PeD (1.10)

O0 W(q) désigne toujours une fonction densité inconnue définie sur oD .

Cette représentation conduit a I’équation intégrale suivante :

W)+ (KW)(P) = F(P)  pedd (1)

Pour la méthode directe, I’application de la formule de Green a la

solution recherchée uet au tenseur de green Gy dans le domaine limité

intérieurement par oD et par un cercle de grand rayon r., (figure 2),
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conduit aux relations suivantes, ou il a été tenu compte du fait que uet Gy
satisfont a I’équation (1.1) et aux conditions de radiation (1.3) :

j u(9).T4Go(a,P)-Tu(a).Go(q,P)|.ds, PeD  (1.13)

J[u (a).T4Go (e P)-Tu(a).Go (a p)].ds;  pedD (L14)
Cequi conduit al’équation intégrale suivante :
1 —%
Sulp)-(Kou)(p)= ~(sT)p)  ped  (1g)

Les deux équations intégrales (1.12) et (1.16) correspondants
respectivement aux représentations intégrales (1.10) et (1.13) du probléme
donné sont des équations intégrales adjointes. Donc, en vertu des
théoremes de Fredholm [16] si I’une des deux possede une solution unique
il en sera de méme pour I’autre. Or il est connu et éabli (voir par exemple

[8]) que ces deux éguations intégrales ne possedent pas des solutions

uniques pour un spectre discret des valeurs de la fréquence des ondes w2,

Ce qui est en contradiction avec ce qui a été énonceé un peu plus haui.

Plusieurs méthodes ont éé proposées pour contourner cette
difficulté. On peut citer entre autre celle qui consiste a perturbé la fonction
de Green Gy en lui gjoutant une série de fonctions appelées multipdles.
Dans ces multipdles intervient des coefficients arbitraires. Le tenseur de
Green ainsi modifié est donné par [8] :

- Modification avec coefficients des multipdles smples:

N

+00

G (P.Q) =Gy (P.Q) + | 3 Zzl

2
A4mK* Mo s-1 i-1

a8 Fs'(P)@FS'(Q]  (117-3)
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- Modification avec coefficients des multipbles simples et croisés :
G,(P.Q)=G,(P.Q)

+00 2
X 2

1=1

o' 2! (P)® F3'(Q) (1.17-b)
{ J.b,Fa'(P)® Fn(fs)(“)(Q)]

ou afn' et by, sont successivement, les coefficients des multipdles ssmples

et croisés, et
FSX(P)=grad(HE (k.rp)ES (@), FS2 (P)=rot(HE (K 1, )ES (@, )8s)
(rp.ap) sont les coordonnées polaires du point, Hi (.) représente la

fonction de Hankel d’ordre m et de type 1 et

s ~ cos(m.qp) s =1
S RN e S
_ 1 m=0

®désigne le produit tensoriel, &;est e vecteur unité dans ladirection de z.

Les équations intégral es modifiées correspondantes aux équations (1.12) et
(1.16) deviennent alors respectivement :

- Sw(p)+ (W)(p)=f(p)  pedD (1.18)
Lu(p)-[Kiu)p)= ~(s0)p)  pea (1.19)

Ou K, est I’opérateur intégral modifié défini de la méme fagon que K,
mais avec G, remplacée par G,.
Le tableau ci-dessous résume les formulations directes et indirectes

conduisant a des équations intégral es modifiées de second espece.
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Conditionsaux limites | Equationsintégrales | Représentation dans D
%W+R:W= g u=D,w (1.20)
u=g (Dirichlet)
SWAK W= D, 0 u=D,g-SW (1.21)
%W—RIW: _s f u=DW-S f (1.22)
Tu=f (Neumann)
_%W+K1W: f u=sw (1.23)
ou: (D, 9)(p)=T (D, 9)(p)

Afin de garantir I'unicité des solutions des équations intégrales
(1.18) et (1.19), une condition suffisante mais pas nécessaire a été établie
dans [8]. Cette condition porte sur les coefficients des multipOles et

s’exprime sous la forme suivante :
= 1 1 -2 1
bm.(afn + E]+bm.(am + §j=0

2 1

+ ‘bm‘z— =<0 (1.24)

1
as, += 2

2
VY m=0:00 e Vs, =12

On, remarque aors que la condition (1.24) est une condition large. La
question que I’on se pose est parmi toutes les valeurs possibles que peuvent
prendre ces coefficients, est ce qu’il existe un choix optimal vis-a-vis d’un
critere donné€? C’est a cette question que I’on essayera de répondre en
prenant comme critered’optimalité la minimisation du nombre de

conditionnement de I’opérateur intégral modifié Cond(M).

10
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CHAPITRE 2
CRITERE D’OPTIMALITE USUEL

Dans le chapitre suivant, on énoncera quelgques résultats qui nous
seront utiles par la suite, il s’agit des choix optimaux des coefficients des
multipbles simples et croises [26, 27], et qui traite le critere d’optimalitélié
a la minimisation de la norme de I’opérateur intégral modifié. Ce critére
vise a garantir la convergence de la méthode itérative qui sera utilisée pour

la résolution de I’équation intégrale modifiée (1.18), et ceci pour le plus

grand spectre possible de valeurs de la fréquencewz. On rappelle que le
rayon de convergence de la méthode des approximations successives

s’exprime sous la forme suivante [16] :

O<w?a 1 (2.1)
”Kl”Lz(aD)

2-1 Choix optimal des coefficients des multipdles smples:

2-1-1 Théoréme 1.
La norme de I’opérateur intégral modifié |K,| est minimisée, s les

coefficients des multipdles simples sont choisis comme suit :

s I _ fmS| 22
" 4mK?  a® (22)
Ou:
az =[F:'[ (2.3)
fol =< KoTFS' Fs'* > (2.4)

11



Chapitre 2 Critere d’optimalité usuel

Démonstration :
La norme de notre opérateur intéegra modifié est minimisée, s les

coefficients des multipdles simples a;' minimisent la quantité |K,w|* pour

toute fonction we L, (D). Calculons donc lanorme [[K,w{*:

[Kowf* =K ow]* (2.5)

2 —
> [aﬁf <KW, TF ' ><F2tws>+ad! <TF: ! K w>< Fnil,w>]

H +00 2 PR _
P Z [52<KOW,TF,§2>< Fo2,w>+a% <TFS 2, K w >< Fniz,w>]

=1
i 2 +0 2 oo 2 _
+( ; j ZZZ[ At <TFS L TR >< B3 L w>< Fn”l,w>]

4mK m=0s =1n=0n=1
i 2 +00 2 o 2 - o
+[4 sz ZZZ[Sla?12<TF;1,TF:2>< Folhw>< F:z,w>]
m m=0s =1n=0n=1

. 2
J{ : j S S S S | zd? TR TR 2 < B2 2 woe 12, wo]

4|'TIK2 m=0s =1n=0n=1
C’est un probleme de minimisation standard, dont la condition nécessaire
pour I’existence d’un minimum est I’annulation de la dérivée.

Donc, s on dérive par rapport aux coefficients a* et a’?, on obtient :

oK
nl

oa, _
olK
n2

oa

@ vwel,(@D)  (2.6)

n

Ou sous laforme suivante :

Sy <TR L TEIsFi =0 (27)

- 2 R
KITE"? — s | TFSZ,TFHZ Er?2 =0 2.8
TR n;)s:lZam <TF> "2 s Fr (2.8)

12
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En prenant le conjugué et en calculons le produit scalaire de (2.7) et (2.8)
avec F''* et F)** respectivement, on obtient :

SKTR R e dl<TRLTR =0 (29)
m

<KTFY s g <TRATR =0 (210)
m

Les solutions de ce dernier systeme d’équations sont données par (2.2).
Il reste & démontrer que ce choix des coefficients des multipdles simples
minimise effectivement la norme de notre opérateur intégral. Autrement
dit, s K désigne I’opérateur intégral modifié avec le choix optimal (2.2),
et K, désigne I’opérateur intégral modifié avec un autre choix quelconque
des coefficients des multipdles, alors on doit avoir :

[Kow|<|Kw| vwel,(eD)  (2.11)
Supposons pour cela que les coefficients (choisis arbitrairement) dans K.,
puissent s’écrire souslaforme:

as' =a'(0)+es) (2.12)

m m m

Ou &:'(0) sont définis par (2.2), on auraaors:

K =K M‘“szig WS > >

~

ou : he'(p)=e3' TF:'(p) (2.13)
le deuxiéme et le troisieme termes du second membre de I’équation (2.13)

s’annulent en raison du choix des coefficients dans K. Ains (2.13)

devient :

13



Chapitre 2 Critere d’optimalité usuel

2 0 2 & GEEEEY s n k s n k
[Kw :HKlW” +mz::052122222m Zk<pl ks (2.14)

=11=1 n=0n=1 k=1

~

ou : Z3' =<w,F:' > (2.15)

La validité de notre résultat dépend de la positivité de la forme

guadratique :

+00

2 2 o 2 2
Iz ok <y k> (2.16)
Pour établir ce résultat, construisons un ensemble de fonctions

orthonormées {Us' [:'2% & partir de {h3' 2’27, en utilisons par exemple la

m=0:00 m=0:00

1=12
. 1

procédure de Gram-Schmidt [23] et I’indépendance linéaire de {hfn'}

m=0:c0 "

existe aors un ensemble de coefficients {ds™ °}, tel que

=S TSy (2.17)

p=0m=1s=1
On auradonc :
400 2 2 o 2

2 R
<L >= 3 DY U UL > (218)

p=0 m=1s=1g=01=1r=1

40 2 2
-3 >34 d-DD

p=0 m=1s=1

Ou D est lamatrice a éléments d2"°, et D” est sa conjuguée Hermitienne.

mp ?

Mais DD est semi définie positive [28]. Ce qui termine la démonstration

du théoréeme 1.
2-1-2Lemmel:
si oD est un cercle derayon a, alorsles expressionsdes {F3'* 2% sont
données par :
alFY _¢c EF22 alFZZ_C_Fll
F:]lJ_: m' m m' m ’ FrT?ZJ_: m' m m' m (219)
A, A,
pl2l _ a, k.’ +§Fr§1 F2Ll _ asF2+c F.° (2.20)
" Am , " m .

14
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ou:

AE

a;zzpak{\H;n(kajz{ J2|Hm(ka)|2:| (2.21)

al = 2paK2|:‘H,’n(Ka)(2 +[%J2|Hm(Ka)|2} (2.22)

c, = 2pakK[% H/ (ka)H,(Ka)+ k—rz H,,(ka)H r’n(Ka)} (2.23)

A, =akak .|’ (2.24)

Démonstration :
En prenant le produit scalaire de (2.7) avec F:'et en utilisons (2.8), on

obtient :
+0 2 2
z ZZCrSnr:]lk Irsnr:1|k :dmndsndlk (225)
m=0s =11=1

ou : |ntk =< F2' FM > (2.26)

les expressions de (2.26) pour toutes lesvaleursdesnlk=1:2,
sont données par [23] :
"™ —ald d (2.27)

—“m¥mnYsn

I rsnnn22 = ar?n dmnds n (228)
I rsnr:112 :_Cm (_ 1)5 dmn(l_dsn ) (229)
I rsnr:12l :_a(_l)ndmn(l_dsn ) (230)

En utilisons (2.27)-(2.30), on obtient le systéme linéaire suivant :

a}n Crsn::-wll +acrsnﬁ|2 =dmnds 1dI1 (2 31)
CmCrSn:rl:l—i—ariCriﬁlz =dmn s2Y12 .

ar]h C;ill _acrsn}wlz =dmnds 2dI1 (2 32)
-Ch Cr?1§|1+ar2n Crsn::;lz =dmndsldlz .

15
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Avec le méme déterminant non nul donné par (2.24). ce qui conduit alors
aux solutions données par (2.19) et (2.20).
2-1-3 Theoreme:

S oD est un cercle de rayon a, alors le choix optimal des coefficients
des multipbles simples qui minimize la norme de I’opérateur integral
modifié define par (2.3), est donné par :

2

a11 :_%|:%+ a:rlinar?ﬁ B mém n bm ( mari Cmé‘m):| (233)

o _ 1 %Jr araz —c.d, +b_r; (ainém _Cmélm) (2.34)
2 am m am Am
1/é* &a*a?-cé& b (da®-c a2

at == _r1n+w+_r1"_( mZm__~m m) (2.35)

~2 132 _~ 4 1a
a22 — _%[a_m + amam Cmdm + b_m (amCm Cmam ):| (236)
Ou:

at = 2pak{‘]r’n(ka)ﬁ;1(ka)+ (kmjz Jm(ka)ﬁm(ka)} (2.37)

a

52 - 2paK Z{J,’T](Ka)ﬁ ! (Ka)+ (%) 3. (KajA m(Ka)} (2.38)

3~

(ka)d m(Ka)+k_r23m(ka)m(Ka)} (2.39)

i :zpakK[k_“;J;n(Ka)ﬁm(ka)+%Jm(Ka)ﬁin(Ka)} (2.40)

k*(2md” (ka)-1J, (ka))(zmﬁf; (ka)-1 H m (ka))

m

=2 +(2—”"‘]2{kﬁfn(ka)—MJ(kJ,;(ka)—M] (240

a a a
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(mk 2 (237 (Ka) + J m(Ka)XZmﬁgq(Ka) - +ﬁm(Ka))

Tn =2 +(2—”mj2(KJ,;(Ka)—MIKE&(K@—M] (242)

_kZ(Znﬂr’]ﬁ(ka)—lJm(ka){Kﬁ (Ka)- _m(Ka)J_
b= 4prm (2.43)

K 2[I<J;n(|<a)— Jmika)](zH )

mk?K 2(2nH (ka)— | H,, (ka)J2H " (Ka)+ H ,(Ka))

A = (2o [Z"mj (kH (ka) - Mj{KH,@(Ka)—MJ (249

a a a
Démonstration:
Pour calculer les valeurs des coefficients des multipbles simples a®', nous

devons calculer lesvaleursde f3' données par (2.4). Nous avons [23] :

KoTF:'(p)= [TF:'(@)T,Go(a. p)ds,  (2.45)
oD
Si en utilise le dével oppement de lafonction de Green [24] :

{Fé‘k(qm Fr*(p) } (2.46)

AmK? S 43 &+ B (q)© Fr(p)

Go(a, p) = %

On obtient :

<TFS' TFS' >

fsio | 2 ) 247
™ 8mK? ' +ZZZ<TF:",TF;'><F:",F;“> ( )

n=0 n=1 k=1

Utilisons (2.19) et (2.20), on obtient les relations suivantes :

f11:f21

8mK? " A, " A,
f12: f22
132 _~ Q4 1a A~ 4l 2.49
_8 |K2 {é,ﬁ +a§, (amarn Cmdm)+ b, (amcm cmam)} ( )
m m m

17
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utilisons (2.48) et (2.49), on obtient les expressions des coefficients des
multipblestel que définis par (2.33)-(2.36).
2-1-4 Théoreme:

Sl oD est un cerclederayon a, et si le choix optimal des coefficients des
multipbles simples dans la modification (1.17a) est donné par les relations
(2.33) a (2.36). Alors nous avons::

[kj=0 (250
Démonstration :
D’apres le lemme 2.1.2 et le théoreme 2.1.3, la fonction de Green modifiée

admet le dével oppement suivant :

i +00 2

> Y SR (p)e[F (p)+ay Fi (p.)]

>
4mK m=0 s=1 I=1

G,(p.q) =

:%[GD(p,q)+GN(p,q)] (2.51)

Ou G et G" sont les fonctions de Green pour les problémes de Dirichlet
et de Neumann, sur le cercle respectivement. Alors:
G°(p,q)=0 et T.G“(p,gq)=0 pour R,>a € R, =a (2.52)
Apres quelques calculs, on obtient :
T,G°(p,q)=-T,G°(p,q) for R, =R, =a (2.53)

Autrement dit, sur lecercleon a:

T,G.(p.g)=0 (2.54)
Cequi implique:

K,w=0, Vwel,(éD) (2.55)

d’oll |K,w|=0, et par consequent notre équation intégrale admet une

solution unique.
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2-1-5Lemme:
Se basons sur la technique utilisée dans [23], on considére une famille de

frontiéres circulaires donnée paramétriquement par :

R =a+e] (qp) 0<qg,<2p (2.56)
ouj et (% sont des fonctions bornées.

Si on utilise les estimations établies dans [24] pour les vecteurs multipdles,
on obtient :

Fo'(Pe)
TF' (pe )

<F3' FM > =<FS' F'*>_10() (2.59)

Fr'(p)+Ole) (2.57)
TF,' (p,)+Ole) (2.58)

<TFS' TR > =<TF:', TF"* >_+0(e) (2.60)

Fo'*(p.)=Fs'(p,)+Ole) (2.61)

2-1-6 Théoreme:
S oD est définit par (2.56), dors le choix optima des coefficients des
multipbles simples qui minimise la norme de I’opérateur intégral modifié
définie par (1.9), est donné par :

al =a'(a)+ Ole) (2.62)

al? =a'?(a)+O0(e) (2.63)
a’' =a?(a)+O0(e) (2.64)
a?? =a2*(a)+0O(e) (2.65)

Ou a:'(a) est le choix optimal des coefficients des multipdles simples pour

la cas du cercle derayon a.
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Démonstration :
de (2.56), on a:
ar'(p.)=a3'(p.)+Ole) (2.66)
Am(Pe)=2,(p.)+0(e) (2.67)
utilisons (2.57)-(2.61), on obtient :
fa'(pe)=fa'(p.)+Ole) (2.68)
Ce qui conduit a (2.62)-(2.65).
2-1-7 Théoréeme:
S oD est défini par (2.56), et si le choix optimal des coefficients des
multipbles simples dans la modification (1.9) est donné par les relations
(2.62) a (2.65). Alors nous avons :
|Ky|=0fe) (2.69)
Démonstration :
D’apres le théoreme (2.1.6), nous avons :
Go(Pe G ) =T, Go(Pada )+ Ole) (2.70)
T, Go(p..0.)+O(e) (2.71)

)
Gy (Pe 0. )= da)
G,(p.. 4. )=T, Gi(P,.9.) + Oe)
G,(Pe. 0. )=T,,G,(P.,0.) + Ole) (2.73)
(wa)(pe =(wa)(pa)+o<e) (2.73)
Utilisons (2.50), (2.73) devient :
(Kiw)p.)=0f)  (274)

a

(2.72)

e

Cequi conduit a:
K] =0le)
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2-2 Choix optimal des coefficients des multipéles croisés:
2-2-1 Théoreme 1.
La norme de I’opérateur intégral modifié |K,| est minimisée, s les

coefficients des multipbles simples et croisés sont choisis comme suit :

—s

s [ bm : fnl _ar(113_5)(3_l)'frﬁl
aml AmK 2 = 9 AT (2'75)

. i bs'.fs'-as'.g?
(—:I.)S Ibm.4mK2 = AS” ? (276)

Ou:
Kl =as! g @6 _|ps! ? (2.77)
as' =" (278)

by =<TF TR > (2.79)

f8' = <KoTFm ,FS'*>  (2.80)

—(3-s)(3-1)

g =<KoTFm UV Fs s (2.81)

Démonstration :
La norme de notre opérateur intégra modifié est minimisée, s les

coefficients des multipdles ssimples et croisés a3' et b, minimisent la

quantité |K,w|* pour toute fonction we L,(@D). Calculons donc la norme

KW :
[Kowl* =KW’ (2.82)
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7D

+ 2
4mK*® oo

[ ' <KW, TFS! > +(=1f "' bn < K w, TR &) >)< Folw>

e <TRS!, Kgw> +(1P b, < TECED Kows)< F2' w>

+00

. 2 — o
+4I7 2 [3;2 <KW, TF; * >< Fp %, w> +a,* <TF; 2, Kw>< Fy 2’W>]
m m=0s =1

a'snl a:k <TFrrS] | ,TF:k > _’_a'snl (_l)1+k6n <TFrf1 | ’TFn(S—n)(S—k) >
(-1 "'b, <TEE=IED TRk S <FS' W< F™* w>

+
+(_1 +|+n+kbm6n <-|-Fn(]375)(sfl)’TFn(sm)(&k)>

3
I
o
172}
Il
-
Il
N
=}
I
o
=}
Il
N

k=1

C’est un probleme de minimisation standard, dont la condition nécessaire

pour I’existence d’un minimum est I’annulation de la dérivée de K, w|".

Donc, si on dérive par rapport aux coefficients a)!, a"? et b,, on obtient :

Ak

n

oat

2 0
W1 o] wwer,@) (289
oa 0

oK
ob

n

Ou sous laforme suivante :

i +00

2 G [ 5T s ~onk A o =(3s)E)
. ZZ[a; <TF'  TF™ > +(-1f "bm<TFn
4mK*® 5om

K TR ,T@ﬂ Rk =0

n

(2.84)

K TEEM e _7i|<2 3 Zi[ TR TREEIEN S (1 on<TFm ) TEEWEH >]@ =0
(2.85)
En prenant le conjugué et en calculons le produit scalaire de (2.84) et (2.85)

avec F"*, on obtient :

<KGTFn, FI* >+ AmK? (aﬂk <TR TR > +(=1) b, < TR ™C TR >):0
m

(2.86)

22



Chapitre 2 Critere d’optimalité usuel

—(31)(3-k)

<KoTFn , FME > o

(g <TREM TREMEW 5 (1) g, <TREME TEEMEH 5 )0
(2.87)
Les solutions de ce dernier systeme d’équations sont données par (2.75) et

4mK?

(2.76), avec un déterminant A°!'non nul. En effet, nous avons en raison de

I’indépendance linéaire des fonctions {TF:'[""* et de I’inégalité de

m=0:00
Schwartz :

2 2 2 2
si]|% sl (3-s)(3-1) sl (3-s)3-D||* _ A sl 4 (3-s)(3)
bs _‘<TFm TR >\ <HTFm \FFm H —as'al

Cequi entraine que::

sl/ _ sl (3-s)(3-1)
AL =a, a, - >0

2
s
b,

Il reste a démontrer que ce choix des coefficients des multipdles simples et

croises minimise effectivement la norme de notre opérateur intégral.

Autrement dit, s K désigne I’opérateur intégral modifié avec le choix

optimal (2.75)-(2.76), et K, désigne I’opérateur intégral modifié avec un

autre choix quelconque des coefficients des multipdles, aors on doit avoir :
|Kow|<[Kw| vwel,(@D)  (2.88)

Supposons pour cela que les coefficients (choisis arbitrairement) dans K.,

puissent s’écrire sous la forme :
as' =a'(0)+es) (2.89)

m

b, =b,(0)+d.  (2.90)

m

Ou a3/ (0) et b, (0) sont définis par (2.75)-(2.76), on auraaors:

ol = k2w <Kw 3 35 ! <w e >

23



Chapitre 2 Critere d’optimalité usuel

our: ! (p)=e5 TR:! (p)+ (-1 'd, TRS 0 (p)  (291)
le deuxiéme et le troisieme termes du second membre de I’équation (2.91)

s’annulent en raison du choix des coefficients dans K. Ains (2.91)

devient :
5 2 +o0 2 2 o 2 2
[Koal* =KW + > 3> >> > 75 zpk <hil k> (2.92)
m=0s =11=1 n=0n=1 k=1
ol zs' =<w,FS'> (293

La validité de notre résultat dépend de la positivité de la forme
guadratique :

2 2 o 2
DIDIDIDIPIV AR AR N L I A7)
Pour établir ce résultat, construisons un ensemble de fonctions

orthonormées {Us' [2'22 & partir de {h3' 2’27, en utilisons par exemple la

m=0:00 m=0:00 !

1=12
. 1

procédure de Gram-Schmidt [23] et I’indépendance linéaire de {hfn'}

m=0:c0 "

existe aors un ensemble de coefficients {ds" °}, tel que

h! =YY dmeuT (295

p=0m=1s=1

On auradonc :

2 2 o 2 2 R
<=3 DY <UL > (296)

40 2 2 _
-3 >34 d-DD

p=0 m=1s=1

Ou D est la matrice d’éléments d37°, et D* est sa conjuguée Hermitienne.

Mais DD" est semi définie positive [24]. Ce qui termine la démonstration

du théoréme 1.
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2-2-2 Théoreme:
S oD est un cercle de rayon a, alors le choix optimal des coefficients
des multipbles simples et croisés qui minimise la norme de I’opérateur

intégral modifié défini par (1.17b), est donné par :

f1 42 _Kh R Ala2 _ o
a£=_1|:amam_ mbm+ a'm_cmcm:| (297)

142 |y it 152 _ ~ A4
a12 1|:amam bmJ ama'm Cm dm:| (298)

"2 A A,
f1 .2 h R Aalo2 A
212_1 amam/bmbm+ a'm Cmcm (299)
2 A A,
» 1latd?-b_ " aa’-c.d, |
= >|2n%n Onlm n % 2.100
ay == N e (2.100)
b 1 bma,\rj’h_arjhb\m aérzn_aridm_
"2 N A
" "4 (2101
_1 Bma’\rfl_arij,\m_i_Cmérln_almém
2 A A,

Ou toutes les expressions des différents coefficients qui apparaissent dans

les a3 et b, sont données dans I’annexe 1 et 2.

Démonstration :

Pour calculer les valeurs des coefficients des multipbles simples a®', nous

devonscalculer lesvaleursde f3' et g', nous avons[23] :

KoTF:'(p)= [TF:'(@)T,Go(a, p)ds,  (2.102)
D

Si en utilise le dével oppement de lafonction de Green [24] :

G, (@, p)=% LSy ir:k(@@ F () } (2.103)

"4mK 2 n=0 n-1 k=1| 4+ ﬁ:k(q)@) Fr?k(p)
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On obtient :

i
fS|: . +o 2 2 A~ 2.104
"oo8mK® [+ Y S <TRITRY s<FrN RS > ( )

n *'"m

, <TFS! TRE=ED S
|

On =g 7| & &

8mK? [+> >

2
n=0 n=1 k=1

(2.105)

<TFM TREED s pri polt 5

n ’ m

Aing, on obtient les relations suivantes :

.I: 11 — f 21

B
m m m

f12 — f 22

i {ééJraz(a;éicm&m)er (a:nem_cma;)} (2.107)

g”=—921
- -[6 p @ai-ce,) .ldai-ca)]  (2108)
BmK® " A, AL
g12=_922

=i_2_ {j“erBm( 1&1—Cmam)+a# (aﬁqém—cm@ﬁ])_ (2.109)
8mK A, AL |

utilisons (2.104)-(2.105), on obtient les expressions des coefficients des
multipblestel que définis par (2.97)-(2.101).
2-2-3 Théoreme:

Sl oD est un cerclederayon a, et si le choix optimal des coefficients des
multipdles simples et croisés dans la modification (1.17b) est donné par les
relations (2.97)-(2.101). Alors nous avons :

|K,|=0 (2.110)
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Démonstration :
D’apreés le lemme 2.1.2 et le théoreme 2.1.1, la fonction de Green modifiée

admet le dével oppement suivant :

i +00 2

Y SR e)e[E () e (p)]

Gl(p’Q)=4mK2 m=0 s=1 I=1

:%[GD(p,q)JrGN(p,q)] (2.111)

Ou G et G" sont les fonctions de Green pour les problémes de Dirichlet
et de Neumann, sur le cercle respectivement. Alors:
G°(p,g)=0 et T.G"(p,g)=0 pour R, >a €t R =a (2.112)
Apres quelques calculs, on obtient :
T,G°(p.a)=-T,G°(p.q) for R, =R, =a (2.113)
Autrement dit, sur lecercleon a:
T,G,(p.g)=0 (2.114)
Cequi implique:
K,w=0, Vwel,(dD) (2.115)
d’ol |Kw|=0, et par conségquent notre équation intégrale admet tune
solution unique.
2-2-4 Théoreme::
S oD est défini par (2.56), alors le choix optimal des coefficients des
multipdles simples et croisés qui minimise la norme de I’opérateur intégral
modifié défini par (1.9), est donné par :
a =a(a)+Ofe) (2.116)

) (2.117)
a2 =a’'(a)+O(e) (2.118)

) (2.119)
=b,(a)+O(e) (2.120)
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Ou a:'(a)et b,(a) sont le choix optimal des coefficients des multipoles

simples et croisés pour la casdu cercle derayon a.
Démonstration :

Ona:

an'(p.)=2a5'(p,)+Ole) (2.121)

An(Pe)=4,(pa)+Ole) (2122)
utilisons (2.97), (2.101), on obtient :

fa' ()= fa'(pa)+Ole) (2113)

g5 (p.)= 95 (p)+Ole) (2.114)
Ce qui conduit a(2.116)-(2.120).
2-2-5 Théoreme:
S oD est défini par (2.56), et s le choix optimal des coefficients des
multipdles simples et croisés dans la modification (1.17b) est donné par les
relations (2.116) a (2.120). Alors nous avons :

|K,[|=0fe) (2.115)

Démonstration :

D’apreés le théoreme (2.2.4), hous avons :
Gy(P.. . )=T,,Gy(P.. 6. )+ Ole) (2.116)
(Pe:0e)=T,,Go(Pa:0,) + Oe) (2.117)
Gl(pe,qe)= G,(Pa,da)
(Pe. 0. )=T,,Gi(P.,0.) + Ole
(waXpe>=(waXpa)+o<e) (2.120)
utilisons (2.115), (2.120) devient :
(Kiwkp.)=0le)  (2.121)

+0(e) (2.118)
) (2119

Cequi conduit a:
K] =0le)
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CHAPITRE 3
CRITERE D’OPTIMALITE DU NOMBRE
DE CONDITIONNEMENT (CASDU CERCLE)

Aprés avoir énoncé les choix optimaux des coefficients des
multipdles lié au critere de minimisation de la norme de I’opérateur intégral
modifié. On se propose dans ce chapitre, de développer un nouveau critére
d’optimalité basé sur la minimisation du hombre de conditionnement de
I’équation intégrale décrivant le phénomene de diffraction d’ondes
élastiques. Mais comme cela a été signalé dans plusieurs travaux qui traite
la technique de la modification de la fonction de Green et la recherche des
choix optimaux de ses coefficients des multipbles [5, 6, 23, 24], il est tres
difficile de déterminer des expressions explicites et relativement simples,
dans le cas des frontieres quelconques. Alors nous allons dans ce chapitre,
restreindre notre étude au cas ou notre frontiere est un cercle, qui nous
conduira a un meilleur conditionnement de I’équation intégrale modifiée
pour les domaines a frontieres circulaires.

3.1 Notations:
Introduisons les opérateurs qui définissent |es représentations intégrales de

notre probleme pour le cas de Neumann et de Dirichlet :

M : L,(6D) —L,(D) M:%HR; (3.1)

N : L,(D) —>L,(@D) / N:—%I+Kl (3.2)

et leurs opérateurs L, adjoints M™ et N”.

Il est connu que le nombre de conditionnement qui est donné par [2]:

Cond(M)=|M|.[M~*| et Cond(N)=|N] N7
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Peut étre exprimé sous laforme:

M N
Cond(M ) = ';;éx et  Cond(N)= Il“N"‘f’X

Ou 1™ (1N Yyet ™ (1Y) sont respectivement, la plus grande et |a plus

min min

petite valeur spectrale de I’opérateur auto adjoint MM (N'N).
3.2 Théoreme:

S lafrontiere du domaine oD est un cercle derayon a, alors le nombre de
conditionnement de I’équation intégrale modifiée, est minimisé (égal a 1),

si les coefficients des multipdles simples sont choisis comme suit :

s I fS|
= — m 3-3
" 4mK? as (33
Ou:
as' =2 (34)
fol =< KoTFS' Fs'* > (3.5)

Démonstration :

D’aprés les calculs établis dans [26, 27], les fonctions multipbles F:'

s’expriment dans le cas du cercle de rayon a, souslaforme suivante :

Foi(p)=kH. (ka)P3 (qp)+2Hm(ka)Q; @) (36

(~1y F;Z(p):gHm(Ka)Pf‘S)(qp)+ KH.(KaQ®>(,) (3.7)

R (a,)=Esla,)r & Q)= ES @ )a (38
De plus nous avons [26, 27] :
TG(pA=[LG(p.a]" (3.9
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Ce qui conduit &: K, =K.
Introduisons maintenant les potentiels modifiés de simple couche V" et

U avec comme vecteurs de densités PP et Q' .

Vi =5 [G(pa)RG) & (39)
Rq:a

; 1
Ui (e =5 [G.(pa). Q@) .ds,  (3.10)
Ry=a
Si on utilise les relations d’orthogonalité des vecteurs P! et Q) , on obtient :

—IFnil(q).F{?(qq).a.dqq:kaHr’n(ka)dmndSn (3.11)
0

1%
5[ 2%(q)-F(a,)-a.dg, =(-1F mH, (K a)d,,,di,  (3.12)
1% .,
25 1 (0)-Q:(0,)-a.dg,=mH,(ka)d,,,d,,  (3.13)
1%

50 niz(q)Q:( )adqq ( )(S_n)KaH (Ka)dmn s (3—n) (3 14)

Substituons les expressions (3.11) a (3.14) dans (3.9) et (3.10), on obtient :
Vi (p)=skariica) 0 (P D
n (_ 1)1 +1bn Fn(Sm ) 2( p)
. Z(3-n)2 (3n)2(3n)2
O]

+—2 3-n 1
4mK +(=2)"b, F*(p)

(o) iles) T D

amk? i, RO

. If(afn)z (3—n)2F(34|)2
N | 2(—1)3*’KaHr’1(Ka) n 3(p)"‘an n (p)
4mic +-17"b, F(p)

Afin de déerminer les valeurs propres de I’opérateur M, la relation
suivante doit étre satisfaite :

MU(p)=I U(p) R,=a (3.17)

4mK

(3.15)

(3.16)
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Mais comme {P",Q!} est une base dans (L,(eD))?, aors U(p) peut étre

exprimé sous la forme d’une combinaison linéaires des vecteurs :

p)=3 > s P (p)+bsQi(p)  (318)

m=0s =1

Pour calculer M U(p), nous devons calculer d’abord :
M P (p)={ 514 JP2 (p) &t M QP 514K h(p) - (329)
Si on applique la condition aux limites de Neumann a v, on obtient [8]:
Vi) 314K |R(p) R-a  (320)

utilisons K, =Kz, (3.19) devient :

ME (B 51K R (p)-Vi(p) R-a  (321)
Et de laméme maniére, on peut obtenir :

MQ(p-( 31K |G (p)-Uip) R-a  (322)

Utilisons les relations suivantes [24]:
F'(p)=k? (2 mH” (ka)-I Hn(ka))Fﬁ1 (qp)
2 ) P g O

a

Fr?(p)=mK* (2! (Ka)+ H, (Ka))(-1/ P*"(a, )

Zr;]n(KH (K ) Hn(aKa)j(_l)er(]am)(qp) (324)
Eri(p)=k? (2mJ” (ka) -1 3,(ka))P'(a,)
Zzn[ka (ka)— @j@(qp) 52
Fr?(p)=mK* (237 (Ka)+ 3,(Ka))-1J R (g, )
(3.26)

,2mn (K 3 (Ka)—@j (-1 Q,‘f‘“(qp)

a
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Et |es notations suivantes :
B =k? (237 (ka)+ J, (ka))+ &l k? (2H” (ka)+ H, (ka))

3.27
+b, mK?(2H/ (Ka)+ H,(Ka)) (3:27)
B2 =mK?(2J"(Ka)+ J,(Ka))+a®"? mK2(2H/ (Ka)+ H,(Ka)) (3.28)
+b, k?(2mH (ka)-1 H, (ka)) '
2= Zmn(kJ (ka)- Jnk@ )j aglm[k H! (ka)- H“(ka)J
a a a (3.29)
2mn( Hn(Ka))
+b, K H/(Ka)-——=%
a a
U1n4 Zmn(K J (Ka)— Jn(Ka j+a§3—n)2@(K HA(Ka)— Hn(Ka)j
a a a a (3.30)
2mn H, (ka)
+b | kH/(ka)-
a a
On obtient :
()= kaH (@) R (g, )+ 6 o, )]
i (3.31)
2 MHa(Ka)lh R, 0
n I 1 3
(p)= e nH, (k)R (4, )+ @, )]
i (3.32)
iz Kari(<a) R, )+ 1 a, )
Ce qui nous conduit aux équations suivantes :
[ (ki o (ke |
(3.33)
_ I nl / n2 n_
4m<2[an(ka)bn +KaH!(Ka)?]or =0
- n'K2[kaH,ﬁ(ka)b23+an(Ka)bQ“]a[}
(3.34)

i

e [an(ka)b23 +K aH;(Ka)b:“]b: j =0
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Si on utilise les notations suivantes :
A''=|kaH!(ka)a* + nH, (Ka)b!?|
A =lkaH, (ka)th® + nH, ()b

A*=nH (ka)b'+ K aH/(Ka)Q?

A“=nH, (ka)t'®+ K aH/(Ka)b*

alors (3.33) et (3.34) peut étre réécrite comme suit :

_ | nion [ I n3 n_
(I 4nK2A“ anj 4nK2'% b =0 (3.35)

i
4nK?

A"ay (I ——4m<2A:‘ b,’:j:o (3.36)

Afin d’obtenir des solutions non triviales de ce dernier systéme, son
déterminant doit étre nul, ce qui implique que les valeurs propres doivent

vérifier ce qui suit :

| (seae-azarko @3

Il est évident que le nombre de conditionnement est minimisé, s les
coefficients des multipdles sont choisis, de telle sorte que toutes les valeurs
propres deviennent égales a 1, ce qui conduit a un nombre de
conditionnement egal a 1.

Pour cela, utilisons la méme technique développée dans [2], on obtient :

(4m<zj (A4 - A A )6 (3.38)

4m<2 (A+ A4)=rres  (3.39)

Ou r",q" sont des nombresréels arbitraires satisfont lesinégalités

suivantes :

O<r? <2 et 0<q)<2p (3.40)
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Utilisons (3.38) et (3.39), (3.37) devient :
|24rnen| e =0  (3.41)

Cette derniere éguation admet |es solutions suivantes:

n

_—(rﬂei“3)+ieiq2 4—(r”)2

= -
I 2:—(r’n‘ e )—ieiqg 4—(rnf
2

Notonsici, que: |l ,|=|l ,|=1.

Il est évident qu’il existe un nombre infini de choix des coefficients des
multiples &' et b, qui vérifie la condition (3.41). Mais s on choisit les
coefficients des multipdles simples et croisés qui minimise la norme de
I’opérateur intégral modifié, cité au chapitre 2, et apres quelques calculs on
obtient :

At=A*=-4mK* et A’=A°=0 (3.42)

Pour ces valeurs (3.42) et pour r! =2,q" =p, I’équation (3.41) admet une

double solution | =1. D’ou le nombre de conditionnement est minimisé et
égdeal.

Il est & signaler qu’il est difficile de montrer d’une fagon calculatoire, que
le choix des coefficients des multipdles cité ci-dessus, vérifie la condition
large (1.24) qui nous garantit I’unicité de la solution [8]. Mais pour cela,
nous avons démontré dans le chapitre 2, qu’avec ce choix optimal la norme
de I’opérateur intégral modifié est nulle, et par conséquent, la solution de
notre probléme aux limites est unique, ce qui nous épargne la nécessité de

vérifier lacondition large (1.24).
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3.3 Théoreme:

S lafrontiere du domaine oD est un cercle derayon a, alorsle nombre de
conditionnement de I’équation intégrale modifiée est minimisé (égal a 1), si

les coefficients des multipdles simples et croisés sont choisis comme suit :

—s|
0BGl agte g g,
4AmK?2 A, (549
bsl fsl_as| gS|
_1p'p — —Pm-Tn 8w On (344
1 by o (3.44)
Ou:
AV —asl @60 _|psifF (3.45)
as'=[rF:![ (346)

by'=<TF, TEECEY s (3.47)

f8' = <KoTFm ,FS'*>  (3.48)

—(3-s)(3-1)

g = <KoTFa FSlts (349
Démonstration :

D’aprés les calculs établis dans [26], les fonctions multipdles TF>'

s’expriment dans le cas du cercle de rayon a, sous laforme suivante :

TR (p)=kHy(ka)P: a,)+ Ho(ka)Qifa,)  (350)

(-0 TR 2(p)=""Hi(Ka)RE (0, )+ K Hi(Ka)Qs ™ (a,)  (3.51)
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Ou:
Pr,)=Enla,)r et Qila,)-"ES )0 (352)
De plus nous avons [25] :
TG(p.a=G(p.d]' (353

Ce qui conduit &: K, =K.
Introduisons maintenant les potentiels modifiés de double couche V" et

U avec comme vecteurs de densités PP et Q' .

V2 (p) =% [T.G(pa).P@,).ds, (354
Rq:a

VLR =5 [TG(p0). QI 0, (355)
Rq:a

Si on utilise les relations d’orthogonalité des vecteurs P! et Q) , on obtient :

2p
% TF2%(q).P' (g, )-a.dg,=kaH/(ka)d,.d,,  (3.56)
0
1% o
E TFS (q).ﬁ‘(qq).a.dqq:(—lfmHm(K a)dmnd(?rS)n (357)
0
17
o [0 Q) a.0a,=mH, ka0, (359
0
17 o 7)™
25 1 TF: (a).Q}(@,)-a.da, =(-)° K aH} (K @)d,,,d, (5., (3.59)
0

Substituons les expressions (3.56) a (3.59) dans (3.54) et (3.55), on
obtient :

4mK

zkaH;<ka>Fﬁr?l( p)+ & TF(p q

Vi(p)=
v +(-1)"0, TEC(p)

. Tlf (3-n)2 (3m)2TF (3-n)2
4 | 2(—1)3man(K a) n (p)+an n (p)
4mK +(-17"5, TE(p)

(3.60)
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U (p)= i an(ka)[”f:l( p)+a) TR (p ):l

" AmK? 1), TEE™?
+(=2]"b, TR**(p) (361)

+—
4mK?

. Z(3-n)2 (3-n) (3n)2
I (_1)3—n K aHrﬁ(K a) TFn (p)+an 2TFn (p)
+(=1°"b, TF™(p)

Afin de déterminer les valeurs propres de I’opérateur N, la relation
suivante doit étre satisfaite :

NU(p)=I U(p) R=a (3.62)
mais comme {P',Q'} est une base dans (L,(éD)), alors U(p) peut étre

exprimé sous la forme d’une combinaison linéaires des vecteurs :

p)=3 > s P (p)+bsQi(p)  (369)

m=0s =1

pour calculer NU(p), nous devons calculer d’abord :

1 1

NE7 (P -3 1+, JF2(p) ot NQUp -5 1+, |@l(p) (364
si on applique la condition aux limites de Dirichlet a V!, on obtient [2]:
Tv:(p):(—%HR;ij(p) R,=a (3.65)
utilisons K, =K, (3.64) devient :
NE (P -3 14K R (PTVI(B) Ry-a (360
Et de laméme maniéere, on peut obtenir :

NP -3 14K @ (P)-TULP) R-a  (36)

Utilisons les relations suivantes [2]:
TF“l(p):kz(ZmH;’(ka)—I Hn(ka))P,?(qp)
3.68
Zzn(kH (ka)- ”ika)jQﬂ(qp) (369)
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TRI2(p)=mK? (2H, (Ka)+ H,(Ka))- 1 P(a,)
22”(}( H (Ka)—%j(—l)P A",

TER (p)=k 2ma! (k)1 3, ()7 (3,)
2m”[kJ (ka)-n g(a)jQﬂ @,) 370

a

(3.69)

TR ?(p)=mK? (23] (Ka)+ J,(Ka))(-1] R (q, )

Zmn[KJ () 2u(K@ -1 (a,)

a a

(3.70)

Et les notations suivantes :

B =k? (237 (ka)+ J, (ka))+ & k? (2H” (ka)+ H,,(ka))

+b, mK?(2H/ (Ka)+ H,(Ka)) (3:72)

b2 =mK? (23! (Ka)+ J,(Ka))+al ™2 mK?(2H/ (Ka)+ H,(Ka))

J.(K
+b, k?(2mH/ (ka)—1 H, (k )) (3.73)
J

j (3.74)

kaH, (k)R a0, )+ 00’0, )]
(3.76)
nH,(Ka)lbh P 4, )+ Qg )]

nH, (ka) 0", (@, )+£,°Q: g, )]

4mK (3.77)

- KaH,(Ka)l?P @, )+ 0 ‘Q, )]

4mK
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Ce qui nous conduit aux équations suivantes :

i / nil n2|,n
(I -2 2[kaHn(ka)bn +nH, (Ka)a! ]an]
K (3.79)

4niK2 [H, (ka)r* + K aH! (K)o |or =0

4rriK . [ka H/(ka)ol®+nH, (Ka)bﬂ“]aﬂ
(3.79)

i . na]pn
+(| e [an(ka)bn3+ K aH;(Ka)bn“]bn j =0

Si on utilise les notations suivantes ;

alors (3.78) et (3.79) peut étre réécrite comme sulit :

_ I nl n _ i n3 n:
[ e el s A%010 (380

i
4nK 2

A’}za2+(l —4niK2Ag4bg]=o (3.81)

Afin d’obtenir des solutions non triviales de ce dernier systeme, son
déterminant doit étre nul, ce qui implique que les valeurs propres doivent

vérifier ce qui suit :

2 i nl, an4 i) niand a2 a3\
| _4|’7K2(A1 + A, )I +(4I’TKZJ (Ah A -AA )—O (382)

Il est évident que le nombre de conditionnement est minimisg, s les
coefficients des multipdles sont choisis, de telle sorte que toutes les valeurs
propres deviennent égales a 1, ce qui conduit a un nombre de

conditionnement égal a 1.
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Pour cela, utilisons la méme technique développée dans [2], on obtient :

( i j(A]nlA]m_Arleqs):eZiqﬂ (383)

i
AnK?

(A +AY)=rne®  (3.84)

Ou r!,q" sont des nombresréels arbitraires satisfont lesinégalités
suivantes:
0<r"<2 and 0<q) <2p
Utilisons (3.83) et (3.84), (3.82) devient :
247" | +e¥" =0  (3.85)
Cette derniere éguation admet |es solutions suivantes:

- n . - n 2
—(rﬂe‘q“)ﬂe'q" 4—(r”)

n

= 5
I 2:—(r',] gl )—ieiqR 4—(r',])2
2

Notonsici, que: |l =l ,|=1.
Il est évident qu’il existe un nombre infini de choix des coefficients des
multiples &' et b, qui vérifie la condition (3.85). Mais s on choisit les
coefficients des multipdles simples et croises qui minimisent la norme de
I’opérateur intégral modifié, cités au chapitre 2, et aprés quelques calculs
on obtient :

At=A*=—4mK? and A*=A°*=0 (3.86)
Pour ces valeurs (3.86) et pour r" =2,q" =p, I’équation (3.85) admet une
double solution | =1. D’ou le nombre de conditionnement est minimisé et
égdeal.
Il est a signaler qu’il est difficile de montrer d’une fagon calculatoire, que

le choix des coefficients des multipbles cité ci-dessus, vérifie la condition
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large (1.24) qui nous garantit I’unicité de la solution [8]. Mais pour cela,
nous avons démontré au chapitre 2, qu’avec ce choix optimal la norme de
I’opérateur intégral modifié est nulle, et par conséquent, la solution de notre
probleme aux limites est unique, ce qui nous épargne la nécessité de
vérifier lacondition large (1.24).
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CHAPITRE 4
CRITERE D’OPTIMALITE DU NOMBRE
DE CONDITIONNEMENT
(CASDU CERCLE LEGEREMENT DEFORME)

Comme cela a été signaé auparavant, il est trés difficile de
déterminer des expressions explicites et relativement simples, dans le cas
des frontiéres quelcongues, mais apres avoir traité le cas d’une frontiere
circulaire, on se propose dans ce chapitre, de considérer le cas d’une
frontiere ayant la forme d’un cercle 1égerement déforme.

4.1 Notations:
L équation paramétrique de ce cercle légerement déformé est définie en
coordonnées polaires, comme suit :

r=a+ef(q) 0<q<2p (4.0

ou (a) est le rayon du cercle non déformé et j et %q sont deux fonctions

bornées. On note par p,,q, lespoints de oD et qui sont définis par :

Op, =(a+ej(@,)) f, . Oq=(a+ej (@) ¥, (4.2)
Ou: f =(cos(q ),sin(q)) (4.3)
les points sur le cercle de rayon (a) sont notés par :
Op,=af, , Og,=af, (4.4)
Il est facile de voir que: P, .| =|p, g.|]+Ole) (4.5)

de plus, puisque j est continlment dérivable, on peut montrer que

i @,)-i @)

|p ] | est bornée, et on auradonc :

1 1
P 0| |P,al

+0(e) (4.6)
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sur le cercle déformé oD on peut montrer que :

et que I’élément dss’écrit sous la forme :

. 2
ds=r 1+e2(%j dg =adq +0O(e) (4.8)

Introduisons a présent, les opérateurs qui définissent les représentations

intégral es de notre probleme pour e cas de Neumann et de Dirichlet :

e

M, : L,(éD,) -»L,(eD,) / M;%HRL (4.9)

N, : L,(@D,) >L,(@D,) / N :—%I+Kle (4.10)

et leurs opérateurs L, adjoints M et N..

Il est connu gque le nombre de conditionnement qui est donné par [2]:

Cond(M,) =[M|.[M:Y| et Cond(N,)=|N,].|N:*
Peut étre exprimé sous laforme :
| Me | Ne
Cond(M, ) = e et Cond(N,) = TR

Ou Iy (1)) et 1M (1% ) sont respectivement, la plus grande et la plus

petite valeur spectrale de I’opérateur auto adjoint M M, (N;N,).
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4.2 Théoreme:

S la frontiere du domaine oD est définie par (4.1), alors le nombre de
conditionnement de I’équation intégrale modifiée, est minimisé, si les

coefficients des multipdles simples sont choisis comme suit :

Ny i fal(e)
% (©) 4amK?  ad'(e) (4.11)

Ou:
az'@=[TF:'e)  (4.12)
£2'(e) =< Ko(€)TF:'(e), F2 ' (e) > (4.13)

Démonstration :

D’apres les calculs établis dans [26, 27], les fonctions multipdles F3'(e)

s’expriment dans le cas du cercle légérement déformé, sous la forme

suivante :

FY(p(e))=k H/ (ka) P® (qp(e))+g H,.(ka)Q: (@, (e)) (4.14)

(-3 Fa*(p(e)) = Hy(Ka) R *)(a,(0))+ K Hi(Ka)Qy (a,(e))  (4.15)
ou:
P(a,(e))=E3@, ) e Q.@,©)=(-)"EC* (@, @) (4.16)

De plus nous avons [26, 27] :
TG(p.aE)=[TG(pa@E]  (417)
Cequi conduit a: K, (e)=Ka(e).
Introduisons maintenant les potentiels modifiés de simple couche V! (e) et

U" (e) avec comme vecteurs de densités P (e) et Q. (e):

V(D) = [G(p.ake). P'@,@).ds,  (4.18)
2p
Rq:a
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UiPE=, [Gpake) Q@) a5, (419)
Rq:a

Si on utilise les relations d’orthogonalité des vecteurs P (e)et Q(e), on

obtient :

mn =sn

% Ip':rﬁ "(a)e).P'(a,(e))-a.dg, =kaH/ (ka)d,,d (4.20)

2p

—_[FSZ )e). P (a,(e))-a.da, =(-1f mH, (K a)d, dg ., (4.21)

% [F2Ha)e). Q) (0,0))-a.00, = mH, (ka)d,d,,  (422)

%I ( )(e) Qn(q (e)) a. dqq ( )(S_n)KaH (K a)dmn s (3—n) (4 23)
Substituons les expressions (4.20) a (4.23) dans (4.18) et (4.19), on

obtient :

V; (p)e) = zkaH; (ka)[E"(p)e) + & *F *(p)e)]
i (4.24)
b ()P = (3-n)2 (3-n)2= (3-n)2
+4sz<1> an<+<a>[Fn (PXe)+a *F**(p)e)
U3 (p)e) =z nH, (ka) 7 (p)e) + & F(p)e)]
(4.25)

i
+
4mK?

(_1)341 KaH!(K a)[lfn(g_“)z(p)(e) N a,ﬂsm)zF,fH)z(p)(e)]

Afin de déterminer les valeurs propres de I’opérateur M_, la relation
suivante doit étre satisfaite :

M. U(p)=I U(p)e) R,=a+q(e) (4.26)
Mais comme {P" (e), Q! (e)} est une base dans (L,(6D(e)))?, alors U(p(e)) peut

étre exprimé sous la forme d’une combinaison linéaires des vecteurs :

U(p(e))- 23 a5 P2 (ple))+ b3 Qhlpee))  (4:27)
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Pour calculer M_U(p), nous devons calculer d’abord :

M, B (e))=[ |+K1(e)j (p(e)) et M, Q. (p(e)-= ( |+K1<e)jQ:(p(e))

(4.28)
Si on applique la condition aux limites de Neumann a V! (e) , on obtient [8]:

Vi (p(e))= @HK(e)j (pe)) R,=a+q(e) (4.29)
utilisons K, (e) =Ka(e), (4.29) devient :
M (@) 51 +Kile) P2 (ple)- Vi (ple) R -avae) (430
Et de laméme maniére, on peut obtenir :
M.G(p)-(31+K:@ QL pE)-Ui(pe)  R-avale) (43D

Utilisons les relations suivantes [24]:
Fr(p(e))=k* (2mH (ka)-1 H,(ka))P (g, ()
2mn(k|_| (ka)- gka)ng(qp(e)) (4.32)

a

Fr2(p(e)=mK? (2 (Ka) + H,(Ka)(-1) P& (g, ()

2 ke Py o) -
Fri(p(e))=k* (2m3 (ka)-1 J,(ka))P2 (g, (e))
2:n(kJ (ka) Jnga)jcz:(qu)) .
Fr(p(e))=mK? (23! (Ka)+ 3,(Ka))(-1J P* (3, e)
(4.35)

2k HED o)

a
Et les notations suivantes :
0 (e) =k? (29! (ka)+ J, (ka))+ &l (e)k? (2H! (ka)+ H,(ka))  (4.36)

0% (e) =mK?2 (23! (Ka)+ J,(Ka))+a®"?(e) mK? (2H/ (Ka)+ H,(Ka))  (4.37)
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()—m( (ka)—@] an()zr:”[kH(k) H“S“"‘)J (4.38)

(e )_Zmn[KJ (Ka)- J, (:a)j a2 )2mn( I(Ka)- HngKa)j (4.39)

On obtient :

Vi (p(e))=
B i
4mK?

~kaH (ka)[b"nl(e)ﬂ”(qp)+U;3(e)Q2(qp)]
(4.40)
nH (Ka)[b“ )P (a,)+ B @)@, )]

U (p(e))= nH,(ka)oi )P 4, )+ b *@)Q: 4, )]

(4.41)

4K2

o K (Ka)ln* @R a,)+ 1) a, ]

Ce qui nous conduit aux équations suivantes :

|
|_
( 4nK?

s M, (k) + K aH ) (Ka)t (@) b (e)=0

[kaH;<ka)bgl<e)+an(Ka)bgz(e)]a;@]
(4.42)

—rlkat (@ @)+ i, (Kaki ‘(@)a) @)

4
+[I - 4nK?
Si on utilise les notations suivantes :
Ae)=lkaH  (ka)g; () +nH, (Ka)o *(e)
A(e)=lkaH;(ka)o}*(e) + nH, (Ka)b}“(e)]
A*(e)=nH, (ka)t*(e) + K aH,(Ka)b)*(e)

(4.43)

[nH, (ka)oi*(e) + K aH:(Ka)o *(e)]o: (e)j =0

A*(e)=nH, (ka)th*(e) + K aH, (Ka)b)*(e)
alors (4.42) et (4.43) peut étre réécrite comme suit :

i ni n N I n3 n —
[ AR | A0 (449
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e AORE 1 - A0 (446)
Afin d’obtenir des solutions non triviales de ce dernier systeme, son
déterminant doit étre nul, ce qui impligue que les valeurs propres doivent
vérifier ce qui suit :

|

2 I nil n4 ’ nl n4 n2 n3 _
2B A @) +[ WZJ (K@A ) -AE)AE)=0  (447)

Il est évident que le nombre de conditionnement est minimisg, si les
coefficients des multipdles sont choisis, de telle sorte que toutes les valeurs
propres deviennent égales a 1+0(e), ce qui conduit a un nombre de
conditionnement égal a1+ O(e) .

Pour cela, utilisons la méme technique développée dans [2], on obtient :

i 2 ni n4 n2 n3 __2iq"
( 4m<2j (A e)A(e)- A2e)Ade))=e"% (e)  (4.48)

WA @)-riete)  (449)

Ou r(e), g’ (e) sont des nombres réels arbitraires satisfont les inégalités
suivantes :

0<r’(e)<2 et 0<ql(e)<2p (4.50)
Utilisons (4.48) et (4.49), (4.47) devient :

12+r"(e)e™ (e)l +e”7(e)=0  (4.51)

Cette derniere éguation admet |es solutions suivantes:

| (e):—(rg(e)eiqg(e’)ﬂeiqﬂ(e)\/4—(r2(e))2

2
I (e)_—(r'I](e)e‘q:("")—ieiqz(e)\M—(r?](e))2
2 2

Notonsici, que: |1 ,(e)|=|l ,(e)|=1+OCe).
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Il est évident qu’il existe un nombre infini de choix des coefficients des
multipbles & '(e) qui vérifie la condition (4.51). Mais s on choisit les
coefficients des multipdles simples qui minimise la norme de I’opérateur
intégral modifié, cité au chapitre 3, et apres quelques calculs on obtient :
A'e)=A‘'(e)=—4mK*+q(e) &t A*(e)=A’(e)=O) (4.52)
Pour ces valeurs (4.52) et pour r”(€)=2,q"(e)=p , I’équation (4.51) admet
une double solution | (e)=1+0(e). D’ou le nombre de conditionnement est
minimisé et égalea 1+ 0O(e) .
Il est & signaler qu’il est difficile de montrer d’une facon calculatoire, que
le choix des coefficients des multipbles cité ci-dessus, vérifie la condition
large (1.24) qui nous garantit I’unicité de la solution [8]. Mais pour cela,
nous avons démontré dans |le chapitre 3, qu’avec ce choix optimal la norme
de I’opérateur intégral modifieé est d’ordre O(e), et par conséquent, la
solution de notre probléme aux limites est unique, ce qui nhous épargne la
necessité de vérifier la condition large (1.24).
4.3 Théoreme :

S la frontiere oD est définie par (4.1), et s les coefficients des
multipdles simples sont définis par (4.11) a (4.13), alors le nombre de
conditionnement de I’équation intégrale modifiée pour le probléme de
Dirichlet, est donné par :

Cond(M,)=Cond(M,)+0O(e)=1+0(e)  (4.53)
Démonstration :

En utilisant les expressions des coefficients des multipdles simples
obtenues pour le cas d’un cercle légerement déformé (4.11) a (4.13), la
fonction de Green modifiée pour le probleme de Dirichlet s’écrit alors sous

laforme:
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P (P.Q), . =TG5 (P.Q)

=

&) TFX(P(e))® TFX{(Q(e))) |
2(e) TF.2(P(e)) ® TF2(Q(e)))
2(e) TR (P(e)) ® TF2(Q(e)))
Z(e) TFZ(P(e)) ® TFZ(Q(e)))|

[

3
I
+
—~ N/

N 5 1 + ((cm d,— a}n +0(e)
K 55 Ay +O()| +((cm €, a2, a2 + O(e)[TFA(P(e) © TF2(Q(e))
a &+

L
(]
ﬁ/
T
ERNY
N
—~
T
—~
D
N
N—
®
—
T
N
—_
Q
—
D
N
SN

ou hien :

T.G2(P.Q) . =T,G5(P.Q)

+0(e)

en utilisant (3.19) &(3.22), on obtient :
T.G2(P.Q) . =T,GE(P.Q), . +Ofe)
Ce qui termine ladémonstration du théoréeme.

4.4 Théoreme:

S la frontiere du domaine oD est un cercle Iégerement déformé, alors le
nombre de conditionnement de I’équation intégrale modifiée est minimise,
s les coefficients des multipbles simples et croisés sont choisis comme

suit :
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g i bl (e).0) () -af> (). 13 (e)
()= e (4.54)

i _by'(e).fa'(e)-as ' (e).g; (e) (4.55)
mK?2 Al (e) '

(_1)S bm(e)4
Ou:

8,'@)=a;' @ as" " @) -|b;'E)  (4.56)

as'(@)=[TF:'e)  (457)
by'(€)=<TF,'(e), TF*'¢"(e)>  (4.58)

f2'(e)= <Ko(€)TFm (€),F:'*(e)>  (4.59)

—(3-s)(3-1)

' (€)= < Ko(e)TFn €),F'“(e)> (4.60)
Démonstration :

D’aprés les calculs établis dans [26], les fonctions multipdles TF:'(e)

s’expriment dans le cas du cercle Iégérement déformé, sous la forme

suivante:

TE:*(p(e)) =k H/. (ka) P: (qp(e))+g H,(ka)Q: (0, (e)) (4.61)

(-1F TFS 2(p(e)):g H.(Ka)PE*)(q,(e))+ K H.(Ka)Q®>(a,(e))  (4.62)
ou:
P ,0)-E[,@)rEe) e Q.@,©)=0ES>@,@))eE) (4.63)

De plus nous avons [25] :
TG(p.aE)=[LG(p.aE)]  (4.64)
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Ce qui conduit &: K, (e) =Ka(e).
Introduisons maintenant les potentiels modifiés de double couche V' (e) et

U" (e) avec comme vecteurs de densités P’ (e) et Q' (e):

Vi(pe) =, [TG(p.ake) R, e) b5, (465)
Rq:a

U (pE) = [TG(p.ake) Q@) a5, (466)
Rq:a

Si on utilise les relations d’orthogonalité des vecteurs P (e)et Q(e), on

obtient :

%TTF; Ya(e)). P (qq(e)). a.dq,=kaH,(ka)d,,d,, (4.67)
% ITF; Z(Q(e)) Pr? (qq(e)).a.dqq =(— :I_)5 mHm(K a)dmn d(3—s . (468)
% J-'I'FmS 1((1(9))-@” (qq(e)). a.dg,=mH m(k a)dmn d. (4.69)

% J'TF; *(a(e)).qQ: (qq(e)).a.dqq =(-1)*"KaH,(Ka)d,,d; 5, (4.70)

Substituons les expressions (4.67) a (4.70) dans (4.65) et (4.66), on
obtient :

Vi (p(e))=

kaH!k a)rﬁ:l((e) p)+ a::l(e)TF:l(p(e))]
4mK

+(~1)"b,(e) TEC?(p(e))

P (k) TR (PE) TR (pe)
4mK? © )@ TR (pE)

| oH (ka TFI(p(e))+ & (e) TR (p(e))
AmK? " (-1, () TEC™?(p(e))

. Z(3-n)2 (3-n)2 (3-n)2
I ! (_ 1)3—n K a HA(K a) TF, (p(e))+ a, (e)TF, (p(e))
4mK +(=2""b,(e) TF*(p(e))

(4.71)

Ul (p(e))=

(4.72)

+
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Afin de déterminer les valeurs propres de I’opérateur N(e), la relation
suivante doit étre satisfaite :
NU(p(e))=! U(pe)) R,=a+O(e) (4.73)

mais comme {P(e),Q} (e)} est une base dans (L,(eD, ), alors U(p(e)) peut
étre exprimé sous la forme d’une combinaison linéaires des vecteurs :
U(pe)-3 3 i) P (ple) b Q(pe)) (474
pour calculer NU(p(e)), nous devons calculer d’abord :
N2 (p(e))={ - 51+ K@) |2 (pLe) o NQ(p(e))={ - 51+ K, | (pte)
(4.75)
si on applique la condition aux limites de Dirichlet a V" (e) , on obtient [2]:
TV, (p(e))= (—%I +K1(e)j (pe)) R,=a+O(e) (4.76)
utilisons K, (e) =Ka(e), (4.75) devient :
NP (p(e))= (—%l +K (e)] (p€))=TV;(p(e)) R,=a+O0() (4.77)
Et de laméme maniére, on peut obtenir :
NQL(pE))={ - 51+ K@) |G pE)-TUL @) R,=as0(e) (478
Utilisons les relations suivantes [ 2] :

TF(p(e))=k? (2mH” (ka)-1 H,(ka))P" (@, ke)

, 2mn (k H!(ka) ;ka)j 2, )e) (4.79)

TRI*(p(e))=mK? (2H/(Ka)+ H(Ka))(-1 R*"(q, ke)
Zmn(KH (Ka)- —Hg )j -1 Q" ke)

a

(4.80)
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TF(p(e)=k Z(ZmJ”(ka) (ka))P? (g, ke)
Zzn(kJ ) j ( )(e) (4.81)

ﬁn2<p<e>>=mK2(zJ;'<Ka>+Jn<r<a>><—1)“ R, ke)

4.82
Zm”(KJ (Ka)->r (Ka)j(—l)“Qf'”(qp)(e) (482)
a a
Et les notations suivantes :
b (e)=k? (23 (ka)+ J,(ka))+ a*(e) k2 (2H/ (ka)+ H,,(ka)) (4.83)

+b,(e)mK?2(2H/(Ka)+ H,(Ka))

b'%(e)=mK? (23! (Ka)+ J,(Ka))+a®™2(e) mK 2(2H/ (Ka)+ H,(Ka))

+b, (e)k? (2mH! (ka)-1 H, (ka)) (4.84)
(e) =2 ki) 02 ) 210 e ) P2
(4.85)
+b,(e) zr;n(KH (Ka)- %Ka)j
bﬂ“(e)zzfr:n[KJr’](Ka)——J”(:a)j 3" (e )2':”(K H/(Ka)- H”gKa)j w50
+h,(e) 2" (k H! (ka)- 0K “g‘a)j
On obtient :
™V, (pe)=,— kaH; ()l @R [0, ko) + 1 @02 0, k)]
_ (4.87)
_4mIK2 nH (Ka)[bn ( )(e)+U“ (e)Q"( )(e)]
Ui (p(e))=—z nH, ()l )R 3, )e) + 5, (@) @, Ke)]
(4.88)

' / 2 4
sz KaHi(Ka)leh @R (@, ke) 1 “(e)Qi g, ke))
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Ce qui nous conduit aux équations suivantes :

- 2[kaHA(ka)bﬂl(enan(KaW(e)]a:(e)j
( Ank (4.89)
— M, (k') + K aH ) (Ka)h (@) o ()=
— e lkah (k@) + nH, (Ka) () s (o)
(4.90)

4
+ 1 = 5
4nK

Si on utilise les notations suivantes ;

[an(ka)b:3<e>+KaH;(Ka)bﬁ‘*(e)]bz(e)j:o

A (e)=[kaH, (ka)b (e) + nH,,(Ka)b*(e)
A?(e)=[kaH;(ka)t () + nH, (Ka)b}“(e)
A*e)=nH, (ka)o)* + K aH!(Ka)b]?

A (e)=nH, (ka)b}*(e) + K aH,(Ka)t)*(e)

aors (4.89) et (4.90) peut étre réécrite comme sulit :

(I -~ Ae)a (e)j L Ae)bi(e)=0  (4.92)

[
4anK?

n2 n _ I n4 n —
(e)an(e)+[l —4rrK2A‘ (e)bn(e)j 0 (4.92)

Afin d’obtenir des solutions non triviales de ce dernier systeme, son
déterminant doit étre nul, ce qui impligue que les valeurs propres doivent

vérifier ce qui suit :

4m<z j (A e) A Ee)- M)A E)=0  (4.93)

(A e)+ At + (4m<2

Il est évident que le nombre de conditionnement est minimisg, s les
coefficients des multipdles sont choisis, de telle sorte que toutes les valeurs
propres deviennent égales a 1+0(e), ce qui conduit a un nombre de

conditionnement égal a1+ O(e) .
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Pour cela, utilisons la méme technique développée dans [2], on obtient :

i 2 ni n4 A2 n3 _2iq" (@)
( 4m<2j (Ae) A (e)- A% (e) Ad(e))=e (4.94)

e (Ae)+ A'e))=r"e%®  (4.95)

Ou r"(e),q" (e) sont des nombres réels arbitraires satisfont lesinégalités
suivantes:
0<r"(e)<2 and 0<qgl(e)<2p
Utilisons (4.94) et (4.95), (4.93) devient :
12+r0(€)€r@ +&©=0  (4.96)

Cette derniere éguation admet |es solutions suivantes:

| (e)z—(r:(e)e“me))Jrie“*“‘*u/4-(|r:(e))2

2
()= —(rﬂ (e)eiqﬂ(e))—i gan® \/4—(r2(e))2
2 2

Notonsici, que: |1 ,(e)|=] ,(e)|=1+O(e).
Il est evident qu’il existe un nombre infini de choix des coefficients des
multipbles &' (e) et b (e) qui vérifie la condition (4.96). Mais s on choisit
les coefficients des multipdles simples et croisés qui minimisent la norme
de I’opérateur intégral modifie, cités au chapitre 3, et apres quelques
calculs on obtient :

A'e)=A‘(e)=—4mK* and A}*(e)=A’(e)=0 (4.97)
Pour ces valeurs (4.97) et pour r”(e)=2,q"(e)=p , I’équation (4.96) admet
une double solution | (e) =1+0(e). D’ou le nombre de conditionnement est
minimisé et égale a 1+ 0(e) .
Il est & signaler qu’il est difficile de montrer d’une facon calculatoire, que

le choix des coefficients des multipdles cité ci-dessus, vérifie lacondition
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large (1.24) qui nous garantit I’unicité de la solution [8]. Mais pour cela,
nous avons démontré au chapitre 2, qu’avec ce choix optimal la norme de
I’opérateur intégral modifié est nulle, et par conséquent, la solution de notre
probleme aux limites est unique, ce qui nous épargne la nécessité de
vérifier lacondition large (1.24).

4.5 Théoreme :

S la frontiere oD est un cercle légerement déformé, et s les
coefficients des multipbles simples et croisés sont définis par (4.54) a
(4.60), alors le nombre de conditionnement de I’équation intégrale
modifiée pour le probléme de Dirichlet, est donné par :

Cond(M,)=Cond(M,)+0O(e)=1+0(e)  (4.98)
Démonstration :

En utilisant les expressions des coefficients des multipdles simples et
croisés obtenues pour le cas d’un cercle légerement deformé (4.54) a
(4.60), la fonction de Green modifiée pour le probléme de Dirichlet s’écrit

aorssouslaforme:

TG (P.Q), o =TGP (P.Q),

( 1(e)TF(P(e)) ® TFX(Q(e))+h, (e)TF”(P(e))@TF22(Q(e)))

| ETR(PE) O TRIQ() -, TRI(PE) e TF(Q()
AnK? 5| +(a%(e) TF2(P(e)) ® TF2(Q(e)) b, (e) TFZ(P(e)) ® TF2(Q(e)))

| +(aZ(e) TFZ(P(e)) @ TFZ(Q(e)) +b,(€) TFZ(P(e)) @ TFA(Q(E))).

P=R,
=T,G5 (P.Q), +Ole)
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[((cnt,—at a2+ Ole)JTF(P(e)) ® TFE(QGE)) | |
+(a4 &, -c, & +0e)TFX(P(e) ® TF2(Q(e))
(6, —at &2 + O(€)|TF2(P(e)) ® TF2(Qle))
iy oa ~ (a6, ~c,, & +0(e))TFZ(P(e)) ® TF2(Q(e))
anK® £ Ay +O(e)| ((cné, -2t a2 + O(e)[TF2(P(e)) @ TFA(Q(e))
~ (a6, - ¢, & + Oe))TF2(P(e)) ® TFZ(Q(e))
2+ 0(e)|TF2(P(e)) ® TF2(Qle))
+(as ¢, —c, & +O(e))TF2(P(e)) @ TFX(Q(e)) ) |

®)

3

+
—_
30
(@Y
3
|
A
e
+

|
(@}
3
|
(@)
3
2
I
T
N
)
—_
iY)
~
®
_|
T
EIINY
—_
QO
~

+0(e)

i 0
+ —
R | (60, ot TEPIOTEEQ)

T Al a2 22 22
(e, d,-a, & JF2(P)eTEZ(Q)

en utilisant (4.54) & (4.60), on obtient :

)

R

P= P=P,
T,G’(P.Q), , =T:Ga(P.Q}, , +Ole)

Ce qui termine ladémonstration du théoréme.

[I'y a une approximation plus ssimple pour les coefficients des
multipbles smples et croisés qui conduit au méme résultat que celui du
théoreme précédent, pour cela il suffit de définir les coefficients des
multipbles simples et croisés tels que dans ce chapitre, mais avec les
différents produits scalaires calculés sur le cercle modifié.

Ke=K2+0(e)
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Et suite a ces estimations, on peut facilement voir que les valeurs propres

de I’opérateur modifié M_, sont des perturbations des valeurs propres le
I’opérateur original M_, d’ou :

Cond(M_)=Cond(M,)+0(e)=1+0(e)
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CHAPITRE 5
CRITERE D’OPTIMALITE MIXTE

Aprés avoir développe dans les deux précédents chapitres, un critere
d’optimalité a vocation numérique (minimisation du nombre de
conditionnement), lié a la stabilité des méthodes de résolution numérique.
On se propose dans ce dernier chapitre, de développer un nouveau critere
mixte pour le choix optimal des coefficients des multipéles, ce critére a
vocation analytique, se base sur la majoration des normes de la fonction de
Green modifiée et de I’opérateur intégral associé.

5.1 Théoreme 01 :

Si le noyau de I’opérateur intégral modifié K;, a savoir la traction de la

fonction de Green T,G, est définie comme suit :

TpGl (P’ Q): TpGO (P’ Q)

i +OO 2 2 ol ol ol (51)
+ . a . TF(P)®TF
4ﬂK2 mz=;) o=1 |=1[ " " ( ) m (Q)]
Alors la quantité :
J‘A”TpGl 6 iz(ﬁD) 0, VAzmaxr , qedD (5.2)

est majorée si les coefficients des multipdles simples sont choisis comme

suit :

= ol | = ol |
ol <TR) , TR >p <F7 , R >p

a’ = - + e (5.3)
= 0'

ou F7' =Re(Fg")

2
L,(D) L,(oD)
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Démonstration :
Nous avons :
(T,G,+G,)(P.Q)=(T,G, +GO)(P Q)

+00

4ﬂK2 .zii[a ' TES' (P)®TF(Q) ii[a;' F'(P)OF(Q) |
4ﬂ.K2 nﬁ);lzhlr 7 (P)®TE' Q)+ a2 TFZ'(P)® TF'(Q) |
4ﬂK2 > OGZHZ[Fm P)® ES'(Q)+a.Fo' (P)® F'(Q) ]
Si on pose :
(Q= o [T+ FNQ) + oy (TR + R NQ)

4uK?
alors I’opérateur traction lié a la fonction de Green modifiée T G, +G,

s’écrit sous la forme ;

+00

(1,6,+6,)(P.Q) =

3 Sl rp)e i@ ] (54

=0 o=1 I=1
Donc :
j re+6[ ., ds, = [ [(1,6.+6)P.q): (1,6, +G\(a.P). ds, . ds,
r,=AdD
4o 2 2 4o 2 2 — vk —vk —vk
239353030303 [+ B2 PG+ Fr ). ds, . [ 10 (@). T (a).os,
m=0 g=1 1=1 n=0 v=1 k=l r-A D

I
M~

i[ [ (TFn;ﬂ+F;l)(P).(T_FElJrEil)(P).dsp . j fo4(q). T, (q).ds,
m=0 o=1 n=0 v=1|r=A

N e Fn;’l)(P).(T_FE2 +Fr ) s, - [ ().
(

A oD

TRe o)) TEL + B JP).as, [ 17 (@), T (a).ds

4 [ETF;%F;Z)(P) (TFn +E”) If”z T q}
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en utilisant les relations des produits scalaires des fonctions

{an;" +F7 }";'f“ sur le cercle de rayon A, on obtient :

m=0:c
2
) .[A”TPGl + GlHLZ(E)D) ' dSp
+o0 2 1 —ol
= > > |27z AEy (kr). If,ﬁ (@) f (q).dsq
m=00c=1 oD
— 27 AFy (kr,Kr). J.fal 2(q).dsq
(5.5)
—27AFm(kr,Kr). Ifal q).dsq
+ 27 AE, (K1), [172(a). T 1" (q).dsq]
&b
Posons a=k.H! (kr) | b:k.%.Hm(kr)
/ m
et c=K.Hpy (Kr) , d=K.ﬂ.Hm(Kr)
On aura alors :
2 2 2 2
kr)=1la“ +p|° , Epn(Kr)=| +]d|
et F(kr,Kr)=a.d +c.b

Ainsi (5.5) peut étre réécrit comme suit :

J 11,646 oy -85, =204 33 {q o) JJe @)

r=A =00=1
—(a.d +c.b).(~1 jf"l T (). ds,
(5 +c.b)(-1 Ifcl (). 72 (q).ds,

(e + [aP). Hf"z af .ds,]
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+o0 2
=27 A. > [ I‘a.frﬁl(q)(z.dqur ”b.fnﬂfl(qu,dsq
m=0oc=1 | oD D
ol )
oD
- .[(b 7t (Q)) ((—1)‘y .C. f,%?’_a)z (q)j.ds,q
oD
- e @07 0 18 @)as,
oD
- (b1t @Hor e 12 @),
oD
+ ”(—1)0' C'fr‘$13_6)2 (qu .dSq+ ”(_1)0- d fn(13—0')2 (QXZ dsq:l
oD 0

A S S [”a.f,ﬁl(q)—(—l)a.d.fn(fG>2(q)12.dsq
m=0o0=1| 6D (5.6)

n ”b. £91(q)-(-1)° .c. f(30)2 (q)( 2 .dsq]
oD

D’autre part, et d’apres I’inegalité de Minkowski, nous avons :

[l £t @)-(-1)7 .d. 180)2 (q)( 2 dsq
oD
I ! ! 6B
< {Ha.f,ﬁl(q)‘z.dsq} +{H(—1)‘7.d.fr$13U)Z(q)‘z.dsq}
oD oD
et:
. £ (@)~ (1) c. 182 (q){ 2 dsg
oD
' ! ! (5.8)
< {Hb'fnffl(q)‘z-dsq} +{ ”( 1° ¢ fn(13—a)2(q)‘2 dsq}
oD oD
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D’ou:

T e, o
ﬂA.ii {Haf"l }+{\ "d 1577 (q)|? ds }
m=0 o= oD

IN

2

+27AY Zzl { b. 17 (a)|? ds} +{ (- *(q)|? ds
m=0 o=

2eA S S |l ] {a\f dsq} +|d|{ dsq}z

m=0 o=1

aen$ $ il }+|c|.{ﬂfr<nsa>2<q>\2.dsq}2
ob

m=0 o=1 oD

27A Y i [|a| Hf"l 2 dsq +[d]?. H 5792 (q)| 2.dsq

m=0 o=1

1

+ 2.|a|.|d|.{ H frﬁl (q ‘ .dqu [ H fm3—0' Z(q)‘ 2-d5q}2
oD oD
+lof?. | £t (@)] 2 dsq +[ef. [ 157 (a)] 2.dsg
ob ob

1

1
* 2-|b|-|c|{ [ 1% @) Z-dsq]Z [ [ 12 (@) Z-dqu
oD oD
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:zﬁA.mi;o él l(|a|2+ |b|2j.ajD\ 72 (@)] 2dsq +{ Jd7 + 1o ) f] 1837902 (@)| 2.

oD

2

¥ 2.(ja|.|d|+|b|.|c|).{ Jl et @) osq. f| 15%(@) 2.dsq}
oD oD

D’autre part, le terme ﬂ fo! (q)‘ 2.dsq peut étre réarrangé comme suit :

J

oD

= I(Tlfr;" + Ifr;"Xq) +a’'. (TFm”' + Fm”'Xq).(TF?+§Xq) +ac'. (‘I?;f%?kq) . ds
oD

t7' ()| *.ds, = H(Tlfnf' + lfnf'Xq) +al. (TFo'+ Fm"'Xq)‘ 2.ds,
ob

_ I[Tﬁ“' )TES ) + an . TES(q). TFa (q)+ a7 TES(q). TES (@) + 2 . TF2 (@) TR o (@) s,

”F“' 2e1(q) + an . E7'(q). Fr (a)+ a2 F2'(q). E2'(q) + ac'[ . Fr;"(Q)-E?(Q)]-dSq

+an <TF TF > o) + an <TF TR >

_ ’T,fal 2

L,(oD) L;(oD) M i, (e0)
Z ol 2 —ol Z ol ol ol sl Fol ol 2 ol 2
+ Fm LZ(GD)+ am .< Fm 'Fm >L2(6D) +4, .< Fm ’Fm >L2(6D) a, | - Fm L, (D)
<TFS TR > —o <TFJ! TF"' ;
‘ ”—I'F ol ﬂ . ar(:]'| 2 +ar(Tj1'| . m ;Tl Lz(aD) ml . LZ(OD)
‘ M 1L, (eD) ‘ L,(aD)
ol ol = ol ol
o112 ol |2 o2 o <Fi  Fy>L) —ot <F5LRY > 0p)
+(F Lz(6[))+ F. L D)’ a,| +a, . 2 m . 2
M e, (ep) M e, (eD)
~ 2 Aol | 2
— [Tge 2 o2 ol <TFmGI 'TFn?I >1, (D) ‘<TFH? TRy >|—z(5D)‘
= m Lz(aD) ‘ m L2(6D)l m HTFO_IHZ - ’TFUI 4
M L, (ep) m I, (D)
2 2 <F° F'> (eD) 2 ‘< Fo S >L (aD)‘2
= ol ol ol m 1'm “L(eD _ m *'m 2
" Fm L2(6D)+ HFm H'—z(éD). am * FO'I 2 Fo-l 4
™ L, (aD) ™ I, (a)
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2

= ol ol 2 Z ol ol
:HTFAGI 2 B ‘<TFm ,TFm >L2(6D) +”TF‘7| 2 . ol <TFm ,TFm >L2(6D)
™ I, (eD) ’TFGI 4 Ml (ep) | ™ ‘ ol|?
m I, (eD) M L, (eD)
2

‘< |£0'| Fo’l> 2 ﬁ(ﬂ FGI

sz ST P ZLen) ol |2 ot , S P Z1L00)
L,(eD) H ol ™ Al (ep) 7| ol |2

m i, (op) M L, (eD)

De ce fait, il est clair que la quantité (5.2) suivante :

j \rrpc;l+c;l
rp,=A

2
L) ds, , vV Azmaxr, , qedD

sera majorée si les valeurs :

2

<TFS TR > o)
e

ol
m

L,(oD)

<F° Fo's
ol m 'm L,(éD)
a. —+ 3

m

ol

Lp(eD)
sont plus petites que possible, c'est-a-dire egale a zéro, donc nous aurons :
aril - _ <TFn?I ' -I;chrl >6D + <|:maI ! !:mcrl >6D

ol
”TF"‘ L, (D)

Ce qui termine la démonstration du théoreme 1.

ol
m

L, (eD)

Dans ce qui suit nous allons démontrer que le choix optimal que nous
avons trouveé dans (5.3), satisfait la condition large (1.24) qui nous garantit
I’unicité de la solution de I’équation intégrale associée au probléme donneé.
Cette condition rappelons-le s’exprime dans le cas des coefficients des

multipdles simples (b, =0), sous la forme :

| 1
a%+§

<% ou bien ‘Z.ar‘%l +4<1
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5.2 Lemme01:
Si les coefficients des multipdles simples aZ'sont choisit comme
dans le theoreme 01, alors la condition large (1.24) est satisfaite.

Démonstration :

Nous avons :

<TE?' TE?'> <F% F'>
‘Z-ar?ql +1‘:_2 m m LZ(aD)_2 m m Lz(aD)+1

e, I

<TEZ TR > o) —2.<TF°' TF' > () <F RS> o) —2.< Fo' Fe! > (o)

ez, 2

L,(oD) L,(oD)

ol
m

L,(oD) L,(oD)
—<TFR TR >y | | = <Fr B2 >0 eo)

e 2

ol
m

2
L,(oD) L,(éD)

<TFm TFS' S o) <Fn F'>U )

’TFGI 2 2

H ol
L, (D) m

L,(aD)

Posons : TFE?' =u+iv et F°' =s+ilt
doncona:

<ULU> py — <V, V> p) —2.1. <ULV> )

2.2 +1 =
2.8 +1

<ULU> op) +<V, V> o

N <S:S>L2(0D) - <t:t>|_2(aD) —2.i. <S’t>|—z(‘7D)

<8,8> p) +< t ,t>L2(0D)

1

[ {<u,u>LZ(6D) -~ <v,v>L2(6D)}2+4 CUNV> o) <ULV ]2

<UL US| p) +<V, V> op)

1

Y [{< $,8> (o) — <t,t>Lz(6D)}2+4 <S> oy - <S> (op ]2

<8,8> @) +<U,t> (o)
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1
[{< U,U>|_2(8D) + <V!V>L2(6D)}2 +4 . {<U’V>2L2(8D) —< U,U>L2(6D) '<V!V>L2(6D)}]2

< U1U>L2(6D) +< V’V>L2(6D)

Pour que cette derniere quantité soit strictement inférieure a 1, il suffit
d’avoir :
2
<ULV (op) ~<WU>1L, (D) - <VaV>1, (D) < 0
Et <s’t>i2(6D)_<S’S>L2(6D) '<t’t>L2(6D) <0

mais de I’inégalité de Schwartz nous avons :
2
< U,V>L2 (aD)S < U,lJ>|_2 (8D) . <V,V>|_2 (8D)
2
S <ULV (D) <UL, (D) - <VaV>1, (aD) <0

- <S>0 ()< <85> () - <> (opy
& <S> ) —<S,5> (p) . <t,t> ) <O

et comme I’inégalité de Schwartz est stricte si les deux fonctions uet v (s
et t) sont linéairement indépendantes, alors, pour terminer notre
démonstration il faut montrer que les deux fonctions uet v (s et t), sont

linéairement indépendantes, sachant que :
u=Re(TFS')=TF' et  v=1Im(TF)
pour cela, on va étudier a titre indicatif, le cas ou 1 =1:

NOus avons :
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uet v seront linéairement indépendantes si et seulement si :
m _
™ In k) (07 ES) (0)

K.Yh (kr).ES (6) T Yo (kr).(-1)° .EL) (9)

Autrement dit, u et v seront linéairement indépendantes si et seulement si :

LKD) In (kD)
Yl (kr) Y (k)

Calculonspourcela: Ik (kr).Yy (kr) = I (k1) .Y (kr) =2
nous avons : JL(x)=-1 m+1(x)+ Jm (X)
T 00) = = Yy () + My (3)
d’ou :
I (k (kf) I (kr) Yo (kr)
{ S K)oy ) Y () =2 ) = Yy 1) )
st (k). Y (K r)+k— Im (kr).Ym (kr)
+Jm(kr).Ym+1(kr)—% I (k). Yo (kr)
o ) Y () = 3y ()Y, (k1)

En utilisant le Wronskien des foncions de Bessel et de Hankel [1], on

obtient :

3 ()Y (k)= 3 (k) Y (kr) == —2
. kr
donc :
3 ()Y (k1) = 3 (k)Y (kr) = Zkrio
T .

d’ou uet v sont linéairement indépendantes
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et Al : 2 ~
c'est-a-dire que : <UV>T(ap) ~<UU>L, (D) - <ViV>L, (D) < O

de la méme maniére, on peut obtenir :

<S>0 (p) =< S,8> (ip) - <E,t> (p) <O
d’ou : ‘Z.aﬁl +4<1

Ce qui termine la démonstration du lemme 01.

Notons ici, que le choix des coefficients des multipdles simples
trouve dans le theoreme 01, ne minimise pas réellement la quantité (5.2).
Toutefois, ce choix conduit a la majoration de cette derniére quantité, et de
plus il vérifie la condition large (1.24) qui garantit I’élimination des
fréequences irrégulieres, ce qui permet de récupérer I’unicité de la solution

de I’équation intégrale modifiée représentant notre probléme aux limites.
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CONCLUSION

Le travail qui a été présenté dans cette thése porte sur la
détermination du choix optimal des coefficients des multipéles en
minimisant le nombre de conditionnement de I’opérateur intégral décrivant
I’équation de diffraction des ondes élastiques.

Dans le premier chapitre, nous avons exposé la formulation
mathématique du probléme. Dans le second chapitre, nous avons enoncé
des critéres usuels d’optimalité des coefficients des multipdles, relatifs a la
minimisation de la norme de I’opérateur intégral. A travers ce critere, on
cherche a garantir la convergence de la méthode de résolution numérique
par approximations successives, pour le plus grand rayon des valeurs de la
frequence d’ondes possible.

Dans le chapitre trois, nous avons developpé un nouveau critére
d’optimalité a vocation numérique, basé cette fois-ci, sur la minimisation
du nombre de conditionnement de I’opérateur intégral décrivant I’équation
de diffraction des ondes élastiques, pour le cas d’une frontiere de forme
circulaire. Dans ce cas la, et en utilisant deux différents types de
modification, a savoir, la modification simple et la modification croisée,
une forme relativement plus simple des coefficients des multipoles simples
et croisés a pu étre obtenue. Et de plus, nous avons obtenu le résultat
remarquable qui consiste en la minimisation du nombre de
conditionnement a sa plus petite valeur, c’est-a-dire 1, autrement dit la
norme de I’opérateur integral modifié sera nulle, ce qui conduirait alors a la
solution directe du probleme au limites sans recourir a la résolution d’une
équation intégrale. Dans le quatrieme chapitre, nous avons appliqué les

résultats du troisieme chapitre au cas d’une frontiére ayant la forme d’un
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cercle légerement modifiée. Nous avons montré que les expressions des
coefficients des multipbles trouvées pour le cas du cercle pouvaient étre
utilisées comme approximation pour le cas du cercle Iégerement modifiée,
et de plus nous avons montré que le nombre de conditionnement de
I’opérateur intégral modifié est du méme ordre que la perturbation du

cercle, c’est-a-dire d’ordre1+0(¢g). Toutefois, la condition large (1.24) n’a

pu étre établie dans ce cas-la. Néanmoins, cette condition n’étant pas
nécessaire mais seulement suffisante comme cela a été prouvé dans [8].

Le dernier chapitre a été consacré au développement d’un critére
mixte d’optimalité des coefficients des multipbles simples. Ce critere
d’ordre analytique, se base sur la majoration des normes de la fonction de
Green modifiée et de I’opérateur intégral associé. Notons ici, que le choix
optimal trouvé pour les coefficients des multipdles simples, conduit a la
majoration de cette derniere quantité, et de plus il vérifie la condition large
(1.24) qui garantit I’élimination des fréquences irréguliéres, ce qui permet
de recuperer I'unicité de la solution de I’équation intégrale modifiée
représentant notre probleme aux limites.

Le travail présenté dans cette thése, se termine par une conclusion
qui résume les principales techniques utilisées, et les résultats obtenus,
ainsi que les questions ouvertes qui peuvent étre explorés dans le futur.
Deux annexes sont presentées a la fin de cette thése, pour expliciter
quelques calculs d’ordre technique.

Ce travail qui s’inscrit dans le cadre des techniques de modification
de la fonction de Green, débouche sur plusieurs questions et problemes
ouverts qui pourraient étres étudiés dans le futur, citons entre autre :

1- La vérification de la condition large (1.24) pour un domaine de frontiere

quelconque.
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2- L’étude d’autres formes géométriques simples tels que le triangle,
I’ellipse,...etc., et qui peuvent servir de guide pour le cas géneral.

3- L’étude d’autres critéres d’optimalité.

4- Rechercher les mémes résultats obtenus par ARGYROPOULOS, D.
GINTIDES, K. KIRIAKI, L. BENCHEIKH et B. SAHLI, en utilisant la
minimisation avec contraintes (intégrer la condition large (1.24) comme
contrainte).

4- Elaboré les resultats numériques lié a ce genre de problemes, en se
basons sur les travaux de L. BENCHEIKH [6] et [7].
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Annexe 1

ANNEXE 1

On se propose dans cet annexe de donner les expressions des

produits scalaires des fonctions FZ', TEZ'et de leurs parties réguliéres

Folet TES!. Onnote :

<FSV R sp1gt (ALY
ol vk _q0ov,lk
<TFm ,TFn >5D —Jmn (AlZ)
ol vk _rov,lk
<Fo RV >ap=Ian (A1.3)
~ ol vk _Tov,lk
<TFm ,Fn >8D —Jmn (A14)

Quand oDest un cercle de rayon a, on obtient les expressions suivantes

pour les produits scalaires definis ci-dessus :

1oril_al 5. .5, (A1.5)
10 2% =ak .Omn 0oy (A1.6)
18012 = (“1) ¢ .- 1= 55) (AL.7)
o =—(-1)" cm Sn 1~ 55, ) (AL8)

ou :

: 2 2 2
al —27ak? ‘Hm(ka . 2‘Hm(ka)(
(ka)

. 2 2 2
a2 =27aK? ‘Hm(Ka . Z‘Hm(Ka)1
(Ka)

m - m -
cm:ZEaKK[K—aHm(ka)H m(K a)+k—aHm(ka)H m(K a)}

avec Hp(.)désignant la fonction de Hankel d’ordre met de type 1, et

Hy(.) sa dérivée.
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De méme nous avons :

J%K’M:a%ﬁmn-é‘av (AL1.9)
IGH22 =02 S -Ooy (A1.10)
IGH2 = (-1)° B -Gmn -6, (A1.11)

1G58 = (<1 By -Smn -5, (A1.12)

ou :

" 2
ol =2ra ‘k2 (ZyHm(ka)—ﬂHm(ka)] n

ng[kH,‘n(ka)—

sz{K Ho (K a)-

" 2
al=2ra yKZ(ZHm(Ka)+Hm(Ka)) ¥

[ _ Hm(K a)J

k? (2uH;(ka)sz(ka))[K Hm(Ka)- "

Pm=4raum

+yK2(2ﬁ:n(Ka)+ﬁm(K a)j[k Hip (ka)- 0 52

Pour les produits scalaires impliquant les parties réguliéres, on obtient :

iert=al s...5,, (A1.13)
1122232 500.5,, (A1.14)

5012 = (-1 &G (1= 55, ) (A1.15)

[ov 2l (1) dpy.Smn.0-6,,) (A1.16)

ou :

al =27ak? { 3 (ka)Hm(k a)+(km2)2 3 (ka)H m(k a)}

(Km:)z Im(K a)ﬁm(Ka)}

a2 =2rakK? { In(Ka)Hm(Ka)+
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A m = m = |
cm=27zakK_K—aJm(ka)H m(K a)+k—aJm(ka)H m(K a)_

A m ' m = |
dm:ZﬁakK_GJm(K a)Hm(ka)+K—aJm(K a)Hm(ka)_

et
Jer =gl Smn .60 (A1.17)
Jo¥22 262 5mn Oy (A1.18)
Sent2 = (-0 B Omn-l-5,,) (A1.19)
Jgn2 e (L) Fry Smn =50 (A1.20)
ou :

at=2ra

+(2“—m}2[m;ﬂ(k a)- Im(ka) kHm(ka)- Hnlk a)J

_(,u k2f (207 (K a)+ 3 (K a))(zﬁ}'n(K a)+Hm(K a))

+(2‘”“]2 [K In(Ka)- 20t a)]{Kﬁ'm(K a)- —ﬁmgK a)]

a2 =2ra

—~

a

k2 (200 (k a)—um(ka))[Kﬁ'm(K a)- Hm(Ka)

+m<2[ka;n<k 2)- Inl a)](zﬁ?n(K o)+in(ka)

_kz [K I (Ka)- wyzyﬁ}'ﬂ(k a)-AHm(k a)j |
Hm(k a)}

a

Ym=4raum

k2200 (Ka)+ 3 (K a))[kﬁ'm(ka)
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ANNEXE 2

Dans cette annexe, nous allons établir I’égalité entre les deux

expressions des multipbles croisés b,,. Pour ce faire et pour simplifier un

peu les expressions, introduisons les notations suivantes :

: m
=Hp(ka) , X:GHm(ka)

y':H;n(Ka) , y:£Hm(Ka)

Ka
x1=k2(2uHr'T'1(ka)—/1Hm(ka)) . Xo= Zlgm(kH (ka)- Hma(lka)}
PR IR

1 .2 al

Avec ces notations, les expressions des coefficients ap,am,Cn,am,

42 6. dm, ot a2, B Gh, G2, B €t 7 (définis dans I’annexe 1) s’écrivent :
0 12 V12
:27zak2“x‘ +|x|2} : a%:ZnaKZUy‘ +|y|2}

cm=2nakK[x'§+x§1

5L 27 ak [ §+>“&} | é%zZ;zaKz[)?'?jL)?ﬂ

6m=2nakK[§§+i§} | &m=2ﬂakK[;9 iy}
et

ah=2ra| [} +xofP| L a=2ra| 4ol

Bm=27a|X Y2 +X,V1 |

0?%1=27Z'a[)21Y1+)22Y2] , a2 =2ra [\f1\71+\?2\72]
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,ém=27ra[)2172+)2271J , ;7m=27zalfl\fz+Y2YA1J
ol les expressions de %,%,¥,9, Xy, X5,Y;€et Y, sont les mémes que pour les
X, X,Y,y X1, X, Y et Y, mais avec la fonction de Hankel H,, remplacé par
la fonction de Bessel J,.

Substituons les expressions ci-dessus dans les relations concernées, on aura
alors, tout calcul fait :

ak &m —cp ab =—(27a)’ k3 K(x' y —xy)(xf('—x' >“<) (A2.1)

A

a2 d, —cma’=—(2ra)’k K3(x' y —X y)(yf/' —y 9) (A2.2)
en utilisant le Wronskien des fonctions de Hankel et de Bessel [1], on

obtient :

(ex —x 2):-(:(”;; (A2.3)

(v -y 9)-- (Lmajz (A2.4)

en remplacant les expressions (A2.3) et (A2.4) dans (A2.1) et (A2.2), on

obtient :

ak Em —Cp ak =4imz kK (x' y'—xy) (A2.5)
248 T a2 _ai 3 v vy
amdy —cmdp=4imzx kK(x y —xyj (A2.6)

doncona:

D’ou I’égalité entre les deux expressions obtenues pour les coefficients des

multipbles croisés by,
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Résumé :

Le travail présenté dans cette theése s’inscrit dans le cadre des techniques
de modification de la fonction de Green, il porte sur la détermination du choix
optimal des coefficients des multi-péles en minimisant le nombre de
conditionnement de I’opérateur intégral associé. Des résultats intéressants sont

obtenus dans le cas des frontiéres circulaires.

Mots clés. Coefficients des multi-poles, fonction de Green modifiée, équations

intégrales, élasticité linéaire, nombre de conditionnement.

Abstract :

The work presented in this thesis is a part of the modified Green’s
function techniques, he interests by the determination of the optimal choice of the
multipoles coefficients by minimizing the condition number of the modified
integral operator. Interesting results are obtained in the case of circular

boundaries.

Key words. multipole coefficients, modified Green’s function, integral
equations, linear elasticity, condition number.





