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INTRODUCTION

L’étude des problèmes de diffraction des ondes (de gravité,

acoustiques, élastiques et électromagnétiques) dans un milieu contenant

une partie non homogène (cavité, inclusion ou autres …) se formule très

souvent sous la forme d’un problème aux limites. La résolution de ce

problème peut se faire par diverses méthodes (différences finies, éléments

finis, etc.…) [1,10,19,20,28,29,30]. Dans le cas de milieu infini, la méthode

des représentations intégrales semble être la mieux adaptée pour la

résolution de ce type de problèmes. Cette méthode réduit la résolution du

problème à celle d’une équation intégrale sur la frontière délimitant le

domaine. Cette équation intégrale peut être soit de premier espèce ou bien

de second espèce. Cependant, un problème d’unicité de la solution de

l’équation intégrale apparaît. Cette anomalie est liée à la méthode de

résolution utilisée plutôt qu’a la nature physique du problème. Certaines

solutions ont été proposées pour contourner cette anomalie (voir [6,7,8]

pour une discussion détaillée des solutions proposées). Certaines de ces

solutions sont basées sur la modification du noyau de l’équation intégrale,

c'est-à-dire, la modification de la solution fondamentale connue sous le

nom de fonction de Green. Cette modification fait intervenir des

coefficients complexes appelés coefficients des multipôles, et qui doivent

satisfaire à une condition large (1.24). Dans le cas d’ondes acoustiques,

KLEINMAN, ROACH, KRESS et JONES [7,16,18] ont présenté une

méthode de détermination d’un choix optimal de ces coefficients. Cette

méthode s’appuie sur la minimisation de la norme de l’opérateur intégral

qui définit l’équation intégrale modifiée. La minimisation de la norme de

cet opérateur est liée à la convergence de la méthode itérative utilisée pour

la résolution de cette équation intégrale modifiée, à savoir la méthode des
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approximations successives. SAHLI [21, 27], a utilisé cette même méthode,

mais pour le cas d’ondes élastiques en deux dimensions, et Dans [3],

ARGYROPOULOS et KIRIAKI ont étudié le même cas, mais en trois

dimensions. La particularité de ces ondes élastiques est la relative

complexité de l’équation différentielle régissant le phénomène de

diffraction.

D’autres travaux [4, 23, 24, 25, 26], ont développé un deuxième

critère d’optimalité pour les coefficients des multipôles, en minimisant la

norme du noyau de l’opérateur intégral modifié, à savoir, la norme de la

fonction de Green. Ce deuxième critère d’optimalité, est motivé par le fait,

qu’à travers la minimisation  de la norme de la fonction de Green, on

minimise aussi la différence entre la fonction de Green modifié et la

fonction de Green exacte.

Un troisième critère d’optimalité des coefficients des multipôles, a

fait l’objet d’un récent développement, dans lequel SAHLI et DJENAIHI

[11, 22], a déterminé un autre choix optimal des coefficients des

multipôles, en prenant comme critère d’optimalité, la minimisation de la

norme de l’opérateur traction lié à la fonction de Green modifiée. Ce critère

d’optimalité, est motivé par le fait, qu’à travers la minimisation  de la

norme de l’opérateur traction appliqué à la fonction de Green, on minimise

ainsi la norme de la différence entre le noyau modifié et le noyau exact de

l’opérateur intégral modifié.

Se basons sur les travaux d’ARGYROPOULOS, KIRIAKI et

GINTIDES [2, 5], ainsi que GINTIDES, MINDRINOS et

PALLIKARAKIS [9, 12, 13, 14, 15], on se propose dans ce travail de

développer un nouveau critère d’optimalité pour les coefficients des

multipôles, basé cette-fois-ci, sur la minimisation du nombre de

conditionnement de l’opérateur intégral modifié associé au problème aux
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limites régissant le phénomène de diffraction d’ondes élastiques. Le choix

de ce nouveau critère d’optimalité, est lié directement à la stabilité

numérique de la solution de l’équation intégrale modifiée. Notre travail qui

porte sur les choix optimaux des coefficients des multipôles dans le cas

d’ondes élastiques en deux dimensions, est structuré en quatre parties. La

première partie est consacrée à la formulation mathématique du problème.

Dans la deuxième partie, on rappel le choix optimal des coefficients des

multipôles dans le cas d’une frontière quelconque, en utilisons d’autres

critères d’optimalité. La troisième partie traite à titre indicatif,  le cas d’une

frontière ayant la forme d’un cercle, des résultats intéressants sont obtenus,

en minimisant le nombre de conditionnement de l’opérateur intégral

modifié, dans le but énoncé ci-dessus, mais également, afin d’assurer la

convergence de la méthode itérative utilisée pour la résolution de

l’équation intégrale modifiée régissant le phénomène de diffraction d’ondes

élastiques, pour un rayon de convergence aussi grand que possible. Dans

cette partie, la fonction de Green sera modifiée de deux façons différentes,

l’une en utilisant des coefficients des multipôles simples, et l’autre en

utilisant les coefficients des multipôles croisés. Et dans la dernière partie,

on étudie le cas d’une frontière ayant la forme d’un cercle légèrement

déformé. Le travail se termine par une conclusion avec un résumé des

principaux résultats obtenus.
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CHAPITRE 1

FORMULATION DU PROBLEME

Dans ce qui suit, on présente la formulation mathématique du

problème. Nous commencerons tout d’abord par introduire les notations

que nous utiliserons. On considère un domaine 2IRD  , homogène,

élastique, illimité extérieurement et limité intérieurement par une frontière

D (figure 1).



Figure 1 : représentation du domaine

On note par D l’intérieur de D tel que  DDDIR2

On note par QP , les points de D , qp , les points de D et par  QP ,

les points de D
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Le problème aux limites auquel nous nous intéresserons se formule comme

suit :

i) L’équation dans D :

        DPPuPurotrot
K

Pudivgrad
k

 0
11

22
(1.1)

ii) La condition sur la frontière D :

   pfpuT  Dp  (Condition de Neumann)

Ou bien : (1.2)

   pgpu  Dp  (Condition de Dirichlet)

iii) Les conditions de radiation :

Elles s’expriment sous la forme suivante [20]:


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
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
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PuKi
r

Pu
rLim

Puki
r
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rLim

p
p

r

p
p

r

p

p
(1.3)

où :   Pudivgrad
k

Pu
2

' 1
)( 

  Purotrot
K

Pu
2

'' 1
)(  (1.4)

avec :



2

2
2


k et


 2

2 K

 est la masse volumique, , sont les constantes de Lamé.
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2 la fréquence des ondes.

T est l’opérateur traction qui agit sur la fonction  pu par rapport au point

p . Dans le cas d’un milieu isotrope T prend la forme suivante :

            Dppurotpn
n

pu
pudivpnpuT

p





 ˆ.2.ˆ.  (1.5)

où  pn̂ est la normale en p dirigée vers l’extérieur de D .

Le problème aux limites tel qu’il est définit possède une solution unique

pour toutes les valeurs de la fréquence des ondes 2 [7].

Pour obtenir une représentation intégrale de la solution de notre

problème, une solution fondamentale et singulière est nécessaire. Cette

solution est connue sous le nom de tenseur de Green. Dans le cas d’un

milieu homogène et isotrope, ce tenseur s’exprime comme suit [28] :

    








 


gradgrad
K

I
i

QPG
20

1
..

.4
, (1.6)

où I est le tenseur d’unité,  RKH .1
0 et  RkH .1

0 ,  .1
0H désigne

la fonction de Hankel d’ordre zéro et de premier espèce et R est la distance

séparant les deux points P et Q .

Ayant défini la solution fondamentale, les représentations intégrales

pour la solution de notre problème peuvent être maintenant obtenues. Il y’a

deux méthodes pour l’obtention des représentations intégrales, la méthode

directe et la méthode indirecte. La méthode directe s’appuie  sur

l’utilisation de la formule de Green [28], la méthode indirecte s’appuie sur

la notion de potentiel simple couche ou double couche. Nous

commencerons par la méthode indirecte. Pour le problème de Dirichlet, la

solution est recherchée sous la forme d’un potentiel double couche :

         DPPDWdsqWqPGTPu
D

qq  


..,0 (1.7)
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Où  qW est une fonction densité définie sur D . Cette représentation

conduit à l’équation intégrale suivante :

            DppgpWKpWdsqWpqGTpW
D

qq 








 00 2

1
..,

2

1 (1.8)

Où 0K est l’opérateur intégral défini par :

        DpdsqWqpGTpWK
D

qp  


..,00 (1.9)

Pour le problème de Neumann, la solution est recherchée sous la forme

d’un potentiel simple couche :

          DPPSWdsqWqPGPu
D

q  


..,0 (1.10)

Où  qW désigne toujours une fonction densité inconnue définie sur D .

Cette représentation conduit à l’équation intégrale suivante :

       DppfpWKpW  02

1
(1.12)

Pour la méthode directe, l’application de la formule de Green à la

solution recherchée u et au tenseur de green 0G dans le domaine limité

intérieurement par D et par un cercle de grand rayon r (figure 2),

o

D

r

D

C
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conduit aux relations suivantes, où il a été tenu compte du fait que u et 0G

satisfont à l’équation (1.1) et aux conditions de radiation (1.3) :

           DPdsPqGquTPqGTquPu
D

qq  


.,.,. 00 (1.13)

et

           DpdspqGquTpqGTqupu
D

qq  


.,.,.
2

1
00 (1.14)

Ce qui conduit à l’équation intégrale suivante :

       DppfSpuKpu 







0

2

1
(1.16)

Les deux équations intégrales (1.12) et (1.16) correspondants

respectivement aux représentations intégrales (1.10) et (1.13) du problème

donné sont des équations intégrales adjointes. Donc, en vertu des

théorèmes de Fredholm [16] si l’une des deux possède une solution unique

il en sera de même pour l’autre. Or il est connu et établi (voir par exemple

[8]) que ces deux équations intégrales ne possèdent pas des solutions

uniques pour un spectre discret des valeurs de la fréquence des ondes 2 .

Ce qui est en contradiction avec ce qui a été énoncé un peu plus haut.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour contourner cette

difficulté. On peut citer entre autre celle qui consiste a perturbé la fonction

de Green 0G en lui ajoutant une série de fonctions appelées multipôles.

Dans ces multipôles intervient des coefficients arbitraires. Le tenseur de

Green ainsi modifié est donné par [8] :

- Modification avec coefficients des multipôles simples :

          


  


0

2

1

2

1
201 ..

4
,,

m l

l
m

l
m

l
m QFPFa

K

i
QPGQPG






(1.17-a)
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- Modification avec coefficients des multipôles simples et croisés :

   
   

         


  
 



















0

2

1

2

1
332

01

..1

.
.

4

,,

m l
l

m
l

mm
l

l
m

l
m

l
m

QFPFb

QFPFa

K

i

QPGQPG








(1.17-b)

où l
ma et mb sont successivement, les coefficients des multipôles simples

et croisés, et

      pmpmm ErkHgradPF  ..11  ,       3
12 ˆ.. eErKHrotPF pmpmm  

 ppr , sont les coordonnées polaires du point,  .1
mH représente la

fonction de Hankel d’ordre m et de type 1 et

   
 








2.sin

1.cos
.






p

p
mpm m

m
E

avec :








02

01

m

m
m

désigne le produit tensoriel, 3ê est le vecteur unité dans la direction de z .

Les équations intégrales modifiées correspondantes aux équations (1.12) et

(1.16) deviennent alors respectivement :

       DppfpWKpW  12

1 (1.18)

        DppfSpuKpu 

1

2

1 (1.19)

Où 1K est l’opérateur intégral modifié défini de la même façon que 0K

mais avec 0G remplacée par 1G .

Le tableau ci-dessous résume les formulations directes et indirectes

conduisant à des équations intégrales modifiées de second espèce.
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Conditions aux limites Equations intégrales Représentation dans D

gu (Dirichlet)

gWKW 

1

2

1
WDu 1 (1.20)

gDWKW n112

1
 WSgDu 11  (1.21)

fuT  (Neumann)

fSWKW 11
2

1



fSWDu 11  (1.22)

fWKW  12

1
WSu 1 (1.23)

Où :      pgDTpgD n 11 

Afin de garantir l’unicité des solutions des équations intégrales

(1.18) et (1.19), une condition suffisante mais pas nécessaire a été établie

dans [8]. Cette condition porte sur les coefficients des multipôles et

s’exprime sous la forme suivante :

0
2

1
.

2

1
.

21 





 






 


mmmm abab

et 0
4

1

2

1 22

 m
l

m ba (1.24)

 :0m et 2:1,  l

On, remarque alors que la condition (1.24) est une condition large. La

question que l’on se pose est parmi toutes les valeurs possibles que peuvent

prendre ces coefficients, est ce qu’il existe un choix optimal vis-à-vis d’un

critère donné? C’est à cette question que l’on essayera de répondre en

prenant comme critère d’optimalité la minimisation du nombre de

conditionnement de l’opérateur intégral modifié )(MCond .
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CHAPITRE 2

CRITERE D’OPTIMALITE USUEL

Dans le chapitre suivant, on énoncera quelques résultats qui nous

seront utiles par la suite, il s’agit des choix optimaux des coefficients des

multipôles simples et croisés [26, 27], et qui traite le critère d’optimalité lié

à la minimisation de la norme de l’opérateur intégral modifié. Ce critère

vise à garantir la convergence de la méthode itérative qui sera utilisée pour

la résolution de l’équation intégrale modifiée (1.18), et ceci pour le plus

grand spectre possible de valeurs de la fréquence 2 . On rappelle que le

rayon de convergence de la méthode des approximations successives

s’exprime sous la forme suivante [16] :

 DL
K




2

1

2 1
0  (2.1)

2-1 Choix optimal des coefficients des multipôles simples :

2-1-1 Théorème 1:

La norme de l’opérateur intégral modifié 1K est minimisée, si les

coefficients des multipôles simples sont choisis comme suit :

l
m

l
ml

m

f

K

i
a









24
(2.2)

Où :

2l
m

l
m TF   (2.3)

  l
m

l
m

l
m FFTKf  ,0 (2.4)
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Démonstration :

La norme de notre opérateur intégral modifié est minimisée, si les

coefficients des multipôles simples l
ma minimisent la quantité 2

1wK pour

toute fonction  DLw  2 . Calculons donc la norme 2

1wK :

2

0

2

1 wKwK  (2.5)

  


 


0

2

1

1
0

1111
0

1

2
,,,,

4 m
mmmmmm wFwKTFawFTFwKa

K

i







  


 


0

2

1

2
0

2222
0

2
2

,,,,
4 m

mmmmmm wFwKTFawFTFwKa
K

i







  


 



 











0

2

1 0

2

1

111111

2

2
,,,

4 m n
nmnmnm wFwFTFTFaa

K

i

 





  


 



 











0

2

1 0

2

1

212121

2

2
,,,

4 m n
nmnmnm wFwFTFTFaa

K

i

 





  


 



 











0

2

1 0

2

1

121212

2

2
,,,

4 m n
nmnmnm wFwFTFTFaa

K

i

 





  


 



 











0

2

1 0

2

1

222222

2

2
,,,

4 m n
nmnmnm wFwFTFTFaa

K

i

 





C’est un problème de minimisation standard, dont la condition nécessaire

pour l’existence d’un minimum est l’annulation de la dérivée.

Donc, si on dérive par rapport aux coefficients 1
na et 2

na , on obtient :

 DLw

a

wK

a

wK

n

n 




































2

2

2

1

1

2

1

0

0





(2.6)

Ou sous la forme suivante :

0,
4 0

2

1

2

1

11
2

1*
0   



  m l
nn

l
m

l
mn FFTFTa

K

i
TFK






(2.7)

0,
4 0

2

1

2

1

222
2

2*
0   



  m l
nnm

l
mn FFTFTa

K

i
TFK






(2.8)
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En prenant le conjugué et en calculons le produit scalaire de (2.7) et (2.8)

avec 1
nF et 2

nF respectivement, on obtient :

0,
4

, 111
2

11*
0   

 nnnnn TFTFa
K

i
FFTK (2.9)

0,
4

, 222
2

22*
0   

 nnnnn TFTFa
K

i
FFTK (2.10)

Les solutions de ce dernier système d’équations sont données par (2.2).

Il reste à démontrer que ce choix des coefficients des multipôles simples

minimise effectivement la norme de notre opérateur intégral. Autrement

dit, si 0
1K désigne l’opérateur intégral modifié avec le choix optimal (2.2),

et 1K désigne l’opérateur intégral modifié avec un autre choix quelconque

des coefficients des multipôles, alors on doit avoir :

 DLwwKwK  21
0
1 (2.11)

Supposons pour cela que les coefficients (choisis arbitrairement) dans 1K ,

puissent s’écrire sous la forme :

  l
m

l
m

l
m aa   0 (2.12)

Où  0l
ma sont définis par (2.2), on aura alors :

 


  0

2

1

2

1

0
1

20
1

2

1 ,,
m l

l
m

l
m FwhwKwKwK





 


  

wKFwh
m l

l
m

l
m

0
1

0

2

1

2

1

,,




  


  



  

k
n

m l

l
m

k
n

l
m

n k

FwFwhh 







,,,
0

2

1

2

1 0

2

1

2

1

où :    pTFph l
m

l
m

l
m

  (2.13)

le deuxième et le troisième termes du second membre de l’équation (2.13)

s’annulent en raison du choix des coefficients dans 0
1K . Ainsi (2.13)

devient :
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 


  



  


0

2

1

2

1 0

2

1

2

1

20
1

2

1 ,
m l

k
n

l
m

n k

k
n

l
m hhZZwKwK







 (2.14)

où :  l
m

l
m FwZ  , (2.15)

La validité de notre résultat dépend de la positivité de la forme

quadratique :

 


  



  


0

2

1

2

1 0

2

1

2

1

,
m l

k
n

l
m

n k

k
n

l
m hhZZ







 (2.16)

Pour établir ce résultat, construisons un ensemble de fonctions

orthonormées   2:1

:0





l

m
l

mU
 à partir de   2:1

:0





l

m
l

mh
 , en utilisons par exemple la

procédure de Gram-Schmidt [23] et l’indépendance linéaire de   2:1

:0





l

m
l

mh
 . Il

existe alors un ensemble de coefficients  spmd  , tel que :




  


0

2

1

2

1p s

s
p

sl
pm

l
m Udh



 (2.17)

On aura donc :

 


  



  


0

2

1

2

1 0

2

1

2

1

,,
p s q r

r
q

s
p

kr
qn

sl
pm

k
n

l
m UUddhh

 

 (2.18)

*

0

2

1

2

1

DDdd
p s

ks
pn

sl
pm   



  



Où D est la matrice a éléments sl
pmd , et *D est sa conjuguée Hermitienne.

Mais *DD est semi définie positive [28]. Ce qui termine la démonstration

du théorème 1.

2-1-2 Lemme 1 :

si D est un cercle de rayon a , alors les expressions des   2:1

:0




 l

m
l

mF
 sont

données par :

m

mmmm
m

m

mmmm
m

FcFa
F

FcFa
F








 
11221

22
22112

11 , (2.19)

m

mmmm
m

m

mmmm
m

FcFa
F

FcFa
F








 
21122

12
12211

21 , (2.20)
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où :

   

















 2

2
2/21 2 kaH

ka

m
kaHaka mmm  (2.21)

   

















 2

2
2/22 2 KaH

Ka

m
KaHaKa mmm  (2.22)

       



  KaHkaH

ka

m
KaHkaH

Ka

m
akKc mmmmm

//2 (2.23)

221
mmmm caa  (2.24)

Démonstration :

En prenant le produit scalaire de (2.7) avec l
mF  et en utilisons (2.8), on

obtient :

klnm
m l

kl
nm

kl
nm IC  



  


  0

2

1

2

1

(2.25)

où : a
k

n
l

m
kl

nm FFI   , (2.26)

les expressions de (2.26) pour toutes les valeurs de 2:1kl ,

sont données par [23] :


  nmmnm aI 111  (2.27)


  nmmnm aI 222  (2.28)

   
   1121

nmmnm cI (2.29)

   
   1112

nmmnm cI (2.30)

En utilisons (2.27)-(2.30), on obtient le système linéaire suivant :










22
22211

11
22111

lnm
l

nmm
l

nmm

lnm
l

nmm
l

nmm

CaCc

CcCa










(2.31)










21
21212

12
21121

lnm
l

nmm
l

nmm

lnm
l

nmm
l

nmm

CaCc

CcCa










(2.32)
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Avec le même déterminant non nul donné par (2.24). ce qui conduit alors

aux solutions données par (2.19) et (2.20).

2-1-3 Theorème :

Si D est un cercle de rayon a , alors le choix optimal des coefficients

des multipôles simples qui minimize la norme de l’opérateur integral

modifié define par (2.3), est donné par :

 




















m

mmmm

m

m

m

mmmm

m

m
m

acadccaa
a

22

1

21

1

1
11 ˆˆ

.
ˆˆˆ

2

1







(2.33)

 




















m

mmmm

m

m

m

mmmm

m

m
m

accadcaa
a

11

2

21

2

2
21 ˆˆˆˆˆ

2

1







(2.34)

 




















m

mmmm

m

m

m

mmmm

m

m
m

acadccaa
a

22

1

21

1

1
12 ˆˆ

.
ˆˆˆ

2

1







(2.35)

 




















m

mmmm

m

m

m

mmmm

m

m
m

accadcaa
a

11

2

21

2

2
22 ˆˆˆˆˆ

2

1







(2.36)

Où :

       

















 kaHkaJ

ka

m
kaHkaJaka mmmmm

2
//21 2ˆ  (2.37)

       

















 KaHKaJ

Ka

m
KaHKaJaKa mmmmm

2
//22 2ˆ  (2.38)

       



  KaHkaJ

ka

m
KaHkaJ

Ka

m
akKc mmmmm

//2ˆ  (2.39)

       



  KaHKaJ

Ka

m
kaHKaJ

ka

m
akKd mmmmm

//2ˆ  (2.40)

         
       
















































a

kaJ
kakJ

a

kaH
kaHk

a

m

kaHkaHkaJkaJk

a
m

m

m
m

mmmm

m //
2

////4

1
2

22

2ˆ 


 (2.41)
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           
       



































 










a

KaH
KaHK

a

KaJ
KaKJ

a

m

KaHKaHKaJKaJK

a
m

m
m

m

mmmm

m //
2

////22

2
2

22

2ˆ 


 (2.42)

        

        



























 













KaHKaH
a

kaJ
kakJK

a

KaH
KaHKkaJkaJk

m

mm
m

m

m
mmm

m
///2

///2

2

2

4ˆ





 (2.43)

 
         
       
























 






 











a

KaH
KaKH

a

kaH
kakH

a

m

KaHKaHkaHkaHKk

m
m

m
m

mmmm

m //
2

////22

2
2

22

2 



 (2.44)

Démonstration:

Pour calculer les valeurs des coefficients des multipôles simples l
ma , nous

devons calculer les valeurs de l
mf  données par (2.4). Nous avons [23] :

      qq
D

l
m

l
m dspqGTqFTpFTK ,0

*
0 



  (2.45)

Si en utilise le développement de la fonction de Green [24] :

     
     



   
















0

2

1

2

1
20 ˆ

ˆ
.

4
.

2

1
,

n k
k

n
k

n

k
n

k
n

pFqF

pFqF

K

i
pqG







(2.46)

On obtient :






















  


  



0

2

1

2

1

2 ,ˆ,

,ˆ
.

8
n k

l
m

k
n

l
m

k
n

l
m

l
m

l
m FFTFTF

TFFT

K

i
f










(2.47)

Utilisons (2.19) et (2.20), on obtient les relations suivantes :

   























m

mmmm
m

m

mmmm
mm

mm

acadccaa

K

i

ff

2221
11

2

1211

ˆˆˆˆ
ˆ.

8




(2.48)

   























m

mmmm
m

m

mmmm
mm

mm

accadcaa

K

i

ff

1121
22

2

2221

ˆˆˆˆˆ.
8




(2.49)
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utilisons (2.48) et (2.49), on obtient les expressions des coefficients des

multipôles tel que définis par (2.33)-(2.36).

2-1-4 Théorème :

si D est un cercle de rayon a , et si le choix optimal des coefficients des

multipôles simples dans la modification (1.17a) est donné par les relations

(2.33) a (2.36). Alors nous avons :

01 K (2.50)

Démonstration :

D’après le lemme 2.1.2 et le théorème 2.1.3, la fonction de Green modifiée

admet le développement suivant :

          


  
 

0

2

1

2

1
21

ˆ.
4

,
m l

l
m

l
m

l
m

l
m pFapFpF

K

i
qpG







    qpGqpG ND ,,
2

1
 (2.51)

Où DG et NG sont les fonctions de Green pour les problèmes de Dirichlet

et de Neumann, sur le cercle respectivement. Alors :

  0, qpG D et   0, qpGT N
q pour aR p  et aRq  (2.52)

Après quelques calculs, on obtient :

   qpGTqpGT D
q

D
q ,,  for aRR qp  (2.53)

Autrement dit, sur le cercle on a :

  0,1 qpGTq (2.54)

Ce qui implique :

 DLwwK  21 ,0 (2.55)

d’où 01 wK , et par conséquent notre équation intégrale admet une

solution unique.
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2-1-5 Lemme :

Se basons sur la technique utilisée dans [23], on considère une famille de

frontières circulaires donnée paramétriquement par :

   20  ppaR (2.56)

où  et



 sont des fonctions bornées.

Si on utilise les estimations établies dans [24] pour les vecteurs multipôles,

on obtient :

     


 OpFpF a
l

m
l

m  (2.57)

     


 OpTFpTF a
l

m
l

m  (2.58)

 


 OFFFF a
k

n
l

m
k

n
l

m  ,, (2.59)

 


 OTFTFTFTF a
k

n
l

m
k

n
l

m  ,, (2.60)

     


 OpFpF a
l

m
l

m   (2.61)

2-1-6 Théorème :

Si D est définit par (2.56), alors le choix optimal des coefficients des

multipôles simples qui minimise la norme de l’opérateur intégral modifié

définie par (1.9), est donné par :

   Oaaa mm  1111 (2.62)

   Oaaa mm  2121 (2.63)

   Oaaa mm  1212 (2.64)

   Oaaa mm  2222 (2.65)

Où  aa l
m
 est le choix optimal des coefficients des multipôles simples pour

la cas du cercle de rayon a .
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Démonstration :

de (2.56), on a :

      


 Opp a
l

m
l

m  (2.66)

      Opp amm  (2.67)

utilisons (2.57)-(2.61), on obtient :

     


 Opfpf a
l

m
l

m  (2.68)

Ce qui conduit à (2.62)-(2.65).

2-1-7 Théorème :

Si D est défini par (2.56), et si le choix optimal des coefficients des

multipôles simples dans la modification (1.9) est donné par les relations

(2.62) à (2.65). Alors nous avons :

 OK 1 (2.69)

Démonstration :

D’après le théorème (2.1.6), nous avons :

     
OqpGTqpGT aapp a
 ,, 00 (2.70)

     
OqpGTqpGT aaqq a
 ,, 00 (2.71)

     
OqpGTqpGT aapp a
 ,, 11 (2.72)

     
OqpGTqpGT aaqq a
 ,, 11 (2.73)

       
 OpwKpwK a

a  11 (2.73)

Utilisons (2.50), (2.73) devient :

    
 OpwK 1 (2.74)

Ce qui conduit à :

 OK 1 .
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2-2 Choix optimal des coefficients des multipôles croisés :

2-2-1 Théorème 1:

La norme de l’opérateur intégral modifié 1K est minimisée, si les

coefficients des multipôles simples et croisés sont choisis comme suit :

/

)3()3(

2

..

4
.

l
m

l
m

l
m

l
m

l

ml
m

fg

K

i
a 



 
 






(2.75)

 
/2

..

4
.1

l
m

l
m

l
m

l
m

l
m

m
l gf

K

i
b 


 

 


  (2.76)

Où :

2)3()3(/ . l
m

l
m

l
m

l
m

    (2.77)

2l
m

l
m TF   (2.78)

  )3()3(, l
m

l
m

l
m TFTF  (2.79)

 l
m

l
m

l
m FFTKf  ,

*
0 (2.80)

  l
m

l
m

l
m FFTKg  ,

)3()3(*
0 (2.81)

Démonstration :

La norme de notre opérateur intégral modifié est minimisée, si les

coefficients des multipôles simples et croisés l
ma et mb minimisent la

quantité 2

1wK pour toute fonction  DLw  2 . Calculons donc la norme

2

1wK :

2

0

2

1 wKwK  (2.82)
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TFTFba

TFTFbaTFTFaa
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l
m
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k

n
l
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k
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l
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k
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l
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m

k
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l
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k
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l
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2

1

2

1 0

2

1

2

1 )3()3()3()3(

)3()3(

)3()3(

2

2


  







C’est un problème de minimisation standard, dont la condition nécessaire

pour l’existence d’un minimum est l’annulation de la dérivée de 2

1wK .

Donc, si on dérive par rapport aux coefficients 1
na , 2

na et nb , on obtient :

 DLw

b

wK

a

wK

a

wK

n

n

n






















































2

2

1

2

2

1

1

2

1

0

0
0





(2.83)

Ou sous la forme suivante :

  0,1,
4 0

2

1

2

1

)3()3(

2
*
0 



   



  



m l

k
n

k
n

l
mm

lk
n

l
m

l
m

k
n FFTFTbFTFTa

K

i
TFK







(2.84)

   0,1,
4 0

2

1

2

1

)3()3()3()3()3()3(
2

)3()3(*
0   



  



m l

k
n

k
n

l
mm

lk
n

l
m

l
m

k
n FFTFTbFTFTa

K

i
TFK







(2.85)

En prenant le conjugué et en calculons le produit scalaire de (2.84) et (2.85)

avec k
nF , on obtient :

   0,1,
4

, )3()3(
2

*
0   k

n
k

nn
kk

n
k

n
k

n
k

n

k
n TFTFbTFTFa

K

i
FFTK 



(2.86)
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   0,1,
4

, )3()3()3()3()3()3(
2

)3()3(*
0   k

n
k

nn
kk

n
k

n
k

n
k

n

k
n TFTFbTFTFa

K

i
FFTK 



(2.87)

Les solutions de ce dernier système d’équations sont données par (2.75) et

(2.76), avec un déterminant /l
m

 non nul. En effet, nous avons en raison de

l’indépendance linéaire des fonctions   2:1,

:0





l

m
l

mTF
 et de l’inégalité de

Schwartz :

)3()3(2)3()3(22)3()3(2
, l

m
l

m
l

m
l

m
l

m
l

m
l

m TFTFTFTF    

Ce qui entraine que :

0.
2)3()3(/   l

m
l

m
l

m
l

m
 

Il reste à démontrer que ce choix des coefficients des multipôles simples et

croisés minimise effectivement la norme de notre opérateur intégral.

Autrement dit, si 0
1K désigne l’opérateur intégral modifié avec le choix

optimal (2.75)-(2.76), et 1K désigne l’opérateur intégral modifié avec un

autre choix quelconque des coefficients des multipôles, alors on doit avoir :

 DLwwKwK  21
0
1 (2.88)

Supposons pour cela que les coefficients (choisis arbitrairement) dans 1K ,

puissent s’écrire sous la forme :

  l
m

l
m

l
m aa   0 (2.89)

  mmm bb  0 (2.90)

Où  0l
ma et  0mb sont définis par (2.75)-(2.76), on aura alors :

 


  0

2

1

2

1

0
1

20
1
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1 ,,
m l

l
m

l
m FwhwKwKwK





 


  

wKFwh
m l
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l
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0
1
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1
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1

,,



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

  



  

k
n

m l

l
m

k
n

l
m

n k

FwFwhh 


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où :        pTFpTFph l
mm

ll
m

l
m

l
m

)3()3(1    (2.91)

le deuxième et le troisième termes du second membre de l’équation (2.91)

s’annulent en raison du choix des coefficients dans 0
1K . Ainsi (2.91)

devient :

 


  



  


0

2

1

2

1 0

2

1

2

1

20
1

2

1 ,
m l

k
n

l
m

n k

k
n

l
m hhZZwKwK







 (2.92)

où :  l
m

l
m FwZ  , (2.93)

La validité de notre résultat dépend de la positivité de la forme

quadratique :

 


  



  


0

2

1

2

1 0

2

1

2

1

,
m l

k
n

l
m

n k

k
n

l
m hhZZ







 (2.94)

Pour établir ce résultat, construisons un ensemble de fonctions

orthonormées   2:1

:0





l

m
l

mU
 à partir de   2:1

:0





l

m
l

mh
 , en utilisons par exemple la

procédure de Gram-Schmidt [23] et l’indépendance linéaire de   2:1

:0





l

m
l

mh
 . Il

existe alors un ensemble de coefficients  spmd  , tel que :




  


0

2

1

2

1p s

s
p

sl
pm

l
m Udh



 (2.95)

On aura donc :

 


  



  


0

2

1

2

1 0

2

1

2

1

,,
p s q r

r
q

s
p

kr
qn

sl
pm

k
n

l
m UUddhh

 

 (2.96)

*

0

2

1

2

1

DDdd
p s

ks
pn

sl
pm   



  



Où D est la matrice d’éléments sl
pmd , et *D est sa conjuguée Hermitienne.

Mais *DD est semi définie positive [24]. Ce qui termine la démonstration

du théorème 1.
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2-2-2 Théorème :

Si D est un cercle de rayon a , alors le choix optimal des coefficients

des multipôles simples et croisés qui minimise la norme de l’opérateur

intégral modifié défini par (1.17b), est donné par :





















m

mmmm

m

mmmm
m

ccaa
a

ˆˆˆˆ
2

1 21

/

21
11 

(2.97)





















m

mmmm

m

mmmm
m

dcaa
a

ˆˆˆˆ
2

1 21

/

21
21 

(2.98)





















m

mmmm

m

mmmm
m
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a

ˆˆˆˆ
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1 21
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12 

(2.99)








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
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




m
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m
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m
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ˆˆˆˆ
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/
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22  (2.100)
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
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

(2.101)

Où toutes les expressions des différents coefficients qui apparaissent dans

les l
ma et mb sont données dans l’annexe 1 et 2.

Démonstration :

Pour calculer les valeurs des coefficients des multipôles simples l
ma , nous

devons calculer les valeurs de l
mf  et l

mg , nous avons [23] :

      qq
D

l
m

l
m dspqGTqFTpFTK ,0

*
0 



  (2.102)

Si en utilise le développement de la fonction de Green [24] :

     
     



   















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1

2

1
20 ˆ

ˆ
.

4
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2

1
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n k
k

n
k

n

k
n

k
n

pFqF

pFqF

K

i
pqG







(2.103)
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On obtient :



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
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l
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Ainsi, on obtient les relations suivantes :
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(2.109)

utilisons (2.104)-(2.105), on obtient les expressions des coefficients des

multipôles tel que définis par (2.97)-(2.101).

2-2-3 Théorème :

si D est un cercle de rayon a , et si le choix optimal des coefficients des

multipôles simples et croisés dans la modification (1.17b) est donné par les

relations (2.97)-(2.101). Alors nous avons :

01 K (2.110)
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Démonstration :

D’après le lemme 2.1.2 et le théorème 2.1.1, la fonction de Green modifiée

admet le développement suivant :

          


  
 

0

2

1

2

1
21

ˆ.
4

,
m l

l
m

l
m

l
m

l
m pFapFpF

K

i
qpG







    qpGqpG ND ,,
2

1
 (2.111)

Où DG et NG sont les fonctions de Green pour les problèmes de Dirichlet

et de Neumann, sur le cercle respectivement. Alors :

  0, qpG D et   0, qpGT N
q pour aR p  et aRq  (2.112)

Après quelques calculs, on obtient :

   qpGTqpGT D
q

D
q ,,  for aRR qp  (2.113)

Autrement dit, sur le cercle on a :

  0,1 qpGTq (2.114)

Ce qui implique :

 DLwwK  21 ,0 (2.115)

d’où 01 wK , et par conséquent notre équation intégrale admet tune

solution unique.

2-2-4 Théorème :

si D est défini par (2.56), alors le choix optimal des coefficients des

multipôles simples et croisés qui minimise la norme de l’opérateur intégral

modifié défini par (1.9), est donné par :

   Oaaa mm  1111 (2.116)

   Oaaa mm  2121 (2.117)

   Oaaa mm  1212 (2.118)

   Oaaa mm  2222 (2.119)

   Oabb mm  (2.120)
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Où  aa l
m
 et  abm sont le choix optimal des coefficients des multipôles

simples et croisés pour la cas du cercle de rayon a .

Démonstration :

On a :

      


 Opp a
l

m
l

m  (2.121)

      Opp amm  (2.122)

utilisons (2.97), (2.101), on obtient :

     


 Opfpf a
l

m
l

m  (2.113)

     


 Opgpg a
l

m
l

m  (2.114)

Ce qui conduit à (2.116)-(2.120).

2-2-5 Théorème :

Si D est défini par (2.56), et si le choix optimal des coefficients des

multipôles simples et croisés dans la modification (1.17b) est donné par les

relations (2.116) à (2.120). Alors nous avons :

 OK 1 (2.115)

Démonstration :

D’après le théorème (2.2.4), nous avons :

     
OqpGTqpGT aapp a
 ,, 00 (2.116)

     
OqpGTqpGT aaqq a
 ,, 00 (2.117)

     
OqpGTqpGT aapp a
 ,, 11 (2.118)

     
OqpGTqpGT aaqq a
 ,, 11 (2.119)

       
 OpwKpwK a

a  11 (2.120)

utilisons (2.115), (2.120) devient :

    
 OpwK 1 (2.121)

Ce qui conduit a :

 OK 1 .
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CHAPITRE 3

CRITERE D’OPTIMALITE DU NOMBRE

DE CONDITIONNEMENT (CAS DU CERCLE)

Après avoir énoncé les choix optimaux des coefficients des

multipôles lié au critère de minimisation de la norme de l’opérateur intégral

modifié. On se propose dans ce chapitre, de développer un nouveau critère

d’optimalité basé sur la minimisation du nombre de conditionnement de

l’équation intégrale décrivant le phénomène de diffraction d’ondes

élastiques. Mais comme cela a été signalé dans plusieurs travaux qui traite

la technique de la modification de la fonction de Green et la recherche des

choix optimaux de ses coefficients des multipôles [5, 6, 23, 24], il est très

difficile de déterminer des expressions explicites et relativement simples,

dans le cas des frontières quelconques. Alors nous allons dans ce chapitre,

restreindre notre étude au cas où notre frontière est un cercle, qui nous

conduira à un meilleur conditionnement de l’équation intégrale modifiée

pour les domaines à frontières circulaires.

3.1 Notations :

Introduisons les opérateurs qui définissent les représentations intégrales de

notre problème pour le cas de Neumann et de Dirichlet :


 122 2

1
/)()(: KIMDLDLM (3.1)

122 2

1
/)()(: KINDLDLN  (3.2)

et leurs opérateurs 2L adjoints *M et *N .

Il est connu que le nombre de conditionnement qui est donné par [2]:

  1.  MMMCond et   1.  NNNCond
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Peut être exprimé sous la forme :

 
M

M

MCond
min

max




 et  
N

N

NCond
min

max






Où M
max ( N

max ) et M
min ( N

min ) sont respectivement, la plus grande et la plus

petite valeur spectrale de l’opérateur auto adjoint MM * ( NN * ).

3.2 Théorème :

Si la frontière du domaine D est un cercle de rayon a , alors le nombre de

conditionnement de l’équation intégrale modifiée, est minimisé (égal à 1),

si les coefficients des multipôles simples sont choisis comme suit :

l
m

l
ml

m

f

K

i
a









24
(3.3)

Où :

2l
m

l
m TF  (3.4)

  l
m

l
m

l
m FFTKf  ,0 (3.5)

Démonstration :

D’après les calculs établis dans [26, 27], les fonctions multipôles l
mF

s’expriment dans le cas du cercle de rayon a , sous la forme suivante :

         pmmpmmm QkaH
a

m
PkaHkpF    /1 (3.6)

           pmmpmmm QKaHKPKaH
a

m
pF   )3(/)3(21   (3.7)

où:

   rEP pmpm    et     
pmpm EQ )3()1(  (3.8)

De plus nous avons [26, 27] :

  tqp qpGTqpGT ),(),( 11  (3.9)
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Ce qui conduit à :
*
11 KK  .

Introduisons maintenant les potentiels modifiés de simple couche 
nV et


nU avec comme vecteurs de densités 

nP et 
nQ :

 



aR

qpnn

q

dsPqpGpV .)(.,
2

1
)( 1 


 (3.9)

 



aR

qqnn

q

dsQqpGpU .)(.,
2

1
)( 1 


 (3.10)

Si on utilise les relations d’orthogonalité des vecteurs 
nP et 

nQ , on obtient :

      



 

 nmmqqnm akHakdaPqF /
2

0

1 ...
2

1
 (3.11)

        



 

 )3(

2

0

2 1...
2

1
 nmmqqnm aKHmdaPqF (3.12)

      



 

 nmmqqnm akHmdaQqF  ...
2

1
2

0

1 (3.13)

        )3(
/)3(
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




 
 

 nmmqqnm aKHaKdaQqF (3.14)

Substituons les expressions (3.11) a (3.14) dans (3.9) et (3.10), on obtient :
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(3.16)

Afin de déterminer les valeurs propres de l’opérateur M , la relation

suivante doit être satisfaite :

    aRpUpUM p  (3.17)
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Mais comme  
nn QP , est une base dans   22 DL  , alors  pU peut être

exprimé sous la forme d’une combinaison linéaires des vecteurs :

      


 


0

2

1m
mmmm pQpPpU



  (3.18)

Pour calculer  pUM , nous devons calculer d’abord :

   pPKIpPM nn
 






 

*
1

2

1 et    pQKIpQM nn
 






 

*
1

2

1 (3.19)

Si on applique la condition aux limites de Neumann à 
nV , on obtient [8]:

    aRpPKIpV pnn 





  

12

1 (3.20)

utilisons
*
11 KK  , (3.19) devient :

      aRpVpPKIpPM pnnn 





   *

1
2

1 (3.21)

Et de la même manière, on peut obtenir :

      aRpUpQKIpQM pnnn 





   *

1
2

1 (3.22)

Utilisons les relations suivantes [24]:

        
     pn

n
n

pnnnn

Q
a

kaH
kaHk

a

n

PkaHkaHkpF
















 



/

//21

2

2

(3.23)

         
       pn

n
n

pnnnn

Q
a

KaH
KaHK

a

n

PKaHKaHKpF










)3(/

)3(//22

1
2

12











 


(3.24)

        
     pn

n
n

pnnnn

Q
a

kaJ
kaJk

a

n

PkaJkaJkpF
















 



/

//21

2

2ˆ

(3.25)

         
       pn

n
n

pnnnn

Q
a

KaJ
KaJK

a

n

PKaJKaJKpF










)3(/

)3(//22

1
2

12ˆ











 


(3.26)
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Et les notations suivantes :

         
    KaHKaHKb

kaHkaHkakaJkaJkb

nnn

nnnnnn




//2

//21//21

2

22





(3.27)

         
    kaHkaHkb

KaHKaHKaKaJKaJKb

nnn

nnnnnn



 



 

//2

//22)3(//22

2

22
(3.28)

       

   






 







 






 

a

KaH
KaHK

a

n
b

a

kaH
kaHk

a

n
a

a

kaJ
kaJk

a

n
b

n
nn

n
nn

n
nn

/

/1/3

2

22



 

(3.29)

       

   






 







 






  

a

kaH
kaHk

a

n
b

a

KaH
KaHK

a

n
a

a

KaJ
KaJK

a

n
b

n
nn

n
nn

n
nn

/

/2)3(/4

2

22



 

(3.30)

On obtient :

        

      pnnpnnn

pnnpnnnn

QbPbKaHn
K

i

QbPbkaHak
K

i
pV











42
2

31/
2

4

4




(3.31)

        

      pnnpnnn

pnnpnnnn

QbPbKaHaK
K

i

QbPbkaHn
K

i
pU











42/
2

31
2

4

4




(3.32)

Ce qui nous conduit aux équations suivantes :

    

     0
4

4

2/1
2

21/
2

























nnnnn

nnnnn

bKaHaKbkanH
K

i

bKanHbkaHak
K

i

(3.33)

    

     0
4

4

4/3
2

43/
2

























nnnnn

nnnnn

bKaHaKbkanH
K

i

bKanHbkaHak
K

i

(3.34)
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Si on utilise les notations suivantes :

    21/1 
nnnnn bKanHbkaHakA 

    43/2 
nnnnn bKanHbkaHakA 

    2/13 
nnnnn bKaHaKbkanHA 

    4/34 
nnnnn bKaHaKbkanHA 

alors (3.33) et (3.34) peut être réécrite comme suit :

0
44

3
2

1
2









  





 nnnn A

K

i
A

K

i (3.35)

0
44

4
2

2
2









  




 nnnn A
K

i
A

K

i (3.36)

Afin d’obtenir des solutions non triviales de ce dernier système, son

déterminant doit être nul, ce qui implique que les valeurs propres doivent

vérifier ce qui suit :

    0
44

3241

2

2
41

2
2 








 





 nnnnnn AAAA

K

i
AA

K

i (3.37)

Il est évident que le nombre de conditionnement est minimisé, si les

coefficients des multipôles sont choisis, de telle sorte que toutes les valeurs

propres deviennent égales à 1, ce qui conduit à un nombre de

conditionnement égal à 1.

Pour cela, utilisons la même technique développée dans [2], on obtient :

  


ni

nnnn eAAAA
K

i 23241

2

24








 (3.38)

   


ni
nnn eAA

K

i
 41

24
(3.39)

Où   nn , sont des nombres réels arbitraires satisfont les inégalités

suivantes :

20  n et  20  n (3.40)



Chapitre 3 Cas du cercle

35

Utilisons (3.38) et (3.39), (3.37) devient :

022 
   nn ii

n ee (3.41)

Cette dernière équation admet les solutions suivantes:

   
2

4
2

1

 




n
ii

n
nn eie 



   
2

4
2

2

 




n
ii

n
nn eie 



Notons ici, que : 121   .

Il est évident qu’il existe un nombre infini de choix des coefficients des

multipôles l
ma et mb qui vérifie la condition (3.41). Mais si on choisit les

coefficients des multipôles simples et croisés qui minimise la norme de

l’opérateur intégral modifié, cité au chapitre 2, et après quelques calculs on

obtient :
241 4 KAA nn   et 032  

nn AA (3.42)

Pour ces valeurs (3.42) et pour    nn ,2 , l’équation (3.41) admet une

double solution 1 . D’où le nombre de conditionnement est minimisé et

égale à 1.

Il est à signaler qu’il est difficile de montrer d’une façon calculatoire, que

le choix des coefficients des multipôles cité ci-dessus, vérifie la condition

large (1.24) qui nous garantit l’unicité de la solution [8]. Mais pour cela,

nous avons démontré dans le chapitre 2, qu’avec ce choix optimal la norme

de l’opérateur intégral modifié est nulle, et par conséquent, la solution de

notre problème aux limites est unique, ce qui nous épargne la nécessité de

vérifier la condition large (1.24).
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3.3 Théorème :

Si la frontière du domaine D est un cercle de rayon a , alors le nombre de

conditionnement de l’équation intégrale modifiée est minimisé (égal à 1), si

les coefficients des multipôles simples et croisés sont choisis comme suit :

/

)3()3(

2

..

4
.

l
m

l
m

l
m

l
m

l

ml
m

fg

K

i
a 



 
 






(3.43)

 
/2

..

4
.1

l
m

l
m

l
m

l
m

l
m

m
l gf

K

i
b 


 

 


  (3.44)

Où :

2)3()3(/ . l
m

l
m

l
m

l
m

    (3.45)

2l
m

l
m TF   (3.46)

  )3()3(, l
m

l
m

l
m TFTF  (3.47)

 l
m

l
m

l
m FFTKf  ,

*
0 (3.48)

  l
m

l
m

l
m FFTKg  ,

)3()3(*
0 (3.49)

Démonstration :

D’après les calculs établis dans [26], les fonctions multipôles l
mTF

s’expriment dans le cas du cercle de rayon a , sous la forme suivante :

         pmmpmmm QkaH
a

m
PkaHkpTF    /1 (3.50)

           pmmpmmm QKaHKPKaH
a

m
pTF   )3(/)3(21   (3.51)
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Où:

   rEP pmpm    et     
pmpm EQ )3()1(  (3.52)

De plus nous avons [25] :

  tqp qpGTqpGT ),(),( 11  (3.53)

Ce qui conduit à :
*
11 KK  .

Introduisons maintenant les potentiels modifiés de double couche 
nV et


nU avec comme vecteurs de densités 

nP et 
nQ :

 



aR

qpnpn

q

dsPqpGTpV .)(.,
2

1
)( 1 


 (3.54)

 



aR

qqnpn

q

dsQqpGTpU .)(.,
2

1
)( 1 


 (3.55)

Si on utilise les relations d’orthogonalité des vecteurs 
nP et 

nQ , on obtient :

      



 

 nmmqqnm akHakdaPqTF /
2

0

1 ...
2

1
 (3.56)

        



 

 )3(

2

0

2 1...
2

1
 nmmqqnm aKHmdaPqTF (3.57)

      



 

 nmmqqnm akHmdaQqTF  ...
2

1
2

0

1 (3.58)

        )3(
/)3(

2

0

2 1...
2

1





 
 

 nmmqqnm aKHaKdaQqTF (3.59)

Substituons les expressions (3.56) a (3.59) dans (3.54) et (3.55), on

obtient :

       
   

       
    









































pTFb

pTFapFT
aKHn

K

i

pTFb

pTFapFT
akHak

K

i
pV

nn

nnn
n

nn

nnn
nn

13

2)3(2)3(2)3(
3

2

2)3(1

111
/

2

1

ˆ
1

4

1

ˆ

4














(3.60)
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       
   

       
    









































pTFb

pTFapFT
aKHaK

K

i

pTFb

pTFapFT
akHn

K

i
pU

nn

nnn
n

nn

nnn
nn

13

2)3(2)3(2)3(
/3

2

2)3(1

111

2

1

ˆ
1

4

1

ˆ

4














(3.61)

Afin de déterminer les valeurs propres de l’opérateur N , la relation

suivante doit être satisfaite :

    aRpUpUN p  (3.62)

mais comme  
nn QP , est une base dans   22 DL  , alors  pU peut être

exprimé sous la forme d’une combinaison linéaires des vecteurs :

      


 


0

2

1m
mmmm pQpPpU



  (3.63)

pour calculer  pUN , nous devons calculer d’abord :

   pPKIpPN nn
 






  12

1 et    pQKIpQN nn
 






  12

1 (3.64)

si on applique la condition aux limites de Dirichlet à 
nV , on obtient [2]:

    aRpPKIpVT pnn 





   *

1
2

1 (3.65)

utilisons
*
11 KK  , (3.64) devient :

      aRpVTpPKIpPN pnnn 





  

12

1 (3.66)

Et de la même manière, on peut obtenir :

      aRpUTpQKIpQN pnnn 





  

12

1 (3.67)

Utilisons les relations suivantes [2]:

        
     pn

n
n

pnnnn

Q
a

kaH
kaHk

a

n

PkaHkaHkpTF
















 



/

//21

2

2

(3.68)
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         
       pn

n
n

pnnnn

Q
a

KaH
KaHK

a

n

PKaHKaHKpTF










)3(/

)3(//22

1
2

12











 


(3.69)

        
     pn

n
n

pnnnn

Q
a

kaJ
kaJk

a

n

PkaJkaJkpFT
















 



/

//21

2

2ˆ

(3.70)

         
       pn

n
n

pnnnn

Q
a

KaJ
KaJK

a

n

PKaJKaJKpFT










)3(/

)3(//22

1
2

12ˆ











 


(3.71)

Et les notations suivantes :

         
    KaHKaHKb

kaHkaHkakaJkaJkb

nnn

nnnnnn




//2

//21//21

2

22





(3.72)

         
    kaHkaHkb

KaHKaHKaKaJKaJKb

nnn

nnnnnn



 



 

//2

//22)3(//22

2

22
(3.73)

       

   






 







 






 

a

KaH
KaHK

a

n
b

a

kaH
kaHk

a

n
a

a

kaJ
kaJk

a

n
b

n
nn

n
nn

n
nn

/

/1/3

2

22



 

(3.74)

       

   






 







 






  

a

kaH
kaHk

a

n
b

a

KaH
KaHK

a

n
a

a

KaJ
KaJK

a

n
b

n
nn

n
nn

n
nn

/

/2)3(/4

2

22



 

(3.75)

On obtient :

        

      pnnpnnn

pnnpnnnn

QbPbKaHn
K

i

QbPbkaHak
K

i
pTV











42
2

31/
2

4

4




(3.76)

        

      pnnpnnn

pnnpnnnn

QbPbKaHaK
K

i

QbPbkaHn
K

i
pTU











42/
2

31
2

4

4




(3.77)
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Ce qui nous conduit aux équations suivantes :

    

     0
4

4

2/1
2

21/
2

























nnnnn

nnnnn

bKaHaKbkanH
K

i

bKanHbkaHak
K

i

(3.78)

    

     0
4

4

4/3
2

43/
2

























nnnnn

nnnnn

bKaHaKbkanH
K

i

bKanHbkaHak
K

i

(3.79)

Si on utilise les notations suivantes :

    21/1 
nnnnn bKanHbkaHakA 

    43/2 
nnnnn bKanHbkaHakA 

    2/13 
nnnnn bKaHaKbkanHA 

    4/34 
nnnnn bKaHaKbkanHA 

alors (3.78) et (3.79) peut être réécrite comme suit :

0
44

3
2

1
2









  





 nnnn A

K

i
A

K

i (3.80)

0
44

4
2

2
2









  




 nnnn A
K

i
A

K

i (3.81)

Afin d’obtenir des solutions non triviales de ce dernier système, son

déterminant doit être nul, ce qui implique que les valeurs propres doivent

vérifier ce qui suit :

    0
44

3241

2

2
41

2
2 








 





 nnnnnn AAAA

K

i
AA

K

i (3.82)

Il est évident que le nombre de conditionnement est minimisé, si les

coefficients des multipôles sont choisis, de telle sorte que toutes les valeurs

propres deviennent égales à 1, ce qui conduit à un nombre de

conditionnement égal à 1.
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Pour cela, utilisons la même technique développée dans [2], on obtient :

  


ni

nnnn eAAAA
K

i 23241

2

24








 (3.83)

   


ni
nnn eAA

K

i
 41

24
(3.84)

Où   nn , sont des nombres réels arbitraires satisfont les inégalités

suivantes :

20  n and  20  n

Utilisons (3.83) et (3.84), (3.82) devient :

022 
   nn ii

n ee (3.85)

Cette dernière équation admet les solutions suivantes:

   
2

4
2

1

 




n
ii

n
nn eie 



   
2

4
2

2

 




n
ii

n
nn eie 



Notons ici, que : 121   .

Il est évident qu’il existe un nombre infini de choix des coefficients des

multipôles l
ma et mb qui vérifie la condition (3.85). Mais si on choisit les

coefficients des multipôles simples et croisés qui minimisent la norme de

l’opérateur intégral modifié, cités au chapitre 2, et après quelques calculs

on obtient :
241 4 KAA nn   and 032  

nn AA (3.86)

Pour ces valeurs (3.86) et pour    nn ,2 , l’équation (3.85) admet une

double solution 1 . D’où le nombre de conditionnement est minimisé et

égale à 1.

Il est à signaler qu’il est difficile de montrer d’une façon calculatoire, que

le choix des coefficients des multipôles cité ci-dessus, vérifie la condition
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large (1.24) qui nous garantit l’unicité de la solution [8]. Mais pour cela,

nous avons démontré au chapitre 2, qu’avec ce choix optimal la norme de

l’opérateur intégral modifié est nulle, et par conséquent, la solution de notre

problème aux limites est unique, ce qui nous épargne la nécessité de

vérifier la condition large (1.24).
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CHAPITRE 4

CRITERE D’OPTIMALITE DU NOMBRE

DE CONDITIONNEMENT

(CAS DU CERCLE LEGEREMENT DEFORME)

Comme cela a été signalé auparavant, il est très difficile de

déterminer des expressions explicites et relativement simples, dans le cas

des frontières quelconques, mais après avoir traité le cas d’une frontière

circulaire, on se propose dans ce chapitre, de considérer le cas d’une

frontière ayant la forme d’un cercle légèrement déformé.

4.1 Notations :

L’équation paramétrique de ce cercle légèrement déformé est définie en

coordonnées polaires, comme suit :

   20  ar (4.1)

où  a est le rayon du cercle non déformé et  et



 sont deux fonctions

bornées. On note par  qp , les points de D et qui sont définis par :

      qqpp raOqraOp ˆ,ˆ    (4.2)

Où :      sin,cosˆ r (4.3)

les points sur le cercle de rayon  a sont notés par :

qapa raOqraOp ˆ,ˆ  (4.4)

Il est facile de voir que :   Oqpqp aa  (4.5)

de plus, puisque  est continûment dérivable, on peut montrer que

   
aa

qp

qp

 
est bornée, et on aura donc :

 


O
qpqp aa


11 (4.6)
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sur le cercle déformé D on peut montrer que :

 











Or

r
n 

















 ˆ

1

ˆˆ
ˆ

2
2

(4.7)

et que l’élément ds s’écrit sous la forme :

 



 Odadrds 










2

21 (4.8)

Introduisons à présent, les opérateurs qui définissent les représentations

intégrales de notre problème pour le cas de Neumann et de Dirichlet :


  122 2

1
/)()(: KIMDLDLM (4.9)

 122 2

1
/)()(: KINDLDLN  (4.10)

et leurs opérateurs 2L adjoints 
M et 

N .

Il est connu que le nombre de conditionnement qui est donné par [2]:

  1.   MMMCond et   1.   NNNCond

Peut être exprimé sous la forme :

 







 M

M

MCond
min

max et  







 N

N

NCond
min

max

Où M
max ( N

max ) et M
min ( N

min ) sont respectivement, la plus grande et la plus

petite valeur spectrale de l’opérateur auto adjoint  MM  (  NN  ).
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4.2 Théorème :

Si la frontière du domaine D est définie par (4.1), alors le nombre de

conditionnement de l’équation intégrale modifiée, est minimisé, si les

coefficients des multipôles simples sont choisis comme suit :

)(

)(

4
)(

2 



 




l
m

l
ml

m

f

K

i
a  (4.11)

Où :

2
)()(   l

m
l

m TF (4.12)

 
)(,)()()( 0   l

m
l

m
l

m FFTKf (4.13)

Démonstration :

D’après les calculs établis dans [26, 27], les fonctions multipôles )( l
mF

s’expriment dans le cas du cercle légèrement déformé, sous la forme

suivante :

         )()()( /1  
pmmpmmm QkaH

a

m
PkaHkpF  (4.14)

           )()()(1 )3(/)3(2  
pmmpmmm QKaHKPKaH

a

m
pF   (4.15)

où:

   rEP pmpm )()(    et      )()1()( )3(
pmpm EQ  (4.16)

De plus nous avons [26, 27] :

  tqp qpGTqpGT ))(,())(,( 11   (4.17)

Ce qui conduit à : )()(
*
11  KK  .

Introduisons maintenant les potentiels modifiés de simple couche )(
nV et

)(
nU avec comme vecteurs de densités )(

nP et )(
nQ :

 



aR

qpnn

q

dsPqpGpV .))((.)(,
2

1
))(( 1 


  (4.18)



Chapitre 4 Cas du cercle légèrement déformé

46

 



aR

qqnn

q

dsQqpGpU .))((.)(,
2

1
)()( 1 


  (4.19)

Si on utilise les relations d’orthogonalité des vecteurs )(
nP et )(

nQ , on

obtient :

      



 

 nmmqqnm akHakdaPqF /
2

0

1 ..)(.)(
2

1
 (4.20)

        



 

 )3(

2

0

2 1..)(.)(
2

1
 nmmqqnm aKHmdaPqF (4.21)

      



 

 nmmqqnm akHmdaQqF  ..)(.)(
2

1
2

0

1 (4.22)

        )3(
/)3(

2

0

2 1..)(.)(
2

1





 
 

 nmmqqnm aKHaKdaQqF (4.23)

Substituons les expressions (4.20) a (4.23) dans (4.18) et (4.19), on

obtient :

        

        )()(ˆ1
4

)()(ˆ
4

)(

2)3(2)3(2)3(3

2

111/
2













pFapFaKHn
K

i

pFapFakHak
K

i
pV

nnnn

nnnnn

 


(4.24)

        

        )()(ˆ1
4

)()(ˆ
4

)(

2)3(2)3(2)3(/3

2

111
2













pFapFaKHaK
K

i

pFapFakHn
K

i
pU

nnnn

nnnnn

 


(4.25)

Afin de déterminer les valeurs propres de l’opérateur M , la relation

suivante doit être satisfaite :

    )()(   aRpUpUM p (4.26)

Mais comme  )(),(  
nn QP est une base dans   22 )(DL  , alors  )(pU peut

être exprimé sous la forme d’une combinaison linéaires des vecteurs :

      


 


0

2

1

)()()(
m

mmmm pQpPpU


  (4.27)
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Pour calculer  pUM , nous devons calculer d’abord :

   )()(
2

1
)(

*
1  

 pPKIpPM nn 





  et    )()(

2

1
)(

*
1  

 pQKIpQM nn 





 

(4.28)

Si on applique la condition aux limites de Neumann à )(
nV , on obtient [8]:

    )()()(
2

1
)( 1   






  aRpPKIpV pnn (4.29)

utilisons )()(
*
11  KK  , (4.29) devient :

      )()()()(
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
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Et de la même manière, on peut obtenir :
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Utilisons les relations suivantes [24]:
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Et les notations suivantes :

         kaHkaHkakaJkaJkb nnnnnn  //21//21 2)(2)(   (4.36)

         KaHKaHKaKaJKaJKb nnnnnn   //22)3(//22 2)(2)(   (4.37)
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On obtient :
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Ce qui nous conduit aux équations suivantes :
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Si on utilise les notations suivantes :

    )()()( 21/1  
nnnnn bKanHbkaHakA 

    )()()( 43/2  
nnnnn bKanHbkaHakA 

    )()()( 2/13  
nnnnn bKaHaKbkanHA 

    )()()( 4/34  
nnnnn bKaHaKbkanHA 

alors (4.42) et (4.43) peut être réécrite comme suit :
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Afin d’obtenir des solutions non triviales de ce dernier système, son

déterminant doit être nul, ce qui implique que les valeurs propres doivent

vérifier ce qui suit :
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Il est évident que le nombre de conditionnement est minimisé, si les

coefficients des multipôles sont choisis, de telle sorte que toutes les valeurs

propres deviennent égales à )(1 O , ce qui conduit à un nombre de

conditionnement égal à )(1 O .

Pour cela, utilisons la même technique développée dans [2], on obtient :

  )()()()()(
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


 ni
nnn eAA

K

i
 (4.49)

Où )(),(  
nn sont des nombres réels arbitraires satisfont les inégalités

suivantes :

2)(0  
n et  2)(0  n (4.50)

Utilisons (4.48) et (4.49), (4.47) devient :

0)()()( 22  
  nn ii

n ee (4.51)

Cette dernière équation admet les solutions suivantes:
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

Notons ici, que : )(1)()( 21  O .
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Il est évident qu’il existe un nombre infini de choix des coefficients des

multipôles )( l
ma qui vérifie la condition (4.51). Mais si on choisit les

coefficients des multipôles simples qui minimise la norme de l’opérateur

intégral modifié, cité au chapitre 3, et après quelques calculs on obtient :

)(4)()( 241    KAA nn et )()()( 32   OAA nn  (4.52)

Pour ces valeurs (4.52) et pour    )(,2)( nn , l’équation (4.51) admet

une double solution )(1)(  O . D’où le nombre de conditionnement est

minimisé et égale à )(1 O .

Il est à signaler qu’il est difficile de montrer d’une façon calculatoire, que

le choix des coefficients des multipôles cité ci-dessus, vérifie la condition

large (1.24) qui nous garantit l’unicité de la solution [8]. Mais pour cela,

nous avons démontré dans le chapitre 3, qu’avec ce choix optimal la norme

de l’opérateur intégral modifié est d’ordre )(O , et par conséquent, la

solution de notre problème aux limites est unique, ce qui nous épargne la

nécessité de vérifier la condition large (1.24).

4.3 Théorème :

Si la frontière D est définie par (4.1), et si les coefficients des

multipôles simples sont définis par (4.11) à (4.13), alors le nombre de

conditionnement de l’équation intégrale modifiée pour le problème de

Dirichlet, est donné par :

        OOMCondMCond a  1 (4.53)

Démonstration :

En utilisant les expressions des coefficients des multipôles simples

obtenues pour le cas d’un cercle légèrement déformé (4.11) à (4.13), la

fonction de Green modifiée pour le problème de Dirichlet s’écrit alors sous

la forme :
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en utilisant (3.19) à (3.22), on obtient :
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Ce qui termine la démonstration du théorème.

4.4 Théorème :

Si la frontière du domaine D est un cercle légèrement déformé, alors le

nombre de conditionnement de l’équation intégrale modifiée est minimisé,

si les coefficients des multipôles simples et croisés sont choisis comme

suit :
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Où :

2)3()3(/ )()(.)()(   l
m

l
m

l
m

l
m   (4.56)

2
)()(   l

m
l

m TF (4.57)

  )(,)()( )3()3(   l
m

l
m

l
m TFTF (4.58)

  )(,)()()(
*
0   l

m

l
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l
m FFTKf (4.59)

 
)(,)()()(

)3()3(*
0   l

m

l
m

l
m FFTKg (4.60)

Démonstration :

D’après les calculs établis dans [26], les fonctions multipôles )( l
mTF

s’expriment dans le cas du cercle légèrement déformé, sous la forme

suivante :

         )()()( /1  
pmmpmmm QkaH

a

m
PkaHkpTF  (4.61)

           )()()(1 )3(/)3(2  
pmmpmmm QKaHKPKaH

a

m
pTF   (4.62)

Où:

    )()()(   rEP pmpm  et     )()()1()( )3(  
pmpm EQ  (4.63)

De plus nous avons [25] :

  tqp qpGTqpGT ))(,())(,( 11   (4.64)
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Ce qui conduit à : )()(
*
11  KK  .

Introduisons maintenant les potentiels modifiés de double couche )(
nV et

)(
nU avec comme vecteurs de densités )(

nP et )(
nQ :
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Si on utilise les relations d’orthogonalité des vecteurs )(
nP et )(

nQ , on

obtient :
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Substituons les expressions (4.67) a (4.70) dans (4.65) et (4.66), on

obtient :
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Afin de déterminer les valeurs propres de l’opérateur )(N , la relation

suivante doit être satisfaite :

    )()()(  OaRpUpUN p  (4.73)

mais comme  )(),(  
nn QP est une base dans   22 DL  , alors  )(pU peut

être exprimé sous la forme d’une combinaison linéaires des vecteurs :
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pour calculer  )(pUN , nous devons calculer d’abord :
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(4.75)

si on applique la condition aux limites de Dirichlet à )(
nV , on obtient [2]:
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utilisons )()(
*
11  KK  , (4.75) devient :
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Et de la même manière, on peut obtenir :
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Utilisons les relations suivantes [2]:
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        
      )(

2

)(2)(ˆ

/

//21










pn
n

n

pnnnn

Q
a

kaJ
kaJk

a

n

PkaJkaJkpFT







 


(4.81)

         
        )(1

2

)(12)(ˆ

)3(/

)3(//22










pn
n

n

pnnnn

Q
a

KaJ
KaJK

a

n

PKaJKaJKpFT











 


(4.82)

Et les notations suivantes :
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On obtient :
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Ce qui nous conduit aux équations suivantes :
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Si on utilise les notations suivantes :

    )()()( 21/1  
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alors (4.89) et (4.90) peut être réécrite comme suit :
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Afin d’obtenir des solutions non triviales de ce dernier système, son

déterminant doit être nul, ce qui implique que les valeurs propres doivent

vérifier ce qui suit :
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Il est évident que le nombre de conditionnement est minimisé, si les

coefficients des multipôles sont choisis, de telle sorte que toutes les valeurs

propres deviennent égales à )(1 O , ce qui conduit à un nombre de

conditionnement égal à )(1 O .
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Pour cela, utilisons la même technique développée dans [2], on obtient :
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Où )(),(  
nn sont des nombres réels arbitraires satisfont les inégalités

suivantes :

2)(0  
n and  2)(0  n

Utilisons (4.94) et (4.95), (4.93) devient :
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Cette dernière équation admet les solutions suivantes:
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Notons ici, que : )(1)()( 21  O .

Il est évident qu’il existe un nombre infini de choix des coefficients des

multipôles )( l
ma et )(mb qui vérifie la condition (4.96). Mais si on choisit

les coefficients des multipôles simples et croisés qui minimisent la norme

de l’opérateur intégral modifié, cités au chapitre 3, et après quelques

calculs on obtient :
241 4)()( KAA nn    and 0)()( 32   

nn AA (4.97)

Pour ces valeurs (4.97) et pour    )(,2)( nn , l’équation (4.96) admet

une double solution )(01)(   . D’où le nombre de conditionnement est

minimisé et égale à )(01  .

Il est à signaler qu’il est difficile de montrer d’une façon calculatoire, que

le choix des coefficients des multipôles cité ci-dessus, vérifie la condition
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large (1.24) qui nous garantit l’unicité de la solution [8]. Mais pour cela,

nous avons démontré au chapitre 2, qu’avec ce choix optimal la norme de

l’opérateur intégral modifié est nulle, et par conséquent, la solution de notre

problème aux limites est unique, ce qui nous épargne la nécessité de

vérifier la condition large (1.24).

4.5 Théorème :

Si la frontière D est un cercle légèrement déformé, et si les

coefficients des multipôles simples et croisés sont définis par (4.54) à

(4.60), alors le nombre de conditionnement de l’équation intégrale

modifiée pour le problème de Dirichlet, est donné par :

        OOMCondMCond a  1 (4.98)

Démonstration :

En utilisant les expressions des coefficients des multipôles simples et

croisés obtenues pour le cas d’un cercle légèrement déformé (4.54) à

(4.60), la fonction de Green modifiée pour le problème de Dirichlet s’écrit

alors sous la forme :
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en utilisant (4.54) à (4.60), on obtient :
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Ce qui termine la démonstration du théorème.

Il y a une approximation plus simple pour les coefficients des

multipôles simples et croisés qui conduit au même résultat que celui du

théorème précédent, pour cela il suffit de définir les coefficients des

multipôles simples et croisés tels que dans ce chapitre, mais avec les

différents produits scalaires calculés sur le cercle modifié.

  OKK a  11
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Et suite à ces estimations, on peut facilement voir que les valeurs propres

de l’opérateur modifié M , sont des perturbations des valeurs propres le

l’opérateur original aM , d’où :

        OOMCondMCond a  1
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CHAPITRE 5 

CRITERE D’OPTIMALITE MIXTE 

 

Après avoir développé dans les deux précédents chapitres, un critère 

d’optimalité à vocation numérique (minimisation du nombre de 

conditionnement), lié à la stabilité des méthodes de résolution numérique.  

On se propose dans ce dernier chapitre, de développer un nouveau critère 

mixte pour le choix optimal des coefficients des multipôles, ce critère à 

vocation analytique, se base sur la majoration des normes de la fonction de 

Green modifiée et de l’opérateur intégral associé. 

5.1 Théorème 01 :  

Si le noyau de l’opérateur intégral modifié 1K , à savoir la traction de la 

fonction de Green 1GTp  est définie comme suit :  
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Alors la quantité : 
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est majorée si les coefficients des multipôles simples sont choisis comme 

suit : 
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Démonstration : 

Nous avons : 
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alors l’opérateur traction lié à la fonction de Green modifiée 11 GGTp   

s’écrit sous la forme : 
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en utilisant les relations des produits scalaires des fonctions  
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D’autre part, et d’après l’inégalité de Minkowski, nous avons : 

       

       

2

2

1

223
2

1

21

2231

...1..

...1.






























































q
D

mq
D

m

q
D

mm

dsqfddsqfa

dsqfdqfa





         (5.7) 

et : 

       

       

2

2

1

223
2

1

21

2231

...1..

...1.






























































q
D

mq
D

m

q
D

mm

dsqfcdsqfb

dsqfcqfb





            (5.8) 

 



Chapitre 5  Critère d’optimalité mixte 
 

 65

D’où : 
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De ce fait, il est clair que la quantité (5.2) suivante : 
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Ce qui termine la démonstration du théorème 1. 

 

Dans ce qui suit nous allons démontrer que le choix optimal que nous 

avons trouvé dans (5.3), satisfait la condition large (1.24) qui nous garantit 

l’unicité de la solution de l’équation intégrale associée au problème donné. 

Cette condition rappelons-le s’exprime dans le cas des coefficients des 

multipôles simples  0mb , sous la forme : 
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5.2 Lemme 01 : 

Si les coefficients des multipôles simples l
ma sont choisit comme 

dans le théorème 01, alors la condition large (1.24) est satisfaite. 

Démonstration : 
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Pour que cette dernière quantité soit strictement inférieure à 1, il suffit 
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et comme l’inégalité de Schwartz est stricte si les deux fonctions u et v  ( s  

et t ) sont linéairement indépendantes, alors,  pour terminer notre 

démonstration il faut montrer que les deux fonctions u et v  ( s  et t ), sont 

linéairement indépendantes, sachant que : 

  l
m

l
m FTTFu  ˆRe        et         l

mTFv Im  

pour cela, on va étudier à titre indicatif, le cas ou 1l  : 

nous avons :  

    
mm ErkJu .       et            

mm ErkYv .  

              
 ..1..... 3/

mmmm ErkJ
r

m
ErkJku r  

              
 ..1..... 3/

mmmm ErkY
r

m
ErkYkv r  
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u et v  seront linéairement indépendantes si et seulement si : 

   
   

       

       























3

3

/

/

.1..

.1..

..

..

mm

mm

mm

mm

ErkY
r

m

ErkJ
r

m

ErkYk

ErkJk
 

Autrement dit, u et v  seront linéairement indépendantes si et seulement si :  

 
 

 
 rkY

rkJ

rkY

rkJ

m

m

m

m 
/

/
 

Calculons pour cela :               ?.. //  rkYrkJrkYrkJ mmmm  

nous avons :                     XJ
X

m
XJXJ mmm .1

/    

                      XY
X

m
XYXY mmm .1

/    

d’ou :  

       

           

       

       

        rkYrkJrkYrkJ

rkYrkJ
rk

m
rkYrkJ

rkYrkJ
rk

m
rkYrkJ

rkY
rk

m
rkYrkJrkYrkJ

rk

m
rkJ

rkYrkJrkYrkJ

mmmm

mmmm

mmmm

mmmmmm

mmmm

11

1

1

11

//

..

...

...

...

..




































 

En utilisant le Wronskien des foncions de Bessel et de Hankel [1], on 

obtient : 

       
rk

rkYrkJrkYrkJ mmmm .

2
.. //


  

donc :  

        0
.

2
.. // 

rk
rkYrkJrkYrkJ mmmm 

 

d’ou u et v  sont linéairement indépendantes 
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c'est-à-dire que :            0,.,,
222

2   DLDLDL vvuuvu  

de la même manière, on peut obtenir : 

      0,.,,
222

2   DLDLDL ttssts  

d’où :                                           11.2 l
ma  

Ce qui termine la démonstration du lemme 01. 

Notons ici, que le choix des coefficients des multipôles simples 

trouvé dans le théorème 01, ne minimise pas réellement la quantité (5.2). 

Toutefois, ce choix conduit à la majoration de cette dernière quantité, et de 

plus il vérifie la condition large (1.24) qui garantit l’élimination des 

fréquences irrégulières, ce qui permet de récupérer l’unicité de la solution 

de l’équation intégrale modifiée représentant notre problème aux limites. 
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CONCLUSION 

 

Le travail qui a été présenté dans cette thèse porte sur la 

détermination du choix optimal des coefficients des multipôles en 

minimisant le nombre de conditionnement  de l’opérateur intégral décrivant 

l’équation de diffraction des ondes élastiques. 

Dans le premier chapitre, nous avons exposé la formulation 

mathématique du problème. Dans le second chapitre, nous avons énoncé 

des critères usuels d’optimalité des coefficients des multipôles, relatifs à la 

minimisation de la norme de l’opérateur intégral. A travers ce critère, on 

cherche à garantir la convergence de la méthode de résolution numérique 

par approximations successives, pour le plus grand rayon des valeurs de la 

fréquence d’ondes possible. 

Dans le chapitre trois, nous avons développé un nouveau critère 

d’optimalité à vocation numérique, basé cette fois-ci, sur la minimisation 

du nombre de conditionnement  de l’opérateur intégral décrivant l’équation 

de diffraction des ondes élastiques, pour le cas d’une frontière de forme 

circulaire. Dans ce cas là, et en utilisant deux différents types de 

modification, à savoir, la modification simple et la modification croisée, 

une forme relativement plus simple des coefficients des multipôles simples 

et croisés a pu être obtenue. Et de plus, nous avons obtenu le résultat 

remarquable qui consiste en la minimisation du nombre de 

conditionnement  à sa plus petite valeur, c’est-à-dire 1, autrement dit la 

norme de l’opérateur intégral modifié sera nulle, ce qui conduirait alors à la 

solution directe du problème au limites sans recourir à la résolution d’une 

équation intégrale. Dans le quatrième chapitre, nous avons appliqué les 

résultats du troisième chapitre au cas d’une frontière ayant la forme d’un 
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cercle légèrement modifiée. Nous avons montré que les expressions des 

coefficients des multipôles trouvées pour le cas du cercle pouvaient être 

utilisées comme approximation pour le cas du cercle  légèrement modifiée, 

et de plus nous avons montré que le nombre de conditionnement de 

l’opérateur intégral modifié est du même ordre que la perturbation du 

cercle, c’est-à-dire d’ordre  O1 . Toutefois, la condition large (1.24) n’a 

pu être établie dans ce cas-là. Néanmoins, cette condition n’étant pas 

nécessaire mais seulement suffisante comme cela a été prouvé dans [8]. 

Le dernier chapitre a été consacré au développement d’un critère 

mixte d’optimalité des coefficients des multipôles simples. Ce critère 

d’ordre analytique, se base sur la majoration des normes de la fonction de 

Green modifiée et de l’opérateur intégral associé. Notons ici, que le choix 

optimal trouvé pour les coefficients des multipôles simples, conduit à la 

majoration de cette dernière quantité, et de plus il vérifie la condition large 

(1.24) qui garantit l’élimination des fréquences irrégulières, ce qui permet 

de récupérer l’unicité de la solution de l’équation intégrale modifiée 

représentant notre problème aux limites. 

Le travail présenté dans cette thèse, se termine par une conclusion 

qui résume les principales techniques utilisées, et les résultats obtenus, 

ainsi que les questions ouvertes qui peuvent être explorés dans le futur. 

Deux annexes sont présentées à la fin de cette thèse, pour expliciter 

quelques calculs d’ordre technique. 

Ce travail qui s’inscrit dans le cadre des techniques de modification 

de la fonction de Green, débouche sur plusieurs questions et problèmes 

ouverts qui pourraient êtres étudiés dans le futur, citons entre autre : 

1- La vérification de la condition large (1.24) pour un domaine de frontière 

quelconque. 
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2- L’étude d’autres formes géométriques simples tels que le triangle, 

l’ellipse,…etc., et qui peuvent servir de guide pour le cas général. 

3-  L’étude d’autres critères d’optimalité. 

4- Rechercher les mêmes résultats obtenus par ARGYROPOULOS, D. 

GINTIDES, K. KIRIAKI, L. BENCHEIKH et B. SAHLI, en utilisant la 

minimisation avec contraintes (intégrer la condition large (1.24) comme 

contrainte). 

4- Elaboré les résultats numériques lié à ce genre de problèmes, en se 

basons sur les travaux de L. BENCHEIKH [6] et [7]. 
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ANNEXE 1 

 

On se propose dans cet annexe de donner les expressions des 

produits scalaires des fonctions l
mF , l

mTF et de leurs parties régulières 

l
mFˆ et l

mFT ˆ . On note : 

kl
nmD

k
n

l
m IFF ,,             (A1.1) 

kl
nmD

k
n

l
m JTFTF ,,             (A1.2) 

kl
nmD

k
n

l
m IFF ,ˆ,ˆ             (A1.3) 

kl
nmD

k
n

l
m JFFT ,ˆ,ˆ             (A1.4) 

Quand D est un cercle de rayon a , on obtient les expressions suivantes 

pour les produits scalaires définis ci-dessus : 


  ..111,

nmmnm aI              (A1.5) 


  ..222,

nmmnm aI                  (A1.6) 

   
   1..121,

nmmnm cI                   (A1.7) 

   
   1..112,

nmmnm cI                    (A1.8) 

où : 

 
 

 













2

2

22'21 2 akH
ak

m
akHkaa mmm   

 
 

 













2

2

22'22 2 aKH
aK

m
aKHKaa mmm   

       







 aKHakH

ak

m
aKHakH

aK

m
Kkac mmmmm

''2  

avec  .mH désignant la fonction de Hankel d’ordre m et de type 1, et 

 .'
mH  sa dérivée. 
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De même nous avons : 


  ..111,

nmmnmJ              (A1.9) 


  ..222,

nmmnmJ                  (A1.10) 

   
   1..121,

nmmnmJ                   (A1.11) 

   
   1..112,

nmmnmJ                    (A1.12) 

où : 
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
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

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
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
 
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'''2
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


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Pour les produits scalaires impliquant les parties régulières, on obtient : 


  ..ˆˆ 111,

nmmnm aI              (A1.13) 


  ..ˆˆ 222,

nmmnm aI                  (A1.14) 

   
   1..ˆ1ˆ 21,

nmmnm cI                   (A1.15) 

   
   1..ˆ1ˆ 12,

nmmnm dI                    (A1.16) 

où : 

   
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
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
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       







 aKHakJ

ak

m
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et  


  ..ˆˆ 111,

nmmnmJ              (A1.17) 


  ..ˆˆ 222,

nmmnmJ                  (A1.18) 

   
   1..ˆ1ˆ 21,

nmmnmJ                   (A1.19) 

   
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nmmnmJ                    (A1.20) 
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ANNEXE 2 

 

Dans cette annexe, nous allons établir l’égalité entre les deux 

expressions des multipôles croisés mb . Pour ce faire et pour simplifier un 

peu les expressions, introduisons les notations suivantes : 

   akH
ak

m
xakHx mm  ,''  

   aKH
aK

m
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mmm
'

2
''2

1
2

,2
  

Avec ces notations, les expressions des coefficients 121 ˆ,,, mmmm acaa , 

mmmmmmmmm dca  ˆ,ˆ,ˆ,,,,ˆ,ˆ,ˆ 21212  et m̂ (définis dans l’annexe 1) s’écrivent : 









 22'21 2 xxkaam       ,     








 22'22 2 yyKaam   





 

''2 yxyxKkacm   





  xxxxkaam ˆˆ2ˆ

''21      ,    



  yyyyKaam ˆˆ2ˆ

''22   





 

'' ˆˆ2ˆ yxyxKkacm      ,    



  ''

ˆˆ2ˆ yxyxKkadm   

et  





  2

2
2

1
1 2 XXam       ,     



  2

2
2

1
2 2 YYam   

 12212 YXYXam           

    2211
1 ˆˆ2ˆ XXXXam          ,       2211

2 ˆˆ2ˆ YYYYam    
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 1221
ˆˆ2ˆ YXYXam         ,      1221 ˆˆ2ˆ YXYXam    

où les expressions de 121
'' ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ YXXyyxx et 2̂Y  sont les mêmes que pour les  

121
'' ,,,,,, YXXyyxx et 2Y mais avec la fonction de Hankel mH  remplacé par 

la fonction de Bessel mJ . 

Substituons les expressions ci-dessus dans les relations concernées, on aura 

alors, tout calcul fait : 

   xxxxyxyxKkaacca mmmm ˆˆ2ˆˆ ''''3211 




       (A2.1) 

   yyyyyxyxKkaacda mmmm ˆˆ2ˆˆ ''''3222 




         (A2.2) 

en utilisant le Wronskien des fonctions de Hankel et de Bessel [1], on 

obtient : 

 
 2

'' ˆˆ
ak

mi
xxxx


      (A2.3) 

 
 2

'' ˆˆ
aK

mi
yyyy


     (A2.4) 

en remplaçant les expressions (A2.3) et (A2.4) dans (A2.1) et (A2.2), on 

obtient : 






  yxyxKkmiacca mmmm

''311 4ˆˆ      (A2.5) 






  yxyxKkmiacda mmmm

''322 4ˆˆ        (A2.6) 

donc on a : 

2211 ˆˆˆˆ mmmmmmmm acdaacca   

D’ou l’égalité entre les deux expressions obtenues pour les coefficients des 

multipôles croisés mb . 
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  :ص ـخـلـم

  

يهتم هذا العمل بتحديد . تابع قرينسياق تقنيات تعديل يندرج العمل المقدم ضمن هذه الأطروحة في 

لعدد لقيمة الصغرى إيجاد امن خلال متعددة الأقطاب التي تستعمل في تعديل تابع قرين، معاملات لالاختيار الأمثل ل

  . و شبه الدائريةلى نتائج مهمة في حالة الحواف الدائرية حيث تم الحصول ع.المرافق لمؤثر التكامليالملائمة ل

  

عدد  المعدل ، معادلات تكاملية ، مرونة خطية ، رينڤ تابعمعاملات متعددة الأقطاب ،  : الكلمات المفتاحية

 .الملائمة

 

Résumé : 

Le travail présenté dans cette thèse s’inscrit dans le cadre des techniques 

de modification de la fonction de Green, il porte sur la détermination du choix 

optimal des coefficients des multi-pôles en minimisant le nombre de 

conditionnement de l’opérateur intégral associé. Des résultats intéressants sont 

obtenus dans le cas des frontières circulaires. 

 

Mots clés. Coefficients des multi-pôles, fonction de Green modifiée, équations 

intégrales, élasticité linéaire, nombre de conditionnement. 

 

 

Abstract : 

The work presented in this thesis is a part of the modified Green’s 

function techniques, he interests by the determination of the optimal choice of the 

multipôles coefficients by minimizing the condition number of the modified 

integral operator. Interesting results are obtained in the case of circular 

boundaries. 

 

Key words. multipole coefficients, modified Green’s function, integral 
equations, linear elasticity, condition number. 
 




