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Durant la période 1903 - 1906, le chimiste du pétrole américain David T et le botaniste 

russe Mikhail Tswett découvrent la chromatographie [1] .Cependant, Tswett [2]  est le 

premier qui a utilisé le terme chromatographie et reconnaître les interactions de sorption-

désorption des processus chromatographiques dans ses expériences originales. Depuis ce 

temps-là, une famille très sophistiquée de techniques chromatographiques a été mise au point 

pour les études physico-chimiques et analytiques. Le principe de cette dernière repose sur 

l'entraînement d'un échantillon dissous dans une phase mobile à travers une phase fixe 

(stationnaire) placée à l’intérieur d'une colonne. Cette phase fixe retient les substances 

contenues dans l'échantillon selon l'intensité des forces d'interactions de faible énergie. 

Différents types de chromatographie existent selon la nature de la phase mobile. On a la 

chromatographie gaz-liquide, gaz-solide, liquide-liquide et liquide-solide. 

L’obtention des informations cinétiques et la détermination de quantités 

thermodynamiques à partir d'équilibres de sorption conduit à la découverte d’une nouvelle 

technique basée sur la chromatographie. Cette technique est connue sous le nom de 

Chromatographie en phase Gazeuse Inverse (C.G.I.). Elle a été utilisée, pour la première fois, 

durant les années 1940. Les travaux antérieurs ont été axés sur la caractérisation de matériaux 

catalytiques tels que le charbon actif, la silice et l’alumine. À ce jour, la technique C.G.I. est 

devenue une méthode bien établie pour diverses utilisations (composés inorganiques, 

catalyseurs, nanotubes de carbone les polymères, produits pharmaceutiques …). La CGI est 

utilisée pour  la détermination de l’isotherme d'adsorption et la distribution des énergies. 

Le problème de la caractérisation de l’hétérogénéité énergétique de la surface de  la 

phase solide se formule très souvent sous la forme d’une équation intégrale de premier type. 

Cette équation comprend un noyau qui caractérise le modèle d’adsorption locale, une fonction 

de distribution des énergies ainsi que l’isotherme d’adsorption globale. La résolution directe 

de cette équation présente un inconvénient majeur qui est celui de la stabilité de la solution. 

Ce problème de stabilité est caractéristique de ce type d’équation.  

Dans le domaine de la CGI, plusieurs travaux se sont intéressés à la résolution de cette 

équation qui s’appuie  sur un choix spécial du noyau qui est le modèle de Langmuir.  Certains 

de ces travaux sont basés sur une approximation du noyau de l’équation intégrale. On citera, 

en premier, l’Approximation de la Condensation  (A.C) qui consiste à supposer qu’une partie 

https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89chantillon_(mati%C3%A8re)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Solution_(chimie)
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de la surface est entièrement recouverte et l’autre partie non recouverte. Cette approximation 

a été utilisée, pour la première fois,  par Roginsky [3] en 1944. Elle a été ensuite reprise et 

développé par Harris  [4] en 1968. En 1965, J. P. Hobson  [5] donne une modification de la 

méthode de la A.C par une approximation plus complexe. Elle consiste en une combinaison 

d’une fonction linéaire avec une fonction en escalier. Cette approche est connue sous le nom 

d'Approximation de Condensation Asymptotique(A.C.A). La partie linéaire consiste en un 

recouvrement progressif de la première partie de la surface. La méthode d’A.C.A présente un 

avantage d’être dans la région de Henry (l’isotherme d’adsorption locale correspond à 

l’isotherme de Langmuir à faible pression). Cerofolini [6] remarque que la distribution des 

énergies est non centrée sur la valeur correcte de l'énergie d'adsorption. Pour régler ce 

problème,  Nederlof  [7] a modifié la valeur de la pente de la partie linéaire. Cette 

modification  a recentré l’approximation de A.C.A. Nederlof a proposé une  deuxième  

approximation de l’isotherme d’adsorption locale [7]. Cette  approximation est connue sous 

l’abréviation LOGA (LOGarithmic symmetrical local isotherm Approximation). Cette 

dernière donne une meilleure précision comparée aux approximations A.C et A.C.A. 

 En 1991, Jagiełło [8] donne la première solution locale exacte de l’équation intégrale. 

Cette dernière est basée sur l’utilisation directe de l’isotherme locale de Langmuir . La 

solution est donnée sous forme d’une série de dérivées impaires, par rapport à l’énergie, de 

l’isotherme globale. Dans la solution proposée par Jagiełło, les cas discutés précédemment 

peuvent être retrouvés comme des cas particuliers. 

 Il est intéressant de noter qu’une autre méthode de résolution de l’équation a été 

proposée par Sips [9,10]. Celle-ci est basée sur l’utilisation de la transformée de Stieltjes. 

Dans ce travail, nous allons considérer un cas d’isotherme d’adsorption locale plus 

générale, à savoir l’isotherme d’adsorption de Langmuir générale.  Cette isotherme générale 

prend en charge différents  cas particuliers d’isothermes locales. Nous citerons par exemple 

les isothermes locales de Langmuir-Freundlich,  Toth et Freundlich Généralisé. Nous 

traiterons aussi le cas d’un autre modèle d’adsorption locale qui est connue sous le non 

d’isotherme de Sips. Nous utiliserons la même idée que celle de Jagiełło [8] ainsi que la 

méthode de la transformée de Stieltjes et la résolution directe de l’équation intégrale qui 

s’appuie sur la réduction de l’équation intégrale en un système d’équations algébriques. 
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Dans le premier chapitre, nous donnerons quelques généralités sur l’adsorption. Dans 

le deuxième chapitre nous exposerons quelques notions relatives à la chromatographie en 

phase gazeuse directe et inverse. Le troisième chapitre est consacré à la formulation 

mathématique du problème ainsi que la présentation des différentes méthodes de résolution 

proposée par les auteurs cités ci-dessus. Le chapitre quatre portera sur la résolution du 

problème posé par les  méthodes de Jagiełło  et de la transformée de Stieltjes. Une 

comparaison entre les résultats obtenus par ces deux méthodes sera faite. Enfin, dans le 

cinquième chapitre, nous présenterons la  troisième méthode de résolution du problème qui 

est basée sur la discrétisation de l’équation intégrale en un système d’équations algébriques. 

Nous exposerons le problème de stabilité qui est posé par cette méthode de résolution directe 

et nous donnerons des solutions pour contourner cette difficulté. Nous terminerons par une 

conclusion dans laquelle on rappellera les différents résultats obtenus et nous proposerons 

quelques perspectives. 
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I.1- Notion d’énergie de surface  

L'énergie d’une surface est l'énergie nécessaire pour briser les liaisons moléculaires 

entre les molécules de la surface solide et le fluide, donc c’est une force qui existe au niveau 

de l’interface de deux milieux différents. 

En faisant l’hypothèse que les interactions entre les molécules adsorbées, sur les sites voisins 

à la surface, sont négligeables, la pressionP , à l’équilibre,  (la vitesse d’adsorption est égale à 

la vitesse de désorption) est reliée à l’énergie d’adsorption c et au taux de recouvrement 

 0 1   de la surface par la relation suivante [11] : 

 
 

1

22 exp
1

cd eK
P mkT

RT


 

      
 (I.1) 

 

avec 

m  : La masse d’une molécule, 

k  : La constante de Boltzmann,  

d eK  : La constante cinétique de désorption 

T  : La température,  

  : Coefficient de condensation (défini comme la fraction du nombre de molécules frappant 

la surface et possédant l’énergie d’activation nécessaire pour être adsorbées) 

R  : La constante des gaz parfaits. 

L’équation précédente peut être réécrite sous la forme suivante :
 

 exp
1

cP K
RT

 


     
 (I.2) 

où 

 
1

22 deKmkTK 


   est définie comme étant la constante d’équilibre d’adsorption. 

A la pression caractéristique cP qui correspond à une probabilité de recouvrement du site égale 

à 
1

2
  , l’énergie d’adsorption caractéristique c prend alors la forme : 
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 ln c
c

P
RT

K


 
   

 
 (I.3) 

Dans le cas d’une adsorption locale du type de Langmuir la constante K est donnée comme 

suit [12]: 

 
1

4 2(1.76 10 )K MT   

Elle est reliée à la masse molaire M et à la température 

T

 . 

I.2- Interactions intermoléculaires 

Les atomes,dans un solide, sont soumis à différentes forces qui assurent leuradhérence. 

Mais, à la surface, il y a une couche limite entre la surface du solide et le milieu extérieur qui 

est considérée comme l’interface fluide-solide.La résultante des forces dans cette zone n’est 

pas nulle et l’adsorption desmolécules gazeuses (ou liquides) provenant du milieu avoisinant 

compense ces forces. L’adsorptionest un phénomène exothermique qui se produit 

spontanément à la surface des solides.Ce phénomène fait intervenir des interactions 

intermoléculaires qui sont de type Van der Waals. Ce sont des forces de surface séparées en 

deux types : dispersives (forces de London) et spécifiques (forces de Keesom et Debye). Il y a 

aussi d’autres  interactions de type acide / base, liaisons Hydrogène, ioniques, etc… 

Les interactions de Van der Waals se décomposent principalement en trois termes qui 

représentent les interactions de Keesom, Debye et London.  

- Les forces de Keesom : Ce sont des interactions de type dipôle/dipôle. Elles se 

produisent entre les molécules possédant un moment dipolaire électrique permanent. 

Les arrangements les plus favorables sont schématisés de ci-dessous : 

 
 

Fig.I.1 Les arrangements les plus favorables 

 

Pour deux molécules, l’´energie moyenne d’orientation est donnée par [13]:   

 
2

1 2
6

0

1
4 3 'KeeV

kTR

 



 
  

 
 (I.4) 
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0 : Constante diélectrique du vide

1 , 2 moments dipolaires des deux molécules

'R :La distance entre les deux molécules 

- Les forces de Debye : Ce sont desinteractionsqui existent entre une molécule neutre

polaire et une molécule neutre non polaire. (dipôle/dipôle induit). Le potentiel

d'interactionqui dépend du moment dipolaire 2 de la molécule 1 et de la polarisabilité

2 de la molécule 2 [14] s’écrit :

2

1 2
6

04 'DebV
R

 



 
  

 
(I.5) 

- Les forces de London : Ce sont des interactions de dispersion qui existent entre deux

dipôles induits dont le potentiel s’écrit [15]:

1 2
7Lon

V A
R

 
 − (I.6) 

où A  est une constante qui comprend plusieurs paramètres tels que la fréquence électronique 

d'absorption, la constante de Planck, la polarisabilité électronique et la distance entre les 

molécules. 

I.3- L’hétérogénéité énergétique de la surface d’un solide

L’hétérogénéité énergétique de la surface d’un solide est généralement liée à 

plusieursparamètres, tels que la nature chimique de la surface,les défauts de structure de la 

surface du solide qui sont liées au vécu du solide depuis sa fabrication (traitements 

thermiques, refroidissement, etc.…) jusqu’à son état final où le solide est analysé 

(échantillonnage stockage, etc.….), la densité des groupements fonctionnels ainsi que les 

molécules polluantes adsorbées à la surface du solide [16]. 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Constante_de_Planck
https://fr.wikipedia.org/wiki/Polarisabilit%C3%A9#Polarisabilit�_�lectronique
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Fig.I.2 Type de distribution des énergies d'adsorption 

La figure ci-dessus représente deux types de distribution des énergies d'adsorption qui 

sont marqués avec des cercles pleins et vides. Le 1ertype est proposé par Ross et Olivier [17] 

où ils considèrent que lasurface du solide (énergétiquement hétérogène) est composée d’un 

nombre fini de zones homogènes de dimension finie, où chaque zone est caractérisé par 

uneénergie d’adsorption propre et sa dimension qui est largement supérieure à celle qui 

correspond à la molécule adsorbée.Ce type est dit patchwork (Fig.1.2a) . Le deuxième 

modèle, proposé par Hill [18], suppose que les sites d'adsorption sont énergétiquement 

répartis sur la surface du solide de manière aléatoire, avec une probabilité d’adsorption sur un 

site actif constante quel que soit l’endroit où est situé le site sur la surface (Fig.I.2b). 

Cependant, très souvent la distribution des énergies d’adsorption sur la surface correspond à 

une forme intermédiaire  entre les deux modèles précédents (Fig.I.2.c). 

I.4- Adsorption 

 Le phénomène d’adsorption se produit lorsqu’un fluide (liquide ou gaz) est en contact 

avec la surface d’un solide [19]. Cette dernière est constituée de la surface externe du solide à 

auquel s’ajoute le réseau de pores. Cette surface est représentée, géométriquement, par la 

frontière entre les deux phases solide-fluide ou bien l’interface entre deux fluides non 

miscibles. Le fluide qui est adsorbé est appelé l’adsorbable et le solide sur lequel le 

phénomène d’adsorption à lieu est appelé l’adsorbant. Donc, l’adsorption est un phénomène 

qui décrit les interactions qui existent entre la surface d’un solide et les molécules fluides. On 

distingue deux mécanismes d’adsorption : physique (ou physisorption) et chimique (ou 

chimie-sorption). 
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I.4.1- La physisorption

Le phénomène de physisorption se produit à basse température. Il est caractérisé par 

des énergies d’interaction généralement faibles  20 40 / .à kJ mol  et est exothermique et

réversible. Ces interactions entre les molécules et la surface sont de type Van der Waals.  

Fig. I.3  les différentes régions d'une isotherme d'adsorption 

La région A : représente le domaine de l'eau osmotique qui est très faiblement liée à la surface 

du solide 

La région B : dans cette région l'eau est condensée dans des micros capillaires. 

La région C : est le domaine d’adsorption de l'eau sous forme de multicouches. 

La région D : est le domaine d’adsorption de l'eau sous forme monocouche. 

I.4.2- La chimie-sorption

Contrairement au phénomène de physisorption, l’énergie d’interaction dans la chimie-

sorption est très élevée.Les  molécules  sont  liées chimiquement à la  surface  du solide par 

des  liaisons  covalentes (échange d’électrons entre la surface du solide et l’adsorbable).C’est 

un phénomène irréversible et il se produit à des températures élevées. 

La région E : cette région représente la zone oùl'eau d'hydratation est difficile à enlever du 

solide (très fortement liée la surface). 

Dans les régions A, B, C, D, les interactions (fluide/solide) correspondent à une physisorption 

de type de Van der Waals. 

La figure schématisée ci-dessous représente un exemple des différentes régions d'une 

isotherme d'adsorption :  
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La région E : cette région représente la zone oùl'eau d'hydratation est difficile à enlever du 

solide (très fortement liée la surface). 

Dans les régions A, B, C, D, les interactions (fluide/solide) correspondent à une physisorption 

de type de Van der Waals. 

I.5- Les isothermes d’adsorption

Une isotherme d'adsorption est une courbe qui représente la quantité adsorbée, sur la 

surface d'un solide, en fonction de la pression, P  , de la phase fluideet à une température T

donnée (fixe). Cette courbe nous permet d’obtenir des caractéristiques du solide telles que la 

porosité, la surface spécifique, etc…. 

Il existe cinq types d’isothermes d'adsorption tels que définis par la classification de 

Brunauer [20]: 

Type I: Il correspond au recouvrement du solide par une seule couche de gaz adsorbé. Ce 

type est connu sous le nom de l’isotherme de Langmuir. 

Fig. I.4.a  Représentation de l’isotherme d’adsorption du gaz de type I  

P : C’est la pression partielle d’adsorbat en phase fluide

sP : C’est la pression partielle d’adsorbat à la saturation 

Type II : Il correspond à l’adsorption sur un solide peu ou pas poreux où il est complètement 

recouvert d’une couche mono-moléculaire puis la superposition simultanée d’autres couches 

de molécules gazeuses. 
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Fig. I.4.b  Représentation de l’isotherme d’adsorption du gaz de type II

Type III: L'isotherme de ce type se fait par formation successive de couches. Il y formation 

de la première couche, vient ensuite la formation de la deuxième et ainsi de suite. Cette 

isotherme correspond à l’adsorption de molécules énergétiquement faibles. 

Fig. I.4.c  Représentation de l’isotherme d’adsorption du gaz de type III

Type IV: Ce dernier s’obtient avec des gaz facilement liquéfiables sur des solides qui ont 

des pores de taille moyenne (méso-poreux) où il y a apparition d’une condensation capillaire. 



CHAPITRE I
QUELQUES GENERALITES SUR L’ADSORPTION 

11 

Fig. I.4.d  Représentation de l’isotherme d’adsorption du gaz de type IV 

Type V: comme le type IV il y a  condensation  capillaire et remplissage de méso-pores avec 

une différence, les interactions gaz/solide sont plus faibles. 

Fig. I.4.e  Représentation de l’isotherme d’adsorption du gaz de type V 

I.6- La surface spécifique

Les solides se caractérisent par leur surface disponible (surface apparente et les 

cavités ouvertes dans ce solide (les pores)) mise en contact avec le milieu extérieur de phase 

différente (gaz ou liquide) appelée surface spécifique qui va être déterminé par le nombre de 

molécules nécessaires pour couvrir la surface (la détermination de la quantité adsorbée pour 

former une monocouche). 

La surface spécifique est calculée par la relation suivante : 
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S =(Vm/VM)   N (I.7) 

 Les valeurs   sont généralement déduites des densités de l’adsorbat (solide ou liquide) à la 

température de l’isotherme. est donnée par [21] : 
2
3

3.464
4 2

M

N




 
   

 
. 

Avec 
mV est le volume des molécules adsorbées pour former une monocouche.

N : Nombre d’Avogadro. 

 : L’aire de l’absorbable

 : La densité de la phase condensée

M : La masse moléculaire

La surface spécifique est généralement estimée à partir de la quantité d’azote adsorbée. 

Ce phénomène d’adsorption s’effectue grâce aux forces de Van der Waals à la surface du 

solide. Ces forces agissent sur les molécules du gaz qui entourent l’échantillon à analyser. Il 

se déroule toujours à des températures basses, en relation avec sa pression d'équilibre  à 77K

(la température d’ébullition de l’azote liquide) et sous une pression atmosphérique normale. 

Les informations ainsi obtenues sont connues sous l’abréviation BET (Brunauer, Emmett et 

Teller en 1938). 

I.7- Isotherme de Henry

Ce modèle d’adsorption, formulé en 1803 par William Henry [22], est le plus simple 

modèle dans laquelle la quantité du gaz adsorbéeest proportionnelle à la pression partielle du 

gaz adsorbant. La pression d'équilibre d’adsorptionsur la phase solide est exprimée comme 

suit : 

H AK P  (I.8) 

HK : La constante de Henry,

AP : La pression partielle du gaz.  

Le modèle  d’adsorption de Henryn’est applicable qu’à faible pression. 

I.8- Isotherme de Langmuir

Lemodèle de Langmuir est basé sur les hypothèses suivantes : 

 Adsorption localisée :la molécule gazeuse rencontre un site libre.

https://fr.wikipedia.org/wiki/1803
https://fr.wikipedia.org/wiki/William_Henry_(chimiste)
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 Lors de l'adsorption, il n'y a pas d’interaction entre les molécules adsorbées. 

 il y auraun équilibre entre les molécules adsorbées et les sites libres, tel que 

**A A   

Le modèle est dit de Langmuir tant que la surface n’est pas recouverte entièrement par 

l’adsorbable. On définit le taux de recouvrement de cette surface par un coefficient de collage 

  qui est compris entre zéro (surface nue) et un (surface entièrement recouverte).  

 

 : le taux de recouvrement de la surface (Nombre de sites d'adsorption occupés  par rapport  

au nombre de sites d'adsorption disponibles). 

A l’équilibre et sous une pression P, les vitesses d’adsorption a dV et de désorption d eV sont 

égales et on a : 

 (1 )ad ad d e d eV K P V K      (I.9) 

adK  et deK : Constantes d'adsorption et de désorption. 

On aura alors : 

 1 ( )
K P

K P
 


 (I.10) 

avec K : constante d’équilibre d’adsorption : ad

de

K
K

K
 . 

 

Fig.I.5  Isotherme d’adsorption de Langmuir  
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I.9- Isotherme de Freundlich  

Le modèle de Freundlich était l’un des premiers à être utilisé pour décrire les 

isothermes d’adsorption. Il s’applique, généralement, quand  les quantités adsorbées sont très 

faibles. Ce modèle relie les quantités adsorbées de l’adsorbable en fonction de la pression par 

la relation suivante [23]: 

 
1

( ) n
FV P K P  (I.11) 

 

où FK est une constante et
1

0 1
n

  , et  V P est le volume de gaz adsorbé à la pressionP . Les 

paramètres d’adsorption K  et n  sont des constantes empiriques déterminées à partir des 

graphes de  Ln V en fonction de  Ln P .  

I.10- Isotherme de Toth 

L’isotherme d’adsorption de Toth est une autre modification de l'équation d’adsorption 

de Langmuir.Ce modèle est particulièrement utile pour décrire des systèmes d’adsorption 

hétérogènes satisfaisant à la fois les limites basse et haute de la pression en adsorbat où la 

plupart des sites ont une énergie d'adsorption plus faible que l'énergie maximale [24]. Le 

modèle isotherme de Toth s'exprime comme suit : 

 
 

  
1,

1
n n

bP
b P

bP

 



 
(I.12) 

le paramètre n  caractérise l'hétérogénéité du système d'adsorption [25] qui à une valeur 

comprise entre 0 et 1. Quand ce dernier est égal à 1, cette relation se réduit à l’isotherme 

d’adsorption de Langmuir. 

I.11- Isotherme de Sips 

L'isotherme d’adsorption de Sips est appropriée pour prédire aussi l'adsorption sur des 

surfaces hétérogènes. Cette dernière est une combinaison des isothermes d’adsorption de 

Langmuir et de Freundlich. L’expression de cette isotherme s’écrit sous la forme suivante 

[9] :  

 
1

bP

bP



 


 (I.13) 
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Il est à noter que ce modèle se réduit au modèle de Freundlich à faible pression.Par 

contre, à forte pression en adsorbat, il prédit le modèle de Langmuir (adsorption sur une seule 

couche) 

I.12- Isotherme de Redlich-Peterson 

L'isotherme Redlich-Peterson est aussi une combinaison des isothermes de Langmuir 

et de Freundlich. Ce modèle s’écrit selon l'expression suivante [26] : 

 .
1

AP

BP
 


 (I.14) 

Cet isotherme présente l’avantage d’approcher de la région de Henry à faible pression avec  

 .A P   (I.14a) 

Aux pressions élevées, l’équation de Redlich-Peterson se réduit à l'équation de Freundlich 

avec : 

 1 ,F F

A
K P K

B

    (I.14b) 

Si 1  , cette dernière se réduit à l’isotherme d’adsorption de Langmuir. 

I.13- Isotherme de Jovanovic 

L’adsorption selon l’isotherme de Jovanovic est sous forme d’une monocouche sur surface 

homogène avec la possibilité de contacts mécaniques entre les molécules adsorbées et 

désorbées, ce dernier s’écrit sous la forme suivante [27]: 

  1 exp bP     (I.15) 

ce modèle ne peut pas être réduit à l’isotherme de Langmuir. 

I.14- Isotherme de Radke-Prausnitz 

C’est un modèle empirique d’adsorption, sur des surfaces hétérogènes, développé par 

Radke et Prausnitz en 1972 [28], notamment pour décrire l’adsorption sur charbon actif, il 

s’écrit sous l’expression suivante :  

 
 

.
1

bP

bP


 


 (I.16) 

Cette expression peut être réduite à l’isotherme de Henry. Par contre, pour des pressions 

moyennes ou élevées cette isotherme se comporte comme celle de Freundlich.  

 

https://scholar.google.fr/citations?user=2Q92wD8AAAAJ&hl=fr&oi=sra
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I.15- Isotherme BET

Ce modèle d’adsorption  a étendu la théorie de Langmuir au cas où les molécules 

d’adsorbat recouvrent complètement l’adsorbant et plusieurs couches sont formées [29]. La 

relation qui régit ce modèle est donnée par: 

0

0

1 1 1

1 m m

Pc

V P V cP
V

P

  
  

    
  

  

(I.17) 

c est la constante BET traduisant l’affinité de l’adsorbable avec l’adsorbant. Elle représente 

une donnée proportionnelle à l’énergie d’adsorption de la monocouche exprimée par 1H et à 

celle des couches supérieures LH  (chaleur de la liquéfaction) de l’adsorbable à la 

température d’adsorption

T

.V et mV sont les volumes de gaz adsorbé et de la monocouche

respectivement  3m . 

A partir du tracé de la transformée BET (Equation ci-dessus), il est possible de déterminer c  

et mV , 

Fig.I.6 : Isotherme d’adsorption de B.E.T 

0S la partie de la surface inoccupée.

1S la partie de la surface occupée par une seule couche.

2, 3....S S La partie de la surface occupée par 2,3,… couches 

Dans le prochain chapitre, nous allons vous présenter quelques généralités sur la 

chromatographie en phase gazeuse. 

V c
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II.1- Introduction 

La Chromatographie en Phase Gazeuse (C.P.G.) est une méthode d’analyse basée sur 

l’injection d’un mélange gazeux dans une colonne qui comprend une phase solide stationnaire 

et un gaz vecteur (phase mobile), généralement de l’hydrogène ou de l’hélium. Ce mélange 

gazeux est transporté par le gaz vecteur à travers la phase stationnaire. La phase solide permet 

la séparation des différents constituants du mélange gazeux en fonction des affinités entre la 

phase stationnaire et ces derniers. La sortie, de la colonne chromatographique, de ces 

constituants se  fera  l’un après l’autre avec un certain écart de temps entre eux. La colonne 

est  placée dans un four régulé thermiquement. Cette colonne  contient des petits grains d’un 

solide inerte qui constitue la phase stationnaire. 

Il existe plusieurs méthodes chromatographiques qu’on peut distinguer suivant la nature du 

mélange  utilisé : 

 Chromatographie d’adsorption où la phase stationnaire est un adsorbant solide et la 

séparation est basée sur les processus d’adsorption/désorption. 

 Chromatographie de partage : La phase stationnaire est sous forme d’un liquide non 

volatil qui est fixé par imbibition sur un support solide inerte. lorsque les solutés sont 

directement volatilisables ces derniers se partagent entre le gaz vecteur et le liquide 

stationnaire où les substances sont solubilisées dans la phase stationnaire 

 Chromatographie d'échange d’ions : la phase stationnaire de ce type est sous forme 

d’un solide, ionisable ou ionisé. Les ions de ce dernier sont échangeables avec les ions 

de la phase mobile. La séparation dépend donc de la charge ionique des solutés. 

 Chromatographie d’exclusion : Ce type est encore appelé tamisage moléculaire. La 

phase stationnaire est de forme solide ayant une multitude de pores où les molécules 

sont séparées en fonction de leurs tailles. 

 La chromatographie d’affinité : la phase stationnaire de cette chromatographie 

comporte des sites de capacité d’échange multiple où la séparation est basée sur la 

reconnaissance par forme. 

II.2- Appareillage : 

L’analyse par la technique de la chromatographie en phase vapeur nécessite un appareil 

qu’on appelle le chromatographe. Ce dernier est constitué de plusieurs composants comme le 

montre le schéma ci-dessous : 
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Fig. II.1  Schéma d'un chromatographe en phase gazeuse 

II.2.1- Gaz vecteur  

Le gaz vecteur (phase mobile) c’est un gaz qui circule à l’intérieur du 

chromatographe et qui joue le rôle de support transporteur du mélange à analyser. Ce 

gaz vecteur  entre au niveau de l’injecteur et va jusqu’à la sortie de la colonne où se 

trouve un détecteur. Ce dernier peut être de l’hélium, de l’azote, de l’argon ou de 

l’hydrogène. Son débit est de l’ordre de quelque microlitres par minute. 

II.2.2- La colonne  

Il existe deux types de colonnes   

i- La colonne remplie ou à garnissage  

Elle est remplie de granules de support inerte, généralement de la silice. Cette 

colonne est un tube d’acier inoxydable inerte et bon conducteur de chaleur. Elle à 

une longueur de l’ordre du mètre (0.5 à 3 mètres) et un diamètre interne de 

quelques millimètres (3.2 mm ou 6.4 mm). 

ii- la colonne capillaire  

C’est, généralement, un simple tube d’acier inoxydable, de verre ou de silice 

fondu inerte. Le diamètre intérieur est faible et compris entre 0.1 et 0.5 mm, mais 

la longueur est relativement grande. Elle peut aller jusqu’à 100 m. La surface 

interne de cette colonne est recouverte d’un film de 0.1 à 5 µm d’épaisseur. Ce 
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dernier est mis en place par greffage et est souvent préféré en raison de sa stabilité 

thermique. C’est ce film qui joue le rôle de phase stationnaire. 

II.2.3 - L’injecteur

Il permet l’introduction de l’échantillon à analyser dans la colonne à l’aide d’une vanne à

boucles (micro seringue) où le volume à injecter est voisin de 1 µL généralement et à une 

température adéquate pour faciliter l’évaporation de l’échantillon. Les espèces volatiles sont 

vaporisées à cette température et transportées par le gaz vecteur vers la sortie de la colonne. 

II.2.4 - Le détecteur

Les espèces de l’échantillon sortant de la colonne rencontrent un appareil de mesure 

physico-chimique appelé le détecteur qui ne réagit qu’au passage de ces espèces. Il est 

généralement couplé à un enregistreur numérique du signal qui permet son traitement 

par un système d’acquisition. Il existe de nombreux modèles : à capture d'électrons ; 

spectrographie de masse, le détecteur à ionisation de flamme (FID) qui est le plus 

utilisé. 

II.3 - Grandeurs chromatographiques

II.3.1 - Le chromatogramme

Le chromatogramme est un signal enregistré sous forme des pics en fonction du 

volume d’élution qui est le processus au cours duquel on sépare les phases. Ce signal 

enregistré est utilisé, à la fois, en analyse qualitative et quantitative. L’analyse qualitative 

permet l’identification des composés par la position du pic et l’analyse quantitative d’évaluer 

la masse ou la concentration d’un composé par l’utilisation de l’aire sous les pics. 

On caractérise un chromatogramme par certains paramètres indiqué ci-dessous 

Fig. II.2 Grandeurs caractéristiques d’un chromatogramme 
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avec 

w  : Largeur du pic. 

hw  : Largeur du pic à mi-hauteur 

II.3.2 -Le temps mort 

Le temps mort, mt , est le temps qu’un constituant non retenu par la phase stationnaire 

sort de la colonne ou bien, letemps mis par la phase mobile pour parcourir le trajet entre 

l’entrée et la sortie de la colonne. 

II.3.3 -Le temps de rétention 

Le temps de rétention, rt , représente le temps écoulé entre l’instant de l’injection 0t et 

le maximum du pic du composé élué affiché sur le chromatogramme , il est indépendant de la 

quantité d’échantillon injectée, mais Il est fonction de la nature et la vitesse de la phase 

mobile. 

II.3.4 -Le temps de rétention réduit 

Le temps de rétention réduit 'rt  (corrigé), c’est la différence entre le temps de rétention 

et le temps mort. 'r r mt t t  . 

II.3.5 -Le volume de rétention 

Le volume de rétention rV , est volume de la phase mobile nécessaire pour entrainer le 

soluté jusqu'à la sortie de la colonne, si le débit de gaz vecteur dans la colonne cF est supposé 

maintenu constant, la formule du volume de rétention s’écrit sous la formule suivante : 

 0( )r c RV j F t t   (II.1a) 

 . . . 'rV j u s   (II.1b) 

avec 

u  : La vitesse linéaire moyenne de la phase mobile 

s  : La section de la colonne 

'  : La porosité de la phase stationnaire 

II.3.6 -Le facteur de rétention 

Le facteur de rétention (facteur de capacité), 'k , exprime le rapport de la quantité de 

soluté dans la phase stationnaire par rapport à la quantité de soluté dans la phase mobile. Ce 

facteur est adimensionnel. Il peut-être écrit au temps de rétention par l’expression suivante : 
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m
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k

t


 (II.2) 

Les faibles valeurs de facteur de rétention indiquent que les composés sont peu 

retenus, et fortement retenus pour des valeurs élevées de 'k .

Fig. II.3 Exemple de temps de rétention des chaînes de n-alcanes. 

II.4 - Chromatographie Gazeuse Inverse (CGI)

La notion de caractérisation de surface des matériaux consiste à déterminer les 

caractéristiques de surface telles que la surface spécifique, la porosité, les sites d’adsorption, 

etc.…Il existe plusieurs techniques de caractérisation.Dans cette étude, on s’intéresse 

particulièrement à la chromatographie en phase gazeuse inverse. 

La chromatographie en phase gazeuse inverse est l’inverse de la chromatographie 

analytique.Elle  pour but la caractérisation de la surfacede la phase stationnaire (solide). Cette 

technique est apparue dans les années 40. Elle est basée sur le phénomène d’adsorption. 

Fig. II.4 Différence entre CPG et CPG inverse 

21 
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Les molécules sondes se déplacent, dans la colonne chromatographique, avec une 

vitesse inférieure à celle du gaz vecteur en raison des interactions entre ces derniers et la 

phase stationnaire qui freinent ces molécules. 

Le temps de rétention s’explique par les interactions avec la surface de la phase 

stationnaire. Ces interactions dépendent de la morphologie et l’hétérogénéité énergétique de la 

surface. Ce temps de rétention qui est enregistré est utilisé pour calculer le volume de 

rétention net NV par la relation suivante : 

 0( )N c RV j F t t   (II.3) 

cF  : est le débit de gaz vecteur dans la colonne. 

j  : représente le facteur de correction (facteur de James-Martin) qui corrige le temps de 

rétention net pour la chute de pression et la variation de la densité de remplissage des solides 

dans la phase stationnaire de la colonne.Ce facteur  est toujours inférieur ou égal à 1 et est 

donné par [29] : 

 
 

 

2

3

/ 13
2 / 1

e s

e s

P P
j

P P

 
  

  

 (II.4) 

eP  et sP  sont les pressions à l’entrée et la sortie de la colonne. 

Les analyses de la chromatographie en phase gazeuse inverse pourraient être partagées 

en deux groupes :  

La CGI à dilution infinie (CGI-DI ) est caractérisée par un nombre de molécules sonde 

très faible. En raison du faible taux de recouvrement, l'interaction entre les molécules 

adsorbées est négligeable. 

 
Fig. II.5  Chromatogramme obtenus par CGI-DI. 
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Les chromatogrammes obtenus par la méthode CGI-DI sont relativement symétriques, et le 

temps de rétention indépendant de la quantité de gaz sonde injecté. 

 

La CGI à Concentration Finie (CGI-CF) consiste à injecter une quantité de molécules 

sonde plus importante de telle sorte que la surface est pratiquement entièrement recouverte. 

Cette technique est appliquée en chromatographie gaz-solide pour déterminer la surface 

spécifique des solides, les isothermes d’adsorption  et aussi mesurer l'hétérogénéité de la 

surface. Il existe deux méthodes qui sont mises en œuvre en CGI-CF :  

i- La méthode par élution  

  Cette méthode consiste à analyser le front arrière des pics chromatographiques 

obtenus par injection de quantités croissantes de solutés. Les pics qui en résultent sont 

fortement déformés avec absence de symétrie. Ceci est dû à l’occupation de la surface 

par les molécules à chaque injection qui conduità la saturation de cette dernière. Ce qui 

diminue leurs temps de rétention. A partir de signal enregistré, on peut avoir accès à 

l’isotherme de désorption. 

La figure ci-dessous montre l’allure des chromatogrammes en fonction du volume de 

sonde injecté qui correspond à une isotherme de type II avec 1 2 7...V V V   . 

 

Fig. II.6 l’allure des chromatogrammes en fonction du volume de sonde injectée 
 

Dans la figure ci-dessous, on présente les formes des pics chromatographiques   pour 

différents types d’isothermes d’adsorption par la CGI. 
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Fig. II.7 Isothermes d’adsorption et forme des pics chromatographiques 

ii- La méthode par Analyse Frontale (AF)

c’est la méthode la plus précise parmi les différentes méthodes

chromatographiques disponibles pour déterminer les isothermes d’adsorption

[30]. Cette technique consiste à injecter  alternativement un gaz vecteur pur

suivi du gaz vecteur chargé avec une quantité connue de molécules sonde dans

la colonne chromatographique contenant le solide à étudier. A partir du signal

expérimental de sortie et du signal correspondant à un éluâtnon retenu (gaz

vecteur), on peut atteindre les quantités adsorbées sous des pressions partielles

connues. La figure ci-dessous montre la courbe de la pression partielle P de

l’éluât en fonction du temps t )

Fig. II.8  Déterminationdes aires d’adsorption et dedésorption par l’analyse frontale 

Signal d'un éluât non retenu 

Signal en sortie  
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Dans un premier temps, la quantité adsorbée est proportionnelle à la surface adsS  déterminée 

par différence entre le Signal de l’absorbât non retenu et le profil du signal de concentration à 

la sortie de la colonne. Lorsque l’équilibre d’adsorption/désorption des molécules sonde, sur 

la phase stationnaire, est atteint, le signal se stabilise pour former un plateau (ligne de base). 

Une fois le plateau atteint. L’injection du gaz vecteur pur se traduit par l’apparition d’un front 

de désorption où la quantité désorbée est proportionnelle à la surface desS qui reflète le départ 

progressif des molécules adsorbées à la surface du solide présentes dans la colonne. Dans le 

cas où toutes les molécules sont désorbées, le signal peut revenir à la ligne de base. Il arrive 

dès fois  que le signal revienne  à la ligne de base sans que toutes les molécules soient 

désorbées, notamment, celles adsorbées sur les sites ayant une forte énergie.  

La technique du CGI présente plusieurs avantages  

- La simplicité de préparation des échantillons 

- L’équipement c’est le chromatographe classique 

- Plusieurs paramètres de surface peuvent alors êtredéterminés 

- L’utilisation de différents types de sonde  

- Large gamme de température de 60jusqu’à 350°C. 

 

Dans le prochain chapitre, on présentera la formulation mathématique du problème étudié.  



CHAPITRE III 

FORMULATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME ET RESOLUTION 
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Dans ce qui suit, on se propose de présenter les équations mathématiques qui 

gouvernent la C.G.I. 

III.1 Adsorption sur une seule surface énergétiquement homogène

Soit une surface solide énergétiquement homogène ayant une énergie d’adsorption . 

La quantité adsorbée,  ,V P T , sur cette surface est donnée par  

     , ,V P T P T    (III.1) 

où     est le nombre de sites ayant une énergie égale à  et  ,P T représente le taux de 

 ,V P T

couverture de la surface. Si la surface est entièrement recouverte, alors  le taux de couverture 

est égale à un. Si par contre la surface n’est pas recouverte du tout alors ce taux est égale à 

zéro.  

III.2 Adsorption sur une seule surface énergétiquement hétérogène

Dans le cas où la surface du solide comprend un nombre fini de domaines 

énergétiquement homogène et si la taille des domaines est assez grande comparativement aux 

tailles des molécules sonde, alors la quantité adsorbée, , sur cette surface sera donnée 

par : 

     
1

, , ,
N

i i

i

V P T P T   


  (III.2) 

où N est le nombre de domaines,  i  est le nombre de sites ayant une énergie égale à
i

correspondant au èmei domaine et ayant un taux de couverture égale à  , ,i P T 

. 

Fig. III.1 représentation schématique d’une surface hétérogène 

Si le nombre de domaines est très grand et leur taille est relativement petite et avec 

l’hypothèse que les molécules sonde sont petites par rapport à la taille de chaque domaine, 

alors  la quantité adsorbée,  ,V P T , sur cette surface sera donnée par :  
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max

min

, , ,V P T P T d





       (III.3) 

min et max sont les énergies d’adsorption minimale et maximale respectivement.

Le but de ce travail est de déterminer la fonction de distribution énergétique    de 

la phase solide connaissant le modèle d’adsorption locale  , ,P T   et la quantité adsorbée 

 ,V P T  à une température donnée. Cette dernière est appelé isotherme d’adsorption globale.  

La plupart des travaux faits sont basés sur l’hypothèse d’un modèle d’adsorption du 

type Langmuir : 

1
bP

bP
 


 (III.4) 

où b est donné par la loi d’Arrhenius 

expb K
RT

 
  

 
(III.5) 

Fig. III.2  représentation schématique de l’isotherme de Langmuir 

Il est à noter que cette isotherme locale, (III.4), satisfait aux conditions suivantes : 

   
0

lim , , 0 lim , , 1
P P

P T et P T   
 

   (III.5a) 

L’isotherme globale  ,V P T   satisfait à la première condition donnée par (III.5a), c'est-à-dire 

     
max

min
0 0

lim , lim , , 0
P P

V P T P T d





    
 

   (III.5b) 
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Par contre la satisfaction de la deuxième condition donnée par (III.5a) nécessite la condition 

de normalisation suivante [31]: 

 
max

min

1d





    (III.5c) 

Pour un taux de couverture égal 1
2

  , la pression P  est dite alors pression caractéristique.

On aura alors,   

1 exp( )c
cP

K RT


  (III.5d) 

L’équation (III.3) est une équation intégrale de Fredholm de premier type. La solution 

analytique de ce type d’équations est très souventinaccessible. Le recours à une méthode 

numérique est nécessaire. 

III.3 Quelques exemples de solutions approchées

Plusieurs chercheurs ont proposé des méthodes analytiques ou numériques pour 

résoudre l'équation (III.3). La plus simple   des solutions a été proposé par Roginsky [3]. Elle 

consiste en une approximation simple de l’isotherme locale. Cette approximation est connue 

sous le nom de l’Approximation de la Condensation (A.C). Cette dernière est exprimée sous 

la forme suivante :  

 
 

 

0
, ,

1
c c

c c

P P
P T

P P

 
 

 

 
 

 
 (III.6) 

où cP est la pression de condensation. On suppose que la couverture de la surface sur un site 

possédant l'énergie d'adsorption   passe rapidement de la valeur de zéro à l'unité. Il est à 

noter que l’AC satisfait à la condition (III.5a). 

Fig. III.3  représentation schématique de l’A.C 
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En substituant l’expression donnée par l’équation(III. 6) dans l’équation intégrale (III.3), on 

aura 

           
max max

min min

( , )
c

c

V P T d d d

  

  

                    

ou encore 

       
max

max

0

( , )
c

c c cV P T d X X X





     



     
.

L’utilisation de (III.5d) conduit à 

 
 

.

,
cC

c

c

A

cdV P TP

RT dP
   (III.7) 

ou encore : 

 . cA C

c

dV

d
 


  (III.8) 

La solution trouvée pour la fonction de distribution des énergies est reliée directement à la 

dérivée première de l’isotherme globale. 

L’approximation de condensation a ensuite été reprise et développé par Harris [4]. Il a 

fait l’hypothèse suivante : 

 

0
1, ,
2
1

c

AC c c

c

P P

P T P P

P P

 





 





(III.9) 

Fig. III.4  représentation schématique des fonctions  . ,A C c cP   et  , P 
. 
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J. P. Hobson [5] donne une modification de la méthode de la A.C par une 

approximation plus complexe. Elle consiste en une combinaison d’une fonction linéaire avec 

une fonction en escalier. Cette approche est connue sous le nom d'Approximation de 

Condensation Asymptotique(A.C.A). L’isotherme locale est choisie de la façon suivante : 

 , ,
1

c

ACA

c

bP P P
P T

P P
 


 


 (III.10) 

On notera  que l’ACA satisfait à la condition (III.5a). 

Fig. III.5  représentation schématique de l’approximation A.C.A 

La substitution de (III.10) dans (III.3) donne 

           
max max

min min

( , )
c

c

V P T d d d

  

  

                    

   
max

min

exp( , )
c

c

KP
RT

V P T d d

 

 

     
 

  
 

 

Où la relation (III.5) a été utilisée. Après un calcul laborieux, la solution de Hobson s’écrit 

alors sous la forme suivante : 

 
2

2c

c c

V V
RT 

 

 
  

 
(III.11) 

ou encore 

 
2 2

2
c

c

c

P V

RT P
 


 


(III.12) 
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Cette solution est reliée directement à la dérivée première et deuxième de l’isotherme 

globale par rapport à l’énergie, et à la dérivée deuxième, uniquement, par rapport à la 

pression. La solution obtenue par Hobson donne un résultat plus précisen comparaison avec 

la solution obtenue par la méthode A.C. 

Bien que la méthode d’A.C.A présente un avantage d’être dans la région de Henry 

(l’isotherme d’adsorption locale correspond à l’isotherme de Langmuir à faible pression), 

Cerofolini [6] remarque que la distribution des énergies est non centrée sur la valeur correcte 

de l'énergie d'adsorption. La figure ci-dessous montre la comparaison entre la distribution 

avec A.C et A.C.A : 

Fig. III.6a   comparaison entre A.C et A.C.A 

Pour régler ce problème, Nederlof [7] a modifié la valeur de la pente de la partie 

linéaire, Il a multiplié par 1/ 2  cette pente. Ce qui conduit à une intersection de son 

approximation avec celle de Langmuir au point correspondant à 0.5  . Cette modification 

recentre l’approximation de A.C.A(voir figure ci-dessous).

Fig. III.6b comparaison entre A.C. et A.C.A.mod. 
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 L'isotherme d’adsorption locale modifiée s’écritalors : 

 mod.

1
, , 2

1

c

ACA

c

bP P P
P T

P P

 




 
 

 (III.13) 

Fig. III.7 : représentation de l’approximation A.C.A modifiée 

Nederlof a proposé une  deuxième approximation de l’isotherme d’adsorption locale [7]. Cette 

approximation est connue sous l’abréviation LOGA (LOGarithmic symmetrical local 

isotherm Approximation) et elle est définie  comme suit : 

 

 

 

1
2

, , 11
2

c

LOGA

c

bP P P

P T

P P
bP





 





 
  



(III.14) 

On remarquera   que la LOGA satisfait aussi à la condition (III.5a). La figure ci-dessous 

représente les isothermes  LOGA et Langmuir. L’écart entre les deux dépend bien sur du 

paramètre    . 

Fig.III.8 représentation des isothermes LOGA et Langmuir 

6
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La substitution de (III.14)  dans l’équation intégrale (III.3) conduit à : 

       
 

 
max max

min min

1 11
2

( , )
2

c

c

bPd
b

V P T d d
P





  

  

          
  
       

     . 

La solution trouvée par Nederlof  s’écrit : 

 
 

2 3

2 3c

c c

RTV V
 

  

 
  

 
(III.15) 

Ou encore 

 
2 32 3

2 2 2 2 3

311 c c c
c

c c c

P P PV V V

RT P RT P RT P
 

  

        
        

        
(III.16) 

L’expression donnée par (III.15) dépend des dérivées première et troisième de 

l’isotherme globale par rapport à l’énergie. Alors que l’expression donnée par (III.16) dépend 

des dérivées première, deuxième et troisième de l’isotherme globale par rapport à la pression. 

Cette dernière approximation donne une meilleure précision comparée aux approximations 

A.C et A.C.A.

III.4 Solution exacte du problème

Jagiełło [8] donne la première solution locale exacte de l’équation intégrale (III.3). 

Cette dernière est basée sur l’utilisation directe de l’isotherme locale de Langmuir (III.4). La 

solution est donnée sous forme d’une série de dérivées impaires, par rapport à l’énergie, de 

l’isotherme globale : 

   
 

 

2 1
2

2 2 1
0

n
n

c n n
n c

V
b RT 









 


 (III.17) 

où les coefficients 2nb sont donnés par : 

 
 

2

0 21 1
2 1 !

n
n

nb et b
n


  


(III.18) 
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Pour 0n   la solution de Jagiello seréduit à l’approximation A.C et pour  1n   , on obtient la 

solution correspondant à l’approximation LOGA, avec 6



 , à savoir :

 
 

22 3

36c

c c

RTV V
 

 

 
  

 
(III.19) 

Il est à noter que la solution de Jagiello ne peut pas être réduite aux approximations A.C.A. et 

A.C.A. modifiée et ce en raison de la présence de dérivées secondes dans ces dernières.

III.5 Dérivation de la solution exacte de Jagiello
 Le point de départ est l’expression donnée par (III.4). Celle-ci est transformée sous la 

forme adimensionnelle suivante : 

   
1

, 1 expx y y x


     (III.20) 

avec 

x
RT


 : L’énergie adimensionnelle

 lny KP  : La pression adimensionnelle.

Jagiello  considère ensuite l’expression suivante :  

   
 

 
,x yV

f y RT x dx
y y








 
    

  


 (III.21) 

où  x  est la forme adimensionnelle de    .  

La quantité dérivée figurant sous l’intégrale s’écrit : 

 

 
2

exp( )
1 ex

,
p( )

yx y x

yy x

 


  



(III.22) 

La représentation de cette expression en fonction de x   est une courbe en forme de cloche, 

avec un maximum situé à 0x y (voir figure ci-dessous). 
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Fig.III.9 Représentation de la fonction en cloche 

Jagiello suppose que la fonction   x peut être développée sous forme d’une série  autour du 

point 0x y . On aura alors  

   
     0

0 0 0
0 !

n

n

n

x x
x x x x x

n
  






    (III.23) 

la substitution de (III.23) dans (III.21) donne : 

       
0

n

n

n

f y RT C y




  (III.24) 

avec 

 

  
02

exp

! 1 exp

n

n

t t
C dt t x x

n t






  

 


les coefficients
nC sont nulles pour n impair, alors que pour n pair on a : 

 2 2

0 2 2

2 2
1 1, 2,.......

(2 )!

n n

n nC et C B pour n
n


   (III.25) 

où 2nB  sont les nombres de Bernoulli.  Les coefficients 2nC forment une série de nombres 

croissants et bornés supérieurement par 2.   La détermination des    n
y se fait de la manière

suivante. (III.24) est réécrite sous la forme : 

       
1

1 n

n

n

y f y C y
RT

 




  (III.26) 

la dérivation successive de (III.26) donne 
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1

1 0,1,2......m m n m

n

n

y f y C y avec m
RT

 






   (III.27) 

En utilisant (III.27), on peut éliminer les dérivées successives     m
y dans la relation 

(III.24). On obtient, après une série de calculs laborieux, 

                 2 4 2
2 4 2

0
....... n

n

n

RT y f y b f y b f y b f y




     (III.28) 

avec 

 

1

0 2 2 22
1

1
n

n n in i
i

b et b C C b





    (III.29) 

Les coefficients 2nb se simplifient pour donner les expressions de l’équation (III.18). 

On aura alors : 

 
 2 1

2 2 1
0

1 n

n n
n

V
y b

RT y








 


 (III.30) 

où la relation (III.21) a été utilisée. 

En revenant aux variables dimensionnelles, (III.30) devient : 

   
 

 

2 1
2

2 2 1
0

.
n

n

c n n
n c

V
b RT 









 


 (III.31) 

Cette solution est reliée aux dérivés impairs de l’isotherme d’adsorption globale par rapport à 

l’énergie. En se limitant aux trois premiers termes de la série, (III.31)  peut s’écrire en 

fonction de la pression de la façon suivante : 

   
2 3

2 32 2
0 2 2 3

3c
c c c

cc c

P b bV V
b b P P

RT RT P RT P

V

P
 

  
    

  




(III.32) 

Les résultats présentés, jusqu'à là, montre que le calcul de la fonction de distribution 

des énergies d’un solide peut être calculée à partir des dérivées successives de l’isotherme 

d’adsorption globale. Il est à noter que ces résultats ont été obtenues en utilisant l’isotherme 

d’adsorption locale de Langmuir et certaines de ses approximations.  

III.6 Estimation de la distribution des énergies à l'aide des données expérimentales

On peut estimer l'hétérogénéité énergétique d’une surface solide à l'aide de données 

expérimentales obtenues par la technique chromatographie en phase gazeuse inverse. En 

partant des donnéesde rétention, on peut obtenir la fonction de distribution d'énergie 
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d'adsorption par la résolution de la fonction l'intégrale (III.3). L'équation générale pour le 

volume de rétention absolu est la suivante [32]: 

 ,t

N

N P TRT
V

j P





(III.33) 

 ,tN P T : La quantité totale adsorbée en fonction de la pression p de l'adsorbat dans les 

phases gazeuses, l’équation précédente peut être écrite sous une autre forme introduisant la 

couverture de surface t
m

N
N

V
 qui représente la quantité absorbée dans la monocouche :

 ,
m

N

V P TN RT
V

j P

 
  

 
(III.34) 

On combine l’expression ci-dessus avec celle trouvé par Rudzinski [33] (expression (III.7)),

on trouve : 

 
2

c
CA N

m

Pj
V

NRT
  (III.35) 

À partir de cette expression, on peut noter que la fonction de distribution des énergies par 

l’approximation de condensation peut être obtenue à partir des données expérimentales. 

Cerofolini [6, 34] a donné une forme plus précise de fonction de distribution des énergies. 

Cette forme est  l’A.C.A. La forme expérimentale de la fonction de distribution est donnée 

par [35] : 

 

2

2
N

ACA

m

VjP

PN kT


  
  
  
 

(III.36) 

Cette équation est appliquée, le plus souvent, dans les études sur l'hétérogénéité de surface au 

moyen d'I.G.C. en raison de sa simplicité.  

Dans le prochain chapitre, nous allons considérer un cas d’isotherme d’adsorption 

locale plus général, à savoir l’isotherme d’adsorption de Langmuir générale ainsi qu’un autre 

modèle d’adsorption local appelée isotherme de Sips. Nous utiliserons la même idée que celle 

de Jagiełło [8] et une autre méthode basée sur la transformée de Stieltjes qui a été utilisée par 

Sips [9,10]. 
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Dans ce chapitre, on va essayer d’utiliser  la méthode de Jagiello pour résoudre 

l’équation intégrale (III.3) dans le cas d’une isotherme d’adsorption locale plus générale à 

savoir l’isotherme d’adsorption  locale de Langmuir générale. L’expression mathématique de 

cette isotherme s’écrit [31] : 

  
 

 
, ,0 , 1

1

m
n n

n

bP
b P m n

bP


 
   

  
  

 

(IV.1) 

Il est à remarquer que (IV.1) satisfait aux conditions (III.5.a). Selon les valeurs de m  et n  on 

peut distinguer les cas particuliers suivants : 
Pour 1m n  on aura 

 
                              

 ,
1

bP
b P

bP
 


  Isotherme de Langmuir. 

Pour  1m n  on aura 

 
                             

 
 

 
,

1

n

n

bP
b P

bP
 


  Isotherme de Langmuir -Freundlich. 

Pour  1 ; 0 1m n   on aura 

 

                            

 
 

  
1,

1 n n

bP
b P

bP

 



  
Isotherme de Toth. 

Et enfin, pour  1 ; 0 1n m   on aura 

 
                           

 
 

 
,

1

m

bP
b P

bP


 
  

 
  Isotherme de Freundlich Généralisé. 

Nous traiterons aussi un autre cas d’isotherme locale appelée isotherme de Sips et qui est 

donnée par  

 
                           

 ,
1

bP
b P

bP




 


  Isotherme de Sips. 

IV.1 Dérivation de la solution exacte par la méthode de Jagiello
 Comme au chapitre précédent, l’isotherme  (IV.1) est transformée en une forme 

adimensionnelle : 

    , 1 exp
q

X Y Y X


      
(IV.2a) 

avec 
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m

q
n

  (IV.2b) 

 X n
RT


  (IV.2c) 

  Y n Ln KP   (IV.2d) 

L’équation (III.3) devient alors : 

      , , ,
mX

X

RT
V Y T X Y T X dX

n
  



  (IV.3) 

où  X est la forme adimensionnelle de    .  

En suivant Jagiello [8], on  considère l’expression suivante : 

  
 

 
,

q

X YV RT
f Y X dX

Y n Y








 
    

  


  (IV.4) 

La quantité dérivée figurant sous l’intégrale s’écrit : 

 
 

 
1

exp( )
1 exp( )

,
q

q Y X

Y

Y

X

X

Y






 


 


 (IV.5) 

La représentation de cette expression en fonction de X   est une courbe en forme de cloche, 

avec un maximum situé à 0X Y Lnq  (voir figure ci-dessous). 

 
Fig.IV.1  représentation de la fonction en cloche 

La fonction  X est ensuite développée sous forme d’une série  autour du point 0X , 

on aura alors 

    
     0

0
0

0
0 !

p

p

p

X X
X XX X

p
X  






     (IV.6) 
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La substitution de (IV.6) dans (IV.4) donne : 

      0 0
0

p

q pq

p

f X C X
RT

n






   (IV.7) 

avec 

 1
e

1! 1 e

p t

pq q

t

t
C dt

p
q

 



 


 
 

 

  
(IV.8) 

et 0.t X X   

Les coefficients pqC  forment une série de nombres croissants et bornés supérieurement par 2.   

La détermination des     0
p

X  se fait de la manière suivante. (IV.7) est réécrite sous la 

forme : 

        0 0 0
1

p

q pq

p

n
X f X C X

RT
 





   (IV.9) 

La dérivation successive de (IV.9) donne 

            0 0 0
1

1 0,1,2......r r p r

q pq

p

X f X C X avec r
RT

 






    (IV.10) 

En utilisant (IV.10), on peut éliminer les dérivées successives    0
r

X  dans la relation 

(IV.9). On obtient, après une série de calculs laborieux,  

                1 2 31 2
0

3
0 0 0 0 .......q q q q q q q

RT
f X b f X b f X b f XX

n
      (IV.11) 

ou encore 

     0
0

0
pp

q q

p

b fX
RT

X
n






   

c’est-à-dire 

  
1

0
00

1
p

q

p

p
p

n V
X

RT
b

X








 


  (IV.12) 

Avec 

  

1
0

1
1

p
p i

q q pq q p i q
i

b et b C b C





     (IV.13) 
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Un retour aux variables dimensionnelles, donne pour l’expression (IV.12) : 

  
 1

0
1

p

p p

c q

p
p

c

RT V

n
b 











 
   

 
  (IV.14) 

On constate que la solution dépend des dérivées, paires et impaires, de l’isotherme 

d’adsorption globale par rapport à l’énergie. 

L’expression (IV.14), par rapport à la pression, donne :  

 
 

1 2 1 2 2
0

2 2 22 3
2 3

2 3

3
... ... ...

...

q q q q q

q

b b b b b
b

n n n n nV V V
P P P

RT P RT P RT P
 

     
                          

  
 

 

(IV.15) 

IV.2 Dérivation de la solution exacte en utilisant la transformée de Stieltjes 

On se propose dans ce qui suit de vous présenter une deuxième méthode de résolution 

de l’équation intégrale (III.3). Celle-ci s’appuie sur l’utilisation de la transformée de Stieltjes. 

Cette méthode a été utilisée pour la première fois par Sips [9,10].  Dans un premier temps, 

nous exposerons brièvement le fonctionnement de la transformée de Stieltjes. 

IV.2.1 Transformée de Stieltjes 

L’idée principale commence par considérer une intégrale de la forme suivante : 

  
 

0

x
f y dy

x y




  (IV.16) 

Connaissant  f y ,il faut trouver  x .  Si cette dernière est continue sur l’intervalle 0,

, alors la solution de ce problème est donnée par [36] : 

  
   

0
lim

2
f x i f x i

x
i

 




  


 
(IV.17) 

IV.2.2 Application de la transformée de Stieltjes 

 Pour pouvoir appliquer la méthode de Sips, il faut mettre l’équation (III.3) et 

l’expression (IV.1), avec 1m n  , sous la forme (IV.16). L’équation d’adsorption locale 

s’écrit alors : 

  
 

 
,

1

n

n

bP
b P

bP
 


  (IV.18) 

 

cette expression est réécrite comme suit : 

https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwjomPPfz6jbAhWCliwKHRe8A2sQFggoMAA&url=https%3A%2F%2Ffr.wikipedia.org%2Fwiki%2FTransform%25C3%25A9e_de_Stieltjes&usg=AOvVaw3yfyFYv7OwlMgdXpHnoo2X
https://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=1&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwjomPPfz6jbAhWCliwKHRe8A2sQFggoMAA&url=https%3A%2F%2Ffr.wikipedia.org%2Fwiki%2FTransform%25C3%25A9e_de_Stieltjes&usg=AOvVaw3yfyFYv7OwlMgdXpHnoo2X
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exp

e
,

xp1

n

n

K n
RT

P

n
T

b P

R
PK






 
 
 

 
 







  (IV.19) 

ou on a utilisé l’équation (III.5). L’équation (III.3) devient alors : 

  
 

 
 

exp
,

ex1 p

m

n

n

P

P

K n
RT

V P T d

K n
RT







  




 
 
 


 
 
 




 (IV.20) 

en utilisant le changement de variables suivant : 

 expx n
RT

 
  

 
 (IV.20a) 

 
 

1
n

y
KP

  (IV.20b) 

on trouve : 

    
 ,

mx

x

xRT
V y T f y dx

n x y


 




 (IV.21) 

où   x  est la forme adimensionnelle de    . En utilisant (IV.17), on aura alors 

  
   

2

i if xe f xen
x

RT i

 




 
  (IV.22) 

Pour utiliser la relation (IV.22), il est nécessaire de préciser l’expression de  f y c'est-à-dire

 ,V y T . On va donc maintenant appliquer cette formule pour quelques cas d’isotherme
 

d’adsorption globale. 

IV.2.3  Cas de l’isotherme globale Freundlich 

IV.2.3.a Méthode de Sips 

Pour le premier cas, nous choisissons la première isotherme de Freundlich comme 

isotherme d'adsorption globale donnée par : 

  
c

V A KP  (IV.23) 
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A et c étant des constantes. Notons, toutefois, que (IV.23) satisfait à la première condition de 

(III.5a) et non pas à la deuxième. 

En utilisant la relation (IV.20b), l’équation (IV.23) est écrite sous la forme 

adimensionnelle suivante : 

   ,V yAy T f y
c
n


 (IV.24) 

La substitution de (IV.24) dans (IV.22) donne 

 
   

2

c c
i in nxe xen

x A
RT i

 




 
 



Ou encore 

  sin
c

n
n A c

x x
RT n

 


  
  

 
(IV.25) 

Le retour aux variables d’origines donne : 

  sin expn A c
c

RT n RT


  



   
    

   
(IV.26) 

IV.2.3.b Méthode de Jagiello

On va appliquer la formule (IV.14) à (IV.23). Cette dernière est tout d’abord rendue 

adimensionnelle en utilisant(IV.2d) qui devient  

exp Y
V A c

n





 
 

(IV.27) 

Le calcul des dérivées successives, au point 0X Y ( ( ) 0Ln q  ),de (IV.27) et leur 

substitution dans l’équation (IV.14) conduit à : 

   
1

0
0 1

1

0exp 1
p

pp

p

b
n c c

X A X
RT n n







   
     

 


 
 (IV.28) 

Les coefficients 1
pb sont nuls quand p est impair. (IV.28) devient alors 
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   2
2

0
0

0 1

1
2 1exp 1 pp

p

p

n c c
X A X

RT n
b

n









   
     

   
  (IV.29) 

La somme qui apparaît dans l’équation (IV.29) correspond au développement de 1 sin c

n




 
 
 

. 

Ce qui donne alors : 

 0 0
1exp sinn c c

X A X
RT n n

 


   
    

   


en revenant aux variables originales : 

  sin expn A c
c

RT n RT


  



   
    

   
(IV.30) 

on peut voir que les équations (IV.26) et (IV.30) sont identiques. 

IV.2.4  Cas de l’isotherme globale Freundlich généralisée

IV.2.4.a Méthode de Sips

On considère, maintenant, un deuxième cas d’'isotherme d'adsorption globale. Celle-ci 

est choisie comme étant l'isotherme de Freundlich généralisée donnée par l’équation 

suivante : 

1

c
KP

V
KP

 
  

 
(IV.31) 

(IV.31) satisfait aux deux conditions données par (III.5a). De la même manière que le cas 

précédent et en utilisant (IV.20b), (IV.31) est rendue adimensionnelle: 

   
1

, 1
c

nV y T f y y



 
   

 
(IV.32) 

l’insertion de l’équation (IV.32) dans la relation (IV.22) nous donne : 

 
   

1 1

1 1

2

c c

i in nxe xe
n

x
RT i

 




 

    
     

    (IV.33) 

après un calcul laborieux, voir Annexe1, et un retour aux variables d’origines, (IV.33) se 

simplifie pour donner : 
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(IV.34) 

avec : 

(IV.35) 

nen remplaçant  par 1, on obtient : 

   
1 sin exp( ) 1

c

c
RT RT


  





 
  

 
0  (IV.36) 

cette dernière expression correspond exactement à celle trouvée par Sips [10] et Jagiełło et al. 

[8] en utilisant la transformée de Stieltjes.

IV.2.4.b Méthode de Jagiello

Essayons, maintenant, de trouver la solution de (III.3), pour ce cas, en utilisant la 

méthode de Jagiello. L’utilisation de (IV.2d) donne : 

1 exp
c

Y
V

n



  
    

  
 

(IV.37) 

Les 1ere et 2eme dérivées de (IV.37) sont données par les expressions ci-dessous :

 

    

exp /
exp / exp / 1c

Y nV c

Y n Y n Y n


 

 
(IV.38a) 

   

  

22

22 2

exp 2 / exp /

exp / 1
c

c Y n c Y nV c

Y n Y n





 
(IV.38b) 

On peut facilement voir, pour ce cas, que les dérivées de l’équation (IV.37) par rapport à Y  

n'ont pas une expression générale simple. Cependant, il est possible de calculer ces dérivés 

sin

arctan

cos exp( )

n

n RT


 

  
  
  =


  + 
  

(  )
2 2

2

sin

exp( )+ cos sin

c

nn

RT

RT n n





 

  
 − c 


=

  
   +
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numériquement et d'obtenir une solution numérique qui va être comparée avec le tracé de 

l’équation (IV.34) à l’aide d’un logiciel de calcul. 

Fig.IV.2  représentation de la fonction de distribution des énergies pour le second cas 

La figure IV.2 ci-dessus montre la solution numérique calculée à partir de l'expression (IV.14) 

et la solution exacte obtenue à partir de l’expression (IV.34). On peut voir qu'il y a un bon 

accord entre ces deux solutions. 

IV.2.5  Cas de la deuxième isotherme globale de Freundlich

IV.2.5.a Méthode de Sips

Considérons, maintenant, le troisième cas, donné par la deuxième isotherme 

d'adsorption globale de Freundlich : 

 
1

c

c

AP
V P

AP

 
  

 
(IV.39) 

Notons que (IV.39) satisfait aux deux conditions données par (III.5a). 

Calculons la solution de (III.3) en utilisant la transformée de Stieltjes. En utilisant(IV.20b), 

dans (IV.39), cette dernière se réduit  à l’équation ci-dessous : 

   
1

1
cc

n
K

V y f y y
A


 

   
 

(IV.40) 

En remplaçant (IV.40) dans l’équation (IV.22) on aura:

10 15 20 25 30 35 40 45 50
0
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(kJ/mol.) 


(

 m
o
l.
/(

k
J
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o
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))

 

 

solution by Jagiello s method

solution by Stieltjies s method

0.8n 
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1 1

1 1

2

c cc c
i in n

K K
Xe Xe

A An
X

RT i

 




 
 

    
     

   
(IV.41) 

après simplification, voir Annexe 2,  et un retour aux variables d’origine, on trouve : 

 
 

         
2

sin /

exp / 2 / cos / / exp /
c c c

c nn A

RT K c RT A K c n A K c RT


 

   


   
(IV.42) 

L’expression (IV.42) est la solution de l’équation intégrale (III.3) quand les isothermes locale 

et globale sont donnée par(IV.18) et (IV.39) respectivement. 

IV.2.5.b Méthode de Jagiello

Avec cette même isotherme globale (IV.39), on va essayer de trouver la solution de 

l’équation (III.3) en utilisant la méthode développée par Jagiello [8]. Pour cela on utilise 

l’équation (IV.39) qui correspond à la deuxième isotherme d'adsorption globale de 

Freundlich. L’équation adimensionnelle de (IV.39) est donnée par : 

1

exp 1
cK Y

V c
A n



  
    

  
(IV.43) 

où on a utilisé (IV.2d).   

L’expression de la première dérivée de (IV.43) s’écrit : 
2

exp exp 1
c cV cK Y K Y

c c
Y nA n A n



     
         

     

On peut facilement voir, à partir de l’expression de la première dérivée, que les 

dérivées de l’équation, par rapport à la variable Y  n'auront pas une expression générale 

simple. Toutefois, il est possible de les calculer numériquement et d'obtenir une solution 

numérique. La solution trouvée est comparée avec l'expression (IV.42) obtenue par 

l’utilisation de la transformée de Stieltjes. Celles-ci sont représentées sur la figure ci-dessous : 
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Fig. IV.3  représentation de la fonction de distribution des énergies en fonction de l'énergie 

On note qu’il y a un bon accord entre ces solutions. 

IV.3 Isotherme d’adsorption locale de Sips

Dans ce qui suit, nous allons traiter le cas d’isotherme d’adsorption locale de Sips. 

IV.3.a Méthode de Sips

L’équation d’adsorption locale de Sips s’écrit 

 ,
1

bP
b P

bP




 




 (IV.44) 

Cette expression est réécrite comme suit : 

 
x

xp
,

e1

e p PK
RT

K

b P

P
RT










 
 
 





 
 

  (IV.45) 

où on a utilisé l’équation (III.5). L’équation (III.3) devient alors : 

   
exp

,
exp1

m
PK

RT
V P T

K
R

P

d

T




 



  




 
 
 


 
 
 




(IV.46) 

en utilisant le changement de variables suivant : 

expx
RT

 
  

 
 (IV.47a) 

et 
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solution by Jagiello s method

solution by Stieltjies s method



CHAPITRE IV       
RESOLUTION ANALYTIQUE DU PROBLEME 

49 

1
y

PK 


(IV.47b) 

on trouve : 

   
 ,

mx

x

x
V y T f y RT dx

x y


 




(IV.48) 

où   x est la forme adimensionnelle de    . En utilisant (IV.17), on aura alors

 
   1

2

i if xe f xe
x

RT i

 




 
 (IV.49) 

Pour utiliser la relation (IV.49), il est nécessaire de préciser l’expression de  f y c'est-à-dire

 ,V y T . On va donc maintenant appliquer cette formule pour les trois cas d’isotherme

d’adsorption globale données par les équations (IV.23 ; IV.31 et IV.39). 

1
er

 Cas (Isotherme Globale de Freundlich)

La forme adimensionnelle de (IV.23) s’écrit 

 , ( , ) .
c c

c

V y T f y T AK y 
  

   
 

(IV.50) 

La substitution de (IV.50)  dans (IV.49) donne 

 
   

2

c
c

c c
i iAK

xe xe
x

RT i



  






 
 

 
 

 
(IV.51) 

ou encore 

  exp sin

c
c

AK
c c

x x
RT




 




 
 

        
   

(IV.52) 

le retour aux variables d’origines donne : 

  exp sin

c
c

AK
c c

RT RT




  

  

 
 

        
   

(IV.53) 



CHAPITRE IV       
RESOLUTION ANALYTIQUE DU PROBLEME 

50 

2
ème 

Cas (Isotherme Globale de Freundlich Généralisé)

De la même manière que le cas précédent et en utilisant (IV.47b), (IV.31) est rendue 

adimensionnelle : 

1

1
c

V ky



 
  
 

(IV.54) 

avec  
1 1

k K 


 . 

L’insertion de l’équation (IV.54) dans la relation (IV.49) nous donne : 

 
   

1 1

1 1
1 .

2

c c

i ik xe k xe

x
RT i

  




 

    
     

   
(IV.55) 

Après un calcul laborieux, voir Annexe 3, et un retour aux variables d’origines, (IV.55) se 

simplifie pour donner : 

 
2

2

sin
1

1 21 2 exp( )cos exp( )

c

c

RT

k k
RT RT





 


  

  

  
  

  

  
   

  

(IV.56) 

avec : 

sin
arctan

cos exp( )k
RT






 

 

  
  
  

    
  

(IV.57) 

3
ème 

Cas (2
ème

Isotherme Globale de Freundlich)

 (IV.39) est rendue adimensionnelle en utilisant (IV.47b): 

1

1
c c

V AK y 


  

  
 

(IV.58) 

l’insertion de l’équation (IV.58) dans la relation (IV.49) nous donne : 

 

1 1

1 .
2

11
c c c c c c

i i

AK x e AK x e

x
RT i

     
 




 

       
       

 



   








(IV.59) 
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Après un calcul laborieux, voir Annexe 4, et un retour aux variables d’origines, (IV.55) se 

simplifie pour donner : 

  2

exp 2 co

s

s exp

inc

c c

c

AK

RT c c c
AK AK

RT RT



 



 



 




 




 


        

          
       

 








(IV.60) 

IV.3.b Méthode de Jagiello

L’isotherme  (IV.45) est transformée en une forme adimensionnelle : 

 
1

1 exp y x


     (IV.61) 

avec 

x
RT


 (IV.62a) 

 lny PK   (IV.62b) 

l’équation (III.3) devient alors : 

     , , ,
mx

x

V y T RT x y T x dx  


 (IV.63) 

dont la solution s’écrit comme suit 

 
 2 1

2 2 1
0

1 .
n

n n
n

V
y b

RT y








 


 (IV.64) 

On va donc maintenant appliquer cette formule pour les trois cas d’isothermed’adsorption 

globale données par les équations (IV.23 ; IV.31 et IV.39). 

1
er

 Cas (Isotherme Globale de Freundlich)

La forme adimensionnelle de (IV.23) est donnée par 

exp( )
c

c

V yAK
c







  (IV.65) 

le calcul des dérivées successives de (IV.65) et leurs substitutions dans l’équation (IV.64) 

conduit à : 

  exp( )sin

c
c

c c

RT

AK
x x



 
  



 
   

 

(IV.66) 
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En revenant aux variables originales : 

  exp( )sin

c
c

cA c

RT

K

RT

 
 

  



 
   

 

(IV.67) 

on peut voir que les équations(IV.53) et (IV.67) sont identiques. 

2
ème 

Cas (Isotherme Globale de Freundlich Généralisé)

De la même manière que le cas précédent et en utilisant (IV.62b), (IV.31) est rendue 

adimensionnelle: 

1 1
e1 xp

c

y
V K 




 

 
   


 

  
   




(IV.68) 

L’expression de la première dérivée de (IV.68) s’écrit 

11 11 1
exp e1 xp

c

V c
K K

y y

y

 

  

 
   

    
      

   
 

   
     

On peut facilement voir, à partir de l’expression de la première dérivée de (IV.68), que les 

dérivées successives de (IV.68) n’auront pas une expression analytique simple. Cependant, 

ces dernières peuvent être calculées numériquement et on peut alors obtenir une solution 

numérique du problème. Cette solution est comparée avec celle obtenue par la méthode de la 

transformée de Stieltjes (équation IV.56). Celles-ci sont représentées ci-dessous : 

Fig. IV.4  représentation de la fonction de distribution des énergies en fonction de l'énergie 

On constate  qu’il y a un bon accord entre ces solutions. 
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3
ème 

Cas (2
ème

Isotherme Globale de Freundlich)

La forme adimensionnelle de (IV.39) est donnée par 
1

1 exp

c

K c
y

A
V







 
       

 

 (IV.69) 

Comme dans le cas précédent, on peut facilement voir que les dérivées de l’équation 

ci-dessus, par rapport à la variable y   n'auront pas une expression générale simple. Toutefois,

il est possible de les calculer numériquement et d'obtenir une solution numérique. Cette 

solution numérique est comparée avec celle, expression (IV.60), obtenue par la méthode qui 

utilise la transformée de Stieltjes. Celles-ci sont représentées sur la figure ci-dessous : 

Fig. IV.5  représentation de la fonction de distribution des énergies en fonction de l'énergie 

On peut remarquer  qu’il y a un bon accord entre ces solutions. 

Pour terminer, nous noterons que les isothermes données par les relations (I.14-I16) ne 

peuvent pas être traités avec les outils mathématiques utilisés dans ce chapitre. Toutefois, il 

est utile de mentionner que ces modèles satisfont aux conditions (III.5a).  

Dans le prochain chapitre, nous allons vous présenter une troisième méthode de 

résolution du problème posé. Celle-ci est basée sur la discrétisation de l’équation intégrale 

(III.3) et sa réduction à un système d’équations algébriques. Cependant, un problème 

d’instabilité numérique se posera avec la solution ainsi obtenue. Nous proposerons alors une 

solution pour contourner cette difficulté.   

10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

(kJ/mol.) 


(

 m
o
l.
/(

k
J
/m

o
l.
))

 

 

solution avec la methode de Jagiello

solution avec la méthode de Stieltjies



CHAPITRE V 

RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME 



CHAPITRE V 

RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME 

54 

Dans ce chapitre, nous allons présenter une méthode de résolution numérique directe 

de l’équation intégrale (III.3). L’équation (III.3) est une équation intégrale de Fredholm de 

premier type. La solution analytique de ce type d’équations est très souvent inaccessible. Le 

recours à une méthode numérique est nécessaire. Cependant, ce type d’équation présente un 

inconvénient lors de la résolution numérique. Cet inconvénient se traduit par un problème 

d’instabilité numérique. Des techniques pour contourner cette difficulté seront proposées.  

V.1 Méthodes Numériques Générales de Résolution

L'équation intégrale (III.3) peut être transformée en un système d’équations 

algébriques qui s’écrit sous la forme matricielle suivante : 

A v (V.1) 

sous forme développée, (V.1) peut être écrite : 

1

N

ij j i

j

a v


  avec    1,......,i N (V.2) 

où N  est le nombre de points de discrétisation, j est la ièmej composante du vecteur densité 

énergétique  , iv est la 
ièmei  composante du vecteur v  qui représente les différentes valeurs 

de l’isotherme globale V  et ija   sont les éléments de la matrice carrée A  qui sont définies 

par : 

 
1

, ,
j

j

iij j P T da





  


   (V.3) 

avec les  j représentent le type d’approximation utilisée.

La solution de l’équation (V.1) est donnée par  
1 A v (V.4) 

L’équation (V.4) nous donne formellement la solution de notre problème. Toutefois, il a été

constaté que les solutions obtenues ne sont pas stables. Ceci est du au calcul de la matrice 1
A

qui dépend du déterminant de A . Ce dernier peut avoir des valeurs très petites voire même

proches de zéro. Ce qui conduit à ce qu’on appelle un problème mal-conditionné. De petites

variations dans le vecteur v  peuvent conduire parfois à de larges changements dans la

solution.
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La figure (V.1) illustre ce problème d’instabilité.  La courbe en vert représente la solution du 

système (V.4) alors que la courbe en rouge représente la solution exacte donnée par 

l’expression (IV.34).  

Fig.V.1  représentation des solutions instable et exacte 

Pour contourner cette difficulté on utilise une technique de régularisation développée par 

Tikhonov [37]. Cette méthode consiste à remplacer le système (V.1) par l’équation suivante 

  T T

      A A A v (V.5) 

où T
A  est la transposée de A ,  v v + e où  e  est un bruit gaussien.   est une fonction 

dépendant de   .   est un paramètre de perturbation choisi de manière adéquate pour obtenir 

une solution stable. 

Les figures ci-dessous montrent l’importance du choix du paramètre de régularisation 

 sur la solution :
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Fig.V.2  effet du paramètre  sur la régularisation de la solution 

A partir de la figure ci-dessus on peut remarquer qu’une forte perturbation (a) donne une 

solution toujours instable, par contre, une faible perturbation (d) conduit à une solution bien 

stabilisée. Ceci montre la sensibilité du choix de la valeur du paramètre  . 

V.2 Résultats Numériques pour l’isotherme locale de Langmuir-Freundlich

Dans ce qui suit on va vous présenter les solutions obtenues à partir de l’équation (V.5) pour 

différents choix de v  et pour le modèle d’adsorption locale donné par (IV.18).  Pour chaque 
cas la solution sera comparée avec celle obtenue par la méthode de la transformée de Stieltjes.  

La figure (V.3) correspond au choix de v  donné par l’expression (IV.23). 
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Fig.V.3 représentation de la solution régularisée (1er Cas avec 0.8n  )

On remarque qu’il y a un bon accord entre la solution exacte, expression (IV.30), et la 

solution stabilisée par la méthode de régularisation de Tikhonov. 

La figure (V.4) correspond au choix de v  donné par l’expression (IV.31). 
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Fig.V.4 représentation de la solution régularisée (2ème Cas avec 0.8n  )

Là encore, on note qu’il y a un bon accord entre la solution stabilisée et la solution exacte 

donnée par (IV.34). 

La figure (V.5) correspond au choix de v  donné par l’expression (IV.39). la valeur du 

paramètre  qui a été fixée à 1910 ne donne pas une solution stabilisée comme le montre la 

figure (V.5.a). C’est la valeur 2310  qui conduit à une solution bien stabilisée comme le 
montre la figure (V.5.b). 
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Fig.V.5 représentation de la solution régularisée (3ème  Cas avec 0.8n  )

V.3  Résultats  Numériques pour l’isotherme locale de Toth et Freundlich Généralisé

Dans ce qui suit, nous allons vous présenter des résultats numériques de l’équation 

(III.3) pour deux modèles d’adsorption locale différents de celui utilisé jusque là (expression 

IV.18). Les deux modèles d’adsorption locales en question sont ceux de Toth (expression
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IV.1 avec 1 ; 0 1m n   ) et de Freundlich généralisé (expression IV.1 avec

1 ; 0 1n m   ). Les résultats présentés ci-dessous correspondent à la solution obtenue par la

méthode de régularisation de Tikhonov-Morozov et sera comparée avec la solution obtenue

par la méthode de Jagiello. Il est à noter que la solution par la méthode de Stieltjes n’est pas

accessible pour ces deux types de modèles. Nous avons utilisé les trois cas d’adsorption

globale définie par les expressions (IV.23, IV.31 et IV.39).

La figure (V.6) représente la solution pour les trois cas d’adsorption globale et pour 

l’adsorption locale de Toth. On peut voir que les résultats par les deux méthodes de résolution 

sont globalement en bon accord. 
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Fig.V.6 représentation de la solution régularisée dans le cas de Toth 
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La figure (V.7) représente la solution pour les deux premiers cas d’adsorption globale 

et pour l’adsorption locale de Freundlich généralisé. On peut voir que les résultats par les 

deux méthodes de résolution sont globalement en bon accord. Il est à noter que pour le 

troisième cas, il nous a été impossible d’obtenir une solution stabilisée. 
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Fig.V.7 représentation de la solution régularisée dans le cas de Freundlich Généralisée (FG) 

V.4  Résultats  Numériques pour l’isotherme locale de Sips   

Nous allons, maintenant,  vous présenter des résultats numériques de l’équation (III.3) 

pour un dernier modèle d’adsorption locale qui est celui de l’isotherme locale de Sips 
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(expression IV.44). Les résultats présentés ci-dessous correspondent à la solution régularisée 

selon Tikhonov-Morozov et sera comparée avec la solution exacte obtenue par la méthode de 

la transformée de Stieltjes ( voir chapitre précédent). Nous avons utilisé les trois cas 

d’adsorption globale définie par les expressions (IV.23, IV.31 et IV.39). La figure ci-dessous 

représente les résultats mentionnés ci-dessus. Ces dernières montrent qu’il y a un bon accord . 
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Fig.V.8 représentation de la solution régularisée dans le cas de l’isotherme de Sips 

V.5 Sensibilité de la solution au paramètre

Le choix de la valeur   influe sur la solution régularisée, la figure ci-dessous montre 

l’influence du paramètre   sur la solution régularisé par rapport à la solution exacte donnée 

par l’équation (IV.34)  

1910 , 0.8   1910 , 0.8  

1910 , 0.8  
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Fig.V.8: Sensibilité de la solution au paramètre  

A partir de la figure précédente, on peut voir que la faible valeur du paramètre de 

perturbation nous donne une meilleure approximation de notre solution exacte  1910  . 

Par contre la valeur élevée du    donne une mauvaise approximation de la solution 

régularisée par rapport à la solution exacte  1010  . 

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode de résolution numérique directe de 

l’équation intégrale (III.3). Cette méthode de résolution conduit à des problèmes d’instabilités 

des résultats qui sont caractéristique de ce type d’équation. Cette difficulté peut être 

contournée par une technique de régularisation. Cette technique est connue sous le nom de 

méthode de régularisation Tikhonov-Morozov. Cette technique donne des résultats assez 

satisfaisants. Elle s’appuie, toutefois, sur le choix d’un paramètre noté ici . Ce choix doit 

être adéquat pour conduire à ces résultats satisfaisants.  

n=0.8 
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Le travail présenté dans cette thèse  porte sur l’étude de quelques modèles pour le 

calcul des densités énergétiques des sites d'adsorption en utilisant la chromatographie gazeuse 

inverse. La technique C.G.I. est utilisée comme une méthode de caractérisation de 

l’hétérogénéité de la surface des solides. L’équation mathématique qui gouverne le 

phénomène est sous forme d’équation intégrale de Fredholm de premier type. Ce type 

d’équation intégrale est connu pour son problème d’instabilité numérique. De nombreux 

chercheurs ont proposé des méthodes analytiques ou numériques pour contourner cette 

difficulté.  Nous avons considéré cette équation dans le cadre de modèles d’adsorption 

différents de ceux qui ont déjà été traités. 

Dans le chapitre I, nous avons présentés quelques généralités sur le phénomène 

d’adsorption. Le chapitre II a porté sur la chromatographie en phase gazeuse et la 

chromatographie en phase gazeuse inverse. Nous avons expliqué comment cette dernière peut 

être utilisée pour caractériser l’hétérogénéité de la surface de la phase solide dans le 

chromatographe. Dans le chapitre III, nous avons présenté la formulation mathématique de 

notre problème ainsi que les différentes méthodes de solutions approchées proposées par 

d’autres chercheurs. Il est à noter que ces travaux ont été basés sur l’hypothèse d’une 

isotherme d’adsorption locale du type Langmuir. Les résultats obtenus par ces chercheurs sont 

basées sur des approximations de cette isotherme. Les solutions trouvées se présentent sous la 

forme de séries tronquées. Dans le chapitre IV, nous avons considéré des modèles 

d’isothermes d’adsorption locales plus générales à savoir les isothermes de Langmuir générale 

et celle de Sips. La résolution a été faite par deux méthodes différentes à savoir l’approche de 

Jagiello et la transformée de Stieltjes utilisée par Sips. Ceci à permis de comparer les résultats 

obtenus par ces deux méthodes et un bon accord a été trouvé. Il est à noter, toutefois, que dans 

certains cas nous n’avons pas pu accéder à la solution exacte par la deuxième méthode. Dans 

le chapitre V, le problème a été traité par la résolution directe de l’équation intégrale. Celle-ci 

a été réduite à un système d’équations algébriques en passant par l’approximation de 

l’intégrale. Toutefois, cette méthode a conduit, comme mentionnée précédemment, à des 

problèmes d’instabilités numériques. Cette difficulté  a été contourné par une technique de 

régularisation connue sous le de la régularisation de Tikhonov-Morozov. Cette dernière a 

permis d’obtenir des solutions stables. Cependant ces solutions restent dépendantes du choix 

d’un paramètre de régularisation.  Les résultats obtenus par cette méthode ont pu être 

comparés à ceux obtenues par les deux  méthodes citées ci-dessus. Cette troisième et dernière 
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méthode nous aussi permis de palier à l’absence de solutions, dans certains cas,  par la 

deuxième méthode.  

Comme perspectives, on pourrait suggérer d’étudier des cas d’isotherme d’adsorption locale 

plus complexe qui prennent en considération par exemple les interactions latérales ainsi que 

l’adsorption en multicouches.         
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L’équation (IV.33) s’écrit 

 
( )

( ) ( )
1 1

1 1

2

c c

i in nxe xe
n

x
RT i

 




− −

− +   
+ − +   

   =  
(A1.1) 

ou encore  

 ( )
1 1

1 1
2

c c
i i

n n n n
n

x x e x e
iRT

 




− −
− +    

 = + − +   
     

 (A1.2) 

C’est-à-dire 

 ( )
1 1

2

c c
c c

i i i i
n n n n n n

n
x e x e e x e

iRT

 
 




− −
+ + − −    

 = + − +   
     

 (A1.3) 

ou encore 

 ( )
1 12

c c
i i

n n

c c
i i
n n n n

n e e
x

iRT
e x e x

 

 




+ −

+ −

 
 
 

= − 
    + +    
    

 (A1.4) 

Une réduction à un dénominateur commun donne  
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cette dernière peut être mise sous la forme suivante 
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la simplification de ((A1.6) donne 
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En remarquant que 
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Pour enfin arriver à 
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Un retour aux variables d’origines donne alors 
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L’équation (IV.41) peut s’écrire 
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Après développement et simplification (A2.3) devient 
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Pour finalement arriver à 
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Le retour aux variables d’origines donne 
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L’équation (IV.55) s’écrit 
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une réduction à un dénominateur commun donne  
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qui peut être mise sous la forme suivante 
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Une simplification donne 
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pour enfin arriver à 
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Un retour aux variables d’origines donne alors 
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L’équation (IV.59) peut s’écrire 
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Après développement et simplification (A2.3) devient 
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Pour finalement arriver à  
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Le retour aux variables d’origines donne 
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%Programme de calcul par la méthode de Jagiello 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

clc 
% close all 
clear all 
global q 
global t 
p=1000; 
a=-100;b=100;e=1/p;M=15;N=7; 
m=1;n=1; 
prompt = {'donner m','donner n','donner a','donnerb','donner le pas','donner 

M','donner N'}; 
titre = 'Parametres de calcul :'; 
defaut = 

{num2str(m),num2str(n),num2str(a),num2str(b),num2str(e),num2str(M),num2str(N)} 
nom = inputdlg(prompt,titre,1,defaut); 
if size(nom) ~= 0 
m=str2double(nom{1}); 
n=str2double(nom{2}); 
a=str2double(nom{3}); 
b=str2double(nom{4}); 
e=str2double(nom{5}); 
   M=str2double(nom{6}); 
   N=str2double(nom{7}); 
x = a:e:b; 
q=m/n; 

 
bm(1)=1; 
% Cm(1)=1; 
for t=1:N 
Cpq(t)=Simps(a,b,p); 
end 
t=1:N; 
disp('les valeurs de Cpq selon simpson') 
Cpq(t)  
bm(1)=1; 
bm(2)=-Cpq(2); 
for t=3:N 
bm(t)=-Cpq(t); 
SOM=0; 
fori=2:t-1 
    SOM=SOM+bm(i)*Cpq(t+1-i);  
end 
bm(t)=bm(t)-SOM; 

 

 
end 
t=1:N; 
disp('les valeurs de bm(n)') 
bm(t) 
% 
M1=114.23;T1=333;R1=8.314; 
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A=0.01;c=0.32; 
% K1 =4.7109e+008; 
K1 =0.32; 
K2=n/(R1*T1); 
E=linspace(10000,50000,M); 
[v,choice]=isotherm(A,c,n,alfa); 
fori=1:N 
D(i)=diff(v,i); 
% D(i)=(-1)^i*v 
end 

 
j=1:M; 
% y(j)=n*(E(j)/(R1*T1))+log(q); 

 
y(j)=(E(j)./(R1*T1)); 
ve(j)= subs(v, {y}); 
fori=1:N 
for j=1:M 
%         rev est le remplacement du vecteur ydans les derivées 
rev(i,j)=subs(D(i), {y(j)}); 
end 
end 
j=1:M; 
i=1:N; 
% rev(i,j); 
phi(1)=0; 
for j=1:M 
som=0; 
fori=1:N; 
som=som+(bm(i)*rev(i,j)); 
end 
  phi= -K2*(ve+som); 
end 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

Programme de calcul la solution exacte trouvée par la tronsforméede  Stieltjes 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 

if choice==1 
for j=1:M 
    phi2=K2*A*sin(pi*c/n)*exp(-c*y)/pi; 
% phi2=K2*A/n; 
end 
elseif choice==2  
for j=1:M 

 
%    beta=atan(sin(pi/n)./(cos(pi/n)+exp(y))); 
%  phi2=(K2/pi)*(sin(((pi/n)-

beta)*c)./(((exp(y)+(cos(pi/n))).^2)+(sin(pi/n)).^2).^(c/2)); 
alfa1=1/alfa; 
alfa2=alfa1-1; 
kk=K1.^(alfa2); 
beta=atan(sin(pi/alfa)./(cos(pi/alfa)+(kk*exp(y./alfa)))); 
 phi2=(K2/pi)*sin(((pi/alfa)-

beta)*c)./((1+(2*kk*exp(y/alfa)*cos(pi/alfa))+((kk^2)*exp(2*y/alfa)))).^(c/2); 
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end 

 
else 
for j=1:M 
%     

phi2=(K2/pi)*(A/(K1^c))*sin(c*pi/n)./(((exp(c*y)+2*((A/(K1^c))*cos(c*pi/n)+(((

A/K1^c)^2)*exp(-c*y)))))); 
c1=c/alfa;A1=A/(K1^c1); 
phi2=(K2*A1/pi)*sin(c1*pi)./(exp(c1*y)+(2*A1*cos(c1*pi))+((A1.^2)*exp(-

c1*y))); 
end 
end  
 plot((E/10^3),phi/(10^-6),'*','linewidth',2) 
 hold on 
%  grid on 
 plot((E/10^3),phi2/(10^-6),'-','linewidth',2) 
xlabel('\epsilon(kJ/mol.)    ') % x-axis label 
ylabel('\chi(\mu mol./(kJ/mol.))   ') % y-axis label 
legend('solution avec la methode de Jagiello','solution avec la méthode de 

Stieltjies ') 
end 
function [v,choice]=isotherm(A,c,n,alfa) 
c1=c/alfa;A1=(K1^c1)/A;ka=K1^((1/alfa)-1); 
choice = menu('Choose an isotherm','1st isotherm','2nd isotherm','3rd 

isotherm'); 
ifchoice==1 
symsy 
v=-(1/n)*c*A*(exp((-c*y/n))); 
% v=-c*A*(exp((-c*y/n))); 
elseifchoice==2 
symsy 
% v=-(c*exp(y/n))/(n*(exp(y/n) + 1)^(c + 1)); 
v=-(c*ka*exp(y/alfa))/(alfa*(ka*exp(y/alfa) + 1)^(c + 1)); 
else 
symsy 
%     v=-(K1^c*c*(y - 1)^(c/n - 1))/(n*A*((K1^c*(y - 1)^(c/n))/A + 1)^2); 
% v=-c/(n*(y/n + 1)^(c + 1)); 
v=-(A1*c1*exp(c1*y))/(A1*exp(c1*y) + 1)^2; 
end 
end 
 function I=Simps(a,b,p) 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%I est la fonction integralCpq 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

global q 
global t  
h=(b-a)/p; 
x=[a:h:b]; 
% f=((x.^(n).*exp(-x))./(factorial(n).*(1+((1/m)*exp(-x))).^(m+1))); 
f = (x.^(t-1).*exp(-x))./((1+((1/q)*exp(-x))).^(q+1)*factorial(t-1)); 
I=f(1)+f(p+1); 
fori=2:2:p 
I=I+4*f(i); 
end 
fori=3:2:p 



ANNEXE 

 

 

82 
 

I=I+2*f(i); 
end 
I=h/3*I; 

 

 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%% Résolution d'une équation par la méthode de régularisation: 

%%%%%%                          tikhonov-Morozov 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

clc 
clear all 
%input 
global n; n=30;  
global m, m=30;   %   
global a; a=0;  
global b; b=1; h=(b-a)/n; 
global c; c=0;  
global d; d=1; k=(d-c)/m; 
g0=zeros(n+1,1); f0=zeros(m+1,1); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%  
y=linspace(10000,80000,n+1); % discretisation de [a,b]: y(i)=a+i*h, i=0,n 
fori=1:n+1 
g0(i)=solex(y(i));   %solutionexacte  i.e.  Kg0=f0 
end 
x=c:k:d; % dsicétisation de [c,d]: x(j)=c+j*h, j=0,m 
%%%%%%   si f0 est connu exactement i.esm=1 

 
for j=1:m+1 
f0(j)=secondmembre(x(j));  %second membre exacte 
end 
 A=Kmat;   % matrice de l'opérateur discret K*h 
f0=A*g0;  %second membre numérique, à utiliser lorsqu'on  
% ne connait pas exactement f0 
%%%%%%%%%%% second membre perturbé (bruit gaussien) 
bruit=1; 
if bruit==1 
delta=1.e-20;  
else 
delta=1e-20; % fixé presque nul 
e=0; 
end 
e=delta*randn(size(f0));   % bruit  gaussien 
f=f0+e;      %secod membre perturbé 
%%%%%%%   decomposition  singuliere 
[U,s,V]=csvd(A); 
%%%%%%%%%  solution de Tikhonov  avec principe de Morozov 
[x_delta,lambda] = discrep(U,s,V,f0,delta); lambda,  %discrepancy principle 
g=tikhonov(U,s,V,f,lambda);   
figure(1) 
plot(y/10^3,g0/(10^-6),'r',y/10^3,g/(10^-6),'*','linewidth',2), % comparaison 

entre la sol exacte et la sol régularisée 
xlabel('\epsilon(kJ/mol.)    ') % x-axis label 
ylabel('\chi( mol./(kJ/mol.))   ') % y-axis label 
% legend('solution exacte ','solution regularisée ') 
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%%%%% Methode classique  
meth=0; 
ifmeth==1 
    g1=A\f; 
       figure (2) 
    plot(y/10^3,g0/(10^-6),'r',y/10^3,g1/(10^-6),'-o','linewidth',2) 
xlabel('\epsilon(kJ/mol.)    ') % x-axis label 
ylabel('\chi( mol./(kJ/mol.))   ') % y-axis label 
end 
legend('solution exacte','solution régularisée ') 
%%%%%%%%%%%%%%% 
function x=solex(t) 
%x=1+t-t; 
% x=1; 
n=1; 
c=0.32; 
A=0.01; 
alfa=0.8; 

 
%  K1 =4.7109e+008; 
K1=0.32; 
const =2.9348e+003; 
K2=n/const; 
K3=K1.^(c-(c/n)); 
K4=A/(K1.^(c/n)); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%Calul de la solution exacte 

%%%%%%%%% 
%1er cas 
x=(n*A/(pi*const))*sin(((pi*c/n)))./(exp(c*t./const)); 
% x=(A*K3/(pi*const))*sin(((pi*c/n)))./(exp(c*t./(n*const))); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%% 
%2eme cas 
% alfa1=1/alfa; 
% alfa2=alfa1-1; 
% kk=K1.^(alfa2); 
% kk1=n*const; 
% beta=atan(sin(pi/n)./(cos(pi/n)+(kk*exp((t./kk1))))); 
%  x=(1/(pi*const))*(sin(((pi/n)-

beta)*c)./(((kk*exp((t./kk1))+(cos(pi/n))).^2)+(sin(pi/n)).^2).^(c/2)); 

 
%3eme cas 
x=(K2/pi)*(A/(K1^c))*sin(c*pi/n)./(((exp(c*(t./const))+2*((A/(K1^c))*cos(c*pi/

n)+(((A/K1^c).^2)*exp(-c*(t./const))))))); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

calcul du secondmembre 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function x=secondmembre(t) 
% x=1;  % g=Kf avec f=exp(t) 
% x=(5*exp(t))/(1+exp(t)); 
c=0.32; A=0.01; 
s=linspace(0,8000,41); 
K1 =4.7109e+008; 
x=((K1*s)/(1+(K1*s)))^c; 



ANNEXE 

 

 

84 
 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

function [x_delta,lambda] = discrep(U,s,V,b,delta,x_0) 

 
% 
% Minimisation par les moindrescarrés avec 

unecontrainted'inégalitéquadratique: 
%    min || x - x_0 ||       subject to   || A x - b || <= delta 
%    min || L (x - x_0) ||   subject to   || A x - b || <= delta 
m = size(U,1);          n = size(V,1); 
[p,ps] = size(s);       ld  = length(delta); 
x_delta = zeros(n,ld);  lambda = zeros(ld,1);  rho = zeros(p,1); 
if (min(delta)<0) 
error('Illegal inequality constraint delta') 
end 
if (nargin==5), x_0 = zeros(n,1); end 
if (ps == 1), omega = V'*x_0; else omega = V\x_0; end 

 
% Compute residual norms corresponding to TSVD/TGSVD. 
beta = U'*b; 
if (ps == 1) 
  delta_0 = norm(b - U*beta); 
  rho(p) = delta_0^2; 
fori=p:-1:2 
    rho(i-1) = rho(i) + (beta(i) - s(i)*omega(i))^2; 
end 
else 
  delta_0 = norm(b - U*beta); 
rho(1) = delta_0^2; 
fori=1:p-1 
    rho(i+1) = rho(i) + (beta(i) - s(i,1)*omega(i))^2; 
end 
end 
if (ps == 1) 
      s2 = s.^2; 
for k=1:ld 
if (delta(k)^2 >= norm(beta - s.*omega)^2 + delta_0^2) 
x_delta(:,k) = x_0; 
else 
      [dummy,kmin] = min(abs(rho - delta(k)^2)); 
      lambda_0 = s(kmin); 
      lambda(k) = newton(lambda_0,delta(k),s,beta,omega,delta_0); 
      e = s./(s2 + lambda(k)^2); f = s.*e; 
x_delta(:,k) = V(:,1:p)*(e.*beta + (1-f).*omega); 
end 
end 
elseif (m>=n) 

 
  omega = omega(1:p); gamma = s(:,1)./s(:,2); 
x_u   = V(:,p+1:n)*beta(p+1:n); 
for k=1:ld 
if (delta(k)^2 >= norm(beta(1:p) - s(:,1).*omega)^2 + delta_0^2) 
x_delta(:,k) = V*[omega;U(:,p+1:n)'*b]; 
else 
      [dummy,kmin] = min(abs(rho - delta(k)^2)); 
      lambda_0 = gamma(kmin); 
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      lambda(k) = newton(lambda_0,delta(k),s,beta(1:p),omega,delta_0); 
      e = gamma./(gamma.^2 + lambda(k)^2); f = gamma.*e; 
x_delta(:,k) = V(:,1:p)*(e.*beta(1:p)./s(:,2) + ... 
                               (1-f).*s(:,2).*omega) + x_u; 
end 
end 

 
else 

 
% The underdetermined general-form case. 
  omega = omega(1:p); gamma = s(:,1)./s(:,2); 
x_u   = V(:,p+1:m)*beta(p+1:m); 
for k=1:ld 
if (delta(k)^2 >= norm(beta(1:p) - s(:,1).*omega)^2 + delta_0^2) 
x_delta(:,k) = V*[omega;U(:,p+1:m)'*b]; 
else 
      [dummy,kmin] = min(abs(rho - delta(k)^2)); 
      lambda_0 = gamma(kmin); 
      lambda(k) = newton(lambda_0,delta(k),s,beta(1:p),omega,delta_0); 
      e = gamma./(gamma.^2 + lambda(k)^2); f = gamma.*e; 
x_delta(:,k) = V(:,1:p)*(e.*beta(1:p)./s(:,2) + ... 
                               (1-f).*s(:,2).*omega) + x_u; 
end 
end 
end 

 
%------------------------------------------------------------------- 

 
function lambda = newton(lambda_0,delta,s,beta,omega,delta_0) 
thr = sqrt(eps);  % Relative stopping criterion. 
it_max = 150;   % Max number of iterations. 

 
% Initialization. 
if (lambda_0 < 0) 
error('Initial guess lambda_0 must be nonnegative') 
end 
[p,ps] = size(s); 
if (ps==2), sigma = s(:,1); s = s(:,1)./s(:,2); end 
s2 = s.^2; 

 
% Use Newton's method to solve || b - A x ||^2 - delta^2 = 0. 
% It was found experimentally, that this formulation is superior 
% to the formulation || b - A x ||^(-2) - delta^(-2) = 0. 
lambda = lambda_0; step = 1; it = 0; 
while (abs(step) >thr*lambda & abs(step) >thr& it <it_max), it = it+1; 
  f = s2./(s2 + lambda^2); 
if (ps==1) 
    r = (1-f).*(beta - s.*omega); 
    z = f.*r; 
else 
    r = (1-f).*(beta - sigma.*omega); 
    z = f.*r; 
end 
  step = (lambda/4)*(r'*r + (delta_0+delta)*(delta_0-delta))/(z'*r); 
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  lambda = lambda - step; 
% If lambda < 0 then restart with smaller initial guess. 
if (lambda < 0), lambda = 0.5*lambda_0; lambda_0 = 0.5*lambda_0; end 
end 

 
% Terminate with an error if too many iterations. 
if (abs(step) >thr*lambda & abs(step) >thr) 
error(['Max. number of iterations (',num2str(it_max),') reached']) 
end 

function [U,s,V] = csvd(A,tst) 
if (nargin==1) 
if (nargout> 1) 
    [m,n] = size(A); 
if (m >= n) 
      [U,s,V] = svd(full(A),0); s = diag(s); 
else 
      [V,s,U] = svd(full(A)',0); s = diag(s); 
end 
else 
    U = svd(full(A)); 
end 
else 
if (nargout> 1) 
    [U,s,V] = svd(full(A)); s = diag(s); 
else 
    U = svd(full(A)); 
end 
end 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

Tikhonov regularization 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 
function [x_lambda,rho,eta] = tikhonov(U,s,V,b,lambda,x_0) 

 
if (min(lambda)<0) 
error('Illegal regularization parameter lambda') 
end 
m = size(U,1); 
n = size(V,1); 
[p,ps] = size(s); 
beta = U(:,1:p)'*b; 
zeta = s(:,1).*beta; 
ll = length(lambda); x_lambda = zeros(n,ll); 
rho = zeros(ll,1); eta = zeros(ll,1); 
if (ps==1) 
if (nargin==6), omega = V'*x_0; end 
fori=1:ll 
if (nargin==5) 
x_lambda(:,i) = V(:,1:p)*(zeta./(s.^2 + lambda(i)^2)); 
      rho(i) = lambda(i)^2*norm(beta./(s.^2 + lambda(i)^2)); 
else 
x_lambda(:,i) = V(:,1:p)*... 
        ((zeta + lambda(i)^2*omega)./(s.^2 + lambda(i)^2)); 
      rho(i) = lambda(i)^2*norm((beta - s.*omega)./(s.^2 + lambda(i)^2)); 
end 
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    eta(i) = norm(x_lambda(:,i)); 
end 
if (nargout> 1 & size(U,1) > p) 
    rho = sqrt(rho.^2 + norm(b - U(:,1:n)*[beta;U(:,p+1:n)'*b])^2); 
end 

 
elseif (m>=n) 
  gamma2 = (s(:,1)./s(:,2)).^2; 
if (nargin==6), omega = V\x_0; omega = omega(1:p); end 
if (p==n) 
    x0 = zeros(n,1); 
else 
    x0 = V(:,p+1:n)*U(:,p+1:n)'*b; 
end 
fori=1:ll 
if (nargin==5) 
      xi = zeta./(s(:,1).^2 + lambda(i)^2*s(:,2).^2); 
x_lambda(:,i) = V(:,1:p)*xi + x0; 
      rho(i) = lambda(i)^2*norm(beta./(gamma2 + lambda(i)^2)); 
else 
      xi = (zeta + lambda(i)^2*(s(:,2).^2).*omega)./... 
           (s(:,1).^2 + lambda(i)^2*s(:,2).^2); 
x_lambda(:,i) = V(:,1:p)*xi + x0; 
      rho(i) = lambda(i)^2*norm((beta - s(:,1).*omega)./... 
               (gamma2 + lambda(i)^2)); 
end 
    eta(i) = norm(s(:,2).*xi); 
end 
if (nargout> 1 & size(U,1) > p) 
    rho = sqrt(rho.^2 + norm(b - U(:,1:n)*[beta;U(:,p+1:n)'*b])^2); 
end 

 
else 

 
% The underdetermined general-form case. 
  gamma2 = (s(:,1)./s(:,2)).^2; 
if (nargin==6), error('x_0 not allowed'), end 
if (p==m) 
    x0 = zeros(n,1); 
else 
    x0 = V(:,p+1:m)*U(:,p+1:m)'*b; 
end 
fori=1:ll 
    xi = zeta./(s(:,1).^2 + lambda(i)^2*s(:,2).^2); 
x_lambda(:,i) = V(:,1:p)*xi + x0; 
    rho(i) = lambda(i)^2*norm(beta./(gamma2 + lambda(i)^2)); 
    eta(i) = norm(s(:,2).*xi); 
end 
end 

 

 

 

 

 



 ملخص
 لتحدٌد الكمٌات الفٌزٌائٌة والكٌمٌائٌة التً تمٌز التفاعل بٌن جزيء  (I.G.C)إن تطبٌك كروماتوجرافٌا الغاز العكسٌة 

ٌتم . ٌعود تارٌخ الأعمال الأولى المنجزة فً هذا المجال إلى الأربعٌنٌات مجس ووسط كروماتوجرافً لدٌم بالفعل حٌث

فً هذا العمل ، نمترح استكشاف بعض .  وصف العدٌد من الاحتمالات التً توفرها هذه الطرٌمة فً العدٌد من الكتب

لحساب كثافة الطالة فً موالع  Sips العام و Langmuir متساوي الحرارة الامتزاز نماذج الامتزاز المحلٌة ، وهً

 Stieltjes     تستخدم إحدى الطرق التحلٌلٌة فكرة تحوٌل . والعددٌة التحلٌلٌة الأسالٌبللمٌام بذلن ، نعتمد على . الامتزاز

 .الجبرٌة المعادلات الى نظام التكاملٌة تمدٌر المعادلة على العددٌة تعتمد الطرٌمة بٌنما

 متساوي الحرارة الامتزاز ,Stieltjes  تحوٌل ,التكاملٌة  المعادلة,كروماتوجرافٌا الغاز العكسٌة:  كلمات مفتاحيه

Langmuir العام و Sips 

Abstract: 
 

The Inverse Gas Chromatography (I.G.C) technique can be used to determine the 

adsorption properties of the stationary phase of various materials. The use of the IGC dates 

back to the forties.The numerous possibilities offered by this method are described in several 

books. Here, we consider the investigation of some local models of adsorption namely the 

general Langmuir and Sips adsorption isotherms. To do this we rely on analytical and 

numerical methods. One of the analytical methods is based on the use of the Stieltjes 

transform and the numerical method consists of reducing the integral equation governing the 

problem into a set of algebraic equations. 

KeyWords : Inverse Gas Chromatography, integral equation, Stieltjes transform, general 

Langmuir and Sips adsorption isotherms. 

Résume : 

L'application de la Chromatographie Gazeuse Inverse (CGI) pour la détermination des 

grandeurs physico-chimiques qui caractérisent l'interaction entre une molécule sonde et 

unsupport chromatographique est déjà ancienne puisque les premiers travaux remontent aux 

années quarante. Les nombreuses possibilités offertes par cette méthode sont décrites dans 

plusieurs ouvrages. On se propose dans ce travail d'explorer quelques modèles d'adsorption 

locales,à savoir l’isotherme d’adsorption de Langmuir générale et de Sips pour calculer la 

densité énergétique des sites d'adsorption.Pour ce faire on s'appuie surdes méthodes 

analytiques et numériques. Une des méthodes analytiques utilise la notion de transformée de 

Stieltjes, alors que la méthode numérique est basée sur la discrétisation de l’équation intégrale 

en un système d’équations algébriques.     

Mots Clés : Chromatographie Gazeuse Inverse, équation intégrale, transformée de Stieltjes, 

isotherme d’adsorption de Langmuir générale et de Sips. 
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