
République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministère de l’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
Université Ferhat Abbas SETIF 1

Faculté des Sciences exactes
Département de Mathématiques

N° d’ordre ..........

THÈSE
En vue de l’obtention du diplôme de

DOCTORAT EN SCIENCES

Option
Mathématiques Appliquées

Etude mathématique de quelques problèmes
en mécanique des milieux continus

Présentée par

Leila Ait kaki
devant le jury composé de

Président : B. Merouani Pr Université de Setif 1
Directeur de Thèse : M. Denche Pr Université de Constantine 1
Examinateurs : N. Hemici Pr Université de Setif 1

A. Ayadi Pr Université de Oum El Bouagui
N. Abada MCA ENS de Constantine





Remerciement

Je remercie Monsieur mohamed Denche d’avoir accepté de rapporter cette thèse, pour
sa patience et sa confiance ont été pour moi un appui considérable. Qu’il trouve dans ce
travail un hommage à sa personne.

Je remercie monsieur Mircea Sofonea qui m’a initié à la recherche en mécanique de
contact et qui m’a aussi prodigué de nombreux documents pour débuter mon travail de
recherche. Qu’il en soit remercié.

Je remercie monsieur Merouani Boubakeur d’avoir accepté de présider le jury aussi
je remercie messieurs Ayadi Abdelhamid, Hemici Naceredine et Madame Abada Nadjet
d’avoir gentiment acceptés d’être membres du jury.

Je n’oubli pas de remercier messieurs le directeur de l’école normale supérieure de
Constantine Boushaba Mahmoud et le chef de département des mathématiques Benyahia
Azzedine pour m’avoir sincèrement encouragé à finaliser cette thèse.

i



Table des matières

ii



Table des matières

Introduction générale 3
1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

I Modèle mathématique et Préleminaires 7
1 Cadre physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1 Modèle Mathématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2 Conditions de contact et lois de frottement . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.1 Conditions de contact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2.2 Lois de frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2 Espaces fonctionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1 Espaces des fonctions à valeurs réelles . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.2 Espaces de fonctions à valeurs vectorielles . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2.1 L’espace Lp (0, T ;X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2.2 Propriétés de l’espace Lp (0, T ;X) . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2.3 L’espace W 1,p (0, T ;X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2.4 Quelques propriétés de fonctions de Carathéodory . . . . . 18

3 Quelques définitions sur les opérateurs univoques et multivoques . . . . . . 19
3.0.5 Sous-différentiel d’une fonction convexe . . . . . . . . . . 20

3.1 Quelques lemmes techniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2 Quelques éléments d’analyse non linéaire . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.2.1 Quelques résultats sur les équations et inéquations varia-
tionnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

II Problème de contact frottant quasi-statique 25
1 Existence et unicité des solutions du problème (PV ) . . . . . . . . . . . . . 25
2 Application : contact quasi-statique électro-viscoélastique avec compliance

normale et frottement de Coulomb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.1 Formulation variationnelle du problème . . . . . . . . . . . . . . . . 36

iii



Table des matières

2.2 Existence et unicité des solutions du problème (P0) . . . . . . . . . 37

IIIProblème dynamique de contact frottant 41
1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

1.1 Existence et unicité du potentiel électrique ϕ . . . . . . . . . . . . . 43
1.2 Existence et unicité du champ de déplacement u . . . . . . . . . . . 44

1.2.1 Existence et unicité de solution du problème PI . . . . . . 45
1.2.2 Existence et unicité de solution du problème P

µ
I . . . . . . 45

2 Application : contact dynamique avec compliance normale et frottement
de Coulomb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.1 Formulation variationnelle du problème . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3 Etude de convergence du problème liée à la perturbation de la loi de com-
pliance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

IVEtude de contact électriquement parfait 57
1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
2 Formulation variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.1 Résultats d’existence et du problème PR . . . . . . . . . . . . . . . 60
3 Existence et unicité de solutions du problème PV . . . . . . . . . . . . . . 64

3.1 Estimations à priori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.1.1 Estimations sur (ϕδ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.1.2 Estimations sur (uδ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.2 Passage à la limite (δ → 0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

V Problème dynamique avec endommagement 71
1 Problème mécanique et formulation variationnelle . . . . . . . . . . . . . . 72
2 Existence et unicité des solutions de PR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

2.1 Estimations a priori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
2.1.1 Estimations sur la suite ϕn . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
2.1.2 Estimation sur la suite βn . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
2.1.3 Estimation sur la suite un . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

2.2 Passage à la limite lorsque n→ +∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

Conclusion générale 89

Bibliographie 89

Bibliographie 91

iv



Table des matières

Notations
Soit Ω un domaine de Rd (d = 1, · · · 3), on note par

Ω̄ l’adhérence de Ω.
Γ la frontiére de Ω
Γi(i = 1, 2, 3) une partie mesurable de Γ.

mesΓi la mesure de Lebesgue de Γi.
u = (ui) un champ vectoriel de Ω.
ν la normale unitaire extérieure de Γ.

vν , vτ les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v.
σ = (σij) le champ tensoriel de déformation.
σν la composante de la force du champ appliquée sur une section de normale n.
σν = (σν , στ )
στ la composante tangentielle du vecteur σn.
ui,j = ∂ui

∂xj
la dérivée partielle de la composante ui par rapport à composante ième de la variable d’espace x

ε = (εij) le champ tensoriel de déformations de Cauchy.
εij (u) 1

2 (ui,j + uj,i)
dom(ϕ) Domaine effectif d’une fonction ϕ.
epi(ϕ) épigraphe de ϕ.
ϕ s.c.i ϕ est semi-continue inférieurement.
∂ϕ Sous différentiel de ϕ.

Si H est un espace de Hilbert réel on note

Hd l’espace {u = (ui) | ui ∈ H}
(·, ·)H le produit scalaire dans H.
|·|H la norme dans H.
〈·, ·〉H,H′ le produit dualité entre H et son dual H”.
ψK la fonction indicatrice d’un ensemble K ⊂ H

χK la fonction caractéristique de K ⊂ H

un → u la convergence de la suite (un) vers u pour la topologie forte de H.
un ⇀ u la convergence de la suite (un) vers u pour la topologie faible de H.
H l’espace L2(Ω)d.
H1 l’espace {u | ε (u) ∈ H} .
H l’espace

{
u ∈L2(Ω)d×d | uij = uji ∈ L2(Ω)

}
.

H1 {σ ∈ H | Divσ ∈ H} .
H

1
2 (Γ) l’espace de Sobolev d’ordre 1

2 sur Γ.de dual H− 1
2 (Γ) .

HΓ H
1
2 (Γ)d .

H ′Γ le dual de HΓ.
γ : HΓ → H ′Γ l’application trace des fonctions vectrorielles.
Soit un intervalle de temps [0, T ], on note pour ∀k ∈ N, 1 ≤ p ≤ +∞,
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C (0;T,H) l’espace des fonctions vectorielles continues de [0, T ] dans H.
C1 (0;T,H) l’espace des fonctions vectorielles continuement différentiables de [0, T ] dans H.
Lp (0;T,H) l’espace des fonctions mesurables de [0, T ] dans H.

|·|Lp(0;T,H) la norme dans Lp(0;T,H avec |u|Lp(0;T,H) =
(∫ T

0 |u(t)|pH dt
) 1
p .

W 1,p (0;T,H) l’espace de Sobolev des fonctions de [0, T ] dans H.
|·|W 1,p(0;T,H) la norme dans W 1,p (0;T,H) avec |u|W 1,p(0;T,H) = |u|Lp(0;T,H) + |u̇|Lp(0;T,H) .
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Introduction générale

1 Introduction

L’étude du problème de contact de solides déformables est de connaitre la réaction
des structures lorsqu’elles subissent des forces, puis d’étudier leurs comportement ; leurs
déformation, leurs mouvement. Compte tenu de la complexité des phénomènes de contact,
leur modélisation mathématique ménent à des problèmes aux limites non linéaires souvent
mal posés. Pour une étude mathématique complète de ces problèmes( de la modélisation
à l’analyse numérique et variationnelle) une théorie mathématique de la mécanique du
contact (T.M.M.C) a été assise. Dans ce travail nous allons considérer des modèles ma-
thématiques qui tiennent compte à la fois des différents comportements des matériaux
tel que l’élasticité, la viscoélasticité et un phénomène sous-jacent au contact qui est la
piézoélectricité du matériau.

La piézoélectricité est la propriété que possèdent certains corps de se polariser électri-
quement sous l’action d’une contrainte mécanique appelée effet direct de piézoélectricité.
L’effet inverse de piézoélectricité est la capacité qu’a un corps à se déformer lorsqu’il est
soumis à un champ électrique .

De manière plus générale, l’effet direct permet de réaliser des capteurs (capteur de
pression etc). Tandis que l’effet inverse est utilisé dans la fabrication des actionneurs
comme les injecteurs à commande piézoélectrique en automobile, les amortisseurs piézo-
électriques qui jouent un rôle fondamental dans l’attenuation des vibrations indésirables
et les ultrasons transducteurs qui s’appliquent dans le domaine d’imagerie médicale en
échographie par exemple. Il existe plusieurs types de matériaux piézoéléctriques, cela va
des cristaux tel le quartz, le sel de seignette, la tourmaline, aux céramiques qui sont
des polycristaux tel que les titanates, zirconates de plomb, niobates, baryum, les poly-
mères semi-cristallins tel que les poly-venyl-difluoridène (PVDF), les fibres de carbone.
Ils forment une des catégories des matériaux dits intélligents, Ils sont adaptifs, évolutifs
et réunissent à la fois matière et fonctionnalité.
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.1 Introduction

L’étude mathématique des phénomènes piézoélectriques est dûe à Voigt 1894 dont les
travaux sont réunis dans un ouvrage qui sert de référence [68]. D’autre travaux ont suivis
[29, 48, 49, 53, 64–66].

Le contact des corps solides, avec ou sans frottement, est une contrainte mécanique
souvent rencontrée en modélisation. Citons par exemple le frottement d’une tôle dans un
procédé d’emboutissage, le contact d’un pneu sur la route, le déploiement d’un airbag. Si-
gnorini en 1933 fût le premier à donner une formulation du problème de contact unilatéral
sans frottement. C’est Fichera [22] qui réalise une étude de ce problème en utilisant des
techniques des inéquations variationnelles elliptiques. Dans le livre de Duvaut et Lions
[19], paru en 1972, on trouve de nouveaux résultats d’existence et d’unicité. Ensuite, Né-
cas, Jaruek et Haslinger [50] vont à partir de 1980, résoudre un problème statique de
contact unilatéral avec frottement. Les résulats d’existence les plus généraux sont don-
nés ensuite par Kato [34] et par Eck et Jaruek [31]. Une très grande investigation dans
l’étude variationnelle et numérique des problèmes de contact avec ou sans frottement d’un
matériau élastique, plastique, viscoélastique, viscoplastique et d’autre, a été menée dans
plusieurs travaux. L’étude du problème de contact d’un matériau piézoélectrique a fait
l’objet de quelques travaux citons par exemple [6, 9, 21, 39, 40, 45, 47, 52, 60, 61].

L’endommagement est un phénomène trés important en ingénierie, son effet appa-
rait directement sur la structure des machines. On porte un intéret considérable pour les
modèles d’endommagement des matériau. Les modèles mathématiques récents sur l’en-
dommagement des matériels, ont été inspirés du modèle de Kachanov dans les années 1960
(voir [33] pour les détails), par la suite d’autre modèles mathématiques d’endommagement
introduisant une variable interne qui la fonction d’endommagement, elle mesure l’endom-
magement de la matière, on peut les trouver dans les monographies [25, 26], ainsi que
dans les études récentes [23, 24, 56]. Le processus d’endommagement introduit une fonc-
tion β ∈ [0, 1]. L’évolution de la fonction d’endommagement est donnée par une inclusion
de type parabolique. Il n’y a pas d’endommagement lorsque β = 1 et il est complètement
endommagé lorsque β = 0. lorsque 0 < β < 1, il y a un endommagement partiel et le
système a une capacité de charge réduite.

Dans cette thèse nous examinons quelques problèmes de contact avec et sans frotte-
ment pour lesquels les conditions aux limites font parfois intervenir l’aspect mécanique
et électrique du contact. Plus précisement nous proposons d’obtenir dans le cadre d’une
analyse variationnelle l’existence, l’unicité, la régularité des solutions et le comportement
de celles-ci lorsque le matériau change de propriété physique et lorque la condition de
frottement est perturbée.

Au chapitre un nous présentons les résultats génériques et généraux, utiles à com-
prendre le modèle mathématique de contact d’un matériau électro-viscoélastique avec
une fondation déformable isolatrice ou non et un cadre variationnel nécessaire à l’étude
des problèmes aux limites.
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.1 Introduction

Le chapitre deux est consacré à l’étude d’une classe de problèmes d’évolution quasi sta-
tiques modélisant le contact frottant d’un coprs électro-viscoélastique avec une fondation
conductrice. Cette classe problèmes traduisant un phénomène non linéaire de mécanique
de contact, ils sont formulés à l’aide d’inéquations variationnelles d’évolution en terme de
déplacement et une équation variationnelle en terme de potentiel électrique. Les conditions
au bord sont mélées, elles font intervenir à la fois le caractére mécanique et électrique du
contact. Nous montrons l’existence et l’unicité des solutions, puis un exemple est donné
à la fin du chapitre. ce travail est une continuation des travaux cités dans [6, 39], notre
contribution consiste à faire une généralisation des cas et l’amélioration de la condition
de régularité de la solution en terme de potentiel électrique.

Le chapitre trois est dédié à l’étude du cas dynamique de la classe de problèmes
de contact frottant cité en amont. Nous supposons que la fondation est isolatrice, nous
montrons l’existence et l’unicié des solutions. Nous donnons ensuite un exemple de contact.

Au chapitre quatre nous étudions un problème de contact dynamique sans frottement,
pour lequel les conditions au bord électriques sont physiquement réelles. Nous procèdons
par une méthode régularisation des conditions au bord qui nous permettera de montrer
l’existence et l’unicité de solutions du problème régularisé, ensuite moyennant des esti-
mations à priori nous faisons un passage à la limite et nous démontrons l’existence de
solutions du problème physique. Ces résultats sont obtenus en utilisant des techniques de
calcul sur les équations du type parabolique, des arguments de point fixe de Banach, ainsi
que des résultats de compacité.

Au chapitre cinq, nous nous interssons au même problème donné au chapitre quatre
tout en tenant compte du processus d’endommagement. Une formulation variationnelle du
problème est d’abord établie. Ensuite nous étudions l’existence et l’unicité de la solution
approchée du problème. Moyennant des estimations a priori sur la solutions approchée,
nous effectuons un passage à la limite pour retrouver la solution faible du problème de
contact parfait.
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Chapitre I

Modèle mathématique et Préleminaires

Cette partie est consacrée à présenter d’une part, un modèle mathématique du pro-
blème de contact d’un matériau piézoélectrique avec une fondation et d’autre part donner
un cadre fonctionnel qui permettra de faire une étude mathématique.

1 Cadre physique

Dans le but de donner un modèle géneral de contact d’un matériau piézoélectrique,
nous allons d’abord citer quelques principes de la mécanique des milieux continus en
introduisant l’équation de Cauchy, les lois de comportement, les conditions de contact et
les lois de frottement. Ensuite, nous présentons les différents systèmes d’équations générés
de différentes conditions au bord (conditions de contact avec et sans frottement).

On considère à l’instant t ∈ [0, T ] avec T > 0, un coprs solide piézoélectrique occupant
un domaine borné Ω de Rd (d = 1, 2, 3), de frontière regulière ∂Ω = Γ, subdivisée en trois
parties disjointes Γ1, Γ2 et Γ3 qui représente la surface de contact dite la fondation, (voir
figure I.1). On suppose que le corps est fixé sur Γ1, le déplacement est donc nul sur Γ1.
On applique des forces volumiques f0 sur le corps Ω et des forces de tractions f2 sur la
frontière Γ2 de Ω. Dans le but de formuler les conditions au bord électrique on subdivise
Γ1 ∪ Γ2 en deux ouverts disjoints Γa et Γb.

Figure I.1 – Position Physique

On dénote par Sd l’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur Rd (d = 1, 2, 3)
et par “·” et |·| respectivement le produit scalaire et la norme Euclidienne dans Sd (resp

7



I.1 Cadre physique

dans Rd).

u · v = uivi |u| = (u · u) 1
2 ∀u,v ∈ Rd, i = 1, · · · d,

σ · τ = σijτij |τ | = (τ · τ) 1
2 ∀σ, τ ∈ Sd, i = 1, · · · d, j = 1, · · · d.

Les indices i, j prennent leurs valeurs entre 1 et d, avec la convention de l’indice muet.
Les inconnues sont le champ de déplacement u : Ω× [0, T ] → Rd et le champ de

contrainte σ : Ω× [0, T ] → Sd. Le potentiel électrique ϕ : Ω× [0, T ] → R et un champ
de déplacement électrique D : Ω× [0, T ] → Rd. Pour simplifier les écritures on évitera
de préciser la dépendence des inconnues par rapport à la variable d’espace x ∈Ω̄ et la
variable de temps t ∈ [0, T ].
On suppose que la frontière Γ est continuement Lipshitzienne, le vecteur normal ν est
donc bien défini pour tout vecteur v régulier, on note vν et vτ la composante normale
et tangentielle v sur Γ et par

vν = v · ν = uiνi, vτ = v − vνν.

Pour un champ de contraintes σ régulier (par exemple C1), l’application trace de σ est
le vecteur σν. On définit les composantes normale et tangentielle de σ par

σν = (σν) · ν = σijνiνj, στ = σν − σνν.

On note par ε le champ tensoriel de déformation, on se place dans le cas des petites
déformations, en élasticité linéaire, on a

εij (u) = 1
2

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)
= 1

2 (ui,j + uj,i) , i, j = 1, · · · p.

On note par u̇ la dérivée de u par rapport au temps t et par u,i la dérivée partielle de u
par rapport à la variable d’espace x.

1.1 Modèle Mathématique

Pour établir un modèle mathématique décrivant l’équilibre d’un corps matériel piézo-
électrique soumis à des forces extérieures, rappelons les définitions des inconnues, champ
de déplacement, tenseur de contraintes, champ électrique et vecteur de déplacement D.

Champ de déplacement u Un champ de déplacement u(x) est le champ vectoriel

défini en tout point x de la configuration de départ en fonction de la nouvelle position X
par l’équation u(x) = X − x.

8



I.1 Cadre physique

Champ de contraintes σ Un champ tensoriel de contrainte est l’état de contrainte
du solide c’est à dire les efforts intérieurs mis en jeu entre les portions déformées du corps
matériel.

Potentiel électrique ϕ La pression exercée sur le corps piézoélectrique crée une pola-
risation de charges électriques qui génèrent un courant électrique. La grandeur définissant
l’état électrique est appelée potentiel électrique.

Champ de déplacement électrique D C’est un vecteur résultant de l’application du
champ électrique E (par définition E = −∇ϕ) sur le corps matériel étudié.

Afin de gérer ces inconnues nous avons quatre équations découlant des principes fon-
damentaux de la mécanique des milieux continus et d’électricité.

Equations d’équilibre L’évolution de tout système mécanique soumis à l’action des
efforts mécaniques (volumiques ou surfaciques) respecte le principe fondamental de la
dynamique. Dans les milieux continus les équations d’équilibre mécanique sont définies
par

ρü+Divσ = f, dans Ω. (I.1)

ρ est la masse volumique. Cette équation décrit le mouvement de tous les points d’un
solide en réponse á l’action des forces extérieures agissant sur le solide. Dans le cas quasi-
statique, l’equation (I.1) se réduit á

Divσ = f, dans Ω. (I.2)

Dans le cas la piézoélectricité nous rajoutons l’équation d’équilibre

div D = q0, Ω, (I.3)

où q0 est la densité volumique de charge du matériau.

Lois de comportement : La caractérisation de la déformation à partir de la confi-
guration initiale est donnée par des lois de comportement qui expriment le tenseur des
contraintes actuel σ en fonction du mouvement passé et des changements d’état que la
portion du corps a subi. Les lois de comportement dans le cas d’un corps piézoélectrique
se traduisent par une expression mathématique du tenseur de contraintes en fonction
de grandeurs mécaniques et éléctriques. Par exemple la loi de comportement du corps
matériel électro-viscoélastique est donnée par les équations

σ = Aε( .u) + G(ε(u)) + E∗∇ϕ, dans Ω, (I.4)

9



I.1 Cadre physique

D = Eε(u)− γ∇ϕ, dans Ω. (I.5)

où A est l’opérateur de viscosité linéaire ou non linéaire dépendant de la vitesse du
déplacement u, G l’opérateur d’élasticité dépendant du déplacement u, E = (eijk) est le
tenseur piézoélectrique tel que sa transposé E∗ = (ekij) avec

Eτ · v = τ ·E∗v, ∀τ ∈Sd, ∀v ∈ R3.

et γ = (γij) le tenseur de perméabilité électrique. Dans le cas élastique l’équation (I.4)
devient

σ = G(ε(u)) + E∗∇ϕ, Ω, (I.6)

1.2 Conditions de contact et lois de frottement

Nous allons énoncer explicitement quelques types de conditions au bord mécaniques
et électriques que nous retrouverons dans cete thèse.

1.2.1 Conditions de contact

Nous commonçons par les conditions imposées sur la partie Γ3 de la frontière de Ω,
qui est en contact avec la fondation.

Contact bilatéral Lorsqu’il n’y a pas de séparation entre le corps et la fondation et le
contact reste maintenu entre le corps et la zone de contact. Dans ce cas le contact est dit
contact bilatéral, il se traduit mathématiquement par uν = 0.

Contact unilatéral Dans le cas où le corps matériel rentre en contact avec une fonda-
tion rigide (une fondation qui ne subi pas de déformation), cela empêche une interpéné-
tration du corps avec la fondation, cela se traduit par l’inégalité

uν ≤ 0, (I.7)

Dans le cas où l’interstice de contact a pour valeur g, l’inégalité (I.7) s’écrit

uν ≤ g. (I.8)

Nous avons deux situations, soit le corps quitte la base rigide, donc il n’y a pas de contact
et nous avons uν < g dans ce cas les contraintes normales sont nulles σν = 0, ou bien il
y’a contact, i.e. uν = g et dans ce cas la base rigide exerce une réaction normale orientée
vers Ω. donc σν ≤ 0.

10
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Nous résumons ces deux situations par

uν ≤ g, σν ≤ 0, σν (uν − g) = 0. (I.9)

Ces conditions de contact sont appelées “Conditions de Signorini”, elle ont été utilisées
dans plusieurs travaux, par exemple dans [34, 50, 64, 65]. La condition (I.9) montre
clairement que σν est une application multivoque,

σν (uν) =
 0 si uν < g,
∈ (−∞, 0] , si uν = g.

Cette irrégularité est résolue par l’utilisation du modèle de compliance normale. En effet
la condition de non pénétration du corps matériel à l’intérieur de la fondation (uν − g ≤ 0)
est relaxée permettant une petite pénétration, ce qui laisse à supposer que la fondation
est déformable.

Contact avec compliance normale La contrainte normale σν est régularisée par une
fonction positive notée pν , donnée en fonction de la pénétration uν − g par

−σν = pν (uν − g) .

Un exemple de la fonction de compliance normale est donnée par

pν (r) = cνr+,

où cν est une constante positive et r+ = max (0, r). Ici pν est une fonction croissante
par rapport uν − g,( lorsque le corps penétre à l’intérieur de la fondation (uν − g ≥ 0),
la fonction pν reste croissante et positive). La réaction de la fondation est orientée vers
le corps matériel (σν ≤ 0). Ce modèle de contact a simplifié l’étude du point de vue
mathématique, tout en gardant un sens mécanique. Ce modèle a été au début étudié dans
beaucoup de travaux, citons [34, 51] ensuite [4, 36, 55].

1.2.2 Lois de frottement

Dans ce paragraphe, nous allons citer quelques lois de frottement que nous utiliserons
dans notre travail.

A la surface du contact d’un corps matériel avec une fondation, la contrainte tangen-
tielle στ joue un rôle important dans la nature du glissement, si celle ci est nulle (στ = 0),
on dit qu’on a un glissement sans frottement ou “glissement parfait”. Dans le cas contraire
on dit que l’on a un le glissement avec frottement. Il devient nécessaire dans ce cas de
modéliser ce frottement par une loi. Une loi de frottement est la condition donnée sur la
composante tangentielle de containte στ , qu’on appelle aussi la force de frottement, la

11
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vitesse de déplacement u̇τ et le déplacement tangentiel uτ . Nous allons énoncer quelques
lois de frottement.

Loi de Tresca
Lorsque la force tangentielle est inférieure à un certain seuil S le corps reste bloqué

dans la fondation et dès que celle ci dépasse le seuil S, le corps perd sa resistence et entre
en glissement. Ce phénomène est interprété par la loi de Tresca. La condition imposée sur
la zone de contact est donc la suivante :

‖στ‖ ≤ S,

S est appelé seuil de frottement. Dans le cas statique, on a,

στ = −S uτ
‖uτ‖

, si, uτ 6= 0. (I.10)

Dans le cas quasi-statique les forces de frottement s’écrivent

στ = −S u̇τ
‖u̇τ‖

, si, u̇τ 6= 0. (I.11)

Loi de Coulomb Cette loi a été initialement intoduite par Amontons [3], mais c’est
grâce à Coulomb [16] que cette-ci est devenue connue. Il montre que le seuil S est propor-
tionnel à la composante normale de la force exercée sur la zone de contact. Le coefficient
de frottement dépend de la matière du corps et de la fondation rigide. Cette loi s’interprète
par la condition

‖στ‖ ≤ µ |σν | ,

où µ est une fonction positive appelée aussi seuil de frottement. Dans le cas statique on
a  ‖στ‖ < µ |σν | , alors, uτ = 0,

‖στ‖ = µ |σν | , alors, ∃λ > 0, tel que, uτ = −λστ .
(I.12)

Dans le cas quasi-statique ‖στ‖ < µ |σν | , alors u̇τ = 0,
‖στ‖ = µ |σν | , alors ∃λ > 0 tel que u̇τ = −λστ .

(I.13)

Il est clair que cette loi définit comme pour la loi de Signorini, une application multivoque
de uτ dans (I.12) ou bien de u̇τ dans (I.13), nous avons donc par exemple

στ (uτ ) =


µσν , si u̇τ < 0
∈ ]µσν ,−µσν [ , si u̇τ = 0,
µσν , si u̇τ > 0.
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Dans la loi de Coulomb la composante normale des réactions dépend localement du dé-
placement et la vitesse, elle donne lieu à un problème mathématique mal posé. La régula-
risation de la loi de Coulomb par la convolution de la composante normale des réactions
par des fonctions très régulières a été proposée par G. Duvaut et J. Nećas, elle conduit
à un problème qui a un sens mathématique. La régularisation de la composante normale
peut s’obtenir aussi en utilisant le modèle de compliance normale.

2 Espaces fonctionnels

Nous allons rappeler ici quelques définitions et théorèmes classiques d’analyse fonc-
tionnelle qui seront utilisés dans cette thèse. Pour les démonstrations on renvoie à la
bibliographie. Partout dans ce travail, on considère que Ω est un domaine borné de Rn(
d = 2, 3) de frontière Γ. On suppose que Γ est de classe Ck,( au voisinage de tout point
de la frontière Γ, il existe un difféomorphisme de classe Ck qui redresse localement la
frontière en un hyperplan Rd−1 et Ω est situé localement d’un seul coté de la frontière).

2.1 Espaces des fonctions à valeurs réelles

Nous rappelons ici quelques résultats sur les espaces de Sobolev de fonctions à valeurs
réelles.

Pour tout s ∈ Ω ⊂ Rd, on noteDi l’opérateur ∂
∂xi

, par le muti-index α = (α1, α2, · · · , αd)

où αi ∈ N∗ et par Dα avec |α| =
d∑
αi

i=1
, l’opérateut différentiel d’ordre α donné par

Dα = ∂|α|

∂xα1
i ∂x

α2
2 · · · ∂xαdd

, avec D0 reprÃ©sente l’identité.

On note par K ⊂⊂ Ω un sous ensemble K de Ω qui est relativement compact dans
Ω( K̄ est compact inclus dans Ω). Pour tout m ∈ N, on considère l’espace des fonctions
réelles m fois continuement différentiable sur Ω

Cm (Ω) = {v ∈ C (Ω) : Dαv ∈ C (Ω) pour ∀α tel que |α| ≤ m} ,

muni de la norme
‖v‖Cm(Ω) =

∑
|α|≤m

sup
x∈Ω
|Dαv(x)|

On désigne parD (Ω) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à support compact
et par D′ (Ω) l’espace dual de D (Ω) appelé l’espace des distributions muni de la topologie
forte dual.

Pour p donné 1 ≤ p < ∞, on désigne par Lp(Ω) l’espace des fonctions Lebesgue
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mesurables sur Ω, muni de la norme

‖v‖Lp(Ω) =
(∫

Ω
|v|p

) 1
p

.

Dans le cas p =∞, on rappelle l’espace des fonctions essentiellement bornées (bornée sur
presque tout Ω) muni de la norme

‖v‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess |v(x)| = inf {c : |v(x)| ≤ c p.p. dans Ω} .

Théorème 1. Si p, q et r sont trois réels dans [1,∞[ liés par la relation 1
r

= α
p

+ 1−α
q
,

pour un certain α ∈ [0, 1]. Alors, pour tout u ∈ Lp (Ω) ∩ Lq (Ω), on a u ∈ Lr (Ω) et, on a

‖u‖Lr(Ω) ≤ ‖u‖
α
Lp(Ω) + ‖u‖1−α

Lq(Ω) .

Pour tout m entier positif nous définissons l’espace de Sobolev

Wm,p (Ω) = {u ∈ Lp (Ω) : Dαu ∈ Lp (Ω) , |α| ≤ m} ,

il est muni de la norme

‖u‖Wm,p(Ω) =
 ∑
|α|≤m

‖Dαu‖Lp(Ω)

 1
p

, si 1 ≤ p <∞,

‖u‖Wm,p(Ω) = max
|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω) , si p =∞.

On pose Hm (Ω) = Wm,2 (Ω), muni du produit scalaire

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω) ,

il est un espace de Hilbert. Rappelons que Wm,p
0 (Ω) est l’adhérence de C∞0 (Ω) dans

Wm,p (Ω) et que nous avons les injections Wm,p
0 (Ω) ↪→ Wm,p (Ω) ↪→ Lp (Ω) (voir [1]).

L’espace Wm,p
0 (Ω) est muni de la norme

‖u‖Wm,p
0 (Ω) =

 ∑
|α|=m

‖Dαu‖Lp(Ω)

 1
p

, si 1 ≤ p <∞,

‖u‖Wm,p
0 (Ω) = max

|α|=m
‖Dαu‖L∞(Ω) , si p =∞.

On note Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω). Rappelons que pour p = 1 et Ω borné, l’injection H1
0 (Ω) ↪→

L2 (Ω) est compacte. L’espace dual de Wm,p (Ω) est l’espace W−m,q (Ω) où q = dp
d−mp et
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m ≥ 1. L’espace W−m,q (Ω) muni de la norme

‖u‖W−m,q(Ω) = sup
v∈Wm,p

0 (Ω)

(u, v)
‖v‖Wm,p(Ω)

,

avec (·, ·) est le produit de dualité entre W−m,q (Ω) et Wm,p (Ω). Nous avons l’inclusion
H1

0 (Ω) ⊂ L2 (Ω) ⊂ H−1 (Ω).
Dans le cas d’un ouvert Ω régulier nous avons le résultat suivant

Théorème 2. Soit Ω un ouvert borné de Rd, alors nous avons

1. H1 (Ω) ↪→ C
(
Ω̄
)
avec injection compacte si d = 1,

2. H1 (Ω) ↪→ Lq (Ω) avec injection compacte pour 1 ≤ q <∞ si d = 2 et pour q = 6
si d = 3,

3. H2 (Ω) ↪→ C
(
Ω̄
)
avec injection compacte si d = 1, d = 2.

Si en plus Ω est de classe C1, l’injection de C1
(
Ω̄
)
↪→ H1 (Ω) est dense.

Nous allons énoncer ici les résultats qui donnent un sens à une fonction régulière
presque partout sur la frontière Γ.

Théorème 3 (Théorème de trace dans H1 (Ω)). Soit Ω un ouvert borné régulier de classe
C1 de frontière ∂Ω = Γ. On peut définir de façon unique une application γ0 : H1 (Ω) →
L2 (Γ) linéaire et continue, tel que si en plus v ∈ C1

(
Ω̄
)
, on a γ0v(x) = v(x) pour tout

x ∈ Γ.
L’application γ0 : H1 (Ω)→ L1/2 (Γ) est linéaire continue et surjective. En particulier,

il existe un constante c > 0 tel que pour tout fonction v ∈ H1(Ω), on a

|u|L1/2(Γ) ≤ c |u|H1(Ω)

Théorème 4 (Théorème de trace dans Wm,p (Ω)). Soit Ω un ouvert de classe Cm+1.
Alors pour tout m > 0 et p ≥ 1, il existe une application linéaire continue

γ = (γ0, γ1, · · · , γn) : Wm,p (Ω)→ Lp (Γ)m ,

tel que γv = (γ0v, γ1v, · · · , γnv), avec γjv est la trace d’ordre j de v.

Lorsque v ∈ Cm
(
Ω̄
)
, γjv sont données par γjv = ∂jv(x)

∂νj
, où ν est le vecteur unitaire

normal à Γ.

Proposition 1 (Formule de Green ). Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C1 de
frontière ∂Ω = Γ. Si u et v sont des fonctions de H1(Ω), elles vérifent

∫
Ω
u(x) ∂u

∂xi
(x)dx = −

∫
Ω
u(x) ∂v

∂xi
(x)dx+

∫
Γ
u(x)v(x)ni(x)ds
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où n = (ni)1≤i≤n est la normale unité extérieure à Ω. De même si u est une fonction
vectorielle de (L2 (Ω))n tel que divu ∈L2 (Ω) et v ∈ H1 (Ω), on a

∫
Ω
v(x)divu(x)dx = −

∫
Ω

u(x)∇v(x)dx+
∫

Γ
v(x)u(x).n(x)ds

Soit maintenant un domaine Ω de classe C1, ils existent deux applications linéaires
qui sont déterminées par respectivement γν dqui est éfinie de H1 (Ω) dans H1/2 (Γ) et γT
de H1 (Ω) dans H1/2

T (Γ) tel que

γ(v) = γν(v)ν + γT (v) ∀v ∈ H1(Ω), (I.14)

où

H
1/2
T (Γ) = {ϕ ∈ H1/2 (Γ) ; γν(ϕ) = 0}.

Si v ∈
(
C∞

(
Ω̄
))n

,, on a γν(v) = v|Γ ·n et γT (v) = v|Γ− (v|Γ · ν) ν. Les applications γν(v)
et γT (v) sont surjectives. Pour simplifier l’écriture, on désignera respectivement par vν et
vT les traces normales et tangentielle γν(v) et γT (v).

2.2 Espaces de fonctions à valeurs vectorielles

On introduit dans cette section quelques propriétés d’espaces fonctionnels qui serviront
plutard à l’etude des problèmes d’évolution.

2.2.1 L’espace Lp (0, T ;X)

On considère un espace de Banach et un intervalle [0, T ] , T > 0. Soit X un espace de
Banach, p ∈ [1,∞].

Définition 1. On désigne par Lp (0, T ;X) l’ensemble des classes de fonctions mesurables
tel que pour tout t ∈ [0, T ], la fonction défine par ‖f(t)‖X est dans Lp ([0, T ]). Pour
p =∞, L∞(0;T ;X) est l’ensemble de fonctions mesurables u définies sur [0, T ], tel qu’il
existe C > 0,‖f(t)‖X ≤ C, presque partout dans [0, T ].

2.2.2 Propriétés de l’espace Lp (0, T ;X)

1. L’espace Lp (0, T ;X) sont munis de la normes

‖f‖Lp(0,T ;X) =
(∫ T

0
‖f(t)‖pX dt

) 1
p

<∞, p <∞,

‖f‖L∞(0,T ;X) = sup
t∈[0,T ]

ess ‖f(t)‖X = inf {C > 0, ‖f(t)‖X ≤ C p.p. t} ,
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2. Pour tout 1 ≤ p < ∞, sont des espaces de Banach et C([0, T ];X) est dense dans
Lp(0, T ;X).

3. Si 1 < p <∞ et si X est réflexif, alors Lp(0, T ;X) est réflexif.

4. L’espace L2 (0, T ;X) est un espace de Hilbert, si X est un espace de Hilbert.

5. Pour tout 1 ≤ p <∞, Lp (0, T ;X) est un espace séparable, si X est séparable.

6. Le dual de Lp (0, T ;X), (Lp (0, T ;X))′ = Lp
′ (0, T ;X), où p′ est l’exposant conjugué

de p et dont le produit de dualité entre l’espace Lp (0, T ;X) et son dual est donné
par

〈f, g〉 =
∫ T

0
(f(t), g(t))X dt, ∀g ∈ Lp′ (0, T ;X) .

Nous citons ici quelques résultats qui caractérisent les ensembles compacts dans Lp (0, T ;X).
Pour les démonstrations nous renvoyons le lecteur à [59] et aux reférences citées.

Théorème 5. Soit F ⊂ Lp (0, T ;X), F est relativement compact dans Lp (0, T ;X), pour
1 ≤ p <∞ et dans C (0, T ;X) pour p =∞, si et seulement si

–
{∫ t2

t1
f(t) dt | f ∈ F

}
est relativement compact dans X, 0 < t1 < t2 < T .

– ‖f(t+ h)− f(t)‖Lp(0;T−h,X) → 0 lorsque h→ 0, uniformément pour tout f de F.

Nous citons un résultat conséquent à ce théorème, ceci dans le cas où des fonctions f
possédent des dérivées intégrables au sens des distributions. SoitD′ (]0, T [ , X) l’espace des
distributions de ]0, T [ dans X, l’espace des formes linéaires continues définies de D (]0, T [)
dans X. On définit la distribution dérivée ḟ d’une fonction par

〈
ḟ , ϕ

〉
= −〈f, ϕ̇〉, si la

fonction f ainsi que ses dérivées sont intégrables.

2.2.3 L’espace W 1,p (0, T ;X)

Définition 2. On définit l’espace

W 1,p (0, T ;X) = {u ∈ Lp (0, T ;X) tel que u̇ ∈ Lp (0, T ;X)} ,

muni de la norme

‖u‖W 1,p(0,T ;X) = ‖u‖Lp(0,T ;X) + ‖u̇‖Lp(0,T ;X) , p <∞,

ou de la norme équivalente

‖u‖W 1,p(0,T ;X) =
(
‖u‖Lp(0,T ;X) + ‖u̇‖Lp(0,T ;X)

) 1
p , p <∞.

Pour p = 2, on note H1 (0, T ;X) = W 1,2 (0, T ;X), c’est un espace de Hilbert.

On introduit ici la définition des espaces intermédiaires ou les espaces de Gelfand qui
sont importants dans les problèmes d’evolution.
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Définition 3. Les espaces (V , H, V ′) sont des espaces triple de Gelfand, si les proprtiétés
suivantes sont vérifiées

a) V est un espace de Banach séparable, réflexif, H est un éspace de Hilbert séparable
muni du produit scalaire 〈·, ·〉

b) l’inclusion V ⊂ H est continue avec V dense dans H,

c) On identifie H avec H ′ „ on a (H ⊂ V ′ avec (v, h)V,V ′ = 〈v, h〉 ∀v ∈ V , ∀h ∈ H).

On définit les espaces de Sobolev relatifs aux espaces triple de Gelfand (V , H,V ′). Soit
1 < p <∞ avec 1

p
+ 1

q
= 1, on pose

W 1,p (0, T ;V,H) = {u ∈ Lp (0, T ;V ) tel que u̇ ∈ Lp (0, T ;V ′)} ,

Proposition 2. Soit X un espace de Banach réflexif et H un espace de Hilbert tel que X
s’injecte continuement dans H avec X dense dans H. soit u ∈ LP (0, T ;X) tel que u ∈
Lq (0, T ;X ′) avec 1

p
+ 1

q
= 1. Alors u ∈ C(0, T ;H).

Nous citons ici quelques théorèmes de compacité dans les espaces intermédiares dû à
J.L. Lions [44].

Théorème 6. Soit X,B, Y trois espaces de Banach telque X ⊂ B ⊂ Y avec injection
compacte de X dans B et soit F ⊂ LP (0, T ;B) avec 1 ≤ p ≤ ∞. On suppose que

1. F est borné dans LP (0, T ;X),

2. ‖f(t+ h)− f(t)‖LP (0,T−h;Y ) → 0, uniformément pour tout f ∈ F.

Alors, F est ralativement compact dans LP (0, T ;B) (et dans C (0, T ;B) si p =∞).

Corollaire 1. Si F est borné dans LP (0, T ;X) avec 1 ≤ p <∞ et ∂F
∂t

= {ḟ | f ∈ F} est
borné dans LP (0, T ;Y ), alors F est relativement compact dans LP (0, T ;B).

Dans le cas où d’epaces X et Y sont en plus réflexifs et l’inclusion X ⊂ B est continue.
Nous avons le résultat dû à Lions, Aubin et Simon.

Théorème 7. Soit X, B, Y des espaces de Banach tel que X, Y sont réflexifs, X ⊂
B ⊂ Y avec l’injection de X ↪→ B est compacte et l’injection B ↪→ Y est continue.
Soit 1 < p < ∞ et 1 < p′ < ∞, (1

p
+ 1

p′
= 1). Alors l’injection de W 1,p(0, T ;X, Y ) ↪→

Lp (0, T ;B) est compacte.

2.2.4 Quelques propriétés de fonctions de Carathéodory

Définition 4 (fonction de Carathéodory). f est dite une fonction de Carathéodory sur
Q×R si pour tout réel u, la fonction (t, x)→ f(t, x, u) est mesurable et pour presque tout
(t, x) de Q, la fonction u→ f(t, x, u) est continue.
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Théorème 8. Si f est de Carathéodory, alors pour tout ε > 0, il existe une partie fermée
Cε ⊂ Q telle que mes(Q�Cε) < ε et la restriction de f à Cε × R est continue.

Définition 5 (opérateur de Nemytskii). On appelle opérateur de Nemytskii, l’opérateur
qui à u associe F (u) = f(., ., u).

Théorème 9. Si f est de Carathéodory et si ∃ a1 ∈ L2(Q), ∃a2 ∈ R, pour p.p. (t, x) dans
Q , ∀u ∈ R

|F (u)| ≤ a1 + a2|u|. (I.15)

Alors, l’opérateur de Nemytskii F associé à f est continu dans L2(Q), i.e. si un converge
vers u dans L2(Q), alors F (un) converge vers F (u) dans L2(Q) et réciproquement, si la
condition (I.15) est vérifiée, alors l’opérateur de Nemytskii associé à f est continu dans
L2(Q).

3 Quelques définitions sur les opérateurs univoques
et multivoques

Soit X un espace de Banach et X∗ son dual, soit (·, ·) le produit de dualité entre X et
X∗. Nous allons donner quelques définitions sur les opérateurs univoques et multivoques,
pour plus de détails le lecteur peut consulter ( [69], [18]).

Définition 6. Un opérateur T : X → X ′ est dit

1. borné, s’il transforme tout borné de X en un borné de X ′ ;

2. hémicontinu, si l’application réelle t 7−→ (T (u+ tv), w) est continue sur [0, 1], pour
tout u,v,w ∈ X ;

3. demicontinu, si pout tout xn → x dans X„ on a Txn → Tx faiblement dans X ′ ;

4. monotone, si (Tx− Ty, x− y) ≥ 0 pour tout x, y ∈ X ;

5. maximal monotone, si T est monotone et pour tout x,y∈ X et x′ ∈ X ′ vérifiant
(Tx− x′, x− y) ≥ 0, alors x′ = Ty ;

6. fortement monotone, s’il existe c > 0, p > 0 tel que (Tx− Ty, x− y) ≥ c ‖x− y‖p ;

7. pseudo-monotone, si pour tout xn ⇀ x faiblement dans X et lim sup (Txn, xn − x) ≤
0, alors lim inf (Txn, xn − v) ≥ (Tx, x− v) pour tout v ∈ X.

Remarque 1. Si l’opérateur T est borné hémicontinu et monotone, alors il est pseudo-
monotone

Si T est pseudo-monotone et coercif, alors ∀f ∈ X ′ ∃u ∈ X tel que Tu = f .

Théorème 10. Soit V est un espace de Banach réflexif et séparable et A un opérateur de
V dans V ′ borné, hémicontinu et monotone. Alors A est continu de V fort dans V ′ faible.
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Définition 7. Un opérateur T : X → 2X′ est dit

1. borné, si T (B ) est borné dans X ′ pour tout borné B de X ;

2. semi-continu-supérieurement , si T−1(C) = {x ∈ C | Tx ∩ C 6= 0} est fermé dans
X, pour tout C ∈ X ;

3. monotone, si pour tout x, y ∈ X et x′, y′ ∈ X ′, on a (x′ − y′, x− y) ≥ 0 ;

4. coercif, s’il existe une fonction réelle c de R+ dans R vérifiant lim
r→∞

c(r) = +∞ et tel
que pour tout x ∈ X et x′ ∈ Tx, on a (x′, x) ≥ c (‖x‖) ‖x‖ ;

5. pseudo-monotone s’il satisfait,

a) pour tout x ∈ X, Tx est un ensemble non vide convexe et faiblement compact dans X ′

b) T est semi-continu supérieurement défini de tout ensemble de dimension finie de X
dans un X ′ muni de la topologie faible,

c) si xn ⇀ x faiblement dans X, x′n ∈ Txn et lim sup (x′n, xn − x) ≤ 0, alors pour tout
y ∈ X il existe x′(y) ∈ Tx tel que (x′(y, )x− y) ≤ lim inf (x′n, xn − y).

3.0.5 Sous-différentiel d’une fonction convexe

Il bien connu que la théorie des opérateurs monotones a commencer par la monotonie
des fonctions convexes. Plus généralement pour toute fonction ϕ : X → R∪{+∞} propre
convexe semi-continue inférieurement s.c.i., on définit le sous-différentiel ∂ϕ : X → 2X′

par
∂ϕ(x) = {h ∈ X ′| < h, y − x >≤ ϕ(y)− ϕ(x),∀y ∈ X}. (I.16)

C’est le modèle le plus simple de l’opérateur maximal monotone. En particulier, si ϕK
la fonction indicatrice du convexe K de X, alors

NK(x) = ∂ϕK(x) = {h ∈ X ′| < h, y − x >≤ 0,∀y ∈ C},

est le cone normal de K en x.
Plus généralement, soit ϕ : X → R∪{+∞} une fonction convexe et s.c.i, avec D(ϕ) =

{x ∈ X|ϕ(x) <∞}. Trouver un élément u ∈ D(ϕ) tel que

(Au− f, x− u) ≥ ϕ(x)− ϕ(u) ≥ 0, ∀x ∈ D(ϕ), (I.17)

En utilisant la définition du sous-différentiel (I.16), l’inéquation variationnelle (I.17)
est équivalente à

f ∈ Au+ ∂ϕ(u), (I.18)
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en particulier, si ϕ = ϕK (fonction indicatrice du convexe K) l’inéquation variation-
nelle (I.17) est équivalente à

f ∈ Au+ ∂ϕK(u), (I.19)

Faisant usage des formes (I.17) et (I.18), la théorie des inégalités variationnelle se
prolonge dans le cadre de diverses généralisations du concept du sous-différentiel aux
fonctions non lisses, non convexes, ce qui fait appel au sous-différentiel généralisé au sens
de Clarke qui est donné pour une fonction localement Lipschitzienne. Pour plus de détails
nous renvoyons le lecteur au monographes [15, 28].

3.1 Quelques lemmes techniques

Lemme 1 (Inégalité de Cauchy [58]). Pour tout réel positif a et b et pour tout ε strictement
positif, on a

ab ≤ ε

2a
2 + 1

2εb
2.

Lemme 2 (Inégalités de Young). Soient p et q deux réels strictement positifs tels que
1
p

+ 1
q

= 1. Pour tout réel positif a et b, on a

ab ≤ ap

p
+ bq

q
.

De plus, on a pour tout ε > 0

ab ≤ εap

p
+ (1− ε)q bq

q
.

Lemme 3 (Gronwall ). Soient y ∈ L∞(]0, T [) et g ∈ L1(]0, T [) deux fonctions positives
et y0 une constante positive, telles que pour presque tout t ∈]0, T [

y(t) ≤ y0 +
∫ t

0
g(s)y(s)ds.

Alors, on a pour presque tout t ∈]0, T [

y(t) ≤ y0 exp
(∫ t

0
g(s)ds

)
.
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3.2 Quelques éléments d’analyse non linéaire

Dans cette section nous rappelons quelques résultats concernant les inéquations va-
riationnelles d’évolution et les inclusions différentielles non linéaire qu’on retrouvent dans
l’etude des problèmes proposés dans cette thèse.

3.2.1 Quelques résultats sur les équations et inéquations variationnelles

Soit V et H deux espaces de Hilbert tel que V ⊂ H ⊂ V ′, avec injection dense et
continue de V dans H, et soit A : V → V ′ un opérateur hemicontinu monotone vérifiant

∃α0 > 0, α1 ∈ R tel que (Au, u)V ′,V ≥ α0 |u|2V + α1,∀u ∈ V, (I.20)

Alors pour un u0 ∈ H et f ∈ L2(0, T ;V ′), il existe une unique fonction u vérifiant

u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ C (0, T ;H) , u̇ ∈ L2(0, T ;V ′)

u̇(t) + Au(t) = f(t), p.p.t ∈ (0, T ) , (I.21)

u(0) = u0, (I.22)

Théorème 11. Soit (V , H,V ′) un triple espaces de Gefland, soit K un sous-ensemble
fermé de V . Soit a (., .) : V ×V → R la forme bilinéaire symetrique, continue qui satisfait

∃ α0 > 0, α1 ∈ R tel que a (u, u)V ′,V ≥ α0 |u|2V + α1 |u|2H , ∀u ∈ V. (I.23)

Alors pour une donnée u0 ∈ K et f ∈ L2(0, T ;H), il existe une unique fonction u vérifiant

u ∈ L2(0, T ;V ) ∩H1([0, T ] ;H)

pour tout t ∈ [0, T ], u(t) ∈ K et pour presque tout t ∈ (0, T )

(u̇(t), v − u(t)) + a (u(t), v − u(t)) ≥ (f(t), v − u(t))H , ∀u ∈ K (I.24)

u(0) = u0. (I.25)

Soit maintenant X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (·, ·)X et de la norme
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‖ · ‖X , on considère le problème suivant, trouver x : [0, T ]→ X tel que

(Aẋ, y − ẋ)X + (Bx, y − x)X + j(x, y)− j(x, ẋ)
≥ (f, y − ẋ)X ∀ y ∈ X, t ∈ [0, T ],

(I.26)

x(0) = x0. (I.27)

Pour étudier le problème (I.26), (I.27) nous avons besoin de quelques hypothèses

– L’opérateur A : X → X est fortement monotone et de Lipschitz i.e.

(a) Il existe mA > 0 tel que
(Ax1 − Ax2, x1 − x2)X ≥ mA‖x1 − x2‖2

X ∀x1, x2 ∈ X.
(b) Il existe LA > 0 tel que
‖Ax1 − Ax2‖X ≤ LA‖x1 − x2‖X ∀x1, x2 ∈ X.

(I.28)

– L’opérateur non linéaire B : X → X est continuement Lipschitzien et il existe
LB > 0 tel que

‖Bx1 −Bx2‖X ≤ LB ‖x1 − x2‖X ∀x1, x2 ∈ X. (I.29)

– La fonctionnelle j : X ×X → R satisfait

(a) j(x, ·) est convexe s.c.i. pour tout ∈ X.
(b) Il existe m > 0 tel que

j(x1, y2)− j(x1, y1) + j(x2, y1)− j(x2, y2)
≤ m ‖x1 − x2‖X ‖y1 − y2‖X ∀x1, x2, y1, y2 ∈ X.

(I.30)

On suppose aussi que
f ∈ C (0, T,X) , x0 ∈ X. (I.31)

Alors nous avons le résultat suivant, qui est un résultat standard de la théorie des
inéquations variationnelles d’évolution (voir par exemple [27, 55]).

Théorème 12. Supposons les hypothèses (I.28)–(I.31) sont vérifiées. Alors le problème

(A(ẋ(t)), v − ẋ(t))X + (B(x(t)), v − ẋ(t))X+
j(x(t), v)− j(u(t), ẋ(t)) ≥ (f(t), v − ẋ(t))X , v, (I.32)

x(0) = x0. (I.33)

– admet une unique solution x ∈ C1 (0, T,X).
– Si x1 et x2 sont deux solutions du problème donné par (I.26) et (I.27) qui corres-
pondent respectivement aux données f1, f2 ∈ C(0, T ;X), alors il existe c > 0 te que
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‖ẋ1(t)− ẋ2(t)‖X ≤ c (‖f1(t)− f2(t)‖X + ‖x1(t)− x2(t)‖X) ∀ t ∈ [0, T ]. (I.34)

– Si, en plus f ∈ W 1,p(0, T ;X), avec p ∈ [1,∞], alors la solution x satisfait x ∈
W 2,p(0, T ;X).

Nous présentons ici un résultat qui montre l’existence et l’unicité d’une solution pour
les inéquations d’évolution écrites sous formes d’inclusion. Pour la démonstration voir
Barbu [8]

Théorème 13. Soit V et H deux espaces de Hilbert tel que V ⊂ H ⊂ V ′, avec injection
dense et continue de V dans H, et soit A : V → V ′ un opérateur linéaire continu et
symetrique vérifiant la condition de coercivité

∃α0 > 0, α1 ∈ R tel que (Au, u)V ′,V ≥ α0 |u|2V + α1 |u|2H ,∀u ∈ V. (I.35)

SoitM : V → 2V ′un opérateur multivoque maximal monotone. Soit f une fonction donnée
dans W 1;1 (0, T ;H) et u0, v0 deux données vérifiant

u0 ∈ V , v0 ∈ D(M) et (Au0 +Mv0) ∩H 6= ∅. (I.36)

Alors il existe une solution unique u ∈ W 1;∞ (0, T ;V ) ∩W 2;∞ (0, T ;H) vérifiant le pro-
blème  ü(t) + Au+Mu̇ 3 f(t), p.p.t ∈ (0, T ) ,

u(0) = 0, u̇ (0) = v0.
.
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Chapitre II

Problème de contact frottant quasi-statique

Introduction

Nous étudions ce chapitre une classe de problèmes variationnels d’évolution modélisant
un contact avec frottements d’un corps piézoélectique avec une fondation conductive.
Nous nous intéressons à l’évolution, à la fois de la déformation du corps et du potentiel
électrique dans un intervalle de temps [0, T ]. Ceci nous conduit à un système d’inéquations
variationnelles.

Le but dans ce travail est de donné une généralisation du cas donné dans l’article [39]
à une classe de problèmes modélisant des contacts frottants d’un corps piézoélectrique
avec une fondation conductrice et d’affaiblir les hypothèses d’existence et d’unicité. Nous
appliquons ce résultat à un exemple de contact frottant modélisé par la loi de compliance
normale et une version de la loi de frottement de Coulomb. Nous supposons qu’il y a des
charges électriques sur la partie du corps qui rentre en contact avec la base et qui dis-
paraissent lorsque ce contact est perdu, des conditions au bord électriques et mécaniques
sont par conséquent prises en considération. . Le processus est supposé électriquement
statique (tous les effets de radiation sont négligables) et mécaniquement quasi statique
(les termes d’inertie dans les équations d’équilibre sont supposés négligéables). Le contenu
de ce chapitre est accepté pour publication [2].

1 Existence et unicité des solutions du problème (PV )

Soit à résoudre le problème variationnel PV suivant, Trouver le déplacement u :
[0, T ]→ V et le potentiel électrique ϕ : [0, T ]→ W tel que

(Au̇(t), v − u̇(t))V + (Bu(t), v − u̇(t))V + (E∗ϕ(t), v − u̇(t))V
+j(u(t), v)− j(u(t), u̇(t)) ≥ (f(t), v − u̇(t))V ,

(II.1)

pout tout v ∈ V et t ∈ [0, T ],

(Cϕ(t), ζ)W − (Eu(t), ζ)W + (h(u(t), ϕ(t)), ζ)W = (q(t), ζ)W , (II.2)
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pour tout ζ ∈ W et t ∈ [0, T ], avec

u(0) = u0. (II.3)

Ici V etW sont respectivement l’espace des déplacements et des potentiels admissibles(
ce sont certains espaces de Banach vérifiant V ⊂ H ⊂ V ′ et W ⊂ H ⊂ W ′, avec H et H
des espaces de Banach réflexifs). Les opérateurs A, B, E, E∗, C et D sont respectivement
les opérateurs liés aux lois életro-mécanique données precédemment dans le chapitre1. Les
fonctionnelles J et h sont respectivement données en fonction des conditions mécaniques
et électriques au bord de la surface. La fonctionnelle h donnée dans (II.2) est définie par

(h(u, ϕ), ζ)W =
∫

ΓC
ψ(uν − g)φL(ϕ− ϕ0)ζ da, (II.4)

ϕ0 est le potentiel électrique de la fondation. La fonction φL est donnée par

φL(s) =


−L si s < −L,

s si − L ≤ s ≤ L,

L si s > L,

(II.5)

où L une valeur positive assez grande, elle peut être arbitrairement grande, plus élevée
que tout pic possible de tension dans le système. Un exemple de fonction ψ de Lipschitz
peut-être donnée par

ψ(r) =


0 si r < 0,

k
r

δ
si 0 ≤ r ≤ δ,

k si r > δ,

(II.6)

Nous donnons ici la liste des hypothèses sur les données du problème. On suppose que
A est non linéaire fortement monotone et continuement Lipshitzien sur V et B est un
opérateur non linéaire contiuement Lipshitzien dans V , pour plus de details (voir [57]).



(a) A : V → V.

(b) Il LA > 0 tel que
|Au1 − Au2|V ≤ LA |u1 − u2|V ∀u1, u2 ∈ V.

(c) il existe mA > 0 tel que
(Au1 − Au2, u1 − u2)V ≥ mA |u1 − u2|2V u1, u2 ∈ V.

(II.7)


(a) B : V → V.
(b) il existe LB > 0 tel que

|Bu1 −Bu2|V ≤ LB |u1 − u2|V ∀u1, u2 ∈ V.
(II.8)
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les opérateurs E∗ et E sont linéaires et vérifient

(a) E∗ : W → V.

(b) il existe CE∗ > 0 tel que
|E∗w|H ≤ CE∗ |w|W , ∀u ∈ V,

(c) E : V → W

|Eu|H ≤ CE |u|V ∀u ∈ V,
(d) 〈E∗w, v〉 = 〈w,Eu〉

(II.9)

C est un opérateur linéaire coercif

(a) C : W → W.

(b) il existe MC > 0 tel que
|Cτ |W ≤MC |τ |W ∀ τ ∈ W.

(c) il existe LC > 0 tel que
(Cτ,Cτ)W ≥ mC |τ |2W ∀ τ ∈ W.

(II.10)

La fonction ψ satisfait

(a) ψ : Γ3 × R→ R+.

(b) ∃Lψ > 0 tel que |ψ(x, u1)− ψ(x, u2)| ≤ Lψ|u1 − u2|
∀u1, u2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(c) ∃Mψ > 0 tel que |ψ(x, u)| ≤Mψ ∀u ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(e) x 7→ ψ(x, u) est mesurable surΓ3, pour toutu ∈ R.
(e) x 7→ ψ(x, u) = 0, pour toutu ≤ 0.

(II.11)

La fonctionnelle j : X ×X → R satisfait :

(a) j(u, ·) est convexe s.c.i. dans V pour tout u ∈ V.
(b) il existe m > 0 tel que

j(u1, v2)− j(u1, v1) + j(u2, v1)− j(u2, v2)
≤ m |u1 − u2|V |v1 − v2|V ∀u1, u2, v1, v2 ∈ V.

(II.12)

f ∈ W 1,p (0, T ;H) , (II.13)
q ∈ W 1,p (0, T ;H) , (II.14)
u0 ∈ V . (II.15)

Théorème 14. On suppose II.7–II.15 satisfaites. Alors il existe une unique solution du
Problème PV . La solution u satisfait

u ∈ W 2,p(0, T ;V ), ϕ ∈ W 1,p(0, T ;W ). (II.16)
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Preuve du théorème 14

Nous démontrons l’existence et l’unicité de la solution u de l’inéquation
variationnelle (II.1), vérifient le théorème 12. Pour cela nous considèrons le
problème suivant Problème P1

η, et une fonction η ∈ C([0, T ], V ) .

Trouver le champ de déplacement uη : [0, T ]→ V tel que

(A(u̇η(t)), v − u̇η(t))V + (B(uη(t)), v − u̇η(t))V + (η(t), v − u̇η(t))V
+j(uη(t), v)− j(uη(t), u̇η(t)) ≥ (f(t), v − u̇η(t))V ∀ v ∈ V, t ∈ [0, T ], (II.17)

uη(0) = u0. (II.18)

Nous avons les résultats suivants sur P1
η.

Lemme 4. (1) Il existe une unique solution uη ∈ C1([0, T ];V ) du problème (1.10) et
(II.18).

(2) Si u1 et u2 sont deux solutions de (1.10) et (II.18) correspondantes aux données
η1, η2 ∈ C([0, T ];V ), alors il existe c > 0 tel que

|u̇1(t)− u̇2(t)|V ≤ c (|η1(t)− η2(t)|Q + |u1(t)− u2(t)|V ) ∀ t ∈ [0, T ]. (II.19)

(3) Si en plus η ∈ W 1,p(0, T ;V ) pour p ∈ [1,∞], alors la solution uη ∈ W 2,p(0, T ;V ).

Démonstration. Nous appliquons le théorème 12 où X = V , en notant le produit scalaire
(·, ·)V et de la norme |·|V , nous définissons fη : [0, T ]→ V par

(fη(t), v)V = (f(t)− η(t), v)V , (II.20)

pour tout u, v ∈ V et t ∈ [0, T ]. Des hypothèses (II.7), (II.8) et (III.8) montrent que les
opérateurs A, B et j satisfont les conditions (I.28), (I.29) et (I.30) du théorème 12.

En plus, si la fonction f ∈ W 1,p(0, T ;H), comme η ∈ C([0, T ];V ), on déduit qu’ à
partir de (II.20) fη ∈ C([0, T ];V ). nous notons que (??) entraine que la condition (I.31) est
satisfaite. Nous déduisons que le lemme 1.29 n’est autre qu’une conséquence du théorème
12.

Dans le la suite on note uη ∈ C1([0, T ], V ) la solution du problème P1
η, ob-

tenu par Lemme 1.29. Nous posons le problème variationnel lié au potentiel
électrique.
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ProblèmeP2
η.

Trouver le potentiel ϕη : [0, T ]→ W tel que

(C (ϕη(t)) , ζ)W − (E(uη(t)), ζ)W + (h(uη(t), ϕη(t)), ζ)W = (q(t), ζ)W ,
∀ζ ∈ W , t ∈ [0, T ].

(II.21)

pour le problème bien posé P2
η, nous avons le résultat

Lemme 5. Il existe une unique solution ϕη ∈ W 1,p(0, T ;W ) vérifiant (II.21).
Si en plus ϕη1et ϕη2 sont deux solutions de (II.21) correspondent respectivement à η1,

η2 ∈ C([0, T ];V ) alors il existe c > 0, tel que

|ϕη1(t)− ϕη2(t)|W ≤ c |uη1(t)− uη2(t)|V ∀ t ∈ [0, T ]. (II.22)

Démonstration. Soit t ∈ [0, T ], le problème P2
η peut s’écrire à l’aide d’un problème d’opé-

rateur. Trouver ϕη : [0, T ]→ W tel que ∀ t ∈ [0, T ]

Aη(t)ϕη(t) = q(t)

avec Aη(t) : W → W est donné par le théorème de representation de Riesz,

(Aη(t)ϕ, ζ)W = (C(ϕ), ζ)W − (E(uη(t)), ζ)W + (h(uη(t), ϕ), ζ)W , ∀ϕ, ζ ∈ W (II.23)

Soit ϕ1, ϕ2 ∈ W , on a, d’après la coercivité de l’opérateur C (II.10)(a), la monotonie
de la fonction φL définie par (II.5) et les valeurs de la fonction ψ (voir (II.11)) qui sont
positives, on trouve que

(Aη(t)ϕ1 −Aη(t)ϕ2, ϕ1 − ϕ2)W (II.24)

≥ mC |ϕ1 − ϕ2|2W +
∫

ΓC
ψ(uην(t)− g)

(
φL(ϕ1 − ϕ0)− φL(ϕ2 − ϕ0)

)
(ϕ1 − ϕ2) da

≥ mC |ϕ1 − ϕ2|2W (II.25)

nous utilisons la bornitude de l’opérateur C(II.10)(b), et celle de ψ (|ψ(ui − g)| ≤ Mψ),
avec le fait que la fonction φL donnée par (II.5) est Lipschitzienne, en plus des inégalités
de trace de Sobolev, on déduit

(Aη(t)ϕ1 −Aη(t)ϕ2, ζ)W

≤MC |ϕ1 − ϕ2|W |ζ|W +Mψ

∫
ΓC
|ϕ1 − ϕ2| |ζ| da ∀ζ ∈ W,

≤ (MC +Mψc
2
0) |ϕ1 − ϕ2|W |ζ|W ,
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ceci implique
|Aη(t)ϕ1 −Aη(t)|W ≤ (MC +Mψc

2
0) |ϕ1 − ϕ2|W . (II.26)

d’où Aη(t) est un opérateur fortement monotone et Lipschitzien surW , donc il existe une
unique ϕη(t) ∈ W , solution de l’équation Aη(t)ϕη(t) = q(t). Ce qui entraine ϕη(t) ∈ W
est unique solution du problème variationnel P2

η.

Nous démontrons maintenant que ϕη ∈ W 1,p(0, T ;W ). Soit t1, t2 ∈ [0, T ] , pour simpli-
fier les notations, on pose ϕη(ti) = ϕi, uην(ti) = ui, qb(ti) = qi, pour i = 1, 2. En utilisant
(II.10)(a), (II.9), nous trouvons

mC |ϕ1 − ϕ2|2W +
∫

ΓC
ψ(u1 − g)φL(ϕ1 − ϕ0)− ψ(u2 − g)φL(ϕ2 − ϕ0) (ϕ1 − ϕ2) da

≤ cE |u1 − u2|V |ϕ1 − ϕ2|W + |q1 − q2|W |ϕ1 − ϕ2|W ; (II.27)

nous ajoutons et retronchons la quantité
∫

ΓC ψ(u1−g)φL(ϕ2−ϕ0) (ϕ1 − ϕ2) dans les deux
membres de l’inégalité (II.27)

mC |ϕ1 − ϕ2|2W +
∫

ΓC
ψ(u1 − g)

(
φL(ϕ1 − ϕ0)− φL(ϕ2 − ϕ0)

)
(ϕ1 − ϕ2) da

+
∫

ΓC

(
ψ(u1 − g)− ψ(u2 − g)

)
φL(ϕ2 − ϕ0) (ϕ1 − ϕ2) da

≤ cE |u1 − u2|V |ϕ1 − ϕ2|W + |q1 − q2|W |ϕ1 − ϕ2|W ;

ceci entaine que

mC |ϕ1 − ϕ2|2W +
∫

ΓC
ψ(u1 − g)

(
φL(ϕ1 − ϕ0)− φL(ϕ2 − ϕ0)

)
(ϕ1 − ϕ2) da

≤ cE |u1 − u2|V |ϕ1 − ϕ2|W + |q1 − q2|W |ϕ1 − ϕ2|W
+
∫

ΓC
|ψ(u1 − g)− ψ(u2 − g)φL(ϕ2 − ϕ0)| |ϕ1 − ϕ2| da,

rappelons que ψ ≥ 0, et φL monotone, on a

ψ(u1 − g)
(
φL(ϕ1 − ϕ0)− φL(ϕ2 − ϕ0)

)
(ϕ1 − ϕ2) ≥ 0. (II.28)

Nous utilisons le fait que ψ est monotone, que |φL(ϕ1 − ϕ0)| ≤ L, avec les inégalités de
traces, nous obtenons

mC |ϕ1 − ϕ2|2W
≤

[
(cE + LψLc0c̃0) |u1 − u2|V + |q1 − q2|W

]
|ϕ1 − ϕ2|W . (II.29)
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ce qui entaine d’après (II.29) que

|ϕ1 − ϕ2|W ≤
(cE + LψLc0c̃0)

mC

|u1 − u2|V + 1
mC

|q1 − q2|W . (II.30)

Comme uη ∈ C1([0, T ];H), q ∈ W 1,p(0, T ;W )(1.27), l’estimation (II.30) implique que
ϕη ∈ W 1,p(0, T ;W ).

Pour tout t ∈ [0, T ], soit η1, η2 ∈ C([0, T ];V ), ϕηi = ϕi, uηi = ui, pour i = 1, 2. Nous
utilisons (II.27) et les mêmes arguments que la preuve de (II.29), nous obtenons

|ϕ1(t)− ϕ2(t)|W ≤
1
mβ

(cE + LψLc0c̃0) |u1 − u2|V .

Ce qui donne l’estimation (III.13), ceci conclue donc la preuve du lemme 5.

Nous considèrons maintenant l’opérateur T : C([0, T ];V )→ C([0, T ];V ) defini
par

Tη(t) = E∗ (ϕη(t)) ∀ η ∈ C([0, T ];V ), t ∈ [0, T ]. (II.31)

Pour tout η ∈ C([0, T ];V ), ϕη est solution du problème P2
η , i.e ϕη(t) ∈ W,

comme par définition de E∗ avec le fait que ϕη ∈ W 1,2(0, T,W ), on déduit que
E∗ (ϕη) ∈ C([0, T ];V ). L’opétateur T est bien défini. Nous montrons que T admet
un unique point fixe.

Lemme 6. Soit V un espace de Banach muni de la norme |·|V et T > 0. Soit T :
C([0, T ];V )→ C([0, T ];V ) un opérateur vérifiant

|Tη1(t)− Tη2(t)|V ≤ c
∫ t

0
|η1(s)− η2(s)|V ds.

pour tout η1,η2 ∈ C([0, T ];V ). Alors, il existe un unique η̄ ∈ C([0, T ];V ) tel que
T η̄ = η̄.

Démonstration. soit η1, η2 ∈ C([0, T ];V ) et notant ui et ϕi les fonctions uηi et ϕηi obtenues
dans le lemme 1.29 lemme 5, pour i = 1, 2. Soit t ∈ [0, T ]. En utilisant (II.31) et (II.9),
nous obtenons

|Tη1(t)− Tη2(t)|V ≤ c |ϕ1(t)− ϕ2(t)|W ,

rappellons que d’une part (III.13), on trouve

|Tη1(t)− Tη2(t)|V ≤ c |u1(t)− u2(t)|V . (II.32)

et que d’autre part l’estimation (II.19) nous permet d’avoir

|u̇1(t)− u̇2(t)|V ≤ c
(
|η1(t)− η2(t)|V + |u1(s)− u2(s)|V

)
.
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Comme ui ∈ C1(0, T, V ), alors, on a

ui(t) = u0 +
∫ t

0
u̇i(s) ds

c’est à dire que
|u1(t)− u2(t)|V ≤

∫ t

0
|u̇1(s)− u̇2(s)|V ds, (II.33)

donc
|u̇1(t)− u̇2(t)|V ≤ c

(
|η1(t)− η2(t)|V +

∫ t

0
|u̇1(s)− u̇2(s)|V ds

)
.

On déduit d’après le lemme de Gronwall

∫ t

0
|u̇1(s)− u̇2(s)|V ds ≤ c

∫ s

0
|η1(s)− η2(s)|V ds. (II.34)

avec (II.32)–(II.34), on conclut que

|Tη1(t)− Tη2(t)|V ≤ c̄
∫ t

0
|η1(s)− η2(s)|V ds. (II.35)

Pour montrer que T est une contraction, on muni l’espace C([0, T ];V ) d’une norme
équivalente Ã la norme classique |·|C([0,T ];V ), notée |·|

∗
C([0,T ];V ) et tel que

|u|∗ = max
t∈[0,T ]

e−αt |u|V ,

avec α > c̄. Reprenons l’inégalité (II.35) et multiplions la par e−αt, on a

e−αt |Tη1(t)− Tη2(t)|V ≤ c̄e−αt
∫ t

0
eαse−αs |η1(s)− η2(s)|V ds

e−αt |Tη1(t)− Tη2(t)|V ≤ c̄e−αt
∫ t

0
eαsds |η1 − η2|∗C([0,T ];V )

|Tη1 − Tη2|∗C([0,T ];V ) ≤
c̄

α
|η1 − η2|∗C([0,T ];V ) ,

avec le choix de α l’opérateur T est une contraction, d’où il existe un unique η̄ ∈
C([0, T ];V ) tel que T η̄ = η̄. Nous avons ϕη̃ ∈ W 1,p(0, T ;W ), nous remplaçons η par
η̄ l’unique solution de Tη = η et tenons compte du fait que T ¯η(t) = E∗ (ϕη̄(t)), nous
déduisons alors que le couple (uη̄, ϕη̄) est l’unique solution des problèmes respectifs P1

η̄ et
P2
η̄. Par conséquent (uη̄, ϕη̄) est l’unique solution du problème PV . La régularité donnée

dans (II.16) est une conséquence du lemme 1.29 et 5. Ainsi s’achève la démonstration du
théorème 14.
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2 Application : contact quasi-statique électro-viscoélastique
avec compliance normale et frottement de Cou-
lomb

Nous donnons ici l’exemple de contact avec frottement sec de Coulomb mo-
délisé par la condition de compliance normale, d’un matériau électro-viscoélastique
avec une fondation conductive.

Rappelons que les équations d’équilibre et d’état d’un corps électro-viscoélastique
sont données par

σ = Aε(u̇) + Gε(u) + E∗∇ϕ dans Ω× (0, T ), (II.36)
D = Eε(u)− β∇ϕ dans Ω× (0, T ), (II.37)

Divσ + f0 = 0 dans Ω× (0, T ), (II.38)
div D− q0 = 0 dans Ω× (0, T ), (II.39)

Les conditions au bord ΓD ∪ ΓN sont celles de Dirichlet et Neumann

u = 0 sur ΓD × (0, T ), (II.40)
σν = fN sur ΓN × (0, T ), (II.41)

les conditions mécaniques au bord sur la surface de contact ΓC sont les sui-
vantes

σν = − pν (uν − g) , dans Γ3 × (0, T ) , (II.42)


‖στ‖ ≤ µpν(uν − g), dans Γ3 × (0, T ) ,
‖στ‖ < µpν(uν − g) =⇒ u̇τ = 0,

‖στ‖ = µpν(uν − g) =⇒ ∃λ > 0 tel que στ = −λu̇τ ,
(II.43)

Les conditions électriques sont données par

ϕ = 0 sur Γa × (0, T ), (II.44)
D · ν = qb sur Γb × (0, T ), (II.45)

D · ν = ψ(uν − g)φL(ϕ− ϕ0) sur ΓC × (0, T ), (II.46)

La condition initiale est
u(0) = u0 dans Ω. (II.47)
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On suppose que mes ΓD > 0 et mes Γa > 0. Nous donnons ici la liste des hypo-
thèses sur les données du problème, comme suit
L’opérateur de viscosité A et un opérateur d’élasticité G satisfont les condi-
tions :

(a) A : Ω× Sd → Sd.
(b) Il existe LA > 0 tel que

‖A(x, ξ1)−A(x, ξ2)‖ ≤ LA‖ξ1 − ξ2‖
∀ ξ1, ξ2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(c) Il existe mA > 0 tel que
(A(x, ξ1)−A(x, ξ2)) · (ξ1 − ξ2) ≥ mA‖ξ1 − ξ2‖2

∀ ξ1, ξ2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.
(d) L’application x 7→ A(x, ξ) est Lebesgue mesurable sur Ω,

pour tout ξ ∈ Sd.
(e) L’application x 7→ A(x,0) appartient à H.

(II.48)



a) G : Ω× Sd → Sd,
b) il existe LG > 0 tel que
|G (x, ε1)− G (x, ε2)| ≤ LG |ε1 − ε2| ,
∀ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω, tel que
c) l’application x 7−→ G (x, ε) est Lebesgue mesurable sur Ω, ∀ε ∈ Sd,
d) l’application x 7−→ G (x,0) appartient à H.

(II.49)

Le tenseur électrique E et le tenseur de permeabilité β satisfont
(a) E : Ω× Sd → Rd.
(b) E(x, τ ) = (eijk(x)τjk) ∀τ = (τij) ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.
(c) eijk = eikj ∈ L∞(Ω).

(II.50)



(a) β : Ω× Rd → Rd.
(b) β(x,E) = (βij(x)Ej) ∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω.
(c) βij = βji ∈ L∞(Ω).
(d) Il existe mβ > 0 tel que βij(x)EiEj ≥ mβ‖E‖2

∀E = (Ei) ∈ d, p.p. x ∈ Ω.

. (II.51)

La fonction de compliance normale pν satisfait

(a) pν : ΓC × R→ R+.

(b) ∃Lν > 0 tel que |pν(x, u1)− pν(x, u2)| ≤ Lν |u1 − u2|
∀u1, u2 ∈ R, p.p. x ∈ ΓC .
(c) x 7→ pν(x, u)mesurable surΓC , pour toutu ∈ R.
(d) x 7→ pν(x, u) = 0, pour toutu ≤ 0.

(II.52)
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Nous posons
H = {u = (ui) | ui ∈ L2(Ω)} = (L2(Ω))d ,
W = {D ∈ H | divD ∈ L2(Ω)} ,
H =

{
σ = (σ)ij | σij = σji ∈ L2(Ω)

}
,

H1 = {u = (ui) | ε (u) ∈ H} ,
H1 = {σ ∈ H | Divσ ∈ H} ,

V = {v ∈ H1 : v = 0 sur ΓD},
W = {ζ ∈ H1(Ω) : ζ = 0 sur Γa},

où H1(Ω) est l’espace de Sobolev classique, définit sur L2(Ω). Les espaces V,W
sont munis de produits scalaires respectifs

(u,v)V = (ε(u), ε(v))H, (ϕ, ζ)W = (∇ϕ,∇ζ)L2(Ω) (II.53)

Moyennant l’hyopthèse sur la mesure de ΓD et Γa, on a les inégalités de Korn
et Friedrichs-Poincaré suivantes

|ε(v)|H ≥ cF |v|H1
∀v ∈ V, (II.54)

|ϕ|W ≥ c̃F |ϕ|H1 ∀ϕ ∈ W .

où cF > 0 est une constante dépendante seulement de Ω, Γa et ΓC. Comme
on a d’après le théorème de trace de Sobolev, l’existence d’une constante c0,
dépendante de Ω, Γa et ΓC, tel que

‖ζ‖L2(ΓC) ≤ c0‖ζ‖W ∀ ζ ∈ W, (II.55)

‖v‖L2(ΓC)d ≤ c̃0‖v‖V ∀v ∈ V. (II.56)

La fonction seuil g, le potential ϕ0, la fonction de friction µ, les forces volu-
miques et surfaciques, les densités de charges q0, qb et le déplacement initial u0

satisfont

g ∈ L2(Γ3), g ≥ 0 p.p. sur Γ3, ϕ0 ∈ L2(Γ3), (II.57)
µ ∈ L∞(Γ3), µ ≥ 0 p.p. sur Γ3, |µ|L∞(Γ3) ≤ µ0, (II.58)

f 0 ∈ W 1,p
(
0, T ;L2 (Ω)d

)
, f 2 ∈ W 1,p

(
0, T ;L2 (Γ2)d

)
, (II.59)

q0 ∈ W 1,p
(
0, T ;L2 (Ω)

)
, qb ∈ W 1,p

(
0, T ;L2 (Γb)

)
, (II.60)

u0 ∈ V. (II.61)

35



II.2 Application : contact quasi-statique électro-viscoélastique avec
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2.1 Formulation variationnelle du problème

Nous multiplions l’équation (II.38) par v− u̇ où v ∈ V, on a
∫

Ω
divσ (v− u̇)dx =

∫
Ω
f0(v− u̇)dx,

en appliquant la formule de Green sur σ que l’on suppose assez régulier
∫

Ω
σε(v− u̇)dx−

∫
Γ
(v− u̇)σνds =

∫
Ω
f0(v− u̇)dx,

(Aε(u̇(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))H + (Gε(u(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))H

+(E∗∇ϕ(t), ε(v)− ε(u̇(t)))H −
∫

Γ(v− u̇)σνds = (f0,v− u̇)V ,
(II.62)

Comme, on a vν =v·ν et vτ =v−vνν, σν = (σν)·ν et σν = στ+σνν, on utilise la dé-
composition en composantes normales et tangentielles du vecteur déplacement
et du vecteur contrainte sur Γ :

uν = uini, uτ = u− uνn
σν = σijninj, (στ )i = σijnj − σνni,

ce qui donne
∫

Γ
σn(v− u̇)da =

∫
ΓN
σν(v− u̇)da+

∫
ΓD
σν(v− u̇)da+

∫
ΓC
σν(v− u̇)da,

=
∫

ΓD
fN(v− u̇)da+

∫
ΓC

[στ (vτ − u̇τ ) + σν(vν − u̇ν)] da;

=
∫

ΓD
fN(v− u̇)da+

∫
ΓC
στ (vτ − u̇τ )da+

∫
ΓC
σν(vν − u̇ν)da;

Comme d’une part de la condition au bord (II.43), on a

−
∫
ΓC στ (vτ − u̇τ ) da =

∫
ΓC (−στvτ + στ u̇τ ) da

≤
∫
ΓC ‖στ‖ ‖vτ‖ da+

∫
ΓC στ u̇τ da,

≤
∫

ΓC ‖στ‖ ‖vτ‖ da−
∫

ΓC λ ‖u̇τ‖ ‖u̇τ‖ da,

rappelons que λ ‖u̇τ‖ = ‖στ‖ et ‖στ‖ = µpν(uν − g), alors

−
∫

ΓC
στ (vτ − u̇τ ) da ≤

∫
ΓC
µpν(uν − g)‖vτ‖ da−

∫
ΓC
µpν(uν − g) ‖u̇τ‖ da,

et d’autre part d’après (II.42), on a

−
∫

ΓC
σν(vν − u̇ν)da =

∫
ΓC
pν (uν − g) (vν − u̇ν)da

=
∫

ΓC
pν (uν − g) vνda−

∫
ΓC
pν (uν − g) u̇νda
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L’équation (II.62) devient

(Aε(u̇(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))H + (Gε(u(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))H + (E∗∇ϕ(t), ε(v)− ε(u̇(t)))H

+
∫

ΓC µpν(uν − g)‖vτ‖ da−
∫

ΓC µpν(uν − g) ‖u̇τ‖ da
+
∫

ΓC pν (uν − g) vνda−
∫

ΓC pν (uν − g) u̇νda
≥ (f0,v− u̇)V +

∫
ΓD fN(v− u̇)da,

Nous définissons les fonctionnelles j : V × V → R, f : [0, T ]→ V , par

j(u,v) =
∫

ΓC
pν(uν − g)vν da+

∫
ΓC
µpν(uν − g)‖vτ‖ da, (II.63)

(f(t),v)V =
∫

Ω
f0(t)v dx+

∫
ΓN

fN(t)v da, (II.64)

pour tout u,v ∈ V , ϕ, ζ ∈ W et t ∈ [0, T ], on a la formulation variationnelle
suivante

(Aε(u̇(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))H + (Gε(u(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))H

+ (E∗∇ϕ(t), ε(v)− ε(u̇(t)))H + j(u(t),v)− j(u(t), u̇(t))

≥ (f(t),v− u̇(t))V ,

(II.65)

u(0) = u0. (II.66)

Il est facile de voir que si l’équation (II.39) est multipliée par une fonction
test ζ ∈ W , nous obtenons

(β∇ϕ(t),∇ζ)W − (Eε(u(t)),∇ζ)W + (h(u(t), ϕ(t)), ζ)W = (q(t), ζ)W , (II.67)

où h : V ×W → W et q : [0, T ]→ W sont définies par

(h(u, ϕ), ζ)W =
∫

ΓC
ψ(uν − g)φL(ϕ− ϕ0)ζ da, (II.68)

(q(t), ζ)W = −
∫

Ω
q0(t)ζ dx−

∫
Γb
qb(t)ζ da. (II.69)

Problème (P0) Trouver le déplacement u : Ω× [0, T ]→ V et le potentiel élec-
trique ϕ : [0, T ]→ W qui satisfont (II.65), (II.66) et (II.67).

2.2 Existence et unicité des solutions du problème (P0)

L’existence et unicité des solutions du problème (P0) est une application
directe du théorème 14.

Théorème 15. On suppose que les conditions (II.48)-(II.61) sont vérifiées, alors il existe
une unique solution (u, ϕ) du problème (P0) vérifiant la régularité (II.16).
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Démonstration. Soit A : V → V et B : V → V deux opérateurs donnés par

(Au,v)V = (Aε(u̇(t)), ε(v))H, (Bu,v)V = (Gε(u(t)), ε(v))H,

pour tout u, v ∈ V , en utilisant (II.48(a)) et (II.49(b)), les opérateurs A et B sont conti-
nuement Lipschitzien. Les hypothèses (1.36) et (II.48(c)) montrent que A est monotone
sur V ,

(Au1 − Au2,u1 − u2)V ≥ mA‖u1 − u2‖2
V ∀u1,u2 ∈ V .

Comme les conditions (II.52) et (3) sont vérifiées, la fonctionelle j définie par (II.63)
satifait (III.8), en effet j(u, ·) est convexe par rapport à la deuxième variable, on a

j(u, tv+ (1− t)w) =
∫

ΓC
pν(uν − g) (tvν+ (1− t)wν) da

+
∫

ΓC
µpν(uν − g)‖tvτ+ (1− t) wτ‖ da,

≤ t
∫

ΓC
pν(uν − g)vν + (1− t)

∫
ΓC
pν(uν − g)wν +

t
∫

ΓC
µpν(uν − g)‖vτ‖+ (1− t)

∫
ΓC
µpν(uν − g)‖wτ‖ da

≤ t
[∫

ΓC
pν(uν − g)vν +

∫
ΓC
µpν(uν − g)‖vτ‖

]
+

(1− t)
[∫

ΓC
pν(uν − g)vν +

∫
ΓC
µpν(uν − g)‖vτ‖

]
.

Elle est semi continue inférieurement par rapport à la deuxième variable, en effet soit
(vn)n ∈ V convergente faiblement dans V , alors elle est bornée dans V, d’après le théorème
de trace de Sobolev (II.56)

‖vn‖L2(ΓC) ≤ c̃0‖vn‖V ≤ cste., (II.70)

la suite (vn)n est donc bornée L2(ΓC), ce qui entraine que les suites (vνn)n et (‖vτn‖)n
sont bornées dans L2(ΓC), donc elles sont faiblement convergentes vers respectivement vν
et vτ , nous avons donc pour une fonction µpν(uν − g) ∈ L2(ΓC),

∫
ΓC
pν(uν − g)vnν da→

n→∞

∫
ΓC
pν(uν − g)vνda, (II.71)∫

ΓC
µpν(uν − g)‖vnτ‖ da→

n→∞

∫
ΓC
µpν(uν − g)‖vτ‖da. (II.72)

en faisant la somme des deux termes (II.71) et (II.72) on trouve que

j(u,vn) →
n→∞

j (u,v) ,

d’où j (u, ·) est semi continue inférieurement par rapport v et cela pour tout u ∈ V. En
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vue du théorème de trace de Sobolev (II.56) la fonctionnelle j vérifie ∀u1,u2,v1,v2 ∈ V,

j(u1,v2)− j(u1,v1) + j(u2,v1)− j(u2,v2) =

∫
ΓC pν(u1ν − g)v2νda+

∫
ΓC µpν(u1ν − g)‖v2τ‖da

−
∫
ΓC pν(u1ν − g)v1νda−

∫
ΓC µpν(u1ν − g)‖v1τ‖da+∫

ΓC pν(u2ν − g)v1νda+
∫

ΓC µpν(u2ν − g)‖v1τ‖da
−
∫

ΓC pν(u2ν − g)v2νda−
∫

ΓC µpν(u2ν − g)‖v2τ‖da

=
[∫

ΓC pν(u1ν − g)v2νda−
∫

ΓC pν(u2ν − g)v2νda
]

+
[∫

ΓC pν(u2ν − g)v1νda−
∫

ΓC pν(u1ν − g)v1νda
]

+
[∫

ΓC µpν(u1ν − g)‖v1τ‖da+
∫

ΓC µpν(u2ν − g)‖v1τ‖da
]

+
[∫

ΓC µpν(u1ν − g)‖v2τ‖da−
∫

ΓC µpν(u2ν − g)‖v2τ‖da
]

≤ Lν |u1ν − u2ν |L2(ΓC) |v1ν − v2ν |L2(ΓC) + Lν |µ|L∞(ΓC) |u1ν − u2ν |L2(ΓC) |‖v1τ‖ − ‖v2τ‖|L2(ΓC)

≤ Lν
(
1 + |µ|L∞(ΓC)

)
|u1 − u2|L2(ΓC) |v1 − v2|L2(ΓC) ,

≤ c̃2
0Lν

(
1 + |µ|L∞(ΓC)

)
|u1 − u2|V |v1 − v2|V .

il existe m > 0, m = c̃2
0Lν

(
1 + |µ|L∞(ΓC)

)
, tel que la fonctionnelle j vérifie la propriété

(III.8(b))
En utilisant le théorème de représentation de Riesz, nous définissons les opérateurs C :
W → W et E : V → W par

(Cϕ(t), ζ)W = (β∇ϕ(t),∇ζ)W − (Eε(u(t)),∇ζ)W,
(E(uη(t)), ζ)W = (Eε(u(t)),∇ζ)W.

Il est simple de voir que la fonctionnelle h(u(t), ϕ(t)) et q(t) données par (II.68) et (II.69)
coincident avec (1.37) et (1.27) du problème (PV ). Ainsi toutes les conditions du théorème
14 sont vérifiées, le problème (P0) admet donc une solution unique vérifiant (II.16).
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II.2 Application : contact quasi-statique électro-viscoélastique avec
compliance normale et frottement de Coulomb
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Chapitre III

Problème dynamique de contact frottant

1 Introduction

Nous nous intéressons ici au problème de contact frottant lorsque l’on tient
compte des termes d’inertie dans les équations d’équilibre, le processus est
alors dynamique. Le système variationnel qui y découle est formé d’une in-
équation d’evolution de type hyperbolique et d’une équation elliptique en
temps. L’étude du cas dynamique de contact d’un corps piézoélectrique avec
une fondation rigide ou déformable n’a pas conduit à beaucoup de travaux vû
la complexité de la modélisation des problèmes de contact en plus des proprié-
tés piézoélectriques du matériau, nous citons l’exemple de [7, 13, 21, 32, 41].
Dans ce chapitre nous allons étudier l’existence et l’unicité de solutions d’un
problème variationnnel modélisant un contact frottant avec une fondation dé-
formable et isolante. Le corps est supposé électro-viscoélastique avec une par-
tie élastique linéaire et la partie viscosité non linéaire. A la surface de contact
la composante normale du tenseur de contrainte est donné par une loi nor-
male de compliance et la composante tangentielle suit la de loi de Coulomb, ce
qui assure une condition au bord avec un comportement monotone en terme
de sous-différentiel. La technique que nous utilisons repose sur des résultats
classiques sur les inclusions différentielles et la méthode du point fixe.
Soit à résoudre le problème variationnel PV suivant

Problème PV .
Trouver le déplacement u : [0, T ]→ V et le potentiel électrique ϕ : [0, T ]→ W

tel que

〈ü(t), v − u̇(t)〉H + 〈Au̇(t), v − u̇(t)〉V + 〈Bu(t), v − u̇(t)〉V +
〈E∗ϕ(t), v − u̇(t)〉V + j(u(t), v)− j(u(t), u̇(t)) ≥ (f(t), v − u̇(t))H,

(III.1)

pout tout v ∈ V et p.p. t ∈ [0, T ],

(Cϕ(t), ζ)W − (Eu(t), ζ)W = (q(t), ζ)W , (III.2)
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pour tout ζ ∈ W et p.p. t ∈ [0, T ], avec

u(0) = u0, u̇(0) = v0. (III.3)

Les espaces V et W sont respectivement l’espace des déplacements et des
potentiels admissibles ce sont des espaces de Banach vérifiant V ⊂ H ⊂ V ′ et
W ⊂ H ⊂ W ′, avec H et H sont des espaces de Banach réflexifs. Les opérateurs
A, B, E, E∗, C et D sont respectivement les opérateurs liés aux lois életro-
mécanique données precèdemment dans le chapitre1. Nous présentons ici les
hypothèses sur les données. On suppose que A est non linéaire fortement
monotone et continuement Lipshitzien sur V et B est un opérateur linéaire
continu symétrique coercif dans V i.e.

(a) A : V → V.

(b) Il existe LA > 0 tel que
|Au1 − Au2|V ≤ LA |u1 − u2|V ∀u1, u2 ∈ V.

(c) il existe mA > 0 tel que
(Au1 − Au2, u1 − u2)V ≥ mA |u1 − u2|2V u1, u2 ∈ V,

e) A borné, i.e. il existe cA > 0 tel que
|Au|V ≤ cA, ∀u ∈ B (0, r) , r > 0.

(III.4)


(a) B : V → V linéaire continu ;
(b) il existe αB > 0 , ωB ∈ R tel que

(Bu,Bu)V + ωB |u|H 2 ≥ αB |u|V 2 ∀u1, u2 ∈ V.
(III.5)

les opérateurs E∗ et E sont linéaires et vérifient

(a) E∗ : W → V.

(b) il existe CE∗ > 0 tel que
|E∗w|V ≤ CE∗ |w|W , ∀u ∈ V,

(c) E : V → W

|Eu|W ≤ CE |u|V ∀u ∈ V,
(d) 〈E∗w, v〉V = 〈w,Eu〉W ; ∀u ∈ V, ∀u ∈ V, ∀w ∈ W.

(III.6)

C est un opérateur linéaire coercif

(a) C : W → W.

(b) il existe MC > 0 tel que
|Cτ |W ≤MC |τ |W ∀ τ ∈ W.

(c) il existe LC > 0 tel que
(Cτ,Cτ)W ≥ mC |τ |2W ∀ τ ∈ W.

(III.7)
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La fonctionnelle j : X ×X → R satisfait

(a) j(u, ·) est convexe s.c.i. dans V pour tout u ∈ V.
(b) il existe m > 0 tel que

j(u1, v2)− j(u1, v1) + j(u2, v1)− j(u2, v2)
≤ m |u1 − u2|V |v1 − v2|V ∀u1, u2, v1, v2 ∈ V.

(III.8)

Nous supposons aussi

f ∈ W 1,1 (0, T ;H) , (III.9)
q ∈ W 1,∞ (0, T ;H) , (III.10)
u0 ∈ V , v0 ∈ D (∂j2) avec (III.11)
〈Av0, v − v0〉H + 〈Bu0, v − v0〉V + j(u0, v)− j(u0, v0)
≥ 〈f(0), v − v0〉V ” ∀v ∈ V. (III.12)

ici ∂j2 est le sous-différentiel de la fonction j par rapport la deuxième variable
au sens de l’analyse convexe. Remarquons que le système d’équations est cou-
plé. Nous réduisons son étude à celle d’une inéquation variationnelle, par le
bias d’un résultat que l’on présente dans le paragraphe suivant.

1.1 Existence et unicité du potentiel électrique ϕ

Lemme 7. Sous les hypothèses (III.6, III.7) et pour tout u(t) ∈ V , il existe une unique
solution ϕu ∈ W vérifiant l’equation (III.2). L’application S : u 7−→ ϕu est Lipshitzienne.
Si de plus u ∈ W 1,∞(0, T, V ) alors ϕu ∈ W 1,∞(0, T,W ). Soient ϕu1et ϕu2 deux solutions
de (III.2) correspondant Ã respectivement à u1, u2 ∈ W 1,∞(0, T,W ) alors il existe c > 0,
tel que

|ϕu1(t)− ϕu2(t)|W ≤
CE
mC

|uu1(t)− uu2(t)|V p.p. t ∈ (0, T ) . (III.13)

Démonstration. Existence et unicité

Soit t ∈ [0, T ] et soit u(t) ∈ V fixé, il est est clair que lorsqu’on pose f(t) = Eu(t)+q(t),
f est une forme linéaire de W dans R, l’équation variationnelle (III.2) admet donc une
solulion unique ϕ(t) dans W (théorème de Lax-Milgram). Pour deux valeurs u1 et u2

correspondent deux solutions ϕu1 et ϕu2
vérifient

(C (ϕu1 − ϕu2) , ϕ1 − ϕ2)W = (E (u1 − u2) , ϕu1 − ϕu2)W ,
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de la coercivité de C et l’hypothèse (III.6), on trouve

|ϕu1 − ϕu2|W ≤
CE
mC

|u1 − u2|V .

D’où l’application S : u 7−→ ϕu est Lipshitzienne sur V .
Régularité
Si on suppose maintenant que u ∈ W 1,∞(0, T, V ), soit ti ∈ [0, T ] , i = 1, 2, posons

ui(t) = ui et ϕi(t) = ϕi, i = 1, 2, remplaçons les respectivement dans (III.2) et utilisons
une autre fois la coercivité de C et l’hypothèse (III.6), on trouve

|ϕ1 − ϕ2|W ≤
CE
mC

|u1 − u2|V .

Ceci montre que si u ∈ W 1,∞(0, T, V ), alors ϕ ∈ W 1,∞(0, T,W ).

1.2 Existence et unicité du champ de déplacement u

Théorème 16. On suppose III.4–III.12 sont satisfaites. Alors il existe une solution
unique u du Problème PV et satisfait

u ∈ W 1,∞(0, T ;V ) ∩W 2,∞(0, T ;H). (III.14)

Nous notons par cste. une constante positive indépendante du temps et
dont sa valeur peut changer d’une ligne à l’autre.

Posons Su(t) = ϕ(t) où ϕ(t) est solution de l’équation de (III.2) corres-
pondent à la solution u(t) de l’inéquation (III.1). Cette dernière s’écrit

〈ü(t), v − u̇(t)〉H + 〈Au̇(t), v − u̇(t)〉V + 〈Bu(t), v − u̇(t)〉V +
〈E∗Su(t), v − u̇(t)〉V + j(u(t), v)− j(u(t), u̇(t)) ≥ (f(t), v − u̇(t))H, p.p. t, v ∈ V .

(III.15)
où 〈·, ·〉H est le produit de dualité entre V et V ′. Remarquons que (III.2) s’écrit
sous forme d’inclusion différentielle suivante

ü(t) + Au̇(t) +Bu(t) + ∂j2 (u(t), u̇(t)) + E∗Su(t) 3 f(t), p.p. t ∈ [0, T ] ,

Résoudre le problème PV est équivalent à résoudre le problème suivant noté
PI

ü(t) +Bu(t) +R(u(t), u̇(t)) + E∗Su(t) 3 f(t), p.p. t ∈ [0, T ] ,
u(0) = u0, u̇(0) = v0,

(III.16)

où l’opérateur R(u, u̇) = Au̇+ ∂j2 (u, u̇).
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1.2.1 Existence et unicité de solution du problème PI

Théorème 17. On suppose que les conditions III.4–III.12 sont satisfaites. Alors,

1. il existe une solution unique u du Problème PI . La solution u satisfait

u ∈ W 1,∞(0, T ;V ) ∩W 2,∞(0, T ;H). (III.17)

2. il existe une solution unique vérifiant l’équation (III.2) avec

ϕ ∈ W 1,∞(0, T ;W ). (III.18)

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution de PI, nous cherchons
la solution d’un problème intermédiaire et nous utilisons des résultats clas-
siques sur l’existence de solutions des inclusions différentielles et la méthode
du point fixe. Soit une fonction avec µ ∈ W 1,∞ (0, T ;V ) fixé tel que µ(0) = u0 et
soit le problème noté P

µ
I , trouver u : [0, T ]→ V vérifiant

ü(t) +R(µ(t), u̇(t)) +Bu(t) 3 F (t), p.p. t ∈ [0, T ] ,
u(0) = u0, u̇(0) = v0,

(III.19)

1.2.2 Existence et unicité de solution du problème P
µ
I

Lemme 8. Sous les hypothèses III.4–III.12, il existe une solution unique u au Problème
P
µ
I avec u ∈ W 1,∞(0, T ;V ) ∩W 2,∞(0, T ;H).
Si u1 et u2 sont deux solutions de PµI correspondantes aux données η1, η2 ∈ W 1,∞(0, T ;V ),

alors il existe c > 0 tel que

|u̇1 − u̇2|L2(0,t;V ) ≤ cste.
{
|µ2 − µ1|L2(0,t;V ) + |u1 − u2|L2(0,t;V )

}
. (III.20)

Démonstration. Nous allons appliquer le théorème 13 au problème P
µ
I . En effet nous

posons Au(t) = Bu(t) et Fµ(t) = f(t) + E∗Sµ(t) et M(u̇(t)) = R(µ(t), u̇(t)).
On a B : V → V ′ est par hypothèse un opérateur linéaire continu symétrique et coercif.

La fonction Fµ est dans W 1,1 (0, T ;V ) puisque que E∗S est un opérateur Lipshitzien
borné dans V et µ ∈ W 1,∞ (0, T ;V ). L’opérateur multivoque M : V → 2V ′ est maximal
monotone par rapport à u̇(t), il est en fait la somme de deux opérateurs le premier
A qui est par hypothèse (III.4 (a)-(e)) monotone continu (donc hémicontinu) borné et
du deuxième opérateur ∂j2 (µ(t), u̇(t)) qui est le sous differentiel d’une fonction propre
convexe semi continue inférieurement, il est donc maximal monotone. On conclut d’après
les résultats d’analyse fonctionnelle sur les opérateurs maximaux monotones que la somme
R
(
µ(t), u̇(t)

)
est maximal monotone (voir par exemple barbu [8]).

Comme u0 ∈ V , v0 ∈ D(∂j2) et de plus comme la condition (III.12) est vérifiée avec
µ(0) = u0 et f(0) ∈ V ⊂ H , donc ceci entraine qu’il existe un élement (f(0)) à la fois
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dans (Bu0 +Mv0) et dans H, d’où la condition (I.36) Bu0 + Mv0 ∩H 6= ∅ est vérifiée.
Les conditions du théorème 13 sont toutes vérifiées, il existe donc une solution unique
uµ ∈ W 1;∞ (0, T ;V ) ∩W 2;∞ (0, T ;H) solution du problème P

µ
I .

Soit maintenant deux fonctions µ1 µ2 de W 1;∞ (0, T ;V ) et uµ1 (t), uµ2 (t) notées res-
pectivement u1 et u2 les deux solutions des problèmes respectifs P

µ1
I et P

µ2
I . Rapellons

que P
µi
I i = 1, 2 s’écrivent aussi

〈üi, v − u̇i〉H + 〈Au̇i, v − u̇i〉V + 〈Bui, v − u̇i〉V +
+j(µi, v)− j(µi, u̇i) ≥ (Fµi , v − u̇i)H , v ∈ V .

(III.21)

En remplaçant respectivement dans (III.21) v par u̇2 ensuite par u̇1 et en soustrayant
les deux problèmes obtenus on trouve

〈ü2 − ü1, u̇2 − u̇1〉H + 〈Au̇2 − Au̇1, u̇2 − u̇1〉V + 〈B (u2 − u1) , u̇2 − u̇1〉V +
+j(µ2, u̇1)− j(µ2, u̇2) + j(µ1, u̇2)− j(µ1, u̇1) ≤ (E∗S (µ2 − µ1) , u̇2 − u̇1)H ,

en utilisant la propriété de la forte monotonie de A, la condition de Lipshitz de B, la
propriété (III.8(b)) sur j, on trouve

d

dt
|u̇2 − u̇1|2H +mA |u̇1 − u̇2|2V ≤ m |µ2 − µ1|V |u̇2 − u̇1|V + CE∗CE

mC

|µ2 − µ1|V |u̇2 − u̇1|V
+CB |u2 − u1|V |u̇2 − u̇1|V ,

Pour alléger les écritures nous notons dans toute la suite cste. le sup
{
m, CE∗CE

mC
, CB

}
et

toutes les constantes qui appraissent dans les toutes les estimations. Moyennant l’inégalité
|ab| ≤ α

2 |a|
2 + 2

α
|b|2 avec α ∈ R∗+ fixé, nous avons

d
dt
|u̇2 − u̇1|2H +mA |u̇1 − u̇2|2V ≤ cste.

{
α |u̇1 − u̇2|2V + 2

α
|µ2 − µ1|2V + 2

α
|u1 − u2|2V

}
,

d
dt
|u̇2 − u̇1|2H + (mA − αcste.) |u̇1 − u̇2|2V ≤ cste.

{
|µ2 − µ1|2V + |u1 − u2|2V

}
.

nous choisissons un α tel que mA−αcste.> 0, puis nous intégrons de 0 à T , nous trouvons

|u̇2 (t)− u̇1 (t)|2H+(mA − αcste.) |u̇1 − u̇2|2L2(0,t;V ) ≤ cste. |µ2 − µ1|2L2(0,t;V )+|u1 − u2|2L2(0,t;V ) .

On conclut que

|u̇1 − u̇2|L2(0,t;V ) ≤ cste.
{
|µ2 − µ1|L2(0,t;V ) + |u1 − u2|L2(0,t;V )

}
.
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Pour montrer le théorème17, nous allons introduire l’opérateur

z : K → K

µ 7→ uµ la solution du problème P
µ
I

où
K =

{
µ ∈ L2 (0, T ;V ) : µ ∈ W 1,∞ (0, T ;V ) et µ(0) = u0

}
.

Lemme 9. L’opérateur z admet un unique point fixe µ∗ ∈ K.

Démonstration. Soit µ1, µ2 ∈ K qui un ensemble fermé de L2 (0, T ;V ) et notant ui les
fonctions uµi , nous avons d’une part ui(t) =

∫ t
0 u̇i(s)ds + u0, (ui ∈ W 1,∞ (0, T ;V )) et

d’autre part

|zµ2 −zµ2|V = |u1 − u2|V
=

∣∣∣∣∫ t

0
(u̇2(s)− u̇2(s)) ds

∣∣∣∣
V
≤
∫ t

0
|(u̇2(s)− u̇2(s))|V ds,

≤
√
T |u̇1 − u̇2|L2(0,t;V ) ≤ cste.

{
|µ2 − µ1|L2(0,t;V ) + |u1 − u2|L2(0,t;V )

}
,

ce qui entraine

|zµ2 −zµ2|2V = |u1 − u2|2V
≤ cste.

{
|µ2 − µ1|2L2(0,t;V ) +

∫ t

0
|u1 (s)− u2 (s)|2V ds

}
,

= cste.
{
|µ2 − µ1|2L2(0,t;V ) +

∫ t

0
|zµ2 (s)−zµ2 (s)|2V ds

}
,

≤ cste.
{
|µ2 − µ1|2L2(0,t;V ) +

∫ t

0
|zµ2 (s)−zµ2 (s)|2V ds

}
,

nous appliquons le lemme de Gronwall sur la fonction |zµ2 −zµ2|2V on trouve

|zµ2 −zµ2|2L2(0,t;V ) = |u1 − u2|2L2(0,t;V )

≤ cste.
∫ t

0
|µ2 − µ1|2L2(0,s;V ) ds

≤ cste.t |µ2 − µ1|2L2(0,t;V ) ,

On refait le même raisonnement sur z ◦z
∣∣∣z2µ2 −z2µ2

∣∣∣2
L2(0,t;V )

≤ cste.
∫ t

0
|zµ2 −zµ1|2L2(0,s;V ) ds

≤ cste.
∫ t

0
s |µ2 − µ1|2L2(0,s;V ) ds,

≤ cste.
∫ t

0
sds |µ2 − µ1|2L2(0,t;V )

= cste.t
2

2 |µ2 − µ1|2L2(0,t;V ) .
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En reitérant l’opération sur z ◦z ◦z ◦ · · ·z︸ ︷︷ ︸
n fois

noté zn, on trouve

|znµ2 −znµ2|2L2(0,t;V ) ≤ cste. t
n

n! |µ2 − µ1|2L2(0,t;V ) ,

Ce qui donne aussi

|znµ2 −znµ2|2L2(0,T ;V ) ≤ cste.T
n

n! |µ2 − µ1|2L2(0,T ;V ) .

Nous déduisons, en appliquant le théorème du point fixe de Banach, que l’opérateur zn

et par conséquent l’opérateur z admet un unique point fixe µ∗ ∈ K ⊂ W 1,∞ (0, T ;V )
vérifiant uµ∗ = µ∗ et uµ∗(0) = µ∗(0) = u0.

Pour ce point fixe µ∗ l’unique solution de P
µ∗
I est uµ∗ ∈ W 1;∞ (0, T ;V ) ∩

W 2;∞ (0, T ;H) qui aussi la solution unique du problème PI. Pour la solution
uµ∗nous obtenons l’existence et l’unicité de la solution ϕuµ∗ ∈ W 1;∞ (0, T ;W )
de l’équation (III.2). D’où l’existence et l’unicité de la (u, ϕ) =

(
uµ∗ , ϕuµ∗

)
∈

[W 1;∞ (0, T ;V ) ∩W 2;∞ (0, T ;H)]×W 1;∞ (0, T ;W ) solution du problème PV .

2 Application : contact dynamique avec compliance
normale et frottement de Coulomb

Nous considérons l’exemple de contact avec frottement de Coulomb quasi-
statique modélisé par la condition de compliance normale, d’un matériau
électro-viscoélastique avec une fondation non conductive. Nous supposons que
l’accéleration du système ρ est non négligeable ce qui rend le processus de dé-
placement dynamique. On renormalise ρ, on prend ρ = 1. Rappelons que les
équations d’équilibre et d’état d’un corps électro-viscoélastique sont données
par

σ = cAε(u̇) + Bε(u) + E∗∇ϕ dans Ω× (0, T ), (III.22)
D = Eε(u)− β∇ϕ dans Ω× (0, T ), (III.23)
ü−Divσ − f0 = 0 dans Ω× (0, T ), (III.24)

div D = q(t) dans Ω× (0, T ), (III.25)

ici c est le coefficient de viscoélasticité il est positif, le corps montre un aspect
viscoélastique tant que c > 0, il devient élastique si c = 0. La loi de frottement
quasi-statique de Coulomb donne les conditions au bord sur la surface de
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contact Γ3,

−σν = pν(uν − g) sur Γ3 × (0, T ), (III.26)
‖στ‖ ≤ pτ (uν − g),

u̇τ 6= 0⇒ στ = −pτ (uν − g) u̇τ
‖u̇τ‖

sur Γ3 × (0, T ), (III.27)

pour les conditions électriques nous supposons la frontière Γ est divisée en
deux partitions Γa ∪ Γb

ϕ = 0 sur Γa × (0, T ), (III.28)
D · ν = 0 sur Γb × (0, T ), (III.29)

les conditions au bord Γ1 ∪ Γ2 sont celles de Dirichlet et Neumann

u = 0 sur Γ1 × (0, T ), (III.30)
σν = fN sur Γ2 × (0, T ). (III.31)

et les conditions initiales

u(0) = u0, u̇(0) = v0 dans Ω.

Nous imposons sur les données du problème les hypothèses suivantes
L’opérateur de viscosité A et un opérateur qui satisfait les conditions

(a) A : Ω× Sd → Sd.
(b) Il existe LA > 0 tel que
‖A(x, ξ1)−A(x, ξ2)‖ ≤ LA‖ξ1 − ξ2‖

∀ ξ1, ξ2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.
(c) Il existe mA > 0 tel que

(A(x, ξ1)−A(x, ξ2)) · (ξ1 − ξ2) ≥ mA‖ξ1 − ξ2‖2

∀ ξ1, ξ2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.
(d) L’application x 7→ A(x, ξ) est Lebesgue mesurable sur Ω,

pour tout ξ ∈ Sd.
(e) Il existe cA > 0 tel que

‖A(x, ξ)‖ ≤ cA‖ξ‖+ dA ∀ ξ ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(III.32)
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et l’opérateur d’élasticité B satisfait

(a) B : Ω× Sd → Sd. B = (bijkl)
(b) B(x, τ ) = (bijkl(x)τjk) ∀τ = (τij) ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.
(c) bijkl ∈ L∞(Ω).∀i, j, k, l
(d) Il existe mB > 0 tel que

B(x, ξ) · ξ ≥ mB‖ξ‖2 pour tout ξ ∈ Sd.

(III.33)

Le tenseur électrique E et le tenseur de permeabilité β satisfont les conditions
(II.50) et (II.51) La fonction de compliance normale pr (r = ν, τ) satisfait



(a) pr : Γ3 × R→ R+.

(b) ∃Lr > 0 tel que |pr(x, u1)− pr(x, u2)| ≤ Lν |u1 − u2|
∀u1, u2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(c) x 7→ pr(x, u)mesurable surΓ3, pour toutu ∈ R.
(d) x 7→ pr(x, u) = 0, pour toutu ≤ 0.

(III.34)

Nous posons
H = {u = (ui) | ui ∈ L2(Ω)} = (L2(Ω))d ,
W = {D ∈ H | divD ∈ L2(Ω)} ,
H =

{
σ = (σ)ij | σij = σji ∈ L2(Ω)

}
,

H1 = {u = (ui) | ε (u) ∈ H} ,
H1 = {σ ∈ H | Divσ ∈ H} ,

V = {v ∈ H1 : v = 0 dans Γ1},

W = {ζ ∈ H1(Ω) : ζ = 0 dans Γa},

En plus nous avons les conditions

g ∈ L2(Γ3), g ≥ 0 p.p. on Γ3, ϕ0 ∈ L2(Γ3), (III.35)
f 0 ∈ W 1,1

(
0, T ;L2 (Ω)d

)
, fN ∈ L2

(
0, T ;L2 (Γ2)d

)
, (III.36)

q ∈ W 1,∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
, (III.37)

u0 ∈ V. (III.38)

2.1 Formulation variationnelle du problème

Nous multiplions l’équation (III.24) par v− u̇ où v ∈ V, on a
∫

Ω
div σ (v− u̇)dx =

∫
Ω
f0(v− u̇)dx,
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en appliquant la formule de Green sur σ que l’on suppose assez régulier

(cAε(u̇(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))H + (Bε(u(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))H

+(E∗∇ϕ(t), ε(v)− ε(u̇(t)))H −
∫

Γ(v− u̇)σνds = (f0,v− u̇)H ,
(III.39)

En utilisant les mêmes techniques utilisées precèdement on trouve
∫

Γ
σn(v− u̇)da =

∫
Γ1
fN(v− u̇)da+

∫
Γ3
στ (vτ − u̇τ )da+

∫
Γ3
σν(vν − u̇ν)da;

Comme d’une part de la condition au bord (III.27), on a

−
∫
Γ3
στ (vτ − u̇τ ) da =

∫
Γ3

(−στvτ + στ u̇τ ) da
≤
∫
Γ3
‖στ‖ ‖vτ‖ da+

∫
Γ3
στ u̇τ da,

≤
∫

Γ3
‖στ‖ ‖vτ‖ da−

∫
Γ3
pτ (uν − g) u̇τ · u̇τ

‖u̇τ‖
da,

comme, on a ‖στ‖ = pτ (uν − g) ceci entraine d’une part

−
∫

Γ3
στ (vτ − u̇τ ) da ≤

∫
Γ3
pτ (uν − g)‖vτ‖ da−

∫
Γ3
pτ (uν − g) ‖u̇τ‖ da,

et d’autre part d’après (III.26), on a

−
∫

Γ3
σν(vν − u̇ν)da =

∫
Γ3
pν (uν − g) (vν − u̇ν)da;

=
∫

Γ3
pν (uν − g) vνda−

∫
Γ3
pν (uν − g) u̇νda

L’équation (III.39) devient

(ü(t),v− u̇)H + (cAε(u̇(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))H
+(Bε(u(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))H + (E∗∇ϕ(t), ε(v)− ε(u̇(t)))H

+
∫

Γ3
pτ (uν − g)‖vτ‖ da+

∫
Γ3
pν (uν − g) vνda+

∫
Γ1
fNvda

−
∫

Γ3
pτ (uν − g) ‖u̇τ‖ da−

∫
Γ3
pν (uν − g) u̇νda−

∫
Γ1
fN u̇ da ≥ (f0,v− u̇)H ,

Soient alors j : V × V → R et f : [0, T ]→ V , définies par

j(u,v) =
∫

Γ3
pν(uν − g)vν da+

∫
Γ3
pτ (uν − g)‖vτ‖ da+

∫
Γ1
fNvda, (III.40)

(f(t),v)H =
∫

Ω
f0(t)v dx, (III.41)
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pour tout u,v ∈ V et p.p. t ∈ [0, T ]. On a la formulation variationnelle suivante

(ü(t),v− u̇)H + (cAε(u̇(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))H

+ (Bε(u(t)), ε(v)− ε(u̇(t)))H + (E∗∇ϕ(t), ε(v)− ε(u̇(t)))H+

j(u(t),v)− j(u(t), u̇(t)) ≥ (f0(t),v− u̇(t))H ,

(III.42)

avec
u(0) = u0 ; u̇(0) = v0. (III.43)

On suppose que v0 ∈ ∂j2 sous différentiel de j par rapport à la seconde variable
et

v0 ∈ ∂j2 (III.44)
(cAε(v0), ε(v)− ε(v0))H + (Bε(u0), ε(v)− ε(v0))H + j(u0,v)− j(u0,v0) (III.45)

≥ 〈f0(0),v− v0〉H ∀v ∈ V. (III.46)

Il est facile de voir que l’équation (III.25) multipliée par une fonction test
ζ ∈ W sous les conditions (III.28) et (III.29) nous donne

(β∇ϕ(t),∇ζ)W − (Eε(u(t)),∇ζ)W = (q(t), ζ)W , (III.47)

Problème 18 (Pd0). Trouver le déplacement u : [0, T ] → V et le potentiel électrique ϕ :
[0, T ]→ W qui satisfont (III.42), (III.43) et (III.47).

L’existence des solutions faibles du problème (Pd0) est une application di-
recte du théorème 16.

Théorème 19. Si les conditions (III.32)-(III.38) avec (III.44) et (III.46) sont vérifiées,
alors il existe une unique solution (u, ϕ) du problème (Pd0) vérifiant la régularité (III.17)
et III.18.

Démonstration. A l’aide du théorème de représentation de Riesz, nous définissons les
opérateurs C : W → W et E : V → W par

(Cϕ(t), ζ)W = (β∇ϕ(t),∇ζ)W,
(E(u(t)), ζ)W = (Eε(u(t)),∇ζ)W,

(E∗ϕ(t),u(t))V = (E∗∇ϕ(t), ε(u(t)))W.

Sous les conditions sur le tenseur électrique E et le tenseur de permeabilité β (II.50) et
(II.51) avec la condition (III.37) et pour u(t) fixe dans V , il est clair qu’il existe un unique
ϕ(t) ∈ W vérifiant (III.47), ce qui permet de définir l’opérateur Su(t) = ϕ(t).
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Soit A : V → V et B : V → V deux opérateurs donnés par

(Au(t),v)V = (cAε(u̇(t)), ε(v))H, (Bu(t),v)V = (Bε(u(t)), ε(v))H,

en utilisant (III.32(a),(d)), l’opérateur A est borné. Les hypothèses (III.32(c)) montrent
que A est monotone sur V ,

(Au1 − Au2,u1 − u2)V ≥ mA‖u1 − u2‖2
V ∀u1,u2 ∈ V .

l’opérateur A est hémi-continu ∀u; v ∈ V ; l’application s ∈ [0, 1] → 〈A(u + sv),v〉 est
continue, effet soit (sn)n ∈ [0, 1] tel que sn →

n→∞
s

|〈cA(u + snv)− cA(u + sv),v〉V | = |(cAε(u̇ + snv̇)− cAε(u̇ + sv̇), ε(v))H|
≤ cCA |sn − s| |v̇|V |v|V →n→∞ 0.

Les hypothèses sur l’opérateur B (III.5(a)-(d)) montrent qu’il est linéaire borné et coercif.
La fonctionelle j définie par (III.40) satifait les conditions données par (III.8). En effet,
elle est convexe semi continue inférieurement par rapport à la deuxième variable. En vue
du théorème de trace de Sobolev (II.56) la fonctionnelle j vérifie pour ∀u1,u2,v1,v2 ∈ V,

j(u1,v2)− j(u1,v1) + j(u2,v1)− j(u2,v2) =

∫
Γ3
pν(u1ν − g)v2νda+

∫
Γ3
pτ (u1ν − g)‖v2τ‖da

−
∫
Γ3
pν(u1ν − g)v1νda−

∫
Γ3
pτ (u1ν − g)‖v1τ‖da+∫

Γ3
pν(u2ν − g)v1νda+

∫
Γ3
pτ (u2ν − g)‖v1τ‖da

−
∫

Γ3
pν(u2ν − g)v2νda−

∫
Γ3
pτ (u2ν − g)‖v2τ‖da

=
∫
Γ3

[pν(u1ν − g)− pν(u2ν − g)] v2νda

+
∫

Γ3
[pτ (u1ν − g)− pτ (u2ν − g)] ‖v2τ‖da

+
∫

Γ3
pν(u2ν − g) (v1ν − v1ν) da+

∫
Γ3
pτ (u1ν − g) (‖v1τ‖ − ‖v1τ‖) da

≤ Lν |u1ν − u2ν |L2(Γ3) |v1ν − v2ν |L2(Γ3) + Lτ |u1ν − u2ν |L2(Γ3) |‖v1τ‖ − ‖v2τ‖|L2(Γ3)

≤ c̃2
0 (Lν + Lτ ) |u1 − u2|V |v1 − v2|V .

il existe m > 0, m = c̃2
0 (Lν + Lτ ), tel que la fonctionnelle j vérifie la propriéte (III.8(b)).

Existence et unicité du problème
(
Pd0

)
Le problème (Pd0) n’est autre que le

problème PV avec toutes ses conditions (III.4–III.12). Ce qui nous permet de
reécrire sous forme du problème (PI) et ensuite de lui appliquer le théorème17.
Nous concluons alors que le problème (Pd0) admet une solution unique (u, ϕ)
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vérifiant les régularités (III.17) (III.18). Le théorème19 est ainsi démontré.

3 Etude de convergence du problème liée à la per-
turbation de la loi de compliance

Nous donnons ici des résultats de convergence qui consiste à montrer que
la solution du problème perturbé converge vers celle du problème (PdV ) lorsque
la fonction potentielle perturbée du frottement converge vers celle qui corres-
pond au problème (PdV ). Pour tout n nous considérons une suite de problèmes
variationnels notés (PnV ).

Problème 20 (PnV ). Trouver le déplacement un: [0, T ] → V et le potentiel électrique
ϕn : [0, T ]→ W pour tout v ∈ V , ζ ∈ W et p.p. t ∈ [0, T ], on a

(ün(t),v− u̇n)H + (cAε(u̇n(t)), ε(v)− ε(u̇n(t)))H

+ (Bε(un(t)), ε(v)− ε(u̇n(t)))H + (E∗∇ϕn(t), ε(v)− ε(u̇n(t)))H

+ jn(un(t),v)− jn(un(t), u̇n(t)) ≥ (f(t),v− u̇n(t))V ,

(III.48)

(β∇ϕn(t),∇ζ)W − (Eε(un(t)),∇ζ)W = (q(t), ζ)W ,

avec
un(0) = un0 ; u̇n(0) = vn0, vn0 ∈ D(∂jn). (III.49)

La fonctionnelle jn est donnée par

jn(u,v) =
∫

Γ3
pnν (uν − g)vν da+

∫
Γ3
pnτ (uν − g)‖vτ‖ da+

∫
Γ1
fNvda,

où pnr est la fonction de perturbation de la fonction de compliance pr(r = τ, σ).
Nous supposons que la fonction pr et sa perturbation pnr (r = τ, σ), satisfont

Il existe ar : R+ → R, br : R+ → R, q ∈ [1, 2[ tel que
a) |pnr (x, u)− pr(x, u)| ≤ ar(n)|u|q + br(n),

∀u ∈ R, p.p x dans Γ3, ∀n ∈ N∗.
b) ar(n)→ 0, br(n)→ 0 lorsque n→∞.

(III.50)

b) les suites (un0) et (vn0) appartiennent à V et vérifient

un0 → u0, vn0 → v0, dans H.

où u0 et v0 sont les données initiales du problème (PdV ), nous supposons aussi
que toutes les hypothèses imposées sur (PdV ) sont les mêmes que celles imposées
pour les problèmes (PnV ).

54



III.3 Etude de convergence du problème liée à la perturbation de la loi de
compliance

Il est clair que d’après le théorème 19 on a l’existence et l’unicité de solu-
tions (un, ϕn) du problème PnV et (u, ϕ) de PdV dans [W 1,∞(0, T ;V ) ∩W 2,∞(0, T ;H)]×
W 1,∞(0, T ;W ). En plus nous avons le résultat suivant

Lemme 10. Soient (un, ϕn) et (u, ϕ) les solutions des problèmes respectifs (PnV ) et (PeV ),
alors on a

|un − u|C(0,T ;V ) + |un − u|C1(0,T ;H) ≤ cste. {|u0n − u0|V + |v0n − v0|H + hn} , (III.51)

où hn → 0 quand n→ +∞. Par conséquent

un → u dans C(0, T ;V ) ∩ C1(0, T ;H),
ϕn → ϕ dans C(0, T ;W ).

Démonstration. Soit t ∈ [0, T ] repmlaçons dans (III.49) v = u̇ et dans (III.42) v = u̇n,
soustrayons les deux inégalités obtenues

(ün − ü, u̇n − u̇)H + (cAε(u̇n)−Aε(u̇), ε(u̇n)− ε(u̇))H

+ (B [ε(un)− ε(u)] , ε(u̇n)− ε(u̇))H + (E∗∇ (ϕn − ϕ) , ε(u̇n)− ε(u̇))H

+ jn(un, u̇)− jn(un, u̇n) + j(u, u̇)− j(u, u̇n) ≤ 0,

En utilisant la coercivité de A , de B, la linéarité de E∗, et en intégrant de 0 à t, on trouve

1
2 |u̇n(t)− u̇(t)|2H +mA |u̇n − u̇|2L2(0,t;V ) + αB |un − u|2L2(0,t;V )

≤ 1
2 |vn0 − v0|2H + (B [ε(u0n)− ε(u0)] , ε(u0n)− ε(u0))H (III.52)

+
∫ t

0
|jn(un, u̇)− j(un, u̇)|+ |j(un, u̇n)− jn(un, u̇n)| ds

+
∫ t

0
j(un, u̇n)− j(un, u̇) + j(u, u̇)− j(u, u̇n)ds.

Utilisons maintenant les propriétés de jn et j,((III.50)), on a
∫ t

0
|jn(un, u̇)− j(un, u̇)| ds ≤

∑
r=τ,ν

[ 1
2αar(n)|un|2L2(0,t;V ) + α

2 ar(n) |u̇|2L2(0,t;V )

+ T

2αbr(n)2 + α

2 |u̇|L2(0,t;V )

]
≤

∑
r=τ,ν

[ 1
2αar(n)|un − u|2L2(0,t;V ) + cste

(
ar(n) + br(n)2

)
|u̇|2L2(0,t;V )

]
,
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et
∫ t

0
|j(un, u̇n)− jn(un, u̇n)| ≤

∑
r=τ,ν

[ 1
2αar(n)|un|2L2(0,t;V ) + α

2 (ar(n) + 1) |u̇n|2L2(0,t;V ) + T

2αbr(n)2
]

≤
∑
r=τ,ν

[
ar(n)

( 1
2α |un − u|2L2(0,t;V ) + α

2 |u̇n − u̇|2L2(0,t;V )

)

+ T

2αbr(n)2 + α

2 |u̇n − u̇|2L2(0,t;V )

]
+
∑
r=τ,ν

[ 1
2αar(n)|u|2L2(0,t;V ) + α

2 ar(n) |u̇|2L2(0,t;V ) + α

2 |u̇|L2(0,t;V )

]
,

on applique la propriété (III.8) avec u1 = u, u2 = un, v1 = u̇n, v2 = u̇ on tire
∫ t

0
j(un, u̇n)−j(un, u̇)+j(u, u̇)−j(u, u̇n)ds ≤ c

{ 1
2α |un − u|2L2(0,t;V ) + α

2 |u̇n − u̇|2L2(0,t;V )

}
,

Combinons les estimations ci-dessus et les remplaçons dans (1.20), on retrouve avec un
choix de α vérifiant à la fois mA− α

2
∑

r=τ,ν
(ar(n) + c) = C1 > 0 et αB− 1

2α
∑

r=τ,ν
(ar(n) + c) =

C2 > 0

1
2 |u̇n(t)− u̇(t)|2H + C1 |u̇n − u̇|2L2(0,t;V ) + C2 |un − u|2L2(0,t;V )

≤ cste
∑
r=τ,ν

[
(ar(n) + br(n))

(
|u|2L2(0,t;V ) + |u̇|2L2(0,t;V )

)]
+1

2 |vn0 − v0|2H + |B|∞ |un0 − u0|2H .

A partir des convergence |u̇n − u̇|2L2(0,t;V ) → 0 et |un − u|2L2(0,t;V ) → 0, en déduit que

|un − u|2W 1,2(0,T ;V ) → 0,

comme, on sait que W 1,2 (0, T ;V ) s’injecte continuement dans C (0, T ;H), alors on a
|un − u|2C(0,T ;H) → 0, en plus de la convergence

max
t∈[0,T ]

|u̇n(t)− u̇(t)|2H →
n→+∞

0.

Il s’en suit que |un − u|2C1(0,T ;H) → 0, ceci montre que les convergences demandées au
lemme 10 sont vérifiés.
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Chapitre IV

Etude de contact électriquement parfait

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le contact entre un corps électro visco-
élastique et une base conductrice déformable. Ce contact est modélisé à l’aide
de la fonction de compliance normale, on suppose que le processus soit dyna-
mique. Les problèmes de contact dynamique conforme ont été examinés dans
[5, 37] et les références qui s’y trouvent.

Notre objectif ici est d’étendre certains résultats obtenus dans [39], lorsque
les conditions électriques sont presque parfaites. Notre premier but est d’obte-
nir une formulation variationnelle du problème avec une condition régularisée
sur le champ électrique, dans une partie de la frontière et de prouver l’exis-
tence et l’unicité de solutions faibles. Le second est d’étudier la convergence de
ces solutions vers des solutions uniques du problème variationnel de contact
électrique presque parfait. Cette étape répond à certaines questions laissées en
suspens dans l’article précédent [39]. La démonstration est basée sur la théorie
des équations d’évolution avec des opérateurs monotones et des arguments de
point fixe, des estimations à priori des solutions régularisées, suivi d’un pas-
sage à la limite lorsque δ → 0. Ceci étant en considérant certains résultats de
compacité. Les résultats de ce travail ont fait l’objet d’une publication citée
dans [17].

Nous considérons le problème de contact suivant
Problème P. Trouver un déplacement u : Ω × [0, T ] → Rd, un potentiel

électrique ϕ : Ω× [0, T ]→ R, tel que

σ = Aε(u̇) + Gε(u) + E∗∇ϕ dans Ω× (0, T ) , (IV.1)

D = Eε(u)− β∇ϕ dans Ω× (0, T ) , (IV.2)

ü=Div σ + f 0 dans Ω× (0, T ) , (IV.3)
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div D = q0 dans Ω×× (0, T ) , (IV.4)

u = 0, sur Γ1 × (0, T ) , (IV.5)

σν = f 2 sur Γ2 × (0, T ) , (IV.6)

σν = − p (uν − g) , uτ = 0 sur Γ3 × (0, T ) , (IV.7)

ϕ = 0 sur Γa × (0, T ) , (IV.8)

D·ν = qb surΓb × (0, T ) , (IV.9)

D·ν = kχ[0,+∞) (uν − g)φL (ϕ− ϕ0) sur Γ3 × (0, T ) , (IV.10)

u(0) = u0, u̇(0) = v0, dans Ω. (IV.11)

χ[0,+∞) est la fonction characteristique de l’intervalle [0,+∞) donnée par

χ[0,+∞)(r) =
 0 si r < 0,

1 si r ≥ 0.

On pose

V = {v ∈ H1 | v = 0, dans Γ1} ,W =
{
ξ ∈ H1 | ξ = 0, dans Γa

}
,

On suppose que mesΓ1 > 0 et mesΓa > 0, d’où les inegalités de Korn’s et
Friederichs-Poincaré sont vérifiées. Comme on suppose que l’opérateur de vis-
cosité A satisfait II.48 avec A (x,0) appartient à H p.p. x ∈ Ω .L’opérateur
d’élasticité G sarisfait la relation (II.49). Le tenseur électrique E et le tenseur
de permeabilité β vérifient respectivement les propriétés (II.50) et (II.51). La
compliance normale satisfait (II.52). Nous avons les condtions suivantes

g ∈ L2(Γ3), g ≥ 0 p.p. sur Γ3, (IV.12)
u0 ∈ V , v0 ∈ H. (IV.13)
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f 0 ∈ L2
(
0, T ;L2 (Ω)d

)
, (IV.14)

f 2 ∈ L2
(
0, T ;L2 (Γ2)d

)
, (IV.15)

q0 ∈ W 1,p
(
0, T ;L2 (Ω)

)
, (IV.16)

qb ∈ W 1,p
(
0, T ;L2 (Γb)

)
, (IV.17)

ϕ0 ∈ L2(Γ3). (IV.18)

Soit L une constante positive tel que ϕ−ϕ0 est majorée par L. Pour une bonne
position du problème nous introduisons la fonctions de troncature

φL(s)


−L si s < −L,
s si − L < s < L,
L si s > L.

(IV.19)

Soit un élément f(t) ∈ V ′ définie par

(f(t),v)V ′,V = (f 0(t),v)H + (f 2(t),v)L2(Γ2)d ,∀v ∈ V p.p. t ∈ (0, T ) . (IV.20)

On voit bien que les conditions (1.22), (1.21) (1.23) et (1.24) impliquent que
f ∈ L2 (0, T ;V ′) et q ∈ W 1,p (0, T ;W ). Soit maintenant j : V × V → R une fonc-
tionnelle définie par

j(u,v) =
∫

Γ3
p(uν − g)vν da, ∀u,v ∈ V , (IV.21)

En utilisant le théorème de représentation de Riesz on définit q(t) ∈ W et
Ju ∈ V par

(q(t), ξ)W = − (q0(t), ξ)L2(Ω) − (qb(t), ξ)L2(Γb) , ∀ξ ∈ W , t ∈ (0, T ) , (IV.22)

(Ju, v)V = j (u, v) (IV.23)

Définissons l : V ×W → H par

(l (u, ϕ) , ξ) =
∫

Γ3
χ(0,+∞[ (uν − g)φL (ϕ− ϕ0) ξ da, (IV.24)

∀u ∈ V , ∀ξ, ϕ ∈ W.

En utilisant les hypothèses (II.52), (1.17), (1.18) et (1.19), les intégrales (1.26)
et (1.29) sont bien définies.
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IV.2 Formulation variationnelle

Si {u, ϕ} un système de fonctions régulières vérifiant (1.1)-(1.13), tenons
compte des relations (1.26) et (1.29), en déduit la formulation variationnelle
du problème P, noté PV .

2 Formulation variationnelle

ProblèmePV . trouver u : Ω× [0, T ]→ Rd, et ϕ : Ω× [0, T ]→ R tel que

(ü(t),v)V ′,V + (Aε(u̇(t)), ε(v))H + (Gε(u(t)), ε(v))H +
(E∗∇ϕ(t), ε(v))H + j (u(t),v) = (f(t),v)V ′,V , ∀v ∈ V , p.p. t ∈ (0, T ) ,

(IV.25)

(β∇ϕ(t),∇ξ)H − (Eε(u(t),∇ξ)H + (l (u(t), ϕ(t)) , ξ)W = (q(t), ξ)W ,
∀ξ ∈ W , p.p. t ∈ (0, T ) ,

(IV.26)

u(0) = u0, u̇(0) = v0. (IV.27)

Pour la résolution de PV , nous considérons la fonction de χ(0,+∞[ notée ψδ et
définie par

ψδ(r) =


0 si r < 0,
k r
δ

si 0 ≤ r ≤ δ,
k si r ≥ δ,

(IV.28)

δ un paramètre qui tendra ensuite vers zéro. On voit bien que ψδ : Γ3×R→ R+,
est croissante et vérifie

|ψδ(u1)− ψδ(u2)| ≤ k |u1 − u2|
∀u1,u2 ∈ R p.p. x ∈ Γ3.

(IV.29)

en plus ψδ satisfait

a) L’application x 7−→ ψδ(x, r) est Lebesgue mesurable sur Γ3,∀r ∈ R,
b) pour r ≤ 0, ψδ(x, r) = 0 p.p. x ∈ Γ3.

Remplaçons χ(0,+∞[ par la fonction ψδ revient à remplacer l dans PV par la
fonctionnelle hδ definie de V ×W → W et on a

(hδ (u, ϕ) , ξ) =
∫

Γ3
ψδ (uν − g)φL (ϕ− ϕ0) ξ da, (IV.30)

∀u ∈ V , ∀ξ, ϕ ∈ W p.p. t ∈ (0, T ) .

2.1 Résultats d’existence et du problème PR

Nous introduisons le problème régularisé PR.
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IV.2 Formulation variationnelle

ProblèmePR. Trouver uδ : Ω× [0, T ]→ Rd et ϕδ : Ω× [0, T ]→ R, tel que

(üδ(t),v)V ′,V + (Aε(u̇δ(t)), ε(v))H + (Gε(uδ(t)), ε(v))H
+ (E∗∇ϕδ(t), ε(v))H + j (uδ(t),v) = (f(t),v)V ′,V , ∀v ∈ V p.p. t ∈ (0, T ) ,

(IV.31)

(β∇ϕδ(t),∇ξ)H − (Eε(uδ(t),∇ξ)H + (hδ (uδ(t), ϕδ(t)) , ξ)W = (q(t), ξ)W
∀ξ ∈ W , p.p. t ∈ (0, T ) ,

(IV.32)

uδ(0) = u0, u̇δ(0) = v0, (IV.33)

Pour une simplification de l’étude on pose uδ = u et ϕδ = ϕ et nous démontrons
l’existence et l’unicité de solutions de PR.

Théorème 21. Nous supposons les conditions (II.48)- (1.37) vérifiées. Alors il existe une
unique solution du problème PR. En plus les solutions vérifient le résultat de régularité
suivant

u ∈ W 1,2(0, T ;V ) ∩ C1([0, T ] ;H), ü ∈ L2(0, T ;V ′), ϕ ∈ W 1,2(0, T ;W ). (IV.34)

La preuve du théorème 24 est donnée en différentes étapes. Soient pour
une fonction η ∈ L2(0, T ;V ′) fixé les problèmes intermédiares suivants

Problème P1
η. trouver uη : Ω× [0, T ]→ Rd tel que

(üη(t),v)H + (Aε(u̇η(t)), ε(v))
H

+ (η(t), ε(v))H = (f(t),v) , (IV.35)
∀v ∈ V p.p. t ∈ (0, T ) ,

uη(0) = u0, u̇η(0) = v0, (IV.36)

Problème P2
η trouver ϕ : Ω× [0, T ]→ R tel que

(β∇ϕη(t),∇ξ)H − (Eε(uη(t),∇ξ)H + (hδ (uη(t), ϕη(t)) , ξ)W = (q(t), ξ)W ,
∀ξ ∈ W p.p. t ∈ (0, T ) ,

(IV.37)

Lemme 11. Il existe une unique solution uη du P
η
1, vérifiant

uη ∈ W 1,2(0, T ;V ) ∩ C1([0, T ] ;H), üη ∈ L2(0, T ;V ′). (IV.38)

Si u1, u2 sont deux solutions de P
η
1 correspondantes aux données η1, η2 ∈ L2(0, T ;V ′),

alors
|u1(t)−u2(t)|2V ≤

1
mA

[∫ t

0
|η1(s)−η2(s)|2H ds

]
. (IV.39)

61



IV.2 Formulation variationnelle

Démonstration. Il simple de voir que l’opérateur A : V → V défini par

(Au,u)V,V = (Aε(u(t)), ε(v))H , (IV.40)

est monotone et continu ( conditions (II.48)) On rappelle que f − η ∈ L2(0, T ;V ′) et
v0 ∈ H, d’après (1.25) et (2.3). Appliquons maitenant le Théorème 3.2.1 de la page 22, Il
existe une unique fonction vη qui satisfait

vη ∈ L2(0, T ;V ) ∩ C([0, T ] ;H), v̇η ∈ L2(0, T ;V ′), (IV.41)

v̇η(t) + Avη(t) = f(t), p.p. t ∈ (0, T ) , (IV.42)

vη(0) = v0. (IV.43)

Soit uη : [0, T ]→ V une fonction telle que

uη(t) =
∫ t

0
vη(s) ds+ u0. (IV.44)

comme vη ∈ C([0, T ] ;H), alors uη est bien définie. Il est clair qu’en utilisant (IV.40),
(IV.41), (IV.42), (IV.43), et (IV.44), on déduit que uη est l’unique solution du problème
P1
η, avec la régularité (2.6).
Soit η1, η2 ∈ L2(0, T ;V ′) pour lesquelles u1, u2, sont solutions des problèmes P1

ηi
,

i = 1, 2. retenons que l’hypothèse (II.48) avec u1, u2 ∈ W 1,2 (0, T ;V ) et notons par v1,
v2 définies par (IV.44). on a alors

mA

∫ t

0
|v1(s)− v2(s)|2V ds ≤

∫ t

0
|η1(s)− η2(s)|2H′ ds,

ce qui donne
|u1(t)− u2(t)|2V ≤

1
mA

∫ t

0
|η1(s)− η2(s)|2H′ ds.

Pour l’existence et l’unicité de solution du problème P2
η, nous avons le

résultat

Lemme 12. Il existe une unique solution

ϕη ∈ W 1,2(0, T ;W ), (IV.45)

du problème P2
η. Si ϕ1, ϕ2 sont deux solutions de P2

η correspondantes aux données η1et
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IV.2 Formulation variationnelle

η2 ∈ L2(0, T ;V ′), il existe une constante c > 0 tel que

|ϕ1(t)−ϕ2(t)|W ≤ c |u1(t)−u2(t)|V . (IV.46)

Démonstration. Definissons l’opérateur A(t) : W → W , pour t ∈ [0, T ], par

Aη(t)ϕ(t), ξW = (γ∇ϕ(t),∇ξ)H − (Eε(uη(t),∇ξ)H
+ (hδ (uη(t), ϕ(t)) , ξ)W , ∀ξ ∈ W .

Soit ϕ1, ϕ2 ∈ W , comme γ satisfait (??), la fonction φL est monotone et ψδ ≥ 0, ce qui
donne

(Aη(t)ϕ1 − Aη(t)ϕ2, ϕ1 − ϕ2)W ≥ mγ |ϕ1 − ϕ2|2W .

ainsi l’opérateur Aη(t) est forttement monotone. Sous les conditions (??) et (??), on a

(Aη(t)ϕ1 − Aη(t)ϕ2, ξ)W ≤ c |ϕ1 − ϕ2|W |ξ|W ,

d’où Aη(t) continu au sens de Lipshitz. L’équation Aη(t)ϕ(t) = q(t), admet donc une et
une seule solution ϕη(t) ∈ W , pour q(t) ∈ W . La fonction ϕη(t) est l’unique solution du
problème P2

η.

ontrons que ϕη ∈ W 1,2(0, T ;W ), Soit t1, t2 ∈ [0, T ]et ϕη(t1) = ϕ1, ϕη(t2) = ϕ2,
uη(t1) = u1, uη(t2) = u2, q(t1) = q1, q(t2) = q2, rappelons que la fonction ψδ est positive
et φL est monotone. Nous déduisons alors des relations (??), (??), (??), (??), (1.36), et
la bornitude de ψδ, φL, que

mγ |ϕ1 − ϕ2|2W +
∫

Γ3
ψδ (u1ν − g) [φL (ϕ1 − ϕ0)− φL (ϕ2 − ϕ0)] (ϕ1 − ϕ2)

≤ [cE |u1 − u2|V + |q1 − q2|W ] |ϕ1 − ϕ2|W
+
∫

Γ3
|ψδ (u1ν − g)− ψδ (u2ν − g)| |φL (ϕ1 − ϕ0)| |ϕ1 − ϕ2| da,

≤ [(cE + Lkc0c̄0) |u1 − u2|V + |q1 − q2|W ] |ϕ1 − ϕ2|W ,

ce qui entraine
|ϕ1 − ϕ2|W ≤ c [|u1 − u2|V + |q1 − q2|W ] . (IV.47)

Comme qi ∈ W 1,2 (0, T ;W ) et ui ∈ W 1,2(0, T ;V ), i = 1, 2, alors on a ϕη ∈ W 1,2(0, T ;W ).
Montrons maintenant l’estimation(2.9). Soit η1, η2 ∈ L2(0, T ;V ′) et ϕ1, ϕ2, sont les solu-
tions respectives de P2

ηi
, i = 1, 2, etu1, u2, sont les solutions respectives de P1

ηi
, i = 1, 2.

En utilisant les mêmes arguments que précedement on trouve

|ϕ1 − ϕ2|W ≤
1
mγ

(cE + kLc0c̄0) |u1 − u2|V .
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IV.3 Existence et unicité de solutions du problème PV

Définissons l’opérateur Λ : L2 (0, T ;V ′)→ L2 (0, T ;V ′) par

(Λη(t), v)V ′,V =
(
G (ε(uη), ε(v))

H
+ (Juη,v) + (E∗∇ϕη, ε(v)

)
H
, (IV.48)

où uη, ϕη sont respectivement les solutions uniques de P1
η et P2

η. Alors nous
avons le résultat.

Théorème 22. L’opérateur Λ définit par (2.19) admet un seul point fixe η∗ ∈ L2 (0, T ;V ′) .

Démonstration. Soit t ∈ [0, T ], ηi ∈ L2 (0, T ;V ′), i = 1, 2, on note par uηi = ui et
ϕηi = ϕi, i = 1, 2. on utilise (1.15 (b)), (II.50) et (II.52) on déduit que

|Λη1,−Λη2|V ′ ≤ c [|u1 − u2|V + |ϕ1 − ϕ2|W ] .

On applique maintenant les inégalités (2.7), (2.9), on a

|Λ (η1)− Λ (η2)|V ′ ≤ c |η1−η2|L2(0,t;V ′) .

ce qui entraine
|Λη1 − Λη2|L2(0,T ;V ′) ≤ Tc

[
|η1−η2|L2(0,T ;V ′)

]
,

En reitérant le raisonnement n fois, on trouve

|Λnη1 − Λnη2|L2(0,T ;V ′) ≤
(Tc)n

n! |η1−η2|L2(0,T ;V ′) (IV.49)

ce qui montre que l’opérateur Λ est une contraction sur L2(0, T ;V ′). Le théorème de
Banach nous permet de conclure que Λ admet un unique point fixe η∗ ∈ L2 (0, T ;V ′).

Nous revenons à la démonstration du théorème 24

Démonstration. Existence. Soit η∗ ∈ L2 (0, T ;V ′) le point fixe de Λ et (uη∗ ;ϕη∗) sont les
solutions de P1

η∗ et P2
η∗ . En utilisant (1.39), (1.40) et (2.19), avec Λ (η∗) = η∗, on déduit

que (uη∗ ;ϕη∗) est solution du problème régularisé PR. La régularité (2.1) par le lemme 11
et Lemme 12.

Unicitè. L’unicité de la solution dans le théorème 24 est une conséquence du point fixe
de l’opérateur Λ donné par (2.19).

3 Existence et unicité de solutions du problème PV

Théorème 23. Supposons que toutes les conditions (II.48)-(1.37) sont vérifiées. Alors il
existe une unique solution au problème PV qui satisfait

u ∈ W 1,2(0, T ;V ) ∩ C1([0, T ] ;H), ü ∈ L2(0, T ;V ), ϕ ∈ W 1,2(0, T ;W ). (IV.50)
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IV.3 Existence et unicité de solutions du problème PV

Rappellons que l’existence et l’unicité de solutions de PR, n’est autre que
l’existence d’une suite uδ et ϕδ solutions de (1.39) et (1.40), avec la condition
initiale (1.42) et la régularité (2.1). Pour montrer l’existence et l’unicité de
solutions notées u and ϕ du problème donné par (1.31), (1.32) et (1.34), nous
faisons un passage à la limite lorsque δ → 0, dans le problème PR,moyennant
quelques estimations à priori sur les suites uδ et ϕδ, les propriétés de A, G, j,
φ, h et aussi quelques résultats de compacité.

3.1 Estimations à priori

3.1.1 Estimations sur (ϕδ)

Nous remplaçons ξ = ϕδ(t) dans (1.40)

(β∇ϕδ(t),∇ϕδ(t))H − (Eε(uδ(t),∇ϕδ(t))H
+
∫

Γ3
ψδ (uν(t)− g)φL (ϕδ(t)− ϕ0)ϕδ(t) da = (q(t), ϕδ(t))W ,

tenant compte de (II.51), (II.50), (1.19), (1.27) et (1.35), on déduit que

|ϕδ(t)|2W ≤ [c |uδ(t)|V + |q(t)|W ] |ϕδ(t)|W ,

alors
|ϕδ|L2(0,T ;W ) ≤ c |uδ|L2(0,T ;V ) + |q|L2(0,T ;W ) . (IV.51)

3.1.2 Estimations sur (uδ)

rappelons uδ ∈ W 1,2(0, T ;V ) et A (x,0) ∈ H, G (x,0, 0) ∈ H remplaçons les
fonctions v=vδ(t) = u̇δ(t) dans (1.39), on trouve

d

dt
|vδ(t)|2H + (Aε(vδ(t))−A (x,0) , ε (vδ(t)))H

+ (A (x,0) , ε (vδ(t)))H + (Gε(uδ(t))− G (x,0) , ε (vδ(t)))H
+ (G (x,0, 0) , ε (vδ(t)))H + (E∗∇ϕδ(t), ε (vδ(t)))H + j (uδ(t),vδ(t))
= (f ,vδ(t))V ′ ,

(IV.52)

Pour alléger l’écriture nous notons A (x,0) = A0 et G (x,0) = G0, tenons compte
toujours des hypothèses (II.48), (II.49), (II.52), et la propriété de trace, on a

d

dt
|vδ(t)|2H +mA |vδ(t)|2V

≤ (LG + Lpc0) |uδ(t)|V |vδ(t)|V
+
[
cste |ϕδ(t)|W L2(Ω) + |f(t)|V ′ + |G0|H + |A0|H

]
|vδ(t)|V , (IV.53)
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IV.3 Existence et unicité de solutions du problème PV

soit α ∈ R∗+, comme

d

dt
|vδ(t)|2H +mA |vδ(t)|2V

≤ (LG + Lpc̃0) α2 |uδ(t)|
2
V + 1

2α (LG + Lpc̃0 + 1) |vδ(t)|2V

+cste α
2

[
|ϕδ(t)|2W + |f(t)|2V ′ + |G0|2H + |A0|2H

]
, (IV.54)

on choisit α < 2mA

(LG+Lpc̃0+1) , avec l’estimation

|ϕδ(t)|W ≤ cste |uδ(t)|V + |q(t)|W ,

et une intégration de 0 à t dans (2.32), on trouve

|vδ(t)|2H + cste |vδ|2L2(0,t;V ) ≤
[ 1
2α (LG + Lpc̃0) + cste

]
|uδ|2L2(0,t;V ) (IV.55)

+ |f |2L2(0,T ;V ′) + T |G0|2H + T |A0|2H + |v0|2H .

Soit f̃ = |f |2L2(0,T ;V ′) + T |G0|2H + T |A0|2H + |v0|2H, on déduit de (2.33)

|vδ|2L2(0,t;V ) ≤ cste |uδ|2L2(0,t;V ) + f̃ . (IV.56)

à partir de la régularité (2.1), nous avons uδ ∈ C1(0, T.V ) et on peut écrire donc

uδ(t) =
∫ t

0
vδ(s)ds+ u0,

ce qui implique

|uδ(t)|2V ≤ cste.
[
|vδ|2L2(0,t;V ) + |u0|2L2(0,T ;V )

]
. (IV.57)

Des estimations (2.34) et (2.35) on a

|uδ(t)|2V ≤ |uδ|
2
L2(0,t;V ) + cste (IV.58)

Appliquons le lemme de Gronwall à |uδ(t)|2V on trouve

|uδ|L2(0,T ;V ) ≤ cste. (IV.59)

L’estimation (2.37) sur uδ, et celle sur ϕδ donnée par (2.23), on trouve

|ϕδ|L2(0,T ;W ) ≤ cste, (IV.60)
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IV.3 Existence et unicité de solutions du problème PV

nous déduisons aussi à partir de la bornitude de la suite (uδ) dans L2(0, T ;V )
la relation (2.34) que la dérivée u̇δ est aussi bornée dans L2(0, T ;V ),

|u̇δ|2L2(0,T ;V ) ≤ cste. (IV.61)

Pour l’estimation de la dérivée seconde üδ dans L2(0, T ;V ′), rappellons l’équa-
tion

(üδ(t),v)V ′,V = A (ε(u̇δ(t)), ε(v))H − (Gε(uδ(t)), ε(v))H
− (E∗∇ϕδ(t), ε(v))H − j (uδ(t),v) = (f(t),v)V ′,V , ∀v ∈ V ,

donc

|(üδ(t),v)|V ′,V ≤ [LA |u̇δ(t)|V + LG |uδ(t)|V +
cE |∇ϕδ (t)|H + Lp |uδ(t)|V + |f(t)|V ] |v|V ,

ce qui entraine que
|üδ|L2(0;T,V ′) ≤ cste. (IV.62)

3.2 Passage à la limite (δ → 0)

Pour faire un passage à la limite nous allons utiliser un résultat de compa-
cité cité à la page 18 sur les problèmes d’évolution

La convergence de la suite (uδ).

Nous appliquons le corollaire 1, on prend succesivement X = Y = H = V et
F = {uδ} et X = V , H = H et Y = V ′ pour F = {u̇δ}, les conditions du corollaire
sont satisfaites pour p = 2. De (2.37) et (2.40) F = {uδ} est relativement
compact dans L2(0, T ;V ), et F = {u̇δ} est relativement compact dans L2(0, T ;H).
d’où il existe une sous suite notée aussi (uδ) telle que

uδ → u, fortement dans L2(0, T ;V ), (IV.63)

La convegence dans L2(0, T ;V ) implique que

uδ → u, fortement dans L2(0, T ;H), (IV.64)

à partir de (2.37), le théorème de trace donné sur uδ, il existe une sous-suite
{γuδ} telle que

γuδ → γu, fortement dans L2(0, T ;L2(Γ3)), (IV.65)

67



IV.3 Existence et unicité de solutions du problème PV

il existe aussi une sous suite {u̇δ} telle que

u̇δ → u̇, fortement dans L2(0, T ;H). (IV.66)

L’estimation (2.41) permet d’avoir

üδ ⇀ ü, faiblement dans L2(0, T ;V ′). (IV.67)

La convergence de la suite (ϕδ).
De relation (2.9) on tire

ϕδ → ϕ, fortement dans L2(0, T ;W ), (IV.68)

Preuve du Théorème 26. La convergence forte (2.42), avec la convergence faible (2.46)
dans L2(0, T ;V ′) nous permet de passer à la limite dans l’équation du système PR. Nous
avons d’abord

(üδ,v)V ′,V → (ü,v)V ′,V , ∀v ∈ V , p.p. t ∈ (0, T ) .

et avec la convergence forte de u̇δ dans L2(0, T ;V ) l’hypothèse (II.48)(b) sur A on trouve

(Aε(u̇δ(t)), ε (v))H → (Aε(u̇(t)), ε (v))H , ∀v ∈ V , p.p. t ∈ (0, T ) .

La convergence forte de uδ dans L2(0, T ;V ) (voir (2.43) avec la propriété (II.49)(b) im-
plique

(Gε(uδ(t)), ε(v)H)→ (Gε(u(t)), ε(v))H , (IV.69)
∀v ∈ V , a.e. , p.p. t ∈ (0, T ) . (IV.70)

La convergence (2.47) avec l’hypothèse (II.50) sur E, on trouve

(E∗∇ϕδ(t), ε(v))H → (E∗∇ϕ(t), ε(v))H , ∀v ∈ V , p.p. t ∈ (0, T ) ,

et la propriété sur la fonction de compliance on déduit que

j (uδ(t),v)→ j (u(t),v) , ∀v ∈ V , p.p. t ∈ (0, T ) .

Pour retouver la deuxième équation PV . rappelons l’équation électrique

(γ∇ϕδ(t),∇ξ)H − (Eε(uδ(t),∇ξ)H + (hδ (uδ(t), ϕδ(t)) , ξ)W = (q(t), ξ)W
∀ξ ∈ W , p.p. (0, T ) ,

Les convergences (2.47) et (2.42) nous permettent de faire aisement le passage à la limite
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IV.3 Existence et unicité de solutions du problème PV

dans (γ∇ϕδ(t),∇ξ)H et dans (Eε(uδ(t),∇ξ)H.
Rappelons que hδ (uδ(t), ϕδ(t)) s’écrit

(hδ (uδ(t), ϕδ(t)) , ξ) =
∫

Γ3
ψδ (uδν(t)− g)φL (ϕδ(t)− ϕ0) ξ da.

D’abord de la convergence (2.44), on a

uδν(t)→ uν(t), fortement dans L2(Γ3), p.p. (0, T ) , (IV.71)

aussi nous avons la convergence ponctuelle pour r ∈ R+,

ψδ (r)→ kχ[0,+∞[(r) when δ → 0,

comme ψδ est Lipshitzienne avec ψδ (0) = 0 donc, on a

|ψδ (uν − g)|L2(Γ3) ≤ |uν − g|L2(Γ3) ,

Du théorème de convergence dominée de Lebesgue, on trouve

ψδ (uν − g)→ kχ[0,+∞[ (uν − g) , fortement dans L2(Γ3). (IV.72)

Nous avons aussi∣∣∣ψδ (uδν − g)− kχ[0,+∞[ (uν − g)
∣∣∣
L2(Γ3)

=
∣∣∣ψδ (uδν − g)− ψδ (uν − g) + ψδ (uν − g)− kχ[0,+∞[ (uν − g)

∣∣∣
L2(Γ3)

≤ |ψδ (uδν − g)− ψδ (uν − g)|L2(Γ3)

+
∣∣∣ψδ (uν − g)− kχ[0,+∞[ (uν − g)

∣∣∣
L2(Γ3)

≤ k |uδν − uν |L2(Γ3) +
∣∣∣ψδ (uν − g)− kχ[0,+∞[ (uν − g)

∣∣∣
L2(Γ3)

,

utilisons (IV.71), (IV.72) et les convergences ci dessus, nous avons d’une part la conver-
gence

ψδ (uδν − g)→ kχ[0,+∞[ (uν − g) , dans L2(Γ3), p.p. (0, T ) .

D’autre part, comme

|φL (ϕδ − ϕ0)− φL (ϕ− ϕ0)|L2(Γ3) ≤ csteLφ |ϕδ − ϕ|L2(Γ3) ,

La convergence forte de ϕδ dans L2(0, T ;W ) et le théorème de trace, on trouve

φL (ϕδ − ϕ0)→ φL (ϕ− ϕ0) , dans L2(Γ3), p.p. t.
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IV.3 Existence et unicité de solutions du problème PV

On a donc

ψδ (uδν − g)φL (ϕδ − ϕ0)→ kχ[0,+∞[ (uν − g)φL (ϕ− ϕ0) , p.p. in Γ3,

Les bornitudes des fonctions φL, ψδ independement de δ avec le théorème de convergence
dominé, on a

ψδ (uδν − g)φL (ϕδ − ϕ0)→ kχ[0,+∞[ (uν − g)φL (ϕ− ϕ0) , fortement dans L2(Γ3),

Par conséquence on a
hδ (uδ, ϕδ)→ l (u, ϕ) , p.p. (0, T ) .

Nous concluons que ϕ est solution de l’équation électrique (1.32) du problème PV .
Avant de terminer la démonstration sur l’existence de la solution du problème PV ,

rappelons que la convergence forte de uδ vers u dans L2(0, T ;V ), la convergence de
u̇δ vers u̇ dans L2(0, T ;H) et la régularité uδ ∈ C1(0, T ;H) nous permettent d’obtenir
u(0) = u0, u̇(0) = v0. Il est clair que l’unicité de u et ϕ provienent de l’unicité de la
limite. La régularité des solutions u et ϕ de PV sont obtenues à partir des régularités de
uδ et ϕδ et le passage à la limite. Ainsi le théorème 26 est démontré.
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Chapitre V

Problème dynamique avec endommagement

Nous considérons un problème dynamique qui décrit un contact sans fric-
tion et avec endommagement entre le corps électro-viscoélastique et une base
conductrice. La friction est modélisé avec loi de la de compliance normale.
Nous considèrons des conditions de conductivité électrique pour un problème
physique presque parfait. L’évolution de la fonction d’endommagement est
donnée par une inclusion de type parabolique.

Dans ce chapitre, nous donnons d’abord des formulations variationnelles
du problème mécanique. Ensuite nous étudions l’existence et l’unicité de la
solution faible du problème approché. Nous calculons des estimations a priori
sur les solutions approchées, ensuite, nous faisons un passage à la limite . La
démonstration repose les inéquations d’évolution, le théorème du point fixe
de Banach et des résultats de la compacité pour les problèmes d’évolution.
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1 Problème mécanique et formulation variationnelle

Problem P. trouver le champ de déplacement u : Ω×[0, T ]→ Rd, le potentiel
électrique ϕ : Ω× [0, T ]→ R, et une fonction d’endommagement β : Ω× [0, T ]→ R

σ = Aε(
.

u̇) + G(ε(u), β) + E∗∇ϕ dans Ω× (0, T ) , (1.1)

D = Eε(u)− γ∇ϕ dans Ω× (0, T ) , (1.2)

.

β − k̂4 β + ∂ϕK(β) 3 φ(ε(u), β), (1.3)

ρü=Div σ + f 0 dans Ω× (0, T ) , (1.4)

div D = q0 dans Ω× (0, T ) , (1.5)

u = 0 surΓ1 × (0, T ) , (1.6)

σν = f 2 sur Γ2 × (0, T ) , (1.7)

σν = − p (uν − g) , uτ = 0 sur Γ3 × (0, T ) , (1.8)

ϕ = 0 sur Γa × (0, T ) , (1.9)

D·ν = qb sur Γb × (0, T ) , (1.10)

D·ν = kχ[0,+∞) (uν − g)φL (ϕ− ϕ0) sur Γ3 × (0, T ) , (1.11)

∂β

∂ν
= 0 sur Γ× (0, T ), (1.12)

u(0) = u0, u(0) = v0 β(0) = β0 dans Ω. (1.13)

χ[0,+∞) est la fonction characteristique de l’intervalle [0,+∞) donnée par

χ[0,+∞)(r) =
 0 si r < 0,

1 si r ≥ 0.
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V.1 Problème mécanique et formulation variationnelle

L’équation (1.3) décrivant l’évolution de la fonction d’endommagement, K
désigne l’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles définies par
le convexe

K =
{
ξ ∈ H1 (Ω) | 0 ≤ ξ ≤ 1 dans Ω

}
,

H1 (Ω) ici est l’espace classique de Sobolev. L’ensemble ∂ϕK est le sous-différentiel
de la fonction indicatrice ϕK du convexe K. Le reste des équations et données
sont les mêmes que celles posées dans le chapitre quatre. Soient les sous es-
paces de H1 et H1notés V et W et soient V ′ and W ′ leurs duals respectifs, avec
les inclusions denses et cotinues suivantes V ⊂ H ⊂ V ′ resp (W ⊂ L2 (Ω) ⊂ W ′).
Pour l’étude du problème P nous posons les hypothèses suivantes

(a) A : Ω× Sd → Sd

(b)Il existe LA > 0 tel que
|A (x, ε1)−A (x, ε2)| ≤ LA |ε1 − ε2| ∀ε1, ε2 ∈ Sd, p.p x ∈ Ω,
(cIl existe mA > 0 tel que
(A (x, ε1)−A (x, ε2)) · (ε1 − ε2) ≥ mA |ε1 − ε2|2 ,
∀ε1, ε2 ∈ Sd, a.e. x ∈ Ω,
(d) l’application x 7−→ A (x, ε) est Lebesgue mesurable sur Ω,
(e) l’application x 7−→ A (x,0) appartient à H.

(1.14)



(a) G : Ω× Sd × R→ Sd

(b) there exist LG > 0 tel que
|G (x, ε1, β1)− G (x, ε2, β2)| ≤ LG |ε1 − ε2|+ |β1 − β2| ,
∀ε1, ε2 ∈ Sd, ∀β1, β2 ∈ R a.e. x ∈ Ω,
(c) the mapping x 7−→ G (x, ε, β) is Lebesgue measurable on Ω,
∀ε ∈ Sd, ∀β ∈ R
(d) the mapping x 7−→ G (x,0, 0) belongs to H.

(1.15)

La fonction d’endommagement stisfait

(a) φ : Ω× Sd × R→ R
(b) there exist Lφ > 0 tel que
|φ (x, ε1, β1)− φ (x, ε2, β2)| ≤ Lφ |ε1 − ε2|+ |β1 − β2| ,
∀ε1, ε2 ∈ Sd, ∀β1, β2 ∈ R p.p. x ∈ Ω,
(c) the mapping x 7−→ φ (x, ε, β) est Lebesgue mesurable sur Ω,
∀ε ∈ Sd, ∀β ∈ R
(d) the mapping x 7−→ φ (x,0, 0) est dans H.

(1.16)
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V.1 Problème mécanique et formulation variationnelle

Le tenseur piezoélectrique E et le tenseur de permeabilité γ satisfont respecti-
vement les propriétés (II.50) et (II.51). La compliance normale satisfait (II.52).
La fonction d’interstice g et le potentiel initial ϕ0 vérifient

g ∈ L2(Γ3), g ≥ 0, a.e. on Γ3 (1.17)

ϕ0 ∈ L2(Γ3), (1.18)

On suppose qu’il existe une large valeur de L plus grande que tout pick de
voltage de sorte que ϕ− ϕ0 reste borné par L. Cette condition ne pose aucun
problème physique et ce qui permet de définir une fonction régulière φL donnée
par

φL(s)


−L if s < −L,
s if− L < s < L,
L if s > L.

(1.19)

Cette troncature permet de résoudre le problème, il suffit de voir que φL est
de Lipshitz et monotone. nous supposons que

k̂ > 0, β0 ∈ K, (1.20)

u0 ∈ V , v0 ∈ H.

Les forces volumique et surfacique ont les régularités suivantes

f0 ∈ L2
(
0, T ;L2 (Ω)d

)
, (1.21)

f 2 ∈ L2
(
0, T ;L2 (Γ2)d

)
, (1.22)

q0 ∈ W 1,p
(
0, T ;L2 (Ω)

)
, (1.23)

qb ∈ W 1,p
(
0, T ;L2 (Γb)

)
. (1.24)

Nous définissons f(t) ∈ V ′ by

(f(t),v)V ′,V = (f 0(t),v)H + (f 2(t),v)L2(Γ2)d , ∀v ∈ V , a.e. t ∈ (0, T ) , (1.25)

Soit j : V × V → R une fonctionnelle définie par

j(u,v) =
∫

Γ3
p(uν − g)vν da, ∀u, v ∈ V . (1.26)
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V.1 Problème mécanique et formulation variationnelle

et par le théorème de représentation de Riesz on définit q(t) ∈ W et Ju ∈ V
par

(q(t), ξ)W = − (q0(t), ξ)L2(Ω) − (qb(t), ξ)L2(Γb) , ∀ξ ∈ W , a.e. t ∈ (0, T ) , (1.27)

(Ju, v)V = j (u, v) (1.28)

Moyennant les relations (1.22), (1.21) (1.23) et (1.24) on trouve f ∈ W 1,p (0, T ;V ′),
q ∈ W 1,p (0, T ;W ). Soit l : V ×W → W définie par

(l (u, ϕ) , ξ) =
∫

Γ3
χ(0,+∞[ (uν − g)φL (ϕ− ϕ0) ξ da, (1.29)

∀u ∈ V , ∀ξ, ϕ ∈ W.

La forme bilinéaire a : W ×W → R est donnée par

a (ζ, η) = k̂
∫

Ω
∇ζ∇η dx, ∀ζ, η ∈ W. (1.30)

Les conditions (II.43), (1.17), (1.18) et (1.19), les intégrales (1.26) et (1.29)
sont bien définies.

Avec le triplet {u, ϕ, β} de fonctions régulières qui satisfont (1.1)-(1.13),
u(t) ∈ V , ϕ(t) ∈ W et β(t) ∈ H1, et avec les relations (1.26), (1.29), on peut
donner une formulation variationnelle du problème P, noté PV .

Problem PV . Trouver le champ de déplacement u : Ω× [0, T ]→ Rd, le poten-
tiel électrique ϕ : Ω×[0, T ]→ R et la fonction d’endommagement β : Ω×[0, T ]→ R
tels que

(ü(t),v)V ′,V + (Aε(u̇(t)), ε(v))H + (G (ε(u(t)), β(t)) , ε(v))H
+ (E∗∇ϕ(t), ε(v))H + j (u(t),v) = (f(t),v)V ′,V ,

∀v ∈ V p.p. t ∈ (0, T ) ,
(1.31)

(γ∇ϕ(t),∇ξ)H − (Eε(u(t),∇ξ)H + (l (u(t), ϕ(t)) , ξ)W = (q(t), ξ)W ,
∀ξ ∈ W p.p. t ∈ (0, T ) ,

≥ (1.32)

β(t) ∈ K,
(
β̇(t), ζ − β(t)

)
L2(Ω)

+ a (β(t), ζ − β(t))
≥ (φ (ε (u(t)) , β(t)) , ζ − β(t))L2(Ω) , ∀ζ ∈ K p.p. t ∈ (0, T ) ,

(1.33)

u(0) = u0, u(0) = v0, β(0) = β0. (1.34)

pour résoudre PV , nous considérons la fonction troncature de χ(0,+∞[ notée ψn
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V.1 Problème mécanique et formulation variationnelle

définie par

ψn(r) =


0 if r < 0,
kr 1

n
if 0 ≤ r ≤ 1

n
,

k if r ≥ 1
n
,

(1.35)

n est un paramètre qui tendra par la suite vers +∞. On voit que ψn est positive
croissante et Lipshtzienne,

il existe k > 0 tel que |ψn(u1)− ψn(u2)| ≤ k |u1 − u2|
∀u1, u2 ∈ R p.p. x ∈ Γ3,

(1.36)

Supposons que ψn satisfait

l’application x 7−→ ψn(x, r) est Lebesgue mesurable sur Γ3,∀r ∈ R,
Pour r ≤ 0, ψn(x, r) = 0 p.p. x ∈ Γ3.

Remplaçons χ(0,+∞[ par la fonction régulière ψn ainsi la fonction l dans PV est
remplacée par la fonction hn definie de V ×W → W et tel que

(hn (u, ϕ) , ξ) =
∫

Γ3
ψn (uν − g)φL (ϕ− ϕ0) ξ da, (1.37)

∀u ∈ V , ∀ξ, ϕ ∈ W , a.e. t ∈ (0, T ) , (1.38)

Soit donc le problème régularisé PR.

Problem PR. Trouver le champ de déplacement un : Ω × [0, T ] → Rd, le
potentiel électrique ϕn : Ω × [0, T ] → R et la fonction d’endommagement βn :
Ω× [0, T ]→ R tel que

(ün(t),v)V ′,V + (Aε(u̇n(t)), ε(v))H + (G (ε(un(t)), βn(t)) , ε(v))H
+ (E∗∇ϕn(t), ε(v))H + j (un(t),v) = (f(t),v)V ′,V , ∀v ∈ V p.p. t ∈ (0, T ) ,

(1.39)

(γ∇ϕn(t),∇ξ)H − (Eε(un(t),∇ξ)H + (hn (un(t), ϕn(t)) , ξ)W = (q(t), ξ)W
∀ξ ∈ W p.p. (0, T ) ,

(1.40)

βn(t) ∈ K,
(
β̇n(t), ζ − βn(t)

)
L2(Ω)

+ a (βn(t), ζ − βn(t))

≥ (φ (ε (un(t)) , βn(t)) , ζ − βn(t))L2(Ω) , ∀ζ ∈ K p.p. (0, T ) .
(1.41)

un(0) = u0, un(0) = v0, βn(0) = β0. (1.42)

Pour simplifier les écritures on pose un = u, ϕn = ϕ, βn = β, et on démontre
l’existence et l’unicité des solutions de PR.
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2 Existence et unicité des solutions de PR

Théorème 24. Supposons les hypothèses (1.14)-(1.37) vérifient. Alors il existe une so-
lution unique du problème PR . En plus la solution satisfait les régularités suivantes

u ∈ W 1,2(0, T ;V ) ∩ C1([0, T ] ;H), ü ∈ L2(0, T ;V ′), (2.1)
ϕ ∈ W 1,2(0, T ;W ),, β ∈ K, β ∈ W 1,2

(
0;T, L2 (Ω)

)
∩ L2

(
0, T ;H1(Ω)

)
.

La preuve du théorème 24 se ferra en trois étapes.
Nous supposons que (1.14)-(1.24) vérifiées et soient (η1, η2) ∈ L2(0, T ;V ×

L2(Ω)). Nous considèrons les problèmes suivants.

Problem P1
η Trouver un champ de déplacement uη : Ω× [0, T ]→ Rd tel que

(üη(t),v)H + (Aε(u̇η(t)), ε(v))
H

+
(
η1(t),v

)
V

= (f(t),v)H (2.2)

∀v ∈ V , p.p t ∈ (0, T ) ,

uη(0) = u0, uη(0) = v0, (2.3)

Problem Pη trouver le potentiel électrique ϕ : Ω× [0, T ]→ R tel que

(γ∇ϕη(t),∇ξ)H − (Eε(uη(t),∇ξ)H + (hn (uη(t), ϕη(t)) , ξ)W = (q(t), ξ)W
∀ξ ∈ W, p.p. dans (0, T ) ,

(2.4)

Problem P
η
2 trouver la fonction d’endommagement βη : Ω× [0, T ]→ R tel que

βη(t) ∈ K,
(
β̇η(t), ζ − βη(t)

)
L2(Ω)

+ a (βη(t), ζ − βη(t))

≥ (η2(t), ζ − βη(t))L2(Ω) , ∀ζ ∈ K p.p. dans (0, T ) .
(2.5)

βη(0) = β.

Noter que les trois problèmes sont découplés, ceci permet d’établir séparement
l’existence et l’unicité de la solution de chaque problème.

Lemme 13. Il existe une et une seule solution uη au problème P
η
1. En plus elle vérifie

uη ∈ W 1,2(0, T ;V ) ∩ C1([0, T ] ;H), üη ∈ L2(0, T ;V ′). (2.6)

Si u1, u2 sont deux solutions de P
η
1 correspondant au données η1

1, η1
2 ∈ L2(0, T ;V ), alors

il existe c > 0 tel que

|u1(t)−u2(t)|2V ≤
1
mA

[∫ t

0

∣∣∣η1
1(s)−η1

2(s)
∣∣∣2
V
ds
]
. (2.7)
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Démonstration. elle est similaire à celle donnée au lemme 11. Comme on a vη ∈ C([0, T ] ;H),
donc u est bien définie, il est clair en utilisant (IV.40), (IV.41), (IV.42), (IV.43) et (IV.44),
en déduit que uη est l’unique solution du problème P1

η, avec la régularité (2.6). De même
si on prend η1

1, η1
2 ∈ L2(0, T ;V ) pour lesquelles u1, u2 sont les solutions respectives de

P
ηi
1 , i = 1, 2. tenant compte de (1.14) et le fait que u1, u2 ∈ W 1,2 (0, T ;V ) avec v1, v2

définies par (IV.44). nous déduisons que

mA

∫ t

0
|v1(s)− v2(s)|2V ds ≤

∫ t

0

∣∣∣η1
1(s)−η1

2(s)
∣∣∣2
V ′

ds,

Pour l’existence et l’unicité du problème Pη, on a le résultat suivant

Lemme 14. Il existe une solution unique

ϕη ∈ W 1,2(0, T ;W ), (2.8)

au problème Pη. Si ϕ1, ϕ2 sont deux solutions du problème Pη correspondant qux données
η1et η2 ∈ L2(0, T ;V ), alors il existe c > 0 telle que

|ϕ1(t)−ϕ2(t)|W ≤ c |u1(t)−u2(t)|V . (2.9)

Démonstration. La démonstration est la même que celle donnée au lemme 12. Avec les
mêmes arguments nous déduisons que

|ϕ1 − ϕ2|W ≤
1
mγ

(cE + kLc0c̄0) |u1 − u2|V ..

Pour l’existence et l’unicité du problème βη du problème P
η
2, on a le lemme

suivant

Lemme 15. Il existe une solution unique βη au problème P
η
2 tel que

βη ∈ W 1,2
(
0, T ;L2(Ω)

)
∩ L2

(
0, T ;H1(Ω)

)
. (2.10)

Si β1, β2 sont deux solutions du problème P
ηi
2 , correspondant aux données η2

i notées τi ∈
L2 (0, T ;L2(Ω)) , i = 1, 2, alors nous avons

|β1(t)− β2(t)|2L2(Ω) ≤
∫ t

0

∣∣∣η2
1(s)− η2

2(s)
∣∣∣2
L2(Ω)

ds. (2.11)

Démonstration. Soit a : W ×W → R tel que

a (ζ, ξ) = k̂
∫

Ω
∇ζ∇ξ dx, ∀ζ, ξ ∈ H1 (Ω) , p.p t ∈ (0, T ) . (2.12)
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Comme k̂ > 0, cela permet de voir que a satisfait les conditions du théorème 11 avec β0 ∈
K .Il existe donc un unique solution du problème Pη2. Si η = (η1, η2) ∈ L2(0, T ;V ×L2(Ω)),
il existe une unique fonction βη satisfaisant

βη ∈ K, βη ∈ W 1,2(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2
(
0, T ;H1 (Ω)

)
, (2.13)

(
β̇η(t), ζ − βη

)
+ a (βη(t), ζ − βη) ≥

(
η2(t), ζ − βη

)
, ∀ζ ∈ K p.p. t ∈ (0, T ) (2.14)

βη(0) = β0. (2.15)

Soit t ∈ [0, T ] et β1, β2 les deux solutions du problème P
ηi
2 , correspondant à η2

i = τi,

i = 1, 2, nous avons donc

|β1(t)− β2(t)|2L2(Ω) + k̂
∫ t

0
|∇ (β1(s)− β2(s))|2L2(Ω) (2.16)

≤
∫ t

0
|τ1 − τ2|2L2(Ω) ds+

∫ t

0
|β1(t)− β2(t)|2L2 (Ω) ds. (2.17)

comme τi, i = 1, 2, appartiennent à L2(0, T ;L2(Ω)), appliquons le lemme de Gronwall à
|β1(t)− β2(t)|2L2(Ω), on trouve

|β1(t)− β2(t)|2L2(Ω) ≤
∫ t

0
|τ1(s)− τ2(s)|2L2(Ω) ds. (2.18)

Soit maintenant l’opérateur Λ défini par

Λ : L2
(
0, T ;V × L2(Ω)

)
→ L2

(
0, T ;V × L2(Ω)

)
où L2 (0, T ;H × L2(Ω)) est un espace de Banach

∣∣∣(η1, η2
)∣∣∣
L2(0,T ;V×L2(Ω))

=
∣∣∣η1
∣∣∣
L2(0,T ;V )

+
∣∣∣η2
∣∣∣
L2(0,T ;L2(Ω))

Λ (η) = (G (ε(uη), βη) + Juη + E∗∇ϕη ; φ (ε (uη) , βη)) , (2.19)

où uη, ϕη, βη sont respectivement l’unique solution des problèmes P
η
1, Pηet P

η
2. On a le

résultat suivant.

Théorème 25. L’opérateur Λ admet un unique point fixe

η∗ ∈ L2
(
0, T ;V × L2(Ω)

)
.

Démonstration. Soit t ∈ [0, T ], ηi ∈ L2 (0, T ;V × L2(Ω)), i = 1, 2, η1 = (η1
1, τ

2
1) , η2 =
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V.2 Existence et unicité des solutions de PR

(η1
2, τ

2
2 ) ,et utilisant les notations uηi = ui, ϕηi = ϕi et βτi = βi, i = 1, 2, alors

|Λη1 − Λη2|V×L2(Ω) ≤ |G (ε(u1), β1)− G (ε(u2), β2)|V ′

+c |u1 − u2|V + cE |ϕ1 − ϕ2|W + |φ (ε (u1) , β1)− φ (ε (u2) , β2)|L2(Ω) .

En appliquant les propriétés (1.15 (b)), (1.16 (b)), (??), (II.43) nous déduisons

|Λη1,−Λη2|V×L2(Ω) ≤ c
[
|u1 − u2|V + |ϕ1 − ϕ2|W + |β1 − β2|L2(Ω)

]
.

tenant compte des inégalités (2.7), (2.9), (2.11), nous trouvons

|Λη1 − Λη2|V×L2(Ω)

≤ c
[∣∣∣η1

1−η1
2

∣∣∣
L2(0,t;V )

+
∣∣∣η2

1 − η2
2

∣∣∣
L2(0,t;L2(Ω))

]
≤ c |η1 − η2|L2(0,t;L2(Ω))

Réiterant les estimations n fois on conclut que

|Λnη1 − Λnη2|V×L2(Ω) (2.20)

≤ (Tc)n

n! |η1−η2|L2(0,T ;V×L2(Ω)) (2.21)

D’où l’opérateur Λ est donc une contraction de L2(0, T ;V × L2(Ω)) dans lui même. Le
théorème du point fixe de Banach assure que Λ a un point fixe unique.

(η∗; τ ∗) ∈ L2
(
0, T ;V × L2(Ω)

)
.

Démonstration. du théorème 24
Existence. Soit (η∗; τ ∗) ∈ L2 (0, T ;V × L2(Ω)) le point fixe de Λ et (uη∗ ;ϕη∗ ; βτ∗) une

solution des problèmes Pη
∗

1 , Pη
∗

2 et Pτ∗ . Moyennant les régularités (1.39), (1.40), (1.41) et
(2.19). et tenant compte du fait que Λ (η∗; τ ∗) = (η∗; τ ∗), nous déduisons que (uη∗ ;ϕη∗ ; βτ∗)
est la solution du problème PR. La régularité de la solution (2.1) provient du lemme 13,
lemme 14 et le lemme 15.

Unicité. l’unicité de la solution est la conséquence de l’unicité du point fixe de l’opé-
rateur Λ donné par (2.19).

Théorème 26. Supposons que les conditions suivantes (1.14)-(1.30) sont vérifiées. Alors
il existe une unique solution de PV .De plus la solution satisfait

u ∈ W 1,2(0, T ;V ) ∩ C1([0, T ] ;H), ü ∈ L2(0, T ;V ), (2.22)
ϕ ∈ W 1,2(0, T ;W ), β ∈ W 1,2

(
0;T, L2 (Ω)

)
∩ L2

(
0, T ;H1(Ω)

)
.
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V.2 Existence et unicité des solutions de PR

Rappelons que la solution unique du problème régularisé PR, est la suite
un, ϕn, et βn solutions des équations (1.39), (1.40), (1.41), avec les conditions
initiales (1.42) avec la régularité (2.1). Pour montrer que u, ϕ et β solutions
des équations (1.31), (1.32), (1.33) avec (1.34). nous faisons passage à la limite
lorque n → ∞ dans le problème PR. Et cela moyennant des estimations a
priori sur un, ϕn, et βn, les propriétés sur A, G, j, φ, h et quelques résultats de
compacité.

2.1 Estimations a priori

2.1.1 Estimations sur la suite ϕn

En remplaçant ξ = ϕn(t) dans (1.40) on trouve

|ϕn|L2(0,T ;W ) ≤ cste. |un|L2(0,T ;V ) + |q|L2(0,T ;W ) . (2.23)

2.1.2 Estimation sur la suite βn

Soit t ∈ [0, T ], comme βn(t) ∈ K prenant ζ = 1
2βn(t) (ζ ∈ K), dans l’inéquation

(1.41) alors
(
β̇n(t), βn(t)

)
L2(Ω)

+ a (βn(t), βn(t))

≤ (φ (ε (un(t)) , βn(t))− φ (x,0, 0) , βn(t))L2(Ω) + (φ (x,0, 0) , βn(t))L2(Ω) .
(2.24)

Comme a est coercive moyennant propriété de φ (1.16(b)), et l’inégalité

ab ≤ α

2 a
2 + 1

2αb
2, ∀α, a, b ∈ R∗+, (2.25)

ce qui implique α ∈ R∗+

1
2
d

dt
|βn(t)|2L2(Ω) + k̂ |∇βn(t)|2L2(Ω)

≤ c
(
|un(t)|V + |βn(t)|L2 (Ω)

)
|βn(t)|L2 (Ω)

≤ c
( 1

2α
[
|un(t)|2V + |βn(t)|2L2 (Ω)

]
+ α

2 |βn(t)|2L2 (Ω)

)
,

choisissons α tel que α < 2k̂, et intégronsensuite de 0 à t

|βn(t)|2L2(Ω) +
(
k̂ − α

2

)
|∇βn(t)|2L2(0,t;L2(Ω))

≤ c |un(t)|2L2(0,t;V ) + |βn(t)|2L2(0,t;L2(Ω))

(2.26)
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Appliquons le théorème de Gronwall sur |βn(t)|2L2(Ω), on trouve

|βn(t)|2L2(Ω) ≤ c |un(t)|2L2(0,t;V ) ,

mais comme βn ∈ L2 (0, T ;H1(Ω)) alors

|βn|L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ c |un|L2(0,T ;V ) . (2.27)

De (2.26) et (2.27) on déduit

|βn|L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ c |un|L2(0,T ;V ) . (2.28)

Pour l’estimation β̇n rappelons l’équation (1.3)

.

βn − k̂4 βn + ∂ϕK(βn) 3 φ(ε(un), βn),

il existe g ∈ ∂ϕK(βn) tel que

.

βn(t)− k̂4 βn(t) + g = φ(ε(un(t)), βn(t))

nous savons que ∂ϕK(βn) ⊂ K, donc 0 ≤ g ≤ 1 alors pour tout ζ ∈ H1(Ω)

( .

βn(t), ζ
)
L2(Ω)

+
(
k̂∇βn(t),∇ζ

)
L2(Ω)

+ (g, ζ)L2(Ω) = (φ(ε(un(t)), βn(t)), ζ)L2(Ω) ,

donc, on a∣∣∣∣( .

βn(t), ζ
)
L2(Ω)

∣∣∣∣ ≤ k̂ |∇βn(t)|L2(Ω) |∇ζ|L2(Ω)

+
[
|g|L2(Ω) + |φ(ε(un(t), βn(t))|L2(Ω)

]
|ζ|L2(Ω) ,

Appliquons (2.28) sur |∇βn(t)|L2(0,T ;L2(Ω)) avec la propriété (1.16 (b)) de φ,
comme on a |g|L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ c ( g ∈ K) ceci implique

∣∣∣β̇n∣∣∣
L2(0,T ;L2(Ω))

≤ c |un|L2(0,T ;V ) + 1. (2.29)
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2.1.3 Estimation sur la suite un

Rappelons la régularité un ∈ W 1,2(0, T ;V ) et le fait que A (x,0) ∈ H, G (x,0, 0) ∈
H , maintenant remplaçons v=un(t) dans (1.39)

d

dt
|un(t)|2H + (Aε(un(t))−A (x,0) , ε (un(t)))H

+ (A (x,0) , ε (un(t)))H + (G (ε(un(t)), βn(t))− G (x,0, 0) , ε (un(t)))H
+ (G (x,0, 0) , ε (un(t)))H + (E∗∇ϕn(t), ε (un(t)))H + j (un(t),un(t))
= (f ,un(t))V ′ ,

(2.30)

Pour simplifier notons A (x,0) = A0, G (x,0, 0) = G0, en utilisant les hypothèses
(1.14 et (1.15), ona alors

d

dt
|un(t)|2H +mA |un(t)|2V

≤ (LG + Lpc̃0) |un(t)|V |un(t)|V
+
[
c |ϕn(t)|W + |βn(t)|L2(Ω) + |f(t)|V ′ + |G0|H + |A0|H

]
|un(t)|V , (2.31)

rappelons maintenant (2.25) et soit α ∈ R∗+, on trouve

d

dt
|un(t)|2H +mA |un(t)|2V

≤ (LG + Lpc̃0) α2 |un(t)|2V +
[ 1
2α (LG + Lpc̃0) + 1

]
|un(t)|2V

+c |ϕn(t)|2W + c |βn(t)|2L2(Ω) + |f(t)|2V ′ + |G0|2H + |A0|2H + |v0|2H , (2.32)

choisissons α < 2mA

(LG+Lpc̃0) , mais comme on a déja

|ϕn(t)|W ≤ c |un(t)|V + |q(t)|W and |βn(t)|L2(Ω) ≤ c |un(t)|L2(0,T ;V ) .

Intégrons de 0 à t dans (2.32) on a

|un(t)|2H + c |un|2L2(0,t;V ) ≤
[ 1
2α (LG + Lpc̃0) + c

]
|un|2L2(0,t;V ) (2.33)

+ |f |2L2(0,T ;V ′) + T |G0|2H + T |A0|2H + |v0|2H ,

Soit f̃ = |f |2L2(0,T ;V ′) + T |G0|2H + T |A0|2H + |v0|2H on déduit de (2.33) que

|un|2L2(0,t;V ) ≤ c |un|2L2(0,t;V ) + f̃ . (2.34)

Rappelons (2.1), un ∈ C1(0, T.V ) donc

un(t) =
∫ t

0
un(s)ds+ u0,
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ce qui implique que

|un(t)|2V ≤
[
|un|2L2(0,t;V ) + |u0|2L2(0,T ;V )

]
. (2.35)

De (2.34) et (2.35) on trouve

|un(t)|2V ≤ |un|
2
L2(0,t;V ) + c. (2.36)

Appliquons le théorème de Gronwall à |un(t)|2V on trouve

|un|L2(0,T ;V ) ≤ c, (2.37)

De l’estimation (2.37) sur un on déduit celle de ϕn, βn et β̇n données respecti-
vement par (2.23), (2.28) et (2.29)

|ϕn|L2(0,T ;W ) ≤ c (2.38)

|βn|L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ c,
∣∣∣β̇n∣∣∣

L2(0,T ;L2(Ω))
≤ c (2.39)

Nous déduisons aussi à partir de l’estimation de (un) dans L2(0, T ;V ) et de
l’expression (2.34) que u̇n est bornée dans L2(0, T ;V ), autrement

|u̇n|2L2(0,T ;V ) ≤ c. (2.40)

Passons à l’estimation de ü in L2(0, T ;V ′), rappelons l’équation

(ün(t),v)V ′,V = A (ε(un(t)), ε(v))H − (G (ε(un(t)), βn(t)) , ε(v))H
− (E∗∇ϕn(t), ε(v))H − j (un(t),v) + (f(t),v)V ′,V , ∀v ∈ V ,

donc

|(ün(t),v)|V ′,V ≤
[
LA |u̇n(t)|V + LG |un(t)|V |βn(t)|L2(Ω) +
cE |∇ϕn (t)|H + Lp |un(t)|V + |f(t)|V ] |v|V ,

donc on conclut que
|ün|L2(0;T,V ′) ≤ c. (2.41)

2.2 Passage à la limite lorsque n→ +∞

La convergence de la suite (un)n.

Nous appliquons le corollaire 1 à la suite (un) et (u̇n), une fois on pose
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V.2 Existence et unicité des solutions de PR

X = Y = H = V et F = {(un)} ensuite on pose X = V , H = H, et Y = V ′

pour F = {(u̇n)}, toutes les conditions du corollaire sont vérifiées avec p = 2,
il suffit de regarder les estimations (2.37), (2.40), ainsi F = {(un)} est re-
lativement compact dans L2(0, T ;V ). En utilisant les estimations (2.40) et
(2.41) pour F = {(u̇n)} on conclut que ce dernier est relativement compact
dans L2(0, T ;H). D’où il existe une sous suite notée toujours (un) tel que

un → u, fortement dans L2(0, T ;V ), (2.42)

La convergence dans L2(0, T ;V ) implique la convergence suivante

un → u, fortement dans L2(0, T ;H), (2.43)

l’estimation (2.37) et théorème de trace montre que

γun → γu, fortement dans L2(0, T ;L2(Γ3)), (2.44)

Il existe une sous suite notée aussi {u̇δ} vérifiant

u̇n → u̇, fortement dans L2(0, T ;H). (2.45)

Maintenant l’estimation (2.41), entraine que

ün ⇀ ü, faiblement dans L2(0, T ;V ′). (2.46)

La convergence de la suite (ϕn).

Apartir de l’estimation (2.38) on trouve que

ϕn ⇀ ϕ, faiblement dans L2(0, T ;W ), (2.47)

Comme W s’injecte compactement dans L2(Ω) , alors il existe une sous suite
de (ϕn) telle que

ϕn → ϕ, fortement das L2(0, T ;L2(Ω)). (2.48)

La convergence de la suite (βn)n.

L’estimation (2.39) avec la compacité de l’injection H1(Ω) ↪→ L2(Ω), on
conclut respectivement

∇βn ⇀ ∇β, β̇n ⇀ β̇, faiblement dans L2(0, T ;L2(Ω)), (2.49)
βn → β, fortement dans L2(0, T ;L2(Ω)), (2.50)
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Preuve du théorème 26. Les convergences données ci-dessus (2.42)-(2.49) permettent le
passage à la limite dans PR. On la convergence (2.46) dans L2(0, T ;V ′) la limite suivante

(ün,v)V ′,V → (ü,v)V ′,V , ∀v ∈ V ,p.p. t ∈ (0, T ) ,

Sous l’hypothèse (1.14)(b) de A on trouve

(Aε(u̇n(t)), ε (v))H → (Aε(u̇(t)), ε (v))H , ∀v ∈ V ,p.p. t ∈ (0, T ) ,

La propriété (1.15)(b) de G implique que

(G (ε(un(t)), βn(t)) , ε(v)H)→ (G (ε(u(t)), β(t)) , ε(v))H , (2.51)
∀v ∈ V ,p.p. t ∈ (0, T ) , (2.52)

La convergence (2.47) donne

(E∗∇ϕn(t), ε(v))H → (E∗∇ϕ(t), ε(v))H , ∀v ∈ V , a.e. t ∈ (0, T ) ,

et de la convergence forte de un dans L2(0, T ;H) avec l’hypothèse faites sur p nous avons

j (un(t),v)→ j (u(t),v) , ∀v ∈ V , a.e. t ∈ (0, T ) .

Ce passage à la limite entraine l’existence de la solution faible u(t) de PV .
Dans l’équation du potentiel électrique régularisée les convergences (2.47), (2.48),

(2.42) permettent de faire un passage à la limite (γ∇ϕn(t),∇ξ)H et (Eε(un(t),∇ξ)H
et avec les mêmes techniques déja citées dans le cas dynamique sans endommagement, on
trouve

hn (un(t), ϕn(t))→ l (u(t), ϕ(t)) , strongly in L2(Γ3),p.p. dans (0, T ) .

donc ϕ est solution de l’équation (1.32) du système PV .
Rappelons l’équation d’endommagement du systeme PR

βn(t) ∈ K,
(
β̇n(t), ζ − βn(t)

)
L2(Ω)

+ a (βn(t), ζ − βn(t))

≥ (φ (ε (un(t)) , βn(t)) , ζ − βn(t))L2(Ω) , ∀ζ ∈ K, p.p dans (0, T ) .

avec les mêmes étapes avant l’estimation (2.39) montre qu’une sous suite βn(t) converge
fortement vers β(t) dans L2(0, T ;L2(Ω)) et faiblement dans L2(0, T ;H1(Ω)). La dérivée
β̇n(t) converge faiblement vers β̇(t) dans L2(0, T ;L2(Ω)). La fonction φ est Lipschitzienne,
on trouve facilement la convergence relativement à ζ. Pour les termes

(
β̇n(t), βn(t)

)
L2(Ω)

et a (βn(t), βn(t)) on utilise la propriété de la la continuité semi inférieure des applications
respectives u→ |u(T )|2L2(Ω) de L2(0, T ;L2(Ω)) dans R+ et l’application u→ |∇u|2L2(Ω) de
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L2(0, T ;H1) dans R+. Ce qui donne

(
β̇(t), β(t)

)
L2(Ω)

≤ lim inf
(
β̇n(t), βn(t)

)
L2(Ω)

, p.p dans (0, T ) ,

a (β(t), β(t))L2(Ω) ≤ lim inf a (βn(t), βn(t))L2(Ω) , p.p dans (0, T ) .

Ainsi le passage à la limite dans l’équation d’endommagement est achevé, donc la fonction
β(t) est la solution de l’équation (1.33) du problème PV pour presque partout t ∈ (0, T )
et presque partout dans x ∈ Ω. Par passage à la limite β reste dans [0, 1]. Le passage à
la limite assure aussi la régularité

u ∈ W 1,2(0, T ;V ) ∩ C1([0, T ] ;H), ü ∈ L2(0, T ;V ′),
ϕ ∈ W 1,2(0, T ;W ),, β ∈ K, β ∈ W 1,2

(
0;T, L2 (Ω)

)
∩ L2

(
0, T ;H1(Ω)

)
.

Avant de terminer l’existence de solutions de PV , les régularités u ∈ C1([0, T ] ;H) et β ∈
W 1,2 (0;T, L2 (Ω)) permettent de déduire les conditions initiales u(0) = u0, u̇(0) = v0,
β(0) = β0. Ce qui achève la démonstration d’existence et d’uinicité du théorème 26.
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Conclusion générale

Dans ce travail nous nous sommes intéressés à l’étude de quelques pro-
blèmes de la mécanique des milieu continu, plus précisément à la mécanique
de contact. Nous avons essentiellement envisagé la loi constitutive électro-
viscoélastique avec des lois de contact quasistatique . La fondation est supposé
légèrement déformable exerçant une pression inconnue suivant la normale sur
le corps en fonction de sa pénétration. Ce qui est appelé la condition de com-
pliance normale. Nous proposons deux cas de contact avec et sans frottements
et un processus d’évolution quasistatique et dynamique. Les conditions élec-
triques sont introduites dans les cas où la fondation est conductrice, ce qui
induit des conditions aux limites plus complexes. Une régularisation de ces der-
nières ont été nécessaires pour que le problème mathématique soit bien posé.
Notre but a été de réaliser l’existence et l’unicité de Solutions généralisées
du problème de contact non frottant avec des conditions électriques régulari-
sées améliorant la condition d’existence et de régularité de solution électrique
établies. Ensuite moyennant des estimations apriori nous avons améliorer le
résultat l’existence et l’unicité de solutions généralisées pour le problème avec
conditions électriques plus réalistes. Ces résultats nous ont poussé à les géné-
raliser à une classe de problème de contact frottant dans le cas quasistatique
et le cas dynamique. Le contact avec endommagement a été pris en considé-
ration et une étude d’existence et unicité de solutions a été étendue pour ce
cas là. Cette étude mathématique est reposée sur les résultats des inéquations
variationnelles d’évolution et de la compacité et des arguments du point fixe.
Le contenu du deuxième chapitre de cette thèse est accepté pour publication
[2] et les résultats du quatrième chapitre ont fait l’objet d’une publication
citée dans [17].
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Résumé

L’objectif de ce travail est l’étude de quelques problèmes mathématiques en mécanique
des milieux continus, plus précisèment en mécanique de contact. Les résultats obtenus consiste
en l’existence et l’unicité de solutions des problèmes variationnels. La thèse comporte quatres
chapitres. Le premier est consacré à la formulation mathématique des problèmes qui feront
l’objet de notre étude avec une passage en revue des outils mathématiques utiles pour
établir les résultats présentés ici. Au chapitre deux nous étudions une classes de problèmes
quasi-variationnels de contact électro-viscoélastiques. Au chapitre trois nous étendons le résultat
aux de problèmes de contact frottant dynamiques. Le chapitre quatre est dédié à l’étude d’un
contact presque parfait d’un corps électro-viscoélastique avec une fondation conductive. Ensuite
au chapitre cinq nous reprenons le cas de contact dynamique non frottant avec une fondation
conductive, tout en tenant compte de l’effet d’endommagement du materiel.

Mots clés : électro-élastiques, électro-viscoélastiques, compliance normale, frottement de
Coulomb, inéquation quasi-variationnelle, inéquation d’évolution, solution faible, point fixe,
sous-différentiel.

Abstract

The aim of this work is the study of some mathematical problems in Continuum Mecha-
nics, more precisely in contact mechanics. The results are the existence and uniqueness of
solutions of variational problems. The thesis contains four chapters. The first chapter is devoted
to the mathematical formulation of the problems that will be our study with a pass in review of
mathematical tools useful in establishing the results presented here. In chapter two we study a
class of variational problems quasi-electro-viscoelastic contact. In chapter three we extend the
result to the dynamic problem of frictional contact . We give an example of the contact which
is a limit case of a problem of electro-elastic contact. Chapter Four is dedicated to the study of
an almost perfect contact of an electro-viscoelastic body with a conductive foundation. Then
in chapter five we take again the case of dynamic and frictionless contact with a conductive
foundation, taking into account the effect of damage of the material.

Keywords : electro-elastic, electro-viscoelastic, normal compliance, Coulomb friction, quasi-
variational inequality, evolution inequality, fixed point, subdifferential.
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