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Notations
Soit © un domaine de R¢ (d = 1, --3), on note par
Q I’adhérence de §.

r la frontiére de €2
ri(i=1,2,3) une partie mesurable de T'.

mesl’; la mesure de Lebesgue de I';.

u = (u;) un champ vectoriel de €.

v la normale unitaire extérieure de I.

Uy, Uy les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v.

o = (04)) le champ tensoriel de déformation.

o, la composante de la force du champ appliquée sur une section de normale n.

or la composante tangentielle du vecteur on.

U j = g;”; la dérivée partielle de la composante u; par rapport & composante i de la vari:
e = (&) le champ tensoriel de déformations de Cauchy.

€ij () 3 (g +uy,)

dom(y) Domaine effectif d’une fonction ¢.

epi(p) épigraphe de .

@ s.cd @ est semi-continue inférieurement.

Oy Sous différentiel de ¢.

Si H est un espace de Hilbert réel on note

H l'espace {u = (u;) | u; € H}

)y le produit scalaire dans H.

e la norme dans H.

o) le produit dualité entre H et son dual H”.

Vi la fonction indicatrice d’un ensemble K C H

XK la fonction caractéristique de K C H

Up — U la convergence de la suite (u,) vers u pour la topologie forte de H.
Uy — U la convergence de la suite (u,) vers u pour la topologie faible de H.
H I'espace L?(0Q)%.

H, I'espace {u|e(u) € H}.

H 'espace {u EL(Q)P | uyy = uy; € LQ(Q)}.

H; {oc € H | Dive € H}.

Hz (T) I'espace de Sobolev d’ordre £ sur I'.de dual H 2 (D).

Hr Hz (T)*.

H{ le dual de Hr.

~v: Hr — H{.  T'application trace des fonctions vectrorielles.

Soit un intervalle de temps [0, 7], on note pour Vk € N, 1 < p < +o0,
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C(0;T,H) 'espace des fonctions vectorielles continues de [0,7] dans H.

C(0;T, H) I'espace des fonctions vectorielles continuement différentiables de [0,7] dans H.
LP(0;T,H) I'espace des fonctions mesurables de [0,7] dans H.

|l Lo 01 la norme dans LP(0; T, H avec |ulp, .7 ) = (fOT lu(t)| dt)% .

WP (0;T,H)  lespace de Sobolev des fonctions de [0,7] dans H.

|'|W1,p(o;T,H) la norme dans W'? (0; T, H) avec |U‘W1vP(O;T,H) = |u|LP(O;T,H) + |u|LP(0;T,H) :



Introduction générale

1 Introduction

L’étude du probleme de contact de solides déformables est de connaitre la réaction
des structures lorsqu’elles subissent des forces, puis d’étudier leurs comportement ; leurs
déformation, leurs mouvement. Compte tenu de la complexité des phénomenes de contact,
leur modélisation mathématique ménent a des problemes aux limites non linéaires souvent
mal posés. Pour une étude mathématique compléte de ces problemes( de la modélisation
a l'analyse numérique et variationnelle) une théorie mathématique de la mécanique du
contact (T.M.M.C) a été assise. Dans ce travail nous allons considérer des modeles ma-
thématiques qui tiennent compte a la fois des différents comportements des matériaux
tel que I'élasticité, la viscoélasticité et un phénomene sous-jacent au contact qui est la
piézoélectricité du matériau.

La piézoélectricité est la propriété que possedent certains corps de se polariser électri-
quement sous l'action d’une contrainte mécanique appelée effet direct de piézoélectricité.
L’effet inverse de piézoélectricité est la capacité qu’a un corps a se déformer lorsqu’il est

soumis a un champ électrique .

De maniére plus générale, V'effet direct permet de réaliser des capteurs (capteur de
pression etc). Tandis que leffet inverse est utilisé dans la fabrication des actionneurs
comme les injecteurs a commande piézoélectrique en automobile, les amortisseurs piézo-
électriques qui jouent un role fondamental dans I’attenuation des vibrations indésirables
et les ultrasons transducteurs qui s’appliquent dans le domaine d’imagerie médicale en
échographie par exemple. Il existe plusieurs types de matériaux piézoéléctriques, cela va
des cristaux tel le quartz, le sel de seignette, la tourmaline, aux céramiques qui sont
des polycristaux tel que les titanates, zirconates de plomb, niobates, baryum, les poly-
meres semi-cristallins tel que les poly-venyl-difluoridene (PVDF), les fibres de carbone.
Ils forment une des catégories des matériaux dits intélligents, Ils sont adaptifs, évolutifs

et réunissent a la fois matiere et fonctionnalité.
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L’étude mathématique des phénomenes piézoélectriques est diie & Voigt 1894 dont les
travaux sont réunis dans un ouvrage qui sert de référence [68]. D’autre travaux ont suivis

29, 48, 49, 53, 64-66].

Le contact des corps solides, avec ou sans frottement, est une contrainte mécanique
souvent rencontrée en modélisation. Citons par exemple le frottement d’une toéle dans un
procédé d’emboutissage, le contact d'un pneu sur la route, le déploiement d’un airbag. Si-
gnorini en 1933 fit le premier a donner une formulation du probleme de contact unilatéral
sans frottement. C’est Fichera [22] qui réalise une étude de ce probleme en utilisant des
techniques des inéquations variationnelles elliptiques. Dans le livre de Duvaut et Lions
[19], paru en 1972, on trouve de nouveaux résultats d’existence et d’unicité. Ensuite, Né-
cas, Jaruek et Haslinger [50] vont a partir de 1980, résoudre un probléme statique de
contact unilatéral avec frottement. Les résulats d’existence les plus généraux sont don-
nés ensuite par Kato [34] et par Eck et Jaruek [31]. Une tres grande investigation dans
I’étude variationnelle et numérique des problémes de contact avec ou sans frottement d’un
matériau élastique, plastique, viscoélastique, viscoplastique et d’autre, a été menée dans
plusieurs travaux. L’étude du probleme de contact d’un matériau piézoélectrique a fait
I'objet de quelques travaux citons par exemple [6, 9, 21, 39, 40, 45, 47, 52, 60, 61].

L’endommagement est un phénomeéne trés important en ingénierie, son effet appa-
rait directement sur la structure des machines. On porte un intéret considérable pour les
modeles d’endommagement des matériau. Les modeéles mathématiques récents sur 1'en-
dommagement des matériels, ont été inspirés du modele de Kachanov dans les années 1960
(voir [33] pour les détails), par la suite d’autre modeéles mathématiques d’endommagement
introduisant une variable interne qui la fonction d’endommagement, elle mesure I’endom-
magement de la matiere, on peut les trouver dans les monographies [25, 26|, ainsi que
dans les études récentes [23, 24, 56]. Le processus d’endommagement introduit une fonc-
tion 5 € [0, 1]. L’évolution de la fonction d’endommagement est donnée par une inclusion
de type parabolique. Il n’y a pas d’endommagement lorsque 5 = 1 et il est complétement
endommagé lorsque 5 = 0. lorsque 0 < # < 1, il y a un endommagement partiel et le

systeme a une capacité de charge réduite.

Dans cette these nous examinons quelques problemes de contact avec et sans frotte-
ment pour lesquels les conditions aux limites font parfois intervenir I’aspect mécanique
et électrique du contact. Plus précisement nous proposons d’obtenir dans le cadre d’une
analyse variationnelle 'existence, 1'unicité, la régularité des solutions et le comportement
de celles-ci lorsque le matériau change de propriété physique et lorque la condition de

frottement est perturbée.

Au chapitre un nous présentons les résultats génériques et généraux, utiles a com-
prendre le modele mathématique de contact d’'un matériau électro-viscoélastique avec
une fondation déformable isolatrice ou non et un cadre variationnel nécessaire a ’étude

des problémes aux limites.
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Le chapitre deux est consacré a I’étude d’une classe de problemes d’évolution quasi sta-
tiques modélisant le contact frottant d’un coprs électro-viscoélastique avec une fondation
conductrice. Cette classe probléemes traduisant un phénomeéne non linéaire de mécanique
de contact, ils sont formulés a I’aide d’inéquations variationnelles d’évolution en terme de
déplacement et une équation variationnelle en terme de potentiel électrique. Les conditions
au bord sont mélées, elles font intervenir a la fois le caractére mécanique et électrique du
contact. Nous montrons l'existence et 'unicité des solutions, puis un exemple est donné
a la fin du chapitre. ce travail est une continuation des travaux cités dans [6, 39], notre
contribution consiste a faire une généralisation des cas et 'amélioration de la condition
de régularité de la solution en terme de potentiel électrique.

Le chapitre trois est dédié a lI’étude du cas dynamique de la classe de problemes
de contact frottant cité en amont. Nous supposons que la fondation est isolatrice, nous
montrons 'existence et 'unicié des solutions. Nous donnons ensuite un exemple de contact.

Au chapitre quatre nous étudions un probléme de contact dynamique sans frottement,
pour lequel les conditions au bord électriques sont physiquement réelles. Nous procedons
par une méthode régularisation des conditions au bord qui nous permettera de montrer
I’existence et 1'unicité de solutions du probléme régularisé, ensuite moyennant des esti-
mations a priori nous faisons un passage a la limite et nous démontrons 'existence de
solutions du probleme physique. Ces résultats sont obtenus en utilisant des techniques de
calcul sur les équations du type parabolique, des arguments de point fixe de Banach, ainsi
que des résultats de compacité.

Au chapitre cing, nous nous interssons au méme probleme donné au chapitre quatre
tout en tenant compte du processus d’endommagement. Une formulation variationnelle du
probleme est d’abord établie. Ensuite nous étudions l’existence et 'unicité de la solution
approchée du probleme. Moyennant des estimations a priori sur la solutions approchée,
nous effectuons un passage a la limite pour retrouver la solution faible du probleme de

contact parfait.
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Chapitre I

Modele mathématique et Préleminaires

Cette partie est consacrée a présenter d’une part, un modele mathématique du pro-
bleme de contact d’un matériau piézoélectrique avec une fondation et d’autre part donner

un cadre fonctionnel qui permettra de faire une étude mathématique.

1 Cadre physique

Dans le but de donner un modele géneral de contact d’un matériau piézoélectrique,
nous allons d’abord citer quelques principes de la mécanique des milieux continus en
introduisant I’équation de Cauchy, les lois de comportement, les conditions de contact et
les lois de frottement. Ensuite, nous présentons les différents systemes d’équations générés
de différentes conditions au bord (conditions de contact avec et sans frottement).

On consideére a l'instant ¢ € [0, 7] avec T' > 0, un coprs solide piézoélectrique occupant
un domaine borné 2 de R? (d = 1,2, 3), de frontiére reguliere 92 = T, subdivisée en trois
parties disjointes 'y, I's et I'5 qui représente la surface de contact dite la fondation, (voir
figure 1.1). On suppose que le corps est fixé sur I'y, le déplacement est donc nul sur T';.
On applique des forces volumiques fy sur le corps 2 et des forces de tractions fy sur la
frontiere I'y de €2. Dans le but de formuler les conditions au bord électrique on subdivise

I'y UT'y en deux ouverts disjoints I', et I',.

7 T - seuil
11

Fondation

Figure I.1 — Position Physique

On dénote par S¢ I'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R? (d = 1,2, 3)

[1h]

et par et |-| respectivement le produit scalaire et la norme Euclidienne dans S¢ (resp
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dans RY).

N|=

U -V = Uv; |u|:(uu) VU,UERd,izl,"'d,

T =0T |T|=(T-7’)% Vo,reS%i=1,---dj=1,---d.

Les indices 7, 7 prennent leurs valeurs entre 1 et d, avec la convention de l'indice muet.
Les inconnues sont le champ de déplacement u : Qx [0,7] — R? et le champ de
contrainte o : Qx [0,T] — S Le potentiel électrique ¢ : 2x[0,7] — R et un champ
de déplacement électrique D : Qx [0,7] — R?. Pour simplifier les écritures on évitera
de préciser la dépendence des inconnues par rapport & la variable d’espace x €Q et la
variable de temps ¢ € [0, T].
On suppose que la frontiere I' est continuement Lipshitzienne, le vecteur normal v est
donc bien défini pour tout vecteur v régulier, on note v, et v, la composante normale

et tangentielle v sur I' et par
U, =V V=Wl UV =V — Ul

Pour un champ de contraintes o régulier (par exemple C1), 'application trace de o est

le vecteur ov. On définit les composantes normale et tangentielle de o par
o, = (ov) -v=o,1v;, O,=0V—0,.

On note par € le champ tensoriel de déformation, on se place dans le cas des petites

déformations, en élasticité linéaire, on a

1 /(0u; Ou; 1 ..
. (u):2<8xj+0xji> =g lwg g, Li=Lop

On note par 4 la dérivée de uw par rapport au temps ¢ et par u; la dérivée partielle de u

par rapport a la variable d’espace .

1.1 Modele Mathématique

Pour établir un modele mathématique décrivant 1’équilibre d’un corps matériel piézo-
électrique soumis a des forces extérieures, rappelons les définitions des inconnues, champ

de déplacement, tenseur de contraintes, champ électrique et vecteur de déplacement D.

Champ de déplacement v Un champ de déplacement u(x) est le champ vectoriel

défini en tout point x de la configuration de départ en fonction de la nouvelle position X

par 'équation u(z) = X — x.
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Champ de contraintes o Un champ tensoriel de contrainte est 1’état de contrainte
du solide c’est a dire les efforts intérieurs mis en jeu entre les portions déformées du corps

matériel.

Potentiel électrique ¢ La pression exercée sur le corps piézoélectrique crée une pola-
risation de charges électriques qui génerent un courant électrique. La grandeur définissant

I’état électrique est appelée potentiel électrique.

Champ de déplacement électrique D C’est un vecteur résultant de I'application du
champ électrique E (par définition £ = —V) sur le corps matériel étudié.
Afin de gérer ces inconnues nous avons quatre équations découlant des principes fon-

damentaux de la mécanique des milieux continus et d’électricité.

Equations d’équilibre L’évolution de tout systeme mécanique soumis a l'action des
efforts mécaniques (volumiques ou surfaciques) respecte le principe fondamental de la
dynamique. Dans les milieux continus les équations d’équilibre mécanique sont définies

par

pi + Dive = f, dans Q. (I.1)

p est la masse volumique. Cette équation décrit le mouvement de tous les points d'un
solide en réponse a l'action des forces extérieures agissant sur le solide. Dans le cas quasi-

statique, I'equation (I.1) se réduit &
Dive = f, dans Q. (L.2)
Dans le cas la piézoélectricité nous rajoutons 1’équation d’équilibre
div D = q,, (2, (L.3)
ou qp est la densité volumique de charge du matériau.

Lois de comportement : La caractérisation de la déformation a partir de la confi-
guration initiale est donnée par des lois de comportement qui expriment le tenseur des
contraintes actuel o en fonction du mouvement passé et des changements d’état que la
portion du corps a subi. Les lois de comportement dans le cas d’un corps piézoélectrique
se traduisent par une expression mathématique du tenseur de contraintes en fonction
de grandeurs mécaniques et éléctriques. Par exemple la loi de comportement du corps

matériel électro-viscoélastique est donnée par les équations

o = Ae(u) + G(e(u)) + E*Vy, dans (, (1.4)
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D = Ee(u) — vV, dans (. (L.5)

ou A est l'opérateur de viscosité linéaire ou non linéaire dépendant de la vitesse du
déplacement u, § lopérateur d’élasticité dépendant du déplacement u, € = (e;j;) est le

tenseur piézoélectrique tel que sa transposé € = (ey;;) avec
Er-v=r1E&, VYreSt YveR’

et v =(7i;) le tenseur de perméabilité électrique. Dans le cas élastique 'équation (1.4)
devient

o =9G(e(u)) + Vo, Q, (1.6)

1.2 Conditions de contact et lois de frottement

Nous allons énoncer explicitement quelques types de conditions au bord mécaniques

et électriques que nous retrouverons dans cete these.
1.2.1 Conditions de contact
Nous commongons par les conditions imposées sur la partie I's de la frontiere de €2,

qui est en contact avec la fondation.

Contact bilatéral Lorsqu’il n’y a pas de séparation entre le corps et la fondation et le
contact reste maintenu entre le corps et la zone de contact. Dans ce cas le contact est dit

contact bilatéral, il se traduit mathématiquement par u, = 0.

Contact unilatéral Dans le cas ou le corps matériel rentre en contact avec une fonda-
tion rigide (une fondation qui ne subi pas de déformation), cela empéche une interpéné-

tration du corps avec la fondation, cela se traduit par 'inégalité

u, <0, (L.7)
Dans le cas ou U'interstice de contact a pour valeur g, I'inégalité (1.7) s’écrit

u, < g. (1.8)

ous avons deux situations, soit le corps quitte la base rigide, donc il n’y a pas de contac
N d tuat , soit 1 ttela b de, d ln’ d tact
et nous avons u, < g dans ce cas les contraintes normales sont nulles o, = 0, ou bien il
y’a contact, i.e. u, = g et dans ce cas la base rigide exerce une réaction normale orientée

vers 2. donc o, <0.



I.1 Cadre physique

Nous résumons ces deux situations par

u, <g, o0,<0, o, (u, —g) = 0. (1.9)

Ces conditions de contact sont appelées “Conditions de Signorini”, elle ont été utilisées
dans plusieurs travaux, par exemple dans [34, 50, 64, 65]. La condition (I.9) montre

clairement que o, est une application multivoque,

o, (u,) =

0 siu, < g,
€ (—o0,0], siu, = g.

Cette irrégularité est résolue par I'utilisation du modele de compliance normale. En effet
la condition de non pénétration du corps matériel a I'intérieur de la fondation (u, — g < 0)
est relaxée permettant une petite pénétration, ce qui laisse a supposer que la fondation

est déformable.

Contact avec compliance normale La contrainte normale o, est régularisée par une

fonction positive notée p,, donnée en fonction de la pénétration u, — g par

—0y = DPv (uu _g)'

Un exemple de la fonction de compliance normale est donnée par

Pv (T) =Gy,

ou ¢, est une constante positive et ry = max (0,r). Ici p, est une fonction croissante
par rapport u, — g,( lorsque le corps penétre a U'intérieur de la fondation (u, — g > 0),
la fonction p, reste croissante et positive). La réaction de la fondation est orientée vers
le corps matériel (o, < 0). Ce modele de contact a simplifié I’étude du point de vue
mathématique, tout en gardant un sens mécanique. Ce modele a été au début étudié dans

beaucoup de travaux, citons [34, 51| ensuite [4, 36, 55].

1.2.2 Lois de frottement

Dans ce paragraphe, nous allons citer quelques lois de frottement que nous utiliserons
dans notre travail.

A la surface du contact d’un corps matériel avec une fondation, la contrainte tangen-
tielle o, joue un réle important dans la nature du glissement, si celle ci est nulle (o, = 0),
on dit qu’on a un glissement sans frottement ou “glissement parfait”. Dans le cas contraire
on dit que I'on a un le glissement avec frottement. Il devient nécessaire dans ce cas de
modéliser ce frottement par une loi. Une loi de frottement est la condition donnée sur la

composante tangentielle de containte o,, qu’on appelle aussi la force de frottement, la

11
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vitesse de déplacement ., et le déplacement tangentiel w.. Nous allons énoncer quelques

lois de frottement.

Loi de Tresca

Lorsque la force tangentielle est inférieure a un certain seuil S le corps reste bloqué
dans la fondation et deés que celle ci dépasse le seuil S, le corps perd sa resistence et entre
en glissement. Ce phénomene est interprété par la loi de Tresca. La condition imposée sur

la zone de contact est donc la suivante :

lo-| <5,

S est appelé seuil de frottement. Dans le cas statique, on a,

Ur

[ l”

Dans le cas quasi-statique les forces de frottement s’écrivent

si, u, # 0. (I.10)

o,=-—5

o= ST i q £ 0. (1.11)
|- ||

Loi de Coulomb Cette loi a été initialement intoduite par Amontons [3], mais c’est
grace a Coulomb [16] que cette-ci est devenue connue. Il montre que le seuil S est propor-
tionnel a la composante normale de la force exercée sur la zone de contact. Le coefficient
de frottement dépend de la matiere du corps et de la fondation rigide. Cette loi s’interprete
par la condition

lo-l < wlowl,

ou u est une fonction positive appelée aussi seuil de frottement. Dans le cas statique on

a
lo-|| < wlo,|, alors, u, =0, (L12)
lo-|| = wl|o,|, alors, IA > 0, tel que, u, = —Ao . .
Dans le cas quasi-statique
lo-|| < ploy|, alors @, =0, (113)
o || = p o], alors IX > 0 tel que &, = —Ao. '

Il est clair que cette loi définit comme pour la loi de Signorini, une application multivoque

de u, dans (I.12) ou bien de 4, dans (I.13), nous avons donc par exemple

poy,, si wr <0
o, (u.) =14 €lpo,, —po,[, si ua, =0,

Hoy,, si ur > 0.
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Dans la loi de Coulomb la composante normale des réactions dépend localement du dé-
placement et la vitesse, elle donne lieu a un probleme mathématique mal posé. La régula-
risation de la loi de Coulomb par la convolution de la composante normale des réactions
par des fonctions tres régulieres a été proposée par G. Duvaut et J. Necas, elle conduit
a un probléeme qui a un sens mathématique. La régularisation de la composante normale

peut s’obtenir aussi en utilisant le modele de compliance normale.

2 Espaces fonctionnels

Nous allons rappeler ici quelques définitions et théoremes classiques d’analyse fonc-
tionnelle qui seront utilisés dans cette these. Pour les démonstrations on renvoie a la
bibliographie. Partout dans ce travail, on considére que € est un domaine borné de R"(
d = 2,3) de frontiere I'. On suppose que I' est de classe C*,( au voisinage de tout point
de la frontiere I, il existe un difféomorphisme de classe C* qui redresse localement la

frontiere en un hyperplan R?~! et Q est situé localement d’un seul coté de la frontiére).

2.1 Espaces des fonctions a valeurs réelles

Nous rappelons ici quelques résultats sur les espaces de Sobolev de fonctions a valeurs

réelles.

Pour tout s € Q C R?, on note D; 'opérateur %, par le muti-index o = (o, g, - -+, ()

d
ou a; € N* et par D avec |a| = Y «;, Vopérateut différentiel d’ordre av donné par
i=1

olel

Do =
Or0xs? - - - 0xg’

avec D° reprA©@sente I'identité.

On note par K CC ) un sous ensemble K de 2 qui est relativement compact dans
Q( K est compact inclus dans ). Pour tout m € N, on consideére I'espace des fonctions

réelles m fois continuement différentiable sur €2
Cm"(Q)={veC(Q): D e C () pour Va tel que |a| < m},

muni de la norme
[0l gmy = D sup |Dv(z)]

|a‘§ml‘€Q

On désigne par D (Q2) espace des fonctions indéfiniment différentiables & support compact
et par D’ (Q) 'espace dual de D () appelé I'espace des distributions muni de la topologie

forte dual.

Pour p donné 1 < p < oo, on désigne par LP(2) 'espace des fonctions Lebesgue

13
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mesurables sur 2, muni de la norme

1
P
ol = ([ 10F7)"-

Dans le cas p = 0o, on rappelle I'espace des fonctions essentiellement bornées (bornée sur

presque tout {2) muni de la norme

0] oo () = supess [v(z)| = inf {c: [v(z)| < ¢ p.p. dans Q}.
zeQ

Théoréme 1. Si p,q et r sont trois réels dans [1,00[ liés par la relation X = o+ 1_Ta,
pour un certain « € [0,1]. Alors, pour tout uw € LP () N L1 (R2), on aw € L™ (Q) et, on a

a l—«a
lullpr ) < lullzo@) + lullzo) -

Pour tout m entier positif nous définissons I'espace de Sobolev

WmP(Q)={ue P (Q): Due L’ (Q), |al<m},

il est muni de la norme

B =

- (Z HDQU’HLP(Q)) ; sil <p<oo,

HuHva(Q)
la|<m

HuHWm’p(Q) = ‘Iﬂgﬁ HDauHLOO(Q) ) si p = Q.

On pose H™ () = W™2 (Q), muni du produit scalaire

(uv U)Hm(Q) - Z (Dau’ Dav)L2(Q) )

laj<m

il est un espace de Hilbert. Rappelons que Wi™" () est l'adhérence de C§° () dans
W™P(Q) et que nous avons les injections Wi"* (Q) — W™ (Q) < LP(Q) (voir [1]).

L’espace W;"" () est muni de la norme

D=

- (Z HDauHLP(Q)) ; osil<p<oo,

laf=m

[ullymrqy = max [ D%| ooy » 81 P = 00.

HUHW(;”’I’(Q)

Rappelons que pour p = 1 et 2 borné, I'injection H} (2) —
—d_dgz - et

On note HJ (Q) = W™ ().
L? () est compacte. L’espace dual de W™P () est 'espace W~ () ou ¢ =

14
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m > 1. L’espace W~ () muni de la norme

Jul (,v)
(VA1 — = sup —1—
wma@) veEWTP(Q) ||U||WmvP(Q)

Y

avec (-,-) est le produit de dualité entre W=7 (Q2) et W™ (Q2). Nous avons l'inclusion
H; (Q) Cc L*(Q) c H ' (Q).

Dans le cas d’un ouvert €2 régulier nous avons le résultat suivant

Théoréme 2. Soit Q un ouvert borné de R?, alors nous avons
1. H (Q) = C (Q) avec injection compacte si d =1,
2. H' () < L1(Q) avec injection compacte pour 1 < q < oo sid=2 et pour q=>6
sid =3,
3. H*(Q) = C (Q) avec injection compacte si d =1,d = 2.

Si en plus Q est de classe C*, I'injection de C"! (Q) — H'(Q) est dense.
Nous allons énoncer ici les résultats qui donnent un sens a une fonction réguliere

presque partout sur la frontiere I'.

Théoréme 3 (Théoreme de trace dans H' (Q2)). Soit Q un ouvert borné régulier de classe
C' de frontiere 9 = T'. On peut définir de fagon unique une application vy : H' () —
L?(T) linéaire et continue, tel que si en plus v € C! (Q), on a yov(z) = v(x) pour tout
zel.

L application vy : H () — LY?(T') est linéaire continue et surjective. En particulier,

il existe un constante ¢ > 0 tel que pour tout fonction v € H'(Q), on a

|u|L1/2(F) <c |U|H1(Q)

Théoréme 4 (Théoreme de trace dans W™P (Q)). Soit Q un ouvert de classe C™ 1.

Alors pour tout m > 0 et p > 1, il existe une application linéaire continue

Y= (707717 e 7’771) s Wb (Q) — LP <F>m;

tel que yv = (v, 110, -+, Ynv), avec ;v est la trace d’ordre j de v.
- v(x
Lorsque v € C™ (Q), ;v sont données par y;v = 5 (j ), ou v est le vecteur unitaire
v

normal a .

Proposition 1 (Formule de Green ). Soit Q un ouvert borné régulier de classe C de
fronticre Q0 =T. Siu et v sont des fonctions de H (), elles vérifent

/Qu(x)g::l (x)dx = —/Qu(:r;)gsz (a:')da:'—l—/ru(x)v(x)ni(a:)ds

15
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ot n = (n;),;c, st la normale unité extérieure a 2. De méme si u est une fonction
vectorielle de (L* ()" tel que divu €L? (Q) et v € H' (Q), on a

/Q'U(x)divu(x)dx = —/Qu(:v)Vv(x)d:C+/Fv(x)u(x).n(a;)ds

Soit maintenant un domaine € de classe C!, ils existent deux applications linéaires
qui sont déterminées par respectivement -, dqui est éfinie de H' () dans HY/? (T') et yp
de H' () dans Hy/* (T) tel que

() = v, (v)v +yr(v) Vv € HY(Q), (I.14)

ou

Hy* (D) = {p € HY*(I');7,(¢) = 0}.

Sive (C’OO (Q))n ., onay,(v)=uv|r-netyr(v) =vlr— (v|r - v) v. Les applications 7, (v)
et yr(v) sont surjectives. Pour simplifier Iécriture, on désignera respectivement par v, et

vy les traces normales et tangentielle v, (v) et yr(v).

2.2 Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

On introduit dans cette section quelques propriétés d’espaces fonctionnels qui serviront

plutard a I’etude des problemes d’évolution.

2.2.1 L’espace L?(0,7;X)

On considere un espace de Banach et un intervalle [0, 7] , T > 0. Soit X un espace de

Banach, p € [1, o0].

Définition 1. On désigne par LP (0,T; X) l’ensemble des classes de fonctions mesurables
tel que pour tout t € [0,T], la fonction défine par || f(t)||x est dans LP([0,T]). Pour
p =00, L>®(0;T; X) est l'ensemble de fonctions mesurables u définies sur [0,T), tel qu’il
existe C > 0,|| f(t)||x < C, presque partout dans [0,T.

2.2.2 Propriétés de ’espace L? (0,7T; X)

1. L’espace L? (0,T; X) sont munis de la normes

) :
laro = ([ WO a) <o 5 <o

1o = Sup €58 IF @)l x = nf{C>0,[[f(H)llx <C pp.t},
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2. Pour tout 1 < p < oo, sont des espaces de Banach et C(]0,T]; X) est dense dans
17(0,T; X).

Sil<p<ooetsiX est réflexif, alors LP(0,T; X) est réflexif.

L’espace L?(0,T; X) est un espace de Hilbert, si X est un espace de Hilbert.

Pour tout 1 < p < oo, L? (0,T; X) est un espace séparable, si X est séparable.

Le dual de L? (0, T; X), (L7 (0,T; X)) = L¥ (0,T; X), ol p’ est I'exposant conjugué
de p et dont le produit de dualité entre I'espace LP (0,T; X) et son dual est donné

o v W

par
(f.9) = [ (F(0.9(0)x dt. Vg € I (0.7:X).

Nous citons ici quelques résultats qui caractérisent les ensembles compacts dans LP (0,7 X).

Pour les démonstrations nous renvoyons le lecteur a [59] et aux reférences citées.

Théoréme 5. Soit F C LP (0,T;X), F est relativement compact dans LP (0,T; X), pour
1 <p<ooetdans C(0,T;X) pour p= 00, si et seulement si

— { 2ft)dt| fe 3'"} est relativement compact dans X, 0 < t; <ty <T.

= Nft+h) = FOlrr_nx) — 0 lorsque h — 0, uniformément pour tout f de F.

Nous citons un résultat conséquent a ce théoreme, ceci dans le cas ou des fonctions f
possédent des dérivées intégrables au sens des distributions. Soit D’ (]0, T'[, X) 'espace des
distributions de ]0, T'[ dans X, 'espace des formes linéaires continues définies de D (]0, 7))
dans X. On définit la distribution dérivée f d’une fonction par < 1, ap> = —(f,¥), sila

fonction f ainsi que ses dérivées sont intégrables.

2.2.3 L’espace W' (0,T; X)

Définition 2. On définit l’espace
W' (0,T; X) = {u € LP(0,T; X) tel que i € L” (0, T; X)},
muni de la norme

||u||W17P(O,T;X) = HUHLP(O,T;X) + H’[LHLP(O,T;X) y P <00,

ou de la norme équivalente

hSA

ooz = (1l oo ey + Nl ooy 5 P < 00

Pour p =2, on note H' (0,T; X) = W2 (0,T; X), c’est un espace de Hilbert.

On introduit ici la définition des espaces intermédiaires ou les espaces de Gelfand qui

sont importants dans les probléemes d’evolution.
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Définition 3. Les espaces (V, H, V') sont des espaces triple de Gelfand, si les proprtiétés

suivantes sont vérifiées

a) V est un espace de Banach séparable, réflexif, H est un éspace de Hilbert séparable

muni du produit scalaire (-, -)
b) linclusion V' C H est continue avec V' dense dans H,

c) On identifie H avec H' ,, on a (H C V" avec (v,h)yy, = (v,h) Vv eV, Vhe H).

On définit les espaces de Sobolev relatifs aux espaces triple de Gelfand (V, H,V'). Soit

1<p<ooavec%+%=1,0npose
W' (0,T;V,H) ={u e L” (0, T;V) tel que @ € L (0,T;V")},

Proposition 2. Soit X un espace de Banach réflexif et H un espace de Hilbert tel que X
s’injecte continuement dans H avec X dense dans H. soit uw € L¥ (0,T; X) tel que u €
L7(0,T; X") avec % + % =1. Alorsu € C(0,T; H).

Nous citons ici quelques théoremes de compacité dans les espaces intermédiares dii a
J.L. Lions [44].

Théoreme 6. Soit X, B,Y trois espaces de Banach telgue X C B C Y avec injection
compacte de X dans B et soit F C LY (0,T; B) avec 1 < p < co. On suppose que

1. F est borné dans LT (0,T; X),
2. [f(t+h) = fFO)leor_nyy — 0, uniformément pour tout f € F.

Alors, F est ralativement compact dans LY (0,T; B) (et dans C (0,T; B) sip = 00).

oF :
Corollaire 1. Si F est borné dans L* (0,T; X) avec 1 < p < oo et i {f|feTF}est
borné dans LY (0,T;Y), alors F est relativement compact dans LY (0,T; B).

Dans le cas ou d’epaces X et Y sont en plus réflexifs et I'inclusion X C B est continue.

Nous avons le résultat di a Lions, Aubin et Simon.

Théoreme 7. Soit X, B, Y des espaces de Banach tel que X, Y sont réflexifs, X C
B C Y avec l'injection de X — B est compacte et l’injection B — Y est continue.
Soit 1 <p<ooetl <p < oo, (% —I—I% = 1). Alors linjection de W'P(0,T; X,Y) —
LP (0,T; B) est compacte.

2.2.4 Quelques propriétés de fonctions de Carathéodory

Définition 4 (fonction de Carathéodory). f est dite une fonction de Carathéodory sur
Q xR si pour tout réel u, la fonction (t,z) — f(t,x,u) est mesurable et pour presque tout

(t,x) de Q, la fonction u — f(t,z,u) est continue.
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Théoreme 8. Si f est de Carathéodory, alors pour tout € > 0, il existe une partie fermée
C. C Q telle que mes(QN\C:) < ¢ et la restriction de f a C. X R est continue.

Définition 5 (opérateur de Nemytskii). On appelle opérateur de Nemytskii, ’opérateur

qui a u associe F(u) = f(.,.,u).

Théoréme 9. Si f est de Carathéodory et si 3 a; € L*(Q), Jas € R, pour p.p. (t,x) dans
Q,VuelR
|F(u)] < ay + as|ul. (I.15)

Alors, lopérateur de Nemytskii F associé a f est continu dans L*(Q), i.e. siu, converge
vers u dans L*(Q), alors F(u,) converge vers F(u) dans L*(Q) et réciproquement, si la

condition (1.15) est vérifiée, alors l'opérateur de Nemytskii associé a f est continu dans

L*(Q).

3 Quelques définitions sur les opérateurs univoques

et multivoques

Soit X un espace de Banach et X* son dual, soit (-, ) le produit de dualité entre X et
X*. Nous allons donner quelques définitions sur les opérateurs univoques et multivoques,

pour plus de détails le lecteur peut consulter ( [69], [18]).

Définition 6. Un opérateur T : X — X' est dit

1. borné, s’il transforme tout borné de X en un borné de X';

2. hémicontinu, si application réelle t — (T (u + tv),w) est continue sur [0, 1], pour

tout u,v,w € X ;
3. demicontinu, si pout tout x,, — x dans X, on a Tz, — Tx faiblement dans X' ;
4. monotone, si (Tx —Ty,x —y) > 0 pour tout x,y € X ;

5. mazimal monotone, si T est monotone et pour tout r,yc X et 2’ € X' vérifiant
(Tex — 2’2 —y) >0, alors ' =Ty,

6. fortement monotone, s’il existe ¢ > 0, p > 0 tel que (Tx —Ty,x —y) > c|lz —y|";

7. pseudo-monotone, si pour tout x,, — x faiblement dans X etlimsup (T'z,,x, — ) <

0, alors liminf (T'z,, z, —v) > (Tx,x — v) pour tout v € X.

Remarque 1. Si lopérateur T est borné hémicontinu et monotone, alors il est pseudo-
monotone
Si T est pseudo-monotone et coercif, alors Vf € X' Ju € X tel que Tu = f.

Théoréme 10. Soit V est un espace de Banach réflexif et séparable et A un opérateur de

V' dans V' borné, hémicontinu et monotone. Alors A est continu de V' fort dans V' faible.
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Définition 7. Un opérateur T : X — 2% est dit

1. borné, si T(B ) est borné dans X' pour tout borné B de X ;

2. semi-continu-supérieurement , si T~H(C) = {z € C | Tz NC # 0} est fermé dans
X, pour tout C' € X ;

3. monotone, si pour tout x,y € X et 2’y € X', ona (' —y',x —y) >0;

4. coercif, s’il existe une fonction réelle ¢ de R+ dans R vérifiant }Lrgoc(r) = 400 et tel

que pour tout x € X et ' € Tx, on a (2',x) > c(||z]) ||| ;

5. pseudo-monotone s’il satisfait,

a) pour tout v € X, Tz est un ensemble non vide conveze et faiblement compact dans X'

b) T est semi-continu supérieurement défini de tout ensemble de dimension finie de X

dans un X' muni de la topologie faible,

c) st x, — x faiblement dans X, z, € Tx, et limsup (z),x, —x) < 0, alors pour tout

y € X il existe ' (y) € Tx tel que (2'(y,)r —y) < liminf (2], z, — y).

3.0.5 Sous-différentiel d’une fonction convexe

Il bien connu que la théorie des opérateurs monotones a commencer par la monotonie
des fonctions convexes. Plus généralement pour toute fonction ¢ : X — RU{+4o00} propre
convexe semi-continue inférieurement s.c.i., on définit le sous-différentiel dp : X — 2%
par

dp(z) ={he X'|<hy—z><p(y) —px),Vy € X} (1.16)

C’est le modele le plus simple de 'opérateur maximal monotone. En particulier, si ¢k

la fonction indicatrice du convexe K de X, alors

Nk (z) = dpg(x) ={h e X'| < h,y—x ><0,Vy € C},

est le cone normal de K en x.
Plus généralement, soit ¢ : X — RU{+o0} une fonction convexe et s.c.i, avec D(yp) =

{z € X|p(z) < oo}. Trouver un élément u € D(yp) tel que

(Au — fox —u) > p(z) — e(u) >0,V € D(p), (L.17)

En utilisant la définition du sous-différentiel (I.16), I'inéquation variationnelle (1.17)

est équivalente a

f € Au+ 0p(u), (I.18)
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en particulier, si ¢ = @ (fonction indicatrice du convexe K) I'inéquation variation-

nelle (I.17) est équivalente a

f € Au+ 0pk(u), (I.19)

Faisant usage des formes (1.17) et (I.18), la théorie des inégalités variationnelle se
prolonge dans le cadre de diverses généralisations du concept du sous-différentiel aux
fonctions non lisses, non convexes, ce qui fait appel au sous-différentiel généralisé au sens
de Clarke qui est donné pour une fonction localement Lipschitzienne. Pour plus de détails

nous renvoyons le lecteur au monographes [15, 28].

3.1 Quelques lemmes techniques

Lemme 1 (Inégalité de Cauchy [58]). Pour tout réel positif a et b et pour tout & strictement
positif, on a
ab< Sa Ly
-2 2
Lemme 2 (Inégalités de Young). Soient p et q deux réels strictement positifs tels que

% + % = 1. Pour tout réel positif a et b, on a

al b
ab < — + —.
p q

De plus, on a pour tout € >0

p — =\ e
ab§ﬂ+7<1 E)b.
p q

Lemme 3 (Gronwall ). Soient y € L°(]0,T|) et g € L'(]0,T[) deuz fonctions positives

et yo une constante positive, telles que pour presque tout t €]0,T|

y(t) < yo+ /Otg(s)y(s)ds.

Alors, on a pour presque tout t €]0,T]

y(t) < yoexp </0tg(s)ds) .
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3.2 Quelques éléments d’analyse non linéaire

Dans cette section nous rappelons quelques résultats concernant les inéquations va-
riationnelles d’évolution et les inclusions différentielles non linéaire qu’on retrouvent dans

I’etude des problemes proposés dans cette these.

3.2.1 Quelques résultats sur les équations et inéquations variationnelles

Soit V et H deux espaces de Hilbert tel que V- C H C V', avec injection dense et

continue de V dans H, et soit A : V — V’/ un opérateur hemicontinu monotone vérifiant
Jap >0, a; €R tel que (Au, )y, > ag|uls +a,Yu €V, (1.20)
Alors pour un ug € H et f € L?(0,T; V"), il existe une unique fonction v vérifiant

ue€ L0, T;V)NC(0,T;H), e L*0,T;V)

a(t) + Au(t) = f(t),  ppte(0,7T), (1.21)

u(0) = uy, (1.22)
Théoréme 11. Soit (V, H,V') un triple espaces de Gefland, soit K un sous-ensemble
fermé de V. Soita(.,.): V xV — R la forme bilinéaire symetrique, continue qui satisfait
Jag>0, a1 €R  tel que a(u,u)yy > ag |u|%, +aoylulf, YueV. (1.23)
Alors pour une donnée ug € K et f € L*(0,T; H), il existe une unique fonction u vérifiant
u€ L*0,T;V)n H*([0,T]; H)
pour tout t € [0,T], u(t) € K et pour presque tout t € (0,T)

(W(t),v —u(t)) +a(ult),v—u(t)) > (f(t),v—u(t))y, YuekK (1.24)

u(0) = uo. (1.25)

Soit maintenant X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, ) x et de la norme
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| - || x, on considere le probleme suivant, trouver = : [0,7] — X tel que

(AJZ,y—JZ)X+(BJZ,y—JZ)X —{—j(ZL‘,y) —j(:L‘,ZL’)
> (f,y—i)x VyeX, telo,T],

z(0) = 0. (L.27)

(1.26)

Pour étudier le probleme (1.26), (1.27) nous avons besoin de quelques hypotheses

— L’opérateur A : X — X est fortement monotone et de Lipschitz i.e.

(a) 11 existe m4 > 0 tel que

(A(L’l — AJTQ,[L’l — ZEQ)X > mA||:171 — ZL‘QH% Vo, 29 € X.
(b) Il existe L, > 0 tel que

|’A$1—A$2HX SLAH(El—I‘QHX V:I:l,xQEX.

(1.28)

— L’opérateur non linéaire B : X — X est continuement Lipschitzien et il existe
Lg > 0 tel que

HBxl—BSCQHX §LBH:(;1—:1:2HX Va:l,a:QEX. (IQQ)
— La fonctionnelle j : X x X — R satisfait

(a) j(z,-) est convexe s.c.i. pour tout € X.

(b) Il existe m > 0 tel que

. ) ) ) (1.30)
J(@1,y2) — j(x, 1) + j(z2, y1) — j(22,92)
<mllzr — x| x [|ly1 — vellx Vi, 22, 91,92 € X.
On suppose aussi que
fec0,7,X), zo€X. (1.31)

Alors nous avons le résultat suivant, qui est un résultat standard de la théorie des

inéquations variationnelles d’évolution (voir par exemple [27, 55]).

Théoréme 12. Supposons les hypothéses (1.28)—(1.31) sont vérifiées. Alors le probléme

(A(@(t)), v — () x + (B(z(t)),v — &(t))x+
J(x(t),v) — d(u(t),2(t) = (f(t),v —&(t))x, v, (1.32)
x(0) = zp. (1.33)

— admet une unique solution x € C*(0,T,X).
— Si xy et xo sont deux solutions du probléme donné par (1.26) et (1.27) qui corres-

pondent respectivement aux données fi, fo € C(0,T; X), alors il existe ¢ > 0 te que
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l1(8) = @2() [ x < c(fs(t) = f2(O)]lx + l2a(t) — 22(D)l[x) VE€[0,T]. (1.34)

~ 8%, en plus f € WYP(0,T;X), avec p € [1,00|, alors la solution x satisfait x €
W2r(0,T; X).

Nous présentons ici un résultat qui montre ’existence et 'unicité d’une solution pour

les inéquations d’évolution écrites sous formes d’inclusion. Pour la démonstration voir
Barbu [§]

Théoréme 13. Soit V et H deux espaces de Hilbert tel que V- C H C V', avec injection
dense et continue de V dans H, et soit A : V. — V' un opérateur linéaire continu et

symetrique vérifiant la condition de coercivité
Jag >0, ay € R tel que (Au,u)y,y > ag ul? + o |ul3 Yu € V. (1.35)

Soit M : V — 2V un opérateur multivoque mazimal monotone. Soit f une fonction donnée

dans WH(0,T; H) et ug, vy deur données vérifiant
uy €V, vg € D(M) et (Aug + Mvy) N H # &. (1.36)

Alors il existe une solution unique v € WL (0,T; V) N W?2%*(0,T; H) vérifiant le pro-
bleme
W(t) + Au+ Ma > f(t), p.pt € (0,7),
uw(0) =0, u(0)=wy.



Chapitre 11

Probleme de contact frottant quasi-statique

Introduction

Nous étudions ce chapitre une classe de problemes variationnels d’évolution modélisant
un contact avec frottements d’un corps piézoélectique avec une fondation conductive.
Nous nous intéressons a l’évolution, a la fois de la déformation du corps et du potentiel
électrique dans un intervalle de temps [0, T']. Ceci nous conduit & un systéme d’inéquations
variationnelles.

Le but dans ce travail est de donné une généralisation du cas donné dans l'article [39]
a une classe de problemes modélisant des contacts frottants d'un corps piézoélectrique
avec une fondation conductrice et d’affaiblir les hypotheses d’existence et d’unicité. Nous
appliquons ce résultat a un exemple de contact frottant modélisé par la loi de compliance
normale et une version de la loi de frottement de Coulomb. Nous supposons qu’il y a des
charges électriques sur la partie du corps qui rentre en contact avec la base et qui dis-
paraissent lorsque ce contact est perdu, des conditions au bord électriques et mécaniques
sont par conséquent prises en considération. . Le processus est supposé électriquement
statique (tous les effets de radiation sont négligables) et mécaniquement quasi statique
(les termes d’inertie dans les équations d’équilibre sont supposés négligéables). Le contenu

de ce chapitre est accepté pour publication [2].

1 Existence et unicité des solutions du probléme (Py)

Soit & résoudre le probleme variationnel Py suivant, Trouver le déplacement u :
[0,T] — V et le potentiel électrique ¢ : [0,T] — W tel que

(i) v = )y + (Bult)v = D)y + (Ee®0 i)y
+i(u(t), v) = jult), at) = (f(t),v —ult))v,
pout tout v € Vet t € [0,T7,
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pour tout ¢ € W et t € [0,T1], avec

u(0) = up. (IL.3)

Ici V et W sont respectivement I’espace des déplacements et des potentiels admissibles(
ce sont certains espaces de Banach vérifiant V C HC Vet W Cc H C W/, avec H et H
des espaces de Banach réflexifs). Les opérateurs A, B, E, E*,C et D sont respectivement
les opérateurs liés aux lois életro-mécanique données precédemment dans le chapitrel. Les
fonctionnelles J et h sont respectivement données en fonction des conditions mécaniques

et électriques au bord de la surface. La fonctionnelle h donnée dans (I1.2) est définie par

(h(a.0), Ow = [ ¥(u, = 9)or(p = p0)C da, (11.4)

C

wo est le potentiel électrique de la fondation. La fonction ¢, est donnée par

—L si s<—L,
dr(s) =4s si —L<s<IL, (IL5)
L si s> L,

ou L une valeur positive assez grande, elle peut étre arbitrairement grande, plus élevée
que tout pic possible de tension dans le systeme. Un exemple de fonction ¢ de Lipschitz

peut-étre donnée par

0 sir<Q,
Ur) = ks si 0<r <), (IL6)

k sir>96,

Nous donnons ici la liste des hypotheses sur les données du probléeme. On suppose que
A est non linéaire fortement monotone et continuement Lipshitzien sur V' et B est un

opérateur non linéaire contiuement Lipshitzien dans V', pour plus de details (voir [57]).

(a) A:V = V.
(b) Il L4 > 0 tel que
|Auy — Ausly, < La|lug — ugly, Yuy,up € V. (I1.7)
(c) il existe my > 0 tel que
(Auy — Aug,uy — ug)y > ma|ug — u2|%/ Uy, Uy € V.
(2) B:V = V.
(b) il existe Lg > 0 tel que (I1.8)
|Buy — Busl,, < Lp|ui — usly, Yuy,up € V.
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les opérateurs E* et F sont linéaires et vérifient

(a) E*: W = V.
(b) il existe Cg« > 0 tel que
|E*wlse < Cp= lwly, VueV, (11.9)
(c) E:V =W
|Eu|H <Cg |u|v Vu€elV,
(d) (E*w,v) = (w, Bu)
C est un opérateur linéaire coercif
(a) C: W — W.
(b) il existe Mg > 0 tel que
|ICTly < Mc |7l VreW. (IT.10)
(c) il existe Le > 0 tel que
(CT,CT)yy > me |7]5, VreW.
La fonction v satisfait
@)y : T3 xR = R,
(b) 3Ly > Otel que [tz ur) — ()| < Lylur — o
R, p.p. [s.
(¢) My > 0tel que [Y(x,u)] < My VueR, pp.zels.
(e) x — 1(z,u) est mesurable sur '3, pour toutu € R.
(e) x — ¢(z,u) = 0, pour toutu < 0.
La fonctionnelle j : X x X — R satisfait :
(a) j(u,-) est convexe s.c.i. dans V' pour tout u € V.
(b) il.existe m > 0 tel que. | (11.12)
J(ur, va) = j(ur,v1) + j(ug, v1) — j(uz, vo)
<m |up — ugly, [v1 —voly,  Vur, ug,vi,v0 € V.
f e Wh(0,T;H), (I1.13)
q € WY (0,T;H), (I1.14)

Théoréme 14. On suppose 11.7-11.15 satisfaites. Alors il existe une unique solution du

Probléme Py . La solution u satisfait

ue W0, T;V), ¢ W"(0,T;,W). (I1.16)
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II.1 Existence et unicité des solutions du probleme (Py)

Preuve du théoréme 14

Nous démontrons l’existence et 1'unicité de la solution u de 1’inéquation
variationnelle (II.1), vérifient le théoréme 12. Pour cela nous considérons le

probléme suivant Probléme P,, et une fonction 1 € C([0,7],V) .

Trouver le champ de déplacement u, : [0,7] — V tel que

(At (2)), v = iy (8))v + (B(uy(t), v = iy ())v + (n(t), v = iy (£))v
i (0),0) = (un(t), i(8) > (F(),0— By YweV, te[0,T),  (L17)
uy(0) = up. (I1.18)

Nous avons les résultats suivants sur iP}].

Lemme 4. (1) Il existe une unique solution u, € C*([0,T); V') du probléme (1.10) et
(IL.18).
(2) Siuy et uy sont deux solutions de (1.10) et (I1.18) correspondantes aux données

m, ne € C([0,T); V), alors il existe ¢ > 0 tel que
in(t) — iy < (1) — m(D)l + (8 — w®)y) VEe[0,T).  (L19)

(3) Si en plusn € W(0,T;V) pour p € [1,00], alors la solution u, € W??(0,T;V).

Démonstration. Nous appliquons le théoreme 12 ou X = V, en notant le produit scalaire

(-,-)v et de la norme |-|,,, nous définissons f, : [0,7] =V par

(o), 0)v = (f(t) = n(t), v)v, (I1.20)

pour tout u,v € V et t € [0,T]. Des hypotheses (I1.7), (I1.8) et (II1.8) montrent que les
opérateurs A, B et j satisfont les conditions (1.28), (1.29) et (1.30) du théoreme 12.

En plus, si la fonction f € WH(0,T;H), comme n € C([0,7];V), on déduit qu’ a
partir de (I11.20) f, € C(]0,T]; V). nous notons que (??) entraine que la condition (I1.31) est

satisfaite. Nous déduisons que le lemme 1.29 n’est autre qu’une conséquence du théoreme
12. m

Dans le la suite on note u, € C'([0,7],V) la solution du probléme P;, ob-
tenu par Lemme 1.29. Nous posons le probléeme variationnel lié au potentiel

électrique.
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Problémeﬂ)%.

Trouver le potentiel ¢, : [0,7] — W tel que

(C (en(1), Ow — (E(uy(t)), Ow + (hluy(t), ©4(t)), Ow = (q(t), Qw,

(I1.21)
V¢e W, telo,T].

pour le probleme bien posé Tf], nous avons le résultat

Lemme 5. Il existe une unique solution p, € WHP(0,T; W) vérifiant (I1.21).
Si en plus oy, et v, sont deux solutions de (11.21) correspondent respectivement d 1,
ne € C([0,T]; V) alors il existe ¢ > 0, tel que

| om (1) = no (D] < € Ju, (8) = up, ()], V[0, 7], (I1.22)

Démonstration. Soit t € [0,T], le probleme U’% peut s’écrire a ’aide d’un probléme d’opé-
rateur. Trouver ¢, : [0,7] — W tel que V t € [0, T

A, (t)pq(t) = q(t)

avec A, (t) : W — W est donné par le théoreme de representation de Riesz,

(Ay (), Ow = (C(9), Ow — (E(uy(t)), Ow + (h(uy(t), ©), Ow, Ve, €W (I11.23)

Soit 1,2 € W, on a, d’apres la coercivité de 'opérateur C' (I1.10)(a), la monotonie
de la fonction ¢, définie par (I1.5) et les valeurs de la fonction v (voir (I1.11)) qui sont
positives, on trouve que
(Ay(t)or — Ap(t)pa, o1 — @2)w (11.24)
> me |1 — 2l + /F ¥ (un (1) — 9)(61(1 — P0) — (P2 — o)) (1 — ) da
C

> me [p1 — 2l (11.25)

nous utilisons la bornitude de 'opérateur C'(11.10)(b), et celle de ¢ (|9 (u; — g)| < My),
avec le fait que la fonction ¢ donnée par (I1.5) est Lipschitzienne, en plus des inégalités

de trace de Sobolev, on déduit

(A ()1 = Ay (t) o2, Qw
< Melgr = @alyy [l + My [ 1= allClda ¥ €W,
C

< (Mc + Mycg) le1 — @2l [Clw »
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ceci implique
Ay (t)p1 — Ag(t)]y < (Mo + Mycd) 1 — palyy (I1.26)

d’ott A, (t) est un opérateur fortement monotone et Lipschitzien sur W' , donc il existe une
unique ¢, (t) € W, solution de I'équation A, (t)y,(t) = ¢q(t). Ce qui entraine ¢, (t) € W

est unique solution du probleme variationnel ZPEI.

Nous démontrons maintenant que ¢, € WP(0,T; W). Soit t1,t, € [0,T] , pour simpli-
fier les notations, on pose ¢, (t;) = @i, un,(t;) = ui, @(t;) = ¢;, pour i = 1,2. En utilisant
(I1.10)(a), (I1.9), nous trouvons

me |p1 — @aliy +/F Y(up — g)or(p1 — o) — Y(uz — g)dr(w2 — @o) (P1 — 2) da
C
< cplur —ualy |91 — o2l + lar — @ly lo1 — 02l 5 (11.27)

nous ajoutons et retronchons la quantité fr_ 1 (u1 —g)@r(@2 — o) (1 — p2) dans les deux

membres de l'inégalité (I11.27)

me on = gally + [ 0= 9) (6101 = 90) = d1lp2 = 1) (g1~ 2) da
[ (v = g) = (w2 = 9)) ol — 20) (91— 02) da

<cglu — u2’v lo1 — 902|W + g1 — CD‘W |1 — 902’W;

ceci entaine que

me |1 = palyy +/F Y(ur — g) (611 — o) — dL(2 — 90)) (1 — 2) da
c
< cplur —waly o1 — @2l + e — @l [o1 — @2l

+/ U(ur — g) — (ug — 9)dr(p2 — @o)l o1 — 2| da,
rappelons que ¥ > 0, et ¢, monotone, on a

Wl — 9) (P — o) — D12 — 90)) (01— p2) > 0. (I1.28)

Nous utilisons le fait que ¢ est monotone, que |¢1(v1 — ¢o)| < L, avec les inégalités de

traces, nous obtenons

2
me |1 — @2y

< (en + LyLeto) fur = waly + |y = gel [ 1o = ol (11.29)
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ce qui entaine d’apres (I1.29) que

(CE + L¢L0050)
mg

1
o1 — 2|y < lur — usly + — |g1 — Gl - (11.30)
mc

Comme u, € CY([0,T]; H), ¢ € WP(0,T; W)(1.27), l'estimation (II.30) implique que
oy € WEP(0,T; W).
Pour tout ¢ € [0, 77, soit ny,n. € C([0,T};V), ¢n, = @i, Uy, = u;, pour ¢ = 1,2. Nous

utilisons (I1.27) et les mémes arguments que la preuve de (I1.29), nous obtenons

1 _
1 (t) — 902(t)|w < miﬁ(CE + LwLCOCO) luy — Uz\v-

Ce qui donne l'estimation (II1.13), ceci conclue donc la preuve du lemme 5. O]

Nous considérons maintenant I’opérateur 7" : C([0,7]; V) — C([0,T]; V') defini
par
Tn(t) = E" (gy(t))  VneC(0,T}V), t€[0,T]. (I1.31)

Pour tout 1 € C([0,T];V), ¢, est solution du probleme P , i.e ¢,(t) € W,

comme par définition de E* avec le fait que ¢, € WH*(0,7,W), on déduit que
E* (¢,) € C([0,T]; V). L’opétateur T est bien défini. Nous montrons que 7" admet

un unique point fixe.

Lemme 6. Soit V' un espace de Banach muni de la norme |-|,, et T > 0. Soit T :
C([0,T; V) — C([0,T]; V) un opérateur vérifiant

Ton(t) — Ta(8)], < c/olt i (s) = ma(s)],, ds.

pour tout ny,me € C([0,T]; V). Alors, il existe un unique n € C([0,T];V) tel que
T = 7.

Démonstration. soit i, n, € C([0,T]; V') et notant u; et ¢; les fonctions u,, et ¢,, obtenues
dans le lemme 1.29 lemme 5, pour ¢ = 1,2. Soit ¢t € [0,7]. En utilisant (I1.31) et (I1.9),

nous obtenons
Tmi(t) — Tna()]y < ¢ [p1(t) — 02Oy

rappellons que d’une part (IT1.13), on trouve
[Tm(t) = Tna(t)]y < ¢ Jur(t) — ua(t)]y - (I1.32)

et que d’autre part l'estimation (II.19) nous permet d’avoir

ia(t) = a0y < e I (®) = mO)ly +lus(s) — w5y )

31



II.1 Existence et unicité des solutions du probleme (Py)

32

Comme u; € C1(0,T,V), alors, on a

W@:%+Km@@

c’est a dire que
t
ur(t) = wal®)ly < [ fin(s) = in(s)ly ds, (11.33)
donc

in(t) = sy < e 1m(6) = mOly + [ lin(s) — (o)l ds).

On déduit d’apres le lemme de Gronwall

[ lints) = da(s)ly ds < e [ lm(s) = m(o)ly ds (11.34)

avec (I1.32)—(11.34), on conclut que

[T (t) — Ta(t)], < C/Ot Im(s) —ma(s)]y ds. (I1.35)

Pour montrer que T est une contraction, on muni I'espace C([0,7]; V) d'une norme

équivalente A la norme classique |-| co.mv): 1otee |60 .y et tel que

[ul” = max ™ [uly ,

—at

avec a > ¢. Reprenons 'inégalité (I1.35) et multiplions la par e=**, on a

t
T (t) = T(t)ly < e [ e mu(s) — (o)l ds

t
e~ T (t) — Tp(t)]y, < Ee_at/o e ds [m — 772|*C([07T];V)
. c *
Tm = Teleqoryy < o I = 1eleomvy -

avec le choix de a l'opérateur T est une contraction, d’ou il existe un unique 7 €
C([0,T]; V) tel que T = 7. Nous avons ¢, € WLP(0,T; W), nous remplagons 1 par
7 'unique solution de Tn = 7 et tenons compte du fait que Tn(t) = E* (y;(t)), nous
déduisons alors que le couple (ug, ;) est 'unique solution des problemes respectifs ?717 et
?%. Par conséquent (uj, ;) est I'unique solution du probleme Py . La régularité donnée
dans (II.16) est une conséquence du lemme 1.29 et 5. Ainsi s’acheve la démonstration du

théoréeme 14. 0
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compliance normale et frottement de Coulomb

2 Application : contact quasi-statique électro-viscoélastique
avec compliance normale et frottement de Cou-

lomb

Nous donnons ici I’exemple de contact avec frottement sec de Coulomb mo-
délisé par la condition de compliance normale, d’un matériau électro-viscoélastique

avec une fondation conductive.

Rappelons que les équations d’équilibre et d’état d’un corps électro-viscoélastique

sont données par

o =Ae(a) + 9e(u) + EVyp dans Q x (0,7), ( )
D = Ee(u) — BVy dans Q2 x (0,7, ( )
Dive +f,=0 dans Q x (0,7, (I1.38)
divD — g =0 dans Q x (0,7), ( )

Les conditions au bord I'p UI'y sont celles de Dirichlet et Neumann

u=0 surl'px(0,7), (I1.40)
ov =1y sur'yx(0,7), (I1.41)

les conditions mécaniques au bord sur la surface de contact I'c sont les sui-

vantes
o,=—-—p,(u,—g),dans I's x (0,7), (I1.42)

lo- | < ppu(u, — g), dans I's x (0,7,
o || < ppu(u, —g) = 1, =0, (I1.43)
lo-|| = ppo(u, — g) = 3IX > 0 tel que o, = —Au,,

Les conditions électriques sont données par

=0 surl, x(0,7), (I1.44)
D.-v=¢q surl,x(0,7), (I1.45)
D-v=vy(u,—q)or(p — o) sur 'cx(0,T), (I1.46)
La condition initiale est
u(0) =uy dans . (I1.47)
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On suppose que mes ['p > 0 et mes I'y > 0. Nous donnons ici la liste des hypo-
theses sur les données du probléme, comme suit
L’opérateur de viscosité A et un opérateur d’élasticité G satisfont les condi-

tions :

(a) A:QxS?— S

(b) 11 existe Ly > 0 tel que
[AGx €)= A, &)l < Lallé, — &
VELE, €S pp. x €Q.

(c) I1 existe my4 > 0 tel que
(A(x, &) — A(x,€y)) - (& — &) > mall€; — &7
VELE €SY pp. x €.

(d) L’application x — A(x,&) est Lebesgue mesurable sur ,
pour tout & € S%.

(e) L’application x — A(x,0) appartient a 3.

a) G: QxS S,

b) il existe Lg > 0 tel que

|5 (z,e1) — G (x, €2)| < Lg le1 — 2],

Ve, g0 €S p.p. ¢ €, tel que

(I1.48)

c) l’application = — G (z, €) est Lebesgue mesurable sur (), Ve € S¢,
d) Tlapplication x — G (x,0) appartient a J.

(I1.49)
Le tenseur électrique & et le tenseur de permeabilité B satisfont

a) &: QxS — R

b) E(x,7) = (eijk(X)Tjx) VT = (75) €S?, p.p. x € Q. (I1.50)
) €ijk = e € L2(Q).

a) B: 0 xRI— R

b) B(x,E) = (8;(x)E;) VE=(E;)€R? p.p.x€.

¢) By = By € L®(Q). . (I151)
d) 11 existe ms > 0 tel que §;;(x)E;E; > mg||E|?

VE = (E;) €4, p.p. x € Q.

C

(
(
(
(
(
(
(

La fonction de compliance normale p, satisfait

(a) pp: Te xR — R,
(b) 3L, > 0tel que |p,(x,u1) — po(x, uz)| < Ly|us — s
Vup,us € R, p.p. x €lc. (1152)

(¢) x — p,(x,u) mesurable sur'c, pour toutu € R.

(d) x +— p,(x,u) =0, pour toutu < 0.
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Nous posons
H={u=(u)|u € LXQ)} = (L}Q))",
W={D e H |divD € I*(Q)},
H={o=(0),0y=0; € L)},
Hy ={u = (w) | e(u) € H},
H,={oce€H | Dive € H},

V = {veH :v=0sur I'p},

W = {(€H(Q):¢(=0surI,},

ou H'(Q) est I’espace de Sobolev classique, définit sur L?(2). Les espaces V, W

sont munis de produits scalaires respectifs

(w,v)y = (e(u),e(v))s, (&, Ow = (V, V() 12q) (I1.53)

Moyennant ’hyopthése sur la mesure de ['p et I',, on a les inégalités de Korn

et Friedrichs-Poincaré suivantes

v

le(v)]4 cr [V, Vvev, (I1.54)

lolw = erlelm  VoeW.
ou cr > 0 est une constante dépendante seulement de €2, I', et I'c. Comme

on a d’apres le théoreme de trace de Sobolev, ’existence d’une constante c,

dépendante de 0, I', et ', tel que

ICll2 ey < collCllw - VEeW, (I1.55)

[V[[z2@reye < Collvllvy Vv eV (I1.56)

La fonction seuil g, le potential ¢y, la fonction de friction pu, les forces volu-
miques et surfaciques, les densités de charges ¢, ¢, et le déplacement initial u,

satisfont

g € L*(T'3),g > 0 p.p. sur I's, ¢, € L*(T3), (I1.57)
p€ L¥(3), 0= 0 p.p. sur Iy, [pfpe ) < Ko, (I1.58)
fo € W' (0,7 L% (Q)), £, € W' (0,T; L (Ty)?) (I1.59)
g € W (0,7 L2(Q)), g € W' (0,T; L7 (1)) , (I1.60)
(11.61)

uy € V.
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2.1 Formulation variationnelle du probleme

Nous multiplions I’équation (I1.38) par v -1 ou v € V, on a

/Qdiva (v—u)dr = /Qfo(V —u)dz,

en appliquant la formule de Green sur ¢ que ’on suppose assez régulier

/Qas(v —a)dr — /F(V —0)ovds = /Qfo(V —u)dz,

(Ae(u(t)),e(v) —e(u(t)))s + (Se(u(t)),e(v) —e(u(t)))s
+HEV@(t),e(v) —e(u(t)))s — Jr(v —w)ovds = (fo,v — 1)y,

Comme, on a v, =v-v et v, =v—v,v, 0, = (ov)-v et ov = o,+0,v, on utilise la dé-

(IL.62)

composition en composantes normales et tangentielles du vecteur déplacement

et du vecteur contrainte sur I :

Uy = UMy, Uy = U — UN

o, =oinng, (o), = oiyn; — on,,
ce qui donne

/ on(v—u)da = / ov(v —u)da + ov(v—u)da+ | ov(v—)da,
r 'y I'p Jre

= [ fulv = ida+ /F 07 (v, — 10,) + 0, (v, — )] da;

= fyv(v—1u)da + / o, (v, = )da+ [ o,(v, —u,)da;
FD FC FC

Comme d’une part de la condition au bord (11.43), on a
— oo 07 (Vs —;) da = [, (—0,v, + 070;) da
< Jre o=l Iv=[l da + Jr, ori1; da,

< Jro Nlor Il Ivell da = o, Mozl o] da,

rappelons que \ ||a.|| = ||o.| et ||o.|| = pp.(u, — g), alors
— [ ove—i)da < [ i, = g)vellda— [ ppilu, — g)|lic]| da.
Te I'c |Ne]
et d’autre part d’apres (11.42), on a

— o, (v, —u,)da = / py (uy, — g) (v, — @,)da
ING} o]
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L’équation (I1.62) devient

(Ae(u(t)),e(v) —e(a(t)))s + (Se(u(t)), e(v) — e(a(?)))s + (E°Ve(t), e(v) — e(u(t)))sx

+ fFC iy (uy — g)||v-|| da — ch 1y (w, — g) [0, da
+ ch po (u, — g)v,da — ch P (1, — g) t,da
> (fo,v=10)y + Jr,, [n(v —0)da,

Nous définissons les fonctionnelles j: V xV = R, f:[0,7] — V, par

jv) = [ plu —gudat [ ppilu, —g)liv- | do (11.63)
I'e o]

(£(t), v)y = /Q fo(t)vde + [ fy(t)vda, (IL.64)

'y

pour tout u,v € V, p,( € W et t € [0,7], on a la formulation variationnelle

suivante
(Ae(u(t)), e(v) —e(u(t)))s + (Se(u(?)), e(v) — e(u(?)))s
+ (EVp(t),e(v) —e((t)))s + j(u(t), v) —j(u(t),u(t)) (11.65)
> (£(t), v —u(t))v,

u(0) = u,. (I1.66)

Il est facile de voir que si I’équation (II.39) est multipliée par une fonction

test ( € W, nous obtenons

(BVp(t), VOw — (Ee(u(t)), VOw + (h(u(t), ¢(t)), Ow = (a(t), Ow, (IL.67)

ou h:VxW —=Wetq:[0,T] - W sont définies par

(h(w, ), Ow = [ w(u, = g)oule = wo)C da, (1L.68)

C

<Q(t)7 C)W = - /Q C]()(t)Cdl’ — /Fb qb(t)(da (1169)

Probléme (P;) Trouver le déplacement u: 2x [0,7] — V et le potentiel élec-
trique ¢ : [0,7] — W qui satisfont (I1.65), (I1.66) et (I1.67).

2.2 [Existence et unicité des solutions du probléme (%)

L’existence et unicité des solutions du probléme (P;) est une application

directe du théoréme 14.

Théoréme 15. On suppose que les conditions (11.48)-(11.61) sont vérifiées, alors il existe

une unique solution (u, @) du probléme (Py) vérifiant la régularité (11.16).
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Démonstration. Soit A:V — Vet B:V — V deux opérateurs donnés par

(Au,v)y = (Ae(u(t)),e(v))s, (Bu,v), = (9e(u(t)),e(v))s,

pour tout u, v € V, en utilisant (11.48(a)) et (I1.49(b)), les opérateurs A et B sont conti-
nuement Lipschitzien. Les hypotheses (1.36) et (I1.48(c)) montrent que A est monotone
sur V,

(Au; — Aug,u; — )y > maluy — uZH‘Q/ Yu,u, € V.

Comme les conditions (I1.52) et (3) sont vérifiées, la fonctionelle j définie par (I1.63)

satifait (II1.8), en effet j(u,-) est convexe par rapport a la deuxiéme variable, on a

Ju vt (1= Hw) = /FC po (i, — g) (to,+ (1 = t) w,) da

+/ 1oy (, — g)|[tvt (1 — ) w, | da,
vl,—i—(l—t)/r Doty — g)w, +
tj/ o uvfu-+<1-—t>J§C;4h<uy-—gnuvvfuda
—g)lival] +
Ur—ﬂ[lpruu—gﬁ»%(écunxuy—gHWA@~

VAN A

~ ~
\ \
= F
<

<

AN

|

@

=

AN

+
—

5

R

Elle est semi continue inférieurement par rapport a la deuxieme variable, en effet soit
(Vn), € V convergente faiblement dans V', alors elle est bornée dans V, d’apres le théoréme

de trace de Sobolev (I1.56)
[VallL2rey < Gol[vallv < cste., (I1.70)

la suite (v,,), est donc bornée L*(I'¢), ce qui entraine que les suites (v,,), et (|[voal),
sont bornées dans L*(T'¢), donc elles sont faiblement convergentes vers respectivement v,

et v,, nous avons donc pour une fonction up, (u, — g) € L*(T'¢),

/ (U — g, da — py(u, — g)v,da, (I1.71)

I'o n—o0 Tc

/ ppy(ty — g)||Var || da — | ppy(wy — g)||v-||da. (IL.72)
T'e IV}

en faisant la somme des deux termes (I1.71) et (I1.72) on trouve que
java) = (),

d’out j (u,-) est semi continue inférieurement par rapport v et cela pour tout u € V. En
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vue du théoreme de trace de Sobolev (I1.56) la fonctionnelle j vérifie Vuy, ug, vi,vo € V,
j(ay, va) — j(ug, vi) + j(ug, vi) — j(ug, vo) =

Jro P (ury — g)vavda + [r ., pipy (w1, — g)||Var | da
= Jro Po(ury — g)vinda — Jr . ppy (w1, — g)||vir||da+
fFC pu(ua, — g)vi,da + fFC 1oy U2y — g)||vir|da
- fFC pu (U — g)va,da — frc 1oy U2y — g)||var | da

= Jre po(ury = g)vada = Jr pu(tz, — g)vaydal
+ [frc po(u2y — g)vida — [r pu(ur, — g)vluda}
+ [Jre 00 (w1 = )lIViellda + fr, ppo(uzy = g)l|vida]
+ e 00 (s = g)lIvarllda — fr ppo (uz, — g)l[var | da

< Ly |u1, — u2V|L2(Fc) U1, — 'U2V‘L2(Fc) + L, ’N|Loo(rc) |uty — UQV’LQ(FC) vl = HV2TH|L2(FC)

<L, (1 + ‘M‘LOO(FC)> [ur =tz o) 1 = 2l 2

< 6(QJLV (1 + |PJ|L°°(FC)) [ur — uzly [v1 — valy, .

il existe m > 0, m = é3L, (1 + |N|Lo<>(rc))7 tel que la fonctionnelle j vérifie la propriété
(IT1.8(b))

En utilisant le théoreme de représentation de Riesz, nous définissons les opérateurs C :
W —=>WetE:V — W par

(Co(t), Ow = (BVe(t), VOw — (Ee(u(t)), VQ)w,
(E(uy()), Ow = (Ee(u(t)), VQw.

Il est simple de voir que la fonctionnelle h(u(t), ¢(t)) et q(t) données par (11.68) et (I11.69)
coincident avec (1.37) et (1.27) du probleme (Py). Ainsi toutes les conditions du théoreme

14 sont vérifiées, le probleme (Py) admet donc une solution unique vérifiant (I11.16). O
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Chapitre 111

Probleme dynamique de contact frottant

1 Introduction

Nous nous intéressons ici au probléme de contact frottant lorsque 1’on tient
compte des termes d’inertie dans les équations d’équilibre, le processus est
alors dynamique. Le systeme variationnel qui y découle est formé d’une in-
équation d’evolution de type hyperbolique et d’une équation elliptique en
temps. L’étude du cas dynamique de contact d’un corps piézoélectrique avec
une fondation rigide ou déformable n’a pas conduit a beaucoup de travaux vii
la complexité de la modélisation des problémes de contact en plus des proprié-
tés piézoélectriques du matériau, nous citons ’exemple de [7, 13, 21, 32, 41].
Dans ce chapitre nous allons étudier I’existence et ’unicité de solutions d’un
probléeme variationnnel modélisant un contact frottant avec une fondation dé-
formable et isolante. Le corps est supposé électro-viscoélastique avec une par-
tie élastique linéaire et la partie viscosité non linéaire. A la surface de contact
la composante normale du tenseur de contrainte est donné par une loi nor-
male de compliance et la composante tangentielle suit la de loi de Coulomb, ce
qui assure une condition au bord avec un comportement monotone en terme
de sous-différentiel. La technique que nous utilisons repose sur des résultats
classiques sur les inclusions différentielles et la méthode du point fixe.

Soit a résoudre le probléme variationnel Py suivant
Probléme Py, .

Trouver le déplacement w : [0,7] — V et le potentiel électrique ¢ : [0,7] — W

tel que
(a(t),v —u(t)) y + (Au(t),v —u(t)), + (Bu(t),v — u(t)), + (IIL.1)
(E"p(t),v —a(t))y + j(ult),v) — j(ult),a(t) = (f(t),v —u(t)u,
pout tout v € V et p.p. t € [0,T],
(Co(t), OQw — (Eu(t), Qw = (a(t), Ow, (1I1.2)

41



II1.1 Introduction

pour tout ( €

W et p.p. t € [0,T], avec

w(0) =ug,  @(0) = vp.

(111.3)

Les espaces V et W sont respectivement 1’espace des déplacements et des

potentiels admissibles ce sont des espaces de Banach vérifiant V ¢ H C V' et

W C HC W', avec H et H sont des espaces de Banach réflexifs. Les opérateurs

A, B, E, E*,C et D sont respectivement les opérateurs liés aux lois életro-

mécanique données precedemment dans le chapitrel. Nous présentons ici les

hypothéses sur les données. On suppose que A est non linéaire fortement

monotone et continuement Lipshitzien sur V et B est un opérateur linéaire

continu symétrique coercif dans V i.e.

(a) A:V =V
(b) Il existe L4 > 0 tel que
|Auy — Ausly, < Lalug — ugly, Vuy,ug € V.
(c) il existe my >0 tel que
(Auy — Aug,uy — ug)y > ma|up — u2|%/ Uy, up €V,
e) A borné, i.e. il existe cy > 0 tel que
|Aul,, < ca, Yu € B(0,r), r > 0.
(a) B:V — V linéaire continu;
(b) il existe ap >0, wp € R tel que

(Bu, Bu)y, +wp [uly 2 > agluly,? Vup,upg € V.

les opérateurs E* et E sont linéaires et vérifient

(a) B W = V.
(b) il existe Cg- > 0 tel que

|E*wl|,, < Cpg~ |wly, VuelV,
(c) E:V—=>W

|Euly, < Cgluly, VuelV,

(d) (F*w,v), = (w, Bu)y;Vu eV, Vue V,Vw e W.

C est un opérateur linéaire coercif

42

(a) C: W = W.
il existe My > 0 tel que
(b) il existe Mc > 0 tel q
|CT)yy < Mc |7y VreW.
(c) il existe Lc >0 tel que
(CT,07)yy > me|7loy VreW.

(I11.4)

(111.5)

(111.6)

(I11.7)
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La fonctionnelle j : X x X — R satisfait

(a) j(u,-) est convexe s.c.i. dans V' pour tout u e V.

(b) il existe m > 0 tel que

. . . . (IIL.8)
J(ur, v2) — j(ur,vr) + j(ug, v1) — j(ug, va)
<m |ug —usly, [v1 — 2|, Vi, ug,vi,v0 €V
Nous supposons aussi

fewt(0,T;H), (I11.9)
q € W (0,T; H), (I11.10)
ug €V , vg € D(0j2) avec (II1.11)

(Avg, v — vo) g + (Buo, v — vo)y, + j(uo, v) — j(uo, vo)
> (f(0),v —vg)y» YveV. (I1.12)

ici 0j, est le sous-différentiel de la fonction j par rapport la deuxiéme variable
au sens de ’analyse convexe. Remarquons que le systéme d’équations est cou-
plé. Nous réduisons son étude a celle d’une inéquation variationnelle, par le

bias d’un résultat que ’on présente dans le paragraphe suivant.

1.1 Existence et unicité du potentiel électrique ¢

Lemme 7. Sous les hypothéses (II1.6, I11.7) et pour tout u(t) € V, il existe une unique
solution p,, € W vérifiant l'equation (I11.2). L’application S : u v+ @, est Lipshitzienne.
Si de plus u € WH>(0,T,V) alors p, € Wh(0,T,W). Soient oy, et py, deuz solutions
de (I11.2) correspondant A respectivement a uy, ug € W1°°(0, T, W) alors il existe ¢ > 0,
tel que

[fur () = Pus (D) < Tcr:i [y (8) = vy ()], pp-t € (0,T). (IL.13)

Démonstration. Existence et unicité

Soit ¢t € [0, T] et soit u(t) € V fixé, il est est clair que lorsqu’on pose f(t) = Eu(t)+q(t),
f est une forme linéaire de W dans R, I’équation variationnelle (II1.2) admet donc une
solulion unique ¢(t) dans W (théoreme de Lax-Milgram). Pour deux valeurs u; et us

correspondent deux solutions ¢, et ¢, vérifient

(C (SOUI - Spuz) yP1 — 902)W = (E (ul - u2) » Pur — qug)w,
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de la coercivité de C' et 'hypothese (II1.6), on trouve

Cg
|ouy — %IW < % luy — u2\v-

D’ou 'application S : u — ¢, est Lipshitzienne sur V.

Régularité

Si on suppose maintenant que u € Wh(0,T,V), soit t; € [0,T], i = 1,2, posons
w;i(t) = u; et @;(t) = ¢4, © = 1,2, remplagons les respectivement dans (I11.2) et utilisons

une autre fois la coercivité de C' et 'hypothese (I11.6), on trouve

Cg
lo1 — @2l < p |ur — sy, -

Ceci montre que si u € Wh°(0,T,V), alors ¢ € W10, T, W). O

1.2 Existence et unicité du champ de déplacement u

Théoréme 16. On suppose II1.4-II1.12 sont satisfaites. Alors il existe une solution

unique u du Probleme Py et satisfait

we WhHe(0,T; V)N W==(0,T; H). (I11.14)

Nous notons par cste. une constante positive indépendante du temps et

dont sa valeur peut changer d’une ligne a ’autre.

Posons Su(t) = ¢(t) ou ¢(t) est solution de I’équation de (III.2) corres-

pondent a la solution u(t) de I'inéquation (III.1). Cette derniére s’écrit

(i(t), v —aft)) g + (Au(t), v = a(t)y + (Bu(t), v — u(t)), +

(E*Su(t),v —u(t))y + j(u(t),v) — j(u(t), a(t)) = (f(t),v —u(t)u, p.p-t, vEV.
(I11.15)

ou (-, ), est le produit de dualité entre V' et V'. Remarquons que (IIL.2) s’écrit

sous forme d’inclusion différentielle suivante
i(t) + Au(t) + Bu(t) + 9j2 (u(t), w(t)) + E*Su(t) > f(t), p.p.te€[0,7T],

Résoudre le probleme Py est équivalent a résoudre le probléme suivant noté
Pr

i)

<o>+_Bu<t> + Blu(t),a(t)) + E*Su(t) 5 f(t), p-p- t €[0T}, (TIL.16)

05 U(O) = Vo,

ou l'opérateur R(u,u) = At + 0js (u,u).



II1.1 Introduction

1.2.1 Existence et unicité de solution du probléme P;

Théoréme 17. On suppose que les conditions II1./-1I1.12 sont satisfaites. Alors,

1. il existe une solution unique u du Probléme Pr. La solution u satisfait
w€ Wh(0,T; V)N W?>(0,T; H). (I11.17)
2. il existe une solution unique vérifiant [’équation (111.2) avec
o € W0, T; W). (I11.18)

Pour démontrer 1’existence et ’unicité de la solution de P;, nous cherchons
la solution d’un probléme intermédiaire et nous utilisons des résultats clas-
siques sur D’existence de solutions des inclusions différentielles et la méthode
du point fixe. Soit une fonction avec p € Wh> (0,T;V) fixé tel que u(0) = ug et

soit le probléme noté P4, trouver v : [0,7] — V vérifiant

u(t) + R(u(t),u(t)) + Bu(t) > F(t), p.p-te€][0,1],

u(0) =up,  u(0) = vy, (I11.19)

1.2.2 Existence et unicité de solution du probléme P/

Lemme 8. Sous les hypotheses I11./-111.12, il existe une solution unique u au Probléme
P avec w € WHe(0,T; V)N W2>(0,T; H).
Siuy et uy sont deuz solutions de Py correspondantes aux donnéesny, ny € WHe(0,T;V),

alors il existe ¢ > 0 tel que

Jiia — 12 20 gy < este. {2 — pal ooy + 11 — U2l 20 g | - (I11.20)

Démonstration. Nous allons appliquer le théoréme 13 au probleme P}. En effet nous
posons Au(t) = Bu(t) et F,(t) = f(t) + E*Sp(t) et M(u(t)) = R(u(t), u(t)).

Ona B : V — V' est par hypothese un opérateur linéaire continu symétrique et coercif.
La fonction F), est dans W' (0,7;V) puisque que E*S est un opérateur Lipshitzien
borné dans V et u € Wh* (0,T; V). L'opérateur multivoque M : V — 2V est maximal
monotone par rapport a (t), il est en fait la somme de deux opérateurs le premier
A qui est par hypothese (II1.4 (a)-(e)) monotone continu (donc hémicontinu) borné et
du deuxiéme opérateur 97, (u(t),u(t)) qui est le sous differentiel d’une fonction propre
convexe semi continue inférieurement, il est donc maximal monotone. On conclut d’apres
les résultats d’analyse fonctionnelle sur les opérateurs maximaux monotones que la somme
R(,u(t), u(t)) est maximal monotone (voir par exemple barbu [8]).

Comme uy € V', vy € D(9j3) et de plus comme la condition (II1.12) est vérifiée avec

1w(0) = ug et f(0) € V C H , donc ceci entraine qu’il existe un élement (f(0)) a la fois

45



II1.1 Introduction

46

dans (Bug + Muvg) et dans H, d’ou la condition (1.36) Bug + Mwvg N H # @ est vérifiée.
Les conditions du théoreme 13 sont toutes vérifiées, il existe donc une solution unique

u, € WHe(0,T;V) N W= (0,T; H) solution du probléeme P/.

Soit maintenant deux fonctions gy po de W5 (0,75 V) et wy, (¢), u,, (t) notées res-
pectivement u; et uy les deux solutions des problémes respectifs Py* et P}*. Rapellons

ue P4 = 1,2 s’écrivent aussi
I )

<ﬁi,U — ’U,1>H + <AUZ, v — U’Z)V + <BU7;,U — uz>v +

_ B _ (111.21)
+5 (i, v) = J(ps, i) > (Fupy v — ), v e V.

En remplagant respectivement dans (I11.21) v par s ensuite par #; et en soustrayant

les deux problemes obtenus on trouve

(thg — iy, U — ) gy + (Atlg — Atty, U — Uy)y, + (B (ug — ur) , g — 1)y, +

5 (p2, 1) — J(pe, o) + J(pa, te) — (e, ) < (E*S (p2 — pa) , e — 1),

en utilisant la propriété de la forte monotonie de A, la condition de Lipshitz de B, la

propriété (II1.8(b)) sur j, on trouve

Cp-Cg

— |ty — i[5 4+ ma iy —al}, < mps — puly i — ]y + |2 — paly [tg — 1y,

dt
+CB |U2 — 'LL1’V ‘U/2 — 1:61|V ,

Pour alléger les écritures nous notons dans toute la suite cste. le sup {m, Cf; SE , C’B} et

toutes les constantes qui appraissent dans les toutes les estimations. Moyennant I'inégalité
2 2 ,
ab| < & |a]” + 2 |b|” avec o € R, fixé, nous avons
d |- .2 . .2 . .2 2 2 2 2
Sty — |y + ma |ty — sy, < cste. {a iy — oy, + 2 |2 — paly, + 2 Jug — “2|v} ,
d |- .2 . .2 2 2
& e — |y + (ma — acste.) [y — s}, < cste. {|u2 -y + Ju — u2|v} :
nous choisissons un « tel que m 4 — acste.> 0, puis nous intégrons de 0 & T', nous trouvons

|ty () — 1y (t)]5,4+(ma — acste.) |u; — u2|§2(07t;v) < cste. |pg — u1|ig(0,t;v)—|—|u1 - u2|§2(07t;v) .

On conclut que

iy — u2|L2(0,t;V) < cste. {|N2 - M1’L2(0,t;V) + Juy — u2|L2(0,t;V)} :



II1.1 Introduction

Pour montrer le théorémel7, nous allons introduire ’opérateur

F :  K— K

p— u, la solution du probléeme P/
K = {,u € L*(0,T;V): pe W (0,T;V) et u(0) = uo}.

Lemme 9. Lopérateur F admet un unique point fixe pu, € K.

Démonstration. Soit i, s € K qui un ensemble fermé de L? (0, T;V) et notant u; les
fonctions u,,, nous avons dune part u;(t) = [3w(s)ds + ug, (u; € WH*(0,T;V)) et

d’autre part

\F s — Fpusly = [u—usly,
= ‘/ s (s) — Usa(s ds /|u2 ) — Us(s))]y ds,

< \/_\Ul - u2|L2(0,t;V) S cste. {’M — M1|L2(o,t;V) lur — uZ‘LQ(O,t;V)} ,

ce qui entraine

F o= Fpaly = Jug —ual},
t
< este {2 = nliaan + [ o1 (5) = s (5)7 ds
t
= aste {12 = mliauny + [ 12 (9) = Fis ()7 ds
t
< aste-{lpm = mliagan + [ 1 () = Fra ()l ds),

nous appliquons le lemme de Gronwall sur la fonction |F s — F ,u2|%/ on trouve

2 2
|FN2 - FM2|L2(0¢;V) - |U1 - u2|L2(0,t;V)
t
< CSte‘A |:u2 - M1|§12(0,5;V) ds

2
< osted |pa — lia oy -

On refait le méme raisonnement sur f o |

t
) 2
F 2y — F N2 L04Y) < cste./o |F,u2 - FM1|L2(0,3;V) ds

t
< cste./0 S |pa — M1|22(0,s;v) ds,

t
< cste./0 sds |p — ﬂlyiQ(O,t;V)
2
2
= oste.s |2 = 1l 20,4v) -
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En reitérant 'opération sur f o f o F o---F noté F™, on trouve

n fois

tn
n n 2 :
|F to — F H2|L2(0,t;v) < cste.a |,u2 - M1|L2(o,t;V) )

Ce qui donne aussi

n
2 2
[F "o — F" |20 0y < cste. Itz = 2wy -

Nous déduisons, en appliquant le théoreme du point fixe de Banach, que I'opérateur f "
et par conséquent l'opérateur F admet un unique point fixe p, € K C Wh>(0,T;V)
vérifiant w,, = p. et u,, (0) = 1. (0) = wo. O

Pour ce point fixe u, 'unique solution de P;* est u,, € WhH*(0,T;V) N
W% (0,T; H) qui aussi la solution unique du probléme P;. Pour la solution
u,,nous obtenons l'existence et I'unicité de la solution ¢, € W5 (0,7;W)
de I’équation (II1.2). D’ou l’existence et 'unicité de la (u,¢) = (u#*,apuu*) €
[(Whe (0, T; V)N W% (0,T; H)] x WhH> (0,T; W) solution du probléme Py.

2 Application : contact dynamique avec compliance

normale et frottement de Coulomb

Nous considérons I’exemple de contact avec frottement de Coulomb quasi-
statique modélisé par la condition de compliance normale, d’un matériau
électro-viscoélastique avec une fondation non conductive. Nous supposons que
P’accéleration du systéme p est non négligeable ce qui rend le processus de dé-
placement dynamique. On renormalise p, on prend p = 1. Rappelons que les

équations d’équilibre et d’état d’un corps électro-viscoélastique sont données

par
o =cAe(a) + Be(u) + EVy dans Q x (0,7, (II1.22)
D =E&e(u) — BVy dans Q x (0,7, (I11.23)
ii—Dive —f, =0 dans Q x (0,7), (I11.24)
divD = ¢(t) dans Q x (0,7, (I11.25)

ici c est le coefficient de viscoélasticité il est positif, le corps montre un aspect
viscoélastique tant que ¢ > 0, il devient élastique si ¢ = 0. La loi de frottement

quasi-statique de Coulomb donne les conditions au bord sur la surface de
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contact I3,

-0, =p,(u, —g) sur '3 x (0,7), (I11.26)
ol < pr-(u, —g),

W £0= 0, = —p(u, — g)|u sur T3 x (0,7), (I11.27)

o

pour les conditions électriques nous supposons la frontiere I' est divisée en

deux partitions I', U T,

=0 surl,x(0,7), (II1.28)
D-v=0 surl},x(0,7), (I11.29)

les conditions au bord I'y UI'; sont celles de Dirichlet et Neumann

u=0 surly x(0,7), (I11.30)
ov =1fy sur 'y x(0,7). (I11.31)

et les conditions initiales
u(0) =uy, u(0)=vy, dans Q.

Nous imposons sur les données du probléme les hypothéses suivantes

L’opérateur de viscosité A et un opérateur qui satisfait les conditions

(a) A: QxS?— S

(b) 11 existe Ly > 0 tel que

[AGx &) — A, &)l < Lallé, — &
Ve L€ €S pp. x € Q.

(c) Il existe my > 0 tel que
(A, &) — A, E) - (6 — &) = mallé, — & (111.32)
VELE €S pp. x €.

(d) L’application x — A(x,&) est Lebesgue mesurable sur (),
pour tout & € S%.

(e) 11 existe ¢4 > 0 tel que
IA(x, &Il < calléll +da VE €S, pp. x € Q.
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et Popérateur d’élasticité B satisfait

(a) B:QxS*—S% B = (bjju)
(b) B(x,7) = (biju(x)756) V7 = (75) €S?, p.p. x € Q.
(¢) biji € L) Vi, j, k1 (I11.33)
(d) I1 existe mg > 0 tel que
B(x,€) - & = msl€]? pour tout £ € S°.

Le tenseur électrique € et le tenseur de permeabilité 8 satisfont les conditions

(I1.50) et (II.51) La fonction de compliance normale p, (r = v, 7) satisfait

(a) pr: T3 x R — R,.
(b) 3L, > Otel que |p,(x,u1) — pr(x, u2)| < Lyfur — ua
Vuy,ug €R, p.p. x €. (I11.34)

(¢) x = p.(x,u) mesurable sur[';, pour toutu € R.

(d) x = p,(x,u) =0, pour toutu < 0.

Nous posons
H = {u=(u) | € L(Q)} = (L))",
W={D € H | divD € L*(Q)},
5~ o (o) |y~ o € 240}
H ={u=(u)|e(u) e H},
H,={oeXH | Dive € H},

V = {veH :v=0dans T},
W = {CeH(Q):¢=0 dans I},

En plus nous avons les conditions

g€ L*(T3),9g >0 p.p. on I's, ¢y € L*(T3), (I11.35)

Fo € WH(0,T5L2(Q)7), fy € L2 (0,T; L* (T)7), (111.36)
g e W= (0,T;L%()), (111.37)

uy €V (I11.38)

2.1 Formulation variationnelle du probleme

Nous multiplions 1’équation (II1.24) par v—touv € V, on a

/Qdiv o (v —)dr = /Qfo(v —)dr
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en appliquant la formule de Green sur ¢ que ’on suppose assez régulier

(cAe(u(t)),e(v) —e(u(t)))s + (Be(u(t)), e(v) — e(uf(t)))s
+(EVe(t),e(v) —e(u(t)))s — Jo(v —w)ovds = (fo,v — 1),

(I11.39)

En utilisant les mémes techniques utilisées precedement on trouve

/ on(v—u)da= | fy(v—10)da+ / o (v, —0;)da+ | o,(v, —u,)da;
r It I's I's

Comme d’une part de la condition au bord (II1.27), on a

_ fl—‘g UT(VT - 1:17') da = fl"g (_UTVT + O'T]:'[T> da
< fFB HO—TH HVTH da + st o0, da’
0, - i,

[[u ||

< ng HUT“ HVTH da — frg pT(ul, - g) da,

comme, on a ||o,| = p-(u, — g) ceci entraine d’une part

- UT(VT - l:]—‘r) da S / p‘r(uu - g)HvTH da - / pT(uV - g) Hl:lTH daa
I's I's I's

et d’autre part d’apres (II1.26), on a

— o,(v, —u,)da = / py (u, — g) (v, — 1,)da;
I's

s
= / pV(uV_g)UVda_/ pl/(ul/_g)al/da
Is I's
L’équation (II1.39) devient

(6(t), v — 1)y + (cAe(u(t)), e(v) —e(u(t)))s
+(Be(u(t)),e(v) — e(u(t)))s + (EVe(t), e(v) —e(u(t)))s

+ Jry pr(wy — 9lv-|l da + Jry po (uwy — g) vuda + [, fyvda
— Jry pr(w = 9) [0 da — [y, pu (uy — g) Wda — [r, fn@ da > (fo,v—1)y,

Soient alors j: V xV — R et f:[0,7] — V, définies par

i(u,v) = / Po(uy — g)v, da + / pa(ty — g)||V2 || da + / fyvda, (I11.40)
F3 F3 1N

(£(t), )z = /Q £o(t)v du, (IIL.41)
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pour tout u,v € V et p.p. t € [0,7]. On a la formulation variationnelle suivante

(W(t), v — 1)y + (cAe(u(t)), e(v) — e(u(t)))s
+ (Be(u(t)), e(v) — e(u(t)))sc + (E°Ve(t), e(v) — e(u(t)))sc+ (I11.42)
j(u(t),v) = j(u(t),at)) = (fo(t), v —u(t))m,

avec

u(0) =ug; (0) = vy. (I11.43)

On suppose que v, € 07, sous différentiel de j par rapport a la seconde variable
et

Vo € 0j2 (I11.44)
(cAe(vyp),e(v) — e(vo))a + (Be(ug),e(v) — e(vo))sc + j(ug, v) — j(ug, vo)  (I1.45)
> (fo(0),v—vo)y YoeV. (I11.46)

Il est facile de voir que I’équation (III.25) multipliée par une fonction test
¢ € W sous les conditions (I1I1.28) et (I11.29) nous donne

(BVp(t), VOw — (Ee(u(t)), VOw = (a(t), Ow, (IL.47)

Probléme 18 (P3). Trouver le déplacement u :[0,T] — V et le potentiel électrique i :
0,T] — W qui satisfont (111.42), (II1.43) et (111.47).

L’existence des solutions faibles du probléme (P2) est une application di-

recte du théoréme 16.

Théoréme 19. Si les conditions (111.532)-(111.38) avec (111.44) et (II1.46) sont vérifiées,
alors il existe une unique solution (u,¢) du probléme (P2) vérifiant la régularité (I11.17)
et 111.18.

Démonstration. A I'aide du théoreme de représentation de Riesz, nous définissons les
opérateurs C': W — W et EF:V — W par

(Co(t),Ow = (BVe(t)
(E(u(t),Ow = (Ee(u(?)
(Erp(t),ut))y = (EVe(t

» VOw,
): VOw,
), e(u(t)))w-

Sous les conditions sur le tenseur électrique & et le tenseur de permeabilité 8 (I1.50) et
(I1.51) avec la condition (II1.37) et pour u(t) fixe dans V, il est clair qu'il existe un unique
p(t) € W vérifiant (I11.47), ce qui permet de définir 'opérateur Su(t) = p(t).
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Soit A: V — Vet B:V — V deux opérateurs donnés par
(Au(t), v)y = (cAe(u(t)),e(v))s,  (Bu(t),v)y, = (Be(u(t)), e(v))s,

en utilisant (I11.32(a),(d)), 'opérateur A est borné. Les hypotheses (I11.32(c)) montrent

que A est monotone sur V,
(Au; — Aug,u; — ug)y > malluy —wo|}y Vu,up € V.

l'opérateur A est hémi-continu Yu;v € V'; application s € [0,1] — (A(u+ sv),v) est

continue, effet soit (s,), € [0,1] tel que s, — s

l{(cA(u+ s,v) —cA(u+sv),v),| = |[(cAe(+s,V)—cAe(a+ sv),e(Vv))x

< cCqlsn = s| V] [v]y S V-

Les hypotheses sur I'opérateur B (I11.5(a)-(d)) montrent qu’il est linéaire borné et coercif.
La fonctionelle j définie par (II1.40) satifait les conditions données par (II1.8). En effet,
elle est convexe semi continue inférieurement par rapport a la deuxieme variable. En vue

du théoreme de trace de Sobolev (I1.56) la fonctionnelle j vérifie pour Vuy, uy, vi, vy € V,
jar, va) = j(ug, vi) + j(ug, vi) — j(ug, v2) =

fI‘S pu(ulv - g)UQVda + ng pT(ulv - g) ||V2T||da
- fr3 pu(u1, — g)vida — fr3 pr(ur, — 9)||vir||da+t
fF3 p,,(uz,, - g)vluda + fF3 p-,-(UQ,, - g) HVlTHdCL
- ng p,,(UQ,, - g)UQVda - ng pT(UQV - g)HVgT”dCL

= fl"3 [ u(ulu - g) _pu<u21/ - g)] v?zxda
+ fpg [ T(ull/ - g) - pT(UQV - g)] HVQTHda
+fF3 pu<u2u - g) (1)11, - Ull/) da + fF3 pT(UIV - g) (||V17-|| - HVITH) da

<L, |U1y - u2V’L2([‘3) ’Uh/ - ’UQI/‘L2(F3) + L, ‘ulu - UQV‘LQ(Fg) H’Ver - HVZTH‘LQ(Fg)

< & (Ly + Lr) [ur — ualy [o1 — voy, .

il existe m > 0, m = ¢ (L, + L,), tel que la fonctionnelle j vérifie la propriéte (IT11.8(b)).
[

Existence et unicité du probléme (ng) Le probléme (P2) n’est autre que le
probléme Py avec toutes ses conditions (II1.4-I11.12). Ce qui nous permet de
reécrire sous forme du probléme (P;) et ensuite de lui appliquer le théorémel?.

Nous concluons alors que le probléme (P2) admet une solution unique (u, )
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o4

vérifiant les régularités (II1.17) (III.18). Le théorémel9 est ainsi démontré.

3 Etude de convergence du probleme liée a la per-

turbation de la loi de compliance

Nous donnons ici des résultats de convergence qui consiste & montrer que
la solution du probléme perturbé converge vers celle du probléme (P¢) lorsque
la fonction potentielle perturbée du frottement converge vers celle qui corres-
pond au probléme (P¢.). Pour tout n nous considérons une suite de problémes

variationnels notés (P}).
Probléeme 20 (PY). Trouver le déplacement u,:[0,T] — V et le potentiel électrique
©n, 2 [0,T] = W pour toutveV,(eW etpp tel0,T], ona
(i (8), v = Wn) y + (cAe(0, (1)), (v) — e(n(t)))s
4 (Be(un(t)), e(v) — (b)) + (E°Vinlt),e(v) — (it () (IIL4S)

+jn(un(t)7v) _jn(uTI(t)’ un<t>> > (f(t),V - ﬂn<t>)\/7

(BVipn(t), VOw — (Ee(un(t)), VOw = (q(t), Qw,

avec
u,(0) = u,; 0,(0) = vy, Vo € D(9Jn)- (I11.49)

La fonctionnelle j,, est donnée par

Jn(u,v) = / pi(u, — g)v, da +/ P (u, — g)||v.| da +/ fnvda,
I's I's Iy

ou p est la fonction de perturbation de la fonction de compliance p,.(r = 7,0).

Nous supposons que la fonction p, et sa perturbation p!' (r = 7,0), satisfont

Il existe a, : R" — R, b, : R" = R, ¢ € [1,2[ tel que
CL) |p77}(X7 u) - pT(X7 U)| S CLT(TL)|U’q + bT(n)a

Vu € R, p.p x dans '3, Vn € N*,
b) a,(n) — 0, b.(n) — 0 lorsque n — oco.

(111.50)

b) les suites (u,9) et (v,0) appartiennent a V' et vérifient
W,) — Ug, Vo — Vo, dans H.

oll ug et vy sont les données initiales du probléme (P¢), nous supposons aussi
que toutes les hypothéses imposées sur (P{) sont les mémes que celles imposées

pour les problemes (P},).
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Il est clair que d’apres le théoreme 19 on a P’existence et 'unicité de solu-
tions (u,, p,) du probléme P} et (u, p) de P{, dans [W1>(0,T;V) N W2>(0,T; H)] x

Whee(0,T;W). En plus nous avons le résultat suivant

Lemme 10. Soient (u,, ¢,) et (u,p) les solutions des problémes respectifs (Py,) et (P, ),

alors on a
lu, — u’C’(O,T;V) + |u, — U|CI(0,T;H) < cste. {|uon — woly + [Von — Vol + ha}, (IIL51)
ot h, — 0 quand n — 4o00. Par conséquent

u, — udans C(0,T;V)NCY0,T; H),
©n — @ dans C(0,T;W).

Démonstration. Soit t € [0,T] repmlagons dans (II11.49) v = 1 et dans (I11.42) v = W,

soustrayons les deux inégalités obtenues
(i, — 1,0, — )y + (cAe(n,) — Ae(a),e(t,) — (1))
+ (Ble(uy) —e(u)], e(ty) — e(t))sc + (E7V (on — ), €(l1n) — £(11))5¢
+ Jn (U, 1) = Jn(Wn, Un) + j(u,0) — j(u, ,) <0,
En utilisant la coercivité de A , de B, la linéarité de £, et en intégrant de 0 a ¢, on trouve

1

. . 2 . .12 2
2 [, () — at)]y + ma [, — u‘LZ(O,t;V) + as [u, — u|L2(0,t;V)
1
< 5 Va0 = Vol + (Ble(won) — e(w)] . £(u0,) = £(to))oc (I11.52)
[ 0t ) = 0 )] 00, ) = (1 )| s

+/ (U, ) — j(up, 1) + j(w, @) — j(u, w,)ds.

Utilisons maintenant les propriétés de j, et 7,((II1.50)), on a

1

L ) « .12
/O|]n(una Jj(u,, )| ds < Z [zoéaT(n)|un|%2(0,t;V)+2ar(n>|u|L2(0,t;V)

r=T,V

T .
+%br(n) + By 1] 20.1:v)

1 .12
< Z [mar<n)|un - u|%2(0,t;V) + cste (ar(n) + br(n)2> |u|L2(07t;V):| )

r=T,V
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compliance
et
1 o .2 T 2
[ 15080 =8| < F [ Ol + g (@) + 1) Nl + 5]
«, ., .
< Z [ar ( u|%2(0,t;\/)+2|un_u|%2(0,t;\/)>
+7b( )2 —|un 1.1’2L2(0,t;\/)

«@ <12 a .,

+ 3 [qam Ml + 5000 a0 + 5 W

o6

on applique la propriété (II1.8) avec uy = u, uy = u,,v; = 0,, v, = 0 on tire

b . SN e e 1 .
/O ](una un)_](um u)+](u7 u)_j(ua un)ds <c {2@|un - u|%2(0,t;\/) + §|un - u|%2(0,t;V)} )

Combinons les estimations ci-dessus et les remplagons dans (1.20), on retrouve avec un

choix de v vérifiant & la fois my— % > (a,(n) +¢) =Cy > 0ctag—5= > (a,(n) +¢) =
r=1,v T=TV

CQ >0

. . N2 . .12 2
BY [, (t) —alt)| + C la, — u|L2(07t;V) + G |u, — u|L2(0,t;V)

este 30 [(ar(n) +b:(n)) (10f3200) + 1072001

r=T,V

IN

1
+5 [Vno = Vol + Bl [0 — uol
A partir des convergence |1, — ﬁliz(07t;v) —0et|u, — u‘iz(o’t;v) — 0, en déduit que
2
[wn = ufyy20. ) = 0,

comme, on sait que W12 (0,T; V) s’injecte continuement dans C (0, T’; H), alors on a

2
u, — u|C(07T; m — 0, en plus de la convergence

o 2
ax [(t) —a(t)ly | > 0.

. 2 . ,
Il s’en suit que |u, — u|Cl(0’T; m 0, ceci montre que les convergences demandées au

lemme 10 sont vérifiés. O




Chapitre IV

Etude de contact électriquement partait

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le contact entre un corps électro visco-
élastique et une base conductrice déformable. Ce contact est modélisé a I’aide
de la fonction de compliance normale, on suppose que le processus soit dyna-
mique. Les probléemes de contact dynamique conforme ont été examinés dans
[5, 37] et les références qui s’y trouvent.

Notre objectif ici est d’étendre certains résultats obtenus dans [39], lorsque
les conditions électriques sont presque parfaites. Notre premier but est d’obte-
nir une formulation variationnelle du probleme avec une condition régularisée
sur le champ électrique, dans une partie de la frontiere et de prouver I’exis-
tence et 'unicité de solutions faibles. Le second est d’étudier la convergence de
ces solutions vers des solutions uniques du probléme variationnel de contact
électrique presque parfait. Cette étape répond a certaines questions laissées en
suspens dans ’article précédent [39]. La démonstration est basée sur la théorie
des équations d’évolution avec des opérateurs monotones et des arguments de
point fixe, des estimations a priori des solutions régularisées, suivi d’un pas-
sage a la limite lorsque 0 — 0. Ceci étant en considérant certains résultats de
compacité. Les résultats de ce travail ont fait I’objet d’une publication citée
dans [17].

Nous considérons le probleme de contact suivant

Probléme ©P. Trouver un déplacement u : Q x [0,7] — R? un potentiel

électrique ¢ : Q x [0,7] — R, tel que

o = Ae(t) + Ge(u) + E*Vy dans Q x (0,7), (IV.1)
D = &e(u) — BV dans Q x (0,7, (IV.2)
i=Div o+ f, dans Q x (0,7), (IV.3)
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div D =gq, dans Q x x(0,7), (IV.4)

u =0, sur I'y x (0,7), (IV.5)

ov =f, sur Iy x(0,7), (IV.6)
o,=—p(u,—g), u=0 sur I'; x (0,7), (IV.7)
=0 surl, x(0,7T), (IV.8)

Dv=gqg surl},x(0,7), (IV.9)

D-v = kX, 4o0) (4 — g) &1, (0 — o) sur I's x (0,7, (IV.10)
u(0) = up, u(0)=wv, dans Q. (IV.11)

X[0,400) €st la fonction characteristique de I’intervalle [0, +00) donnée par

0 sir <o,
1 sir>0.

X[0,400) (1) = {

On pose
V ={v € H, |v=0, dans Fl},W:{5€H1|§:O, dansFa},

On suppose que mesl'y > 0 et mesl’', > 0, d’ou les inegalités de Korn’s et
Friederichs-Poincaré sont vérifiées. Comme on suppose que ’opérateur de vis-
cosité A satisfait 11.48 avec A (r,0) appartient a H p.p. = € Q .L’opérateur
d’élasticité G sarisfait la relation (I1.49). Le tenseur électrique & et le tenseur
de permeabilité B vérifient respectivement les propriétés (I11.50) et (II.51). La

compliance normale satisfait (II.52). Nous avons les condtions suivantes

g € L*Ty), g >0 p.p. sur I's, (IV.12)
uy € V, wg€ H. (IV13)
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fo e L2(0,T; L7 (9)7), (IV.14)
i€ L? (0,75 L (Ty)"), (IV.15)
@ € W (0,T;L*(Q), (IV.16)
@ € W' (0,T;L* (), (IV.17)
wo € L*(T3). (IV.18)

Soit L une constante positive tel que p — ¢, est majorée par L. Pour une bonne

position du probléme nous introduisons la fonctions de troncature

L sis<-—I,
or(s)q s si —L<s<lL, (IV.19)
L si s> L.

Soit un élément f(t) € V' définie par

(F(B).0)yry = (Fol),0) g + (Fot),0) 2yt Vo €V pup. £ € (0,T).  (IV.20)

On voit bien que les conditions (1.22), (1.21) (1.23) et (1.24) impliquent que
felL?0,T;V') et ¢ € WH (0,T;W). Soit maintenant j : V x V — R une fonc-

tionnelle définie par
Jjlu,v) = / p(u, — g)v, da, Vu,w € V, (Iv.21)
s

En utilisant le théoréme de représentation de Riesz on définit ¢(t) € W et
Ju €V par

(1) € =~ (@0(D). oy — @(0).E)pagryy» YEEW, 1€ (0.T),  (IV.22)

(Ju,v)y = j (u,v) (IV.23)

Définissons [ : V x W — H par

(l (’U,, 80) 75) = /1_‘3 X(0,400[ (ul/ - g) ¢L (SD - QOU)S dCL, (IV24)
YVueV, V& peW.

En utilisant les hypotheses (I1.52), (1.17), (1.18) et (1.19), les intégrales (1.26)
et (1.29) sont bien définies.

99



IV.2 Formulation variationnelle

Si {u,p} un systéme de fonctions réguliéres vérifiant (1.1)-(1.13), tenons
compte des relations (1.26) et (1.29), en déduit la formulation variationnelle

du probléme P, noté Py .

2 Formulation variationnelle
Probléme®Py . trouver u : Q x [0,T] — R4, et p: Q x [0,7] — R tel que

(W(t), v)yy + (Ae(u(t)), e(v))s + (Se(u(t)), e(v))y +

. (IV.25)
(EV(t),e(v))g + j (u(t),v) = (f(t),v)yy, Vo€V, p.p. t €(0,T),
(B (1), V) = (Ee(u(t). VO + A (D)) Oy = @0 Ews a6
VEe W, p.p.te(0,T),
u(0) = up, u(0) = vy. (Iv.27)

Pour la résolution de Py, nous considérons la fonction de x( .| notée 5 et

définie par

0 sir <o,
Ys(r) = ks si0<r<yo, (IV.28)
k sir>ad,

0 un parametre qui tendra ensuite vers zéro. On voit bien que ¢ : '3 xR — R,

est croissante et vérifie

_ <k —
[s(ur) — Vs(uz)| < kluy — uy (IV.29)
VYui,us € R p.p. © € I's.
en plus v satisfait

a) L’application « — vs(x,r) est Lebesgue mesurable sur I';,Vr € R,
b) pour r <0, ¢s(x,7)=0 p.p. ¢ € I's.

Remplagons x( ;| par la fonction ;s revient a remplacer [ dans P, par la

fonctionnelle h; definie de V x W — W et on a

(hs (u, ) &) = /Fs Y5 (wy — g) ¢ ( — o) € da, (IV.30)
VueV,V, pe W p.p.te(0,T).

2.1 Reésultats d’existence et du probleme Py

Nous introduisons le probléme régularisé Pg.
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ProblémePx. Trouver us: Q x [0,7] — R% et @5 : Q x [0,7] — R, tel que

(ths(t),v)yry + (Ae(ts(t)), (V) + (Se(us(t)), €(v))s
+ (E*Vs(t), €(v))ge + j (us(t), v) = (F(t),v)yr s VYo eV pp.te(0,T),

(IV.31)

(ﬁV(p(;(t)’ Vf)}c — (86(1&5@), Vf)g{ + (hé (U5(t), 905(t>) 7€)W = (q<t)7 f)W (IV 32)
VéEe W, p.p. t € (0,T), '

u6(0> = Uo, ’LL5(0) = o, (IVBS)

Pour une simplification de I’étude on pose us = u et 5 = ¢ et nous démontrons

P’existence et I'unicité de solutions de Pp.

Théoréme 21. Nous supposons les conditions (I11.48)- (1.37) vérifiées. Alors il existe une
unique solution du probleme Pr. En plus les solutions vérifient le résultat de régularité

suivant
we WO TVINCHO,TIH), e IPO.TV),  peW(0,T;W). (IV.34)

La preuve du théoreme 24 est donnée en différentes étapes. Soient pour
une fonction n € L?(0,T;V’) fixé les problémes intermédiares suivants

Probléme P). trouver u, : Q x [0,7] — R? tel que

(i (1), v) f + (Ae(ty(t)), €(v))g + (1), €(v))ge = (f(2),v) (IV.35)
VoeV p.p.te(0,7T),

u,(0) = ug, u,(0) = vy, (IV.36)

Probléme P} trouver ¢ : Q x [0,7] — R tel que

BV (1), VE)ge — (E€(uy(t), VE)y: + (hs (wy (1), 0y (1), )y = (a(1), O »

(IV.37)
VEe W p.p. t€(0,7),
Lemme 11. 1] existe une unique solution w, du P!, vérifiant
u, € W0, T;V)nC'([0,T); H), i, € L*(0,T;V"). (IV.38)

Si wy, uy sont deur solutions de P] correspondantes auz données my, n, € L*(0,T; V"),

alors

ur(O)=ua(t)f} < = [ [ () =mls) ds]. (V.39
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Démonstration. 11 simple de voir que l'opérateur A : V' — V défini par
(Au,u)y,, = (Ae(u(t)),(v))y, (IV.40)

est monotone et continu ( conditions (I1.48)) On rappelle que f —n € L*(0,T;V") et
vo € H, d’apres (1.25) et (2.3). Appliquons maitenant le Théoreme 3.2.1 de la page 22, 11

existe une unique fonction v, qui satisfait

v, € L*(0,T;V)NC([0,T]; H), ¥,€ L*(0,T;V"), (IV.41)
0,(t) + Av, (t) = f(2), p.p.t€(0,7), (IV.42)
v,(0) = v. (IV.43)

Soit u,, : [0, 7] — V une fonction telle que

u,(t) = /Ot v,(s) ds + uy. (IV.44)

comme v, € C([0,7]; H), alors u, est bien définie. Il est clair qu’en utilisant (IV.40),
(IV.41), (IV.42), (IV.43), et (IV.44), on déduit que u,, est I'unique solution du probléme
P, avec la régularité (2.6).

Soit 71, m2 € L*(0,T; V') pour lesquelles w1, uy, sont solutions des problémes (P}%,,
i = 1,2. retenons que 'hypotheése (I1.48) avec uy, uy € WH2(0,T;V) et notons par v,
vy définies par (IV.44). on a alors

mA/ |’U1 —v2 |v S</ |771 |H/ ds,

ce qui donne

i) = w®f < - [ )~ m)l ds

Pour l’existence et 1’unicité de solution du probléme ?,2], nous avons le

résultat

Lemme 12. [l existe une unique solution
e Wh(0,T; W), (IV.45)

du probléme TP%. St 1, o sont deux solutions de ?,27 correspondantes aux données 1, et
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ne € L?(0,T; V"), il existe une constante ¢ > 0 tel que
1) =2 (t) |y < clua(t)—us(t)]y - (IV.46)

Démonstration. Definissons 'opérateur A(t) : W — W, pour t € [0, T], par

Ap(t)e(t),&w = (YV(t), VE) s — (E(uy(t), VE)y
+ (h5 (’U,n(t)7 (,O(t) af)w ) v§ ew.

Soit @1, wo € W, comme + satisfait (??), la fonction ¢, est monotone et 15 > 0, ce qui

donne
(A, ()1 — Ay, 01— ©2)y = My 1 — @aliy -

ainsi 'opérateur A, (t) est forttement monotone. Sous les conditions (??) et (??), on a

(An(B)pr — Ay(8) @2, )y < clior — @2ly €l

d’ou A, (t) continu au sens de Lipshitz. L’équation A, (t)¢(t) = ¢(t), admet donc une et
une seule solution ¢, (t) € W, pour ¢(t) € W. La fonction ¢, (¢) est 'unique solution du
probleme P?.

ontrons que ¢, € W'2(0,T;W), Soit t1, to € [0,T]et p,(t1) = ¢1, @y(ta) = ¥2,
w,(t1) = uq, u,(t2) = us, q(t1) = q1, q(t2) = ¢q, rappelons que la fonction 5 est positive
et ¢ est monotone. Nous déduisons alors des relations (?7?), (?7), (?7), (??), (1.36), et

la bornitude de s, ¢r, que

m. |1 — alhy + /1“5 Vs (U1, — g) [1 (01 — ©0) — o1 (2 — wo)] (1 — 2)

< [ee [ur — ualy + g1 — q2lyp] o1 — ol
+ [ s (s = 9) = s (w2 = )l 19 (01 = 0)] 1 = 22l da
3

< [(ce + Lkcoco) [ur — ualy, + |q1 — @2ly ] lo1 — @2l

ce qui entraine

o1 = @2l < cllun —waly + g — @2ly]- (IV.47)

Comme ¢; € WH2 (0, T; W) et u; € WH(0,T;V), i = 1,2, alors on a ¢, € WH(0, T, W).

Montrons maintenant I'estimation(2.9). Soit 7y, 7o € L2(0,T; V") et 1, @9, sont les solu-

2
i)’

En utilisant les mémes arguments que précedement on trouve

i = 1,2, etuy, uy, sont les solutions respectives de P! i =1, 2.

tions respectives de P "
n;

1 _
o1 — 902|W < — (ce + kLcoco) |uy — uy V-
My
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Définissons I'opérateur A : L (0,7;V') — L*(0,T;V’) par

(An(t),v)yy = (9 (e(uy), €(v))y + (Juy, v) + (E"Vepy, 6(’0))}( J (IV.48)

ou u,, y, sont respectivement les solutions uniques de (P717 et fP??. Alors nous

avons le résultat.
Théoréme 22. L opérateur A définit par (2.19) admet un seul point fixen* € L? (0, T; V).
Démonstration. Soit t € [0,T), n; € L*(0,T;V’), i = 1,2, on note par u,, = u; et

Oy = @i, © = 1,2. on utilise (1.15 (b)), (I1.50) et (II.52) on déduit que

|An1, _AUQ‘V’ <cllu; - u2‘v + [p1 — SO?’W] .

On applique maintenant les inégalités (2.7), (2.9), on a

(A (m) — Al <c ’771_772’L2(0,t;\/’) :
ce qui entraine
| Ay — ATI2|L2(0,T;V/) <Tc [lnl_UQ‘LZ(O,T;V’)} )

En reitérant le raisonnement n fois, on trouve

n n (T'e)"
|A m — A 772|L2(0,T;V’) S T |n1_n2|L2(O,T;V’) (IV49)
ce qui montre que lopérateur A est une contraction sur L?(0,7;V"’). Le théoréme de

Banach nous permet de conclure que A admet un unique point fixe n* € L? (0,7;V"). O
Nous revenons a la démonstration du théoréme 24

Démonstration. Existence. Soit n* € L?(0,T; V") le point fixe de A et (wys; ¢,+) sont les
solutions de P. et P2.. En utilisant (1.39), (1.40) et (2.19), avec A (n*) = n*, on déduit
que (Uy; @y« ) est solution du probleme régularisé Pg. La régularité (2.1) par le lemme 11
et Lemme 12.

Unicité. L'unicité de la solution dans le théoreme 24 est une conséquence du point fixe

de lopérateur A donné par (2.19). O

3 Existence et unicité de solutions du probleme Py

Théoréme 23. Supposons que toutes les conditions (11.48)-(1.37) sont vérifiées. Alors il

existe une unique solution au probléeme Py qui satisfait

w e WH(0,T:V)NCH[0,T]; H), i€ L*0,T;V), ¢ € WH(0,T:W).  (IV.50)
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Rappellons que l’existence et 'unicité de solutions de Py, n’est autre que
I’existence d’une suite u; et ¢s solutions de (1.39) et (1.40), avec la condition
initiale (1.42) et la régularité (2.1). Pour montrer I’existence et ’unicité de
solutions notées u and ¢ du probléme donné par (1.31), (1.32) et (1.34), nous
faisons un passage a la limite lorsque § — 0, dans le probleme Pr,moyennant
quelques estimations a priori sur les suites us; et s, les propriétés de A, G, 7,

¢, h et aussi quelques résultats de compacité.

3.1 Estimations a priori
3.1.1 Estimations sur (ys)

Nous remplagons ¢ = ¢5(t) dans (1.40)

(BVs(t), Veps(t))g — (Ee(us(t), Vps(t))g
+ Jry Y5 (un(t) — g) O1 (9s(t) — o) ws(t) da = (q(t), ©s5(t))y

tenant compte de (I1.51), (I1.50), (1.19), (1.27) et (1.35), on déduit que

[es ()i < lelus(®)ly + la)ly] [es )y

alors

|26l 20wy < € sl 20y + 14l 20,2 - (IV.51)

3.1.2 Estimations sur (us)

rappelons u; € W'2(0,7;V) et A(xz,0) € H, G(x,0,0) € H remplagons les

fonctions v=v:(t) = us(t) dans (1.39), on trouve

D ros®) + (Ae(os(t)) — A (,0) & (v5(5))ye

dt
)))sc + (Se(us(t)) = G (2, 0), € (v5(1))) (IV.52)
(

+ (A (x,0), e (vs(t
+(5(2,0,0) € (v5(1)))g + (EVs(t), & (v5(1)))ge + 7 (us(t), vs(t))

- (f7v5(t>)V/ ’

Pour alléger I’écriture nous notons A (z,0) = Aj et §(x,0) = Gy, tenons compte
toujours des hypotheses (I1.48), (I1.49), (11.52), et la propriété de trace, on a

d

% s ()| + ma [vs(8)]3,

(Lg + Lpco) lus(t)|y |vs(t)ly,

+ [este [o0s(t)ly 2@) + [F6)l + [Goloe + Molse] lws(Dly,  (IV.53)

IN
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soit a € RY, comme

d
— [os () +malvs (O

dt
O 2 1 ~ 2
< (Lg + Lyco) ) lus(t)]y, + % (Lg + Lypco + 1) [vs(t)[y
cste «
5 Llea®liy + 1F O + 180l + [Aolz]
2mA

on choisit a < avec ’estimation

(Lg+Lpo+1)”?
ls(t) ]y, < cste [us(t)]y, + [q(t)]y

et une intégration de 0 & t dans (2.32), on trouve

1

lvs(t)[3, + cste yv5|;(07t;v) < | = (Lg + Lyéy) + cste \u(;@g(w)

2a
2 2 2 2
+ |f|L2(O,T;V/) + T ’90‘5{ + T |AU’f}f + ’,UO‘H .

Soit f = |f[720rv + T 1S0l5 + T |Aols + [voly;, on déduit de (2.33)

2 2 7
’U5|L2(o,t;V) < cste ‘u5|L2(0,t;V) + /.

(IV.54)

(IV.55)

(IV.56)

a partir de la régularité (2.1), nous avons us € C'(0,7.V) et on peut écrire donc

t
us(t) = /0 vs(5)ds + uo,
ce qui implique
2 2 2
|us(t)]y, < cste. [|v5|L2(O,t;V) + |u0|L2(O,T;V):| .
Des estimations (2.34) et (2.35) on a
2 2
[us(t)ly, < |u5|L2(0,t;V) + cste
Appliquons le lemme de Gronwall & |us(t)[;, on trouve

|ws] 207y < CSte.

L’estimation (2.37) sur wuy, et celle sur p; donnée par (2.23), on trouve

|05l 120,73 < cSte,
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nous déduisons aussi a partir de la bornitude de la suite (us) dans L*(0,7;V)

la relation (2.34) que la dérivée u; est aussi bornée dans L*(0,7;V),
‘d&‘ig(O’T;V) < cste. (IV.61)

Pour I’estimation de la dérivée seconde iis dans L*(0,T;V’), rappellons I’équa-

tion
(ts(t), v)yry = A (e(us(t)), €(v))g — (Fe(us(t)), e(v))y
— (E'Vps(t),e(v))g — J (us(t),v) = (f(1),v)y1y, VveV,

donc

|(@s(1), )|y < [Lalts(O)]y + Lg [us(t)]y +
ce Vs ()| g + Ly [us(®)]y + [F O[]y

ce qui entraine que
|ﬁ'§|L2(O;T,V’) S cste. (IV62)

3.2 Passage a la limite (§ — 0)

Pour faire un passage a la limite nous allons utiliser un résultat de compa-

cité cité a la page 18 sur les problémes d’évolution
La convergence de la suite (us).

Nous appliquons le corollaire 1, on prend succesivement X =Y = H =V et
F={ustet X=V,H=HetY =V'pour F = {us}, les conditions du corollaire
sont satisfaites pour p = 2. De (2.37) et (2.40) F = {u;} est relativement
compact dans L*(0,T;V), et F = {us} est relativement compact dans L*(0,T; H).

d’ou il existe une sous suite notée aussi (u;) telle que

us — u, fortement dans L*(0,T;V), (IV.63)
La convegence dans L?(0,T;V) implique que

us — u, fortement dans L*(0,T; H), (IV.64)

a partir de (2.37), le théoréme de trace donné sur wug, il existe une sous-suite

{yus} telle que

yus — yu, fortement dans L?(0,T; L*(Ts)), (IV.65)
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il existe aussi une sous suite {u;} telle que

ity — 1w, fortement dans L*(0,T; H). (IV.66)
L’estimation (2.41) permet d’avoir

ity — i, faiblement dans L*(0,T;V"). (IV.67)

La convergence de la suite (ys).

De relation (2.9) on tire
©s — p, fortement dans L*(0,7T;W), (IV.68)

Preuve du Théoréme 26. La convergence forte (2.42), avec la convergence faible (2.46)
dans L2(0,T; V') nous permet de passer a la limite dans I'équation du systéme Pr. Nous

avons d’abord
(s, v)yy = (U,0)yy , Vo eEV,pp. te(0,T).
et avec la convergence forte de ;s dans L*(0,7T; V') 'hypothese (I1.48)(b) sur A on trouve
(Ae(us(t)), € (v))g = (Ae(u(t)),e (v))y, YveV,pp.te(0,T).

La convergence forte de us dans L?(0,T;V) (voir (2.43) avec la propriété (I1.49)(b) im-
plique

(Se(us(t)), e(v)s) — (Se(u(?)),e(v))s , (IV.69)
VveV,ae. ,pp. te(0,7). (IV.70)

La convergence (2.47) avec I’hypothese (I1.50) sur &, on trouve
(EVps(t),e(v))y — (EVo(t),e(v))y , Vv eV, pp. te(0,T),
et la propriété sur la fonction de compliance on déduit que
J(us(t),v) = j(u(t),v) , YveV,pp.te(0,T).
Pour retouver la deuxieme équation Py . rappelons 1’équation électrique

(YVes(t), VE)ge — (Ee(us(t), V) g + (s (ws(t), p5(t)) , Ew = (a(t), Oy
Ve e W, pp. (0,7),

Les convergences (2.47) et (2.42) nous permettent de faire aisement le passage a la limite
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dans (YVs(t), V&), et dans (Ee(us(t), VE) ..
Rappelons que hs (us(t), ps(t)) s'écrit

(hs (us(t), @s(t)) . &) = /r3 ¥s (usy(t) = g) Or (ps(t) — o) € da.
D’abord de la convergence (2.44), on a
s, (t) — u,(t), fortement dans L*(T'3), p.p. (0,7), (IV.71)
aussi nous avons la convergence ponctuelle pour r € R,
Vs (1) = kX[o,400((1) When § — 0,
comme s est Lipshitzienne avec 15 (0) = 0 donc, on a
|15 (uy — g)|L2(1"3) < Juy — 9|L2(r3) )
Du théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on trouve
Vs (Uy — g) = kX[o, 00 (U — g), fortement dans L*(T's). (IV.72)

Nous avons aussi

’% (usy — g) = kX0, +00f (Uw — 9) L2(T5)
= [ (s — 9) = W5 (uy — ) + V5 (1 — ) = kX oo (0 — 9)
< s (usy — g) — Vs (ww — 9)l 2y

+ ]1/)5 (= 9) = kXorool (W = 9)| 1o
< k|us, — ul,]Lg(Fg) + ‘% (wy — g) = kX0, 400 (W — 9)

L2(T3)

L2(T3)’

utilisons (IV.71), (IV.72) et les convergences ci dessus, nous avons d'une part la conver-

gence
wé (uéy - g) - kX[O,Jroo[ (ul/ - g) ) dans Lz(r3)> p-p- (07 T) :

D’autre part, comme

9L (5 — o) — O (0 = o)l 2y < csteLy [0s — @l 2y

La convergence forte de o5 dans L?(0,T; W) et le théoréme de trace, on trouve

o1 (s — po) = &1 (p — o), dans L*(T's), p.p. t.
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On a donc

Vs (us, — g) dr (s — ©0) = kX040 (U — g) L (0 — @0), P.p. in 'y,

Les bornitudes des fonctions ¢, 15 independement de § avec le théoreme de convergence

dominé, on a

Vs (usy — 9) ¢ (05 — p0) = kX[o400[ (Uv — g) D1 (¢ — o) , fortement dans L*(Ts),

Par conséquence on a
h5 (u57 905) — 1 (’LL, 90) , P-P- (07 T) .

Nous concluons que ¢ est solution de 1’équation électrique (1.32) du probleme Py, .
Avant de terminer la démonstration sur l’existence de la solution du probléeme Py,
rappelons que la convergence forte de us; vers w dans L?(0,T;V), la convergence de
s vers u dans L*(0,T; H) et la régularité us € C'(0,T; H) nous permettent d’obtenir
u(0) = ug, w(0) = vy. Il est clair que l'unicité de uw et ¢ provienent de l'unicité de la
limite. La régularité des solutions u et ¢ de Py sont obtenues a partir des régularités de

us et s et le passage a la limite. Ainsi le théoreme 26 est démontré. O]



Chapitre V

Probleme dynamique avec endommagement

Nous considérons un probléeme dynamique qui décrit un contact sans fric-
tion et avec endommagement entre le corps électro-viscoélastique et une base
conductrice. La friction est modélisé avec loi de la de compliance normale.
Nous considerons des conditions de conductivité électrique pour un probléme
physique presque parfait. L’évolution de la fonction d’endommagement est
donnée par une inclusion de type parabolique.

Dans ce chapitre, nous donnons d’abord des formulations variationnelles
du probléme mécanique. Ensuite nous étudions I’existence et ’unicité de la
solution faible du probléme approché. Nous calculons des estimations a priori
sur les solutions approchées, ensuite, nous faisons un passage a la limite . La
démonstration repose les inéquations d’évolution, le théoréme du point fixe

de Banach et des résultats de la compacité pour les problémes d’évolution.
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1 Probleme mécanique et formulation variationnelle

Problem ?P. trouver le champ de déplacement u : Qx [0, 7] — R?, le potentiel
électrique ¢ : Qx[0,7] — R, et une fonction d’endommagement 3 : Qx[0,7] - R

o = Ae(t) + S(e(u), B) + €V dans Q x (0,T), (1.1)
D = €e(u) — Vi dans Q x (0,T), (1.2)

8=k A B+0pk(B) 3 dle(u). B), (1.3)
pii=Div o + f,  dans Q x (0,7), (1.4)
div D = q, dans Q x (0,7), (1.5)

w =0 surlyx(0,7), (1.6)

ov =f, surlyx(0,T), (1.7)

o, =—pu,—g), u,=0sur Iy x (0,7), (1.8)
p=0 sur T,x(0,7), (1.9)
Dv=gq, sur I,x(0,7T), (1.10)

D-v = kxjo,4+00) (v — g) &1, (¢ — o) sur T's x (0,7), (1.11)
gf = Osur ' x (0,7), (1.12)

u(0) = uy, w(0)=v, B(0)=p, dans Q. (1.13)

X[0,+oc) €st la fonction characteristique de ’intervalle [0, +00) donnée par

0 sir <0,
1 sir > 0.

X[0,400) (T) = {
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L’équation (1.3) décrivant 1’évolution de la fonction d’endommagement, K
désigne ’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles définies par

le convexe
K={¢cH (Q)]0<¢< 1 dans O},

H' (Q) ici est I’espace classique de Sobolev. L’ensemble dp est le sous-différentiel
de la fonction indicatrice ¢ du convexe K. Le reste des équations et données
sont les mémes que celles posées dans le chapitre quatre. Soient les sous es-
paces de H; et H'notés V et W et soient V' and W' leurs duals respectifs, avec
les inclusions denses et cotinues suivantes V C H C V' resp (W C L?(Q) Cc W’).

Pour I’étude du probléeme P nous posons les hypotheses suivantes

(a) A: Q2 xS?—§?

(b)I1 existe L, > 0 tel que

A (x,e1) — A(x,€9)| < Ly |er — €a| Ver,e0 €S pp x e,

(cIl existe my > 0 tel que

(A (x,61) — A (x,€3)) - (€1 — €3) > miy|er — €3],

Vei, e €S% ae. x €,

(d) l'application  — A (x,e) est Lebesgue mesurable sur (2,

(1.14)

(e) l’application « — A (x,0) appartient a K.

(a) G: QxS xR — §4

(b) there exist Lg > 0 tel que

|G (@, €1, 1) — G (®, €2, 82)| < Lg |er — &2 + |81 — Bl

Ve, g5 €S VB1,B2 €ER ace. x € Q, (1.15)
(c) the mapping x — G (x,e,3) is Lebesgue measurable on (2,

Ve eS¢, VB R

(d) the mapping  — G («,0,0) belongs to .

La fonction d’endommagement stisfait

(a) p: OxSTxR—-R

(b) there exist Ly > 0 tel que

¢ (@, €1, 51) — ¢ (x,€2, 02)| < Ly |er — €2 + |1 — Bal

Ve, e €S VB, B3 €ER p.p. x € Q, (1.16)
(c) the mapping x — ¢ (x, e, ) est Lebesgue mesurable sur (2,

Vee St VBeR

(d) the mapping  — ¢ (x,0,0) est dans K.
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Le tenseur piezoélectrique € et le tenseur de permeabilité v satisfont respecti-
vement les propriétés (I1.50) et (I1.51). La compliance normale satisfait (I1.52).

La fonction d’interstice g et le potentiel initial ¢, vérifient

g€ L*(Ts), g>0, a.e. only (1.17)

po € L*(Ts), (1.18)

On suppose qu’il existe une large valeur de L plus grande que tout pick de
voltage de sorte que p — ¢y reste borné par L. Cette condition ne pose aucun

probleme physique et ce qui permet de définir une fonction réguliére ¢; donnée

par
—L ifs<—L,
or(s)s s if—L<s<lL, (1.19)
L ifs> L.

Cette troncature permet de résoudre le probleme, il suffit de voir que ¢ est

de Lipshitz et monotone. nous supposons que

A

>0, B € K, (1.20)

UOEV, ’UQEH.

Les forces volumique et surfacique ont les régularités suivantes

fo € L2 (0,75 L% (Q)7), (1.21)
£ € L7 (0,75 L* (Ty)) (1.22)
g € W (0,T:L%()) (1.23)
g € W' (0,75 L2 () . (1.24)

Nous définissons f(t) € V' by

(f(t)av)v',v = (fo(t),v)y + (-fQ(t)7IU>L2(I‘2)d , VweV,ae t€(0,7), (1.25)

Soit j : V x V — R une fonctionnelle définie par

Jj(u,v) :/ p(u, — g)v, da, Yu, v e V. (1.26)
I's
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et par le théoréme de représentation de Riesz on définit ¢(t) € W et Ju € V

par

(). O = — (@00, oy — (@(0).E)paryy > VEEW, ae t€(0.T),  (1.27)

(Ju,v)y = j (u,v) (1.28)

Moyennant les relations (1.22), (1.21) (1.23) et (1.24) on trouve f € W? (0, T; V"),
qe W (0,T;W). Soit [ : V x W — W définie par

(L(u,p),8) = /F3 X (0400 (U — g) L (0 — o) € da, (1.29)
Yu eV, Ve, peW.

La forme bilinéaire a : W x W — R est donnée par

a(C,n) = /%/chvn de, YCneW (1.30)

Les conditions (II.43), (1.17), (1.18) et (1.19), les intégrales (1.26) et (1.29)

sont bien définies.

Avec le triplet {u,¢,} de fonctions réguliéres qui satisfont (1.1)-(1.13),
u(t) € V, p(t) € W et f(t) € H', et avec les relations (1.26), (1.29), on peut

donner une formulation variationnelle du probleme P, noté Py .

Problem Py.. Trouver le champ de déplacement u : 2 x [0,7] — R%, le poten-
tiel électrique ¢ : 2x[0,7] — R et la fonction d’endommagement 5 : Qx[0,7] — R

tels que

(W(t),v)yy + (Ae(u(t)), €(v))s + (S (e(ult)), B(1)) , €(v))s
+(&Vp(t), e(v))y +j (ult), v) = (f(1),v)yy (1.31)
Vo eV p.p.t€(0,7),

(YVo(t), VE)g — (Ee(u(t), VE)y + (I (u(t), o(t), Oy = (a(t), ) 5 >

> (1.32)
VeEe W p.p.t€(0,7T),
B € Ky (81, = B1)) g + @ (B, C = B(H)) (1.3
> (6 (e (u(t), B1) ¢ = Bt 12y » YCE K pp- L€ (0,T),
u(0) = up, u(0) = vy, 5(0) = fo. (1.34)

pour résoudre Py, nous considérons la fonction troncature de x| notée v,
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définie par

0 if r <0,
Yn(r) =9 kri if0<r<d, (1.35)
k if r > %,

n est un parametre qui tendra par la suite vers +oo. On voit que 1, est positive

croissante et Lipshtzienne,

il existe k > 0 tel que |1, (u1) — V¥ (u2)| < klup — us

(1.36)
Yui,us € R p.p. x € I's,
Supposons que ), satisfait

I’application = — v,,(x,r) est Lebesgue mesurable sur I';,Vr € R,
Pour » <0, 4,(z,r) =0 p.p. z € T;.

Remplagons x (1| par la fonction réguliere 1), ainsi la fonction [ dans Py est

remplacée par la fonction h, definie de V x W — W et tel que

(n (w:0).8) = | (=) 01 (= ) € da (1.37
YueV, V¢, e W, ae. te(0,T), (1.38)

Soit donc le probléme régularisé Pg.

Problem Pp. Trouver le champ de déplacement u, : Q x [0,7] — R% le
potentiel électrique ¢, : 2 x [0,7] — R et la fonction d’endommagement [, :
Q2 x[0,7] — R tel que

(i (1), v)yy + (Ae(tn(t)), €(v))5 + (G (e(un(t)), Bu(t)) , €(v))s

(1.39)
+(EVpn(t),e(v))s + j (un(t),v) = (F(t),v)y.y, Yo eV pp.te(0,7),
(9 20(1), V) = (Eeua(8). VEhye+ (o (w0 2,(0). O = GO, 40
Ve e W p.p. (0,7), '
Balt) € K (Ba(t), € = (1)) 1y g + 0 (Bu(0),C = Bult)) oy
> (6 (€ (un(t)) , ul) . = But)) 1oy » YC € K pop. (0,T).
u,(0) = ug, u,(0) = vy, 5,(0) = So. (1.42)

Pour simplifier les écritures on pose u,, = u, ¢, = ¢, 5, = 3, et on démontre

Pexistence et 'unicité des solutions de Pp.
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2 Existence et unicité des solutions de Py

Théoréme 24. Supposons les hypothéses (1.14)-(1.37) vérifient. Alors il existe une so-

lution unique du probléeme Pr . En plus la solution satisfait les réqularités suivantes

w e WI’Q(O,T§ V) N C’%[O)T] ;H), U < L2(0,T§ V/)a (21)
p €W, T;W),  BEK, BeW(0:T,L2(Q) N1 (0,1 H'(R)).

La preuve du théoréme 24 se ferra en trois étapes.
Nous supposons que (1.14)-(1.24) vérifiées et soient (n',n?) € L*(0,T;V x

L?(2)). Nous considérons les problémes suivants.
Problem fP}) Trouver un champ de déplacement u, : Q x [0,7] — R? tel que

(i1 (1), ©),, + (Ae(ity (1)), £(0))ye + (1'(1),0), = (F(1).v), (2.2
VoeV,p.pte(0,T),

u,(0) = ug, u,(0) = vy, (2.3)

Problem P trouver le potentiel électrique ¢ : Q2 x [0,7] — R tel que

(YVey(t), v&)j—f — (Ee(uy (1), Vﬁ)}( + (B (uy (1), 00 (1)) uf)W = (q(t), £)W

(2.4)
V¢ € W, p.p. dans (0,7,

Problem P3 trouver la fonction d’endommagement 5, : Q x [0,7] — R tel que

Balt) € Ky (Byl1).C = Bu(®)) )+ @ (Bal1).C = By(8))

(2.5)
Z (772(75)7C - ﬁn(t>)L2(Q) 9 vc < K P-P- dans (O,T) .

BU(O) = 5

Noter que les trois problémes sont découplés, ceci permet d’établir séparement

P’existence et 'unicité de la solution de chaque probléme.

Lemme 13. 1] ezxiste une et une seule solution u, au probléme P{. En plus elle vérifie
u, € W0, T;V)nCY([0,T); H), i, € L*(0,T;V"). (2.6)

Siwy, uy sont deuz solutions de P correspondant au données ni, ny € L*(0,T;V), alors

il existe ¢ > 0 tel que

2 1 2

()-w0 < —— [ [ i) -]} as]. (2.7)

my
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Démonstration. elle est similaire a celle donnée au lemme 11. Comme on a v, € C([0,7]; H),
donc u est bien définie, il est clair en utilisant (IV.40), (IV.41), (IV.42), (IV.43) et (IV.44),
en déduit que u, est I'unique solution du probleme fP},, avec la régularité (2.6). De méme
si on prend ni, ni € L?(0,T;V) pour lesquelles ui, uy sont les solutions respectives de
Pl i = 1,2. tenant compte de (1.14) et le fait que uy, uy € W12 (0,T;V) avec vy, vy
définies par (IV.44). nous déduisons que

2

t t
ma [ foi(s) —va)f} ds < [ o) =nb(s)]), ds.
m
Pour P’existence et 1’unicité du probleme P7, on a le résultat suivant
Lemme 14. I existe une solution unique
oy € WH(0,T; W), (2.8)

au probléeme P". St 1, po sont deuzr solutions du probleme P" correspondant qur données

met ny € L*(0,T;V), alors il existe ¢ > 0 telle que

|P1(t) =2 (D)l < clua(t)—ua(t)]y - (2.9)

Démonstration. La démonstration est la méme que celle donnée au lemme 12. Avec les

mémes arguments nous déduisons que

1 _
|1 — ol < — (ce + kLcoco) [ur — ualy ..
My

[]

Pour l’existence et 'unicité du probléme (3, du probléme P37, on a le lemme

suivant

Lemme 15. II eziste une solution unique (3, au probléme Py tel que
By € W2 (0,75 L2(Q)) N L7 (0,75 H'(D)) . (2.10)

Si By, B sont deuz solutions du probléme Py, correspondant aux données n? notées 7; €
L?(0,T; L*(2)), i = 1,2, alors nous avons

2

t
B18) = Bat) i) < [ i(s) = md(9)] o g 5 211)

Démonstration. Soit a : W x W — R tel que
a(C.&) =k [ VCVEdn, W g€ H' (), ppte(0.T). (2.12)
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Comme k > 0, cela permet de voir que a satisfait les conditions du théoréme 11 avec 3y €
K 1l existe donc un unique solution du probleme P3. Sin = (n',n?) € L*(0,T;V x L*(Q0)),

il existe une unique fonction 3, satisfaisant

By € K, B, € WH(0,T; L*(Q) n L* (0, T; H' (), (2.13)

(Ba(6),C = By) +a(By(t),C = By) = (P(1),C = B,), VCEK pp.te(0,T) (214)

5,(0) = fo. (2.15)

Soit t € [0,T] et (1, B les deux solutions du probléme P9, correspondant & n? = 7,

1 =1, 2, nous avons donc
1B1(t) = Ba(t) |72 + ’%/0 IV (B1(s) = Ba(s))| 720 (2.16)
< /0 71— o2 ds +/0 1B1(8) — Bolt)|22 g ds. (2.17)

comme 7;, i = 1,2, appartiennent a L?(0,T; L*(Q)), appliquons le lemme de Gronwall a
|81(t) — 52(75)@2(9), on trouve

51(0) = a0y < [ 12(6) = 7a(5) 2 ds. (2.15)
Soit maintenant 'opérateur A défini par
AL (0,T;V x LA(Q)) = L* (0,T;V x L*(Q))
ou L?(0,T; H x L*(Q)) est un espace de Banach

(')

1

>+’”2

L2(0,T3V xL2(Q) ‘77 L2(0,T;V L2(0,T;L2(Q))

A(n) = (G (e(uy), By) + Juy, + E Vo, 5 ¢(e(uy),By)), (2.19)

ou u,, ¢y, 3, sont respectivement 'unique solution des problemes P{, P7et PJ. On a le

résultat suivant. O

Théoréme 25. Lopérateur A admet un unique point fixe
n e L7 (0,T;V x L*(Q)) .

Démonstration. Soit t € [0,T], n; € L*(0,T;V x L*(Q)), i = 1,2, ;m = (n},72) ,m0 =
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(n3,73) et utilisant les notations w,, = u;, ©,, = ¢; et B, = B, i = 1,2, alors

|Amy — A772|V><L2(Q) <[5 (e(wr), B1) — G (e(u2), B2)ly

tcluy —usgly, + ce [ — oa|y + @ (e (w1), B1) — & (& (u2) 762)’L2(Q) :

En appliquant les propriétés (1.15 (b)), (1.16 (b)), (??), (11.43) nous déduisons

[An1, —Amaly 1200y < © [[tn = waly + 1 — @l + 181 — Bal 120y -

tenant compte des inégalités (2.7), (2.9), (2.11), nous trouvons

|Am — An2|v><L2(Q)

IN

1.1 2 _p2
c Um Up) ) + ‘771 2 LQ(O,t;LQ(Q))]

L2(0,t;V

IN

clm — 772|L2(0,t;L2(Q))

Réiterant les estimations n fois on conclut que

[N — A"y 20 (2.20)
(Tc)"
< oy |7]1_772|L2(0,T;VXL2(Q)) (2:21)

D’olt 'opérateur A est donc une contraction de L*(0,7;V x L*(Q)) dans lui méme. Le

théoreme du point fixe de Banach assure que A a un point fixe unique.

(n*;7%) € L? (O,T; V x L2(Q)) .

Démonstration. du théoreme 24

Ezistence. Soit (n*;7%) € L*(0,T;V x L*()) le point fixe de A et (w,; @,+; B-+) une
solution des problemes P7, PJ et P, Moyennant les régularités (1.39), (1.40), (1.41) et
(2.19). et tenant compte du fait que A (n*; 7) = (n*; 7*), nous déduisons que (w»; @y«; Br+)
est la solution du probléeme Pg. La régularité de la solution (2.1) provient du lemme 13,

lemme 14 et le lemme 15.

Unicité. 'unicité de la solution est la conséquence de I'unicité du point fixe de 'opé-
rateur A donné par (2.19). O

Théoréme 26. Supposons que les conditions suivantes (1.14)-(1.30) sont vérifiées. Alors

il existe une unique solution de Py .De plus la solution satisfait

we W20, T;V) N CH0,T]; H), i€ L30,T;V), (222)
p W0, T;W),  BeW™(0;T,L°(Q)) N L* (0,T; H'(Q)) .
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Rappelons que la solution unique du probléme régularisé P, est la suite
Uy, ©n, €t (3, solutions des équations (1.39), (1.40), (1.41), avec les conditions
initiales (1.42) avec la régularité (2.1). Pour montrer que u, ¢ et  solutions
des équations (1.31), (1.32), (1.33) avec (1.34). nous faisons passage a la limite
lorque n — oo dans le probleme Pj. Et cela moyennant des estimations a
priori sur u,, ©,, et (5,, les propriétés sur A, G, j, ¢, h et quelques résultats de

compacité.

2.1 Estimations a priori
2.1.1 Estimations sur la suite ¢,

En remplagant ¢ = ¢,(t) dans (1.40) on trouve

‘(pnlLQ(O,T;W) < cste. ’un|L2(0,T;V) + IQ|L2(O,T;W) : (2.23)

2.1.2 Estimation sur la suite [,

Soit t € [0, T], comme 3,(t) € K prenant ¢ = 33,(t) (¢ € K), dans I'inéquation
(1.41) alors

(Ba®): Ba(1)) 1o gy + @ (Ba(t), Bu(1))
< (@ (e (wn(t)) . Bu(t)) = & (2,0,0), Bu(t)) 1a(q) + (& (2,0,0) Bu(t)) 210 -

(2.24)

Comme a est coercive moyennant propriété de ¢ (1.16(b)), et I’inégalité
ab< a4 ib2 Va,a,b € R? (2.25)
=9 20 9 s Wy +9 .

ce qui implique o € R7}

1d A
34 1Bn(t) 220y + K IV Bu ()220

¢ (lun(®)ly + 18a(®)] 120y ) 1Ba(B)] 2

1
< (o [l + 1800 ) + S 18O )

IN

choisissons «a tel que a < 2/2;, et intégronsensuite de 0 a ¢

A~ (6%
|5n(t)|i2(m + (k - 2> |v5n<t)|i2(0,t;L2(Q))

2 ! (2.26)
< clun(®)|z200,4v) + B (O120.022(0))
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Appliquons le théoréme de Gronwall sur ]Bn(t)@(m, on trouve

2 2
|5n(t)|L2(Q) <c |un(t>|L2(O,t;V) s

mais comme (3, € L? (0, T; H'(Q)) alors

|5n|L2(o,T;L2(Q)) <c |un|L2(0,T;V) . (2.27)

De (2.26) et (2.27) on déduit

|6n‘L2(0,T;H1(Q)) <c |un|L2(o,T;V) . (2.28)

Pour I’estimation £, rappelons I’équation (1.3)

B — kA B+ 00x(Bn) 3 d(e(wn), ),y

il existe g € dpk(3,) tel que

Ba(t) = k A Bu(t) + g = d(e(un(t)), Bult))

nous savons que Jdpx(S3,) C K, donc 0 < g <1 alors pour tout ¢ € H'(Q)

(Bu(8):€) oy + (BVBu(1).9C) L, )+ (9. Q) 2oy = (@(E(uta(t)). Bu(£)). O pagey »

(

donc, on a

(Bul®):€) 1o

<k IV Bu ()] 20y IVC 20
+ (191 20 + 10 (wn(t), Ba(D)] 12| 1€ 1200

Appliquons (2.28) sur |Vf,(t)|;2¢7.12() avec la propriété (1.16 (b)) de ¢,

comme on a |g|,2 7.2 < ¢ (g € K) ceci implique

4,

L2(0,T;L2(2)) <c ‘U’n’LQ(O,T;V) + L (229)
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2.1.3 Estimation sur la suite u,,

Rappelons la régularité u,, € WH2(0,T;V) et le fait que A (x,0) € H, G (x,0,0) €
H , maintenant remplagons v=u,(t) dans (1.39)
a0 + (Ae(asa(1)) — A (2,0) & (unt))
+ (A (@, 0), € (un(t)))s + (S (e(un(t), Bu(t) — G (2, 0,0), & (un(t)))s (2.30)
+(5(2,0,0) & (un(t)))ge + (EVepn(t), € (un(t)))se +J (Un(t), un(t))
= (f un(t))yr

Pour simplifier notons A (x,0) = Ay, §(x,0,0) = Gy, en utilisant les hypothéses
(1.14 et (1.15), ona alors

d
77 [un (O +ma un (D)

< (Lg + Lypco) [un(t)]y [un(t)]y,
+ [C |on ()l + |5n(t)|L2(Q) + [£ ()] + [Solsc + |‘A0|ﬂ{] un(t)]y,,  (2.31)

rappelons maintenant (2.25) et soit o € RY, on trouve

d
77 [n (@) +ma un (D

JNNe’ 1
< (Lg+ LpCO) 9 ‘un(t)’%/ + 2% (

telea(®)ly +e18u() 22 + [FOR + 1ol + Mol + lvolz,  (2:32)

Lg + Lyo) + 1| [un(t)[5,
choisissons o < %, mais comme on a déja
lon ()l < clun(®)]y + )]y, and |6n(t)|L2(Q) <c |un(t)|L2(0,T;V) .

Intégrons de 0 a t dans (2.32) on a

1 N 2

2 2 2 2
+ [ F 200 + T 1S0lsc + T Aolse + |voliy

2 2
[un ()] + ¢ |un|L2(0,t;v) <

Soit f = |f|2L2(0,T;v') +T(Go|3, + T [Aol5 + [vo|3, on déduit de (2.33) que
2 2 7
|n L2040y < CltnlL2 gy + - (2.34)

Rappelons (2.1), u, € C'(0,7.V) donc

u,(t) = /Ot w,(s)ds + uo,
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ce qui implique que
[wn ()7 < [[nl22 00y + U0l 720020 - (2.35)
De (2.34) et (2.35) on trouve
[un (O < [l + ¢ (2.36)
Appliquons le théoréme de Gronwall a |u,(t)[;, on trouve
2070y < 6 (2.37)

De l’estimation (2.37) sur u, on déduit celle de ¢,, (3, et 5n données respecti-
vement par (2.23), (2.28) et (2.29)

ol 2wy < € (2.38)

O TSEA) <ec (2.39)

1Bl 120,751 0y < 65 ’5n

Nous déduisons aussi a partir de ’estimation de (u,) dans L*(0,7;V) et de

I’expression (2.34) que 1, est bornée dans L*(0,7;V), autrement
.2
|20, < C- (2.40)
Passons a ’estimation de i in L?(0,T;V’), rappelons I’équation

(n(1), )y = A (e(un(t)), €(v))5 = (G (e(un(t)), Fu(t)) , €(v))y
—(EVen(t),e(v)y = J (ua(t),v) + (f(1), )y, Vo EV,

donc

(i (), )]y < [Lal@n(®ly + Lg wa(®)ly [Ba(t)] 20y +
ce [Vipn ()| + Ly lua(®)]y + £ 0]y

donc on conclut que

mnlLQ(o;T,V') < c. (2.41)

2.2 Passage a la limite lorsque n — 400

La convergence de la suite (u,),.

Nous appliquons le corollaire 1 a la suite (u,) et (%,), une fois on pose
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X=Y=H=VetJF = {(u,)} ensuite on pose X =V, H =H,etY =V’
pour ¥ = {(4,)}, toutes les conditions du corollaire sont vérifiées avec p = 2,
il suffit de regarder les estimations (2.37), (2.40), ainsi F = {(u,)} est re-
lativement compact dans L?(0,7;V). En utilisant les estimations (2.40) et
(2.41) pour F ={(u,)} on conclut que ce dernier est relativement compact

dans L?(0,T; H). D’ou il existe une sous suite notée toujours (u,) tel que
u, — u, fortement dans L*(0,7T;V), (2.42)
La convergence dans L?*(0,7;V) implique la convergence suivante
u, — u, fortement dans L*(0,T; H), (2.43)
I’estimation (2.37) et théoréme de trace montre que
yu, — yu, fortement dans L*(0,T; L*(T;)), (2.44)
Il existe une sous suite notée aussi {us} vérifiant
i, — u, fortement dans L*(0,T; H). (2.45)
Maintenant I’estimation (2.41), entraine que
ii, — ii, faiblement dans L*(0,7;V"). (2.46)

La convergence de la suite (p,).

Apartir de ’estimation (2.38) on trouve que
¢n — p, faiblement dans L*(0,7; W), (2.47)

Comme W s’injecte compactement dans L*(Q2) , alors il existe une sous suite

de (¢,) telle que
©on — ¢, fortement das L*(0,T; L*(Q2)). (2.48)
La convergence de la suite (53,),.

L’estimation (2.39) avec la compacité de l’injection H!(Q) — L?(Q), on

conclut respectivement

VB, — VpB, B,—p, faiblement dans L?(0,T;L?*(Q)), (2.49)
B, — B, fortement dans L*(0,T;L*(Q)), (2.50)
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Preuve du théoréme 26. Les convergences données ci-dessus (2.42)-(2.49) permettent le

passage a la limite dans Px. On la convergence (2.46) dans L*(0,T;V’) la limite suivante
(ﬂ'nv”)vgv — (u','v)v,y , YveVpp.te(0,T),
Sous I’hypothese (1.14)(b) de A on trouve
(Ae(ny(t)), € (v))y — (Ae(u(t)), e (v))g, YveVpp.te(0,T),
La propriété (1.15)(b) de G implique que

(5 (e(un(t), Bu(t) ,€(v)se) = (G (e(u(?)), B(1)) , €(v))y , (2.51)
Yo e Vpp. te(0T), (2.52)

La convergence (2.47) donne
(EVpn(t),e(v))y — (E'Ve(t),e(v))y , Vv eV, ae te(0,T),
et de la convergence forte de u,, dans L*(0,T; H) avec '’hypothése faites sur p nous avons
J (un(t),v) = j(u(t),v) , YveV ae te(0,T).

Ce passage a la limite entraine I'existence de la solution faible u(t) de Py.

Dans I'équation du potentiel électrique régularisée les convergences (2.47), (2.48),
(2.42) permettent de faire un passage a la limite (YV,(t), V&), et (Ee(un(t), V&),
et avec les mémes techniques déja citées dans le cas dynamique sans endommagement, on

trouve
B (Un (1), 00 (1)) — 1 (u(t), (t)), strongly in L*(T'3),p.p. dans (0,T).

donc ¢ est solution de I’équation (1.32) du systeme Py .

Rappelons I’équation d’endommagement du systeme Pg

Bult) € K. (Bu(t).C = Bu(®) ) @ (Ba(), € = Bul1))
> (¢ (e (1)), Bult)) ¢ = Bult)) 2y V€ € K, p.p dans (0,7).

avec les mémes étapes avant l'estimation (2.39) montre qu’'une sous suite 3,(t) converge
fortement vers 3(t) dans L?(0,T; L*(2)) et faiblement dans L?(0,T; H'(Q2)). La dérivée
B, (t) converge faiblement vers 3(t) dans L2(0, T; L*()). La fonction ¢ est Lipschitzienne,
on trouve facilement la convergence relativement a . Pour les termes (ﬁn(t), 6n(t))L2(Q)
et a (B, (t), Bn(t)) on utilise la propriété de la la continuité semi inférieure des applications

respectives u — |U(T)|%2(Q) de L?(0,T; L?(Q)) dans RT et I'application u — |Vu|iz(9) de
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L*(0,T; H') dans R*. Ce qui donne

(B(1).5(1)) ) < liminf (Bu(t), Bu(1)) , , - PP dans (0,7,

(€ L)

a(B(t), 5(15))L2(Q) < liminfa (8,(t), Bn(t))ﬁ(ﬁ) , p.p dans (0,7).

Ainsi le passage a la limite dans ’équation d’endommagement est achevé, donc la fonction
B(t) est la solution de I’équation (1.33) du probléeme Py pour presque partout t € (0,7)
et presque partout dans = € Q). Par passage a la limite 8 reste dans [0,1]. Le passage a

la limite assure aussi la régularité

we WH(0,7;V) N CY[0,T]: H), e L20,T; V),
p e W'O.TW), peK, feW? (07,12 (Q)n L (0.7 H'(2).

Avant de terminer I'existence de solutions de Py, les régularités u € C*([0,T]; H) et B €

Wh2(0; T, L* (Q)) permettent de déduire les conditions initiales u(0) = ug, 1(0) = vy,

B(0) = By. Ce qui achéve la démonstration d’existence et d’uinicité du théoreme 26. [
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Conclusion générale

Dans ce travail nous nous sommes intéressés a 1’étude de quelques pro-
blémes de la mécanique des milieu continu, plus précisément a la mécanique
de contact. Nous avons essentiellement envisagé la loi constitutive électro-
viscoélastique avec des lois de contact quasistatique . La fondation est supposé
légerement déformable exergant une pression inconnue suivant la normale sur
le corps en fonction de sa pénétration. Ce qui est appelé la condition de com-
pliance normale. Nous proposons deux cas de contact avec et sans frottements
et un processus d’évolution quasistatique et dynamique. Les conditions élec-
triques sont introduites dans les cas ou la fondation est conductrice, ce qui
induit des conditions aux limites plus complexes. Une régularisation de ces der-
niéres ont été nécessaires pour que le probleme mathématique soit bien posé.
Notre but a été de réaliser 'existence et I'unicité de Solutions généralisées
du probléeme de contact non frottant avec des conditions électriques régulari-
sées améliorant la condition d’existence et de régularité de solution électrique
établies. Ensuite moyennant des estimations apriori nous avons améliorer le
résultat ’existence et 'unicité de solutions généralisées pour le probleme avec
conditions électriques plus réalistes. Ces résultats nous ont poussé a les géné-
raliser a une classe de probleme de contact frottant dans le cas quasistatique
et le cas dynamique. Le contact avec endommagement a été pris en considé-
ration et une étude d’existence et unicité de solutions a été étendue pour ce
cas la. Cette étude mathématique est reposée sur les résultats des inéquations
variationnelles d’évolution et de la compacité et des arguments du point fixe.
Le contenu du deuxiéme chapitre de cette thése est accepté pour publication
[2] et les résultats du quatriéme chapitre ont fait 1’objet d’une publication
citée dans [17].
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Résumé

L’objectif de ce travail est 1’étude de quelques problémes mathématiques en mécanique
des milieux continus, plus précisement en mécanique de contact. Les résultats obtenus consiste
en l’existence et I’unicité de solutions des problémes variationnels. La thése comporte quatres
chapitres. Le premier est consacré a la formulation mathématique des problémes qui feront
I’objet de notre étude avec une passage en revue des outils mathématiques utiles pour
établir les résultats présentés ici. Au chapitre deux nous étudions une classes de problémes
quasi-variationnels de contact électro-viscoélastiques. Au chapitre trois nous étendons le résultat
aux de problémes de contact frottant dynamiques. Le chapitre quatre est dédié a I’étude d’un
contact presque parfait d’un corps électro-viscoélastique avec une fondation conductive. Ensuite
au chapitre cinq nous reprenons le cas de contact dynamique non frottant avec une fondation

conductive, tout en tenant compte de l’effet d’endommagement du materiel.

Mots clés : électro-élastiques, électro-viscoélastiques, compliance normale, frottement de
Coulomb, inéquation quasi-variationnelle, inéquation d’évolution, solution faible, point fixe,

sous-différentiel.

Abstract

The aim of this work is the study of some mathematical problems in Continuum Mecha-
nics, more precisely in contact mechanics. The results are the existence and uniqueness of
solutions of variational problems. The thesis contains four chapters. The first chapter is devoted
to the mathematical formulation of the problems that will be our study with a pass in review of
mathematical tools useful in establishing the results presented here. In chapter two we study a
class of variational problems quasi-electro-viscoelastic contact. In chapter three we extend the
result to the dynamic problem of frictional contact . We give an example of the contact which
is a limit case of a problem of electro-elastic contact. Chapter Four is dedicated to the study of
an almost perfect contact of an electro-viscoelastic body with a conductive foundation. Then
in chapter five we take again the case of dynamic and frictionless contact with a conductive

foundation, taking into account the effect of damage of the material.
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