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INTRODUCTION

INTRODUCTION

Les phénoménes de changement de phase solide-liquide sont fréquemment
présents dans des processus naturels (les icebergs ou I'éruption de magma) et dans un
grand nombre d'applications industrielles tels que le traitement de matériaux, la
croissance de cristaux, le stockage de 1’énergie, la production et stockage de la glace, la
conservation des aliments, gel. L’étude des transferts de chaleur et de masse au cours de
la fusion ou de la solidification est indispensable. En effet la cinétique du changement
d’état et plus précisément, la géométrie de I’interface de transition de phase et son
évolution temporelle conditionnent la structure et les propriétés du matériau final. Une
solidification dirigée réduit le co(t énergétique et améliore certaines applications la
qualité du produit fini. Une solidification mal conduite peut engendrer la formation de
vide, des hétérogénéités, des déformations et des fissurations. La détermination par des
mesures directes de cette interface de transition de phase (frontiére mobile) est en général
trés difficile a réaliser. 1l faut modéliser le processus de changement de phase a partir des

données disponibles.

L'objet de cette étude consiste a résoudre un probleme de solidification d’un matériau
pur. Dans le premier chapitre, on décrit I’importance et I’implication du phénomene de
changement dans la vie quotidienne. On présente par la suite une étude bibliographique
sur les différentes approches de modélisation de phénomene de changement de phase.

Dans le second chapitre, on applique une méthode d’optimisation de problémes
inverses de conduction thermique associée a un processus de changement de phase
solide/liquide. Le probléme traité est le contréle de cette interface solide/liquide pour le
cas d'un matériau pur dans une géométrie unidimensionnelle (1-D) sphérique. Le systéme
thermique du probléme est gouverné par I'équation de la chaleur. Pour résoudre ce
probléme, on introduit un critére de moindres carrés qui caractérise I'écart entre le
comportement dynamique du systéme objet et celui du modele mathéematique décrivant
ce systéeme. On introduit ensuite une équation adjointe pour chacun des problemes afin
de déterminer de fagon exacte le gradient du critére. L’utilisation d’un l'algorithme itératif
basé sur la méthode du gradient conjugué permet le calcul de la solution optimale. On
décrit les équations du probléme en variables continues d'espaces et de temps, ainsi que

la procédure pour déterminer le gradient du critere et les équations adjointes
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correspondantes. La résolution numérique est menée par l'utilisation d'une méthode de
différences finies classique dans un maillage mobile du fait que le domaine physique est
variable puisque 1’une des frontieres est mobile au cours du temps.

On preésente les résultats dans le cas d'une solution exacte construite. Les méthodes
globales d’optimisation menent un état final nul induisant une erreur importante vers la
fin de I’horizon du temps. Par ailleurs, on constate que la solution est sensible aux bruits
introduit dans les données. Par conséquent ces problemes sont mal-posés. Pour rétablir le
caractére bien-posé et garantir une solution stable et unique, deux techniques ont été
utilisées. On filtre d’une part, les données et d'autre part, introduit une technique de
régularisation de la solution.

Le chapitre 111, est consacré a la modélisation de la solidification d’un matériau
pur en géométrie (1-d) par la méthode enthalpique. Les équations gouvernantes, sont
résolue numériquement dans un maillage uniforme a I'aide d'un schéma de différences
finis explicite pour calculer I’enthalpie, la température et la position du front de
solidification. Les résultats obtenus par le code de calcul ont été validés par la
comparaison & la solution analytique de Newman.

On présente 1’étude de la convection naturelle en vue de I’appliquer pour un
probléme inverse de solidification d’un matériau pur. La configuration géométrique du
modele physique est une cavité carrée, soumise a un gradient de température horizontal.
Les conditions aux frontieres sont de type Dirichlet (températures imposées).

Le phénoméne de la convection naturelle est gouverné par les équations de
conservation de la masse, de la quantit¢ de mouvement, de 1’énergie. La résolution des
équations décrivant ce systéme et les conditions aux limites sont discrétisées et résolue
numeriquement par la méthode des volumes finis basée sur 1’algorithme SIMPLE pour le
couplage pression-vitesse. Ce modéle est ensuite mis en ceuvre par un code matlab. Les
caractéristiques du phénomeéne d'écoulement, telles que les champs, de températures,
dynamique, de vitesses et le nombre de Nusselt calculés pour des valeurs de nombre de

Rayleigh de 103-10’. Les résultats obtenus seront comparés avec la littérature.
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.1 Objet de I’étude

Le phénomene de changement de phase solidification/fusion est un phénomene le plus

répondu dans la nature. Au point de vue macroscopique, il se caractérise par 1’apparition

d’une interface mobile qui sépare les deux phases (liquide et solide). On les appelle

problemes a frontiere mobile. Ils possédent une frontiere mobile (frontiére mobile au

cours du temps, connue ou bien a déterminer) ou une frontiere libre (frontiere inconnue,

mobile ou stationnaire) [1, 2]. A cause de leur implication, il suscite un trés grand intérét

non seulement dans les phénomeénes naturels mais aussi dans les technologies de pointe,

la sureté nucléaire et I’industrie.

Les applications du processus du changement de phase sont trés nombreuses :

Dans le domaine des énergies renouvelables et non polluantes, le stockage
d’énergie sous forme de chaleur latente est beaucoup moins coliteux que sous
forme électrique. On exploite la chaleur latente d'un Matériau a Changement de
Phase (MCP), c'est-a-dire la capacité a passer de I'état solide a I'état liquide
(fusion) sous I'effet de la chaleur. L'énergie de changement de phase est absorbée
lors de la fusion du MCP et est restituée lors de sa solidification [1] .

En geéologues, on s’intéresse a la solidification de la lave volcanique et son
influence sur ’activité des plaques tectoniques. La solidification des coulées, en
contact de la surface de la terre et de 1I’atmosphére. [2, 3].

Le Processus de changement de phase intervient dans de la fusion des glaces
polaires et pose le probléeme réchauffement de la planéte [4].

La fabrication des cristaux, nécessite aussi la maitrise du processus de

fusion/solidification [5].
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- On rencontre le phénomene de changement de phase pendant le freinage d’un
véhicule spatial (fusée et navette) lorsque rentre dans 1’atmosphére et risque de
subir le phénoméne d’ablation [6] [7].

- Lapose de peinture et des soudures [5, 8, 9].

- la fabrication des composants électroniques [6] [38], la fabrication de
microstructures a I’aide de petites impulsions laser [10],

- la correction des matériaux par solidification apreés refusion au laser [11].

- la conservation des cellules biologiques (cellules sanguines, Tlots pancréatiques,
hépatocytes, etc..) [12].

- laproduction d’air frais [13] par circulation de ce dernier sur une surface de glace,

etc...

Le changement de phase des matériaux représente un défi majeur dans différents
domaines (métallurgie, coulé continue). Chaque année, plus d'un milliard de tonnes de
métaux sont solidifiés dans le monde, principalement des alliages ferreux (acier, fonte) et
de I'aluminium.

Dans le cas de la solidification des matériaux, la cinétique de I'état change et plus
précisément, la géométrie de la transition de phase de l'interface et son évolution dans le
temps déterminent la structure et les propriétés de I'état final. La détermination par mesure
directe de l'interface mobile est généralement tres difficile a réaliser. Les méthodes
inverses sont les plus couramment utilisées pour simuler de tels phénoménes de
changement de phase. Le contrdle du front de solidification d'un matériau par simulation,
en métallurgie, par exemple, permet de modifier ses propriétés mécaniques (dureté,
ténacité ou force mécanique). Ces propriétés dépendent principalement des parameétres
utilisés dans la simulation (température, flux thermique, géométrie de linterface
solide/liquide et évolution de la vitesse). Il est donc nécessaire de contréler I'interface
solide/liquide pour obtenir des propriétés particulieres souhaitées.

Dans cette étude, on s’intéresse a I’utilisation des méthodes inverses pour la résolution

des problémes de conduction thermique avec changement de phase solide/liquide.

Un processus de changement de phase est caractérisé par la libération (solidification)
ou I’absorption (fusion) de la chaleur latente au voisinage de I’interface solide/liquide. La
résolution d’un tel probléme nécessite la résolution d’une équation d’évolution

(I’équation de la diffusion) dans un domaine physique variable.
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Les propriétés mécaniques du matériau solidifié dépendent largement de la cinétique
de changement d’état c’est a dire de la géométrie de I'interface solide/liquide et de sa
vitesse d’évolution. Par conséquent, il est nécessaire de contrdler ou d’identifier cette
interface solide/liquide afin d’obtenir un matériau ayant des propriétés mécaniques

particulieres.

La nature d'un changement de phase de solidification peut prendre plusieurs formes.
Une possibilité de classification est présentée sur la figure (I.1). Cette classification est
basée sur I'état d'une petite partie du matériau dans la région de changement de phase.

Trois classes de changement de phase sont identifiées [14].

Sl
£X

)

Figure (1-1) Classification du changement de phase de solidification

Cas a) le changement de phase se fait suivant une isotherme : La région de
changement de phase est constituée de phases solides et liquides distinctes séparées par
un front continu lisse. lls se caractérisent par une température de fusion bien définie, a
laquelle correspond une chaleur latente de fusion. (Exemple la solidification de I'eau ou
de substances pures et d'alliages eutectiques).

Cas b) La région de changement de phase a une structure cristalline constituée de
grains cylindriques et/ou équiaxiaux et l'interface solide/liquide a une forme complexe
qui n’est pas nécessairement lisse ou continue, par exemple la solidification de la plupart
des alliages métalliques. Dans ce cas de meélanges et d'alliages non-eutectiques, le
changement de phase s'étend sur une plage de température ou les phases solide et liquide

coexistent.
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Cas c) Les phases liquide et solide sont entierement dispersées dans toute la zone
de changement de phase et a I'échelle choisie, il n'y a pas d'interface distincte entre les
phases solide et liquide (exemple la solidification des polymeéres ou des verres).

Notre étude concerne principalement 1’étude d’un matériau pur ou Les phases solide

et liquide sont bien différenciées par une interface franche).

1.1.1 Probléeme de Stefan

La libération ou I’absorption de la chaleur latente pendant les transformations de
solidification ou de fusion caractérise le changement de phase. A I’interface, on a une
variation brusque de I’enthalpie massique "H". Dans le cas ou le changement de phase est
isotherme, le probleme est appelé probleme de Stefan. Sa résolution consiste a modéliser

les transferts de chaleur dans chacune des phases avec un couplage a I’interface.

1.1.2 Probleme de Stefan a deux phases

La formulation du probléme de Stefan est déduite de la conservation d’énergie
exprimée séparément pour les deux phases solide et liquide avec un couplage a I’interface.
Les équations a résoudre dans les deux phases d’apres [15] sont respectivement pour les

phase solide et liquide :

oT
(PO)s (')_ts = V(AsT) 11
T,
(pC)IE = V(AT 1.2

ou p est la masse volumique, C la chaleur spécifique et A la conductivité thermique du

matériau

Le bilan thermique a I’interface ou les deux champs de températures sont liés par

la condition d’équilibre d’énergie est défini par 1’expression

ds oT oT
A

—_|h= 1.3
on 1

L— = |A—
Pt~ [ anl,
Cette équation exprime la libération ou I’absorption de la chaleur latente due au

changement de phase.
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Ou T est la température de changement de phase Ty, L : chaleur de latente du changement

de phase, i la normale locale dirigée vers I’extérieur du domaine solide et ((jjS la vitesse
t

normale locale de I’interface solide/ liquide.

Il est & noter que dans le cas ou le transfert de chaleur dans la phase liquide est
purement conductif, le probléme est un probléeme de Stefan a deux phases. Il est

nécessaire de résoudre en méme temps les trois équations d’énergie indiquées ci-dessus.

1.1.3 Probleme de Stefan a une phase

Lorsque le flux de chaleur transmis par la phase liquide est connu, le probléme
devient un probleme de Stefan a une phase défini dans le domaine solide. On est amené

a résoudre 1’équation (1) avec la condition de Stefan suivante :

Lds B [)\GT] "
Pl = Ao = o)
Ou le flux ¢(t) est connu.

Dans le cas ou la phase liquide est maintenue a la température de changement de phase,

le flux ¢(t) est nul. Alors la condition de Stefan devient :

ds_ }\aT
dt [ an

Lorsque la frontiere mobile est susceptible de disparaitre et de réapparaitre
(discontinuité du gradient de température), il est préférable d utiliser I’enthalpie massique
H pour résoudre ce probléme. Cette fonction non linéaire de la température exprime la
somme de la chaleur sensible et la chaleur latente dans 1’'unité de masse a une température
donnée. L’équation a résoudre est :

J0H

= 1.6
e V(AVT)
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Figure 1-2) : Représentation de I’enthalpie massique H et de la

chaleur spécifique C

1.2 Détermination expérimentale de la position de ’interface

La position de l'interface solide/liquide peut étre directement déterminée
expérimentalement en utilisant des mesures de température [16], de surveillance optique
[17], de rayons X [18], d'ultrasons [19] et [20], de courants de Foucault [21],
thermoélectriques [22], et les diagnostics de résistance électrique. Bien que ces
techniques expérimentales soient largement utilisées pour identifier [l'interface
solide/liquide dans un probléme de changement de phase, elles restent colteuses et
difficiles & mettre en ceuvre. Moravcik et al. Ont traité expérimentalement les conditions
de solidification de I'acier a outils fortement allié travaillé a froid par rapport aux aciers
de construction en état de quasi-équilibre [23].

La détermination expérimentale directe de la position de I’interface solide/liquide peut
étre difficile et méme impossible a réaliser expérimentalement particulierement pour les
matériaux non transparents. Les techniques de photographies manquent de précision. Les
autres techniques (rayon X, ultra-sons) sont difficiles a appliquer et s’averent aussi
colteuses. La détermination indirecte passe par une modélisation du probléme et sa
résolution. On doit pouvoir relier les grandeurs physiques observées et la position de

I’interface.
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1.3 Modélisation directe du probléme de changement de

phase

1.3.1 Meéthodes analytiques

Les méthodes analytiques ont pour objet de déterminer les inconnues (la position
du front, champs de température et flux) comme des fonctions analytiques explicites des
variables de temps et d’espace. Le probléme de changement de phase le plus connu pour
lequel une solution exacte existe est le probléme de Newman, elle sera détaillée dans le
chapitre (111). Parmi les méthodes analytiques appliquées au probléme de changement de
phase, nous pouvons citer la méthode d’intégrale de T. Goodman [24] ou 1’équation de
chaleur est intégrée par rapport a la variable d’espace en supposant que la répartition de
température suit une loi polynomiale. Celle de Rogers [25] utilise une transformation
réciproque de « Baclaud » pour réduire le probléme de Stefan d’une équation non linéaire
a une forme qui admet une classe de solution exacte analogue a la solution classique de

Newman.

Tsirel et Rykchev [26] ont aussi développé une solution analytique pour un
probléme inverse de conduction thermique pour identifier les conditions frontiéres sur
des composant d’une partie de conduite d’écoulement d’une turbine a gaz. Morihat et al
[27] ont appliqué, quant a eux, deux méthodes (analytique et impulsionnelle) pour
déterminer la température et la contrainte thermique sur la paroi interne d’une conduite a
partir des mesures effectuées sur la paroi externe.

A cause de la non-linéarité de ces problémes, le principe de superposition ne peut
étre appliqué. Les méthodes analytiques ont un champ d’application restreint. La plupart
des problémes pratiques sont multidimensionnels et exigent la prise en compte de
conditions aux limites incompatibles avec ces méthodes. Pour ces raisons, le

développement de schémas d’approximation numériques s’impose.

1.3.2 Méthodes numériques

On distingue deux grandes classes, les méthodes explicites et les méthodes implicites.
e Méthodes numeriques "a suivi de I’interface mobile"
Ce sont des methodes numériques explicite ou méthodes a deux phases,

elles permettent une résolution séparéee du probleme dans les domaines solide
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et liquide. La position de 1’interface entre les deux phases constitue une partie
indispensable de la solution et doit étre connue ou déterminée a chaque pas
de temps a partir de condition de Stefan (équation (1.3). Le probléme peut

étre résolu dans un maillage fixe ou mobile

e Méthodes numériques a domaine fixe
Lorsque le front de changement de phase présente des irrégularités, la méthode
"A suivi de I’interface solide/liquide" est difficile a appliquer. On reformule le probléme
de telle maniére a faire intervenir I’enthalpie massique H. On obtient ainsi la méthode
d’enthalpie basée sur 1’équation (1.6). Cette équation s’applique dans tout le domaine

(phase solide + phase liquide).

1.4 Discrétisation et maillage

1.4.1 Méthode a millage mobile

Un probleme de changement de phase peut étre résolu dans un maillage
mobile (un domaine transformé). La méthode a maillage mobile permet de
s’affranchir les difficultés liées a la mobilité de frontiére entre le domaine
liquide et solide. On effectue une transformation pour la variable d’espace
permettant ainsi de fixer le front. La transformation la plus utilisée est connue
sous le nom de transformation de Landau (1950) [28] La discrétisation des
équations prés de 1’interface ne pose pas de difficultés particuliéres. Cette
méthode est trés largement utilisée pour la résolution des problémes a
frontiére mobile a une dimension et peut s’appliquer aussi pour un probléme

a deux dimensions. Cette méthode sera appliquée dans le chapitre (I1).

1.4.2 Meéthode a millage fixe

Dans la méthode a maillage fixe, les nceuds qui décrivent la frontiére mobile
peuvent bouger alors que les autres restent immobiles. A chaque pas de temps, la position
de I’interface ne coincide pas en général avec les nceuds du maillage. Les équations
discrétisées et la distribution obtenue au pas de temps précédent doivent étre modifiés au
voisinage de la frontiere mobile. Cette méthode sera utilisee dans les chapitres (111) et
(V).

10
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1.4.3 Discrétisation :

La discrétisation est la transposition d'un état continu (fonction, modele, variable,
équation) en un état équivalent discret. Ce procédé constitue en général une étape
préliminaire a la résolution numérique d'un probleme il existe trois grandes familles de
méthodes :

- La méthode des différences finies
La méthode de différences finis consiste a remplacer les dérivées partielles par
des différences divisées. Une discrétisation des opérateurs différentiels (dérivées
premieres, secondes, etc.,) peut étre obtenue par les formules de Taylor. Cette
méthode a comme avantage une grande simplicité d'écriture et un faible codt de
calcul.

- La méthode des volumes finis : La méthode des volumes finis intégre, sur des
volumes élémentaires de forme simple les équations écrites sous forme de loi de
conservation. Elle fournit ainsi de maniére naturelle des approximations discretes
conservatives et donc particulierement bien adaptée aux équations de la
mécanique des fluides

- La méthode des éléments finis :

La méthode des éléments finis consiste a approcher, dans un sous-espace de
dimension finie, un probleme écrit sous forme variaionnelle dans un espace de
dimension infinie. La solution approchée est dans ce cas une fonction déterminée
par un nombre fini de paramétres comme, par exemple, ses valeurs en certains
points (les nceuds du maillage).

- Laméthode spectrale : On remplace, dans les équations modéles I’inconnue par
des développements tronqués sur des bases de fonctions orthogonales (polyndémes
Chebychev, Legendre, Fourier) et en utilisant leur propriété d’orthogonalité on se
ramene a des systémes d’équations différentielles ordinaires plus simples a

résoudre.

Toutes ces méthodes permettent en général la résolution de problémes formalisés par
des équations différentielles aux dérivées partielles sur un domaine D déterminé. Le
domaine discrétisé sera caractérisé par un certain nombre de points nodaux ou les

fonctions inconnues seront évaluées.

11
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Dans un processus de changement de phase, les deux phases solide et liquide
possédent des propriétés thermophysiques différentes. Le transfert de chaleur dans la
phase solide est purement conductif. Par contre dans la phase liquide, on peut distinguer
deux situations :

= Un transfert de chaleur sera purement conductif si la phase liquide est maintenue

a la température de changement de phase.
= La contribution de différents transferts de chaleur (diffusion, convection
naturelle et mouvements de convectifs) lorsque la température de la phase liquide
est supérieure a la température de changement de phase. La convection naturelle
est liée a la différence de la densité des phases au niveau de ’interface. Les
mouvements convectifs sont d’origine artificielle telle que la coulée continue,
injection du matériau en fusion....
D’autres phénoménes peuvent intervenir par exemple, dans le cas du soudage a 1’arc,
outre la conduction thermique et la convection naturelle il faut tenir compte des forces
¢lectromagnétiques, la tension superficielle et I’effet de Marrongoni (les conditions aux
limites sont mal définies)

Dans le cas ou le transfert de chaleur dans la phase liquide est purement conductif,
le processus de changement de phase sera modélisé physiquement. Mais dans les
situations réelles ou il y a existence des mouvements de convection associés a d’autres
phénomeénes en plus d’un transfert conductif, la modélisation physique du processus de
changement de phase est difficile. Les difficultés proviennent de la connaissance
approximative des parametres régissant les transferts de chaleur et les phénomeénes qui se
produisent dans la phase liquide.

L’utilisation des mod¢les physiques simplifiés ont été considérés.

Les simplifications concernent essentiellement I’effet de la convection dans la
phase liquide. Bonacina & al [29] ont supposé une conduction pure dans la phase liquide.
Ces modéles ne peuvent en aucun cas représenter des situations réelles car la perte de
précision est importante. D’autres auteurs ont résolu en simulation le probléme de
changement de phase en considérant la phase solide comme un liquide ayant une viscosité
infinie [30] .

L’utilisation des méthodes inverses pour la résolution d’un probléme de conduction
thermique avec changement de phase permet de contourner les difficultés rencontrées tout

en se rapprochant de la réalité.

12
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1.5 Problémes inverses

L’importance des méthodes inverses est considérable dans beaucoup de
domaines d’application de la physique de la mécanique et de la géophysique
comme la reconnaissance des gisements des hydrocarbures [31]. Ces
méthodes trouvent aussi leur application dans d’autres domaines que ceux
cités. Par exemple, en mécanique des solides les méthodes inverses sont
utilisées pour 1’identification des singularités en mécanique de la rupture,
I’identification des lois de comportement [31] et la détermination des
constantes d’élasticité [32] . En mécanique des fluides, elles sont utilisées
pour estimer le profil de température des écoulements dans les conduites [33].
L’application de ces méthodes permet aussi la détermination des fonctions de
réaction dans les modeles de vulcanisation [34]. Depuis quelques années,
I’intégration des méthodes numériques par les grands groupes verriers est une
solution efficace adoptée pour la résolution des problémes liés a la fabrication
d’un produit en verre [35, 36] Ces méthodes sont appliquées pour :

e [’identification de propriétés (détermination de la température initiale du verre et
I’échange avec I’air ambiant, identification de la viscosité du verre en fonction de
la température pendant son écoulement).

e Optimisation de formages industriels (rechercher une équation mathématique de
la paraison et ses parametres qui servent a concevoir une moule ébauche)

e Optimisation de trempes industrielles (modélisation du jet air sur le produit

trempé, détermination des contraintes de trempe)

1.5.1 Problemes inverses appliques a I’équation de la chaleur

Il existe plusieurs types de problémes inverses appliqué a 1’équation de la chaleur et
qui sont définis suivant les paramétres a déterminer. Parmi les paramétres traités on

distingue :

a) les parametres thermophysiques caractérisant le matériau [37]

b) Les conditions aux frontieres [38]

c) Les termes intervenant dans 1’équation ou dans le processus ((source
de chaleur ou résistance thermique) [39]

d) Coefficient local de transfert de chaleur [40, 41]
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Dans notre cas, on se limite aux problémes inverses de catégories b). On
s’intéresse alors a contrdler la position de 1’interface solide/liquide (frontiére

mobile d’un domaine solide) dans un processus de solidification.

e Problémes inverses de controle de la position d’interface solide/liquide
Dans ces types de problémes, on détermine les conditions aux
frontiéres (température ou flux) de telle maniére que 1’interface mobile
solide/liquide (front de solidification) ait une position voulue.
On utilise comme données la position du front S(t), le flux prescrit au
front ¢s(t) et la température de changement de phase Tf. Les inconnues
(contrdle) sont la température T(0,t) et/ou le flux ¢(0,t) a la frontiére fixe du

domaine solide (figure 1.3).

T|_1 |:t:|

Liguide

l $.(t) connu l J' T=T; connue L «=5(t)
l Solide J’ J'
l ®x=10.

di0,t) inconnu Ti0,t) : inconnue

Figure (1-3) Schéma d’un probléme inverse de contrdle
dans un processus de solidification

e Problémes inverses de suivi de I’interface mobile solide/liquide
Les problémes inverses de suivi de 1’interface mobile solide/liquide
consistent & déterminer la position du front S(t) et/ou le flux ¢s(t) pénétrant
dans le solide. Ces grandeurs ne sont pas accessibles a la mesure. En utilisant
comme données d’une part la température de changement de phase Tt et
d’autre part, la température T(0,t) et le flux ¢(0,t) a la frontiére fixe du

domaine solide (fig. 1.4).
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Tult) ]
=1

Ligjuide

l ¢it] inconnu l l T=T; connue ‘L
l Solide l l
l =10

$(0,t): connu Ti0,t): connue

Figure (I-4) Schéma d’un probléme inverse d’identification dans
un processus de solidification

On distingue deux méthodes de résolution des problémes inverses qui sont :

Les méthodes non-itératives et les méthodes itératives.

1.5.2 Méthodes non-itératives

Des méthodes non-itératives ont été développées pour la résolution de
certains problémes inverses sur 1’équation de la chaleur en une dimension
spatiale. Soltz [42] est le premier a développé une solution numérique d’un
probleme de conduction de chaleur en utilisant le théoréme de Duhamel.
Cependant cette solution était instable pour des petits pas de temps et
également tres sensible aux erreurs de mesure. La méthode de « spacing
marche » de Raynaud et al [43] consiste a résoudre 1’équation transitoire de
la chaleur en avancant dans la direction spatiale au lieu du temps. Les
méthodes non-itératives sont caractérisées par leur sensibilité au bruit de

données.

1.5.3 Méthodes itératives

Les méthodes itératives font intervenir la notion du modéle directe et
minimisent itérativement 1’écart objet/modele. L’intérét essentiel de ces
méthodes réside dans la possibilité d’incorporer, simplement et
explicitement, des informations a priori sur la solution par la pénalisation du
critere.

Il existe deux méthodes qui sont classées selon le domaine de temps sur lequel

est résolu le probléme inverse (méthodes séquentielles et méthodes globales).
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a) Méthodes séquentielles
L’inconvénient de 1’utilisation des méthodes non-itératives
précédemment évoquée a été résolu par le concept de données futures. La
valeur du paramétre inconnu a 1’instant t est le résultat d’une minimisation
d’un critére objet/mode¢le de ’instant t a I’instant t + dt. Reinhardt et al [44]
ont proposé une méthode séquentielle de gradient conjugué pour une solution

numérique stable au probleme inverse de conduction thermique.

b) Méthodes globales

Les méthodes globales itératives découlent de la théorie générale de
I’optimisation qui utilise le concept du controle optimal. Elles sont les plus
utilisées pour la résolution des problemes de conduction thermique. La
minimisation itérative du critére objet/modéele sur la totalité de I’intervalle
considéré aux cours de déroulement du processus thermique, permet d’ajuster
la valeur « optimale » du paramétre inconnu. Les avantages de ces méthodes
par rapport aux deux autres évoquées précédemment est qu’on puisse utiliser
des petits pas de temps et le fait qu’elles sont moins sensibles aux erreurs de
mesure. Ces méthodes ont été utilisées par plusieurs auteurs. El-bagdouri et
al (1986)[45] ont détermine le contr6le optimal dans un domaine fixe, le cas
d’un domaine variable a été abordé par [38]. Alivanov [46] conclut lorsque le
gradient est calculé analytiquement, ces méthodes itératives non-numériques
avec régularisation sont plus efficaces.

Dans[47] , on trouve une comparaison, des résultats obtenus en
simulation et pour un cas expérimental d’un probléme d’identification du
front de solidification en géométrie 1-D, de la méthode « space marching » et
celle du gradient. Les meilleurs résultats sont obtenus par la méthode du
gradient dans le cas de données bruitées et qu’on peut estimer un état final.

Ces méthodes globales seront appliquées a la résolution de notre probleme.

1.6 Mdéthodologie de résolution d’un probléme inverse

Le principe de résolution d’un probléme inverse consiste a déduire les

parametres inconnus d’un modéele théorique décrivant le modéle physique a
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partir des grandeurs observables (données disponibles). [48] a démontré
I’existence d’un domaine optimal dans le cas de problémes elliptique.

Prenons le schéma du probléme du suivi de I’interface mobile fig.

(1.3) :
Si on connait les données de la position du front S(t), on peut déduire le flux

¢ a la frontiere fixe du domaine solide en utilisant la relation suivante :

®=R.S 1.7

Ou R est 1’opérateur linéaire qui lie ¢ et S dans le sens direct. Ce probleme
est dit probléme direct. Comme il manque des données sur S(t), alors c’est
un probleme mal-posé. Pour se rapprocher de la solution, nous devons faire

des hypothéses sur ces données. Il faut que 1’écart entre le flux ¢ calculé par

A

le probléme direct et le flux ¢ mesuré soit minimal, on introduit un critére a

minimiser.

tr
I(S) = j @ - B)* dt 18

Par contre, si ¢ est connu et qu’on veuille déterminer S, la solution sera

donnée par 1I’équation :

S= R 19 1.9

R® est I’opérateur inverse. Le probléme est appelé probléme inverse.

1.6.1 Difficultés dans la solution inverse

La difficulté principale dans la solution des problemes inverses résulte
du fait que ces problémes sont mal-posé.
On considere deux espaces metriques V et F. V est 1’espace des

paramétres inconnus (S) et F 1’espace des données (¢).
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Un probleme est dit mal-posé, (Hadmard) [49], s’il ne vérifie pas les trois
conditions suivantes :
a) La solution SeV existe pour tout ¢ eF
b) La solution est unique
c) Lasolution est continue par rapport aux données ou bien la solution est
stable par rapport aux petites variations des données.

Le probleme inverse pour déterminer la solution S est généralement
mal-posé. Le non-respect des conditions a, b et ¢ provient de causes diverses
telles que :

- Données fausses

- Données incompatibles ¢ ¢F

- Erreurs de modélisation ou de calcul
- Choix inadéquats des topologies

Il possible de rendre le probléme inverse bien-posé par le choix
approprié des espaces V et F.

Pour rendre le probleme inverse bien-posé Weber [50] a remplacé
1’équation parabolique de la conduction de la chaleur par une équation
hyperbolique approchante. Par ailleurs, pour s’approcher de la solution et
rendre le probléme stable, Alivanov [51] a minimisé un critére de moindre
carrés en utilisant une information sur la précision de la mesure (ou de la

donnée). Il a pris comme test d’arrét des itérations :

RS — 8| = 52 1.10

Ou & est I’erreur de mesure ou de la donnée, connue a 1’avance.
Cette méthode n’est pas tres répandue. Nous verrons plus tard que la méthode
de régularisation de Tikhonov est la plus utilisée puisqu’elle donne de

meilleurs résultats.

1.6.2 Régularisation au sens de Tikhonov

Pour obtenir une solution stable et rétablir le caractére bien-pose du
probleme inverse dans le cas ou les données sont entachées d’erreurs.

Tikhonov et al [52] ont réduit I’ensemble des solutions a un impact en
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utilisant une information sur la nature de la solution. Elle est suffisante pour
rendre le probleme bien-posé et la solution est stable pour des petites
variations des données. Alors, Tikhonov suppose les trois conditions
suivantes :

1) On sait qu’il existe une solution dans un sous-espace fermé F'de F pour
une certaine classe de données assez réguliéres (connaissances a
priori).

2) La solution est unique dans une classe de modéle appartenant a V.

3) La solution dépend continuellement de ¢.

1.6.3 Construction de I’opérateur inverse régularisé

Pour régulariser le probléme inverse, on introduit la fonctionnelle

suivante :

tf

J(S) = f(@—@)zdtJrnm(S) n>0 1.11

0

ol w(S)est une fonction stabilisatrice d’ordre un (suivant I’ordre de la

dérivée de U), elle contr6le la douceur de la solution.

te

o =1 [ p® [%]2 dt 112
0

n est le paramétre de régularisation et P(t) est une fonction de pondération.
Si P(t) est constante, ®(S) est appelé stabilisateur d’ordre un a coefficient
constant.
Le choix du coefficient n n’est pas arbitraire. Il peut étre de fagon optimale.
Une tres grande valeur de n fournit une solution proche de la connaissance a
priori, stable, mais peut ne pas satisfaire a certaines exigences des lois
physiques. Par contre, une faible valeur de n produit des instabilités
numériques. Nous avons choisi sa valeur heuristiguement pour répondre aux
conditions de précision et stabilité.

Les problémes de changement de phase solide/liquide ont été largement

traités par plusieurs auteurs en utilisant des methodes directes ou inverses.
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Zabaras, et Ruan [53] ont séquentiellement résolu un probléme de solidification
inverse de Stefan unidimensionnel. Ils ont utilisé une méthode par éléments
finis déformable pour calculer la position et la vitesse de déplacement de
I'interface et des informations sur la température mesurée par deux ou
plusieurs capteurs situés dans la phase solide. Zabaras, and Kang [54] résolvent
itérativement en simulation numérique, un probléme de controle d’un front
de congélation dans un cas linéaire. Samai et Jarny [38] ont identifié la
position du front de solidification en utilisant une méthode de descente
itérative. Jiang, al [55] ont résolu un probleme inverse par la méthode du
gradient conjugué en utilisant des différences finies pour déterminer le flux
thermique historique et la distribution finale de la température. La méthode
de régularisation de Tikhonov d’ordre zéro a été introduite pour stabiliser la
solution inverse. Hetmaniok and Stota [56] ont déterminé les conditions aux
limites dans le processus de solidification de l'alliage binaire lorsque les
mesures de température des points sélectionnés du platre sont connues. Dans
ce modele de Stefan, la température du liquide varie avec la concentration du
composant d'alliage.

Diverses méthodes directes ont également été utilisées par certains
auteurs pour déterminer la température a une frontiere fixe, connaissant la
position d'une interface mobile solide/liquide [57] ou pour évaluer la position
d'une ou plusieurs interfaces mobiles pour une température donnée [58] a
[59]. D'autres étudient le changement de phase sur matériaux (PCM), ils les
ont traitées en utilisant des coordonnées cylindriques ou sphériques [60] a
[61], en fixant le front mobile en présence de convection [62] et en
augmentant I'énergie stockage [63].

Dans cette étude, on s’intéresse a la détermination de cette frontiére
mobile dans le cas d’un processus de changement de phase liquide/solide avec
transition franche ou le front de changement de phase constitue la frontiere

mobile.

1.7 Problémes concernant cette étude

Dans cette étude, trois problémes seront traités :
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- Controle de 1I’évolution du front de solidification sans présence de
convection
- Modélisation de la solidification par la méthode enthalpique

- Etude de la convection naturelle.

1.7.1 Controle de I’évolution du front de solidification

Dans le chapitre suivant, on traite le probléme de contréle de I’évolution du front
de solidification par les méthodes inverses de conduction thermique. Le systéme étudié
est gouverné par I'équation de conduction de la chaleur unidimensionnelle pour le cas
d’un matériau pur.

Concernant la résolution de problémes inverses en présence d’un changement de
phase, on peut citer, M. Samai [38] qui a résolu, itérativement dans un maillage mobile,
un probléme linéaire de contrdle d’un front de solidification par un algorithme de
gradient. Il a pris comme variable de contréle la température & la frontiére fixe du domaine
solide en utilisant comme données, 1’évolution désirée du front de solidification, la
température de changement de phase et le flux pénétrant a I'interface solide-liquide déduit
d’un bilan thermique.

Zabaras. et al [54], résolvent aussi itérativement en simulation
numérique, un probléme de contrdle d’un front de congélation dans un cas
linéaire, les propriétés thermique du matériau sont fonction des variables
d’espace et temps et non de la température. Ils développent deux méthodes
alternatives pour déterminer le flux de chaleur a la frontiére fixe du domaine
solide comme variable de contrdle. La premiére utilise une approximation a
dimension finie de la fonction du flux inconnue par contre, la
seconde emploie la méthode adjointe pour calculer dans I’espace Lo le gradient du
fonctionnel colt. Ce méme probléme avait été résolu par [38] itérativement par la
méthode de gradient

Dans ce probléme, on prend comme variable de contrdle la température U a la
frontiére fixe du domaine solide. L'évolution désirée du front de solidification est
considérée comme une donnée. Deux autres donnees utilisées sont d'une part la
température de l'interface mobile solide-liquide et d'autre part le flux de chaleur a cette

interface, déduit d'un bilan thermique.
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Ce probléme est formulé comme un probléme d'optimisation ou on introduit un
critere de moindre carré J entre le modele et I'objet. Le modele étant représenté par le flux

calculé au front de solidification ¢, et I'objet un flux ¢, prescrit au front et déduit d'un

bilan thermique du fait que I'évolution désirée du front est Sq(t) donc connue.
L'introduction d'une équation adjointe permet le calcul exact du gradient du critére. La
minimisation du critere J est basee sur un algorithme de gradient conjugué permettant la
détermination de la température U comme une solution optimale du probleme de controle.

On présente les résultats numériques du probléme de contrble dans le cas de
données exactes ainsi que ceux obtenus aprés l'introduction d'un état final. On présente
les résultats de données bruitées et ceux dus a des données filtrées ainsi que les résultats

en utilisant la technique de régularisation.

1.7.2 Modélisation de la solidification par la méthode enthalpique

Le troisieéme chapitre est consacré a la résolution numérique d’un
probléme de solidification d’un matériau en géométrie unidimensionnelle en
utilisant la méthode enthalpique. Les équations gouvernant le transfert de chaleur
par conduction dans la région liquide et la région solide sont résoutes simultanément
malgré la discontinuité du gradient de la tempeérature a I’interface. L’avantage de ces
méthodes réside dans la simplicité et la facilité de mettre en ceuvre méme dans le cas
tridimensionnel. Le modéle enthalpique est considéré comme le plus efficace et le plus
précis des méthodes a maillage fixe.

Bonacina et al [29] ont résolu numériquement un probléme non-linéaire de
changement de phase dans un schéma de différences finies implicite. La fonction

enthalpique était écrite sous la forme suivante :
T
H(T) = J{C(T)p(T) + Lp(T)8(T — Tg} dt 1.13
T¢

o : impulsion de dirac

Lorsque T=Tt, I’équation (1.13) présente des difficultés de discontinuités du gradient de

la température.
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D’un autre coté, Cezari [64] a modifié 1’équation (1.13) avec I’utilisation de
grosses mailles et de larges pas de temps. Il a ainsi résolu le probleme de discontinuité du
gradient de la température a I’interface d’aprés 1’équation suivante :

pCT si T <T;

H(T)=:"" )
M {p,C,(T -T,)+p L+ p,CT, si T>T, .14

Durant la méme période, Date [65] a donné une nouvelle formulation enthalpique
en différences finies pour les problemes de changement de phase multidimensionnel
nécessitant une température unique de changement de phase. Il a résolu ainsi le probléme
des oscillations de température rencontrées avec les formulations enthalpiques

conventionnelles.

Dans cette étude, un probleme de conduction thermique avec changement de
phase est résolu en prenant une température constante imposée a une extrémité, tandis
que l’autre extrémité est constante. La phase liquide est maintenue a une température
initiale. La forme finale discrete des équations gouvernantes et des conditions limites,
sont résolue numériquement sur un maillage uniforme a l'aide d'un schéma entierement
implicite pour calculer I’enthalpie et la température en chaque point la maille et la position
de I’interface.

Pour valider le code de calcul, les résultats obtenus seront compareés a la solution

analytique de Newman.

1.7.3 Etude de la convection naturelle

La convection naturelle dans laguelle le mouvement du fluide est produit par les
différences de densité entre les particules chaudes et celles froides existant dans un fluide,
situé dans un champ de forces massiques. Cette différence de densité, qui est la plupart du
temps provoquée par une différence de température, avec la force de gravité, crée une force
de flottabilité, qui par conséquent crée une différence de quantité de mouvement.

L’étude de la convection naturelle en cavité confinée a une importance majeure
dans de nombreux domaines d’application (fours, capteurs solaires, fenétres a double
paroi, (réservoirs d'eau chaude, refroidissement des circuits, croissance de cristaux,

industrie métallurgique, ...) notamment la solidification des matériaux. On s’intéresse a
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la simulation numérique de la convection naturelle dans une cavité carré en vue de
I’appliquer pour a un probléme inverse avec changement de phase.

On trouve une quantité impressionnante de publications scientifiques portant sur
I'étude de la convection naturelle dans des enceintes de forme carré et rectangulaire, parmi
ces études celle de Ostrach Bejan en 1980 [66-75]. lls sont traité | Le comportement
général du nombre de Nusselt moyen en fonction du rapport de forme de I'enceinte pour
différents nombres de Rayleigh.

De nombreuses études se sont largement concentrées sur les écoulements
convectifs entrainés par 1’inversion de densité [76-79]. Les rapports d’aspects sur la
convection naturelle dans les enceintes rectangulaires sont particulierement intéressants
pour les études d’inversion de densité. D’autre auteurs [80, 81] se sont intéressé a la
convection naturelle oscillatoire pour un nombre faible de Prandtl dans les enceintes
rectangulaires.

Les études analytiques ont apporté plusieurs éclaircissements dans les Limites de
rapports de forme faibles ou élevés, Plusieurs résultats numériques ont ainsi confirmé
I'existence d'un rapport de forme optimal dépendant du nombre de Rayleigh [82, 83].

Le probléme de convection naturelle dans une enceinte carrée est devenu un point
de reférence afin de comparer les performances des modéles numériques. A cet égard, les
références De Vahl Davis [71, 84] , Ramaswamy & al [85], Le Quree [86] & al, Markatos
& al [87], Chenoweth & al [88], Hortman [89], Lo & al [90], Ghassemi & al [91] et
Laaroussi [92] sont abondamment cités afin de valider les codes numériques.

Dans cette étude, on présente la résolution d’un probléme de convection naturelle
en vue de le préparer pour un probléme inverse de solidification. Les aspects relatifs a la
méthode des volumes finis sont exposés en détail, en particulier la génération du maillage
de calcul, la discretisation des équations du probleme, les schémas de convection,
I’algorithme et la méthode de résolution des équations algébriques finales.

Les résultats des champs thermique, dynamique et les champs de vitesses sont
donnés sous forme de tableaux et diagrammes. lls sont discutés, critiqués et sont comparés

avec les données des autres auteurs afin de valider notre programme.
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CHAPITRE Il CONTROLE DE L’EVOLUTION DU
FRONT DE SOLIDIFICATION

1.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente la résolution numérique en différences
finies avec maillage mobile du probléme de contréle de I'évolution du front
de solidification d'un matériau pur. On utilise pour cela la méthode inverse
du gradient conjugué appliquée a I'équation de la chaleur unidimensionnelle
dans un domaine physique variable (frontiére mobile).

On prend comme variable de contréle la température U a la frontiere
fixe du domaine solide. Dans ce probléme, I'évolution désirée du front de
solidification est considérée comme une donnée. Deux autres données
utilisées sont d'une part la température de l'interface mobile solide-liquide et
d'autre part le flux de chaleur a cette interface, déduit d'un bilan thermique.
Ce probleme est formulé comme un probleme d'optimisation ou on introduit
un critére de moindre carrés J entre le modéle et lI'objet. Le modeéle étant

représenté par le flux calculé au front de solidification ¢, et I'objet un flux ¢,

prescrit au front et déduit d'un bilan thermique du fait que I'évolution désirée
du front est Sq(t) donc connue. L'introduction d'une équation adjointe permet
le calcul exact du gradient du critére. La minimisation du critére J est basée
sur un algorithme de gradient conjugué permettant la détermination de la
température U comme une solution optimale du probléme de contréle.

On présente les résultats numériques du probleme de contrdle dans le
cas de données exactes. On montre que lorsqu’on estime un état final et
une initial guess, les résultats du contréle seront obtenus avec une excellente

précision sur tout 1’horizon du temps. On présente également des résultats
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dans le cas de données bruitées, ceux dus a des données filtrées et finalement

les résultats en utilisant la technique de régularisation.

11.2 Description du systeme physique

Dans la figure (II.1), on présente un probléme de solidification d’un
matériau pur ou le transfert de chaleur dans les phases solide et liquide est
monodimensionnel purement conductif. Deux cas possibles peuvent étre
présentés pour la résolution de ce probleme.

18" CAS : La phase liquide est initialement a la température de changement
de phase Ts. La frontiere chaude est également maintenue a la température de
changement de phase Tt. On aura les conditions frontiéres suivantes pour
maintenir la phase liquide a la température de changement de phase
v t e [0, tf].

T(r,0) =T 0 <r <S4t vte [0 ,tf ]

T(R,t) = U(t)

2M¢ CAS : La température au centre est supérieure a la température de
changement de phase. En négligeant les mouvements de convection dans la
phase liquide. Le transfert de chaleur entre le centre de la sphére et le front

mobile sera considéré unidimensionnel purement conductif. On aura :

U(t) < T; < Ty(b)

Interface solide/liquide. T

Phase liquide

Phase solide
Frontiere fixe U(t)
I
Figure (11-1) Schéma du processus de solidification d’un matériau

pur en géometrie 1D sphérique
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1.3 Formulation du probléme direct

11.3.1 Equations définissant le probleme direct dans la phase solide

La formulation mathématique du probléme direct dans la phase solide est

donnée par les équations suivantes :

O (e ) EUR b ik
T(Rt) = U(t) 1.2
T(Sq(),t) =0 1.3
S(t=0)=5, 1.4
T(r,0) = To(r) 0 <1 <S 1.5

dT(Sq4(0), 1) 1.6

Bs(1) = A r € [Sq(t), R]

or

11.3.2 Equations définissant le probléme direct dans la phase liquide

Dans la phase liquide, le probléme direct est défini par les équations

suivantes :
oc, 6T(r, t) _ ﬁi rz (')T(I', t) —0 {O <r< Sd(t)} 1.7
ot r? or or 0<t<ts
T(Sq(b),t) = 0. 1.8
dT(0,t) _o 1.9
or
S(t=0) =S, 11.10
T(r,0) = T,(r) 0 < r <S, .11
dT(Sq(0), 1) 11.12
=y :
?i1() =X i
ou T est la température de changement de phase.
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Sq(t) la position désirée du front a I'instant t

tf I'instant final.

To(r) le champ de température initial.

So I'épaisseur initiale de la couche solide.

ps et pi masses volumiques du matériau respectivement de la

phase solide et liquide.

Cs et ¢ chaleur spécifique du matériau respectivement de la phase
solide et liquide.

As et Al conductivité thermique du matériau respectivement de la

phase solide et liquide.

Dans ce qui suit, les variables T, r et t seront adimensionnalisées de la fagon

suivante.
. r . t}\ N T — Tf
r = E t = pCRZ T = Tref avec Tref = T(0,0) - T(O, tf)

Remarque : Par commodité, nous éviterons de mettre le symbole (*) sur ces

variables.

11.3.3 Condition de Stefan a I’interface solide/liquide

La solidification d'une masse de matériau est une transformation
pendant laquelle se produit une libération d'énergie. Le bilan thermique a la
frontiere mobile est alors la somme du flux de chaleur arrivant du liquide par
conduction et le flux de chaleur produit par la libération d’énergie due a la

solidification de cette masse de matériau liquide.

ds
B = 1= = pL 113

dt
Ou ¢p(t) est le flux de chaleur de conduction pénétrant dans le solide a
I'interface, ¢i(t) le flux de chaleur de conduction arrivant du liquide a

I'interface et ¢.(t) le flux de chaleur due a une solidification d'une masse de

28



CHAPITRE : Il CONTROLE DE L4EVOLUTION DU FRONT DE SOLIDIFICATION

matériau liquide. p est la masse volumique du liquide et L la chaleur latente
de changement de phase.
Dans le cas ou la phase liquide est maintenue a la température de fusion Ty,
le flux de chaleur de conduction ¢,(t) arrivant du liquide sera nul et le bilan
thermique sera réduit a :

ds(t)

dt
Dans le probleme direct de conduction thermique, on déterminera selon la

11.14

q)p = ¢ = piL
phase consideérée :

+ Dans la phase solide : T(r,t), ¢s(t) R<r<S54(0) 0<t<ts
A partir des données suivantes :

{As, Ps, Cs, So, Te, te, To(r) R < r<S,
U(t), Sq(t) 0<t<ts
+ Dans la Phase liquide : T(r,t), ¢1(t) et ¢p(t) Sg() <r<0 0<t<t;
ol ¢, (t) estle flux prescrit au front.
A partir des données suivantes

{)\I'pllcllSOI TfrtfrTO(r) SQSFSO
Sa(®) 0<t<te

1.4 Probléme inverse

11.4.1 Formulation du probléme inverse

On formule le probléme inverse comme un probléme d'optimisation
défini uniguement dans la phase solide. Ceci consiste a determiner le controle
U(t) qui assure une évolution désirée du front Sq(t) pour un flux prescrit ¢p(t)
a ’interface.

Ce flux prescrit a I'interface mobile sera calculé avec précision suivant les
deux cas considérés :
+ En effet, dans le premier cas puisque la chaleur latente (L) et la masse

volumique du materiau liquide (pi) sont connues, le flux ¢,(t) sera

déterminé suivant I'équation (11.14).
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+ Dans le deuxieme cas, la résolution des équations (11.6)-(11.12) dans la
phase liquide permet aussi en une seule fois le calcul du flux ¢p(t)
pénétrant dans la phase solide.

Dans le probléme direct, lorsqu'on détermine le flux ¢g(t; U) pénétrant
dans la phase solide suivant les équations (11.1) -(11.6), on peut établir une
relation entre U(t) et dg(t; U) telle que :

vU eV, V : ensemble des solutions admissibles.

Ona:

¢ds(t; U) = RU(L) 11.15

Ou R est I'opérateur linéaire qui caractérise la relation entre U et ¢g(t; U) dans
le sens direct. Cet opérateur résume formellement une relation causale entre
U(t) et ds(t; U) qui est la conséquence de I'évolution de I'état du systéme.

Le probléme inverse est lié au probleme direct par la relation suivante :

U(t) = R ¢ps(t; U) 11.16

Ou R! est I'opérateur inverse qui permet de déterminer U(t) a partir de
ds(t; U).Pour que U(t) soit une solution optimale, il faut que I'écart entre le

flux ¢g(t; U) calculeé et le flux ¢, (t) soit minimal.

Remarque : La notation ¢g(t; U) signifie que le flux ¢ est lié au contréle U

par une relation fonctionnelle.

11.4.2 Méthode de résolution

On introduit un critere J de moindre carré qui minimisera l'écart entre

le flux calculé ¢g(t; U) (calculé par le modele direct) et le flux exactd, ().

J(U) = f((l)s(t; U) — ¢p(t))2dt 11.17

Le probléme inverse s'énonce comme suit :

A partir des données suivantes :As, p., Cs, So, Tr, tr, To(r) R < r<S§,
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Sq(t) et dps(;U) 0<t<tg
On cherche U*(t) e V. Vvt € [0, t] telque:

J(U") = inf](U)

UeV V ensemble des solutions admissibles

11.5 Calcul de variations

11.5.1 Définition de la dérivée directionnelle

Soit V un espace normé et soit J une fonctionnelle sur V. On dit que J
admet une dérivée directionnelle (ou différentielle au sens de Gateaux) en U €

Vdans la direction 8U e V si

J(U + edU) —J(U) 11.18
€

admet une limite quand ¢—>0 (dans R) cette limite est notée DgyJ(U).

Si V 8U DgyJ(U) existe, alors J est différentiable au sens de Gateaux en Ue V

11.5.2 Définition du gradient d’une fonctionnelle

Soit V= L2(t) l'espace de fonctions de carrés sommables défini dans

I'intervalle ]0 , tg] muni du produit scalaire sur V tel que :

tf

(U,W)y = f U()W(tdt .19
0
tr
Ully = j UOU® 11.20
0
On note || ||y la norme associée :
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Si la fonctionnelle J de I'équation (11.18) est différentiable au sens de Gateaux
en U € V et si DsyJ(U) est une forme linéaire continue en U, alors il existe un
VJ(U) € V tel que :

V U €V Dg)(U) = (VJ(U),8U)sy .21

Lequel est appelé gradient de J en U. Ou bien en accord avec I'équation (11.18)
te
DsyJ(U) = f V](t; U)sU(t)dt 11.22

0

11.5.3 Les équations de variations

Dans le cas ou le contrdle U(t) subit une variation €3U, la température
dans le solide et le flux au front subiraient aussi des variations suivant les
équations :

U, =U+edU
T.(r,t) = T(r,t; U + €dU)

On aura T, la température variée solution de :

aTga(z,t) _%%(rz 6Tga(:,t)> _ 0 {Sdét)sf;iR} 1123
T.(R,t) = U(t) + e6U(t) 11.24
T,(Sq (1), t) = 0. 11.25
S(t=10) =S, 11.26
To(r,0) = To(r) 0 <r <S .27
¢g(t)=w rel0, S0 ] 11.28

or
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Pour ¢ suffisamment petit, les variations 8T = D5y T(U) de la température et
dds = Dsyds(U) du flux au front au point U dans la direction 38U sont données

par :

T(U + &3U) — T(U
U+e80) —TU) _ o 11.29

D3y T(U) = lim
€e—0

5 1130

D) = iy KT IV =4O _

11.5.4 Probleme de variation

Il en résulte que 8T et 3¢ sont les solutions des équations suivantes :

WY 206y _FCD_,  (a0=I=R) 11
ot r or orz2 0<t<tg
ST(1,t) = 3U(b) 11.32
dT(Sq(t),t) = 0. 11.33
S(t=0) =S, 11.34
0T(r, 0) = To(r) 0 < r <S, .35
A8T(S4(0), t
50,(0) = 221G 9 Fe0, Sa®] 11.36

ot

I1.5.5 Variation du critére

De la méme facgon, la variation 8] du critéere pour ¢ suffisamment petit est

égale a la dérivée directionnelle de J au point U dans la direction 5U.

J(U + €3U) — J(U) "

Dgy)(U) = lim lim e [J(&; U + &dU) — J(U)]

tf
11.37
— time [ [+ 500) - (0

— (s(6U) — dpp(D)?] dt
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Apres développement de cette expression et si ¢ est petit, on aura :
$s(t U + e3U) = dbs(t U) + edd(t; U)

L'expression de la variation du critere devient alors :

tr

8J(U) =2 f (b5t U) — dp(6)) 3 (t; Ut 11.38

0

Pour pondérer la sensibilité décroissante du contrdle au cours de 1’horizon de
temps, on introduit par la suite une fonction de pondération positive W;(t) .

On a remarqué que lorsque W, (t) est prise égale a 1, I'algorithme converge
mais avec un nombre d'itérations plus grand et par conséquent, un temps de

calcul assez grand. On prendra W;(t) =t.

) =2 [ Wi (0561) - 4p(©) 565 V)t 1139
0

11.6 Gradient du critere et probléme adjoint

11.6.1 Construction du gradient du critére
Pour déterminer le gradient du critére, on écrit 1’équation (11.39) sous
la forme de 1’équation (11.22). On consideére la variation 3T (1, t) solution des

équations (11.31)-(11.36) et on introduit une variable adjointe P(r,t) sur la

contrainte (11.31).

MY 9sT Y 205T( Y 2T, b
St . - 11.40
! oj[ ot r or 312 P(r,t)dtdr = 0

Pour simplifier cette équation, on pose :
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1t
doT(r, t
f LP(r, t)dtdr I,

ot
Sa(t) 0

1t
2 06T(r, t
=—— f fﬁp(r,t)dtdr

r or
Sq® o

ff@ZBT( )P( t)dtdr

Sq(t) 0

Du fait que Sq est une fonction de temps Sq(t), la définition de la dérivée de

transport permet d’écrire :

1 1 1
d d8T(r, t
I J 3T (r,t)P(r,t)dr = %)P(r,t)dr + J dT(r,t)

Sq(®) Sa(® Sa(®)

d()

dr

0P(r, t)
ot

+3T(Sq (), YP(Sq (D), 1)

En intégrant cette expression sur ’intervalle du temps [0 ,t¢], on aura :

1 T
66T( t)
fST(r te)P(r, te)dr — fST(r 0)P(r,0)dr = ff P(r,t)dtdr
Sa(te) Sa(® Sa(®o
1t te
dP(r,t) dSq4(t)
ffST(r,t) ot dtdr+fST(Sd(t),t)P(Sd(t),t) It dt
Sa®o 0
tr
d8T(r, t)
TP(r,t)dtdr
Sq(t) 0
1 T 1
ffST( r,t) ( )dtd + fST(r,tf)P(r,tf)dr
Sa(®) 0 Sa(te)
tr ds,, (0 1
t
- f ST(S4(t), P(S4(D), ) gt dt — f ST(r, 0)P(r, 0)dr
0 Sq(0)

L’intégration par parties de Iz, nous donne :
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tr te

—fﬁT(l,t)P(l,t)dt+f dT(S4q(t), )P(Sq(t), t)dt

Sa(®

1t
+ 1P t) 1P 9 8T (r, t)dtd
ff—r—z (r, +; o (r,t)dtdr
Sq(® o

Aprés intégration par parties, on trouve pour I3 :
te

L _.f8T(1,t)P(1’t)dt+pr(sd(t),t)dt+f5T(1,t) dt
0

P(1,t)
ar or Jr
0 0

1t
(d() D e+ f OPY) r(r, tydtdr

f ST(Sq(0), ) 522 -

Sq® o

En remplagant I1, 12 et Iz dans I'équation (11-40), on aura :

j j laP(r D _20P(rY 9°P(r, 1) L 2P t)l ST (r, t)dtdr
r? '

r  or dor?
Sq(®) 0

()

f ST(r, tp)P(r, tp)dr — f ST(S4(D), OP(S4(D), t)
Sa(te)
1
- f ST (r,0)P(r, 0)dr
$a(0)
tr
- j ST(1,)P(1, t)dt I1.41
0
JS © dT(Sq(1), )P(Sq(b), t)dt —f

0

T (1,1)
ar

P(1,t)dt

dt

+IWP(Sd(t),Odt+J5T(Lt)

0 0

f ST(S4(0), ) Y P(Sd(t) 9 4t

d0P(1,t)
ar
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En utilisant les conditions frontieres et initiales (11.33), (11.35) sur 8T, et en
considérant P(r,t) solution de 1’équation entre crochets avec les conditions

frontiéres P(0,t) et P(r,tf), on aura :

f ST(Sq(D), 1)
) or

En tenant compte de I’ equatlon de la variation de la température a la

P(S4(b), t)dt+J8T(1 t) ( )dt =0 11.42

frontiere fixe eq (11.29), ainsi que celle de la variation du flux au front eq

(30). L’équation (11.42) sera égale :

j [P(Sdm, D5, (t) + apgi' v aU(l,t)] dt = 0 11.43

La somme de cette équation et celle de la dérivée directionnelle de J eq.

(11.39) montre alors qu’on doit prendre :

P(Sq(D), 1) = 2W1(1) (¢ (t, U) — ¢y, (1)

La variation du critére J en fonction de la variable P sera égale :

te

@, =- | P sucoar 1144

0

La comparaison des équations (11.44) et (11.22), montre alors que le gradient
du critére est égal :

0P(L 1) 11.45
or

V() = -

11.6.2 Probleme adjoint

Le probléme adjoint sera formulé par la fonction P(r,t) et ces conditions

aux limites.
dP(r,t) 20P(r,t) + azP(r, t) + 2P(r,t) ~ 0 11.46
ot r or dr? r2
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P(1,t) = 0. 11.47
P(Sa(t), t) = 2W1() ($(t, U) — (1)) 11.48
P(r,tp) = 0. 11.49

11.6.3 Minimisation du critere par la méthode du gradient conjugue

Le développement mathématique donné précédemment présente trois
problemes, qui sont définis par les équations (11.1)-(11.14), (11.31)-(11.36) et
(11.46)-(11.49) appelés respectivement probléme direct, probléme de variation
et probléme adjoint pour les fonctions T(r,t), 8T(r,t) et P(r,t) respectivement.
Le gradient du critére J est lié a P(r,t) par I'équation (11.45). En utilisant la
méthode du gradient conjugué, le contréle optimal U(t) est déterminé par une
procédure basée sur la minimisation du critére J, suivant une approche
itérative et avec un choix convenable de la direction de déplacement et de la
profondeur de descente pour passer de l'itération n a n+1. Dans la méthode du
gradient conjugué de Polak et Ribiére [93] on considére le schéma itératif

suivant :
Un+1 — Un _ endn ||.50

d: la direction de déplacement.
Au départ on prend : d! = VJ(t; U)

dn — VIn(t; U) + (Xndn_l “51

tf n(t. — n-— . N(s.
an:fo [V]™(t; U) — V]"~1(t; U)]VJ™(t; U)dt 60

INMEICIOIE
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0" étant la profondeur de descente optimale a 1’étape n, obtenue par une

procédure de recherche par dichotomie.

11.6.4 Etapes de I’algorithme

Au début on calcule en une seule fois sur 1’intervalle de temps [0, t¢] et
suivant le cas considéré :

e Le flux ¢:i(t) solution des équations (11.7)-(11.12).

o Le flux ¢p(t) en utilisant 1’équation (11.13) ou 1’équation (11.14).
L'algorithme de calcul itératif basé sur la méthode du gradient conjugué
consiste a calculer sur ’intervalle de temps [0 , t¢] et a chaque itération n

e T(r,t) et ds(t; U) solution des équations (11.1)-(11.6).

e Le critére J(U™) suivant I'équation (11.17).

e P(r,t) solution des équations (11.46)-(11.49).

e Le gradient du critére V]J(t; U)

e JT(r,t) solution des equations (11.31)-(11.36).

e Le coefficient "

e Ladirection de déplacement d"

e La profondeur de descente optimale 6"

e U™L(t) le nouvel itéré

e On vérifie le principe d'arrét des itérations

[(UY) — (UM <e 11.53

¢ . est un nombre réel positif, il est choisi petit de telle fagon que le critére

atteigne la plus petite valeur possible.

11.7 Discrétisation et résolution numérique

La résolution numérique des problémes direct et adjoint consiste a
remplacer les différentielles par des différences finis permettant de calculer

pas a pas la température T(r,t) et la variable adjointe P(r,t) en chaque nceud.
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Le temps est discrétisé suivant le schéma de différences finies de Crank-
Nicolson qui est un schéma implicite inconditionnellement stable. Pour la
variable d'espace, il existe deux méthodes de résolution numérique, la méthode
a millage fixe ou mobile décrites dans la section (1.2). Nous avons utilisé la méthode
a maillage mobile, elle présente des avantages du point de vue réduction de

temps de calcul et précision des résultats.

11.7.1 Transformation de la variable d’espace par la méthode de landau

Du fait que le front de solidification est mobile au cours du temps, la
transformation de landau [28] permet 1’obtention d’un domaine physique de

calcul a maillage mobile et le retour ensuite a la variable naturelle r.

§=L S <r<1 & 0<&<1 11.54
Sd(t)—l - -2 =

Les dérivées des deux opérateurs de I'équation de la chaleur par rapport a t et

r seront égales :

6 _ & 4 1155

ot (Sq®—-1) dt

aT(r,t) _dT(Et) 3 dSq(t) 0T(E 1) 11.56
at ot (SqH—-1) dt  9¢

aT(r,t) 1 dT(S 1) 11.57
or  (Sa(D—-1) 08

O2T(r,t) 1 °T(E D) 11.58

oz (Sa®-1)?* 9¢?

L'écriture des équations, (11.1)-(11.6) dans le nouveau repére(é, t).

AT (& 1) 1 dSq(t) 2 aT(E B
ot (Sa®-1) [é dt " ESa®-D+1l o 11.59
1 2T ) '
Sa®-D o8
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T(1,t) = U(t) 11.60
T(0,t) = 0 11.61
E=S(t=0) =S, 11.62
T(E0) = To(©) 11.63
0(t) = LT 1.64

(Sa(®—=1) 08

Les équations (11.31)-(11.36) du probléme de variation s’écrivent dans le nouveau repére

5T (5 1) 1 ds4(0) 2 5T(5 ©)
it Ga-Dl dt T S 0-D+ 1] 9E 65
_ 1 0%3T(E1) 0 '
(Sa(® —1)%2 92
ST(1, 1) = 5U(D) 11.66
5T(0,1) = 0 1167
5S(t = 0) = 0 1168
ST(E,0) = 0 11.69

1 83T(0,0)
Sa®—-1) 08

11.70

5@s(t) =

De méme, les équations (11.46)-(11.49) s'écrivent dans ce nouveau repeére
comme suit :

dP(&t) B 1 dS4(t) 2 dP(&t)
at (Sq(® —1) dt &S —-1)+1| 0¢ 71
1 0%P(&,t)

TEO-12 22 TEGa@-Dr1 D=0
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P(0,t) = 0. .72
P(L,t) = 2W1(t) (b(t, U) — (1)) 1173
P& tp) = 0. 11.74

11.7.2 Résolution numérique du probleme direct

On discreétise la variable d'espace & suivant le schéma de différences

fines classique.

1 k= k=
[6_T 7 Tl T 7 11.75
9t | 2AE

Kt k2 k2 ks
[az_Tl "2 _ T, — 2T *+T_ /2 11.76

D'aprés le schéma de Crank-Nicolson on a :

1 1
[aT 2 et — Tk 9S)"*2 _ sk+1l gk 1.77
atl, At atl, At

Soit I'approximation pour une variable f.

ety _ T+ T .78
i 2

1

- S 1 k
En utilisant cette approximation, pour calculer Sk*2 et T, * avec:

2

At 1 S Sk
A= (ZAi) TS a( - d) G 11.79
T

k+1 _
d

At 1
~ 11.80
b= <A§2> ((sd(t) - 1)2>
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_ ( 24t ) 11.81
C\ESqD -1 +1

Les équations (11.59) a (11.64) prendront les formes suivantes :

Pouri=1,imet k =1, km

TSH(—A — B) + T (2 + 2B) + T{Y' (A — B) 11.82
=TX,(A+B) + T*(2 — 2B) + TX,(—A + B)

T}( — U(tk) 11.83

TK =0 11.84

T = To(&,) 11.85

S(0) =S, 11.86

Pour calculer le flux au front, nous utilisons une dérivée décentrée a trois
points.

1 (-3Tf+4TF - TY) 11.87

0s(0) = k- 1) [a_a . (Sk-1) 2AE

Sachant que :

1 (H4TF-TH
(Sk—1) 2AE

TX = 0. RO 11.88

11.7.3 Résolution numérique du probleme de variation

De la méme facon, On discrétise la variable d'espace & suivant le
schéma de différences fines classique. Les équations (11.65) a (11.70)
prendront les formes suivantes :

Pouri =1, im et k =1, km

STEH (—A — B) + 8T{*!(2 + 2B) + ST{H' (A — B) 11.89
= 8TX, (A + B) + 8TX(2 — 2B) + 8TX,(—A + B)
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ST = 3U(tX) 11.90
STE =0 11.91
ST =0 11.92
S(0) =S, 11.93

1 (+48TF — 8T
(Sk—1) 2AE

504 (t) = 11.94

11.7.4 Résolution numérique de I’équation adjointe

Les mémes approximations et les mémes notations seront utilisées pour
la résolution du probléme adjoint. Les équations (11.71) a (11.74) subiront la

transformation suivante :

PX*1(—A+ B) + PX*1(2 — 2B + C) + PX{1(A+ B) 1195
=PX,(~A+B) +PX(2+2B—C) + PX,(—A—B)

P =0. 11.96

PX, = 2W1(0) (o(t, ) — (1)) 11,97

P =0 11.98

1

La résolution de ce systéme d’équation se fait a rebours a partir de la
condition finale connue.

L'expression discretisée du gradient du critére est donnée par :

VI(t U) = [ 11.99
(Sk - 1) aé im
En utilisant la dérivée décentrée a trois points, on obtient :
k k
B0 = o Chn = Ry + o) 11.100
(S§— 1 ZAé
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11.7.5 L’algorithme de Thomas

Les équations (11.80) -(11.84), (11.87) -(11.92) et (11.93) -(11.96) seront résolues

par I'algorithme de Thomas défini comme suit :

BO 'YO 0 (()) (()) Té(+ 1 Dlg+ 1
4 b h L I el 11101
0 oy B, v, O Tk+1 | = [ pk+1 :

l 0 0 0 Qimax BimaxJ Till(l-li-alx D%(r:;;x

On transforme la matrice A en une matrice tridiagonale a termes diagonaux tous égaux a
1.

[1 So 0 0 07[Ts] ES
0 1 S O O] Tk+1 Ek
1 1
Ilo 0 1 S, oJI et [ = | gy | 11.102
0o 0 o o 1dlrer] [ex |
Quand ony parvienton a:
{ Tik+1 = E}( - SiTﬁﬁl 11.103
T = B — ST
Par ailleurs le systeme (11.99) s'écrit pour la ligne i :
Tik_-|i1 1+ BiTik+1 +’Yi+1T11_(:11 — D11< 11.104
aprés substitution de TX*!, on obtient:
k k
ThH = Di —aiEily Tt 11.105
B —iSi—1 By — Si—1
D’ou
k _ 4 EK
EK = Di —oifiy S, = — ki 11.106
B; — iSi—1 B; — iSi—1
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11.8 Résultats

Pour montrer la précision et la fiabilité du modéle numérique direct et
ensuite 1’algorithme d’optimisation, nous avons construit la solution exacte

particuliére suivante :

T; = 0. te = 1. S, = —0.1

1
To(r) = " [exp(—0.2r) — exp(—0.2)]

S4(0 = (0.4t — 0.2)
02
La solution exacte est :

U(t) = exp(—0.4t — 0.2) + exp(=02)  T(r,t) = — = [exp(—0.4t — 0.2) —

exp (0.2) ]

11.8.1 Précision du modele numérique direct

La précision du modéle numérique direct a une grande influence sur le
résultat final de calcul. Pour valider les résultats du modéle direct, nous avons
pris les valeurs exactes suivantes : T¢, t¢, Sy, To(r), Sq(t), U(t)

T(r, t) 0<r<1
@s(t)} {OStStf

Dans le tableau (11.1), On donne I'erreur relative du flux ¢ (t) a la

Pour déterminer :

frontiere mobile. Le modeéle numérique direct est d'une trés grande précision

méme avec des pas d’espaces et de temps importants.

At
2.E-2 1.E-2 5.E-3

Temps
2.E-1 4.05-4 2.2E-4 1.2E-4
4.E-1 9.0E-4 4.5E-4 2.2E-4
6.E-1 1.4E-3 6.8E-4 3.5E-4
8.E-1 1.8E-3 9.1E-4 4.5E-4
1. 2.5E-3 1.2E-3 6.2E-4

Tableau (11-1) Erreur relative sur le flux au front
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11.9 Validation du probleme de controle

11.9.1 Cas des données exactes non bruitées

L’algorithme d'optimisation utilisé pour déterminer le contrdle optimal
U(t) assurant une évolution désirée du front Sq(t) a été testé pour les deux cas
suivants :
= Lorsque la fonction de pondération (w(t) = 1.), I'algorithme converge
mais avec un grand nombre d'itérations.
= L'introduction de la fonction de pondération (w(t)=t), permet a
I'algorithme de converger rapidement avec moins d'itérations. Voir
tableau (11-2)
En conséquence, La fonction de pondération a une influence sur le temps de

calcul et le nombre d'itérations.

Critere J sans fonction de pondération

N 1 10 50 100 150 241

In 1.96E-2 | 1.50E-2 | 1.02E-2 | 7.88E-3 | 6.35E-3 | 1.64E-2

Critere J avec fonction de pondération

N 1 10 20 30 50 54

Jn | 6.03E-3 | 9.33E-6 | 6.91E-6 | 3.96E-6 | 3.94E-6 | 3.94E-6

Tableau (I11-2) Valeur du critere J aux itérations n

(données exactes).

Dans le cas des données exactes non bruitées, un examen des valeurs
des figures (11.2) a (11.7) nous révelent que les résultats du contrdle U(t) et du
flux a la frontiére fixe ¢(0,t) sont obtenus avec une trés grande précision sur
90% de I'horizon de temps. Par contre, comme il est connu pour les méthodes
globales d’optimisation, lorsque t est proche de t; I'erreur est importante. En

effet, les valeurs de la variable adjointe sont nulles (P(x,tf) =0.) par
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conséquent le gradient du critére au temps ty sera aussi nul et la valeur du
contr6le ne sera pas modifiée.

Dans la méme figure, on remarque que l’estimation du contrdle initial
(initial guess) permet de réduire le nombre d’itération.

e Controle initial (initial guess) non estimé (fig. 11.2)

e Estimation du contrdle initial (initial guess) :
Une amélioration des résultats sur la totalité de 1’intervalle considéré du
processus thermique dépend non seulement de 1’¢état final mais aussi de
I’initial guess. Cette derniére ne doit pas étre choisie de fagon arbitraire, elle
doit vérifier les conditions suivantes :

1. Appartenir au domaine des solutions admissibles.

2. Obéir aux lois de transfert de chaleur.

3. Avoir la méme allure que la solution recherchée.

-0.005 \\
-0.01
= -0.015 \
N
)
2
© -0.02
-
)
S
O -0.025 \-\
0.03 == = m contréle exact
- ==== controle initial non estimé
=== contrdle calculé (n=78)
-0.035
-0.04
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Temps (t)
Figure (11-2) Controle exact et calculé
(données exactes)

48



CHAPITRE : Il CONTROLE DE L4EVOLUTION DU FRONT DE SOLIDIFICATION

Controle U(t)

Flux a la frontiere fixe

0 kb L T T I T
-0.005 \\
-0.01
N
-0.015 N
N SO
~
~
-0.02 S
~
== = == cONtrole exact S
~
0.025 ====ucontrole initial \\~‘~
== == = controle calculé (n=10) S
0,03 contréle calculé (n=54)
-0.035
-0.04 |
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Temps (t)
Figure (11-3) Contréle exact et calculé
(données exactes)
04 U U U U U U U U U
0.3
0.2
0.1
0 [
- flux exact
=== flux calculé
0.1
0.2
_0.3 r r r r r r r r r
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Temps (t)

Figure (11-4) flux exact et calculé
(données exactes)
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[ —— E(t)=1-U(t) calculé / U(t) exact |

o
o

o
)

I
~

0.2

Erreur relative E(t) sur le contréle

o
N
<

-0.4
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Temps (t)

[

Figure 11-5) erreur relative sur le contréle exact et calculé
(données exactes)

25

= g (t)=1-flux calculé / flux exact

15

0.5

Erreur reltive sur le flux a la frontiere fixe

o |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Temps (t)

Figure (11-6) erreur relative sur le flux a la frontiere fixe
(données exactes)
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x10°

Valeur du critére J

0 10 20 30 40 50 60
Nombre d'itération n

Figure (11-7) Valeur du critére
(données exactes)

11.9.2 Cas de données exactes bruitées

Comme il a été montré ci-dessus, le flux ¢,(t) est généré par calcul
(résolution de I’équation de la chaleur dans le domaine liquide). I1 dépend de
la condition frontiere T(0,t) . En Pratique, lorsqu’on utilise cette condition
frontiere et le contréle U(t) pour contrdler le processus de solidification, il
faudrait s'attendre a I’existence des erreurs de mesure. Le flux ¢,(t) calculé
dans ce cas sera en réalité différent du flux exact. Le passage a un cas
expérimental induit alors des erreurs. Pour simuler ces erreurs et générer des
données de flux ¢,(t) proche de la realité, un bruit blanc b(t) est ajouté a la

donneée ¢, (t) et ayant comme amplitude maximale 5% ¢, (t).

q)p(t) = (I)p(t)exact +b(D avec b(t) = (£)(0.05)Pref 11.107

y(t) est une variable aléatoire avec une densité de probabilité

uniforme sur [1 , —1] et ¢ esttel que:
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ref = Pp(t)exact + Pp(Dexact 11.108
2

Le tableau (11-3) présente les valeurs du critere J aux itérations n.

N 1 3 6 9 10
Jn | 6.06E-3 | 2.03E-4 | 2.34E-4 | 1.27E-4 | 1.09E-4

Tableau (11-3) valeurs du critére J aux itérations n.
(données exactes bruitées)

Les figures (11.8)-(11.11) montrent que les méthodes inverses sont

sensibles aux erreurs. Le bruit blanc ajouté a la donnée ¢,(t) et ayant une

amplitude maximale 5% a provoqué des oscillations importantes sur les
résultats. L’erreur relative est de 1’ordre de 20% et 30% respectivement sur
le contrdle calculé U(t) et le flux ¢y (t) (flux a la frontiere fixe). Cela est di
au caractere mal-posé du probléme. Par conséquent ces résultats ne sont pas
satisfaisants. Selon Alivanov [51]le cas de données bruitées, le critére d’arrét

du calcul doit satisfaire la condition suivante :

| J(Ups1) = J(Uy) | <€ ou & : estl’'amplitude maximale du bruit
0.005
e e

-0.005 \
o001 A
)
[«5)
50.015
-
frae
[
(@}
O -0.02

=== controle initial
00251 mum controle exact
=== controle calculé(n=10) \\
-0.03 oY
0\.
\0
-0.035
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Temps (t)

Figure (11-8) Contrdle exact et calculé
(données exactes bruitées)
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Flux a la frontiéere fixe

0.6

0.4

0.2

-0.2

-04

-0.6

-0.8

-1.2
0

Erreur relative E(t) sur le contréle

10

T

=== f| X exact
=== flux calculé

Temps (t)

0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure (11-9) flux exact et calculé
(données exactes bruitées)

[ee]

[¢]

N

{ = E(t)=1-U(t)calculé / U(t) exact

N

'
N

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Temps (t)

Figure (11-10) erreur relative sur le controle

(données exactes bruitées)
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{ = E(t) = 1-flux calculé / flux exact

. |
0 v AN AN AATANA DA A A-AAA.“\.Ml

b4

Erreur relative E(t) sur le flux a la frontiére fixe
w

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Temps (t)

Figure 11-11 erreur relative sur le flux a la frontiére fixe
(données exactes bruitées)

11.9.3 Cas de données filtrées

Il existe trois possibilités de filtrages.
o Le filtrage des données initiales ¢, (1) .
e Le filtrage des itérés U"(t)
e Le filtrage a chaque itération de I'écart y,(t) ou y,(t) est donné par

I'équation suivante :

¥Yn (t) = q)s(t’ U) - (d)p (t)exact - b(t)) 11.109

On a remarqué que le filtrage des donneées initiales ¢,(t) ou bien des
étirés U™ (t) générent un biais sur le résultat final du controle U"(t). Il est donc
préférable de filtrer a chaque itération de I'écart y,(t). On utilise pour cela un
filtre glissant qui permet de calculer le signal filtré e,(t) suivant I'équation

récurrente.

- 1 -
en(t) =é€hxt m (YH,k+1 - en,k) 11.110
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ol
k .
Zizkj+10ni) 11111

€hk =
J

j est un nombre choisi de pas de temps précédant I'instant tk.

Les valeurs du critére J aux itérations n sont portées sur le tableau (11-4).

n 1 2 4 6 7 8

J |6.64E-3|3.77E-3|1.07E-3|3.15E-4|1.28E-4 |1.10E-3

Tableau (11-4) valeurs du critére J aux itérations n.
(données filtrées)

En comparant les résultats des figures (11.12) a (11.15) et celles du cas
précédent, on remarque que Le filtrage a chaque itération de I'écart yn(t)
donne des résultats satisfaisants sans pour cela qu’il génére un bais.
L’amplitude des oscillations a diminué relativement au cas précédent.
L’erreur relative est réduite a 5% sur le contréle calculé U(t) et 20% sur le
flux ¢(0,t).

O —— LT --—-----—-------l—------ - -
— - -
-0.005
-0.01
~—~~
Ra?
=-0.015
q_) -
© \'\
s ‘'~
c -0.02
8 = == = controle initial \\\
=== controle exact ‘.\
contréle calculé (n=8) ‘S
-0.025 .,
Q‘.
\0
~
-0.03 * \‘
\\
\
-0.035
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Temps (t)

Figure (I11-12) Controle exact et calculé
(données filtrées)
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flux a la frontiere fixe

Erreur relative E(t) sur le contréle

0.8

0.6

04

0.2

-0.2

-0.4

0.25
0.2 —__.-__,_-—— — e
--—-—--——--__--_—-A MMM‘M
- N e v
015 NS
0.1
0.05 == = f]ux exact
=== flux calculé
0
-0.05 F
-0.1
-0.15
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Temps (t)
Figure 11-13) flux exact et calculé
(données filtrées)
1

— E(t)=1-U(t)cal culé / U(t)exact |

M-’\MNM,Wr- ~~—

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Temps (t)

Figure (11-14) erreur relative sur le contrdle

(données filtrées)

0.7

0.8

0.9

56



CHAPITRE : Il CONTROLE DE L4EVOLUTION DU FRONT DE SOLIDIFICATION

1.6

14

1.2

0.8

\r = E(t) =1-flux calculé / flux exact [

0.6

0.4

0.2

Erreur relative E(t) sur le flux a la frontiére fixe

-0.2
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Temps (t)

Figure 11-15) erreur relative sur le flux a la frontiere fixe
(données filtrées)

11.9.4 Cas du probléme régularisé

Dans le cas de données bruitées, les résultats obtenus du contréle ne
sont pas précis. Dans le but de les améliorer relativement a ce qu’on a obtenu
par filtrage, une méthode de régularisation préconisée par Tikhonov et al [52]
sera appliquée. Elle consiste a ajouter au critére un terme de pénalisation qui
maintient U(t) dans un sous-espace de fonctions et qui contrble sa vitesse de
variation. Cette méthode permet d'améliorer la précision du contrdle U obtenu

lorsque les données sont bruitées. Le critére devient alors :

J(U) =J,(U) +J,(U) 11.112
tr 5
J.(U) =nf (%) dt 11.113

0

ou wo(t) est une fonction de pondération et n est un parametre de

régularisation (réel positif).
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En appliquant la définition de la dérivée directionnelle au point U dans la

direction 48U, §J, correspond a :

J2(U + &8U) — J,(U)

Dsy J2(U) = lim 11.114
£-0 &
Apres passage a la limite le développement de VJ,(t; U) sera donné par :
te
1 . .
lim=[J2(;U+edU) —Jo(;U)] = an wz(OUDSU(D)dt 11115
0
Aprés intégration par parties et sachant que :
dU(0) =0 wyo(t) = (tr—1t) w,(tp) = 0. 11.116
On aura :
5
1 . ..
lin(}g[lz( ;U4edU) —JL,(;0)] = —an[—U(t) + (tr — DU®]3Udt 11.117
0
te
J,(U) = —znf[—U(t) + (tr — DUD[sUdt 11.118
0

Lorsqu’on réécrit 1’équation du gradient sous la forme (20), en utilisant les
équations de la section (II.5), on obtiendra 1’expression du nouveau gradient
du critére :

P(1,t)
or

Vi(tU) = — —2n[-0() + (tt— U] 11.119

L'expression du gradient discret du critére aura la forme suivante
1 (3P5, — 4P, +P52)
(Sk—1) 20

k+1 k k+1 k k—1
Ul —u +(tkm—tk)U —2U%+U
2At At?

Vit U) = —
11.120

Le choix du parametre m est fait heuristiquement par des essais
successifs tout en inspectant la regularité de la solution. En effet, on

commence le calcul par une valeur petite de n et par des essais successifs de
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valeur croissante de celle-ci, on obtient un maximum de régularité qui

correspond a sa valeur optimale. Si n est pris supérieur a sa valeur optimale,
il engendrerait un bais sur la solution finale.

Les valeurs du critére aux différentes itérations sont données sur le
tableau (11-5).

n 1 10 50 100 162

In 5.26E-3 | 2.53E-3 | 9.75E-4 | 9.67E-4 | 2.83E-4

Tableau (11-5) valeurs du critére J aux itérations n.
(Probléme régularisé)

Les figures (11-16) a (11-19) montrent que les amplitudes des
oscillations de U(t) et ¢(0,t) diminuent encore et que U(t) se stabilise au cours
du temps. Sur les figures (11-20) et (11-21), on compare les résultats finaux
pour les cas de données bruitées non traitées, de données filtrées ainsi que

ceux du probleme régularisé. Les meilleurs résultats sont obtenus dans le cas
du probleme régularisé.

iy -~
-~ -—--___--_
—----—----____
-0.005 \
-0.01
e N\
—-0.015 \
@
©
j -
fra)
C -0.02+— ~
o == controle exact
© = == contrdle initial
controle calculé \
-0.025 \
-0.03
\Q
N
-0.035
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Temps (t)

Figure 11-16) Contréle exact et calculé
(Probléme régularisé)
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Flux a la frontiere fixe

Erreur relative E(t) sur le contréle
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0 = flux calculé
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Temps (t)
Figure (11-17) flux a la frontiere fixe
(Probléme régularisé)
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Figure (11-18) erreur relative sur le controle
(Probléme régularisé)
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25

15

0.5

Erreur relative E(t) sur le flux a la frontiére fixe

\r = E(t)=1-flux calcul é / flux exact [

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Temps (t)

Figure (11-19) erreur relative sur le flux a la frontiére fixe

(Probléme régularisé)
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Figure (11-20) Erreur relative sur le contrdle
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g A Données filtrées
= 2 Probléme régularisé
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Figure (11-21) erreur relative sur le flux a la frontiére fixe

11.10 Conclusion

Une méthode inverse pour le contrdle de I’évolution du front de
solidification d’un matériau pur dans un probléme unidimensionnel non-
linéaire a été présentée. Ce probléme « mal posé » a été résolu en utilisant
comme information un flux prescrit au front, déduit d’un bilan thermique. Il
a été formulé comme un probléme d'optimisation ou un critére de moindre
carré est introduit entre le modéle et l'objet. On a introduit ensuite une
équation adjointe pour calculer de fagcon exacte le gradient du critere. Les
équations obtenues sont discrétisées suivant la méthode des différences finies
classique et le probléme est résolu numeriqguement dans un maillage mobile.
Le modéle numérique a été validé par une solution exacte qu’on a construite.

La résolution a été menée grace a une méthode globale de gradient
conjugué. Dans le cas de données exactes non bruitées, 1’algorithme a permis,
comme il a été démontré, la détermination rapide du contrdle avec une tres
bonne précision excepté pour les pas qui se rapprochent vers la fin de

I’horizon du temps.
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Dans le cas de I’existence d’erreurs aléatoires, notamment sur le flux
prescrit, le filtrage a chaque itération a diminué leurs effets. Cependant, la
technique de régularisation a donné des résultats plus précis que ceux obtenus

par filtrage.
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CHAPITRE 11 : MODELISATION DE LA
SOLIDIFICATION PAR LA METHODE ENTHALPIQUE

111.1 Introduction

Dans ce chapitre, on expose la résolution numérique d’un probléme de
solidification d’un matériau pur en géométrie unidimensionnel. Le modéle de transfert
thermique que nous adoptons est basé sur une formulation enthalpique qui est la plus
adoptée a la résolution numeérique des problemes avec changement de phase

La premiére étape comprend la présentation et la description géométrique du
systéme physique considéré reposant sur I’équation de la chaleur. La méthode enthalpique
traite I’enthalpie comme variable dépendante de la température, et I’équation de la chaleur
est écrite en fonction de I’enthalpie et de la température. Dans cette étude, une
température constante est imposée a une extrémité du volume du matériau tandis que
I’autre extrémité est prise égale ou supérieure la température de fusion.

La phase liquide est maintenue a une température initiale. La forme finale discréte
des équations gouvernantes des conditions limites, sont résolue numeériqguement sur un
maillage uniforme a l'aide d'un schéma de différences finis explicite pour calculer
I’enthalpie, la température et la position du front de solidification en chaque point la
maille.

Chacune phase peuvent étre connue par sa température, en la comparent a chaque
instant a la température de fusion du matériau. Lorsque les températures de deux points
adjacents du maillage sont connues, la position de la frontiere mobile peut étre déterminer
par une interpolation linéaire.

On présente l'algorithme de résolution du systéeme d'équations pour calculer la
température, la position de l'interface et I’enthalpie. Les résultats obtenus par le code de

calcul sont validés par la comparaison a la solution analytique de Newman.
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111.2 Description du probléeme

On considére la solidification d’une substance pure (ou quasiment pure)
schématisée dans la figure ci-dessous. On suppose que le processus de transfert de chaleur
est dominé par la conduction seulement, bien que dans certains cas les transferts
convectifs et par rayonnement peuvent jouer un réle important [94]. Dans cet exemple la
chaleur est évacuée lentement par la surface d’échange. Sur cette figure TO est la
température de la surface d’échange (TO < Tf) et TI est la température du fluide loin de
I’interface liquide-solide (Tf < T1). On constate que la morphologie de I’interface
solide-liquide est plane [9]. Cette interface est le front de solidification. Elle se déplace
en fonction du temps t au fur et @ mesure que la phase solide avance et elle est repérée par

I’abscisse s(t).

Solide

To T,(x.0)

X=0yure (111-1) X=SO fication d’une sub XLt pure dans

un milieu fini

I11.3 Formulation mathématique du probléme

111.3.1 Définition de I’enthalpie

L’enthalpie désigne une grandeur thermodynamique correspondant a une
propriété d'état extensive, c'est-a-dire une fonction d'état proportionnelle a la quantité
de matiére en présence. L'enthalpie se note H et, dans le systéme international, elle se

mesure en joule (J). Elle est définie par la relation suivante :
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H=u+pv .1

Ou u est I’énergie interne, p et v sont respectivement la pression et le volume

En absence de changement de phase, si un produit pur passe de I’état 1 défini a la

température T1 vers un état 2 défini a la température T> (T2 > T1), son enthalpie varie de :

2
AH? =H, —H, = f Cp(T)dT 1.2

1

Ou I’état 1 correspond a la température de la phase solide et I’état 2 a la

température de la phase liquide.

111.3.2 Hypotheses

Pour rendre le modéle mathématique plus simple et unidimensionnel, les hypotheses

suivantes seront appliquées :

Les effets de la convection naturelle dans la masse fondue sont négligés et le
transfert de chaleur est considéré comme unidimensionnel, c'est-a-dire que le
transfert de chaleur se produit uniqguement dans la direction normale a la surface

On suppose que le matériau a un point de fusion défini, c'est-a-dire que le
changement de phase est isotherme

On suppose que les propriétés physiques des phases solide et fluide du matériau
sont identiques et constantes sur toute la plage de température, c'est-a-dire que le
changement de volume est négligé

Les interactions chimiques dans la composition liquide a l'interface seront
négligées.

La surfusion constitutionnelle sera négligée

Puisque nous nous concentrons sur la solidification d’une matie¢re fondue avec un
refroidissement, les gradients de température dans le liquide seront positifs, de

sorte que la chaleur latente générée a 1’interface se dissipe a travers le solide.

Le processus de solidification/fusion contient une interface mobile qui sépare la

région solide de la fusion. Cette interface continue progressivement jusqu'a ce qu'il ne

reste plus de liquide. La progression de la solidification n'est pas un probléme linéaire,

mais pour ces problemes, une solution exacte peut étre congue. La solution exacte a ce

probleme sera formulée selon la méthode de Neumann.
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111.3.3 Modele mathématique

En conduction pure, I'équation qui régit la conservation de I'énergie dans un
matériau subissant un changement de phase est la combinaison des équations de chaleur

pour les phases solide et liquide. Cette 'équation de chaleur combinée s’écrit comme suit

aH_i(ﬁl) .3
0x

"E T ox

Ou H correspond a I'enthalpie et A est la conductivité thermique.
L'équation (I111.3) est une équation différentielle partielle en termes de
température, T, temps t et d’enthalpie H. Lors d'un changement de phase, la chaleur
latente doit étre prise en compte afin que I'enthalpie soit considérée comme une étape en

fonction de la température. La relation entre la température T et I'enthalpie h s'écrit :

( H
Tr + = (H<0)
S
T = T (0 < H < pL) 1.4
H-L
Tr + (H=>=pL)
C
La condition initiale est :
Aat=0 T=T 0<x <l 1.5
Les conditions aux limites sont :
x=0 T=T, Température inposée 1.6
Xx=1L Tt < T 1.7

Dans cette étude, une température constante est imposée a une extrémité tandis
que la phase liquide est maintenue a une température initiale. L'analyse unidimensionnelle
permet au systeme d'étre résolu numériquement de maniere maillée en déterminant la
température a tout point du maillage a des moments spécifiques.

Considérons un matériau a 1’état liquide et & une température T, supérieure a la
température de fusion. Durant la solidification, la température descend progressivement,

puis se stabilise durant le changement de phase a la température Ty, dans lequel le
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matériau est partiellement solidifié. Le métal continue & se refroidir et passe de la
température Tt a la température Ts, ou il sera completement solidifié. La température d’un
point de la maille peut étre facilement comparée au point a la température fusion du
matériau pour déterminer la phase dans laquelle elle se trouve.

Le taux de solidification du matériau est déterminé en localisant la position de
I'interface solide/liquide en fonction du temps. Ce taux dépend des propriétés du matériau
et des conditions initiales. Lorsque les températures de deux points adjacents du maillage
sont connues, la position de la frontiere mobile peut étre calculer ou bien déterminée par

une interpolation pour affiner davantage sa position exacte.

I11.4Solution analytique

111.4.1 Solution analytique de Newman

La formulation classiques du processus de changement de phase est
celle appliquée a la solution du « probléme de Stefan » [15, 95, 96]. Il s’agit
de la solidification unidimensionnelle d’un produit pur confiné dans un
espace semi-infini 0 < x < oo. La figure (111-1) montre bien la géométrie du
probleme. Pour le temps t < t, le produit est dans la phase liquide et a
température constante T(x,0) = T, > T¢

Quand t > 0 la température de la surface x = 0 est instantanément
T(0,t) = T, < T¢. Par conséquent, la phase solide se développera a partir
d’une couche adjacente a la frontiére X = 0 et au fur et a mesure que le temps
augmente la phase solide avance avec la frontiére s(t) prenant la place du
liquide. Dans ce probleme les variations de température pour les phases solide
et liquide Ts(x,t) et Tj(x,t) respectivement, sont gouvernées par 1’équation

classique de conduction de chaleur donnée par :

0T,(x,t) A 0?Ts(xt
s(x )_ s s(x )=O pour {OSX<S(t) 111.8
ot psCs  Ot? t>0
(%) A 0°Ti(xt) x < s(t)
— = = 1.9
at pic 0t? 0 pour { t>0
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Ou A et Ay sont les conductivités thermiques pour les phases solide et liquide
respectivement. Les variables pg et p; sont les masses volumiques pour les phases solide
et liquide.

A Dinterface solide/liquide, x = s(t), le bilan d’énergie et la continuité de

température sont assures par les équations suivantes :

2 s oh L B0 £>0 111.10
— A — = our .
° ox x=s(t) 1 ox x=s(t) Ps dt P
Ts(s(t),t) = Ti(s(t),t) =Ty pour t >0 11.11

En 1860, Neumann [95, 96] a proposé une solution analytique pour décrire la
distribution transitoire de température dans un produit pur au cours d’un changement de
phase liquidessolide dans un systeme unidirectionnel. La solution analytique du probléme

décrit par les équations (111.8) et (111.9) est :

[ ]
T; — T(0,t) X
Ts(x,t) = erf + T(0,t) pour x < s(t) 11.12

rf (k 1
e ( ) 2( AS )2
pSCS

T=T; pour x=s(t)

T(x,0)—T X
Ti(x,t) = & 0)~Tr T erfc

A P1C 2 2 A
ere( () 120

Ou erf et erfc sont la fonction erreur et la fonction erreur

pour X>S(t) 11.13

N =

complémentaire, respectivement :

= = f &% dg 111.14
erfx=— | e :
vV
0
avec erfoo =1 et erf(—x) = —erf (x)
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Les approximations de erfx pour les petites valeurs de x la série

e~¢"sont utilisées dans les équations précédentes pour donner les séries

suivantes.

2
erfx = 11.15

V[ dE B o(—1)82n/n!

Puisque cette série est uniformément convergente, les termes intégrés

peuvent étre additionnés terme par terme[97] , on obtient :

2 O (~1)x
NG 0(2n+1)n!
n=

k[lest une constante obtenue a partir de la solution de 1’équation suivante :
)\splcl)Kz )

}L —
e (pa) e - (e i
erf (k) A 1 1 Ste 11.17

R (7\s01C1> 2
(plcl) [T; T(x,O)]erfc( o

La variable adimensionnelle Ste est appelée de « nombre de Stefan » [98]. Elle est

erfx = 111.16

N| =

définie par :
ste = ST = TOH) 11.18
L
Le déplacement transitoire du front de solidification S(t) est donnée par :
1
? 11.19

S(t) = 2. (pZLSCs .t)

Plusieurs variations de la méthode de Neumann sont trouvées dans 1’ouvrage de
Carslaw et Jaeger [99], comme par exemple la solution de Neumann avec convection dans
la phase liquide. Miyawaki et Yano [100] ont proposé des formulations spéeciales pour
modéliser le processus de solidification de gels alimentaires ou le changement de phase
se passe sur une plage de température finie et non a température constante.

Considérant I’exemple du paragraphe précédant la solidification d’un matériau
pur, la surface x = 0 est maintenue & une tempeérature nulle. Pour la région x > 0, la
température sera initialement a une température constante T qui est supérieure au point

de fusion Tt.
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S(t) sera la représentation mathématique de la surface de séparation entre les phases solide
et liquide en fonction du temps. x sera toute distance de la surface maintenue a une
température nulle. La région pour laquelle x < x(t) contient un solide a la température

T, inversement x > S (t) contient un liquide a la température T;.

111.4.2 Résultats de la solution analytique de Newman

Un systéme de maillage a été confectionné dans I'algorithme avec les constantes
suivantes du matériau (I’ecau). Le modele physique a une longueur totale de 0,100 meétres
divisés en N nceuds. L une de ces extrémités est maintenue a une température constante
de 263,15°K, tandis que la phase liquide était initialement a 283,5°K. I'intervalle de temps
a été calculé par incréments sur K étapes qui produira un temps écoulé final de 2 heures.

Les propriétés thermophysiques du modele physique sont données dans le tableau (11-.2).

Constantes Unités Phase liquide Phase solide
(Eau) (Glace)
Masse volumique (p) kg/m?3 1000 1000
Chaleur spécifique (c,) | Y/(kg°K) 2060 4186
Conductivité thermique W/(M°K) 2218 0.625
@)
Diffusivité thermique (@) m?/s 1.15 E-6 1.44E-6
T, Température en x=0 °K 263.5
T; Température de oK 9735
changement de phase
T; Température initiale °K 283.5
Chaleur latente L Jkg 335000

Figure (111-2) propriétés themophysique de 1’cau a 1’état
solide et liquide
La résolution de I’équation (II1.8) avec les conditions initiales et les données de
ce probléeme T; = 283.5°K, et T = 273.5°K permet 1’évaluation de profil de température
dans les deux phases. La représentation en 3D de la répartition de la temperature dans le
temps offre des informations importantes sur la dynamique du systéme. Le taux a laquelle

chaque distance du matériau se solidifie est facilement visible.
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Figure 111-7) Vitesse du front de solidification

(Solution exactes)

Les figures (I11-3), (I11-4) et (111-5) montrent que la température diminue en
fonction de la distance mais se stabilise lorsqu’on s’éloigne de la fruitiere froide. Cela est
dd au fait que le changement de température est réduit au fur a mesure qu’on s’approche
Iextrémité x = L .

Le front de solidification se déplace rapidement au début car elle est plus proche de
la frontiére froide figures (111.3), (111.4).

I11.5Résolution numérique

111.5.1 Discrétisation et Résolution numérique

Une méthode numérique a maillage fixe est utilisée pour résoudre ce probleme de
solidification. Le maillage est divisé en N + 1 nceuds avec un pas d’espace Ax. Les noeuds
sontsituésenxioui = 1,2,3,..,N + 1. Le maillage temporel est également divisé en
nceuds tk ou k = 1,2,3,... Km et L'espacement entre les nceuds temporels est At fig
(111.8).
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L'éguation gouvernant le processus thermique (111.3) est discrétisée dans 1’espace par
la méthode des différences finis qui a l'avantage d’une grande simplicité d'écriture et un
faible colt de calcul. La discrétisation du temps est menée par un schéma explicite.
L'enthalpie est calculée en chaque point du nceud du maillage de maniére explicite dans
le temps & partir du calcul précédent. La température correspondante est déterminée en
fonction de la relation de I’équation (111.3).

L’algorithme fournit ’enthalpie, la température résultante, la position de I’interface
et sa vitesse. Il est actualisé en chaque nouveau pas de temps en prenant la valeur actuelle
comme précédente pour calculer la nouvelle valeur de I’enthalpie. Le processus est répété

pour toutes les étapes restantes en adhérant a la condition de CFL.

T Temps (t)
tm
tk+1
tk
tk-1
to
» Longueur (m)
0 X2 Xi-1 Xi Xi+1 Xn

Figure 111-8) Maillage spatio-temporelle

Apres intégration de I'équation (111.2) dans le volume de contrdle et dans I'intervalle du

temps, on trouve un arrangement numérique comme sulit :

At pAx Ax
AAt
H! = HK 4+ Py (TK, — 2TF + TX ) .21
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L'indice (k) se rapporte a I'étape de temps précédente alors que (k+1) se réfere au
pas de temps actuelle. Le schéma explicite est convergent si :

adt 1 111.22

A2 2

a,Ax et At sont respectivement la diffusivité thermique, pas d’espace et le pas de temps
Cette condition s'appelle condition de CFL (pour Courant, Friedrichs, Lewy, 1928) qui
une condition nécessaire et suffisante pour la convergence de ce schéma.
Les avantages de cette approche sont les suivants :
- Aucune condition a satisfaire pour x = S (t), (frontiere de changement de phase)
- Il n'est pas nécessaire de suivre avec précision la frontiére de changement de
phase
- Il n'est pas nécessaire de prendre en compte séparément les régions a coté de x
=S (1),
- Il est facile d’introduire une région « pateuse », ¢’est-a-dire ou le changement
de phase se produit sur une plage de température plutot qu'a un seul point.
- Lareprésentation explicite par différence finie de la formulation I'enthalpique est

trés simple

111.5.2 Résultats numériques et validation

On présente les résultats obtenus par le code de calcul de la simulation numérique

appliqué a un liquide (I’eau) d’une dimension 0.1m en un temps de t=2heures.

76



CHAPITRE Ill : MODELISATION DE LA SOLIDIFICATION PAR LA METHODE ENTHALPIQUE

285
280
9275
<
Q F A 4 = Exacte (t=90s)
S 270 H & ¥ ]
qc_ua / pe v’ ® Calculée (t=90s)
5 ﬂ ¢ ,,‘/ === Exacte (t=1750s)
o ¢ O Calculée (t=1750s)
4
5265* 7 oY Exacte (t=4400s)
— Iﬂ PR 4 ¢ Calculée (t=4400s)
‘Vy === Exacte (t=7200s)
260 y ,V‘. V¥ Calculée (t=7200s)
S, 4
v
?0
255
4
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Position [m]

Figure (111-9) profils de températures (exacte et calculée)

0.045

©
o
K

0.035

0.03

0.025

0.02

0.015
0.01
/ m—— 0 XACtE
‘ 7
0.005 calulée

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Temps (s)

Position du front de solidification (m)

Figure (111-10) Position du front (exacte et calculée)

77



CHAPITRE Ill : MODELISATION DE LA SOLIDIFICATION PAR LA METHODE ENTHALPIQUE

0.07

0.06

E(t) =1-Tcalculée/Texacte

0.05

0.04

0.03

0.02

Erreur relative E(t) sur la température

0.01

0 } ! | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Temps [s]

Figure 111-11) Erreur relative sur la température

x10°

/

t)=1-Scalculée/Sexacte

/

1 //
0.5 /
e

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

m

Erreur relative E(t) sur la position du front

Temps [s]
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Les figures (111.7) et (111.8) montrent que les méthodes de résolution numérique et
la solution exacte de Neumann se correspondent étroitement pour les régions de plus
proches de la frontiere froide. Ainsi I’erreur relative (figures (111.9) et (111.10)) sur la

température et la position du front sont respectivement inferieures a 7% et 0.3%.

111.6 Conclusion

On a développé une méthode précise aux différences finies avec maillage fixe
pour un probléme de solidification d’un matériau pur. Cette solidification se produit,
lorsque la chaleur latente est extraite du liquide pour solidifier une masse fondue. Cette
chaleur est évacuée uniquement a la frontiére froide et que sa température doit étre
maintient en dessous de la température de fusion du matériau. Un gradient thermique
positif assure la poursuite de la solidification. La précision et la flexibilité de la méthode
numérique presenté est vérifiée et comparée avec les résultats de la solution analytique
de Newman

On a présenté la variation de la température en fonction du temps et de I’espace
ainsi que celle de 1’évolution du front de solidification Les résultats obtenus par ces deux
methodes s’harmonisent plus étroitement durant tout 1’horizon de temps.

On note que dans cette étude, on a utilisé des parametres thermophysiques
constantes sur toutes les plages de température, ce qui n’est pas le cas en réalité. La densité
est supposée constante pendant le changement de phase, elle joue un réle pendant le
processus de solidification.

Le modele numérique présenté possede une application limitée, mais on peut
I’étendre a une géométriec bidimensionnelle ou tridimensionnelle et qu’il peut-étre

appliquer pour le stockage de froid par chaleur latente.
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CHAPITRE IV : ETUDE DE LA CONVECTION
NATURELLE

1V.1 Introduction

Les phénomenes physiques sont formulés par des lois sous forme d’équations
mathématiques reliant les différentes variables intervenant dans le déroulement du
phénomene.

La convection naturelle est le mouvement résultant de la variation de la masse
volumique du fluide avec la température. Eelle est formulée par 1’équation de continuité
qui traduit le principe de conservation de masse, les équations de Navier-Stokes qui
traduisent le principe de conservation de la quantité de mouvement et I’équation de
I’énergie qui représente le principe de conservation de 1’énergie.

L’objectif de cette étude consiste a simuler numériquement un probléeme de
convection naturelle dans une cavité carrée avec deux cotés partiellement actifs. La
description du probléme donné passe par la définition d’un certain nombre de conditions
aux frontieres des conditions initiales dans un processus non stationnaire. Nous
distinguons les nombres de Rayleigh, Prandtl et Nusselt représentant plusieurs propriétés
physiques dépendantes de la température.

On présente les méthodes disponibles pour la résolution de la convection naturelle,
et les hypothéses qui permettent d'obtenir les équations de conservation qui décrivent
I'évolution du probléme. Une discussion sur la méthode numérique et les algorithmes de
résolution utilises.

La solution numérique des équations de continuité, de quantité de mouvement et
d’énergie a permis de déterminer les grandeurs physiques tels que les deux composantes

de la vitesse, la pression et la température en chaque point de la cavité étudiée
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Enfin, les résultats sont mentionnés sous forme de tableaux et de graphes Ils sont
discutes et critiqués. Ces résultats sont comparés avec les données des autres auteurs afin

de valider notre programme.

V.2 Mod¢éle physique

1VV.2.1 Convection dans les enceintes :

Une simulation numérique des phénomenes de la convection naturelle au sein
d'une enceinte rectangulaire sera entreprise, elle présente plus d’intérét dans différentes
applications industrielles et dans la recherche fondamentale. On distingue généralement

deux configurations :

e Configuration Rayleigh-Bénard : c’est une enceinte contenant un fluide et
soumise a un gradient vertical de température. Elle est chauffée par le bas et
refroidie par le haut. Cette configuration permet de traiter la stabilité et le
mouvement d’un fluide, confiné entre deux plaques horizontales, maintenues a
des températures uniformes et distinctes (figure 1V-1). A partir d'un certain seuil
du gradient thermique, le mouvement des particules fluides induit une
déstabilisation du milieu fluide sous la forme de rouleaux thermo-convectifs aussi

appelés cellules de Bénard.

AY

Paroi froide (T¢)
[

Paroi isolée
Paroi isolée

| I |
Paroi chaude (Tr)

Figure 1V-1) configuration Rayleigh-Bénard
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e Enceinte avec gradient de température horizontal : C’est une cavité avec un
gradient de température horizontal, deux de ces parois sont maintenues a des
températures différentes tandis que les autres sont isolées. Dans cette
configuration, ’'une des parois verticales est chauffée, tandis que I’autre est
refroidie, les parois horizontales étant considérées comme adiabatiques (Figure V-
2). L’écoulement est alors monocellulaire avec le fluide ascendant le long de la

paroi chaude et descendant suivant la paroi froide.

y

Paroi isolée

Paroi chaude (Th)
Paroi froide (T¢)

Paroi isolée

Figure 1V-2) enceinte avec gradient de température horizontal

C’est cette derniére configuration qui fera I’objet de notre étude, qui consiste a
I’étude numérique de la convection naturelle laminaire instationnaire dans une cavité
carrée Les deux cOtés partiellement actifs, la partie gauche est a une température
supérieure a celle du co6té droit Les parois supérieure et inférieure de la cavité sont
thermiquement isolées. Les équations régissant le mouvement du fluide seront résolues
par la méthode des volumes finis, en variant le nombre de Rayleigh de 10%4 10 avec une

application de I’algorithme « SIMPLE » pour le couplage pression-vitesse.

1VV.2.2 Description du probleme physique

On considere le probléme physique schematisé dans la figure (IV-3). Une cavite
bidimensionnelle, de longueur Lx et de hauteur Ly, remplie de fluide. Les parois
thermiquement actives de la cavité (x =0.etx =L,) sont maintenues a deux
températures différentes Th et Tc (Th > Tc). Les parois horizontales(y = 0 et y =

. . d , s ) . .
L,, ) sont thermiquement isolées (% =0. ) L’écoulement dans 1’enceinte est induit par
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la force de flottabilité, due a la différence de densité, qui est a son tour résulte d’un
gradient de temperature.

A y
adiabatique
A
g l
Th
Ly Te
%
L
X

A 4 —>

0 adiabatique

Lx >

Figure (1V-3) Schéma du modeéle physique

V.3 Formulation mathématique du probléme

Les équations générales du modéle physique sont les équations du bilan de masse,
de quantité de mouvement et d’énergie. En supposant que le fluide est un milieu continu,
on peut utiliser les trois principes de conservation suivants :

- Principe de conservation de la masse, pour établir I'équation de continuité
- Principe de conservation de la quantité de mouvement, pour établir les équations
de quantité de mouvement ;

- Premier principe de la thermodynamique, pour établir I'équation de I'énergie.

83



CHAPITRE IV : ETUDE DE LA CONVECTION NATURELLE

IV.3.1 Equation de continuité

Elle est déduite du principe de conservation de masse et s’exprime sous forme

tensorielle comme suit :

dp . d(pu;) _ V.1
ot Tox

(i=1, 2, 3: indice de sommation)

IV.3.2 Equation de quantité de mouvement

D’aprées la deuxiéme loi fondamentale de la dynamique, le taux temporaire de
changement de quantit¢ de mouvement d’une particule fluide est égal a la somme des
forces extérieures sur cette particule. L’équation de la dynamique sous forme tensorielle

s écrit alors comme suit :

a(pui)_l_a(puiuj) . oP 0 <% aui>l V.2

ot Tk ox|M\aw oy,

d(pu;)
ot

9 (pu;u;)
axi

F; : Représente les forces du volume suivant la direction i.

dP
Frak Représente les forces dues a la pression.
i

: Représente le taux de variation de la quantité de mouvement.

: Représente le taux net de transport de quantité de mouvement dans la direction i,

d au] aui
M — —

— + : Représente les forces nettes de viscosité.
axi aui au]

IV.3.3 Equation d’énergie

Elle est obtenue par I’application du premier principe de la thermodynamique.

Cette équation pour un fluide Newtonien incompressible, s’écrit sous la forme suivante :

oT a(wT) 82T 3
at 0x; _“ax2+q

84



CHAPITRE IV : ETUDE DE LA CONVECTION NATURELLE

Ou « est La diffusivité thermique, elle est donnée par :

A
a=—
PCp
A: La conductivité thermique.
Cp: La chaleur spécifique a pression constante.
q: La génération de chaleur par unité de volume (densité de chaleur volumétrique).
q=0

IV.3.4 Hypotheses simplificatrices :

Pour simplifier la formulation du modele mathématique, nous considérer les

approximations suivantes, qui sont généralement utilisée dans une convection naturelle.

Ecoulement bidimensionnel a/az =0.etz=0.

Ecoulement laminaire (écoulement a faible valeur du nombre de Reynolds).
Les propriétés physiques du fluide sont constantes, sauf la masse volumique, qui

obéit a I’approximation de Boussinesq dans le terme de la poussée d’Archimede.
Le fluide est newtonien et incompressible.

Le transfert de chaleur par rayonnement est négligeable.

Le travail induit par les forces visqueuses et de pression est négligeable.

La puissance volumique dissipée est négligeable.

La densité est prise comme une valeur constante dans toutes les équations résolues,

sauf pour le terme de Buoyancy de I’équation de quantité de mouvement. Son expression

est fonction des variations de la température, elle est donnée par :

p=po[1—B(T—T)] V.4

IV.4 Equations simplifiées

IV.4.1 Equations de conservations simplifiées

En tenant compte des hypothéses précédentes, on aura dans un repére fixe le

systéeme d’équation suivant :
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e Equation de continuité :

du av_

4= V.5
6X+6y 0

e [Equation de quantité de mouvement suivant ox

6u+ 6u+ du 16P+8 62u+62u V6
4 Vay_ p 0x 0x?  0dy?

e Equation de quantité de mouvement suivant oy

ov 6V+ v 16P+19 62V+62V - oB(T — T V.7
ot ox Vay_ p dy 0x2  0dy?2 gB( c)

e Equation d’énergie :

oT 0T OT_ (3°T 0° 8
ot Vax " Vay - *\oaxz T oy

Ou u et v sont respectivement les vitesses cartésiennes dans la direction x et y, P est la

pression et T la température.

1VV.4.2 Conditions aux limites

Pour résoudre le du systeme d’équations obtenu précédemment, on incorpore des
conditions aux limites pour chaque variable. Il y a deux types de condition aux limites :
Dirichlet (valeur imposée a la frontiere) ou Neumann (gradient impose). Pour notre étude,

on pose les conditions suivantes :

{u

Condition initiale

= o

0 V.9

o BN [
I <

Paroi chauffée (ouest) :

=0 IV.10

—~—
[
=
I <
3
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- Paroi froide (est) :

u=v=20
V.11
T=T,
- Parois nord et sud (Conditions d’adiabaticité)
u=v=20
oT ) V.12
dy

V.5 Equations adimensionnelles

Pour rendre la solution plus générale et spécifier les conditions d’écoulement avec
un nombre restreint de parametres, on transformer les variables dépendantes et
indépendantes en variables sans dimensions. Cette adimensionnalisation est importante
pour simplifier les équations, qui régissent 1’écoulement et pour comparer nos résultats a

la littérature. On introduit les variables caractéristiques suivantes :

X y Ly Ly a
X L. y L, ut=u— vi=ve Iz
o= (I=T) V.14
(Th - c)

Remarque : Dans ce qui suit le symbole (*) sera omis

e [Equation de continuité :

u_v_, V.15
0x dy

e [Equation de quantité de mouvement suivant ox :
ou ou OJu oP 0’u 0%u
e Y V—=—— 4 Pr|—+-— V.16
o T Yax T Vay T Tax ' r<ax2 * 6y2>

e Equation de quantité de mouvement suivant oy :

87



CHAPITRE IV : ETUDE DE LA CONVECTION NATURELLE

6V+ 6V+ v 6P+P 62V+62V -+ PrRab V.17
ot " " ox Vay 0y "\ ox2 dy? rha

e [Equation d’énergie :
00 00 06 9°0 06
_ _ N e 1\V.18
at T ax T Vay “(ax2+ay2>

1VV.5.1 Nombres adimensionnels

Les nombres sans dimension Ra et Pr caractérisent entierement les conditions du
transfert de chaleur dans le systeme.
= Nombre de Rayleigh Ra
Le nombre de Rayleigh est un nombre sans dimension, il caractérise le transfert
de chaleur au sein d’un fluide. Lorsque sa valeur est inférieure a une valeur critique de
2000, le transfert s’opére par conduction, au-dela de cette valeur, c’est la convection libre

qui devient importante. On le définit de la maniere suivante :

L 8BATLy IV.19
Ja

= Nombre de Prandtl :
C’est un nombre adimensionnel. Il représente le rapport entre la diffusivité de
quantité de mouvement (ou viscosité cinématique) et la diffusivité thermique. On le

définit de la maniére suivante :

9
Pr IV.20

= Nombre de Nusselt :
Le nombre de Nusselt est un nombre adimensionnel, il représente les transferts
thermiques entre un fluide et une paroi. On le définit par :

hcL, V.21

Nu = 3

h, : Le Coefficient de transfert thermique convection, [W m2 K]

L. : Longueur caractéristique
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A : Conductivité thermique du fluide

Dans les échelles non dimensionnelles, nous pouvons réecrire I'équation ci-dessus :

Ny 2 28 IV.22
on

Ou Nu est le nombre de Nusselt local.

1VV.5.2 Conditions aux limites adimensionnelles

Les conditions aux limites des équations adimensionnelles seront définies comme suit :
- Condition initiale
t=0.

u=v=20 V.23
0=1

- Paroi chauffée (ouest) :
t=0
x=0.

0<y <1 V.24
u=v=_0
0=1

- Paroi froide (est) :
t=>0
x =1.
0<y <1 V.25
u=v=20
0=-1

- Paroi adiabatiques (nord et sud) :

0<x <1

y=0.

A V.26
% _,

ox

En remplacant ces équations dans les équations de conservations et leurs
conditions frontiéres, on obtient alors un systeme d'équations résumé par I'équation

générale de transfert suivante :
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a - — —>

5 (00) +7.(pg) = V. (IVp) +5, Iv.27
d(pp) o

terme instationnaire
ot

V. (pet) : terme convectif
V. (Fﬁcp) : terme de diffusion
So : terme source associés a la variable ¢
r : est le coefficient de diffusion

L'équation générale se réduit donc a un terme d'accumulation, un terme de
convection, un terme de diffusion. Il est possible de construire une procédure numérique
générale qui s'applique pour les différentes équations en considérant les conditions aux
limites spécifiques & chaque équation. Les termes de I'équation générale de transfert

(IV.25) sont regroupés dans le tableau (1VV.1) pour les différentes équations différentielles.

Les différentes valeurs de la variable ¢ et ses coefficients, pour chaque équation de

conservation, sont présentées dans le tableau suivant :

. ) Coefficient de Terme source
Equations Variable ¢ o
diffusion I' Se
Continuité 1 0 0
Equation de quantité u Pr _op
de mvt dans la direction x 13):4
Equation de quantité Vv Pr _op +R,P.0
de mvt dans la direction y dy
Equation d’énergie 0 o 0

Tableau (1V-1) Coefficients de diffusion et termes de sources

V.6 Discrétisation des équations différentielles

La méthode des volumes finis (ou de volumes de contr6le) exposée dans la section
(1.3.3) a été la plus utilisée pour 1’étude des phénoménes de la dynamique des fluides.
Cette méthode a été decrite pour la premiere fois en 1971 par Patankar et Spalding et
publiée en 1980 par Patankar [101]. Elle est utilisée pour résoudre numériquement des

équations aux derivées partielles en les transformant en un systéeme d’équations
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algébriques. La présente procédure numérique fait appel a cette méthode pour la
discrétisation des équations différentielles du modéle mathématique.

Le champ de pression est inconnu dans les équations de quantité de mouvement,
il sera implicitement spécifié dans I’équation de continuité. Lorsque ce champ de pression
est substitué dans les équations du mouvement, le champ de vitesse résultant satisfait
1I’équation de continuité. Le couplage entre le champ de pression et le champ de vitesse

est utilisé dans 1’¢laboration d’une procédure de calcul pour le champ dynamique.

IV.6.1 Maillage et volume de controéle

Dans la méthode des volumes finis, on subdivise le domaine de calcul en nombres
finis de sous-domaines élémentaires, appelés volumes de contrdle, chacun de ces derniers
englobe un nceud dit nceud principal figure (IV-4). Les équations algébriques sont
intégrées a travers les volumes de contrdle et la variable dépendante considérée est

calculée pour chaque nceud.

Figure (1V-4) Volume de contrble

IV.6.2 Discrétisation des égquations de conservation

Dans un cas bidimensionnel, 1’équation différentielle (IV.27) peut étre écrite en

considérant une direction i sous la forme suivante :

do 0 d 0 09 d 6(p> I\V.28
gt T ax (Pu@) F 5o (ve) = o2 (F ax) Ty (F ay) TS0
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Le temps est discrétisé au moyen du schéma d'Euler implicite d'ordre 1 et
I’intégration de 1’équation (1V.28) a travers le volume de controle dv représenté dans la
figure (1IV.4) :

0@ 0 o]
f 3t dvdt + f [& (puep) + 3y (pvcp)] dvdt

P P V.29
- [R5 5
f [ax(r ox) Tay Loy dvdt + | [S,] dvdt
Apres réarrangement, on obtient
N N e
At +[(Pwee — (T . Ay — | (PWwew — (I . Ay
V.30

0. (122) o[~ () I

= §q,AxAy

Les termes entre crochets représentent les flux totaux sur les faces des volumes de
contréle et ° la variable a I’instant précédent.

S : est la valeur moyenne du terme source sur le volume de contrdle.

Si le terme source S, dépend de la variable ¢y, il doit étre linéarisé en utilisant la méthode

de la tangente conseillé par [101].

Sp = Sc+Sp@p V.31

Sp est le coefficient de @, et S est la partie de S qui ne dépend pas explicitement de @,,.
Quand le terme source dépend de la variable dépendante, cette dépendance doit étre
exprimée par une relation linéaire, ceci permettra d’utiliser les méthodes de résolution
des systémes linéaires. La linéarisation est 1’évolution de la valeur moyenne de, qui peut
étre en fonction de la variable dépendante, sa valeur est donc calculée a chaque itération
a partir des nouvelles valeurs des variables dépendantes.

Suite a la résolution des équations algébriques adoptées, le terme source sera linéarisé de

facon a forcer la convergence, on écrit :

La forme discrétisee finale de 1’équation du transport peut écrite sous la forme :

ap,@p, = ag. Qg +aw. Qw +aN. Py + as. s +b V.32
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Ou sous la forme condensée :

ApPp = Z anp@Pnp +b V.33

Les nb sont les noeuds voisins de P.

AvVec :
ag = D.A(|P,|) + Max(—F,,0) aw = Dy A(|P,|) + Max(F,,, 0)
V.34
ay = D,A(|P,]) + Max(—F,, 0) ag = DsAs(|Ps|) + Max(Fs, 0)

ap = ag + ay + ay + agyap — SpAxAy

9 AxXA V.35
Pp m Y et b= S.AxAy+ad@S

ap =

Les flux diffusifs et les débits volumiques prennent la forme :

Ay Fe
Fe = (pu)ely De:FS_Xe Pe=D_e
Ay F
Fu = (pwly Dy =Ts— Py =5
XW DW
V.36
F, = (pu),A D—FAX P—F“
n — punX n — Syn n_Dn
Fs = (pu),A D—FAX P—FS
s — puSX s — 5}’5 S_])S

Fe, Fw, Fp et Fg représentent le débit d’écoulement ou les débits massiques a travers les
faces du volume de controle, D, Dy, D, et Dg indiquent la conductance de Diffusion et
P., P, P, et P sont les nombres de Peclet qui est un rapport des débits de convection et
de diffusion. A(|P|) est une fonction qui prend différentes formes pour différents schémas

de discrétisation. Pour le :

- Schéma de loi de puissance : A(|P|) = max (0, (1 — 0.1|P])®)
- Schéma hybride A(|P]) = [0.1 — 0.5|P]]

93



CHAPITRE IV : ETUDE DE LA CONVECTION NATURELLE

- Schéma centré A(|P]) =1 - 0.5|P|

(pWe, (PWw, (PV) 4, (pV)s, sont évalués par une interpolation entre les nceuds voisins, nous

aurons :
Up + Ug up +u
(pwe = pe— (pw)y = pWTW
V.37
Up + VN Up + Vg
(pV)n =Pn——FH (pv)s = Ps
2 2
. do dp do dp . p . .
Les gradients (g)e , (E)W,(g)e , (E)e sont aussi évalués par une interpolation
linéaire.
(0_@) _eE— 9 (6_@) _ 9~ w
0%/ ¢ 2 0x/ 2
V.38
(a_(P> _ N~ @p (a_@) _9Pp— @5
ay/ 2 dy/ 2

Des schémas peuvent étre utilisés, pour approximer les valeurs des fonctions
©e, Pw , O €t g aux interfaces des volumes de contrdle par rapport aux nceuds du
maillage, sont disponibles dans la littérature [101] :

La précision de la solution dépend énormément du schéma choisi. Les coefficients
ag, ay, ay, etag doivent étres tous positifs d’ou la fonction d’interpolation A(|P|) doit
étre positive. Le schéma d’approximation de la loi puissance qui semble étre beaucoup
plus consistant. Elle est tres efficace puisque il approche beaucoup mieux la solution
exacte, il est le plus recommandé dans les problemes de Convection-Diffusion et pour

toutes les cas (bidimensionnelles et tridimensionnelles)[101].

IV.7 Difficultés du champ dynamique

La discrétisation des equations de conservation méne a un ensemble d’équations
algébriques non linéaires, les inconnues sont la température T et les deux composantes de

la vitesse u et v. Une difficulté qui apparaisse dans les équations de quantité mouvement

est le gradient de pression % qui est inconnu. Une autre difficulté surgit aussi pour les

94



CHAPITRE IV : ETUDE DE LA CONVECTION NATURELLE

équations du mouvement et 1’équation de continuité. Si les vitesses et les pressions sont
calculées aux mémes nceuds, plusieurs champs physiques irréels peuvent étre considérés
comme solutions. L un des remedes pour cet inconvénient est le maillage décalé.

Dans le cas d’un écoulement incompressible (p = cte) ou la densité n’est pas liée
a la pression. Le couplage entre la pression et la vitesse introduit une contrainte sur la
solution du champ d’écoulement. Si le champ de pression correct est introduit dans les
équations de conservation de quantité de mouvement, il en résulte un champ de vitesse
qui vérifie I’équation de continuité. Pour convaincre ce probléme, on utilise 1’algorithme
itérative de Patankar et Spalding, appelé aussi algorithme SIMPLE

Dans cet algorithme, le flux convectif a travers les interfaces du volume de

contrdle est évalué a partir d’un champ de vitesse estimé.

IV.7.1 Algorithme SIMPLE :

L’algorithme SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations) est
une méthode itérative congue, par Patankar et Spalding en1972, pour calculer la pression

et les vitesses en utilisant un maillage décalé.

Figure (I'V-5),(a) volume de contréle, (b) maillage decalé pour u, (c)

maillage décalé pour v.

Les équations de quantité de mouvement sur les deux grilles donnent respectivement :

deUe = dgelge + Ay Uy + ApePne + AgePse + bu + (PP - l:)E)Ae
V.39

aAn@Pn = AdynPyn + aAsPg + ApePne + Apw Pnw + bv + (PP - PN)An
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- (A =Ay et A, = Ax) sont Les surfaces
- (Pp—Pp)A. et (Pp—Py)A, représentent les forces de pression agissantes
respectivement sur les volumes de contréle des vitesses u et v.

- (by, by) sont tous les termes de sources.

sous la forme condensée, ces équations peuvent étre écrites

delUe = Z appUpp + by + (Pp — Pg)A,
1V.40

apVp = Z appVnp T by, + (PP - lDN)An

Dans I’algorithme SIMPLE, on estime au départ ou a I’itération précédente un champ
de pression P* et on déduit les champs de vitesses u*et v* a partir des relations (1V.41).
a0 = ) awsiny + by + (B — PA
V.41
anvh = ) anVay +by + (B — RA,

La pression est corrigée d’une quantité P’ qui induit une correction sur les vitesses

et de sorte que les nouveaux champs s’écrivent comme Suit :

P=P*"+ P’
L= U 4 V.42
v=v'+v

En manipulant les équations (1V.40), (111.41), et (111.42) et en négligeant les termes

Y anpUn, et Y anpva, Onobtient :

aeué = (Pl; - PE,I)Ae V.43
anVI,1 = (Pl; - PI(I)An

Ae Ay
On pose d, = = etd, = —

e an
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Apres substitution, les équations de vitesses deviennent :

u=ug+ (PP” - PE’J)de
V= V; + (PP” - Pl<l)dn

V.44

IVV.7.2 Equation de correction de pression

En intégrant 1’équation de continuité dans le volume de contrdle correspondant

aux nceuds principaux figure (IV.6), on obtient :

(puA)w — (puA)e + (puA)s — (pud), = 0 V.45

La substitution des vitesses u et v de 1’équation (IV.42) dans (IV.43) nous donne
1’équation de correction de la pression :

apPp = agPg + awPy + ayPy +asPs +b IV.46
Avec :
ag = (puA).; aw = (puA)y ; ay = (pul), ; ag V.47
= (pUA)s
et

ap=aE+aw+aN+aS

b= (pU*A)w - (pU*A)e + (pU*A)s - (pU*A)n

V.48

L’algorithme SIMPLE permet la résolution des équations de pression pour corriger les

vitesses. Les étapes de I’algorithme SIMPLE sont présentées sur la figure (1V-8)
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Initialisation des données

Incrémentation du pas temps pour les
problémes instationnaires

\ 4

A4

Estimation d champs de pression

A

Etapes 1 : résolution des équations de g d m
aUE = ) ansiny + by + (B — RA,

*—
anvi = ) awVin + by + (B — ROA,
A
Etape 2 : Résoudre 1’équation de pression
appl; = aEP[.’: + awp\;v + aNPI(] + aspsl +b
Actualiser

w=u vi=v
P*=P;, T*=T

Etape 3 correction de la pression et de la vitesse

P=P"+ P’
u=ug+ (pfl’ - P}:‘C)de
v=vy+ (PP" - PI\’l)dn

Etape 4 : calcul de la température
apr = aETE + awTW + aNTN + asTs + b

Non

Convergence

Oui

Temps <t final

~

Figure 1V-6) Etapes de 1’algorithme SIMPLE
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V.8 Résolution des équations

Les équations de conservation de quantité de mouvement et d’énergie sont des
équations différentielles aux dérivées partielles elliptiques, non linéaires, complexes et
couplées. Le but de la méthode des volumes finis étant de transformer ces équations en

un systéme d’équations algébriques qui peut s’exprimer sous forme matricielle :

[A] [@] = [b] IV.49

[A]: Matrice de (NI-2) x (NJ-2)
[@]: Vecteur d’inconnues @(1,])

[b] : Vecteur des quantités connues (source)

L’équation (IV-49) est résolue par une methode itérative qui utilise
’approximation actuelle ¢™ pour estimer une nouvelle solution ¢™*1. L’algorithme de
résolution sera répété plusieurs fois jusqu’a ce que la solution satisfasse un critére de
convergence prédéterminé.

Le systeme précédent est résolu itérativement par double balayage, pour cela nous
nous ramenons a un systeme unidimensionnel sur une ligne ou une colonne et nous
procédons a une résolution itérative par balayage successifs. Cette technique nous permet
de transformer le systéeme (IV.49) en un systeme tridiagonale qui peut étre résolu par
’algorithme de Thomas (TDMA) voir section (11 .75).

1VV.8.1 La sous relaxation

La sous relaxation est utilisée de facon génerale dans les probléemes non linéaire
pour éviter la divergence du processus itératif et arriver a la convergence rapidement. Soit

1I’équation de transport (1V.32) :

App = z App@np + b V.50

soit @™, la valeur de la variable de I’itération précédente, on peut écrire 1’équation sous la

forme générale suivante:

> Anb@Pnb
0p = @b + l% e IV.51
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@p : La valeur de la variable a I’itération actuelle.

Y AnbPnb

" — @p représente le changement de @p dans l'itération actuelle.
P

Pour stabiliser les calculs, on introduit un coefficient o appelée sous relaxation : 0 < a,,

<1.

2 Anp@np
©p = @p + ay —ZP = — b V.52

n
A la convergence ®p = ®p

Soit :
Ap (1 — a,)Ap@p
— @p = Z App@np + b+ a V.53
ap ap

IVV.8.2 Critere de convergence

Le test de convergence est basé sur la comparaison entre des valeurs des variables
calculées a la fin de deux itérations successives en chaque nceud du maillage. La

convergence sera atteinte lorsque :

On arréte le processus itératif lorsque le résidu de 1’équation est inférieur a une certaine

tolérance. L’expression du résidu est déterminée a partir de 1’équation (1V.54).

R, = Z|AE(pE + Awow + Axnen + As@s + b — Ap@p| V.55

Quand R, — 0 pour toutes les variables a déterminer, cela indique que les champs des

quantités ¢ obtenus Vérifient toutes les équations et donc représentent la solution finale.
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V.9 Validation numérique

Dans cette étude, la configuration étudiée est une géométrie carrée, contenant de 1’air
comme fluide. Les parois horizontales de 1’enceinte sont considérées comme adiabatiques,
alors que celles verticales sont partiellement actives et maintenues a des températures
différentes, ce qui permet I’échauffement et le refroidissement de I’enceinte. Pour vérifier la
fiabilité du code de calcul, que nous avons élaboré pour résoudre les équations de base et
validé les résultats prenant comme référence certaines études numeériques disponibles
dans la littérature. Nous allons exposer les solutions du probleme de Davis [71] ou il
considére la méme enceinte parallélépipédique allongée suivant un axe donné et de coupe
carrée. Les deux parois verticales sont différentiellement chauffées alors que les parois
horizontales sont isolées. L’étude a été menée pour quatre maillages : 101x101 nceuds.
Les températures aux parois limites choisies sont les suivantes : T, = 0,5 et T, = —0,5.
Le pas du temps adimensionnel At varie dans la gamme de 10 - 3x10-° en fonction de
I’augmentation du Ra, pour la stabilit¢ de la solution obtenue. Dans ce calcul
instationnaire, on a pris au démarrage une température initiale égale a T;, et des vitesses
initiales nulles jusqu'a ce qu'un régime permanent soit atteint. De plus, au fur et a mesure
que le nombre de Rayleigh augmente, 1’écoulement atteint un état stable, le nombre requis
de pas de temps augmente avec le nombre Ra.

Diverses quantités calculées pour la convection naturelle sont portées sur les
tableaux ci-dessous.

- On compare dans le tableau (I\V-2) les valeurs maximales des vitesses verticales
et horizontales obtenues a partir du présent travail avec quatre résultats de type
benchmark rapportés dans la littérature [71, 85-87] ou le soin a été pris pour
assurer une bonne précision des résultats numériques. Nos résultats se comparent
tres bien avec les données dans la littérature.

- Le tableau (IVV-3) comporte les magnitudes centrales et maximales de la fonction
de courant pour la présente étude et celle. On constate que nos résultats sont
similaires avec ceux présentés [71, 85], avec un pourcentage d’erreur acceptable.

- Le tableau (I1V.4) présente les valeurs moyennes, maximales et minimales du
nombre de Nusselt. On constate que les résultats sont similaires avec ceux
présentés dans la littérature [84, 86, 88, 89] .

La comparaison dans ces tableaux est trés satisfaisante car ’erreur relative sur le nombre

de Nusselt est inférieure a 2%.
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R Vitesse verticale Vitesse horizontale
a Source
Vmax Umax
De Vahl Davis [71] - -
Markatos et al [87] 3.59 3.54
Le Quere et al [86] - -
10° Ramaswamy [85] - -
Résultats Power 3.59 3.56
du codede | CDS 3.55 3.55
calcul Hybrid 3.57 3.57
De Vahl Davis [71] 19.62 16.18
Markatos al [87] 19.44 16.18
Le Quere et al [86] 19.63 16.18
10° Ramaswamy [85] 19.62 -
Resultats du | Power 19.62 16.18
code de CDS 19.62 16.18
calcul Hybrid 19.62 16.17
De Vahl Davis [71] 68.59 34.73
Markatos et al [87] 69.08 35.73
Le Quere et al [86] 68.65 34.75
10° Ramaswamy [85] 68.62 -
Résultats du | Power 68.78 34.70
code de CDS 68.72 34.81
calcul Hybrid 68.54 34.40
De Vahl Davis [71] 219.36 65.33
Markatos et al [87] 221.80 68.81
Le Quere et al [86] 220.57 64.63
10° Ramaswamy [85] 232.97 -
Résultats du | Power 221.02 65.25
code de CDS 221.06 64.41
calcul Hybrid 220.98 64.53
De Vahl Davis [71] - -
Markatos et al [87] - -
Le Quere et al [86] 699.30 148.8
107 Ramaswamy [85] 717.04 -
Résultats du Power 702.09 147.89
code de CDS 701.14 146.23
calcul Hybrid 702.47 146.89

Chapitre 1 Tableau (1V-2) Comparaison des vitesses verticales et

horizontales maximales.
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ma | schemas Présent code ref [85] ref [71]
|Omidl | [Pmax! | [Pmial | |Pmax| | [Pmial | [Pmaxl
Power 1.173 | 1.173
10°| CDS 1.172 | 1.176 | 1.170 1.170 1.170 1.170
Hybride 1.175 | 1.176
Power 5.070 | 5.074
10| CDS 5.070 | 5.075 | 5.099 5.099 5.071 5.071
Hybride 5.070 | 5.075
Power 9.118 | 9.762
10°| CDS 9.115 | 9.623 | 9.217 9.756 9.111 9.612
Hybride 9.115 | 9.623
Power 16.450 | 16.885
10°| CDS 16.406 | 16.845 | 16.682 | 17.420 | 16.320 | 16.750
Hybride 16.420 | 16.859
Power 29.615 | 30.450
10’| cDs 20.461 | 30.278 | 2943 | 315 [ - :
Hybride 29.627 | 30.460

Tableau (1V-3) Comparaison des magnitudes centrales et maximum
de la fonction de courant.
dmiq est lavaleur de la fonction de courant au milieu de 1’enceinte,

dmax - €st la valeur maximale de la fonction de courant.

Umax, et Vmax : sont les valeurs maximales des vitesses horizontale et verticale sur les

deux plans de coupe.
Nu,, : la valeur moyenne du nombre de Nusselt a travers la cavité.

Nupax et Nupi, sont les valeurs maximales et minimale de Nusselt

103



CHAPITRE IV : ETUDE DE LA CONVECTION NATURELLE

Ra Source Nu,, Nupin Nuy,ax
De Vah Davis [84] 1.118 0.692 1.505

Le Quéreé et al [86] - - -

10° | Chenoweth et al [88] 1.118 - -

Hortmann et al [89] - - -
Présent code 1.118 0.684 1.490
De Vah Davis [84] 2.243 0.586 3.528

Le Quéreé et al [86] - - -

10* | Chenoweth et al [88] 2.244 - -
Hortmann et al [89] 2.244 - 3.530
Présent code 2.241 0.565 3.505
De Vah Davis [84] 4.519 0.729 7.717
Le Quéré et al [86] 4.523 0.728 7.720

10° | Chenoweth et al [88] 4.520 - -
Hortmann et al [89] 4.522 - 7.720
Présent code 4.525 0.734 7.730
De Vah Davis [84] 8.800 0.898 17.925
Le Quéré et al [86] 8.826 0.976 17.536

10° | Chenoweth et al [88] 8.820 - -
Hortmann et al [89] 8.825 - 17.536
Présent code 8.827 0.926 17.565

Tableau (1V-4) comparaison des valeurs moyennes, maximales et
minimales du nombre de Nusselt

IV.9.1 Champ Thermique

Parmi les paramétres gouvernant le systéme d’équation, nous distinguons, le
nombre de Rayleigh (Ra), de Prandtl qui caractérise 1’écart de la température et la nature
du fluide.

Le champ thermique est représenté par les contours de température, illustrés
respectivement sur les figures (IV-7), pour un nombre Rayleigh variant entre 10° et 10’.
On remarque que le mode de transfert de chaleur par conduction est dominant pour une
valeur de Rayleigh inférieur & 10°. Le phénoméne de convection est actif, pour un nombre
de Rayleigh élevé, de I’ordre de 10°. On constate que lorsque le nombre de Rayleigh
augmente, les isothermes se rapprochent les unes par rapport aux autres et se condensent
prés des zones actives, ou les gradients de température sont élevés, alors qu’ils sont
négligeables pour le reste des murs de la cavité. Cela traduit 1’existence des couches
limites thermiquement fortes prés de ces zones. Nos résultats se comparent trés bien avec
les données de la littérature (figures (1V-7), (IV-8) et (1V-9)
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Figure (1V-7) Comparaison des isothermes (Ra=103-10")
(Résultats obtenus au moyen du code)
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Figure (IV-8) Comparaison des isothermes (Ra=103%-10")

(Résultats de la référence [90])
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Figure (IV-9) Comparaison des isothermes (Ra=103-107)

(Résultats de la référence [71])

1VV.9.2 Champs Dynamique

La figure (IV-10), présent la circulation du fluide a I’intérieur de la cavité pour
différente valeurs de Rayleigh. Lorsque celui-ci est inférieur ou égal & 103 une zone
stagnante apparait au centre de la cavite, 1’échange thermique s’effectue d’une maniére
intense aux coins de la cavité.

D’autre part, les lignes de courant deviennent fortement intenses a proximité de
zones actives pour un nombre de Rayleigh supérieur & 10°. Des cellules de recirculation
apparaissent a I’intérieur de la cavité, I’une est au c6té haut gauche et I’autre au coté bas
droit. Les deux coins restants sont moins actifs. Une comparaison du champ dynamique
est montrée par les contours des lignes de courant. Les résultats obtenus par notre code
se concordent avec la littérature [71, 90] (figures (IV-11) et (1V-12))
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Figure (1V-10) lignes de courant pour Ra=103-10"(Résultats obtenus au moyen du
code)
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Figure (1V-11) lignes de courant pour Ra=103-107 (Résultats de la référence

[71])
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Figure (1V-12) lignes de courant pour Ra=103-10° (Résultats de la référence

[90]1)

1VV.9.3 Champs de vitesses :

Les vitesses horizontale et verticale sont présentées dans les figures (1V-9), (1V-
10). Lorsque le nombre de Rayleigh augmente, on constate que 1’amplification de
I’écoulement se rapproche des parois actives de la cavité.

Pour les cas de Ra = 103, il n'y a pas assez de mouvement de convection du fluide
dans la cavité en raison de la domination de la force visqueuse, qui est délimitée par une
ligne presque verticale. Au fur et a mesure que le nombre de Rayleigh augmente, la force
de flottabilité augmente, ce qui donne lieu a une convection efficace des fluides et qui
conduit a un mouvement circulatoire vortex. Ce mouvement est indiqueé par les valeurs
de vitesse u positive et négative le long du plan vertical symétrique, comme indiqué dans
la figure ci-dessous.

La comparaison des vitesses verticales et horizontales avec la référence [71] figures (IV-
13), (IV-14).et (IV-15), (IV-16).montre une bonne concordance des résultats.
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Figure (1V-13) Vitesse horizontale (Ra=103-107) Résultats obtenus au

moyen du code
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Figure (IV-14) Vitesse horizontale (Ra=103%-10°) Résultats de la référence
[71]
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Figure (1V-15) Vitesse verticale (Ra=103%-107) (Résultats obtenus au moyen
du code)
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Figure (IV-16) Vitesse verticale (Ra=103%-10°%)(Résultats de la référence
[71]

1VV.9.4 Nombre de Nusselt

Le nombre de Nusselt est un paramétre sans-dimension important dans le transfert
de chaleur par convection. Il est présenté au niveau de la paroi chaude pour différents
nombres de Rayleigh sur la figure (IV-17). 11 est intéressant d’indiquer que les valeurs
maximales du nombre de Nusselt dans la direction y ne se situent pas au bas de la paroi,
mais a proximité de celle-ci. Un examen des valeurs dans ces figures indique clairement
que ce nombre atteint son maximum lorsque le contact entre le fluide et la paroi chaude
est réalisé, a cette étape, 1’échange thermique devient important. Ensuite, il diminue
progressivement jusqu’a atteindre une valeur minimale puisque la différence de
température entre le fluide et la paroi chaude commence a chuter, ce qui engendre un flux
de chaleur faible. Ce nombre croit avec Ra, ce qui est en bon accord avec les résultats

donnés dans la littérature [90].
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Figure (IV-17) Evolution du nombre de Nusselt au niveau de la paroi

chaude (Ra=103-10") (Résultats obtenus au moyen du code
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Figure (1'V-18) comparaison du nombre de Nusselt au niveau de la paroi

chaude. Résultats de la référence [90]

IVV.9.5 Profils de vitesse, température

Les Figures (1V.19)-(1V.20),et (1V.21)-(1V.22) montrent respectivement la comparaison
des vitesses verticale et horizontale le long des lignes médianes de la cavité avec la
référence [92] Globalement, une bonne concordance est remarquée, Etant donné que
toutes les conditions limites de vitesse sans glissement sont appliquées aux frontiéres pour
le probléme de convection naturelle, une distribution symétrique des vitesses apparait
dans la figure ci-dessous.

La valeur de la vitesse atteint son maximum pour Ra = 107 avec des gradients de
vitesse prononcés au centre du plan central vertical. En effet, a des valeurs plus élevées
du nombre de Rayleigh, la caractéristique non linéaire de la convection de fluide devient
plus dominante dans le champ d'écoulement. Les figures (1V.24), (1V.25) et (IV-26)
illustrent 1I’évolution des profils de vitesses et de températures sur le plan médian

horizontal et vertical de la cavité.
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Figure (1V-19) Profils de vitesses horizontales sur le plan médian vertical

(x=0.5) (Ra=103-10") Résultats obtenus au moyen du code

u

Figure (1V-20) Profils de vitesses horizontales sur le plan médian vertical
(x=0.5) (Ra=10%-107) Résultats de la référence [92]
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Figure (1'V-21) Profils de vitesses verticales sur le plan médian horizontal

(y=0.5) (Résultats obtenus au moyen du code)
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Figure (1V-22) Comparaison des profils de vitesses verticales sur le plan

meédian horizontal (y=0.5) (Résultats de la référence [92])
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Figure (1V-23) Profils de tempeérature sur le plan médian horizontal (y=0.5)
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Figure (1VV-24) Comparaison des profils de vitesses horizontales sur le plan
médian vertical (x=0.5)

a) Résultats obtenus au moyen du code.
b) Résultats de la référence[90]
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Figure (1V-25) Comparaison des profils de vitesses verticales sur le plan
médian horizontal (y=0.5)

a) Résultats obtenus au moyen du code.
b) Reésultats de la référence[90]
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Figure (1V-26) Profils de température sur le plan médian horizontal (y=0.5)

1VV.10 Conclusion

Dans cette section, nous avons présenté 1’étude de la convection naturelle dans le
but de I’appliquer pour un probléme inverse de solidification d’un matériau. La
configuration géométrique du modele physique est une cavité carrée, soumise a un
gradient de température horizontal. Les conditions aux frontiéres sont de type Direchlet
(températures imposées).

Une modélisation mathématique est formulée par les trois équations de continuite,
les équations de Navier-Stokes et I’équation de 1’énergie. Ces équations ont été discrétisée
et résolue par la méthode des volumes finis basé sur 1’algorithme SIMPLE pour le
couplage pression-vitesse. Ce modele a ensuite été mis en ceuvre par un code matlab.

Ce modele peut étre correctement utilisé pour obtenir des résultats dans l'intervalle
des nombres de Rayleigh (102 & 107). Pour un nombre faible la dominance du mode de
transfert de chaleur est par conduction. Au-dela de cette valeur (Ra > 1000), la convection
domine et apparait d’une maniere plus claire

Dans cette étude, les caractéristiques détaillées des phénomeénes d'écoulements,
telles que les champs, de température, dynamique, de vitesse et le nombre de Nusselt
calculés pour des valeurs de nombre de Rayleigh de 103-107 sont présentées sous forme
de tableaux ou de graphes.

La comparaison des, résultats obtenus avec la littérature montre que le présent
algorithme numérique couplé systeme d'équations est efficace et robuste. 1l a prédit avec

précision le processus de transfert de chaleur par convection a I'intérieur de la cavité.
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Dans ce travail, on a étudié les problémes inverses de conduction thermique
associee a un processus de changement de phase solide/liquide.

On a présenté dans le chapitre | des genéralités sur les changements de phase et des
définitions liées aux méthodes inverses de résolution de problémes de conduction
thermique associée a un processus de changement de phase.

Dans le chapitre Il, on a présenté la résolution du probleme de contrdle de
I’évolution du front de solidification d’un matériau pur dans le cas ou le systéme est
gouverné par 1’équation de la chaleur en géométrie (1-D). Les résultats obtenus montrent
d’une part, que I’inconvénient des méthodes globales d’optimisation peut étre évité par
une introduction d’un état final et le choix de D’initial guess et d’autre part que
’algorithme mis au point est efficace.

Dans le chapitre 111, on a modélisé un probléme de solidification d’un matériau
pur en géométrie (1-d) par la méthode enthalpique. Les équations gouvernantes, sont
résolue numériquement dans un maillage uniforme a I'aide d'un schéma de différences
finis explicite pour calculer I’enthalpie, la température et la position du front de
solidification. Les résultats obtenus par le code de calcul ont été validés par la
comparaison & la solution analytique de Newman.

On a traité la résolution numérique de la convection naturelle dans le chapitre 1V
en vue de la préparer pour un probleme inverse de changement de phase en présence de
la convection. Ce phénomeéne est gouverné par les équations de conservation de la masse,
de la quantit¢ de mouvement, de 1’énergie. La résolution des équations décrivant le
systeme ont été discrétisées et résolue numériquement par la méthode des volumes finis
basée sur I’algorithme SIMPLE pour le couplage pression-vitesse. L algorithme a donné
d’excellents résultats par comparaison aux résultats disponibles dans la littérature

On notera qu’il possible d’appliquer les méthodes inverses pour contrdler la
solidification en présence de la convection.

L’¢étude du premier probléme montre que les méthodes inverses de gradient sont
trés puissantes et qu’il est possible de résoudre les problémes inverses de conduction
thermique (gouvernés par 1’équation de la chaleur non-linéaires) par les méthodes

d’optimisation stables et précises.
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On notera aussi que la résolution d’un probléme de fusion de matériau pur sera
similaire a celui d’un probléme de solidification.

Dans I’avenir, il est nécessaire de faire des essais expérimentaux afin de montrer
I’efficacité de I’algorithme du contrdle.

Il est préférable aussi de construire des algorithmes permettant la résolution de
problémes non-linéaires (les propriétés thermophysiques varient en fonction de la
température) en deux et trois dimensions.

Il est également souhaitable de construire des algorithmes de contrdle en utilisant
la méthode enthalpique afin de traiter des problemes ou le matériau subit un changement
de phase étalé.
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Résumeé
Les phénomenes de changement de phase solide-liquide sont généralement présents

dans des processus naturels et dans un grand nombre d'applications industrielles. L'objet de
cette étude consiste a résoudre un probléme de solidification d’un matériau pur. Le premier
chapitre est consacré a une synthése bibliographique. Dans le second chapitre, on a appliqué
une méthode inverse de conduction thermique associée a un processus de changement de phase
solide/liquide dans une géométrie unidimensionnelle sphérique. Les résultats obtenus sont
comparés a une solution exacte construite. La solution est sensible aux bruits introduit dans les
données. Pour rétablir le caractére bien-posé. On a d’une part, filtré les données et d'autre part,
introduit une technique de régularisation de la solution. Les résultats obtenus montrent
’algorithme mis au point est efficace. Dans le second chapitre, on a modélisé un probléme
de solidification d’un matériau pur en géométrie (1-d) par la méthode enthalpique

Une étude de la convection naturelle bidimensionnelle est menée dans le dernier
chapitre en vue de I’appliquer a un probléme d’optimisation. La comparaison des résultats
numeériques obtenus est en bon accord avec ceux trouveés dans la littérature.

Mots clés : changement de phase, interface solide/liquide, inverse probléme, méthode
enthalpique, convection naturelle, volumes finis.
Abstract

Solid-liquid phase change phenomena are generally present in natural processes and in
a large number of industrial applications. The purpose of this study is to solve a problem of
solidification of a pure material. The first chapter is devoted to a bibliographical synthesis. In
the second chapter, we applied an inverse method of thermal conduction associated with a
solid/liquid phase change process in a one-dimensional spherical geometry. The results
obtained are compared to an exact solution constructed. The solution is sensitive to noise
introduced into the data. To restore the well-posed character. On the one hand, filtered the data
and on the other hand, introduced a technique of regularization of the solution. The results
obtained show the algorithm developed is effective. In the second chapter, we modeled a
problem of solidification of a pure material in geometry (1-d) by the enthalpic method.

A study of two-dimensional natural convection is conducted in the last chapter in order
to apply it to an optimization problem. The comparison of the numerical results obtained is in
good agreement with those found in the literature.

Keywords: phase change, interface solid/liquid, inverse problem, enthalpic method; natural
convection, finite volume
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