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Notations

Si 2 est un domaine de RY (N = 1,2,3), on note par :
[' : la frontiére de €2 supposée réguliére.

e (u) : tenseur des déformations linéaires.

u : le vecteur déplacement.

u : le champ de la vitesse.

Div : l'opérateur de divergence.

0 : la température.

q : le flux de la chaleur.

(, )x :un produit scalaire sur X.

|, |y : la norme sur X.

WP (0,T; H) : I'espace de Sobolev de paramétres k et p
|l . llor .z : la norme de C (0,7 H)

H : l'espace L* (Q)"

H : Vespace L2 (Q)V N

Hy={u€ H/e(u) € H}

Hy={oce€H/DivoeH}

ﬁlz{eeﬁ/vw)efz}

Hy = {q € H/Divg € ﬁ}

~v: Hy — Hp : I'application trace associée a H.



Notations

Z . Hr — H; : application inverse de 7.

Yo : H1 — HJ. : application trace associée a H,;.

Z, » Hl. — H; : Iapplication inverse de ,.
V={ue H/yu=0sur I}

V = {0 € Hy/Divo = 0 dans Q,~y,0 = 0 sur 'y}
W ={o € H/yo =0v=0sur Iy}

V= {9 € ﬁl/&e =0 sur Sl}

Y= {q € 7:[1/qv =0 sur Sg}
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Introduction générale

On se donne un solide déformable de forme initiale €2y. On le soumet a des efforts extérieurs
( chargement mécanique : forces appliquées sur le corps, chargement thermique : variation de
température, chargement électrique,...) ; il en résulte un changement de son mouvement et de son
état thermodynamique.

Conscient de la largeur du domaine, on se limite a I’étude des solides thermomécaniques. De
plus on considére ’hypothése des petites transformations (H.P.T).

La thermomécanique s’intéresse aux effets de la chaleur sur les contraintes et les déformations
des corps mécaniques et vice-versa,c’est I'extension de la mécanique isotherme, cette extension
est die au fait que les contraintes et les déformations proviennent non seulement des forces
mécaniques mais également des variations de température.

Problématique : 1'objet du probléme du point de vue mécanique est d’étudier le nouvel
état d’équilibre € (t > 0).

Les objectifs visés : sont

- Modélisation mathématique : établir le systeme d’EDP décrivant 1’évolution du solide
thermomeécanique.

- Etude théorique (existence, unicité, propriétés) de la solution du modéle mathématique.

La thése est divisée en trois chapitres et une annexe.

Dans le premier chapitre, aprés des rappels sur le formalisme des lois de comportement,

des conditions aux limites et phénoménes mécaniques et thermiques, nous présentons les cadres
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Introduction générale

physiques et les modéles mathématiques qui feront 1'objet de notre étude dans les deux autres
chapitres.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons des méthodes de résolution des problémes ther-
momécaniques quasistatiques. Pour les matériaux thermoviscoélastiques avec endommagement
et usure, nous présentons des résultats d’existence et d'unicité de la solution faible. Cette partie
contient des résultats originaux publiés en collaboration avec S.Djabi basés sur les inéquations
paraboliques, équations différentielles et arguments du point fixe.

De méme ce chapitre contient le cas du contact entre deux corps thermos viscoélastiques avec
endommagement.

Le troisieme chapitre de cette thése, est consacré a la résolution des problémes thermovisco-
élastiques dynamiques. Des résultats d’existence et unicité de la solution faible ont été obtenus.
Notre contribution originale dans ce chapitre est la suivante : Dans 'étude du probléme dyna-
mique associé a une loi de comportement thermo-élastique-viscoplastique avec endommagement,
on donne un résultat d’existence et d’unicité de la solution faible. La méthode est basée sur des
techniques d’analyse fonctionnelle et variationnelle.

A la fin de cette thése, une annexe a été rajouté, en résumant les principaux outils mathé-

matiques utilisés.




Chapitre 1

Modélisation et formulation des problémes

thermomécaniques

L’objet de ce premier chapitre est d’établir les modéles mathématiques décrivant
I’évolution quasistatique ou dynamique d’un corps thermomécanique sous 1’action
des efforts exterieurs mécaniques et thérmiques.

Du point de vue mathématique, les problémes thermomécaniques sont gouvernés
par des systémes d’EDP.

Ces systémes comprennent I’équation du mouvement mécanique et thérmique
du corps, la loi de comportement thermomécanique du matériau, les conditions aux
limites mécaniques et thermiques, ainsi que les conditions initiales auxquelles il est
soumis (mécanique et thermique ). Pour cela nous rappelons les résultas essentiels
dont nous aurons besoin, ces rappels porteront sur les lois de comportement, les
phénoménes mécaniques et thermique et les conditions aux limites.

A la fin de ce chapitre, on introduit les cadres physiques et mathématiques cor-

respondants qui seront étudiés dans les chapitres suivants.



Chapitre 1 Modélisation et formulation des problémes thermomécaniques

Introduction :

On se donne un solide déformable de forme initiale, 25 on le soumiet a des efforts exterieurs
(chargement mécanique et thermomécanique), il en résulte un changement de son mouvement et
de son état thermodynamique.

Position du probléme :

On s’intéresse a 1’état final du corps lorsque I'application des efforts extérieurs est terminée
et le solide atteint son état d’équilibre, qui est modélisé par un systeme d’EDP.

Une étude compléte d'un phénoméne mécanique comprend généralement trois étapes :

- La modélisation.

- L’analyse variationnelle des modeles.

- L’analyse numérique des modéles.

-La modélisation comprend 'ensemble des hypothéses de nature mécanique, thermodyna-
mique prises en considération dans la description du phénomeéne. On associe a tout processus un
modéle mathématique représenté par un systéme d’EDP avec Conditions aux limites et Condi-
tions initiales decrivant le processus.

-L’analyse variationnelle des modéles comprend la formulation variationelle ainsi que des
résultats d’existence et d’unicité de la solution et les propriétés liées au comportement de la
solution ( régularité, stabilité, comportement...).

-L’analyse numérique pour qu’on puisse trouver des solutions approchées.




Chapitre 1 Modélisation et formulation des problémes thermomécaniques

commengons par la modélisation :

1.1 Lois de comportement

Ce sont des relations entre le vecteur déplacement u, le tenseur des contraintes o et le tenseur

des déformations linéarisées € et traduisent le comportement du matériau.

1.1.1 Lois de comportement purement mécaniques
Lois de comportement de base

Loi élastique
— Lois de comportement élastiques linéaires en dimension 1.
Elles sont de la forme :

oc=FE¢ (1.1)
ou o : la contrainte , £ : le module de Young, ¢ : allongement relatif .

— Lois de comportement élastique linéaires en dimension 3.

Sont les lois de la forme
o = £(e(w), (1.2)

ol o : est le tenseur de contrainte, € : est le tenseur de déformation, £ : est le tenseur d’élasticité.

Lois de comportement visqueuses
— Lois de comportement visqueuses en dimension 1.
Elles sont de la forme :

o =1. (1.3)

ou o : contrainte, n : la viscosité du matériau, € : la dérivée de £ par rapport au temps.




Chapitre 1 Modélisation et formulation des problémes thermomécaniques

— Lois de comportement visqueuses en dimension 3.

Elles sont de la forme

o = Ale(i)), (14)

ou A est un opérateur.

Lois de comportement associables

Sont obtenues par association des lois de base utilisant les modéles mécaniques analogiques

et en les associant en série ou en paralleéle. Ces modéles sont :
- L’élasticité linéaire symbolisée par ressort.
- La viscosité symbolisée par amortisseur.

- La plasticité symbolisée par patin.

Les types d’associations

L’association en série est

L’association en paralléele est
E=£&1 =2¢&2
O =01+ 09
- L’association de deux éléments donne par exemple : viscoélastique, viscoplastique, élasto-
plastique.

- L’association de trois éléments donne par exemple : élasto-viscoplastique

Dans cette thése, on présente des lois de comportement de trois catégories

4



Chapitre 1 Modélisation et formulation des problémes thermomécaniques

Lois de comportement viscoélastiques La loi viscoélastique de Kelvin-Voigt s’écrit

comme suit

o(t) = Ale(u(?))) + G(e(u(t)), (1.5)

ol
o : est le tenseur de contrainte, € : est le tenseur de déformation linéarisée.

A et G sont des fonctions constitutives non linéaires représentant respectivement, l'opérateur

de viscosité et 'opérateur d’élasticité.

Lois de comportement viscoplastiques Elles sont de la forme
& (t) = As(u(t))+F (o (1), e(u(t))), (1.6)

ou
o : est le tenseur de contrainte, € : est le tenseur de déformation,.

A et F sont des fonctions constitutives non linéaires représentant, 'opérateur de viscosité et

I'opérateur de plasticité.

Lois de comportement élasto-viscoplastiques Elles sont de la forme

o(t) = As(u(t))+G(e(u(t))) —i—/o Flo(s) — Az(u(s)),e(u(s)))ds, (1.7)

ou
o : est le tenseur de contrainte, € : est le tenseur de déformation.
A, G et F sont des fonctions constitutives non linéaires représentant respectivement, ’opé-

rateur de viscosité et 'opérateur d’élasticité, et 'opérateur de viscoplasticité.
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1.1.2 Lois de comportement purement thermiques

Loi de comportement de Fourier

La loi de comportement établie expérimentalement par Fourier s’écrit sous la forme :

kEVO =q (1.8)

avec

0 : la température, ¢ le flux de la chaleur.

1.1.3 Lois de comportement thermomécaniques

Lois de comportement thermo-viscoélastiques

Elles sont de la forme

o = As(u)+G(e(u)) + F(0) (1.9)
A, G et F sont des opérateurs non linéaires représentant respectivement 'opérateur de la
viscosité, 'opérateur de I’élasticité, et I'opérateur thermique.
Lois de comportement thermo-élastoviscoplastiques

Elles sont de la forme

o =Ae(0)+G(e(u)) + /0 F(o(s)—Ae(u(s)),e(u(s)))ds—C8 (1.10)

A, G, F et C sont des opérateurs non linéaires représentant respectivement, 'opérateur de

la viscosité, 'opérateur de 1’élasticité, I'opérateur de la viscoplasticité et le tenseur thermique.

Remarque : D’autres hypothéses sont prises en considération lors de la modélisation; a

Savoir :




Chapitre 1 Modélisation et formulation des problémes thermomécaniques

1.2 Phénoménes mécaniques et thermiques

1.2.1 L’endommagement

L’endommagement est un phénomeéne trés important en mécanique car il affecte directement
la structure des machines. La fonction d’endommagement [ varie entre 0 et 1. Quand § =1, le
matériau est complétement endommagé. Quand 5 = 0, il n’ y a pas d’endommagement dans le
matériau. Quand 0 < 8 < 1, 'endommagement est partiel.

L’évolution du champ d’endommagement élastique est décrite par

B = kAB +0ux(B) 3 ¢(e(u), B), (1.11)
ou k > 0, O () est le sous-diférentiel de la fonction indicatrice sur K défnie par
K={pe€H(Q);0<p<1, pp dans Q}, (1.12)

et ¢ est une fonction constitutive donnée qui décrit la source d’endommagement dans le

systéme.

1.2.2 L’usure

L’usure est un probléme majeur pour les matériaux. Lorsque deux corps entrent en contact
avec frottement et glissement, les surfaces en contact s’en retrouvent usées, la surface la plus
rigide use l'autre, les particules ainsi perdues des surfaces en contact forment alors une fine

couche entre les deux corps.

1.2.3 La température

La conduction thermique est un mode de transfert de température ou de chaleur entre deux

milieux en contact.
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1.3 Lois de comportement thermomeécaniques associables

1.3.1 Lois de comportement thermo-viscoélastiques avec endommage-

ment

Elles sont de la forme

o = As(W)+G(e(u), ¢) + F(,¢), dans Q2 x (0,7) (1.13)
0 — koAH = w(a', e(n), 0) +q, dans Qx (0,7), (1.14)
{ — KAC+ 0Pk (C) 2 ¢ (e(n),¢), dansQ x (0,7) (1.15)

ou A, G et F sont des opérateurs non linéaires représentant respectivement, l'opérateur
de la viscosité 'opérateur de 1'élasticité, et le tenseur thermique, dans lequel 0 représente la

température et ¢ représente 'endommagement du matériau.

1.3.2 Lois de comportement thermo-élastoviscoplastiques avec endom-

magement

Elles sont de la forme

o = Ae(u)+G(e(u),§) + /0 F(o(s) — Ae(u(s)),e(u(s)))ds — C.0 (1.16)
0 — divK(A) = r(0,€) +q, sur Qx (0,7T), (1.17)
£ — ki AE 4+ Opp(€) 3 S(e(u),€), dans Q x (0,7), (1.18)

ou A, G, F et Csont des opérateurs non linéaires représentant respectivement 'opérateur de la
viscosité, 'opérateur de I’élasticité, 'opérateur de la viscoplasticité et le tenseur thermique, dans

lequel 0 représente la température et £ représente le champ d’endommagement du matériau.
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Chapitre 1 Modélisation et formulation des problémes thermomécaniques

Remarque : Afin de compléter le modéle mathématique qui décrit 1’équilibre du corps, il

faut donner les conditions aux limites :

1.4 Conditions aux limites

1.4.1 Conditions aux limites linéaires

Soit @ C R3, 00 =T la fronticre de Q, ' =T, ULy, 1Ny =0

Conditions aux limites mécaniques

Soit v le vecteur normal unitaire extérieur a I’

u = g , sur 'y x(0,7)
(1.19)
ov = h , sur I'yx(0,7)
ou g est un déplacement donné, h une traction donnée.
Conditions aux limites thermiques
Soit v le vecteur normal unitaire extérieur a I'
0 = a , sur I'; x(0,7)
(1.20)

ov = [ , sur [y x(0,7)

ol « est une température donnée, 3 le flux de chaleur donné.




Chapitre 1 Modélisation et formulation des problémes thermomécaniques

1.4.2 Conditions aux limites non linéaires
Conditions aux limites de contact sans frottement

Contact unilateral (Conditions de contact de Signorini)
Avant Dapplication des forces extérieures la distance du point x € I's dans la direction de
la normale v(z) est connue et notée par s(z). Les conditions de contact de Signorini s’écrivent

d’une maniére combinée de la fagon suivante :

0, <0, 0.=0 (1.21)

Contact bilateral
Nous parlons d’un contact bilatéral s’il n’y a pas de séparation entre le corps et la fondation,
autrement dit le contact est maintenu tout au long du processus. Cette condition est exprimée

par la relation suivante

u, =0 sur 'y x (0,7), (1.22)

Conditions aux limites de contact avec frottement

Contact avec compliance normale
Dans ce cas , la fondation est supposée déformable et la zone de contact n’est pas connue a

priori, la contrainte o, satisfait la condition dite de compliance normale

—0y = Dv (111, - g) (123)

ou u, est le déplacement normal, g représente l'interstice entre le corps et la fondation et p,
est une fonction positive donnée appelée fonction de compliance normale.
Cette condition indique que la fondation exerce une action sur le corps en fonction de sa

pénétration (u, — g). Si le corps repose sur la fondation, c’est-a-dire, I'interstice est nul g = 0.

10



Chapitre 1 Modélisation et formulation des problémes thermomécaniques

Loi de frottement de type Tresca
Cas statique
Nous modélisons le frottement avec la variante statique de la loi Tresca. Par les conditions

aux limites suivantes :

u, =0, o<y
ol <9 = u,=0, surl3x(0,7), sur I's (1.24)
lo,|=9 = 3A>0tel que o, = —Au,
ou
g > 0 est le seuil de glissement, que nous considérons fixé.
La condition u, = 0 traduit le fait que le contact est bilatéral et donc le corps ne décolle pas
de la fondation .
L’inégalité |o,| < g veut dire que la force de frottement o, est bornée par une valeur g fixé .
Quand on a l'inégalité stricte |o,| < g , le glissement n’est pas possible et par conséquent les
déplacements tangentiels sont nuls. Dans ces points le corps adhére a la fondation .
Lorsque |o,;| = g le glissement est possible. Dans ces points le corps peut glisser sur la
fondation et la force de frottement s’oppose au glissement.
Cas dynamique

La version de la loi de Tresca dans le cas dynamique s’écrit de la maniére suivante :

u, =0, lo-] <y
o] <g = u,=0, surl3x(0,7), sur I (1.25)
lo-|=9g = 33X >0tel que o, = A,

ou

g > 0 est le seuil de glissement, que nous considérons fixé.

La condition u, = 0 traduit le fait que le contact est bilatéral et donc le corps ne décolle pas

de la fondation .

11



Chapitre 1 Modélisation et formulation des problémes thermomécaniques

L’inégalité |o,| < g veut dire que la force de frottement o, est bornée par une valeur g fixé .

Quand on a l'inégalité stricte |o,.| < g, le glissement n’est pas possible et par conséquent les
déplacements tangentiels sont nuls. Dans ces points le corps adheére & la fondation .

Lorsque |o,;| = g le glissement est possible. Dans ces points le corps peut glisser sur la
fondation et la force de frottement s’oppose au glissement.

Conditions aux limites de contact bilatéral avec frottement et usure

Le corps est supposé entrer en contact avec une fondation rigide, se déplacant a la vitesse
v*. Ce contact est supposé toujours maintenu au cours de ’étude du phénoméne. Décrivons la
condition de contact entre la partie I's du corps et la Fondation régide.

Ici, la relation

u, = —w, (1.26)

ot w est la fonction d'usure w : I's x [0,7] — R, reste valide afin de représenter U'effet de
I'usure sur la surface de contact I'3. Cette derniére égalité montre que la position de contact
dépend de 'usure.

On suppose que pendant ’évolution du phénomeéne, la surface de contact se réarrange de
sorte que la vitesse tangentielle soit négligeable. La vitesse de glissement ne sera ainsi que la

vitesse v* = ||[v*|| > 0. La relation (1.26) entraine

o, =alu,|, surl'sx][0,7] (1.27)
ou
1
a= :
k |v*|

Le frottement suit la loi donnée par :
or=—-A(0, —v"),A>0, surlsx]|0,7] (1.28)
Compte tenu de l'interprétation du probléme physique et ayant glissement et frottement, on a

la relation :

lo,| = —po,, sur 3z x[0,7] (1.29)

12



Chapitre 1 Modélisation et formulation des problémes thermomécaniques

Nous modélisons le contact de frottement entre le corps et la fondation avec compliance normale

comme suit
o, =p,(u, —w—yg), sur I's x (0,7,
(1.30)

v*
*

o, =—p-(u, —w—g) nee sur I x (0,7),

1.4.3 Conditions aux limites thermiques

Elles traduisent les échanges de chaleur entre le corps et son environnement. Il existe diffé-
rentes conditions aux limites thermiques. On considére la condition au bord suivante associée a

la température dérivée de Fourier

0
/{;1% +BO=0, surl x(0,7),

% représente la dérivée normale de 6.

Passons maintenant & :

1.5 Formulation des problémes thermomécaniques

Ce paragraphe introduit les cadres physiques et par suite mathématiques utilisés dans cette

thése :

1.5.1 Cadres physiques

Les phénomeénes considérés dans cette thése sont décrits par les trois cadres physiques sui-
vants :

Cadre physique n°l Soit un corps thermovisco-elastique qui occupe un domaine borné
Q) Cc R? (d = 2,3) avec une surface frontiére réguliére, partitionée en trois parties disjointes I'y,

I'y et I's , correspondant aux conditions aux limites mécaniques, d’une part, et en deux parties

13
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(S =Ty, Sy =T) correspondant aux conditions thermiques. On suppose que mes I'y > 0. Le

corps et 'obstacle rigide sont en contact bilateral avec frottement le long de la partie I's

Soit T" > 0 et [0, 7] 'intervalle de temps considéré. On note par v la normale unitaire sortante
a I['. Le corps est encastré sur I'; dans une structure fixe. Sur I'y agissent des tractions surfaciques
de densité f; , dans 2 agissent des forces volumiques de densité fy. Et d’une source de chaleur
externe possible appliquée dans Q x (0,7") donnée par les fonctions g. On suppose que fs et fy
varient trés lentement par rapport au temps. Le corps est en contact avec frottement et usure

sur la partie I's . Nous prenons en considération les propriétés mécaniques du corps.

La fondation

FIGURE 1.1 — Cadre physique 1
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Cadre physique n°2 Nous envisageons deux corps thermo-viscoélastiques qui occupent
deux domaines bornés Q! Q2 de l'espace R? (d = 2,3). Pour chaque domaine Q° (¢ =1,2)
la frontiére I'* est supposée étre Lipschitzienne, partitionnée en trois parties disjointes I'4, T'%
et I's , correspondant aux conditions aux limites mécaniques, d'une part, et en deux parties
(Sf =Tf, S¢= Fg) correspondant aux conditions thermiques. On suppose que mes I'f > 0. Les
deux corps sont en contact bilateral avec frottement le long de la partie I's. Soit 7' > 0 et [0, 7]
l'intervalle de temps considéré. On note par v la normale unitaire sortante a I'Y. Les corps Q°
sont encastrés sur I'Y dans une structure fixe. Sur T'§ agissent des tractions surfaciques de densité
£y ., dans QF agissent des forces volumiques de densité ff. Et d'une source de chaleur externe
possible appliquée dans Q¢ x (0, T) donnée par les fonctions g,. On suppose que f5 et f§ varient
trés lentement par rapport au temps. Les deux corps sont en contact avec frottement et usure

sur la partie I'3 . Nous prenons en considération les propriétés mécaniques des corps.

FIGURE 1.2 — Cadre physique 2
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Cadre physique n°3 Soit un corps thermo-élastoviscoplastique qui occupe un domaine borné
Q Cc R? (d = 2, 3) avec une surface frontiére réguliére, partitionnée en trois parties disjointes I'y,
I’y et I'3 , correspondant aux conditions aux limites mécaniques, d'une part, et en deux parties
(S1 =T, S5 =T) correspondant aux conditions thermiques. On suppose que mes I'; > 0. Le
corps et I'obstacle rigide sont en contact bilateral avec frottement le long de la partie I's.

Soit T' > 0 et [0, T] 'intervalle de temps considéré. On note par v la normale unitaire sortante
aI'. Le corps est encastré sur I'; dans une structure fixe. Sur I's agissent des tractions surfaciques
de densité f; , dans €2 agissent des forces volumiques de densité fy. De plus, le processus est
dynamique et les termes inertiels sont donc inclus dans I’équation du mouvement. Le corps est

en contact avec frottement et endommagement sur la partie I's .

La fondation

FIGURE 1.3 — Cadre physique 3

16



Chapitre 1 Modélisation et formulation des problémes thermomécaniques

1.5.2 Modéles mathematiques

Modéle mathématique n°1
Probléme P! Trouver le champ des déplacements u : Q x (0,7) — R? le champ des
contraintes o : Q x (0,7) — S¢, la temperature § : Q x (0,7) — R, 'endommagement ¢ :

Qx(0,T) = R, et 'usure w: I's x (0,7) — R tels que

o = As(w)+G(e(u), ¢) + F(4,¢),dans Q x (0,7)
0 — ko0 = (0, e(0),0) +q, dans Q x (0,7),
¢ = RAC+ 0k (C) 3 6 (e(u), (), dansQ x (0,T)

Divo +f,=0 dans Q x (0,7),
u=0 sur Dy x(0,7),
o-v=_f surlyx(0,7T),

o,=p,(u,—w—yg) surl'3x(0,7),

*

\%
O'T:—pT(uv—w—g)m, sur I's x (0,7,
W= —K,a'o, = Ky,a'p,(u, —w — g),sur I's x (0,7)

00
/ﬁ%—FB@:O, sur I' x (0,7),
0
a—g =0, surlyx(0,7),

u(0) = uo,0(0) =, ((0) =¢, dansQ,

w(0) = wp, sur I3
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Modéle mathématique n°2

Probléme P2
Trouver le champ des déplacements u’ : Qf x (0,T7) — R? le champ des contraintes o :
Q x (0,T) — S% la température 6 : Q x (0,7) — R, 'endommagement ¢ : Qf x (0,T) — R, et

l'usure w : I's x (0,7) — RY tels que

o' = Ale(0")+G (e(u’), ¢) + FH0",¢"), dans QF x (0,7),
0" — koAG* = (o, e(W),0°) + o, dans Q° x (0,T),
" = KA+ 0P (¢F) 3 ¢ (e(u), ¢ dans Q° x (0, 7),
Dive® +£5 =0 dans Q° x (0,7),

u' =0 sur I x (0,7),

ol v =1 sur T, x (0,7T),
sur I's x (0,7,

1 _ 2
o, =—0.=0,,

sur I's x (0,7,
*|

Or = _pT(uv — W — g)mu

u, +u2=0 surl3x(0,7),

W= —K,a'o, = Ky,a'p,(u, —w—g), surl'sx(0,7),
06°
ki— + B9 =0, surI'*x (0,7),
ov
¢t B

W_O’ sur T'Y x (0,7,

u’(0) = ug, 6°(0) = 65, ¢*(0) = ¢, dans Q,

w(0) = wp, sur I3
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Modéle mathématique n°3

Probléme P3
Trouver le champ des déplacements u : Q x (0,7) — R? le champ des contraintes o :
Qx (0,T) — S¢, la température 0 : Q x (0,7) — R, et 'endommagement ¢ : Q x (0,7) — R

tels que

o = As(0)+G (e(u), &) + /0 Flo(s) — Aclit (5) ) eu () ds — C.0
0 — divK(A0) = r(1,€) +q, sur Qx (0,7),
= AE+0pp(€) 3 S(e(u),€), dans Q x (0,7),
dive + fy = pit  dans Q x (0,7,
u=0 surly x(0,7),

o-v=_£f surlyx(0,7),

_kij%nj = ke (0 = Or) + he (J0r]),  sur T's x (0,7),
%:O sur I' x (0,7,

u, =0, |o[<yg
lo-| <g=10,=0, surl'yx(0,7),
o] =9g= IA\>0tel que o, = =\,
0 =0, sur([hbuly) x(0,7),

u(0) = up, u(0) = vo,£(0) = &, 0(0) =0, dans €,

Passons a la deuxiéme étape, 'analyse variationnelle des modéles, elle comprend la formula-
tion faible du modéle ainsi que les résultats d’existence et d’unicité de la solution. L’objectif est

d’étudier les propriétés de la solution c’est le but des deuxiéme et troixiéme chapitres
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Dans le deuxiéme chapitre expose la résolution des problémes thermomécaniques quasista-

tiques.
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Chapitre 2

Résolution des problémes

thermomeécaniques quasistatiques

Cette partie est consacrée a ’étude de I'existence et de I'unicité de la solution du probléme
aux limites de contact entre un corps thermoviscoélastique avec endommagement et usure et
une base rigide, dans un processus quasistatique. De méme pour le contact entre deux corps
thermoviscoélastiques avec endommagement et usure.

La méthode utilisée est basée sur les inéquations variationnelles, les équations différentielles

et des arguments du point fixe.

Commencons tout d’abord par le cas d’un corps thermodynamique en contact avec une base

2.1 Le cas des matériaux thermoviscoélastiques avec en-
dommagement et usure

Dans le premier cas du deuxiéme chapitre, on considére un probléme de contact quasista-

tique pour un corps thermoviscoélastique. Le contact est frictionnel et bilatéral, ce qui entraine
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I'usure et 'endommagement de la surface. L’évolution de la fonction d’usure est décrite par la
loi d’Archard. L’évolution de ’endommagement est décrit par une inclusion de type parabolique.
Nous établissons une formulation variationnelle pour le modéle puis on fait la démonstration de
I’existence de la solution du probléme. La preuve est basée sur le résultat classique d’existence
et unicité sur les inégalités paraboliques, les équations différentielles et des arguments du point

fixe.

2.1.1 Formulation du probléme mécanique- hypothéses

Soit un corps thermovisco-elastique qui occupe un domaine borné 2 C R? (d = 2,3) avec
une surface frontiére réguliére, partitionnée en trois parties disjointes I'y, I's et I's , correspon-
dant aux conditions aux limites mécaniques, d’une part, et en deux parties (S; =1I'1, Sy =1I'9)
correspondant aux conditions thermiques. On suppose que mes I'; > 0. Le corps et 'obstacle

rigide sont en contact bilateral avec frottement le long de la partie I's.

Soit T' > 0 et [0, 7] 'intervalle de temps considéré. On note par v la normale unitaire sortante
a I'. Le corps est encastré sur I'; dans une structure fixe. Sur I'y agissent des tractions surfaciques
de densité f; , dans () agissent des forces volumiques de densité fy. Et d'une source de chaleur
externe possible appliquée dans © x (0,7") donnée par les fonctions g. On suppose que f; et fo
varient trés lentement par rapport au temps. Le corps est en contact avec frottement et usure

sur la partie I's . Nous prenons en considération les propriétés mécaniques du corps.
Probléme P!

Trouver le champ des déplacements u : Q x (0,7) — R? le champ des contraintes o :
Q x (0,T) — S% la température 6 : Q x (0,7) — R, Pendommagement ¢ : Q x (0,T) — R, et

l'usure w : I's x (0,7) — R* tels que
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o = As(0)+G (e(u), ¢) + F(6,¢),dans Q x (0,T)
0 — koA = (0, e(1),0) +q, dans Q x (0,7),
¢ = RAC+ 9Pk (C) 3 ¢ (e(u), ), dans x (0,T)

Dive +f, =0 dans Q x (0,7),
u=0 surly x(0,7),
o-v="f surlyx(0,T),

o,=p,(u,—w—g) surT'sx(0,7),

*

\%

o, =—pr(u, —w— g)m, sur I's x (0,7,
W= —kK,a'o, = K,a'p,(u, —w — g),sur I's x (0,7)
00
]ﬁ% + B0 =0, surl x(0,7),
0
0—5 =0, surly x(0,7),

U(O) = Uo, 9(0) = 907 C(O) = CO) dans Q>

w(0) =wp, sur 3

(2.3)
(2.4)
(2.5

(
(2

[\]
(@)

)
)
)

7
(2.8)
(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Les équations (2.1) et (2.2) représentent la loi de comportement thermo-viscoélastique avec

endommagement, 1’évolution d’endommagement est donnée par l'inclusion parabolique dans

(2.3). L’équation (2.4) est I’équation d’équilibre. Les équations (2.5) et (2.6) représentent les

conditions aux limites déplacement-traction. Les équations (2.7) et (2.8) représente le contact

bilatéral de frottement avec usure. Ensuite, I’équation (2.9) représente I’équation différentielle

ordinaire qui décrit I’évolution de 'usure. Les équations (2.10) et (2.11) représentent respective-

ment, une condition aux limites de Fourier pour la température et une condition limite homogéne

de Neumann pour le dommage champ sur I'. les fonctions uyg, 0, (y et wy dans (2.12) et (2.13)

sont les données initiales.
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Dans I’étude du probléme P1, nous considérons les hypothéses suivantes :

L opérateur de viscosité A : Q x S — S? satisfait les propriétés suivantes :

((a) Il existe L4 > 0 telle que

|A(x, &) — A, €,)| < Lal& — &

pour tout &,,&, € S%, p.p x € Q.

(b) II existe m 4 > 0 telle que

(2.14)
(A, &) — Az, &) - (& — &) = malé) — &)
pour tout &,,&, € S¢, p.p. ¢ € Q.
(c) L’application & — A(x, §) est Lebesgue mesurable sur €2,
pour tout & € S%.
L (d) L’application x — A(zx, 0) est continue sur S, p.p. & € Q.
Lopérateur d’élasticité G : 0 x S x R — S? satisfait les propriétés suivantes :
((a) Il existe Lg > 0 telle que
|Q(a:,£1, Cl) - g(m,£2,c2)| < Lg(|€1 - £2| + |C1 - C2|)a
pour tout &,,&, € S, et pour tout ¢;,¢, €R, p.p. € Q. (2.15)

(b) L’application & — G(x, &, () est Lebesgue mesurable sur

Q, pour tout & € S, et pour tout ¢ € R.

[ (¢) L’application  — G(x,0,0) € H.
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L’opérateur de dilatation thermique F : Q0 x R x R — S satisfait :

((a) Tl existe Ly > 0 telle que |F(x, 01,¢;) — F(x,05,¢,)] <
Lr(|61 — 5] + |¢; — ¢5]), pour tout 81,65 € R, et pour tout
¢1,¢ €R, ppxr €
(2.16)
(b) L’application & — F(x, 0, () est Lebesgue mesurable sur

Q, pour tout 8,¢ € R.

| (¢) L’application « — F(x,0,0) € H.
La fonction source d’endommagement ¢ : 2 x S x R — R satisfait :

((a) 1 existe L, > 0 telle que |p(x,&1,() — o(x, &5, ()| <

Ly(|€, — &f +[¢1 — ), pour tout &,,&, € ST et (1,¢ € R

p.p. x €€,

(b) L’application & — ¢(x, &, () est Lebesgue mesurable sur (2.17)
), pour tout £ € S? et ¢ € R,

(c) L’application x — ¢(x,0,0) est dans L*(Q),

L(d) ¢(x, &,¢) est bornée pour tout € € S%, ¢ € R p.p. x € Q.
La fonction constitutive non linéaire 1 :  x S x S x R — R satisfait :

((a) Il existe Ly, > 0 telle quet [Y(x,01,&,61) —

(x,09,€,,00)| < Ly(lor — o2 + [€; — €| + |61 — 62]), pour

tout 01,09,&,,&, €S%et 0,0, ER p.p. ¢ €,

(b) L’application x +— ¢(x,0,€,0) est Lebesgue mesurable (2.18)
sur ©, pour tout o, &€ € S? et 0 € R,

(c) L’application « — ¥(x,0,0,0) est dans L?(),

(d) ¥(x,0,€&,0) est bornée pour tout o,& € S¢, 6 € R p.p.

Lz € Q.
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La fonction de la compliance normale p, : I's x R — R, satisfait :

((a) Il existe L, > 0 telle que |p, (@, uy) — pu(x, uz)| < Ly|uy —

us| pour tout uy,us € R, p.p. @ € I's.

(b) (pu(x,u1) — pu(®, uz))(uy — uz) > 0 pour tout uy, us € R,
S p.p.-xels;. (2.19)
(c) L’application @ — p,(x, u) est Lebesgue mesurable sur I';

pour tout u € R.

L (d) p,(x,u) =0 pour tout u <0, p.p. € I's.

La fonction du contact tangentiel p, : I's x R — R satisfait :

((a) Il existe L, > 0 telle que |p, (@, uy) — pr(x, uz)| < Lr|uy —
us| pour tout u;,us € R, p.p. © € Q.

(b) L’application @ + p,(x,u) est Lebesgue mesurable sur I'; (2.20)

pour tout u € R.

((c) L’application & — p,(x,0) est dans L*(T3).

De plus on suppose les regularités suivantes

fo € L?(0,T; L*()Y), £y € L*(0,T; L*(Ty)%),

(2.21)
q € L*(0,T; L* (),
w eV, (2.22)
G €K, (2.23)
wo € L*(T3), (2.24)
pu(u) € L*(T3),p, (., u) € L*(Ts),u € R, (2.25)
g€ L*(T'3), ¢g>0, p.p.sur ' (2.26)

ou K est ’ensemble des fonctions admissibles d’endommagement.
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En utilisant le théoréme de représentation de Riesz, nous définissons les applications linéaires

f:[0,7] — V comme suit :
(f(t),v)y = / fo(t) - vdx +/ fr(t)-vda VveV (2.27)
Q Iy

Ensuite, nous définissons les applications a : F; x F; — R, la fonctionnelle d’usure j :

V x V x L?(I'3) — R, respectivement par

a(C€) = /Q V¢ Veds, (2.28)

j (u7 V7 w) -

fr3 (pl/ (uv — W — g) Vu) da +

(2.29)
fr3 (pr (0 —w = g) Vo) [[v; — v7| da,
pour toutu, v € V,w € L*(T3)
La condition (2.24) implique
fe L*0,T;V) (2.30)

En utilisant la formule de Green, nous obtenons la formulation variationnelle du probléme

mécanique (2.1)-(2.13).

2.1.2 Formulation variationnelle

Probleme PV

Trouver le champ des déplacements u : [0, 7] — V, le champ des contraintes o : [0,7] — H,

la température 0 : [0,7] — V, I'endommagement ¢ : [0,7] — Ey, et I'usure w : [0, 7] — L*(T'3)
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tels que

o = As(i)+G(e(u),¢) + F(6,¢), dans Q x (0,7) (2.31)
(o,e(v) — e(u(t))n +j(ult), v, w(t))
—j(u(t),u(t),w(t)) = (£(t),v —u(t))v (2.32)
Vv eV, ppte(0,7),

(97‘/) + a(ga V) = (77/)(0'78(11), 0)’ V) + (qv V)

(2.33)
Vvev,
(1), € = C() 2@y + al((t).€ = ¢(1)
> (6(ela(t).C(0).€ ), (2:34
V¢ e K,p.pte (0,T),
W = Kud'py (W, —w — g) (2.35)
u(0) = uo,6(0) = 6o, C(0) = G, (2.36)
w(0) = wo, (2.37)

on remarque que le probléme variationnel PV est formulé en termes de champ de déplacement,

de champ de contrainte, de température, d’endommagement et d’usure.

L’existence de la solution unique du probléeme PV est énoncée et prouvée dans la section

suivante.

2.1.3 Existence et unicité de la solution

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théoréme 2.1.1 (voir [6]) Supposons que (2.14)—(2.26) sont satisfaites, alors il existe une
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solution unique du probleme PV qui vérifie :

ueCH0,T;V), (2.38)
o€ C0,T;H,), (2.39

6 ¢ Wh(0,T; L*(Q) N L*(0,T; V),

~~
DO
=~
[a)
~— N~

¢ € H(0,T; Ey) N L*(0,T; Ey), (2.41

w € CH0,T; L*(Ts)), (2.42)

Les fonctions u, o, 0, ( et w sont applées la solution faible du probléme de contact P. On
conclut que sous les hypothéses (2.14)-(2.26) le probléme (2.1)—(2.13) posséde une solution faible
unique satisfaisant (2.38) (2.42) .

La démonstration du théoréme 2.1.1 se fait en plusieurs étapes et est basée sur des résultats
classiques des inéquations quasivariationnelles elliptiques, équations et inéquations variation-
nelles paraboliques et des arguments du point fixe de Banach. Nous supposons dans ce qui suit
que (2.14) (2.26) sont vérifiées, et que C' est une constante positive qui dépend de Q, 'y, T'y, I's,

v, P+, A, G, F, 1, ¢, kK mais ne dépend pas de t .

Afin de prouver le théoréme, nous considérons pour w € C*(0,T; £L*(T'3)); n € C(0,T;H);
heC(0,T;V); ueC,T;V") et x € C(0,T; L?(T3)), les quatres problémes auxiliaires suivants

La premiére étape

Soient w € CY(0,T;L%(T3)), n € C(0,T;H) et h € C(0,T;V) on considére le probléme
variationnel suivant :

Probleme PV,

Posons vy, = Uy, trouver la vitesse vy, : [0,7] — V', le champ des contraintes oy, :

[0,T] — H tels que
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Ouwnh = Ae(Viyn (t))+n(1) (2.43)

(Gwnn(t), (V) — e(Venn(t)))nt
j(h(t)vvaw(t)) _j(h(t)’vwnhaw(t)) (2‘44)
> (£(t),v — veuu(t))vy Vv eV, te(0,T),

U,nn (0) = ug

On a les résultats suivants pour le probleme PV,,.

Lemme 2.1.1 (voir [6]) PV, posséde une solution faible unique telle que v, € C(0,T;V),
et o € C(0,T;Hy).

Démonstration Nous définissons 'opérateur A : V — V tel que :

(Au,v)y = (Ae(u),e(v))x, (2.45)

de (2.14)(a) et (2.45) on a :

[Au — Avlly < La[lu—v|v Vu,veV. (2.46)

Ce qui montre que A : V' — V est Lipschitzien. Maintenant de (2.14)(b) et (2.45) on trouve

que :
(Au— Av,u—v), >mgllu—v|} VYuvev. (2.47)
Ce qui montre que A : V. — V est un opérateur fortement monotone sur V. De plus, en

utilisant le théoréme de représentation de Riesz, nous pouvons définir les fonctions F,, : [0, 7] —

V par




Chapitre 2 Résolution des problémes thermomécaniques quasistatiques

Puisque A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz sur V' et j(h(t),v,w(t))
est une fonctionnelle semi continue inférieurement, alors d’aprés un résultat classique sur les

inéquations elliptiques (voir [13]), il existe une fonction unique v, (t) € V telle que

(Ae(Vann(t), £(v) = e(Vumn(t))) e+
J(h(t), v, w(t)) = j(A(t), Venn(t), w(t)) (2.48)
2 (Fn(t)7 anh( ))V Vv € V te (0 T)

Nous utilisons la relation (2.43), Les hypothéses (2.14), on obtient
Ownn(t) € H
On utilise (2.27) pour f, on déduit
Divo g (t) 4 fo(t) = 0 (2.49)
Avec I'hypotheése de régularité (2.21) on a
Divoyn(t) € H donc oy(t) € Hy

Soit maintenant ¢y, to € [0,7], notons 7 (t;) = n;, £(t;) = £, h(t;) = hi, Vegn (t:) = v,

Ouwnh (t;) = 0, pour tout ¢ = 1,2. En utilisant la relation (2.48) nous trouvons que

(AVlfAVQ, Vi — VQ)V (fl — fQ, Vi — VQ)V +
(M2 — M1, e (Vi = va))y + (b, va,w) — (2.50)

j(hl,V1,W) +j(h2,V1,W) —j(hg,VQ,W)

De la définition de la fonctionnelle j donnée par (2.29) on a

J(h1,va,w) — j(h1,vi,w) + j(h2,vi,w) — j(h2, v2,w)

{pv (h1y —w —g) —pu (h2y —w — g)} (v2, — V1) da
I's

. {pr (hir —w —g) = pr (hor —w — g)} (lv2r — 0*|| = |lv1r — v"|) da
3
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Nous utilisons (2.19), (2.20) pour déduire que

j(h1,V27w) —j(hl,Vlaw) +j(h27V17W)

—j(ha, vo,w) < C|lhy — ha|lv||vi — va|lv

L’estimation (2.47) et I'inégalité (2.51) combinées avec (2.50) nous donnent
ma|[vi = vally < C(Ifr = folly + lm =2l + |1 = hally)
L’inégalité (2.52) et la régularité des fonctions f, h et 7 montrent que
Vo € C(0,T3V)
De I’hypothése (2.14) et la relation (2.43) nous avons
lon = aally, < C([lve = vally + [ = n2lly,)

et de (2.49) nous avons.

DZ’UO'(tZ) + f()(t) = O, 1= 1, 2.

La régularité des fonctions 7, v, fy et les relations (2.53), (2.54) montrent que

Ownh € O(O, T; H1)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

Soient w € C(0,T; L*(T'3)),h € C(0,T; V) et soit n € C(0,T;H). Nous considérons 'opéra-

teur suivant

Aun : C(0,T5V) = C(0,T; V)

Défini par
t
Auyh =ug +/ Vonn(8)ds Vh e C(0,T;V)
0

(2.55)

Lemme 2.1.2 (voir [6]) Supposons que les hypothéses (2.14)-(2.26) sont verifiées. Alors l’opé-

rateur A, a un point fixe unique h,, € C(0,T7;V),

32



Chapitre 2 Résolution des problémes thermomécaniques quasistatiques

Démonstration Soient hy, hy € C(0,T;V) et soit n € C(0,T;H), on utilise la relation vy, =
v; et oy, = 0 pour 1 =1,2 .

En utilisant des arguments similaires & ceux utilisés dans (2.52), nous trouvons que
mallvi(t) = va(t)lly < Cllha(t) = ha(®)]ly, Y €[0,T] (2.56)
De (2.55) et (2.56) on a
t
| Aunhi — Auphally, < C/ |h1(t) — ha(t)|ly, ds VYt € [0,T] (2.57)
0

Réitérant cette inégalité m fois, on obtient

[Awnht = Aumhzll oo vy < % 11 = hallco vy ds Yt € [0,T]

Ceci montre que pour m assez grand, 'opérateur AJ, est une contraction dans I'espace de
Banach. Ainsi, d’aprés le théoréme du point fixe de Banach, 'opérateur A, a un point fixe
unique £, € C(0,T;V).

Pour n € C(0,T;H), soit h,, le point fixe donné par le lemme ci-dessus, on pose hy, = Viyep.

Dans ce qui suit, on note (vy,;, o,,) € C(0,T; V) xC(0,T;H;) la solution unique du probléme

PV, .. Viy = Viyrh, Owy = Oupen. Notons Uy, : [0, 7] — V la fonction définie par
t
o () = / v(s)ds + 1, Vi€ [0,T]. (2.58)
0

Du lemme 2.1.1 en déduit que

u,, € C'(0,T;V)

Maintenant, considérons le probléme suivant
Probleme PVwn

Trouver le champ de déplacement u,,, : [0,7] — V tel que pour tout ¢ € [0, 7]
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(A (0w (1)), e(v) — e(wn(t)) 1 + 7 (0w (t), v, w(t))—
7 (U (1), 0wy (t),w(t)) + (n(t),e(v) — e(Uuny(t)))n (2.59)
> (f(t),v—uu(t)v, VveV,te(0,T),

uwn(o) = Uy (260)
Nous avons le résultat suivant pour le probleme PV,,,.
Lemme 2.1.3 (voir [6]) PV, a une solution faible unique satisfaisant la régularité (2.1.1).

Démonstration Pour chaque w € C(0,T; L*(T'3)) et n € C(0,T;H),on note hy,, € C(0,T;V)

le point fixe obtenu dans le lemme 2.1.2 et soit u,,, la fonction définie par
t
u,,(t) =up +/ Vinha, (8)ds Yt € [0,T] (2.61)
0
Nous avons Ayphe, = hey de (2.55) et (2.61) donc

Uy = hwn (262)

Par conséquent, en prenant h = hy,, dans (2.44) et en utilisant (2.43),(2.61) et (2.62) nous

voyons que u,,, est la solution unique au probléeme PV, satisfaisant la régularité (2.38) .

La deuxiéme étape

Dans la deuxiéme étape, nous utilisons le champ de déplacement u,, obtenu dans le lemme
2.1.3

soit € C(0,T; V"), considérons le probléme variationnel suivant.

Probléme PVwpu

Trouver la température 6, : [0, 7] — V qui est la solution du probléme variationel suivant

(9‘W,v) +allun,v) = (u(t) +q(t),v), YvEV
0,(0) =0

(2.63)

Nous avons les résultats suivants.

34



Chapitre 2 Résolution des problémes thermomécaniques quasistatiques

Lemme 2.1.4 (voir [6]) PV, a une solution unique 6,,, qui satisfait la régularité (2.40).

Démonstration En appliquant I'inégalité de Friedrichs-Poincaré, on peut trouver une constante

B > 0 telle que
Jo €I do + £ [LlIE)P dy > 8 [o lI€]* dx, VEE€ V. (2.64)
Ainsi, nous obtenons
a (&) Z ¢l vEeV. (2.65)
Ou ¢; = kymin (1, 5") /2, ce qui implique que ag est V-elliptique. En conséquence, basée sur
des arguments classiques d’analyse fonctionnelle concernant les équations paraboliques, 1'équa-

tion variationnelle (2.63) a une solution unique 6, qui vérifie (2.40).

La troisiéme étape

Dans la troisieme étape, nous utilisons le champ de déplacement u,,, obtenu dans le lemme
2.1.3

Nous considérons le probléme suivant.

Probléme PVwy

Trouver 'endommagement (,, : [0,7] — H" () tel que (,(t) € K et

(éwx(t)aé - wa(t))ﬂ(fz) + a(wa(t),§ - (wx<t>)
> (V0.6 ~ G (0) gy VEE K, act e (0,7)

Cox (0) =0 (2.67)

(2.66)

Pour résoudre le probléme PVwy, nous rappelons le résultat abstrait suivant pour les inéga-

lités variationnelles paraboliques

Lemme 2.1.5 (voir [6]) Il eziste une solution unique (,, du Probléme PV, et elle satisfait

Cox € WH2(0,T; L*(Q)) N L*(0, T; H'(2)).
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Démonstration On utilise (2.28), (2.31) et un résultat d’existence et d’unicité classiques sur

les équations paraboliques (voir [3, P 124] )

La quatriéme étape

Dans la quatriéme étape, nous utilisons le champ de déplacement u,,,, obtenu dans le lemme
2.1.3

Nous considérons le probléme de valeur initiale suivant.

Probleme PVw

Trouver l'usure w € C*(0,T; £ (T'3)) telle que

W= Kua p,(u, —w — g) (2.68)

w(0) = wy, (2.69)
Considérons maintenant opérateur £ : C(0,T; L*(T'3)) — C(0,T; L*(T'3)) défini par
Lw(t) = —kv* /t (0w)y (s)ds Vte|0,T]. (2.70)
0
Lemme 2.1.6 (voir [6]) L’opérateur £ a un point fixe unique w* qui satisfait
w* € C(0,T; L*(T3))

Démonstration Soient wy, wy € C(0,T;L*T3)), et ¢t € [0,T]. Pour i = 1,2; On note
(w;, 04, 0;,¢;), la solution au probléeme PV,

Utilisant la notation u,, = w;, 0, = ve, = Vi, (, = G, b, = 0; et 0,, = 05, oU u; =
(uj,u?), G = (¢, ¢F).

De plus, nous notons dans la suite C' diverses constantes positives pouvant dépendre de k;
et de v*. En utilisant des arguments similaires & ceux utilisés dans le lemme 2.1.2, pour trouver

que

Jo IV (s) =va ()15, ds

t t (2.71)
< C(fo i (s) = ua (s)I[5 ds + fy llwr () = wa (5)I[72(y) ds)
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Puisque u; (0) = uy (0) = uyp et on utilise (2.71) on obtient
s (1) = w2 ()1 < C fy llon (5) = wz ()] 72y ds
< C(Jo s () = wo ()5 ds + C fi lwn (5) = w2 (5) [72r, )
En appliquant 'inégalité de Gronwall, on en déduit que
[l (1) = ue (B[ < C g llwn (8) = w2 ()] 72y ds
Dongc, par (2.71), (2.73) , on trouve que
Jo V1 (8) = va (sl ds < C Jg llwr (5) = wa ()7 (ry ds

D’autre part puisque

o = Ae(u;)+G (e(w;), G) + F(6,¢)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

Pour i = 1,2 on utilise '’hypothése (2.14)(b), (2.15), (2.16) et(2.17) pour obtenir pour s €

[0, 7]
lor (s) = o2 ()13, < C IV (s) = va ()l + [lwr () — w2 (9)][5)

Nous intégrons I'inégalité précédente par rapport au temps pour en déduire que

[ ot (s) — a2 (5)|I3, ds

< C(fy Ivi(s) = v2 (s)lIF ds + [ lui (s) = ua (s)[3: ds)

Nous substituons (2.73) et (2.74) dans I'inégalité précédente pour trouver

Jo o (s) = o2 ()3, ds < C fy llwn (5) = wa (5)II72p,, ds

La définition de l'opérateur £ donnée par (2.70) et I'estimation (2.74) nous donne

2 t 2
[1£wn (£) = Laz () 2,y < C Jo llwr () — w2 ()2 ry) ds
Réitérer cette inégalité n fois on trouve

LW — ERWQHg(O,T;L?(Fg)) < % lwi (s) — w2 (S)Hg(O,T;LQ(Fg))

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)
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Donc, pour n assez grand, L™ est un opérateur contractif sur I'espace de Banach C(0,T; L?(T'3)).
L’opérateur £ a un point fixe unique w* € C(0,T; L*(T3)).

Nous avons maintenant tous les arguments pour prouver le théoréme 2.1.1

Démonstration En prenant en compte les résultats ci-dessus et les propriétés des opérateurs

G et F des fonctions ¥ et ¢ on peut considérer 'opérateur

A:CO,T;H x V' x L2(Q) — C(0,T;H x V' x L*(Q))

A, %) () = (A (n, 1, X) (£), Mo (1, 11, X) (£), As(n, 12, X) (), (2.81)
Défini par
Al (777 12 X)(t) = g(s(uwn), wa) + ‘F(pr) wa)7 (282)
Aa(n, 1, X)) = (¥ (Owns €(Uin), Ouopr) ), (2.83)
As(, 1, X) () = 56 (¢ ( € (W), i) ). (2.84)

Ici pour tout (1, i, x) € C(0,T;H x V' x L*(Q)), u,, 0, ¢, et w représente le déplacement,
la température , 'endommagement et 1'usure obtenus dans le lemme2.1.3, le lemme2.1.4, le

lemme2.1.5 et dans le lemme2.1.6 respectivement
o, = As(1,)+6G (e(w), C) + F(bu, C) (2.85)
Nous avons les résultats suivants.

Lemme 2.1.7 (voir [6]) Supposons (2.40) verifié. alors pour (0, u, x) € C(0,T; HxV'x L*(Q))
, Uapplication

A, p,x) [0, T)] — H x V' x L*(Q)

a un €lément unique

(n* 1", x*) €C(0,T;H x V' x L*())

tel que A(n*, *, x*) = (0", p*, x*).
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Démonstration Soient (1;, i1, X1)s (1 fiz, X2) € C(0.TsH x V' x L¥(Q)), et ¢ € [0,T]. Nous

utilisons les notations Uy, = Wi, Uwy, = Van, = Vi, Cuy; = Gis by, = 05 et oy, = 0, pour i = 1, 2.

On utilise les relations (2.15)-(2.16), on obtient

A, pa, x1) (8) — A2, p2, x2) (D) [[2xvrx L2

< Lo (Jlwi(t) = w®lly + 1G(8) = GWllzze))
+L7 fy (loi(s) = @a() e + Lallva(s) = va(s) v
i (s) = wa(s)llv + 101(5) = 02(5)l| 20 ) ds
M (o (t) = w@lly + 16(8) = GOl )
+Ly(llo(t) = @a(8) e + [va () = va()llv+
10:(8) = 02(0)ll 20

Puisque

t
u; (1) :/0 v; (s)ds +up, vVt € [0,T7],

Hmw—UMNvSAHWS%WMQM%,

En appliquant les inégalités de Young et de Holder, (2.86) devient, de (2.88) ,

A1, g1, x1) (8) = A2, p2, x2) () [lrxvr <22 ()
<0160 = @Ol + fy (lors(s) = a1
+vi(s) = va(s)|lv + [[ai(s) —ua(s)lv
61(5) = 0(5) 20 ds ).

Considérant que

oi(t) = A((vi())) +m, (£),VE € [0,T)

donc
(Ae(t (1)), e(v) — e(t. ()u

< j(Vi, Vo, w) + j(ve, vi,w) — j(vi, vi,w) — j(Va, Vo, w)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)
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Donc, en utilisant (2.14), (2.28), on en déduit

mal[vi(s) — va(s)l}
< Cilall oo (Al =gy + 1) [va(s) = va(s)I (2.92)

Hlim(s) = ma(s)llalva(s) — va(s)Iy

L’inégalité de Gronwall, implique

[vi(s) = va(s)I[} < Cllm(s) = ma(s)l3 (2.93)
ensuite

KWM@—W@M@SC[fmmm_%mMW@

T (2.94)
3A|m@wwmwmw

Pour la température, si on prend la substitution p = pq , g = pe dans (2.63) et en soustrayant

les deux équations obtenues, on en déduit en choisissant v = 6; — 03 comme fonction test

161 (8) = 62 (8)|I720) + Cu Ji 162 (1) = 62 (D)
< Jo laa (5) = piz (5) Iy 1161 () = 0 ()l ds, Wt € 0,77,

En utilisant les inégalités de Holder et de Young, on en déduit que

(2.95)

161 (1) = b2 (1) |72 + [y 161 (5) — 62 (5)][3 s

t (2.96)
<C fy lm (s) = p2 (s)[[y- ds vt € [0,T7.

On utilise I'inclusion L?(Q) C V', on obtient

161 (8) = B2 (6)l1Z20) + 5 161 (5) = 02 ()] 72y ds

t (2.97)
< C fy llm (s) = pa ()|l ds vt € [0,T7.

De cette inégalité, combinée a I'inégalité de Gronwall, on en déduit que

161 () = 02 (£)[[ 720y < C fy llpta (5) = pia (5|3 s (2.98)
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Pour I'endommagement, de (2.66) on déduit que

(=G G — Gz + a(G — G2, G — G)
< (X1 — X2, G — G2)r2(e)

(2.99)

On intégre 'inégalité précédente par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales (;(0) =

(2(0) = (o et U'inégalité a;((; — (o, (1 — (2) = 0 pour trouver
31610 = ) < [ Cals) = xa(s), G 9) = o)y, (2.100)

ce qui implique

16(1) = Gy <

(2.101)
Jo Ixa(s) = x2(8) |32y ds + fo 1Gi(s) = Ga(9)) 32 ds
Cette inégalité, combinée a I'inégalité de Gronwall, conduit &
€1 (1) = ()72 C/ Ix1(8) = x2() 72 (s, V¢ € [0,T]. (2.102)

En appliquant les inégalités précédentes, les estimations (2.98) et (2.102), nous substituons

(2.89) pour obtenir

||A(7717/~L17 Xl)(t) - A(U27M27 X2)<t)H%/><L2(Q) < (2_103)

T
Cfo (11, g1, x1)(8) — (nQa/‘L27X2)<3)||%/><L2(Q)d8‘

Ainsi, pour m suffisamment grand, A™ est une contraction sur C(0,T;V x L*(Q2)), et donc A
a un point fixe unique dans cet espace de Banach.
Existence Soit (%, u*, x*) € C(0,T;H x V' x L*(Q2)) le point fixe de A défini par (2.81)-(2.84)
et soit h* = hy. le point fixe de Popérateur A,-donné par le lemme2.1.1. notons
u, = wn*7 0 = Qu;ﬁ“ C* wa*'
o, = As(i)+G(e(u,), &) + F(bs,¢)
Ai(m*, p, x*) =0, Na(n*, 15, x*) = p* et As(n*, 1, x*) = x*, les definitions (2.81)-(2.84)
montrent que (2.31)-(2.37) sont satisfaites. Ensuite, dans les lemmes 2.1.1, 2.1.3, 2.1.4, 2.1.5 et

2.1.6, les conditions de la régularité (2.38)-(2.42) suivent.
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Unicité Soit w* le point fixe de I'opérateur £ donné par (2.70). La solution unique (uy, o4, 0, (., w*)
est une conséquence de l'unicité du point fixe de I'opérateur A défini par (2.81)-(2.84) et la solu-

tion unique des probléemes PV ., PV, , PV et , PV, qui compléte la preuve du théoréme.
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2.2 Le cas du contact entre deux corps thermoviscoélas-
tiques avec endommagement et usure

Dans le deuxiéme cas de ce chapitre on considére un probléme de contact quasistatique pour
deux corps thermoviscoélastique. Le contact est frictionnel et bilatéral, ce qui entraine 1'usure
et 'endommagement des deux surfaces. L’évolution de la fonction d’usure est décrite par la lo:
d’Archard. L’évolution de 'endommagement est décrit par une inclusion de type parabolique.
Nous établissons une formulation variationnelle pour le modéle, puis on fait la démonstration de
I’existence de la solution du probléme.

La preuve est basée sur le résultat classique d’existence et unicité, sur les inégalités parabo-

liques, les équations différentielles et des arguments du point fixe.

2.2.1 Formulation du probléme mécanique- hypothéses

Considérons deux corps thermo-viscoélastiques qui occupent deux domaines bornés Qt, Q2
de l'espace R? (d = 2,3). Pour chaque domaine Q° (¢ = 1,2) la frontiére I'* est supposée Lip-
schitzienne, partitionnée en trois parties disjointes I'{, T'Y et I's , correspondant aux conditions
aux limites mécaniques, d’'une part, et en deux parties (Sf =T%, S = Fg) correspondant aux
conditions thermiques. On suppose que mes I'{ > 0. Les deux corps sont en contact bilateral
avec frottement le long de la partie I's.

Soit T' > 0 et [0, T] 'intervalle de temps considéré. On note par v la normale unitaire sortante
a T*. Les corps Q2 sont encastrés sur I'Y dans une structure fixe. Sur I'j agissent des tractions
surfaciques de densité f5 | dans ¢ agissent des forces volumiques de densité f5. Et d'une source
de chaleur externe possible appliquée dans Qf x (0,T) donnée par les fonctions g,. On suppose
que fQZ et fé varient trés lentement par rapport au temps. Les deux corps sont en contact avec
frottement et usure sur la partie I's. Nous prenons en considération les propriétés mécaniques

des corps. On note par u’ les vecteurs du déplacement, et par of le tenseur des contraintes et
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par ¢ le tenseur des déformations
Probléme P?Trouver le champ des déplacements u = (u',u?) : [0,7] — V, le champ des
contraintes o = (o!,0?) : [0,T] — H, la température 6 = (0*,6%) : [0,T] — V, I'endommage-

ment ¢ = (¢',¢?) : [0,T] = E4, et Vusure w : [0,T] — L*(T'3) tels que

o' = A'e(0")+G (e(u), ) + F(6,¢"), dans Q° x (0,7), (2.104)
0" — koAG* = ' (o, e(),0°) + g, dans Q° x (0,T), (2.105)
¢! — KIACE + 0y (Ch) 2 ¢ (e(uh), ¢")  dams QF x (0,7), (2.106)
Dive® +£; =0 dans Q° x (0,7), (2.107)
u'=0 surI'{ x(0,7), (2.108)
ot v =1 sur TS x (0,7), (2.109)

ocl=0’ =0,
sur I's x (0,7, (2.110)

o, = pu(uv — W= g)u

ol=-0?=o0,,

sur I's x (0,7, (2.111)
Or = _p’T(u’U —w—= g) HZ*H’
u, +u2=0 surlsx(0,7), (2.112)
W= —kKk,a'0, = K,a'p,(u, —w—g), sur's3x(0,7), (2.113)
896 Ll Y4
kla— +B9° =0, surl*x(0,7), (2.114)
1%
oct

5 =0 swr Y x (0,7), (2.115)
u‘(0) = uj, 0°(0) = 05, ¢(0)=¢f, dans QF, (2.116)
w(0) = wp, sur s (2.117)

Les équations (2.104) et (2.105) représentent la loi de comportement thermo-viscoélastique,

I'évolution d’endommagement est donnée par U'inclusion parabolique dans (2.106). L’équation
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(2.107) est I'équation d’équilibre. Les équations (2.108) et (2.109) représentent les conditions aux
limites déplacement-traction. Les équations (2.110) et (2.111) représente le contact bilatéral de
frottement avec usure. Ensuite, I’équation (2.113) représente ’équation différentielle ordinaire
qui décrit I’évolution de 'usure. Les équations (2.114) et (2.115) représentent respectivement,
une condition aux limites de Fourier pour la température et une condition aux limites homogéne
de Neumann pour I'endommagement sur I'“. les fonctions uf, 65, ¢§ et w§ dans (2.116) et (2.117)
sont les données initiales.

Pour obtenir la formulation variationnelle du probléme (2.104)-(2.117) nous avons besoin
d’introduire quelques notations et hypothéses supplémentaires. Ici et ci-dessous, S¢ représente
I'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R?. Nous rappelons que les produits
internes et les normes correspondantes sur S¢ et R? sont donnés par

w' v =ubl, v = (VZ.VZ)%, vu', vt € RY,

K3 77

ol.m’ = afj.Tfj, |7 = (*- ’T[)%, Vo', ¢ e s¢.

Ici et ci-dessous, les indices i et 7 sont compris entre 1 et d . Maintenant, pour passer a la

formulation variationnelle, nous avons besoin des espaces de fonction suivants :

H' = {v' = (vi);v; € L2(Q)}, Hj={v'=(v]);v; € H'(Q)},

H = {r' = (7'5»);7'-‘/Z Tﬁ- € L*(0Y)}, Hi={r'= (7’,5) c H'; divt* € HY.

zj:

Les espaces H¢, HY, H' et H{ sont de espaces réels de Hilbert donnés par

(ue,ve)He—/ u’ vide, (ué,vg)Hf—/ ue.vgd:c—l—/ vut.Vvidz,
Qf o o

(O'Z,TZ)HZZ/ o' rldr, (aZ,TZ)Hg :/ o' mtde + | Div o' .divrtdx
(94 (94 (914

et les normes associées || - || ge, || - [[ e, [ [, €t || - || respectivement. Ici et ci-dessous nous
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utilisons les notations
1
Vu' = (Uf,j)a 5(116) = (Ez’j(uz))y 52’;‘(113) = 5(“54 + Uf,i% vu' € Hf»

Dive® = (Ufm-), Vo' € H!.

Pour chaque élément v € H{, nous utilisons aussi la notation v* pour la trace de v* sur I'*

et nous notons par v’ et v les composantes normales et tangentielles de v* sur la frontiére I'*
donné par

vt =vit v =vi =l
Soit HJ, le dual de Hpe = H 2(I)4 . Pour chaque élément o € H! soit o‘v! I'élément de

e donné par

A= (0%, e(v)) e + (Diva® v e W' € HY.

Notons of et o’ les traces normales et tangentielles de o’ € HY, respectivement. Si o est

continuellement différentiable sur Qf U T, alors

>
~
~
~
~

C_( 00y 0 _
o,=(cv) v, o. =0V —o,V,

(V' v 11 :/ o'v' - v'da
227 e
pour tout vf € HY{, ot da est 1'élément de mesure de surface.
Soit V¢ le sous-espace fermé de HY défini
V= {VZ € H{; v =0 sur F‘i}

et solent

ES = L*(Q,

By = H'(Q),
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Pour simplifier la notation, nous définissons les espaces produits

V=V!xV?
H=H'x H? H, =H}x H?,
H=H x H?, H1:H}XH%7

Ey=FE; x E3, E, = E| x E},

Les espaces V', E; sont des espaces réels de Hilbert.
Dans I’étude du probléme P2, nous considérons les hypothéses suivantes :

Les opérateurs de viscosité A’ : Qf x S* — S? satisfont les propriétés suivantes :

((a) 11 existe L 4 > 0 telle que

|A£(w7€1> - Az(%&)‘ < Lael&y — &

pour tout &,,&, € S¢, p.p. ¢ € Q°.

(b) Il existe m 4 > 0 telle que

(Az(m,ﬁl) - Ae(%&)) (& — &) > mael€ — 52|2 (2.118)

pour tout &€,,&, € S, p.p. € Q°.
(c¢) Les applications = — A‘(x, £) sont lebesgue mesurables sur (2,
pour tout & € S%.

(d) Les applications & +— A’(x,0) sont continues sur S¢, p.p. © €

0L
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Les opérateurs d’élasticité G° : Q° x S x R — S? satisfont les propriétés suivantes : :

((a) 11 existe Lge > 0 telle que

|Q£(a:,£1,§’1) - g£<w>€2: Co)l < Lgf(|€1 — &l + ¢ — C2|)

pour tout &,,&, € S%et pour tout ¢;,¢, € R, p.p.x € Q. (2.119)
(b) Les applications & — G*(x, &, ) sont Lebesgue mesurables sur

QF, pour tout & € S?, et pour tout ¢ € R.

L (¢) Les applications & — G*(x,0,0) sont dans H*.

Les opérateurs de la dilatation thermique F*: Qf x R x R — S satisfont :

((a) Il existe Lz > 0 telle que
’-7:4(‘137 01,¢,) — -7:4(‘137 02,¢,)| < Lff(wl — 0] +[¢, — Cz’)

pour tout 81,0, € R, et pour tout ¢,,¢, € R, p.p. ¢ € Q. (2.120)

(b) Les applications & — F*(x, 0, ¢) sont Lebesgue mesurables sur

Qf, pour tout 0, ¢ € R.

[ (c) Les applications x — F‘(x,0,0) sont dans H*.

La fonctions sources d’endommagement ¢° : Qf x S x R — R satisfont

((a) Il existe Ly > 0 telle que

6" (2, &), C1) — ¢ (2, €y, )| < Lye (1€, — &ol + ¢ — &)

pour tout &,,&, € S? et (1, € R p.p.x € U,

(2.121)
(b)Les applications © — ¢(x, &,() sont Lebesgue mesurable sur

QF, pour tout & € S? et ¢ € R,

(c)Les applications & + ¢‘(x, 0,0) sont dans L*(Q°),

L(d) ¢'(x, &, () sont bornées pour tout &€ € S¢, ¢ € R p.p. & € Q.
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Les fonctions constitutives non linéaires ¢ : Qf x S x S¢ x R — R satisfont :

((a) Il existe Lye > 0 telle que

[ (@, 01, €, 00) = (@, 02, &5, 02)| < Lye(loy— 02| +1€, — & |+ 01 —62])

pour tout o, 09,&,,&, €S? et 01,0, € R p.p. © € QF, : )
2.122

(b)Les applications & — ‘(x, o, &, 0) sont Lebesgue mesurables sur °

pour tout o, & € S? et 0 € R,

(c)Les applications & — ¥‘(x, 0,0, 0) sont dans L*(Q°),

L (d) ¥ (x, 0, &,0) sont bornées pour tout o,& € S?, € R p.p.x € Q.
La fonction de la compliance normale p, : I's x R — R, satisfait :

((a) 1l existe L, > 0 telle que

Dy (2, u1) — pu(x,ug)| < Ly|ug —ug

pour tout uy,us € R, p.p. ¢ € I's.
(2.123)
(b) (pu (2, ur) — py (2, uz))(ug —ug) > 0 pour tout uy,us € R, p.p. ® € T's.

(c) L’application @ — p,(x,u) sont Lebesgue mesurable sur I'3 pour tout

u € R.

L (d) pu(x,u) = 0 pour tout u <0, p.p. € I's.
La fonction du contact tangentiel p, : I's x R — R, satisfait :

((a) Il existe L, > 0 telle que

\p- (2, u1) — pr(x,uz)| < Lr|ug —ug

{ pour tout ui,us € R, p.p. & € QF (2.124)
(b) L’application @ — p,(x,u) est Lebesgue mesurable sur I's pour tout

u € R.

[ (¢) L’application & — p,(x,0) est dans L*(T3).
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De plus on suppose les régularités suivantes

ff € L*(0,T; L*(Q9%), 5 € L*(0,T; L*(TH)%),

(2.125)
q € L*0,T; L*(Q)),
u e V", (2.126)
G € K, (2.127)
wo € L*(T3), (2.128)
(., u) € L*(T3),p-(,u) € L*(T3),u € R, (2.129)
g€ L*(T's), ¢g>0, p.p.sur [ (2.130)

ott K* est ensemble des fonctions admissibles d’endommagement.
En utilisant le théoréme de représentation de Riesz, nous définissons les applications linéaires

f=(f',£%):]0,7] —» V comme suit :

(f(t),v)yv = Z/Qé £5(t) - vidr + Z/Fe fi(t)-vida YveVv (2.131)

Ensuite, nous définissons les applications a : E; x E; — R, la fonctionnelle d’usure j :

V x V x L*(T's) — R, , respectivement par

a(C,€) = Sy K [op VCE - Ve d, (2.132)

Jjlu,vw) = fF3 (p,, (uy, —w—g) V,,) da+
I, (pT (u, —w—g9) VV> |v; — v¥| .da, (2.133)
pour tout u,v € V,w € L*(T3).
La condition (2.128) implique
fe L*0,T;V) (2.134)

En utilisant la formule de Green, nous obtenons la formulation variationnelle du probléme

mécanique (2.104)—(2.117).
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2.2.2 Formulation variationnelle

Probleme PV
Trouver le champ des déplacement u = (u',u?) : [0,7] — V, le champ des contraintes
= (o',0?) : [0,T] — H, la temperature § = (6',6%) : [0,7] — V, Pendommagement

o
¢ = (¢ ¢?):10,T] — Ey, et I'usure w : [0, T] — L*(T'3) tels que

o' = Aﬁs(ﬁg)—i—gg(e(ug), CE) + FY0°,¢Y, dans Q° x (0,T), (2.135)

Y (he(vh) —e(@'()))ue + j(ult), v,w(t))

— jla(t), i), w(0) > (€0, v - a(t)y (2136)
VeV, pp.te(0,T),
Z(eé’ v)+a(f,v) = Z(q//(a’é’ €<uﬁ)7 92)’ v)
= =1 (2.137)
+ Z(qg,v) YWweV,
=1
D (CH1), € = () 12y + alC(8), € = C(1))
=1
- e(ul ¢ ¢ (2.138)
2 30 (¢ (e 0).C0). € = 1)
V¢ e K,p.p.t € (0,7),
W= Ku,ap,(u, —w — g) (2.139)
u(0) = uo, 0(0) = 6o, ((0) = Co, (2.140)
w(0) = wo, (2.141)

On remarque que le probléme variationnel PV est formulé en termes de champ de déplace-

ment, de champ de contrainte, de température, d’endommagement et d’usure.
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L’existence de la solution unique du probléme PV est énoncée et prouvée dans la section

suivante

2.2.3 Existence et unicité de la solution
Le résultat principal de cette section est le suivant :
Théoréme 2.2.1 (voir[7]) Supposons que (2.118)~(2.130) sont satisfaites, alors il existe une

solution unique du probleme PV .

De plus, la solution satisfait

uecCH0,T;V), (2.142)
ocC0,T;H), (2.143)

6 ¢ WH(0,T; L*(Q) N L*(0,T; V), (2.144)
¢ € H(0,T; Ey) N L*(0,T; Ey), (2.145)
w € CH0,T; L*(Ts)), (2.146)

Les fonctions u, o, 6, ( et w vérifient (2.142)-(2.146) sont applées la solution faible du pro-
bléme de contact P. On conclut que sous les hypothéses (2.118)— (2.130), le probléme (2.104)—

(2.117) posséde une solution faible unique satisfaisant (2.125)—(2.130).

La démonstration du théoréme 2.2.1 se fait en plusieurs étapes et est basée sur des résultats
classiques des inéquations quasivariationnelles elliptiques, équations et inéquations variation-
nelles paraboliques et des arguments du point fixe de Banach. Nous supposons dans ce qui suit
que (2.118)—(2.130) sont verifiées, et C' est une constante positive qui dépend de Qf, T, T'{, ',
Py, pry AL G FE W ¢, kY. Mais ne dépend pas de t.

Afin de prouver le théoréme, nous considérons pour w € C*(0,7T; L*(T'3)); n € C(0,T;H);
heC(0,T;V); neC0,T;V') et x € C(0,T;L?(T3)), les quatres problémes auxiliaires suivants
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La premiére étape

Soient w € C1(0,T; L£?(T3)), n € C(0,T;H) et h € C(0,T;V)

On considére le probléme variationnel suivant :

Probléme PV,

Posons vy, = Uyyn et Uy = (u}mh, uth) , trouver la vitesse vy, : [0,7] — V| le champ

des contraintes o, : [0,7] — H tels que

T = AV () +1°(1) (2.147)

WE

(00 (), (V) = (Vo (0))age + 5 ((1), v, w(t)) = G (A(L), Vion, (1))
1 (2.148)

(f(t),V — anh(t))V VveV, te (O,T),

AVARR Y

uwnh (0) = Uy
On a les résultats suivants pour le probleme PV,,.

Lemme 2.2.1 (voir[7]) PV, posséde une solution faible unique telles que v, € C(0,T;V),
et Ownh € C(O, T, 7‘[1)

Démonstration Nous définissons les opérateurs A : V' — V tels que :
(Au,v)y =3, (A'e(u’), e(v))e, (2.149)
de (2.118)(a) et (2.149) on a :

[Au— Av|y < Lallu—v[y Vu,veV. (2.150)

Ce qui montre que A : V' — Vst Lipschitzien.

Maintenant par (2.118)(b) et (2.149) on trouve que :

(Au—Av,u—v)y, > mallu—v|; VuveV. (2.151)
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Ce qui montre que A : V' — V est un opérateur fortement monotone sur V.
De plus, en utilisant le théoréme de représentation de Riesz, nous pouvons définir les fonctions
F,:[0,7] =V par
F,(t) = £(t) —m(t) V¢ € [0,7],

Puisque A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz sur V' et que j(h(t),v,w(t))
est une fonctionnelle semi continue inférieurement, alors d’aprés un résultat classique sur les

inéquations elliptiques (voir [13]), il existe une fonction unique v, (t) € V telle que

NE

(Ae(vin(1),e(v) = e(vou(1)))ae + 3 (A1), v, w(t)) = G(h(t), Venn(t), w(t))
1 (2.152)

(Fy(t), v —vop(t)v YveV,te(0,T),

AVARRTS

Nous utilisons la relation (2.147), les hypothéses (2.118), on obtient

anh<t> € H

On utilise (2.131) pour f, on déduit

Divg o (t) + fo(t) = 0 (2.153)

Avec I'hypothése de régularité (2.125) on obtient

Divo i, (t) € H donc o,,,(t) € Ha

Soit maintenant ¢, to € [0,7], et notons 7 (t;) = n;, £(t;) = £, h(t;) = hiy, Veon (8:) = Vi,
Ownh (t;) = 0y, pour i = 1,2.

En utilisant la relation (2.152), on trouve que

(AVl_AV%Vl — VQ)V
< (f —f2,vi — Vo) 4+ (12 — M1, (Vi — Va2))y (2.154)

47 (h1, vo,w) — j (h1, vi,w) + j (he, vi,w) — j (he, v2,w)

o4



Chapitre 2 Résolution des problémes thermomécaniques quasistatiques

De la définition de la fonctionnelle j donnée par (2.133) on a

J(h1, v, w) — j(hy, vi,w) + j(ha, vi,w) — j(he, v, w)

- {pu (hlu_w_g) — Dv (hQV_w_g)}<U2V_U1y> da
I's

+ | {p- (hir —w —g) = pr (har —w — g)} ([[v2r — *[| = [Jv1- — v"|)) da
I's

Nous utilisons (2.123), (2.124) pour déduire que

J(h1, v, w) — j(hy, vi,w) + j(ha, vi,w) — j(he, vo,w)

(2.155)
< COllh = hollv[lvi = vallv
L’estimation (2.151) et I'inégalité (2.155) combinées avec (2.154) nous donnent
mallvi = velly SC(If = faolly + [Im = n2lly + [ = hally) (2.156)
L’inégalité (2.156) et la régularité des fonctions f, h et n montrent que
Venn € C(0,T;V)
De I'hypothése (2.118) et la relation (2.147) nous avons
lor = o2l < C([[ve = vally + [lm = 72ll5,) (2.157)
et de (2.153) nous avons..
Divo(t;) + fo(t) = 0, i = 1,2. (2.158)

La régularité des fonctions 7, v, fj et les relations (2.157)-(2.158) montrent que
Ouwnh € O(O, T; H1)

Soient w € C(0,T; L*('3)),h € C(0,T;V) et soit n € C(0,T;H) . Nous considérons 'opé-
rateur suivant

Ay : C(0,T5V) = C(0,T;V)
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Défini par
t
Apnh =g +/ Vonn(8)ds Vh e C(0,T;V) (2.159)
0

Lemme 2.2.2 (voir[7]) Supposons que les hypothéses(2.118)-(2.130) sont verifiées. Alors ’opé-

rateur A, a un point five uniquet h,, € C(0,T7;V),

Démonstration Soient hy, hy € C(0,7;V) et soit n € C(0,T;H)
On utilise la relation v, = v; et oyyn, = 0; pour i = 1,2 .

En utilisant des arguments similaires & ceux utilisés dans (2.156) nous trouvons que
ma[[vi(t) =v2()lly < Ch(t) = ha(B)lly,  VE € [0,T] (2.160)
De (2.159) et (2.160) on a
| Aunhi — Auphally, < C/Ot |h1(t) — ha(t)|ly, ds VYt € [0,T] (2.161)

Réitérant cette inégalité m fois, on obtient

cmrm

[Anht = Ay o

||C’(0,T;V) S

11 = hallc gy ds VE€[0,T]

Ceci montre que pour m assez grand, 'opérateur A, est une contraction dans I'espace de
Banach. Ainsi, d’aprés le théoréme & du point fixe de Banach, 'opérateur A, a un point fixe

unique Ay, € C(0,T;V),

Pour n € C(0,T;H), soit hZ,, le point fixe donné par le lemme ci-dessus, s0it hyp« = Viph.
Dans la suite, on note (v, 0.,) € C(0,T7;V) x C(0,7;H;) la solution unique du probléme

PV, .. Viy = Viyrh, Owy = Oupen. Notons U, : [0,7] — V la fonction définie par
t
o () = / v(s)ds + 1y, Vi€ [0,T]. (2.162)
0
Du lemme 2.2.1 On déduit que

u,, € C'(0,T;V)
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Maintenant, considérons le probléme suivant
Probléme PVwn

Trouver le champ de déplacement u,,, : [0,7] — V tel que pour tout ¢t € [0, 7]

2

D (A0, (1)), e(v) — e(ag,, (6))e

=1

+j(Ufm(t),v,w(t)) - j(ufm(t), uin(t),w(t)) + (n(t), e(v*) — 5(1'1&77@)))# (2.163)
> (f(t),v -, (t)y VeV, te(0,T),
Uy (0) = g (2.164)

Nous avons le résultat suivant pour le probleme PV,,,.
Lemme 2.2.3 (voir[7]) PV, a une solution faible unique satisfaisant la régularité (2.142).

Démonstration Pour chaque w € C(0,T; L*(T'3)) et n € C(0,T;H), on note hy,, € C(0,T;V)

le point fixe obtenu dans le lemme 2.2.2 et soit ., la fonction définie par
t
u,,(t) =g —1—/ Vinha, (8)ds Yt € [0,T] (2.165)
0
Nous avons Ay, = hyy, de (2.159) et (2.165) donc
uwn == hwn (2166)

Par conséquent, en prenant h = h,, dans (2.148) et en utilisant (2.147),(2.165) et (2.166)

nous voyons que U,, est la solution unique au probléme PV, satisfaisant la régularité (2.142) .

La deuxiéme étape

Dans la deuxiéme étape, nous utilisons le champ de déplacement u,, obtenu dans le lemme

2.2.3

Soit 1 € C(0,T; V"), considérons le probléme variationnel suivant.
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Probléme PVwu

Trouver la température 6, : [0, 7] — V qui est la solution du probléme variationel suivant

iy (B v) + a0 v) = X5, () + (1) v), WeV
0, (0) =0

(2.167)

Nous avons les résultats suivants.
Lemme 2.2.4 (voir[7]) PV, a une solution unique 6, satisfaisant la régularité (2.144).

Démonstration Par une application de I'inégalité de Friedrichs-Poincaré, on peut trouver une

constante 3’ > 0 telle que

Soicr Joe €l do 4+ & 300 Jr llEN* dy > B30 Joe €17 da, WEE V. (2.168)
Ainsi, nous obtenons
a0 (6:6) = 1 T i€l ¥EEeV, (2.169)
Ou ¢; = komin (1, 5") /2, ce qui implique que aqg est V-elliptique. En conséquence, basée sur
des arguments classiques d’analyse fonctionnelle concernant les équations paraboliques, 1'équa-

tion variationnelle (2.167) a une solution unique 6,,, qui vérifie (2.144).

La troisiéme étape

Dans la troisieme étape, nous utilisons le champ de déplacement u,, obtenu dans le lemme
2.2.3, nous considérons le probléme suivant.

Probleme PVwy

Trouver 'endommagement (o, = (¢}, ¢2\) 1 [0, 7] = H' (Q) tel que (uy(t) € K et

wx? Sw

S o1 (€ (1), € = (1) p2gar) + alCun (£), € = Gy (1))
> Z?zl (Xf(t),fg — f)X(t))LQ(QL,), VéEe K, aete(0,T),

Gy (0) =0 (2.171)

(2.170)
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tel que K = K' x K2, Pour résoudre le probléme PVwy, nous rappelons le résultat abstrait

suivant pour les inégalités variationnelles paraboliques,

Lemme 2.2.5 (voir[7]) Il existe une solution unique (,, du probleme PV, et elle satisfait
Cox € WH2(0,T; L*(Q)) N L*(0, T; H(12)).

Démonstration On utilise (2.132), (2.135) et un résultat d’existence et d’unicité classiques sur

les équations paraboliques (voir |3, P 124] )

La quatriéme étape

Dans la quatriéme étape, nous utilisons le champ de déplacement u,,,, obtenu dans le lemme
2.2.3 Nous considérons le probléme de valeur initiale suivant.

Probléme PVw

Trouver 1'usure w € C*(0,T; £? (T'3)) telle que

W= Kua p, (0, —w — g) (2.172)

w(0) = wo, (2.173)
Considérons maintenant Uopérateur £ : C(0,T; L*(T'3)) — C(0,T; L*(T'3)) défini par
¢
Lo (t) = —hyv* / (0u)y (s)ds Vit € [0,7). (2.174)
0
Lemme 2.2.6 (voir[7]) L’opérateur L a un point fize uniquet w* et il satisfait
w* € C(0,T; L*(T3))

Démonstration Soient wy, wy € C(0,T; L*(T'3)),et t € [0,T]. Pouri = 1,2. On note (u;, o4, 60;, (),

la solution du probléme PV,,.
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Utilisant la notation u,, = w;, 0,, = Vv,

(3

= Vi, Cwi = Cia Qwi = GZ et Ow, = 03, OU U; =
(u},u?),¢ = (¢, ¢?). De plus, notons dans la suite C' diverses constantes positives pouvant
dépendre de £y et v*. En utilisant des arguments similaires a ceux utilisés dans le lemme 2.2.2 |

pour trouver que

JE Vi (s) = va (s)|I2 ds

(2.175)
< O Jy lhas (s) = uz ()5 ds + Jy lwr () = wa ()l 72y ds)
puisque u; (0) = us (0) = uy et on utilise (2.175) on obtient
s ()= w2 (O < C Jy o (5) =2 (3) g, s 0176,
< O (Jy Il () = uz ()13 ds + C fi len (5) = wa (5) 721 ds)
Appliquant 'inégalité de Gronwall, on en déduit que
s (8) = ue (B[ < C g llwn (8) = w2 ()] 72y ds (2.177)
Donc, par (2.175), (2.177) , on trouve que
Jo V1 (8) = v ()15 ds < C [y flwr (5) = w2 (5) [ 2 s (2178)
D’autre part puisque
o' = Ale(u")+G" (e(uf), ¢f) + FH (0", ¢)) (2.179)

pour ¢ = 1,2 on utilise ’hypothése (2.118)(b), (2.119), (2.121) pour obtenir pour s € [0, 7]

lon (s) = 2 ()3, < C([Ivi (5) = v2 ()]} + [l (5) = wa (s)I[5) (2.180)
Nous intégrons I'inégalité précédente par rapport au temps pour déduire que

Jylon (s) = oz ()3, ds

t t (2.181)
< C(Jy Iva(s) = va ()5 ds + [ [[us (s) =z ()], ds)
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Nous substituons (2.177) et (2.178) dans 'inégalité précédente pour trouver
¢ 2 t 2
Jollor () = o2 (s)ll ds < C [y [lwn (5) — w2 (8)[|72ry) ds (2.182)
La définition de l'opérateur £ donnée par (2.174) et I'estimation (2.178) qui nous donne
2 t 2
[ Lan () = Lws (B)[| 2y < C fo ller (s) = wo ()2 ry ds (2.183)
En réitérant cette inégalité n fois on trouve

H,C w1 — L W2HC(0,T;L2(I‘3)) < CnT le (S) — W2 (S)||C(O,T;L2(I‘3)) (2184)

Donc, pour n assez grand, L™ est un opérateur contractif sur I'espace de Banach C(0,T; L?(T')).
L’opérateur £ a un point fixe unique w* € C(0,T; L*(T3)).

Nous avons maintenant tous les arguments pour prouver le théoréeme 2.2.1

Démonstration En prenant en compte les résultats ci-dessus et les propriétés des opérateurs

G’ et F* et des fonctions ¥’ et ¢, on peut considérer 'opérateur

A:CO,T;H x V' x L2(Q)) = C(0,T:H x V' x L*(Q))

Défini par
Mo )(8) = Y G (e(ug,), C) + F (0o G- (2.186)
=1
A2<777 H, X)(t) = (wl (Uul.;n7 5(1‘13”])7 93};1) ’ ¢2 (o-azunv E(ﬁin)7 93)#) )’ (2187>
As(n, 1,)(t) = (8" (e(ug,). Coy) ¢ (e(u,). C5) ). (2.188)

Ici pour tout (n,p,x) € C(0,T;H x V' x L*(Q)), u,, 0, , et w représente le déplacement,
la température , 'endommagement et 1'usure obtenus dans le lemme2.2.3, le lemme2.2.4, le

lemme2.2.5 et le lemme2.2.6, respectivement et

ol, = A'e(al)+G" (e(ul), ) + FH(65, &) (2.189)

61



Chapitre 2 Résolution des problémes thermomécaniques quasistatiques

Nous avons les résultats suivants.

Lemme 2.2.7 (voir[7]) Supposons (2.144) wverifié. Alors pour (n,u,x) € C(0,T;H x V' x
L3(Q)), L’application A(n, u,x) : [0,T] = H x V' x L*(Q) a un élément unique (n*, u*, x*) €
C(0,T;H x V' x L*(Q)) tel que A(n*, pu*, x*) = (n*, 1", X*)-
Démonstration Soient (1, pt1, X1), (M9, ft2, X2) € C(0, T;H x V' x L*(Q)), et t € [0,T].

Nous utilisons la notation U, = W, Uy, = Van, = Vi, Gy, = Gis Oy, = 0; et oy, = o, pour
i=1,2.

On utilise les relations (2.119)-(2.121), on obtient

A, i, X1) () = Az, 2, x2) (B)llaexvixzz@)

< Lol () = wa@®llv + 16 = GO)llzz(e) )

+ Ly / (Ilos() = @a(s5) I + Lallvas) = va(s)llv

(2.190)
I (s) = a(s) o+ 161(5) = 02(5)l| 20y ) ds
+ My (s (t) = ws(®)llv + 16 (8) = GOl )
+ Ly (o) = oa(®) e+ Iv1(8) = V2Ol + 10:(8) = 6a(8) 1)
Puisque
t
u; () = / v; (s)ds 4+ ug, vVt € [0,7], (2.191)
0
on a
t
fus(t) = wa(®)lly < [ i (9) = va () v (2.192)
0
Appliquant les inégalités de Young-Holder, on obtient
||A(7717M17X1)<t> - A(7717Mth)(t)HHxV'xL?(Q)
t
< (16 (1) = Gl + / (lors(s) = o2(5)]
0 (2.193)

+[vils) = vals)llv + [lui(s) = ua(s)lv

+[[61(s) — 92<s>||L2(Q>)ds).
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Puisque
oi(t) = A'(e(vi(t))) +mj (1), Vt € [0,T].
alors
> (Ale (il (¢)), e(vh) — e(ad (1))
< J(vi, va,w) + ji(ve, vi,w) = j(vi, vi,w) = j(v2, va, w)
Donc, en utilisant (2.118), (2.133), on déduit que

malvi(s) = Va()l < CEllall oo ([Nl + 1) Ivi(s) = va(s)l;

+mi(s) = 1) [aellva(s) = va(s)l3

L’inégalité de Gronwall, implique

IV1(s) = va(s)[li < Cllm(s) = n2(s) 115

/Hm ~uals mw<c//wm () ndrds

_A|m<> na(s) eds

Pour la température, si on prend la substitution u = p; , u = p dans (2.167) et en soustrayant

ensuite

les deux équations obtenues, on déduit en choisissant v = #; — 6, comme fonction test

|M@wﬂmmam+a/nm@—%@m
< [ ) = 9l 160 () = 62 ()l ds. vt € [0.7),

En utilisant les inégalités de Holder et de Young, on déduit que

u&w—%@wam+/uawwwxw@w

/Wn ()2 ds ¥t € [0,T].

On utilise I'inclusion L?*(Q2) C V', on obtient
t
IM@%WMM$@+/H&®—%@W%m@

C/Hm ()2 ds vt € [0,T].
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De cette inégalité, combinée a I'inégalité de Gronwall, on déduit que

101 () = 02 (8)[[ 72y < C [fy s (5) = pia (5|3 ds (2.194)
Pour I'endommagement, de (2.170) on déduit que
(él - é% G — Cz)m(sz) + al(Cl — (2,1 — <2) < (Xl — X2,C1 — Cz)L?(Q)7 ppte (07 T) :

On inteégre 'inégalité précédente par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales

<1(0> = CQ(O) = CO et l’lnégahté a (Cl — CQ, Cl — Cg) = 0 pour trouver

3160 = GOl < [ (0(s) = xa(s).G(5) = Gls)azimds,

ce qui implique

16(8) = G(D) 1220 /||X1 = x2(9)ll720 d8+/ I1€1(5) = Ga()) 1720y .

Cette inégalité, combinée a I'inégalité de Gronwall, conduit &

160 = GOl < C [ 1) —xalsmds, HeTL (2199
On substitue les estimations (2.194) et (2.195), dans (2.193) pour obtenir

A (1, g1, x1) (8) = A2, i, X2) ()T s 120

T
<C / s X)) — (s 12, x2) () By .
0

Ainsi, pour m suffisamment grand, A™ est une contraction sur C(0,T;V x L*(2)), et donc A

a un point fixe unique dans cet espace de Banach.

Existence Soit (n*, u*, x*) € C(0,T; H xV'x L*(Q)) le point fixe de A défini par (2.185)-(2.188)

et soit h* = hy. le point fixe de Popérateur A, donné par le lemme2.2.1. notons

u, — u

wn ¥ 0* - Qwﬂq C* - wa*-

o, = Ale(a)+g" (e(u), ;) + F(0L, C)
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Ai(m*, p, x*) = n, Ae(m*, 1", x*) = p* et As(m*, 1, x*) = x*, les definitions (2.186)-(2.188)
montrent que (2.135)-(2.141) sont satisfaits. Ensuite, dans les lemmes 2.2.1, 2.2.3-2.2.6 les condi-

tions de la régularité (2.142)-(2.146) sont vérifiées.

Unicité Soit w* le point fixe de 'opérateur £ donné par (2.174). La solution unique (uy, o, 0, ., w*)
est une conséquence de l'unicité du point fixe de l'opérateur A défini par (2.185)-(2.188) et la
solution unique des probléemes PV, PV, , PVet , PV, qui compléte la preuve du théo-

réme.
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Chapitre 3

Résolution du probléme thermomécanique

dynamique

Cette partie est consacrée a I’étude de l'existence et de I'unicité de la solution d’un probléme
de contact dynamique entre un corps élasto-viscoplastique et un obstacle rigide. Le contact est
frictionnel et bilatéral, le frottement est modélisé avec la loi de Tresca avec échange de chaleur.
Nous employons la loi de comportement élastique-viscoplastique avec endommagement pour le
matériau. L’évolution de 'endommagement est décrite par une inclusion de type parabolique.
Nous établissons une formulation variationnelle pour le modéle et nous prouvons I’existence d une
solution faible unique du probléme. La preuve est basée sur un résultat d’existence et d’unicité
d’inégalitées paraboliques, d’équations différentielles et d’arguments du point fixe.

Ce chapitre est organisé comme suit.

D’abord, nous décrivons le modéle mathématique du probléme, nous introduisons des nota-
tions, et nous listons les hypothéses sur les données du probléme.

Puis on donnera le probléme variationnel du modéle.

Enfin, nous énongons notre résultat principal d’existence et d’unicité et nous donnons sa

démonstration.
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3.1 Le cas des matériaux thermo-elastique-viscoélastiques

avec endommagement

3.1.1 Formulation du probléme mécanique- hypothéses

Soit un corps elastoviscoplastique qui occupe un domaine borné Q C R? (d = 2,3) avec une
surface frontiére réguliére, partitionnée en trois parties disjointes I'y, I's et I's , correspondant
aux conditions aux limites mécaniques, d’une part, et en deux parties (S; =1I';, Sy =TI'y) cor-
respondant aux conditions thermiques. On suppose que mes I'y > 0. Le corps et I'obstacle rigide

sont en contact bilateral avec frottement le long de la partie I's.

Soit T' > 0 et [0, 7] 'intervalle de temps considéré. On note par v la normale unitaire sortante
a I'. Le corps est encastré sur I'y dans une structure fixe, le champ de déplacement disparait 1a.
Sur I'y agissent des tractions surfaciques de densité f; , dans €2 agissent des forces volumiques
de densité fy. De plus, le processus est dynamique et les termes inertiels sont donc inclus dans
I’équation du mouvement. Le corps est en contact avec frottement et endommagement sur la

partie I'3. Nous prenons en considération les propriétés mécaniques du corps.
Probléme P3

Trouver le champ des déplacements u : Q x (0,7) — R? le champ des contraintes o :
Qx (0,T) — S¢, la temperature 0 : Q x (0,7) — R, et 'endommagement £ : Q x (0,7) — R

tels que
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o = As(a)+G(e(u),§) + /Ot F(o(s) = As(a(s)).e(u(s)))ds — Cet (3.1)
0 — divK(A) = r(0,€) +q, sur Qx (0,7T), (3.2)
€ — kAL + 9pp(€) 3 S(e(u),€),  dans Q x (0,7), (3.3)
dive +fy = pii  dans Q x (0,7), (3.4)
u=0 surly x(0,7), (3.5)
o-v="_f surTyx(0,T), (3.6)
—kijg—inj = ke (0 — 0p) + hy (J0,]), sur Ty x (0,7), (3.7)
% =0 sur [ x (0,7), (3.8)
u, =0, |o[<yg

lo.| <g=1,=0, surlsx(0,7), (3.9)

lo| =g= 3A>0tel que o, = — A,
0 =0, sur([buly) x(0,7), (3.10)
u(0) = ug, 1(0) = vy, &(0) =&, 0(0) =6, dans (3.11)

Premiérement, les équations (3.1) (3.2) et (3.3) représentent la loi de comportement élasto-
viscoplastique avec endommagement et effets thermiques, 1’équation (3.4) représente ’équation
du mouvement ou p représente la masse volumique. Les équations (3.5), (3.6) représentent res-
pectivement les conditions aux limites de déplacement et de traction. (3.7),(3.8) représentent
respectivement les conditions aux limites de Fourier pour la température et une condition aux
limites homogéne de Neumann pour ’endommagement sur I". Dans (3.9) nous supposons que le
contact est bilatéral, par conséquent, le déplacement normal u, s’annule sur I's x (0,7"). Nous
donnons le processus de frottement avec la loi de frottement de Tresca, ol la seuil de frottement
est g, supposé ne dépendre que de chaque point de I's, 11, désigne la vitesse tangentielle et o,

représente la contrainte tangentielle. Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explici-
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tement la dépendance de diverses fonctions sur les variables x € QUT et ¢t € [0,7T]. L’équation
(3.10) signifie que la température s’annule sur (I'y UT'y) x (0,7). Les fonctions uyg, vo, & et 6y
dans (3.11) sont les données initiales.

Pour obtenir la formulation variationnelle du probléme P3 mnous avons besoin d’introduire
quelques notations et hypothéses supplémentaires

L’opérateur de viscosité A : Q) x S¢ — S? satisfait les propriétés suivantes :

((a) Il existe L4 > 0 telle que

|.A(33,€1) - A($,€2)| < LA|€1 - £2|

pour tout &,,&, € S¢, p.p. ¢ € Q.
(b) Il existe m_4 > 0 telle que
) (3.12)
(A(x, &) — Az, &) - (&1 — &) = mal€ — &
pour tout &,,&, € S%, p.p. ¢ € Q.

(c) L’application x — A(x, &) est Lebesgue mesurable sur €2, pour tout

¢ c s

( (d) L’application x +— A(z, 0) est continue sur S¢, p.p. = € Q.

L’opérateur d’élasticité G : Q x S x R — S? satisfait les propriétés suivantes :

((a) Il existe Lg > 0 telle que

1G(2,&1,¢1) — G(x,&5,C0)| < Lg(|£1 — &l +1¢; — C2|)7

pour tout &,,&, € S¢, et pour tout ¢;,¢{, €R, p.p. T € Q. (3.13)
(b) L’application & +— G(x,&,¢) est Lebesgue mesurable sur 2, pour

tout € € S?, et pour tout ¢ € R.

[ (¢) L’application « — G(x,0,0) est dans H.
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L opérateur de visco-plasticité F : 2 x S x S — S? satisfait :

((a) Il existe Ly > 0 telle que
|F(x,01,61) — F(@,09,22)| < Lr(|oy — os] + |61 — &3])

pour tout o1,09,¢1,62 € S? p.p.x € Q,

(3.14)
(b) L’application  +— F(x,0,¢) est Lebesgue mesurable sur €2, pour
chaque o, ¢ € ¢
(c) L’application @ — F(x,0,0) est dans H.
La fonction source d’endommagement S : Q x S x R — R satisfait :
((a) Il existe Lg > 0 telle que
(®,&1,61) — S(x, &, )| < LS(|€1 =&+ (G - <2|>
pour tout &,,&, € S et (;,( € R p.p. x € Q,
! (3.15)
(b) L’application & — S(x, &, {) est Lebesgue mesurable sur €2, pour tout
¢cShet ( ER,
(c) L’application & — S(x,0,0) est dans L?(2),
((d) S(z, &, () est bornée pour tout £ € S¢, ( €R p.p. & € Q.
L opérateur de la dilatation thermique C, :§ x R — R satisfait :
((a) Il existe Le, > 0 telle que
Ce(x,0:1) — Ce(z,02)] < Lc, |01 — 0,
pour tout 81,05 € R, p.p. © € ().
(3.16)

(b) Ce = (cij), ¢ij = ¢ji € L™ ().
(c) L’application x — C.(x, 0) est Lebesgue mesurable sur €2,

pour chaque 0 € R.

( (d) L’application  — C.(x,0) € H.
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L’opérateur de la conductivité thermique K : 2 x R — R satisfait :

((a) Il existe Lk > 0 telle que
|K(x,r) — K(x,re)| < Lg|r1 — ro

, pour tout ri,ry € R, p.p. € Q. (3.17)
(b) kij = kj; € L™ (Q), kijjouo; < cpaa; pour un ¢, > 0, pour tout
(O(Z') € R.

[ (¢) L’application & — k(x,0) est dans L? (Q2).
Nous supposons que la fonction tangentiel h, : I's x R — R, satisfait :

((a) Il existe L, > 0 telle que

T(x,71) — he (T, 10)| < Loy — 19

pour tout r1,79 € Ry, p.p. © € Q. (3.18)

(b) L’application @ + h,(x,r) est Lebesgue mesurable sur I'; pour tout

T€R+.

( (¢) L’application @ +— h.(x,0) est dans L*(T'3).

Un exemple concret de fonction tangentielle h, est donné par

he (z,7) =X(z)r, Vr e Ry, p.p x €T3,

ou A € L™ (I'3,Ry) représente un certain coefficient de taux pour le gradient de la température.

La densité de masse satisfait
p € L>®(Q), il existe p* > 0 tel que p(z) > p*, ppzr € (3.19)
et
g€ L>*(T3), ¢g=>0, p.p.surl; (3.20)

Nous supposons aussi les régularités suivantes

fo € L*(0,T;H), f,€ L*(0,T;L*(T2)"), q€ L*(0,T;L*()) . (3.21)
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Les données initiales satisfont

u eV,voe H (3.22)
&EF (3.23)

by c B (3.24)

0r € L* (0,T; L* (T3)) (3.25)
ke € L™ (Q,R,) (3.26)

La fonction r : V' — L% (Q) vérifie qu’il existe une constante L, > 0 telle que

(V1 6) =1V, &)l o) < Lo ([Vi=Valy +[6=E)]) (3.27)

\ Vi,Vy € V, 51,52 €R
Nous utilisons un produit interne modifié sur H = L? (2)? donné par
(0, v))y = (pu,v)y, Yu,veH

c’est-a-dire qu’il est pondéré avec p. Soit ||.||; la norme associée, c’est-a-dire

1
HVHH - (pV>V)12{7 VweH
La notation (.,.)y,, représente I'appariement de dualité entre V' et V. Ensuite, nous avons

(W, V) =((0,v))y, YueH, VveV

Il découle de 'hypothése (3.19) que ||.||; et |.|; sont des normes équivalentes surH, ainsi que
le mappage d’inclusion de (V,|.|;,) en (H,||.||;;) est continu et dense. On note V' I'espace dual

de V. En identifiant H avec son propre dual, on peut écrire le triple de Gelfland

VcHCcCV.
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De (3.21) nous définissons f (¢) € V pour t € (0,7) par

E@),V)yy = /Qfo(t) -vdx —l—/F f5(t)-vda Vv eV, (3.28)

notons que

feL?(0,T:V).

On définit la forme bilinéaire j: H' (Q) x H' (2) - R

a(s,() = /{/ﬂVg -V{dx. (3.29)

Ensuite nous définissons la fonctionnelle j : V' — R par

J(v) :/ g|vslda, VveV.
I's

3.1.2 Formulation variationnelle

En utilisant un argument standard, nous obtenons la formulation variationnelle suivante du

probléme mécanique (3.1)—(3.11).
Probléme PV

Trouvez le champ de déplacement u : [0,7] — V| le champ de contraintes o : [0,7] — H,

la température 6 : [0,7] — E, et 'endommagement ¢ : [0,7] — E4, tels que pour t € (0,7
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o (1) = As(a (1) )46 ((u (1) £ (1))
T / ' Flor () — As(it(s) ).e(u (5)))ds — C.6 (1)
(8 (1) w0 — 0 (5) ey + (0 (£) (w2 (£))y
T (w) = (@ (0) = (E(6) w0 (D). VweV

6(t)+ K0 (t)=Ru(t)+Q(t), dansE'
(€(1),¢ = €M) 2@ +a(€(t), ¢ =€ (1)
> (S (e (w(t)) € (£) . — € (8)) (0
pour tout £ (t) € F,( € Fette (0,T)

Ll(O) = Up, U(O) = Vo, 8(0) = 80, 5(0) = 507

OuQ:[0,T|—-FE,K:E— FE. et R:V — E sont donnés par

Q) s1)pyp = / ko (£) nda + / ¢ (1) ndz,
d
or On
K - AR k.rnda,
< T, n)E'/XE Z/g; ]axj axl x+/1‘3 T77 a

ij=1

r@nds [ b (o) nda,

I's

(Ro.p = |

Q

pour tout v € V,n, 7 € E.

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

Nous remarquons que le probléme variationnel PV est formulé en termes de champ de dé-

placement, de champ de contraintes, de température et d’endommagement. L’existence de la

solution unique du probléme PV est énoncée et prouvée dans la section suivante.

3.1.3 Existence et unicité de la solution

Les principaux résultats sont énoncés par les théorémes suivants
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Théoréme 3.1.1 (voir[8]) Supposons que (3.12)—~(3.27) sont vérifié s, alors il existe une solu-

tion unique {u,o,0,£} au probleme PV'. De plus, la solution a la régularité

uec Wh0,7;V)nCY0,T; H) N W?*(0,T; V"), (3.38)
o c L*0,T;H),dive € L*(0,T; V'), (3.39)

0 cC,T;L*(Q)NL*0,T; B) N W'(0,T; E'), (3.40)
£ Wh(0,T; L* (Q)) N L*(0,T; H' (Q)). (3.41)

Nous concluons que sous les hypothéses (3.12)—(3.29), le probléme mécanique a une solution
faible unique avec la régularité ci-dessus.

Soit n € L*(0,7;V’) dans la premiére étape, nous considérons le probléme variationnel
suivant :

Probléme PV1,

Trouver le champ de déplacement u,, : [0,7] — V| tel que

(ty (1), w =y (1)) 1y + (A(y (1)), (w1, (t)));, +
(o (), e(w=a(t)))y +j (w) = j (4, () + (n (), w — 0y (£)) 11y (3.42)
= (1), w—10y1))y .y, YweV

)
)

u, (0) = Up, ﬁn (O) =V (343)
Nous définissons £, (t) € V' pour p.p.t € [0,T] par

(£, (), w)vixy = E @) =0 (t) ,w) - (3.44)

on en déduit

f,€ L?(0,T;V"). (3.45)

Nous définissons l'opérateur A : V' — V' par

(Av,w)yxy = (Ae(v),e(w))y, Yvaw e V. (3.46)
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Nous considérons I'inégalité variationnelle suivante.
Probléme QV,

Trouver la vitesse v, : [0, 7] = V| tel que

(Vi (1) s w = vy () sy + (AVy (8), 0=y (), + 5 (w0) = J (v (1))
> (£, (1), w—vy (), YweV,pptel0,T],

(3.47)

v, (0) = vo. (3.48)
Dans I'étude du probleme QV,, nous avons le résultat suivant :

Lemme 3.1.1 (voir[8]) Pour tous les n € L*(0,T;V"), QV, a une solution unique avec la
réqularité

v, €C(0,T; H)NL*(0,T; V)N W (0,T; V'),
Démonstration Nous commengons par I'étape de la régularisation (voir[13]). Nous définissons
h(t)=1,(t), tel0,T]

et pour tout ¢ > 0

Je (w) = / g\ |w,|* + e2da, Yw e V.
I's

Aprés une certaine opérations algébriques, pour tout € > 0, j. est convexe et C! sur V, et sa

dérivée au sens Frechet satisfait
3C >0, Yw e V|5l (w)ly < Clglpzry -

D’aprés (3.12) et la monotonie de j’, il découle de I’équation classique de 1’évolution du
premier ordre que

Ve >0,v; € L*(0,T;V)n W (0, T; V")

on a

A%

(t) + (Avg () + J2 (Ve (1)) = h(t) dans V', pptel0,T],
(0) =0

" (3.49)

€
V77
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Ensuite, on obtient

(Vf7 (1), w— v (t))v,xv + (Avf7 (), w—ve (t))\//xv + je (w) — Je (Vf7 (t)) (3.50)
> (h(t),w—vE (t))v,xv, Yw e V,pp.tel0,T]
De (3.49), nous avons
(‘.f’f] (t) ’V; (t))V/XV (AV ( ) (t))V’XV + (]E (V767 (t)) 7sz (t)>V'><V
= (h(t),vi 1)y ppte0T]
En utilisant (3.12), et la monotonie de jZ, on déduit que
T
3C >0, vt €[0,T], \v;(t)\ch,/o \th<0 / dt<C’
Utiliser une sous suite pour trouver que
v; — v, faiblement dans L* (0,73 V) et faiblement étoile dans L* (0,T; H), (3.51)
Vi — v, faiblement étoile dans L* (0, T; V7).
Il s’ensuit que
v, €C(0,T; H) et v, (t) — v, (t) faiblement dans H, V¢ € [0, 7] (3.52)
En intégrant (3.50),
nous avons Yw € L?(0,T;V)
fOT (ve, w) dt+f0 (Ave, w) dt—i—fo Je (w) dt
T
> [y (V5,v5),, dt—irfo (Ave, Vi), dt+f0 je (ve)dt + [ (hyw — V) dt
(3.53)

> Lve ()]}, = 3 Vo O)], + fo (Ave, V), dt

+foTj€( )dt+fo (7w — )V’xvdt
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A partir de (3.51), (3.52) et de la semi-continuité faible inférieurement , nous obtenons que

pour tout w € L*(0,T;V) :

T . T T . :
Jo Grpw =v)p oy dt+ ) (Avg,w=vy)y. dt + [ j(w) = j (v,)dt
T
> Jo (hyw = V) -
L’inégalité précédente implique (voir [13]) que
(Vi () s w = vy () sy + (AVy (1) s w=vy (8)) sy + 5 (0) = j (v (2))
> (h(t),w—vy 1)y, YweVpptel0,T].

Nous concluons que le probléme QV, a au moins une solution

v, €C(0,T; H)Nn L*(0,T; V)N W"2(0,T; V")

1

Pour 'unicité, prenons v,

VTQ] deux solutions de QV, . Nous utilisons(3.47) pour obtenir pour

a.et €[0,77,

(V2 (t) =¥, (t), V2 (t) — v, (t>)wxv + (AV] (t) — Av, (t) Vi (t) — v, (t))v,xv <0

En intégrant 'inégalité précédente, en utilisant (3.12)et (3.46), nous trouvons
1, 102 Y 1 2
§’vn(t)—vn(t)‘H+mA !Vn(s)—vn(sﬂvdsg()

0

ce qui implique

Soit maintenant u,, : [0, 7] — V' la fonction définie par
t
w, (£) = / v, (s)ds + 1o,  VEe[0,T]. (3.54)
0
Dans I’étude du probléeme PV1,, nous avons le résultat suivant :

Lemme 3.1.2 (voir[8]) PV1, a une solution unique satisfaisant la régularité exprimée dans

(3.38)
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Démonstration la preuve du Lemme 3.1.2 est une conséquence du lemme 3.1.1 et de la relation

(3.54).

Dans la deuxiéme étape, nous utilisons le champ de déplacement u, obtenu dans le lemme
3.1.2 pour étudier le probléme variationel suivant :
Probléme PV?2,

Trouver la température 6, : [0,7] — E, telle que

0, (t)+ K6, (t) = Ra,(t)+Q(t), dans E', pptecl0,T] (3.55)
6,(0) = 6 (3.56)
Dans I’étude du probléeme PV2,, nous avons le résultat suivant :
Lemme 3.1.3 (voir[8]) PV2, a une solution unique qui satisfait :
0, € C (0,T;L*(Q)) NL*(0,T; Eyn W' (0, T; E") . (3.57)
De plus, 3C > 0 tel que V1, mo € L* (0, T; V")

[0 (1) = by (8)] 120y < C/O [ (s) =2 (s)ly- ds, vt € 10,77, (3.58)

Démonstration Le résultat découle de I’équation classique d’évolution du premier ordre donnée
dans [3].

Ici le triplet de Gelfand est donné par
EcL*Q) = (L*(Q) cFE.
L’opérateur K est linéaire et coercif. Par I'inégalité de Korn, nous avons
(K7, 7)prp 2 Clrlp -

Ici et ci-dessous, C' > 0 désigne une constante générique dont la valeur peut varier d’une ligne

a lautre.

80



Chapitre 3 Reésolution du probléme thermomécanique dynamique

Soit n € C(0,T;L?()) et considérons le probléme variationnel suivant pour 'endommage-

ment

Probléme PV3,

Trouvez l'endommagement &, : [0,7] — H'(2) tel que &,(t) € F et

(& (1), ¢ = & ()12 + a (& (1), = & (1))
> (S(e(u(t),& ). ¢ =& (1) 20
& (0) =& (3.60)

(3.59)

pour tout £ (t) € F,( € Fette (0,T)

Notez que si f € H alors
(fs0) iy = (f,0) 5, Vv € H.

On applique le théoréme 3.1.1 (voir annexe) pou résoudre le probleme PV3,,.
Lemme 3.1.4 (voir[8]) Il existe une solution unique &, au probléeme auziliaire PV 3,, telle que :
& e WY (0,T; L () NL* (0, T; H' (Q)) . (3.61)

Le lemme ci-dessus découle d'un résultat standard pour les inégalités variationnelles parabo-

liques

Démonstration L’application d’inclusion de (H! (€2), || Al pq)) vers (L2 (), || |[£2(q) est continu
et son rang est dense. Nous notons par (H'(Q)) D'espace duel de H' (Q) et, en identifiant le

dual de L? () avec lui-méme, nous pouvons écrire le triplet de Gelfand
H'(Q) C L*(Q) c (H' ().

Nous utilisons la notation (-, -) z1(qy)x 1 () POUr représenter la dualité appariement entre (H ()

et H' (Q2). Nous avons

(5 5>H1 Q) xHY(Q ):<£7ﬁ>L2(Q)7V£€L2(Q)756HI(Q)
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et nous notons que F est un ensemble convexe fermé dans H' (Q2). Ensuite, en utilisant la

définition (3.29) de la forme bilinéaire a , et le fait que §, € F.

Dans la quatrieme étape, nous utilisons le champ de déplacement wu, obtenu dans le lemme
3.1.2, 0, obtenu dans le lemme 3.1.3 et 'endommagement §, obtenu dans le lemme 3.1.4 pour
construire le probléme de Cauchy suivant pour le champ de contraintes.

Probléme PV4,

Trouver le champ de contrainte o, : [0,7] — H tel que

o,(t) = Q(z-s(u77 (t),&, (t))) + /0 ]-"(a,, (s),e(u, (s)))ds —C.H(t)
vt € [0,7T]. (3.62)

Dans I'é¢tude du probléeme PV4,, nous avons le résultat suivant :

Lemme 3.1.5 (voir[8]) PV4,a une solution unique o,, € W' (0,T;H). De plus, si o;,u;,0;
et & représentent respectivement les solutions des problemes PV4,, PV1,, PV2, et, PV 3, Pour
ni € L2(0,T; V') i = 1,2 alors il existe C > 0 tel que

o1 (8)—r2(t) [, < C|us (8) —uz ()7, + 161 (£) =5 (8) 20y +

64 (1) =& (1) ooy + /0 [y (5) —us (s) %, ds) ¢ € [0, 7] (3.63)

Démonstration Soit A, : L? (0,T;H) — L* (0,T;H) Popérateur donné par

Ao (t) =G (e(uy (8) &, (1)) +/0 F (o (s),e(uy (s)))ds — Ceb (t) (3.64)

pour tout o, € L?(0,T;H) et t € [0,T]. Pour o1,05 € L?(0,T;H), nous utilisons (3.64) et

(3.14) pour obtenir pour tout t € [0, 7] :

|Ayoi(t)—Ayoa(t)],, < Lr|oi(s)—oa(s)|y ds.
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Il découle de cette inégalité que pour p assez grand, l'opérateur AP est une contraction de
lespace de Banach L? (0,T;H), et il existe donc un élément unique o, € L*(0,T;H) tel que
A,o,(t) =0,. De plus, o, est la solution unique du probléme PV4,, et en utilisant (3.62), la
régularité de u,;, la régularité de &,, la régularité de 6, et les propriétés des opérateurs G, F, et
C., il en résulte que o, € W2 (0,T; V).

Considérons maintenant 1,,n, € L?(0,T;V’) et pour i = 1,2 on pose u,, = w;, 0, = 0; ,

&y, = & et 0, = 0,. Nous avons

O'Z(t) :g(e(ui (t) ,51‘ (t))) + A F(Uz (S) ,e(ui (s)))ds - 0692- (t)

et en utilisant les propriétés (3.14) , (3.15), (3.16) de G, F et C, respectivement nous trouvons

o1 (8)—0r2(t) 3, < CJuy (£) —ug ()]}, + 162 (1) =02 ()]0 + €2 (1) —E2 (8) 720
+ fy loi(s)—oa(s)3, ds) + [y [ui(s) —uz (s)}ds, ¥t e [0,7].
Nous utilisons 'argument de Gronwall dans I'inégalité précédente pour déduire (3.63), ce qui

achéve la preuve du lemme 3.1.5.

Enfin, nous définissons 'opérateur
A:L*(0,T; V') — L*(0,T; V')

par
(An(t),w)yr = (Ge(uy (1) &, (1)) £(w))yy
+( Jy Floy (s),e(u, () ds — Cuy (t) ,£(w)),,, 'Vt € [0,T]

Ici, pour tout n € L*(0,T;V’) u,, 6, , &, et o, représentent le champ de déplacement, la

(3.65)

température, ’endommagement et le champ de contraintes obtenu dans les Lemmes 3.1.2, 3.1.3,

3.1.4 et 3.1.5 respectivement. Nous avons les résultats suivants :

Lemme 3.1.6 (voir[8]) L’opérateur A a un point fize unique n € L* (0, T; V") tel que An =n.
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Démonstration Soient maintenant n,,m, € L*(0,7;V’). Nous utilisons la notation u,, = u;,

U, =V, =V, 0y, =0; ,&, =& et 0, =0, pour i = 1,2. on utilisant (3.12),(3.14), (3.21), et

i

(3.65) pour obtenir

i

|A771(t)_A"72(t)|%// < O (t) —uz <t>|%/ + 101 (t) 02 (t)|i2(ﬂ) + & (1) =& (t)‘i2(9)

T 2 T 2 (3.66)
+ [y lou(s)=oa(s)ly ds + [y [w (s) —us ()] ds)
Nous utilisons ’estimation (3.63) pour obtenir
A 6)=Ama (O, < € ()9 O+ 1000 02 Ol 16 0) -6 Oy,

+ Jo Tug (s) =z (s)[3 + Ji 161 (5) =02 ()]0 ds)

De plus, de (3.47) on obtient

(\./'1 — \./'2, Vi — VQ)V/XV + (.AVl — .AVQ, Vi — V2>V/><V

< —(m =2, Vi — Va)yup
Nous intégrons cette inégalité dans le temps. Nous utilisons les conditions initiales vy (0) =

vy (0) = vy, la relation (3.46) et (3.12) pour trouver que

T T
mA/ |vi(s) —vq (s)ﬁ/ ds < C’/ [n.(t)—n5(t) |y [vi (s) —Vva (s)|, ds
0 0
Pour tout ¢t € [0,7]. Puis, en utilisant I'inégalité 2ab < 7‘;—1 + myb® , nous obtenons
T , T
[ mev@ha<c [ me-melds  webr) @)
0 0
Puisque u; (0) = us (0) = up nous avons
2 g 2
()= (0} < C [ v (5) =va 0)f
Nous utilisons 'inégalité précédente et (3.67) pour obtenir

[An, (£)=Amy (0[5, < C(fy Vi (s) —va ()]} ds+
|61 () —0- (t)|i2(9) +1& () =& (t)|i2(m + foT 161 (s) =62 (5)‘%2(9) ds)
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Les estimations (3.68) et (3.58) impliquent que

hwﬁ%NMW§§ACm&%m®ﬂ%

Réitérer cette inégalité m fois conduit a
cmrm
2 2
‘Amnl_Amn2|L2(0,T;V/) < ol |7I1—772|L2(0,T;V')

Pour m suffisamment grand, A™ est une contraction de 'espace de Banach L? (0,T;V"), et

donc A a un point fixe unique.
Maintenant, nous avons tous les ingrédients nécessaires pour prouver le théoréme 3.1.1.
Démonstration Soit n* € L?(0,T;V’) le point fixe de A defini par (3.65) et notons

u = un*, 9:977*7625'7*’ g = 0'7]* (369)

o = As(u)+o” (3.70)

Nous prouvons que (u,0,&,6), satisfait (3.30)-(3.34) et (3.38)-(3.41). En effet, nous écri-
vons (3.62) pour n = n* et utilisons (3.69)-(3.70), nous obtenons que (3.30) est satisfait. Nous

considérons (3.42) pour n = n* et utilisons la premiére égalité dans (3.69) pour trouver

(G (), w—a(t))y + (Ae(@), e(w—(t))y +j (w) —j(a(t)

(3.71)
+(77* (t)7w_i1 (t))V’xV > (f (t)aw_ﬁ(t))V/va Yw eV
I'équation An* = n* combiné avec (3.65), (3.69) et (3.70) montre que
(7 (1), w)yrey = G (e (u(t)) € () + (3.72)

(fi F(o (s) — As(u(s) )e(u(s))ds — Cb (1) & (w)) YweV
Nous substituons maintenant (3.72) dans (3.71) et utilisons (3.70) pour vérifier que (3.37)

est satisfait. Nous écrivons (3.55) pour n = m* et utilisons (3.69) pour trouver que (3.32) est

satisfait. Ainsi, (3.34) est satisfait lorsque les régularités (3.38) et (3.41) découlent des Lemmes
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3.1.2 et 3.1.3. La régularité o € L?(0,T;H) découle des Lemmes 3.1.2 et 3.1.3, les suppositions
(3.12) et (3.70). Enfin, (3.31) implique que

dive + £y (t) = pii (t) in V', p.pt€|0,T]

et donc par (3.19) et (3.21), nous trouvons dive € L? (0,T;V"). On en déduit que la régulariteé
(3.40) est vérifiée, ce qui termine la partie existence du théoréme 3.1.1. L’unicité de la solution

du théoréme 3.1.1 est une conséquence de I'unicité du point fixe de 'opérateur A défini par (3.65)

et la solution unique des problémes PV1,, PV2, PV3, et PV4,.
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Conclusions et perspectives

Conclusions

Conclusions théoriques

- Résultat d’existence et unicité.

- L’analyse variationnelle des modéles : la résolution d’un probléme thermomécanique se
rameéne & un probléme mécanique isotherme.

Conclusions mécaniques

- Interprétation contact, frottement, usure...

- Modélisation thermomécanique : les lois thermomécaniques peuvent-étre obtenus en asso-
ciant en paralléle les contraintes thermiques et mécaniques.

Perspectives

Cette thése permet de trouver quelques problémes ouverts dans la mécanique de contact et
les méthodes de résolution de tels problémes mécaniques.

- Formulation du probléme (thermo électro-mécanique, thermo magnéto mécanique, ou mul-
tiphysiques).

- Les hypothéses sur les données (les différents opérateurs des lois de comportement, les lois

de contact utilisées).
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Annexe

Nous donnons ici quelques définitions et propriétés sur les espaces fonctionnels associées a
I’étude des problémes thermomécaniques, nous énoncons quelques théoréme classiques d’exis-
tence et d’unicité. En outre, dans la rédaction de cet annexe, nous avons utilis¢ [5]. Pour plus

de détails sur les espaces on renvoit par exemple & [28].

Rappels sur les espaces de Hilbert
Soit X un espace vectoriel et (.,.)xy un produit scalaire sur X c’est a dire
()x: X xX >R

est une application bilinéaire symétrique et définie positive .

On note par |.|x 'application de X dans R, définie par :
1
ulx = (u,u)%

|.|x s’appelle la norme sur X. On dit que X est un espace de Hilbert.

H, H sont des espaces de Hilbert munis respectivement par les produits scalaires suivants :

(u,v) = [wwdr  VYu,ve H
Q

(o,7) = [oymyde No,T €H
0
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Définitions des espaces H et H

De l'espace des fonctions mesurables de carré intégrables L?(Q); on a
H=[L*QF , H=[L(Q)]
Leurs normes sont définies comme suit :

‘U‘?{:/’U\Qdﬁ , Yue H ; !U\%Z/\Uﬁdx , Yo € H.
Q Q

Espaces liés aux differrents opérateurs étudiés :

Espace lié & D'opérateur de déformation ¢ :

Soit ¢ : H — H on définit I’espace lié a cet opérateur par :
Hy={ue€ H/e(u) € H}.
est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :
(u, 0) i, = (u,v) i + (e(u),€(v))n-
et la norme associée est définie par :
ulfy, = [ulfy +[ulz Y € Hi.

Espace lié a D'opérateur divergence Div

L’opérateur de divergence est défini par :
Div:H—H

tel que
DZ’U¢ = (8192523), ’L,j = 1, 2, 3 \V/(Z§ eH

90



Annexe

L’espace lié & cet opérateur est définie par :
Hi={oc€eH | Divoe H}
c’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :
(0,7, = (0,T)3 + (Div(o), Div(T))g.
et la norme associée est définie par :
013, = |ol5 + |Divoly, Vo € H,

Espace lié a D'opérateur de la température 0 :

Soit @ : H — H on définit Pespace lié a cet opérateur par :
ﬁlz{eel:]/VHE';’:[}

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

et la norme associée est définie par :
|0|%,1 = |9|§{ + |0|3{ V0 € H;.

Espace lié a ’opérateur divergence div

L’opérateur de divergence est défini par :
div:H — H

tel que
divg = (0iqi), i,j=1,2,3 VgeH

L’espace lié¢ & cet opérateur est définie par :

Hi={qeH | divge H}
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est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :
(0.P)5, = (¢, Py + (div(q), div(p)) -
et la norme associée est définie par :

lal%;, = lalF, + |dival%, Vg€t

Quelques propriétés sur les espaces considérés
Pour un espace X de Hilbert nous avons les inégalités suivantes :
<f>g>X§’f’X‘g‘X7 vfageX

|flx —lglx < |f +9lx <|flx +lglx, Vf,geX

Nous avons :

lulg < |ulm,, |e(u)ly < |ulg, Yue€ Hi.

loly <|olu,, |Dively <l|oly, Yo & H;.

(o,e(u)) gy, + (Dvo,u)gyxm, =0, Yu € Hy,Vo € Hy

Nous avons aussi :

017 <1017, |VOlg <0z V0€ H.

ldlg < lalg,, |divalg < lalz, Va € Ha

(4, V0 i i, + (divg,0) g i, =0, V0 € Hi,Vg € Hy
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Les applications traces

Les applications traces pour les problémes mécaniques

Application trace associée a H,

Il existe une application linéaire , continue , surjective
1
~v:Hy — Hr = H2().

telle que yu = u/T" Yu € Hy ,

|7u|Hr S |U|H1

et une application inverse linéaire continue Z : Hr — H; tel que :

|Z (O, < c|Clu, YC € Hr, ¢>0

Application trace associée a H,

Il existe une application linéaire , continue , surjective
Yo :H, — Hr Y0 =0cv Yo € Hy
et une application inverse linéaire continue 7, : Hr — H; telle que
Y(Zs(¢)) = ¢, V¢ € Hy
v, vérifie la formule de base :
V0, YUW) frose . = (05 €(u)3 + (Divo,uyg, VYu € Hy, o€ H
On définit les espaces suivants :

V={ueH | yu=0 sur I'1},
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V ={o € Hy Divoc =0 dans Q, ov =0 sur I's}

W={oceHH |/ ov=0 sur I's}.

La formule de base devient :
(o,e(u))y + (Divo,uyg =0, Yu eV, o € W

(o,e(u))yy =0,Yu €V, 0 €V (laformule dorthogonalité)

Les applications traces pour les problémes thermiques

Application trace associée a H;

Il existe une application linéaire , continue , surjective

[NIES

&Iﬁl%gp:ﬁ (F)

telle que 40 = /T V6 € H, ,

701 5, < 1014,
et une application inverse linéaire continue Z : Hr — H; telle que :
Y(Z(Q)=¢, ¥ e Hr

1Z(Q)l g, < clClg, V¢ e Hr, ¢>0

Application trace associée a H;

Il existe une application linéaire , continue , surjective

Yo : My — H Fyq=qu Vg€ H
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et une application inverse linéaire continue Z, : Hr — H; telle que
%(ZL)(O) =(, V(€Hr
7, vérifie la formule de base :
(74, 39) o, = (0, VO) g + (divg, 0) g, VO € Hy, qeH,
On définit les espaces suivants :

V={0cH |3 =0 sur S},

V= {qeﬁl divg =0 dans €, qu =0 sur S¢}

W={qeH, /| qu=0 sur S,}.

La formule de base devient :
(¢, V)7 + (divg,0); =0, Vo€V, g€ W

(¢, VO)7; =0,V0 V. qeV (laformule d'orthogonalité)

Quelques theorémes d’existence

Nous citons certains theorémes utilisés dans cette thése, pour avoir plus de détails sur les

rappels figurant dans cette thése, nous proposons de voir par exemple [4].

Théoréme 3.1.2 (L’inégalité de Korn) Supposons que mesI'y > 0 , alors il existe une constante

C > 0 qui dépend de Q) et I'y telle que :

le(w)l > Clulm,

95



Annexe

Théoréme 3.1.3 (Lax-Miligram) Soit X un espace de Hilbert, soit a : X x X — R une forme

bilinéaire , continue et coercive. Alors
Ve X, e X tel que a(u,v) = f(v) Yve X.

Théoréme 3.1.4 (Minty-Browder) Soit X un espace de Banach, et soit A : X — X une ap-
plication non linéaire fortement monotone et de Lipschitz ¢’est-a -dire qu’il existe des constantes

M, m strictement positives telles que :

(Auy — Aug,uy — ug) ¢ v > mlug —ug| Yug,ug € X
|AU1 — AUQlX < M|U1 — Ule, Vul,u2 eX

Alors

pour tout f € X, il existe u € X unique tel que : Au = f.

Théoréme 3.1.5 Si A est un opérateur linéaire, continue et définie positif et A est convexe

fermé non vide de H, alors l'inéquation variationnel elliptique
uwe K, (Au,v —u)y > (f,v—u) YveH
possede une solution unique u € K.
Lemmes de Gronwall

Lemme 3.1.7 Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et
soit a > 0. Si ¢ € C([0, T];R) est une fonction telle que

12(t) < 1a® + [ m(s)p(s)ds + [, n(s)¢?(s)ds VYt € [0,T],

alors

o]l < (a+ [y m(s)ds) exp(fy n(s)ds) Vit € 0,77,
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Dans le cas particulier m = 0, le lemme devient :

Lemme 3.1.8 Soient n € C([0, T|;R) telle que n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit a > 0. Si
¢ € C([0,T];R) est une fonction telle que

50°(1) < 3 + Jyn(s)(s)ds vt € [0,7],

alors

l6()]| < a - exp(fyn(s)ds) Ve [0,T],

le résultat suivant concerne l'existence et I'unicité de la solution d’une inéquation variation-

nelle figurant dans 1’étude des problé mes de contact avec endommagement.

Théoréme 3.1.6 Soit V C H C V' un triplet de Gelfand. Soit K un ensemble non vide fermé et
convexe de V . Supposons que a(-,-) : VxV — R est une forme bilinéaire continue et symétrique

telle que, pour certaines constantes, ¢ > 0 et cg,
a(v,v) =co|[vly = CIvIF vveH

Alors, pour tout ug € K et f € L*(0,T; H), il existe une fonction unique u € H' (0,T; H)
N L?(0,T;V) telle que

u(0) =ug,u(t) € K pourtoutt € (0,77,
et pour tout t € (0,7T),

(a(t),v—u(®))y,ytau@),v-u@) =), v-ul)y

Vv € K,
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Résume :L’objet de cette thése porte sur une étude variationnelle de quelques problémes

couplés en mécanique du contact.Nous nous sommes intéressés a 1'étude de trois problémes de
contact.

Le premier entre un corps thermoviscoélastiqueavec endommagement et usure et une base
rigide, le deuxi¢me entre deux corps thermosviscoélastiques avec endommagement et usure,
et le troisiéme entre un corps thermoélastoviscoplastiqueavec endommagement et une base
rigide.

Pour ces différents problémes nous avons obtenu des résultats d'existence et d'unicité d'une
solution faible en utilisant des techniques d'analyse fonctionnelle et variationnelle.

Mots clés :effets thermiques, viscoélastique, élastoviscoplastique, endommagement, usure,

formulation variationnelle, solution faible, point fixe.

Abstract :The aim of thisthesisis a variationalstudy of somecoupledproblems in contact

mechanics. Weareinterestedby a study of three contact problems.

The first betweenathermoviscoelastic bodywith damage and wear and a rigid base, the second
betweentwothermosiscoelastic bodies with damage and wear, and the thirdbetween a
thermoelastoviscoplastic bodywithdamage and a rigidfoundation.

For thesedifferentsproblemsweobtainedan existence and uniquenessresults of theweak

solution usingfunctional and variationalanalysis techniques.

Key words:thermal effects, viscoelastic, elastoviscoplastic, damage, wear, variational

formulation, weak solution, fixed point.
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