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Introduction générale

L�objet de la thèse de doctorat est l�étude du comportement asymptotique de quelques

problèmes aux limites modélisant le comportement �uides ou de di¤érents matériaux dans

le cas dynamique et stationnaire et ce dans des domaines bornés en dimension trois en �lm

mince avec les conditions de frottement non linéaires sur le bord. L�un des buts de l�analyse

asymptotique est d�obtenir une équation en dimension 2 d�espace (2D) qui permet de décrire

raisonnablement le phénomène se produisant dans un domaine tri-dimensionnel (3D). Ce

processus est mis à l��uvre en passant à la limite vers 0 sur l�épaisseur du domaine (3D)

supposé mince. C�est-à-dire, les domaines physiques sont dé�nis de telle sorte que la hauteur

est beaucoup plus petite que la longueur.

Ces problèmes mécaniques qui font l�objet de notre étude dans cette thèse sont très

fréquents dans les applications dans la nature et il est donc important de pouvoir modéliser

ces phénomènes. Sous les hypothèses d�élasticité et de viscoélasticité, par exemple le pneu,

le modèle de la �èvre hémorragique Lassa et le modèle des eaux souterraines due dans un

aquifère qui fuit [2, 3]. D�autres applications sont associées au mécanisme du roulement à

billes.

On s�intéresse aussi aux phénomènes décrivant le milieu viscoplastique dans la mécanique

de �uide, il existe de nombreux matériaux dans l�industrie présentant le comportement de ce

milieu qui sont la pâte dentifrice, certaines peintures...,et ceci correspond à un comportement

de solide parfait sous faibles contraintes, et le comportement de �uide visqueux qui dépasse

le seuil de contrainte. Ces �uides portent le nom de �uides de Bingham, qui représentent

un cas particulier des �uides non Newtoniens [22, 33].
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Introduction générale

Les recherches scienti�ques en mécanique sont articulées autour de deux composantes

principales: l�une consacrée aux lois de comportement et l�autre aux conditions aux limites

imposées au milieu.

Plusieurs travaux ont été réalisés sur le contact mécanique avec les di¤érentes lois de

comportement et conditions de frottement proches de notre problème, mais ces documents

étaient consacrés uniquement aux résultats d�existence et d�unicité de la solution faible sous

plusieurs l�hypothèse. Permettez-nous de mentionner, par exemple, le travail e¤ectué par

[23], dans lequel les auteurs ont obtenu l�existence et l�unicité par la construction d�une

cartographie appropriée qui représente une contraction sur un espace de Hilbert.

D�autres problèmes similaires peuvent être trouvés dans des monographies telles que [24],

et la littérature citée ici. Au cours des dernières années, certains documents de recherche

ont été écrits traitant à la fois l�analyse asymptotique d�un �uide incompressible dans un

domaine mince tridimensionnel, lorsqu�une dimension du domaine �uide tend vers zéro

([13, 14, 15, 19]). Les auteurs dans [8] ont étudié l�analyse asymptotique et numérique de

problèmes de contact unilatéraux avec le frottement de Coulomb entre un corps élastique

et une �ne couche mince élastique.

Plus récemment, l�analyse asymptotique d�un problème dynamique d�élasticité isotherme

avec un frottement non linéaire du type Tresca a été étudiée dans [9].

La convergence asymptotique d�un problème dynamique d�élasticité linéaire non isotherme

avec frottement a été étudiée dans [31]. Les solutions numériques de ce type de problème

sont étudiées par exemple dans [26, 27].

En plus, les auteurs dans [4] ont donné une nouvelle solution de fonction hyperbolique

pour une équation di¤érentielle partielle non linéaire découlant de la physique mathéma-

tique.

Cependant, nous abordons ici deux problèmes de transmission entre deux domaines

tridimensionnels 
"1 et 

"
2 en �lm mince (les épaisseurs relatives au paramètre "), et nous

supposons qu�il n�y a pas de séparation entre les domaines pendant le processus, c�est-à-dire

que le contact est bilatéral. Nous avons donc la même di¢ culté induite par l�absence des

hypothèses de symétrie que dans le problème du revêtement. On cherche à connaitre le

comportement asymptotique de l�ensemble 
" = 
"1 [ 
"2 lorsque " tend vers zéro.
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Introduction générale

Un grand nombre de ces problèmes a été traité en régime stationnaire. Cependant,

Benseridi et al [19, 31] ont étudié un phénomène dynamique lié au système d�élasticité. A

cet e¤et, nous allons considérer aussi l�un des problèmes dynamiques pour les �uides qui

prend en compte la pression comme seconde inconnue, puis de passer en vue de quelle

mesure nous pouvons obtenir un comportement asymptotique de ce phénomène pendant un

intervalle de temps.

Du point de vue mathématique, l�analyse asymptotique est plus ardue dans la mesure où

en général, le problème limite ( l�équation 2D) fait intervenir une équation qui tient compte

de l�anisotropie et la dynamique du milieu. Il s�agit donc d�identi�er les inconnues destinées

à faire apparaître cette équation dans le problème.

Donc notre thèse suit le formalisme général suivant : elle se compose de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, on introduit des notations générales de la mécanique de

milieux continu ainsi que, les di¤érentes équations et des outils concernant l�analyse fonc-

tionnelle, pour faciliter la lecture de cette thèse et comprendre les problèmes traités dans la

suite.

Dans le seconde chapitre, nous considérons la déformation en régime stationnaire

pour deux corps élastiques isothermes en �lm mince qui occupent deux domaines 
"1 et 

"
2 en

dimension trois avec contact bilatéral et des conditions de frottement non linéaires de type

Tresca. Les corps dispose aux di¤érentes des lois comportement sont données

par la loi de Hooke [31, 34], et il est soumis aux di¤érentes forces volumiques. Dans ce

cadre, on décrite la position du problème et les conditions aux limites, concernant le champ

de déplacements, et le champ des contraintes qui nous permettent de faire la formulation

variationnelle du problème mécanique de départ, puis nous étudions l�existence et l�unicité

de solution faible du problème, ensuite nous allons étudier la convergence de cette solution

dans un domaine �xe, par l�utilisation du petit changement de variable, compte tenu de la

faible épaisseur de l�écoulement. On peut alors transformer le problème initial posé dans le

domaine 
"1[
"2 en un nouveau problème sur un domaine �xe 
1[
2 indépendamment du
paramètre ". Puis on cherche des estimations à priori indépendantes de ", le passage à la

limite sur " nous permet d�obtenir l�existence et l�unicité de la solution faible du problème

limite. L�équation spéci�que de Reynolds correspondante est aussi prouvée dans [25] sous la
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Introduction générale

forme faible, ce qui nous permet de déterminer le champ limite (u?1;u
?
2) dans 
1 � 
2 telle

que : Z
!

0@ eF + �1

hZ
0

u?1(x
0; y)dy + �2

0Z
�h

u?2(x
0; y)dy

1Ar (x0)dx0 = 0, 8 2 H1(!),

où �1 et �2 sont les coe¢ cients de Lamé qui sont spéci�ques aux corps 

"
1 et 


"
2 respective-

ment, ! est la zone de contact entre les deux corps, h est l�épaisseur des corps 
1, 
2 et eF
est une fonction qui dépend des forces volumique s�appliquant sur 
1 [ 
2.
L�objet du troisième chapitre est d�étude de l�analyse asymptotique d�un problème

de transmission lié par les �uides de Bingham en régime stationnaire avec des viscosités

di¤érentes �1 et �2, dans des domaines 

"
1 , 


"
2 supposés minces, avec des conditions de frot-

tement de type de Tresca à l�interface de contact entre deux domaines. Nous commençons à

décrire le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler, et la formulation variationnelle

du problème concernant le champ de vitesse et le champ de la pression, puis en passant à

l�étude de l�analyse asymptotique du problème, pour cela nous e¤ectuons un changement

d�échelle, par rapport à l�épaisseur du domaine 
"1[
"2 comme dans le deuxième chapitre de
cette thèse. Ensuite, nous utilisons les di¤érentes inégalités de Poincaré, Cauchy-Schwartz,

Young, Hölder et Korn pour obtenir des estimations à priori. Ce qui nous permet de faire

un passage à la limite a�n d�obtenir le problème limite et l�équation de Reynolds faible.

Dans ce cas nous avons obtenu ([10]) :Z
!

0@h3
3
r (p?1 + p?2) +

~F + �1

hZ
0

u?1(x
0; y)dy + �2

0Z
�h

u?2(x
0; y)dy +

�̂1

hZ
0

~�1 (x
0; y) dy � �̂2

0Z
�h

~�2 (x
0; y) dy

1A :r� (x0) dx0 = 0, 8� 2 H1(!),

où �̂1 et �̂2 sont le seuil de plasticité de milieux 
1 et 
2 respectivement, et (u?1;u
?
2) ;

(p?1; p
?
2) sont le champ de vitesse et la pression des problèmes limites dans 
1 [
2. En plus,

nous obtenons aussi des conditions aux limites de Tresca que nous avons déjà mise dans le

problème initial. On trouve

�1�
?
1 + �̂1�

?
1 = �2�

?
2 + �̂2�

?
2 p.p sur !

et pour l = 1; 2; on a
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Introduction générale8<: j�l� ?l + �̂l�
?
l j < k̂ =) s?1 = s?2

j�l� ?l + �̂l�
?
l j = k̂ =) 9� � 0; s?1 = s?2 + � (�l�

?
l + �̂l�

?
l )

sur !,

où

s?l = u
?
l (x; 0), �

?
l =

@u?l
@z
(x; 0), �?l =

@u?l =@z

j@u?l =@zj
(x; 0) et k̂ représente le seuil de frottement

de Tresca.

En�n, le dernier chapitre, sera consacré à l�étude du système de Stokes dans le cas

d�évolution, dans un domaine borné 
" à trois dimensions en �lm mince avec des condi-

tions de Tresca sur la frontière inférieure du domaine. Ici nous supposons que la frontière

supérieure du domaine est soumise à la condition de Fourier. Le domaine physique 
" sur

lequel sont posées les équations a la forme


" =
�
(x; x3) 2 R3; (x; 0) 2 ! 0 < x3 < "h (x)

	
.

où ! est la frontière inférieure du domaine, �"1 est la frontière supérieure à décrire en

géométrie par la fonction "h . �"L est la frontière latérale et " est un paramètre avec "

� 1. Ce paramètre est de l�ordre de 0.0001 dans la mécanique de lubri�cation évoquant le

modèle de �uide a été considérée dans les ouvrages [1, 5, 32].

Les équations gouvernées avec les conditions aux limites et initiales par cet écoulement

est8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

@u"

@t
� ��u" +rp = f " dans 
" � ]0; T [ ;

div u" = 0 dans 
" � ]0; T [ ;
u":� = 0 sur (! [ �"1)� ]0; T [ ;
u" = g sur �"L � ]0; T [ ;
�� (u

") = �l"u" sur �"1 � ]0; T [ ;

j�"� j < k" =) u"� = s

j�"� j = k" =) 9� � 0 tel que u"� (t) = s� ��"�

9=; sur ! � ]0; T [ ;

u" (0) = 0:

où f "; k"; l" et g sont des données du problème.

Nous présentons d�abord le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler et la for-

mulation faible du problème couplé en vitesse-pression. Dans la suite, nous montrons que
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Introduction génerale

pour " > 0 �xé l�existence et l�unicité de solutions faibles pour ce problème, les démonstra-

tions sont basées sur des arguments des inéquations d�évolution non linéaires, à savoir la

régularisation, la compacité et la monotonie. Ensuite, on étudie l�analyse asymptotique du

problème en faisant un changement d�échelle, z =
x3
"
pour ramener l�étude sur un domaine


 indépendant de ", sur lequel nous dé�nissons de nouvelles inconnues. Nous prouvons cer-

taines estimations à priori sur la solution indépendamment de " et du temps t en utilisant le

lemme de type Granwall, les inégalités de Korn et de Poincaré. Grâce à ces estimations, on

obtient un théorème de convergence, qui nous permet de passer au problème limite. Donc,

le système précédent converge vers le système suivant

��@
2u?i
@z2

= f̂i (t)�
@

@xi
p? (t) ; i = 1; 2; dans L2(
),

2X
i=1

Z



�
@u?i
@z

(t)
@

@z
(�̂i � u?i (t))dx

0dz �
2X
i=1

Z
!

p?(x0; t)�̂i(x
0; h(x0))

@h

@xi
dx0

�
2X
i=1

Z



p?(x0; t)
@�̂i
@xi

dx0dz +
2X
i=1

l̂

Z
!

u?i (x
0; h(x0); t)

h
�̂i(x

0; h(x0))� u?i (x
0; h(x0); t))

i
dx0

+J
�
�̂
�
� J (u?) �

2XZ



f̂i (t)u
?
i (t) dx

0dz, 8�̂ 2 �(K) ;8t 2 ]0; T [ ,

u?(x0; z; 0) = 0,

où �(K) est un convexe de H1(
)2 et l̂ est une constante liée à la condition de Fourier.

Tous ces résultats de cette thèse, permettent une dérivation formelle de l�équation de

Reynolds justi�ée récemment par des références [14, 15, 19, 22, 32], soit en considérant le

cas homogène ou stationnaire. Cette idée n�est pas nouvelle, mais les di¤érents chercheurs

ont utilisé cette équation de type Reynolds depuis plusieurs années pour décrire le comporte-

ment d�un écoulement visqueux entre deux surfaces proches en mouvement relatif dans des

références historiques [29, 30] en 1886-1899.
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Notations

Notations

Si 
 est un domaine de Rd (d = 2; 3) ; on note par


 l�adhérence de 
.

�
la frontière de 
 supposée régulière, partitionnée en trois parties

mesurables disjointes deux à deux.

� la normale unitaire sortante à �.

v� ; v� les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel

v dé�ni sur 
.

C1
�


�

l�espace des fonctions réelles continûment di¤érentiables sur 
.

C10 (
) = D (
) l�espace des fonctions réelles indé�niment di¤érentiables

et à support compact contenu dans 
.

D0 (
) l�espace de distributions sur 
.

Lp (
)
l�espace des fonctions Lebesgue-mesurables de puissance p-ième

integrable sur 
.

L1 (
) l�espace des fonctions Lebesgue-mesurables sur 
 telles que 9 c>0:
ju (x)j � c; p:p sur 
.

H1 (
) l�espace de Sobolev d�ordre 1 sur 
.

H1
0 (
) l�adhérence de D (
) dans H1 (
) .

H�1 (
) l�espace dual de H1
0 (
) .

H
1
2 (�) l�espace de Sobolev d�ordre 1

2
sur �:

H1
�i
(
) l�espace f' 2 H1 (
) : ' = 0 sur �ig .

 : H1 (
)d ! H
1
2 (�)d l�application trace pour les fonctions vectorielles.

L2 (
)d l�espace
�
u = (ui) = ui 2 L2 (
) ; i = 1; d

	
.

H1 (
)d l�espace
�
u = (ui) = ui 2 H1 (
) ; i = 1; d

	
.

k:k0;
 la norme de L2 (
)d .

k:k1;
 la norme de H1 (
)d .

Si X est un espace de Banach et d 2 N�; on utilise les notations suivantes.

1



Notations

k:kX la norme de X:

Xd l�espace
�
x = (xi) = xi 2 X; i = 1; d

	
:

xn ! x la convergente forte de la suite (xn) vers l�élément x dans X:

xn * x la convergente faible de la suite (xn) vers l�élément x dans X:

Lp(0; T;X)
l�espace des fonctions f mesurables de [0; T ] dans X, telles queR T
0
kf(t)kX dt <1 avec les modi�cations usuelles si p =1.

k:kLp(0;T;X) la norme de Lp(0; T;X).

C(0; T;X) l�espace des fonctions continues de [0; T ] dans X.

Pour une fonction f , on note par

dom f le domaine de f .

supp f le support de f .

@if la dérivée partielle de f par rapport à la composante xi:

rf le gradient de f .

" (f) la partie symétrique du gradient de f = 1
2

�
rf +rTf

�
.

Div f le divergence de f:
�
f la dérivation par rapport au temps.
@f
@�

la dérivée normale extérieure.

lim inf la limite inférieure.

�ij le symbole de Krönecker.

I3 le tenseur identité de second ordre sur Rd:

0 le zéro de Rd:

C une constante générique strictement positive.

p:p presque par tout.

j:j la norme euclidienne de R2:

(u; v) , u:v le produit scalaire des vecteurs u et v:

2



Chapitre 1

Modélisation et outils mathématiques

Résumé . Le but de ce chapitre est d�introduire les outils mathématiques et mécaniques

nécessaires pour une bonne compréhension de la suite des problèmes traités et il est divisé

en deux parties.

Dans la première, nous commençons par un rappel des résultats essentiels de la théorie

des milieux continus et la loi de comportement de l�élasticité linéaire, puis, nous présen-

tons le système d�équations aux dérivées partielles qui modélisent quelques problèmes aux

limites modélisant le comportement �uide ou de di¤érents matériaux élastiques dans le cas

dynamique et stationnaire et ce dans un domaine borné en dimension trois, ensuite nous

décrivons les di¤érentes conditions de contact et la loi de frottement qui interviennent dans

tout le document.

La deuxième partie est consacrée à quelques résultats fondamentaux d�analyse fonction-

nelle, concernant les espaces de Sobolev et les espaces à valeurs vectorielles, ainsi que leurs

principales propriétés, notamment les théorèmes de trace. Elle comprend des rappels sur

les résultats classiques de l�analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert, on y présente

ici quelques résultats fondamentaux sur les fonctions convexes et sur la di¤érentiabilité, les

notions principales de la convergence faible, et on termine cette partie par un bref rappel

sur les inéquations variationnelles elliptiques et d�évolution, ainsi que les lemmes de type

Gronwall.
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1.1. Modélisation

1.1 Modélisation

L�objet de cette section est d�établir le cadre physique et mathématique décrivant des prob-

lèmes de contact en mécanique des solides et des �uides utilisés dans cette thèse en suivant

[11], [18], [20], [23], [32] et [34]. Ceci se traduit mathématiquement par l�établissement d�un

système d�équations aux dérivées partielles posé sur un domaine de Rd (d = 2; 3). Ce sys-

tème comprend la loi de comportement du matériau ou �uide, l�équation du mouvement et

de l�énergie du corps ainsi que les conditions initiales et aux limites auxquelles il est soumis.

1.1.1 Les équations de conservation

Considérons un milieu continu qui occupe un domaine borné 
 de R3 pendant un intervalle

de temps [0; T ]. Lorsque l�hypothèse des milieux continus est véri�ée, nous considérons un

milieu continu qui occupe un domaine borné 
 de R3 pendant un intervalle de temps [0; T ]

régi par les principes de la thermomécanique des milieux continus qui permettent d�établir

les lois de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l�énergie. Nous

allons préciser ici l�ensemble des équations correspondantes, dans 
, on a :

L�équation de conservation de la quantité de mouvement. Soit u(x; t) le champ

des vecteurs vitesse à l�instant t 2 [0; T ] des points x = (x1; x2; x3) 2 
 du milieu continu
en mouvement par rapport au repère (ox), �(x; t) de composantes �ij (i; j = 1; 2; 3), est le

tenseur des contraintes. La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus exprimant

l�équivalence entre le tenseur des forces extérieures et le tenseur des accélérations pour un

système matériel quelconque, conduit à l�équation du mouvement suivante :

�

�
@u

@t
+ u:ru

�
= Div � + f ; (1.1.1)

où le vecteur f , de composantes fi (i = 1; 2; 3); représente une densité massique des forces

extérieures, � = � (x; t) est la densité du milieu continu au point x 2 
 et Div désigne

l�opérateur divergence, c�est-à-dire

Div � =
@�ij
@xj

(i = 1; 2; 3): (1.1.2)

L�équation de conservation de la masse. La forme locale de la conservation de la masse

s�applique seulement sur un point x = (x1; x2; x3) 2 
 de l�élément de volume d
 du milieu.
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1.1. Modélisation

L�expression générale de l�équation de conservation de la masse s�écrit :

@�

@t
+ u:r�+ � div (u) = 0 (1.1.3)

Le processus d�évolution modélisé par (1:1:1) contient un terme non linéaire par rapport

aux composantes de la vitesse, dans certaines situations l�équation (1:1:1) peut se simpli�er.

S�il s�agit d�un problème statique le premier membre des équations (1:1:1) est identiquement

nul et on les appelle équations d�équilibre ;

Div � + f = 0; (1.1.4)

Elles sont alors linéaires par rapport aux composantes �ij du tenseur des contraintes.

Cette situation s�applique également lorsque le champ de vitesse u varie très lentement par

rapport au temps dans le cas où les deux termes �
@u

@t
et �u:ru sont négligeables (processus

quasistatique).

L�hypothèse d�incompressibilité du volume pour les milieux �uides, un �uide est

dit incompressible lorsque son volume demeure constant sous l�action d�une pression externe.

L�hypothèse d�incompressibilité très réaliste physiquement, se traduit par

TrD (u) = 0 (1.1.5)

où D(u) est le tenseur des taux de déformation, de composantes

dij (u) =
1

2

�
@ui
@xj

+
@uj
@xi

�
; 1 � i; j � 3: (1.1.6)

Le milieu est dit homogène, si sa densité est indépendante de x . Donc l�équation de

conservation de la masse se réduit à
@�

@t
= 0,

� constante indépendante de x et t. Il est même possible de poser � = 1, ce qui est fait dans

la suite, et revient simplement à choisir l�unité de densité de la masse.

Dans le cas du milieu non-isotherme, l�équation de conservation de l�énergie du premier

principe de la thermodynamique. Cependant, nous considérerons toujours que la tempéra-

ture du milieu sera constante dans tous les problèmes posés dans cette thèse.
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1.1. Modélisation

D�un point de vue mathématique, nous disposons trop d�inconnues par rapport au nom-

bre d�équations. Il est facile de voir que les fonctions inconnues sont au nombre de neuf,

représentées par les composantes �ij (i; j = 1; 2; 3) du tenseur des contraintes (symétrique)

et les composantes ui (i = 1; 2; 3) de la vitesse. Donc les équations précédentes sont in-

su¢ santes pour décrire les mouvements des milieux continus, elles doivent être complétées

par d�autres relations que l�on appelle lois de comportement, qui sont des relations entre le

tenseur des contraintes et le tenseur des déformations et leurs dérivées. C�est toute une série

d�essais qu�il faut imaginer et réaliser pour établir une loi de comportement. Les expéri-

ences physiques pour les matériaux unidimensionnels constituent le point de départ dans

l�établissement de ces lois. Nous présentons ci-dessous la loi de comportement de l�élasticité

linéaire et la loi de comportement viscoplastique du �uide de Bingham traitées dans cette

thèse.

1.1.2 Loi de comportement élastique linéaire (en HPT)

La forme générale dépendant linéairement des déformations, se situe où est d�autre part dans

le cadre de la description des solides lentement déformables en l�absence d�e¤ets thermique

et de contraintes initiales on a:

�ij (u) = Eijkl dkl (u) . (1.1.7)

où on adopte la convention de sommation des indices répétés. Ici, la notation u représente le

champ des déplacements par rapport à une position initiale privilégiée. Les fonctions Eijkl

composantes du tenseur du quatrième ordre, sont les coe¢ cients d�élasticité du matériau,

avec la condition E = (Eijkl) symétrique :

E ijkl = E jikl = E klij (1.1.8)

Ainsi la condition d�ellipticité de E a lieu: 9� > 0 tel que

E ijkl�ij�kl � � j�j2

Dans le cas d�un matériau homogène, les coe¢ cients Eijkl sont constants (indépendants au

point x de 
 ). Dans le cas non-homogène Eijkl dépendent du point x de 
 et dans le
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1.1. Modélisation

cas d�un matériau homogène Eijkl sont constants. Lorsque de plus le solide élastique a un

comportement isotrope (c�est-à-dire le matériau ayant le même comportement dans toutes

les directions), on obtient la loi de comportement de Hooke, et elle s�applique à la plupart

des matériaux: acier, béton.... Dans le cas isotrope, le tenseur d�élasticité E est dé�ni par

E ijkl = �(�ik�jl + �il�jk) + ��ij�kl: (1.1.9)

où � et � sont les coe¢ cients de Lamé qui sont spéci�ques à chaque matériau. Leur expres-

sion en fonction du module de Young E et du coe¢ cient de Poisson �, est

E =
� (3�+ 2�)

�+ �
et � =

�

2 (�+ �)
.

En utilisant (1.1.7), (1.1.8) et (1.1.9) on peut alors démontrer que le tenseur des contraintes

� d�un corps homogène élastique et isotrope est :

�(u) = 2�D (u) + �TrD (u) I: (1.1.10)

Le système linéaire que constitue l�équation (1:1:10) s�inverse facilement:

D (u) =
1 + �

E
�(u)� �

E
Tr�(u)I:

Dans le cas des solides déformables, on aura à écrire a priori la conservation de la masse et de

la quantité de mouvement, mais sous l�hypothèse de petites transformations, la divergence

des déplacements est très petite et la conservation de la masse se réduit alors approxima-

tivement à la conservation de la masse volumique du solide lors de sa déformation � ' �0.

Compte tenu de la relation (1:1:10), la conservation de la quantité de mouvement (1:1:4)

s�écrit vectoriellement:

2�Div (D (u) ) + � div u+ f = 0:

1.1.3 Loi de comportement du �uide de Bingham

On présente ici une description de la loi de comportement viscoplastique du �uide de Bing-

ham traité dans cette thèse. Ce �uide est un milieu viscoplastique rigide, incompressible

véri�ant les lois générales de la mécanique des milieux continus et ayant une loi de comporte-

ment non-linéaire particulière. Il existe de nombreux matériaux dans la nature et l�industrie
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1.1. Modélisation

présentant le comportement du milieu Bingham. Par exemple la pâte dentifrice, le cas de

certaines huiles ou de certaines boues, utilisées dans la technique des forages pétrolières

ainsi que dans certaines peintures. On l�utilise aussi pour décrire l�écoulement à haute tem-

pérature de certains corps solides. Celles-ci le matériau commence à s�écouler seulement si

les forces appliquées dépassent une certaine limite, dite le seuil de plasticité. Les modèles

mathématiques de ces milieux impliquent la loi constitutive des �uides visqueux incompress-

ibles avec un composant tensoriant supplémentaire et rentre dans la catégorie des �uides

non-Newtoniens.

L�hypothèse d�incompressibilité du volume, donné par la relation (1:1:5) est équivalente

à la condition suivante

div (u) = 0, (1.1.11)

où u est le champs des vecteurs vitesse. Pour décrire ce modèle. Notons par � le tenseur

des contraintes de Cauchy et son déviateur

�D = p� + �;

tel que�p = 1
n
Tr (�) représente la partie sphérique du tenseur des contraintes correspondant

à la pression, où les composantes �Dij du tenseur des contraintes sont données par:

8><>:
�Dij = �

Dij

(DII)
1
2

+ 2�Dij, si DII 6= 0,

j�Dj � �; si DII = 0

(1.1.12)

La notation DII désigne la norme matricielle:

DII =
1

2
Dij:Dij

Les scalaires positifs � et � sont respectivement le seuil de plasticité et la viscosité du �uide

de Bingham.

On peut aussi inverser l�équation constitutive (1:1:12). Si j�Dj � �, d�après (1:1:12) on a

DII = 0 et si j�Dj > � on trouve facilement DII 6= 0.
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Par ailleurs, il est facile de voir que

j�Dj = �+ 2�DII ,

DII =
1

2�

�
j�Dj � �

�
,

donc si on combine cette formule avec (1:1:12), l�équation inverse de (1:1:12) s�écrit:

D =

8><>:
1

2�

�
1� �

j�Dj

�
�D si

���D�� > �,

0 si j�Dj � �

(1.1.13)

Remarque 1.1.1. Dans la loi de comportement (1:1:12), le choix � = 0 conduit à un

�uide visqueux incompressible Newtonien. Par conséquent, pour � assez petit, le �uide de

Bingham peut être considéré comme un modèle de contact des �uides visqueux Newtoniens.

Si � est strictement positif, on observe des zones rigides au sein de l�écoulement. Lorsque

� croit, ces zones rigides augmentent et peuvent bloquer complètement l�écoulement. Cette

propriété s�appelle propriété de blocage. Le �uide de Bingham possède la particularité

supplémentaire, mise en évidence par la loi de comportement (1.1.12), tant que le seuil �

n�est pas atteint, le �uide se déforme comme un milieu rigide sans couler.

Les équations générales modélisant l�écoulement d�un �uide de Bingham dans un domaine

ouvert borné 
 de R3 pendant un intervalle de temps [0; T ], sont données par le système

(1.1.1), (1.1.11) et (1.1.12). Les fonctions inconnues de ce problème sont le champ des vitesse

u et la pression p.

1.1.4 Conditions aux limites de contact et lois de frottement.

Nous présenterons les di¤érentes conditions aux limites utilisées pour la fermeture du prob-

lème que nous utilisons par la suite dans cette thèse. Nous décrivons aussi bien l�aspect

mathématique et mécanique de ces conditions. Par condition de contact nous comprenons

une relation impliquant les composantes normales du champ des déplacements, des vitesse

ou des contraintes.

Par loi de frottement nous comprenons une relation impliquant la contrainte tangentielle ��

et la vitesse tangentielle v� ou le déplacement vitesse tangentiel u� et nous considérons ici

�� comme une force de frottement. Supposons dans cette section que le milieu occupe un

domaine 
 de R3 donné par
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 = f(x0; x3) 2 R3 : (x0; 0) 2 !; 0 < x3 < h(x0)g

de frontière régulière notée � = �1 [ �L [ !, où �1 est la frontière supérieure d�équation
x3 = H(x1; x2), �L est la frontière latérale, ! est un domaine borné de R2 d�équation x3 = 0

qui constitue la frontière inférieure du domaine 
. On suppose que H est une fonction de

classe C1 dé�nie sur ! telle que

0 < Hmin � H(x0) � Hmax 8(x0; 0) 2 !.

Sur �, on décompose le déplacement et le vecteur de contraintes en composantes normale

et tangentielle comme suit

u� = u:�, u� = u� u� :�, �� = (�:�) :�, �� = �:� � (��) :�, (1.1.14)

où � représente la normale sortante de la frontière du domaine 
. On di¤érencie alors :

� �L, la surface où l�on impose une contrainte

u = g

où g = (g1; g2; g3) est une fonction donnée avec g3 = 0.

� �1, la surface où on a des conditions imposées en vitesse (condition de Dirichlet) :

u = 0

� !, la surface en contact. La force surfacique de réaction avec l�outil (autre sous domaine) se
décompose en �� et �� . Ici, le contact se fait de façon bilatérale si le contact est maintenu

pendant le mouvement, il n�y a pas de séparation entre le corps et l�obstacle. ce qui se

traduit par

u� = 0

la vitesse est donc inconnue sur cette surface.

Quand �� = 0, il s�agit du cas sans frottement, cette façon de voir le contact implique que

la force de contact tangentielle est nulle dans la zone de contact. On est dans le cas d�un

glissement parfait.

On suppose qu�il existe une force tangentielle sur la zone de contact qui sera modélisé

par la loi non linéaire de type de Tresca. Néanmoins cette force tangentielle est non nulle
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dans la plupart des contacts réels. On introduit alors la loi de frottement de Tresca la plus

simple qui relie la composante tangentielle aux autres variables du système. On a8<: Si j�� j < k alors u� = s;

Si j�� j = k alors �� = s� � u� avec � � 0;
(1.1.15)

où s est la vitesse de cisaillement et k désigne le seuil de frottement �xe qui est supposé

connu et qui ne dépend pas de la contrainte normale. Cette loi se caractérise par la propriété

suivante: Tant que la contrainte tangentielle n�a pas atteint le seuil, le milieu continu ne

peut pas se déplacer par rapport à l�obstacle et il y a blocage. Lorsque ce seuil est atteint

le milieu peut se déplacer tangentiellement par rapport à la fondation ce qui déduit un

glissement. La contrainte tangentielle s�oppose au champ u.

Remarque 1.1.2 ([20; 22]). La condition (1:1:15) est équivalente à la relation suivante:

(u� � s)�� + kju� � sj = 0 sur !:

Contact bilatéral entre deux domaines. Supposons dans ce paragraphe que le milieu

occupant deux domaines 
1 et 
2 de R3 où les deux domaines sont en contact à travers une

zone �xe ! de R2, i.e. il n�y a pas de séparation entre les deux corps pendant le processus,

il s�agit d�un contact bilatéral. En posant 
1 = ! � ]0; H[ et 
2 = ! � ]�H; 0[, où H est

une fonction de classe C1 dé�nie sur ! par

0 < Hmin � H(x0) � Hmax 8(x0; 0) 2 !.

Les frontières des 
1, 
2 seront notées @
1 = �! [ ��1 [ ��L1 et @
2 = �! [ ��2 [ ��L2
respectivement. �1 est la surface supérieure dé�nie par x3 = H(x0). �2 est la surface

inférieure dé�nie par x3 = �H(x0) et �L1 ;�L2 sont les frontières latérales. On note par
�=(0; 0;�1) le vecteur normal extérieur unitaire sur la frontière ! orientée vers l�extérieur
de 
1 et vers l�intérieur de 
2.

On dé�nit les composantes normale et tangentielle des champs de vecteur et de tenseur sur

la frontière !, pour l = 1; 2 tel que

vl� = vl:�, vl� = v � vl� :�l, �l� = (�l:�li) :�lj, �l� i = �lij:�l � �l� :�li,
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avec �=�1 = ��2. Les principes de la mécanique des milieux continus du contact se fait de
façon bilatérale impliquent l�égalité des contraintes normale et tangentielle à travers la zone

de contact ! qu�on la considérer comme une partie du bord de 
1 ou de 
2. Donc

�1� = �2� , u1�1+u2�2 = 0:

On note alors

�� = �1� = ��2� , �� = �1� :

Dans les deuxième et troisième chapitre, nous allons considérer ce cadre avec la loi de

frottement de Tresca.

1.2 Outils mathématiques

Dans cette partie, nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans cette thèse. Don-

nons quelques propriétés et théorèmes nécessaires qui seront d�une grande utilité pour les

démonstrations. Nous rappelons ensuite les espaces de Sobolev utilisés en mécanique des

milieux continus et les inéquations variationnelles qu�on rencontre dans notre étude sur les

problèmes mécaniques. Pour plus de détails sur cette partie on renvoie aux ouvrages [16],

[18], [20], [21], [28] et [34]. Partout dans ce chapitre 
 est un domaine borné Lipschitzien

de Rd (d = 2; 3), de frontière �, i.e., il est représentable localement comme le graphe d�une

fonction Lipschitzienne sur un ouvert de Rd�1et 
 étant situé localement d�un seul coté de

�.

1.2.1 Rappels sur les espaces de Sobolev

Nous dé�nissons ici les espaces de Sobolev qui sont les espaces de fonctions permettant

de résoudre les formulations variationnelles d�équations aux dérivées partielles, tout d�abord

on commence par un bref rappel de quelques résultats sur les espaces de distributions et de

Lebesgue.

Dans la suite, 
 est un ouvert borné régulier de Rd. On désigne par C10 (
) (ou D(
))

l�espace des fonctions de classe C1 à support compact dans 
.
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On munit C10 (
) de la «pseudo-topologie» , c�est-à-dire qu�on dé�nit une notion de conver-

gence dans C10 (
).

L�espace des distributions D0
(
) est le «dual» de D(
); c�est-à-dire l�espace de formes

linéaires continues sur D(
): On note hT; �i = T (�) le produit de dualité entre une distri-

bution T 2 D
0
(
) et une fonction � 2 D(
) : ce produit de dualité généralise l�intégrale

usuelle
Z



T� dx. En e¤et, on véri�e que si f est une fonction localement intégrable dans


, alors on peut dé�nir une distribution Tf par

hTf ; �i =
Z



f� dx:

On peut aussi munir D
0
(
) d�une notion de convergence : on dit qu�une suite Tn 2 D

0
(
)

converge au sens des distributions vers T 2 D0
(
) si, pour tout � 2 D(
);

lim
n!+1

hT; �ni = hT; �i:

Dé�nissons maintenant la dérivation au sens des distributions : si T 2 D
0
(
); la

dérivée
@T

@xi
2 D0

(
) est dé�nie par :

h @T
@xi

; �i = �hT; @�
@xi

i; 8� 2 D(
): (1.2.1)

Pour 1 � p < 1; de façon usuelle, nous désignons par Lp(
) l�espace des fonctions

mesurables et p� intégrables au sens de la mesure de Lebesgue.
On note L1 (
) l�espace des fonctions mesurables essentiellement bornées. Nous munissons

ces espaces de leurs normes usuelles k:kLp(
). Pour tout p, 1 � p � 1 on notera q l�exposant

conjugué de p dé�ni par
1

p
+
1

q
= 1 avec la convention

1

1 = 0. Pour tout u 2 Lp(
) et

v 2 Lq(
); on a uv 2 L1(
) et kuvkL1(
) � kukLp(
) : kvkLq(
) ( l�inégalité de Hölder ).
L�espace L2(
) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(u; v)L2(
) =

Z



u(x)v (x) dx; 8u; v 2 L2(
).

De plus, l�inégalité de Cauhy-Schwarz, correspondant à l�inégalité de Hölder pour p = 2, est

vérifée i.e. Z



u(x)v (x) dx � kukL2(
) kvkL2(
) ; 8u; v 2 L2(
).
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Quelques théorèmes de ces espaces Lp(
) sont résumés ci-après.

Théorème 1.2.1 (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue). Soit (un)

une suite de fonctions de L1(
): On suppose que

(i) un(x) �! u(x) p.p. sur 
;

(ii) il existe une fonction v 2 L1(
) telle que pour chaque n; jun(x)j � v(x) p.p. sur 
:

Alors u 2 L1(
) et kun � ukL1(
) �! 0:

Remarque 1.2.1. Il résulte de l�inégalité de Hölder que si (un) est une suite telle que

un ! u dans Lp (
), et (vn) une suite telle que vn ! v dans Lq (
). on obtient que la suite

(unvn) � L1 (
) converge vers uv dans L1 (
), ce qui implique lim
n!1

R


unvn dx =

R


uv dx:

Théorème 1.2.2. Soit (un)n une suite de fonctions intégrables telle que un ! u dans

L1 (
) : Alors, il existe une sous suite (unk)k et v 2 L1 (
) telle que

un ! v p:p dans 
 et junk j � v p:p dans 
:

L�espace de Sobolev. Il est en fait un espace de distributions. Il est dé�ni comme suit:

H1(
) =

�
u 2 L2(
) tel que 8i 2 f1; :::; dg @u

@xi
2 L2(
)

�
;

où
@u

@xi
est la dérivée partielle de v au sens des distributions (1.2.1). Pour tout u 2 H1(
),

on note par ru le vecteur de composante @u

@xi
c�est un élément de l�espace L2(
)d.

H1(
) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u; v)H1(
) =

Z



(u(x)v(x) +ru(x):rv(x)) dx

et la norme associée

kukH1(
) =
�
kukL2(
) + krukL2(
)d

�1
2 .

On sait que C1(�
) est dense dans H1(
). Soit maintenant H1
0 (
) la fermeture de D (
)

dans H1 (
). On note par H�1(
) le dual de H1
0 (
) ; c�est un espace de distributions sur


.

D�autre part, nous avons les résultats suivants :

(1) H1(
) � L2(
) avec injection compacte, (Théorème de Rellich)

(2) H1
0 (
) � L2(
) � (L2(
))0 � H�1(
),
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(3)
@u

@xi
2 H�1(
); i = 1; d , pour tout u 2 L2(
) et les opérateurs de dérivation

@

@xi
: L2(
)! H�1(
) sont continus,

(4) u 2 H�1(
) ;
@u

@xi
2 H�1(
); i = 1; d =) u 2 L2(
).

Voici l�inégalité très utile portant sur les normes de Sobolev.

Proposition 1.2.5 (Inégalité de Poincaré). Soit 
 un ouvert de borné de Rd, alors il

existe une constante C telle que pour toute fonction u 2 H1
0 (
),

kukL2(
) � C krukL2(
) :

En particulier, krukL2(
) est une norme équivalente à celle de H1
0 (
) (H

1
0 (
) désigne le sous

espace vectoriel des fonctions de H1(
) nulles sur @
):

Théorème 1.2.7. (Traces des fonctions et formule de Green) Soit 
 un ouvert

régulier de Rd. Alors il existe un opérateur linéaire continu  : H1(
) ! L2(@
); appelé

opérateur trace, tel que

 : H1(
)! L2(�) est compact.

On dé�nit l�espace vectoriel H
1
2 (@
) comme suit :

H
1
2 (@
) =

�
(u); u 2 H1(
)

	
que l�on munit de la norme

kfk 1
2
;@
 = inf

n
kuk1;
 ; (u) = f

o
:

Les deux propriétés les plus remarquables et utiles pour notre thèse sont les suivantes :

(1) Si u 2 H1(
); alors  : H1(
)! H
1
2 (�) est linéaire surjectif et

k(u)k 1
2
;@
 � C kuk1;
 8u 2 H1(
):

(2) Si 
 est borné régulier de classe C1. Alors, pour toutes fonctions u et v de H1(
),

on a Z



u(x)
@v

@xi
dx = �

Z



v(x)
@u

@xi
dx+

Z
�

u(x)v(x)�i(x)dx;

où � = (�i)1�i�d est la normale unité extérieure à �.
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Formule de Green pour la mécaniques.

Pour décrire cette formule, on a besoin de certaines notations associés aux inconnues mé-

caniques u et �. Nous désignons par Sd l�espace des tenseurs symétriques du second ordre

sur R3. Ainsi, pour u, v 2 R3, u:v = uivi, juj = (u:u)
1
2 ; et pour �, � 2 Sd, �:� = �ij� ij,

j�j = (�:�)
1
2 .

Nous avons besoin des espaces L2(
)d, H1 (
)d , qui sont des espaces de Hilbert réels

munis respectivement des produits scalaires canoniques (:; :)0;
, (:; :)1;
 qui sont dé�nis par

(u; v)0;
 =

Z



uivi dx;

(u; v)1;
 =

Z



uivi dx+

Z



ui;jvi;j dx;

kvk1;
 = (v; v)
1
2
1;
 .

On utilise les opérateurs de déformation d : H1 (
)d ! L2 (
)d�ds et de divergence Div :

HDiv (
)! L2 (
)d ils sont bien dé�nis par (1:1:2) et (1:1:6), où

L2 (
)d�ds =
�
� = (�ij) = �ij = �ji 2 L2 (
) = i; j = 1; d

	
;

HDiv (
) =
n
� 2 L2 (
)d�ds = Div (�) 2 L2(
)d

o
:

Ces deux espaces respectifs sont des espaces de Hilbert réels munis de leurs produits scalaires

notés encore (:; :)0;
et (:; :)1;
 :

(�; �)0;
 =

Z



�ij� ij dx;

(�; �)1;
 = (�; �)0;
 + (Div (�) ; Div (�))0;
 .

Les normes sur les espaces L2(
)d, H1 (
)d, L2 (
)d�ds et HDiv (
) sont notées par k:k0;
,
k:k1;
, k:k0;
 et k:k1;
, respectivement. Comme dans le cas de l�espace H1 (
), on peut

prouver que l�espace

C1
�
�

�d�d
s

=
�
� = (�ij) = �ij = �ji 2 C1

�
�

�
= i; j = 1; d
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est dense dans HDiv (
). Donc, on peut maintenant dé�nir l�application de trace  :

H1 (
)d ! L2 (�)d qui est linéaire continue, et elle n�est pas surjective. On dé�nit l�espace

H
1
2 (@
)d comme suit :

H
1
2 (�)d =

n
(u); u 2 H1 (
)d

o
ce sous espace s�injecte continûment dans L2 (�)d. Le dual de l�espace de Sobolev H

1
2 (�)d

est noté par H� 1
2 (�)d , et h:; :i

H� 1
2 ;H

1
2 (�)

le produit de dualité entre H
1
2 (�)d et son dual. En

outre, si � 2 HDiv (
) \ C1
�
�

�d�d
s

et v 2 H1 (
)d , nous avons

h��; (v)i
H� 1

2 ;H
1
2 (@
)

=

Z
�

��:vd�,

tel que �� = (�ij:�j)i=1;d est un élément dans l�espace H
� 1
2 (�)d . Donc la formule de Green

suivante est satisfaiteZ



� : d (u) dx+

Z



Div (�) :u dx =

Z
�

��:v d� :

Un résultat essentiel pour les applications du prochain chapitre est l�inégalité suivante :

Théorème 1.2.9 ( Inégalité de Korn ([20])). Soit 
 un domaine régulier borné de Rd

de classe C1. Il existe une constante C > 0 ne dépendant que de 
 telle que, pour toute

fonction v 2 H1 (
)d ; on a :Z



vivi dx+

Z



dij (v) dij (v) dx � C kvk21;
 :

Tout au long de cette thèse, dans les problèmes mécaniques, supposons que le milieu occupe

des domaines minces, c�est-à-dire des domaines physiques où la �hauteur�est beaucoup plus

petite que la �surface�. Pour 0 < " < 1 �xé, on applique le théorème précédent dans un

domaine 
" sous la forme


" =
�
(x0; x3) 2 R3 : (x0; 0) 2 !; 0 < x3 < "h(x0)

	
,

la frontière �" est partitionnée en trois parties mesurables disjointes et régulières, où �"1

est la frontière supérieure d�équation x3 = "h(x0), �"L est la frontière latérale et la frontière

inférieure ! c�est un domaine de R2 d�équation x3 = 0. On suppose que h est une fonction

de classe C1 dé�nie sur ! telle que

17
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0 < hmin � h(x0) � hmax 8(x0; 0) 2 !.

Nous aurons besoin de l�espace K" de H1(
")3 pour avoir certaines des conditions aux

limites précédemment soumises :

K" = fv 2 H1(
")3 : v = 0 sur �"L [ �"1; v:� = 0 sur !g,

et il est clair que c�est un espace convexe fermé non vide.

Puisque mes (�"L [ �"1) > 0, l�inégalité de Korn s�applique sur K" : il existe une constante

CK > 0 qui ne dépend ni de " ni de v , telle queZ

"
dij (v) dij (v) dx = kD (v)k20;
" � CK krvk20;
" . 8v 2 K".

Pour des détails sur ce résultat de ce théorème nous renvoyons à [22, 35].

1.2.2 Éléments d�analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Dans cette partie nous rappelons quelques résultats concernant les inéquations variation-

nelles elliptiques et les inéquations variationnelles d�évolution paraboliques du premier or-

dre qui interviennent dans l�étude des problèmes mécaniques. Nous donnons aussi quelques

théorèmes de convergence faible dans un espace de Hilbert. Nous commençons par ce rappel

sur les fonctions convexes, les fonctions semi-continues inférieurement et la di¤érentiabilité.

Fonctions convexes et di¤érentiabilité

Etant donné un espace vectoriel réel X, soit � : X ! �R une fonction. On note par dom (�)

l�ensemble dé�ni par:

dom (�) = fu 2 X : � (u) < +1g

� est dite propre si dom (�) 6= ?. � est dite convexe si

� (�u+ (1� �) v) � �� (u) + (1� �)� (v) 8u; v 2 dom (�) ; 8� 2 [0; 1] ;

� est dite strictement convexe si cette dernière inégalité est stricte pour tout u; v 2dom (�)
et tels que u = v.

18
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SoitX un espace topologique, une fonction � : X ! �R est dite semi-continue inférieurement

(s.c.i) si l�ensemble fu 2 X : � (u) < �g est fermé pour tout � 2 R. Si une fonction �
est s.c.i en u et si (un) est une suite qui converge vers u on a lim inf

n!1
� (un) � � (u).

Réciproquement, si pour toute suite (un) ! u on a lim inf
n!1

� (un) � � (u). La norme d�un

espace normé est semi-continue inférieurement pour la topologie faible. On a donc, pour

tout u 2 X : (un)* u on a lim inf
n!1

kunk � kuk.
Théorème 1.2.1. Soit X un espace de Hilbert et soit � : X ! �R une fonction convexe et

propre. Alors � est semi-continue inférieurement si et seulement si elle est semi-continue

inférieurement pour la topologie faible de X.

Proposition 1.2.1. Soit X un espace topologique et soient �;  : X ! ]�1;+1]
deux fonctions semi-continues inférieurement en u 2 X. Alors � +  est semi-continue

inférieurement en u.

Une fonction � : X ! �R est dite Gâteaux-di¤érentiable en un point u 2 X s�il existe un

élément r�(u) 2 X tel que

h�0 (u) ; viX =
d

d�
� (u+ �v)

����
�=0

= lim
�!0

��1 (� (u+ �v)� � (u)) ; 8v 2 X.

L�élément �0 (u) est appelé la di¤érentielle au sens de Gâteaux de � au point u. La fonction

� est dite Gâteaux-di¤érentiable si elle Gâteaux-di¤érentiable en tout point de X, dans ce

cas l�opérateur � : u 2 X ! �0 (u) 2 X s�appelle le gradient de la fonction �.

Nous donnons une caractérisation de la convexité en termes de di¤érentielle au sens de

Gâteaux de la façon suivante.

Proposition 1.2.2. Soit X un espace de Hilbert et soit � : X ! R une fonction Gâteaux-

di¤érentiable. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

(i) � est convexe,

(ii) � (v) ;�� (u) � h�0 (u) ; v � uiX ; 8u; v 2 X,
(iii) h�0 (v)� �0 (u) ; v � uiX � 0 ; 8u; v 2 X.
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Convergence faible dans les espaces de Hilbert.

Une suite (fn) � X converge faiblement dans X vers un élément f 2 X , et on note fn * f ,

si pour tout v 2 X, le produit scalaire hfn; viX converge vers hf; viX dans R. f s�appelle

limite faible de la suite (fn) .

Théorème 1.2.2 (Théorème de représentation de Riesz-Fréchet). Soit X un espace

de Hilbert réel et hf; viX un produit scalaire de X. Pour tout ' 2 X 0; il existe f 2 X

unique tel que

h'; viX0�X = hf; viX 8v 2 X et k'kX0 = kfkX :

L�importance de ce théorème est que toute forme linéaire continue surX peut se représen-

ter à l�aide du produit scalaire. L�application ' ! f est un isomorphisme isométrique qui

permet d�identi�er X et X 0. Donc tout espace de Hilbert est ré�exif, on a le théorème

suivant:

Théorème 1.2.3. Soit (fn) une suite bornée de X, il existe alors un élément x 2 X et

une sous-suite de (fn) notée (f�) telle que f� * f .

Proposition 1.2.3.

(1) Toute suite faiblement convergente est bornée.

(2) Soient (fn) une suite qui converge faiblement vers u et (gn) une suite qui converge

fortement vers g. Alors

lim
n!+1

hfn; gniX = hf; giX .

(3) Si X et Y sont des espaces de Hilbert réels, et si u 2 L(X; Y ), alors l�image par

u de toute suite dans X faiblement convergente vers un élément x 2 X est faiblement

convergente dans Y vers u(x).

Le résultat crucial suivant est une conséquence du théorème de Riesz-Fréchet et du

théorème de Banach-Alaoglu [28].

Théorème 1.2.4 (Théorème de compacité faible de la boule unité fermée des

espaces de Hilbert). Si X est un espace de Hilbert, alors toute suite bornée dans X

admet une sous-suite faiblement convergente.
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Inéquations variationnelles elliptiques et d�évolution

Nous commençons ce paragraphe par quelques propriétés des formes bilinéaires dans un

espace de Hilbert. Donc, on considère un espace de Hilbert X muni du produit scalaire

h:; :iX et la norme associée k:kX et X 0 l�espace dual de X en notant par h:; :iX0�X pour le

produit de dualité entre X et X 0.

On dit qu�une forme bilinéaire a : X �X ! R est:

(i) Continue, s�il existe un réel C > 0 tel que

a(u; v) � C kukX kvkX ; 8u; v 2 X

(ii) Coercive, s�il existe un réel � > 0 tel que

a(v; v) � � kvk2X ; 8v 2 X

Théorème 1.2.5. (Représentation des formes bilinéaires). Soit a : X � X ! R une

forme bilinéaire, continue sur X � X. Alors il existe un unique opérateur linéaire borné

A 2 L(X;X 0) tel que:

8u; v 2 X : a(u; v) = (Au; v)X0�X :

De plus

kakX = kAkL(X;X0) :

Nous rappelons un théorème d�existence et d�unicité pour les inéquations variationnelles

de 2ème espèce qu�on va utiliser dans le deuxième et troisième chapitre de cette thèse.

Théorème 1.2.6. Soit K un convexe fermé non-vide d�un espace de Hilbert X, muni de

la norme k:kX , a (:; :) une forme bilinéaire continue et coercitive de K �K dans R , et J

une fonctionnelle de K dans �R convexe, semi-continue inférieurement et propre, alors pour

tout forme linéaire L dé�nie sur X, il existe un unique u dans X solution de l�inéquation

variationnelle :

a (u; v � u) + J (v)� J (u) � L (v � u) .

Pour préciser les problèmes d�évolution posés au quatrième chapitre on a besoin d�outils

supplémentaires, que nous allons introduire maintenant. Soit T > 0 et soit (X; k:kX) un
espace de Banach réel. On dé�nit les espaces à valeurs vectorielles suivants :

C (0; T ;X) = fu : [0; T ]! X continueg ;
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Lp (0; T ;X) =

�
u : [0; T ]! X mesurable ;

Z T

0

ku(t)kX dt � 1
�
; 1 � p <1;

L1 (0; T ;X) = fu : [0; T ]! X mesurable ; 9C > 0 ku(t)kX � C p:p:tg ;

munis des normes

kukC(0;T ;X) = max
t2[0;T ]

ku (t)kX ;

kukLp(0;T ;X) =
�Z T

0

ku (t)kpX dt

� 1
p

;

kukL1(0;T ;X) = inf fC > 0 ; ku (t)kX � C p.p. t g :

Pour tout 1 � p < 1; Lp(0; T;X) est un espace de Banach et C (0; T ;X) est dense dans

Lp(0; T;X). Si 1 � p <1 et si X est ré�exif, alors Lp(0; T;X) est ré�exif. Par ailleurs, on

a les résultats suivants.

Proposition 1.2.4.

(1) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire h:; :iX , alors L2(0; T ; X) est aussi
un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(u; v)L2(0;T ;X) =

Z T

0

hu (t) ; v (t)iX dt:

(2) Lr(0; T ; X) � Lq(0; T ; X); avec injection continue, 1 � q � r � 1:

(3) Si X est un espace de Hilbert, alors

Lp(0; T ;X)0 = Lq(0; T ;X); si 1 < p; q <1;
1

p
+
1

q
= 1;

L1(0; T ;X)0 = L1(0; T ;X):

On désigne par H1(0; T ;X) l�espace de Sobolev sur ]0; T [ à valeurs dans X, dé�ni par

H1(0; T ;X) =

�
u; u 2 L2(0; T ; X) et

@u

@t
2 L2(0; T ; X)

�
;

tel que la dérivée
@

@t
est dé�nie parZ T

0

@u

@t
(t)� (t) dt = �

Z T

0

u (t)
@

@t
� (t) dt ; 8� 2 C10 (]0; T [):

C10 (]0; T [) étant l�espace des fonctions réelles indé�niment dérivables, à support compact

dans ]0; T [.
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Théorème 1.2.7. Soit X un espace de Banach ré�exif et soit u 2 L2(0; T ;X). Les

propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) u 2 H1(0; T ;X),

(ii) Il existe u02 X et g 2 L2(0 ;T ;X ), telle que u (t) = u0 +

tZ
0

g (s) ds, 8t 2 [0; T ] .

Théorème 1.2.8. Soit (X; (:; :)X) un espace de Hilbert et soit u 2 H1(0; T ;X). Alors :

(1)
1

2

d

dt
ku (t)k2X =

�
@u
@t
(t) ; u (t)

�
X

p.p. t 2 ]0; T [ ;

(2)
1

2
ku (t)k2X =

1

2
ku (0)k2X +

Z t

0

�
@u
@t
(s) ; u (s)

�
X
ds pour tout t 2 [0; T ] :

Soient X; Y deux espaces de Hilbert de normes respectives k:kX ; k:kY qui véri�ent

l�hypothèse suivante 8<: X dense dans Y ,

X � Y � X 0;
(1.2.2)

et soit K un sous-ensemble fermé non vide et convexe de X. On se donne une forme

bilinéaire a : K �K ! R continue sur K qui satisfait:

il existe � et � > 0 tels que

a(v; v) + � kvk2Y � � kvk2X 8v 2 X. (1.2.3)

On a le théorème :

Théorème 1.2.9. On suppose que les hypothèses (1:2:2) ; (1:2:3) ont lieu. Alors, pour tout

u0 2 K et f 2 L2(0; T ;X 0), il existe une unique fonction u qui satisfait

u 2 L2(0; T ;X) \ C(0; T ;Y ) \H1(0; T ;X 0); (1.2.4)

u (t) 2 K; 8t 2 [0; T ] ; (1.2.5)�
@u

@t
(t); v � u(t)

�
X0�X

+ a(u(t); v � u(t))

� hf; v � u(t)iX0�X ; 8v 2 K; p.p. t 2 (0; T ) ; (1.2.6)

u(0) = u0. (1.2.7)

En outre, si u0 2 K et f 2 L2(0; T ;Y ) alors, la solution u de (1:2:6) et (1:2:7) véri�e

u 2 L2(0; T ;X) \H1(0; T ;Y ).
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Les démonstrations des deux théorèmes précédents peuvent être trouvés par exemple dans

[16; 20]. Avec les notions introduites jusqu�ici, on va voir que le problème d�évolution posé

au quatrième chapitre de cette thèse entre dans le cadre suivant :

Trouver une fonction u telle que

u 2 L2(0; T ;X) ; u0 2 L2(0; T ;X 0) ;�
@u

@t
(t); v � u(t)

�
X0�X

+ a(u(t); v � u(t)) + J (v)� J (u(t))

� hf; v � u(t)iX0�X ; 8v 2 K; p.p. t 2 (0; T ) ;
u(0) = u0 ;

J est une fonction de K dans �R convexe, semi-continue inférieurement et propre.

1.2.3 Lemmes de type Gronwall

Nous �nissons en posant quelques lemmes du type Gronwall [6], qui nous seront utiles no-

tamment dans la démonstration d�unicité des solutions faibles et d�estimations des solutions.

Lemme 1.2.1. Soit n 2 C ([0; T ] ;R) telle que n (t) � 0 pour tout t 2 ]0; T [ et a � 0 une
constante. Si la fonction � 2 C (0; T ;R) :

� (t) � n (t) + a

Z t

0

� (s) ds 8t 2 [0; T ] ;

Alors Z t

0

� (s) ds � exp (aT )
Z t

0

n (s) ds :

Corollaire 1.2.1. Soit n 2 C ([0; T ] ;R) telle que; n (t) � 0 pour tout t 2 ]0; T [, et soit
a � 0 . Si � 2 C (0; T ;R) est une fonction telle que

� (t) � a+

Z t

0

n (s)� (s) ds 8t 2 [0; T ] ,

Alors

� (t) � a exp

�Z t

0

n (s) ds

�
, 8t 2 [0; T ] .

Le corollaire 1.2.1 est souvent utilisé pour montrer l�unicité de la solution, de la façon

suivante. En supposant qu�il existe deux solutions, en notant par � la norme de la di¤érence

entre ces solutions, on essaie ensuite de majorer � sous la forme

� (t) �
Z t

0

n (s)� (s) ds 8t 2 [0; T ] ,
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avec une certaine fonction n � 0. L�application du corollaire donne immédiatement la

nullité de �.

Lemme 1.2.2. Soient m et n 2 C ([0; T ] ;R) telles que m (t) � 0; n (t) � 0 pour tout

t 2 ]0; T [, a � 0 une constante. Soit également � : [0; T ]! R une fonction telle que

1

2
�2 (s) � 1

2
a2 +

Z s

0

m (t)� (t) dt+

Z s

0

n (t)�2 (t) dt, 8s 2 [0; T ] ,

Alors

j� (s)j �
�
a+

Z s

0

m (t) dt

�
exp

�Z s

0

n (t) dt

�
, 8s 2 [0; T ] .

Dans le cas particulier n = 0 le lemme 1.2.2 devient :

Corollaire 1.2.2. Soit m 2 C ([0; T ] ;R) telle que m (t) � 0 pour tout t 2 ]0; T [ , a � 0

une constante. Soit également � : [0; T ]! R une fonction telle que

1

2
�2 (s) � 1

2
a2 +

Z s

0

m (t)� (t) dt, 8s 2 [0; T ] ,

Alors

j� (s)j �
�
a+

Z s

0

m (t) dt

�
, 8s 2 [0; T ] .
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Chapitre 2

Analyse asymptotique d�un problème

de contact avec frottement entre deux

corps élastiques

Résumé

Dans ce travail, on a montré dans une première étape, l�existence et l�unicité d�une solu-

tion faible de ce problème de transmission. Ensuite nous avons étudié l�analyse asymptotique

de ce problème en faisant un changement d�échelle, ce qui nous a permis de ramener l�étude

sur un nouveau domaine indépendant du paramètre ". Grâce à des estimations à priori

indépendantes de , nous avons montré le théorème essentiel de convergence permettant de

passer à la limite lorsque " tend vers zéro et de montrer donc l�existence et l�unicité de la

solution du problème limite.
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2.1. Introduction et position du problème

2.1 Introduction et position du problème

Nous considérons deux corps élastiques occupant deux domaines bornés 
"1 et 

"
2 de R3. On

note par " (0 < " < 1) est un petit paramètre qui tend vers zéro, avec ses frontières @
"1 et

@
"2 de classe C
1 et sont divisées en trois parties mesurables disjointes données par

@
"1 = �! [ ��"1 [ ��"L1 et @

"
2 = �! [ ��"2 [ ��"L2 ;

où

! est une région �xe dans le plan x0 = (x1; x2) 2 R2.
�"1 est la surface supérieure dé�nie par x3 = "h(x0) et �"2 est la surface inférieure dé�nie par

x3 = �"h(x0), telle que h est une fonction bornée lisse 0 < h� � h (x0) � h� pour tout (x0; 0)

dans !.

�"L1 ;�
"
L2
sont les frontières latérale.

On désigne par 
" le domaine 
"1 [ 
"2 et on suppose que


"1 = fx = (x0; x3) 2 R3; (x0; 0) 2 !; 0 < x3 < "h (x0)g,

et


"2 = fx = (x0; x3) 2 R3; (x0; 0) 2 !; � "h (x0) < x3 < 0g.

Les corps sont soumis à des forces volumiques données de densités f "1 ; f
"
2 respectivement.

On note u"l = (u"li)1�i�3 : 

"
l �! R3 ; l = 1; 2 le champ des déplacements, �"l =�

�"lij
�
1�i;j�3 : 


"
l �! S3 ; l = 1; 2; le tenseur de contraintes de Cauchy donné par la loi de

Hooke [25]:

�"lij (u
"
l ) = 2�ldij (u

"
l ) + �ldkk (u

"
l ) �ij

où �l; �l sont les coe¢ cients de Lamé qui sont spéci�ques à chaque corps, et d (v) =

(dij (v))1�i;j�3 le tenseur de taux de déformation avec dij (v) =
1

2
(vi;j + vj;i) ; et � = (�ij)

le tenseur d�identité.

En outre, nl = (nl1; nl2; nl3) représente le vecteur normal externe unitaire sur @
"l ; l =

1; 2. On note par n =(0; 0;�1) le vecteur normal extérieur unitaire sur la frontière ! orientée
vers l�extérieur de 
"1 et vers l�intérieur de 


"
2.
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2.1. Introduction et position du problème

Pour tout vecteur v" 2 H1 (
"l )
3 nous désignons par v"N et v

"
� i
les composantes normale et

tangentielle sur la frontière @
"l , données par

v"N = v
":n; v"� i = v

"
i � v"N :ni

On note aussi �"lN et �"l� =
�
�"l� i
�
1�i�3 ; l = 1; 2 les traces tangentielles d�une fonction

�" 2 L2 (
"l )
3�3, données par

�"lN = (�
"
l :nli) :nlj; �"l� i = �"lij:nl � �"lN :nli

Le déplacement sur le bord �"l ; l = 1; 2 est supposé �xé,

u"l = 0, l = 1; 2

Sur le bord �"Ll ; l = 1; 2 le déplacement est connu et donné par une fonction de gl.

u"l = gl avec gl3 = 0, l = 1; 2

Nous décrivons maintenant les conditions sur la surface commune !. Nous supposons que

le contact est bilatéral, c�est-à-dire

u"1�1+u
"
2�2
= 0 sur !;

�"1:�1 = ��"2:�2 sur !;

et comme

�1 = ��2 sur !;

alors

�"1� = �"2� et �
"
1� = ��"2� sur !:

Cependant, si on pose �"� = �"1� le déplacement tangentiel est inconnu et supposé

satisfaire à la condition limite de Tresca :8<: j�"� j < k" =) u"1� � u"2� = s

j�"� j = k" =) 9� � 0; u"1� � u"2� = s� ��"�
sur !.
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2.2. Formulation faible

où j:j désigne la norme euclidienne de R2; s la vitesse de cisaillement et k" le seuil de frotte-
ment.

Le problème de transmission en régime permanent pour les corps élastiques est donné par

le problème mécanique suivant

Problème P ". Trouver un champ de déplacement u"l = (u
"
li)1�i�3 : 


"
l �! R3 ; l = 1; 2

tel que

div �"1 + f
"
1 = 0 dans 


"
1: (2.1.1)

div �"2 + f
"
2 = 0 dans 


"
2; (2.1.2)

�"1 (u
"
1) = 2�1d (u

"
1) + �1dkk (u

"
1) � dans 


"
1; (2.1.3)

�"2 (u
"
2) = 2�2d (u

"
2) + �2dkk (u

"
2) � dans 


"
2; (2.1.4)

u"1 = 0 sur �
"
1; (2.1.5)

u"2 = 0 sur �
"
2; (2.1.6)

u"1 = g1 sur �"L1 ; (2.1.7)

u"2 = g2 sur �"L2 ; (2.1.8)

u"1:n� u"2:n = 0 sur !; (2.1.9)

�"1:n� �"2:n = 0 sur !; (2.1.10)8>>><>>>:
�"� ; = �"1� = ��"2�
j�"� j < k" =) u"1� � u"2� = s

j�"� j = k" =) 9� � 0; u"1� � u"2� = s� ��"�

sur !: (2.1.11)

Lemme 2.1.1 ([20]). La condition (2:11) est équivalente à la relation suivante

(u"1 � u"2 � s)�"� + k"j (u"1 � u"2 � s) j = 0 sur !:

2.2 Formulation faible

Nous désignons par S3 l�espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R3 et j:j la
norme euclidienne sur R3. Pour u, v 2 R3, u:v = uivi, juj = (u:u)

1
2 ; et pour �, � 2 S3,

�:� = �ij� ij, j�j = (�:�)
1
2 .
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2.2. Formulation faible

Pour formuler la solution faible du problème (2.1.1) - (2.1.11), nous utiliserons la notation

H1 (
"l )
3 =

�
v 2 L2 (
"l )

3 :
@vi
@xj

2 L2 (
"l ) ; 8i; j = 1; :::; 3
�
;

V (
"l ) =
�
v 2 H1 (
"l )

3 : v = 0 sur �"l [ �"Ll
	
; l = 1; 2

sont des espaces de Hilbert réels muni de la norme jj:jj
1:
"

l
et du produit scalaire h:; :i

1:
"
l

.

La norme de L2 (
"l )
3 sera noté jj:jj

0:
"
l
:

On note encore par k(:; :)k1;
"1�
"2 la norme de l�espace H
1 (
"1)

3 � H1 (
"2)
3 ; et par

k(:; :)k0;
"1�
"2 la norme de l�espace L
2 (
"1)

3 � L2 (
"2)
3 :

De plus, nous avons besoin des espaces fonctionnels suivants :

V " = f(v1;v2) 2 V (
"1)� V (
"2) : v1:n� v2:n = 0 on !g :

V " est un espace de Hilbert réel muni de produit interne canonique h:; :i
V "
et la norme

k(:; :)kV ", où
k(v1;v2)kV " =

�
kv1k2V (
"1) + kv2k

2
V (
"2)

�1=2
:

Nous supposons que la fonction gl introduite dans la section 2.1 est dans H
1
2 (@
"l )

3,

l�espace des traces de fonctions de H1(
"l )
3 sur @
"l .Z

@
"l

gl:�lds = 0, l = 1; 2

Donc, on peut montrer par [5] que cette condition est équivalente à l�existence d�une fonction

G" = (G"l )1�l�2 véri�ant

G"l 2 H1 (
"l )
3 with G"l = gl on �"Ll ; G

"
l = 0 on �"l ; G

"
l :n = 0 on ! (2.2.1)

Lemme 2.2.1 Soit (u"1;u
"
2) solution de (2.1.1)�(2.1.11), alors elle véri�e le problème vari-

ationnel suivant8>>>><>>>>:
Trouver (u"1;u

"
2) dans V

"; telle que

A ((u"1;u"2) ; ('1 � u"1; '2 � u"2)) + J" ('1; '2)� J" (u"1;u
"
2) �Z


"1

f "1 � ('1 � u"1) dx+
Z

"2

f "2 � ('2 � u"2) dx; 8 ('1; '2) 2 V ";

(2.2.2)

où

A ((u1;u2) ; ('1; '2)) =
X
1�l�2

n
2�l
R

"l
dij (ul) dij ('l) dx+ �l

R

"l
div (ul) div ('l) dx

o
;

J" (v1;v2) =
R
!
k"j (v1� � v2� � s) jdx0:
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2.2. Formulation faible

Preuve. Supposons que (u"1;u
"
2) solution de (2.1.1)�(2.1.11) soit su¢ samment régulière.

En multipliant l�équation (2.1.1) par '1 � u"1, et l�équation (2.1.2) par '2 � u"2; où
('1; '2) 2 V ", et en utilisant la formule de Green sur chaque sous domaine 
"l ; l = 1; 2; on

obtient Z

"1

�"1ij
@

@xj
('1i � u"1i) dx+

Z

"2

�"2ij
@

@xj
('2i � u"2i) dx�

�
Z
@
"1

�"1ijn1j ('1i � u"1i) ds�
Z
@
"2

�"2ijn2j ('2i � u"2i) ds

=

Z

"1

f "1i ('1i � u"1i) dx+

Z

"2

f "2i ('2i � u"2i) dx; 8 ('1; '2) 2 V ":

(2.2.3)

En utilisant maintenant les conditions aux limites (2.1.5)�(2.1.8), on trouveZ
@
"1

�"1ijn1j ('1i � u"1i) ds+

Z
@
"2

�"2ijn2j ('2i � u"2i) ds

=

Z
!

�"1n ('1 � u"1) dx0 +
Z
!

� �"2n ('2 � u"2) dx0;

de la condition (2.1.10), on trouve �"� ; = �"1� = �"2� sur ! et de la condition (2.1.11) on

a �"� ; = �"1� = ��"2� sur !; donc le deuxième membre s�écritZ
!

�"� [('1� � u"1� )� ('2� � u"2� )] dx0 +
Z
!

�"� [('1� � u"1� ) :n� ('2� � u"2� ) :n] dx0;

en utilisant la condition (2.1.9), on trouveZ
@
"1

�"1ijn1j ('1i � u"1i) ds+

Z
@
"2

�"2ijn2j ('2i � u"2i) ds

=

Z
!

�"� [('1� � '2� )� (u"1� � u"2� )] dx0:

Donc (2.2.3) devient comme suitZ

"1

�"1ij
@

@xj
('1i � u"1i) dx+

Z

"2

�"2ij
@

@xj
('2i � u"2i) dx+

+J" ('1; '2)� J" (u"1;u
"
2)�

Z

"1

f "1i ('1i � u"1i) dx�
Z

"2

f "2i ('2i � u"2i) dx =Z
!

f�"� [('1� � '2� � s)� (u"1� � u"2� � s)] + k" [j'1� � '2� � sj � ju"1� � u"2� � sj]g dx0

En utilisant le lemme 2.1.1, le deuxième membre est positif, on trouve alors

A ((u"1;u"2) ; ('1 � u"1; '2 � u"2)) + J" ('1; '2)� J" (u"1;u
"
2) �Z


"1

f "1 � ('1 � u"1) dx+
Z

"2

f "2 � ('2 � u"2) dx; 8 ('1; '2) 2 V ":
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2.3. Analyse asymptotique du problème

Lemme 2.2.2 Supposons que (f "1 ; f
"
2 ) 2 L2 (
"1)

3�L2 (
"2)
3, k" 2 L1 (!) et k" � 0 presque

partout sur !. Alors, il existe un et un seul (u"1;u
"
2) 2 V " satisfaisant le problème (2.2.2).

Preuve. La forme bilinéaire A (:; :) est coercitive sur V "�V ": En e¤et, soit (v"1;v
"
2) un

élément de V ". Par l�inégalité de Korn, on obtient

A ((v"1;v"2) ; (v"1;v"2)) � 2�1

Z

"1

dij (v
"
1) dij (v

"
1) dx+ 2�2

Z

"2

dij (v
"
2) dij (v

"
2) dx

� 2CK

�
�1 kv"1k

2
V (
"1)

+ �2 kv"2k
2
V (
"2)

�
� 2��Ck k(v"1;v"2)k

2
V " ;

où Ck > 0, est la constante de Korn, et �� = min(�1; �2):

jA ((u"1;u"2) ; (v"1;v"2))j

�
X
1�l�2

 
2�l

Z

"l

jdij (u"l ) dij (v"l )j dx+ �l

Z

"l

jdiv (u"l ) div (v"l )j dx
!

�
X
1�l�2

�
2�l ku"l k1;
"l kv

"
l k1;
"l + �l ku"l k1;
"l kv

"
l k1;
"l

�
� C k(u"1;u"2)kV " k(v"1;v"2)kV " ;

pour C = max
1�l�2

(2�l + �l)

La forme bilinéaire A(�;�) est continue et coercitive sur V "�V ", de plus j est une fonction

convexe et continue sur V ". Alors il existe un unique solution (u"1;u
"
2) dans V

" satisfaisant

l�inégalité variationnelle (2.2.2).

2.3 Analyse asymptotique du problème

Cette section est consacrée à l�étude asymptotique du déplacement u" = (u"1;u
"
2), solution

de notre problème variationnel. Nous e¤ectuons un changement d�échelle, le problème initial

posé sur le domaine 
"1 [ 
"2 qui dépend d�un petit paramètre " se ramène à un nouveau
problème équivalent posé sur le domaine �xe 
1 [ 
2 qui est indépendant de ". Pour cela,
on introduit un changement de la variable z =

x3
"
. Donc pour (x0; x3) dans 
"1 [ 
"2, on a

(x0; z) dans 
1 [ 
2, tel que


1 = f(x0; z) 2 R3; (x0; 0) 2 ! ; 0 < z < h (x0)g;


2 = f(x0; z) 2 R3; (x0; 0) 2 ! ; �h (x0) < z < 0g:
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2.3. Analyse asymptotique du problème

On note @
l = �! [ ��l [ ��Ll ; l = 1; 2; sa frontière.
Nous dé�nissons maintenant sur 
l de nouvelles inconnues8<: û"li (x

0; z) = u"li (x
0; x3) , i = 1; 2;

û"l3 (x
0; z) = "�1u"l3 (x

0; x3) .
l = 1; 2 (2.3.1)

Pour les données du problème (P "), on suppose qu�elles dépendent de " de la manière

suivante 8>>><>>>:
f̂l (x

0; z) = "2f "l (x
0; x3) ,

k̂ = "k",

ĝl (x
0; z) = g"l (x

0; x3) ,

l = 1; 2 (2.3.2)

avec f̂l; k̂ et ĝl ne dépendant pas de ":

Soit Ĝ (x0; z) tel que

G" = (G"l )1�l�2 ; Ĝl = ĝl sur @
l.

Le vecteur G"l introduit précédemment sera dé�ni de la manière suivante8<: Ĝli (x
0; z) = G"li (x

0; x3) , i = 1; 2;

Ĝl3 (x
0; z) = "�1G"l3 (x

0; x3) .
l = 1; 2 (2.3.3)

Formulation variationnelle du problème dans 
1 [ 
2
Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur 
1 [ 
2 comme ce qui suit

V (
l) =
�
v 2 H1 (
l)

3 : v = 0 on �l [ �Ll
	
;

V = f(v1;v2) 2 V (
1)� V (
2) : v1:n� v2:n = 0 on !g ;

Hz (
l) =

�
vl = (vl1; vl2) 2 L2 (
l)2 :

@vli
@z

2 L2 (
l) ; i = 1; 2 et vl = 0 sur �l

�
;

Hz = Hz (
1)�Hz (
2) ;

V (
l) =
�
'l 2 H1 (
l)

2 : 'l = ('l1; 'l2) ; 'li = 0 sur �l [ �Ll pour i = 1; 2
	
;

Hz (
l) ; l = 1; 2; est un espace de Banach pour la norme

kvlkHz(
l) =

(
2X
i=1

 
kvlik20;
l +

@vli@z

2
0;
l

!) 1
2

;

k(v1;v2)kHz =
�
kv1k2Hz(
1) + kv2k

2
Hz(
2)

� 1
2
:

33



2.4. Estimation à priori

En multipliant (2:2:2) par " et en passant au domaine �xe 
1[
2 on montre que le problème
variationnel est équivalent au problème suivant8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

PV : Trouver (û"1; û
"
2) 2 V; telle que
A ((û"1; û"2) ; ('̂1 � û"1; '̂2 � û"2)) + Ĵ ('̂1; '̂2)�

�Ĵ (û"1; û"2) �
2X
i=1

Z

"1

f̂1i ('̂1i � û"1i) dx+ "

Z

"1

f̂13 ('̂13 � û"13) dx+

+

2X
i=1

Z

"2

f̂2i ('̂2i � û"2i) dx+ "

Z

"2

f̂23 ('̂23 � û"23) dx; 8 ('̂1; '̂2) 2 V

(2.3.4)

où

Ĵ ('̂1; '̂2) =

Z
!

k̂ j('̂1� � '̂2� � s)j dx0

et

A ((û"1; û"2) ; ('̂1 � û"1; '̂2 � û"2))

= "2
X

1�i;j;l�2

�
�l

Z

l

�
@û"li
@xj

+
@û"lj
@xi

�
@

@xj
('̂li � û"li) dx

0dz

�
+

+
X

1�i;l�2

�
�l

Z

l

�
@û"li
@z

+ "2
@û"l3
@xi

��
@

@z
('̂li � û"li) + "2

@

@xi
('̂l3 � û"l3)

�
dx0dz

�
+

+
X
1�l�2

�
2�l"

2

Z

l

@û"l3
@z

:
@

@z
('̂l3 � û"l3) dxdz + �l"

2

Z

l

div (û"l ) : div ('̂l � û"l ) dx
0dz

�
:

2.4 Estimation à priori

Nous essayons maintenant d�étudier les estimations à priori sur (û"1; û
"
2). Pour cela nous

avons besoin d�établir des lemmes qui seront utilisés dans la suite de ce travail.

Lemme 2.4.1 (Inégalité de Poincaré). On rappelle que 0 < h (x0) < h�; 8x0 2 !, on a

l�inégalité suivante

k(û"1i; û"2i)k0;
1�
2 � h�
�@û"1i@z

;
@û"2i
@z

�
0;
1�
2

; i = 1; 2; 3:
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2.4. Estimation à priori

Preuve. En observant que pour x = (x0; z) 2 ! � ]0; h(x0)[ ;

û"1i (x
0; �) = �

Z h(x0)

z

@û"1i
@�

(x0; �) d� et û"2i (x
0;��) = �

Z h(x0)

z

@û"2i
@�

(x0;��) d�;

(car û"1i (x
0; h (x0)) = 0 et û"2i (x

0;�h (x0)) = 0) et par l�inégalité de Cauchy-Schwartz, on voit
que

jû"1i (x0; �)j
2
+ jû"2i (x0;��)j

2
=

������
Z h(x0)

z

@û"1i
@�

(x0; �) d�

�����
2

+

������
Z h(x0)

z

@û"2i
@�

(x0;��) d�
�����
2

� h�
Z h(x0)

0

����@û"1i@�
(x0; �)

����2 d� + h�
Z h(x0)

0

����@û"2i@�
(x0;��)

����2 d�:
Nous intégrons cette inéquation par rapport à z de 0 à h (x0), on obtientZ h(x0)

0

jû"1i (x0; �)j
2
d� +

Z h(x0)

0

jû"2i (x0;��)j
2
d�

� (h�)2
Z h(x0)

0

����@û"1i@�
(x0; �)

����2 d� + (h�)2 Z h(x0)

0

����@û"2i@�
(x0;��)

����2 d�;
on utilise le changement de variable dans le deuxième terme, puis en intégrant sur !; on

trouve Z
!

Z h(x0)

0

jû"1i (x0; �)j
2
d�dx0 +

Z
!

Z 0

�h(x0)
jû"2i (x0; �)j

2
d�dx0

� (h�)2
 Z

!

Z h(x0)

0

����@û"1i@�
(x0; �)

����2 d�dx0 + Z
!

Z 0

�h(x0)

����@û"2i@�
(x0; �)

����2 d�dx0
!

c�est-à-dire que

kû"1ik
2
0;
1

+ kû"2ik
2
0;
2

� (h�)2
 @û"1i@z

2
0;
1

+

@û"2i@z

2
0;
2

!
d�où

k(û"1i; û"2i)k0;
1�
2 � h�
�@û"1i@z

;
@û"2i
@z

�
0;
1�
2

:

Lemme 2.4.2 (Inégalité de Korn [14]). Pour tout ('1; '2) 2 V ", on a

kr'lk0;
"l � C kD ('l)k0;
"l ; l = 1; 2

où C est une constante positive qui ne dépend pas de " et de ':
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2.4. Estimation à priori

Théorème 2.4.1 Étant donnés (f "1 ; f
"
2 ) 2 L2 (
"1)

3 � L2 (
"2)
3 et k" une fonction positive

dans L1 (!), il existe une constante c > 0 qui ne dépend pas de " telle que

"2
X

1�i;j�2

�@û"1i@xj
;
@û"2i
@xj

�2
0;
1�
2

+ "2
�@û"13@z

;
@û"23
@z

�2
0;
1�
2

+

+
X
1�i�2

 �@û"1i@z
;
@û"2i
@z

�2
0;
1�
2

+ "4
�@û"13@xi

;
@û"23
@xi

�2
0;
1�
2

!
� c

(2.4.1)

Preuve. Soit (u"1;u
"
2) la solution du problème (2:2:2), donc

A ((u"1;u"2) ; ('1 � u"1; '2 � u"2)) + J" ('1; '2)�

�J" (u"1;u"2) �
Z

"1

f "1 � ('1 � u"1) dx+
Z

"2

f "2 � ('2 � u"2) dx; 8 ('1; '2) 2 V ";

ce qui implique que

A ((u"1;u"2) ; (u"1;u"2)) � A ((u"1;u"2) ; ('1; '2)) + J" ('1; '2)�

�J" (u"1;u"2) +
Z

"1

f "1 � u"1dx+
Z

"2

f "2 � u"2dx�
Z

"1

f "1 � '1dx�

�
Z

"2

f "2 � '2dx; 8 ('1; '2) 2 V ";

et comme J" (u"1;u
"
2) � 0, on a

A ((u"1;u"2) ; (u"1;u"2)) � A ((u"1;u"2) ; ('1; '2)) + J" ('1; '2)+

+

Z

"1

f "1 � u"1dx+
Z

"2

f "2 � u"2dx�
Z

"1

f "1 � '1dx�

�
Z

"2

f "2 � '2dx; 8 ('1; '2) 2 V ":

(2.4.2)

D�après la coercivité de A (:; :), il existe CK indépendant de " telle que

CK

�
2�1 kru"1k

2
0;
"1

+ 2�2 kru"2k
2
0;
"2

�
� A ((u"1;u"2) ; (u"1;u"2)) . (2.4.3)
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2.4. Estimation à priori

En appliquant les inégalités de Hölder et de Young, on trouve la majoration suivante

A ((u"1;u"2) ; ('1; '2))

�
X
1�l�2

(Z

"l

2�l jdij (u"l )j jdij ('l)j dx+ �l

Z

"l

jdiv (u"l )j jdiv ('l)j dx
)

�
X
1�l�2

8<:
 Z


"l

r
�lCK
2

jdij (u"l )j
2 dx

! 1
2
 Z


"l

2
p
2�lp
CK

jdij ('l)j
2 dx

! 1
2

9=;+
+
X
1�l�2

8<:
 Z


"l

p
�lCK

2
jdiv (u"l )j

2 dx

! 1
2
 Z


"l

2�lp
�lCK

jdiv ('l)j
2 dx

! 1
2

9=;
�

X
1�l�2

�
�lCK
4

kdij (u"l )k
2
L2(
"l )

+
4�l
CK

kdij ('l)k
2
L2(
"l )

�
+

+
X
1�l�2

 
�lCK
8

Z

"l

jdiv (u"l )j
2 dx+

2 (�l)
2

�lCK

Z

"l

jdiv ('l)j
2 dx

!
;

et comme
P

1�i;j�2 jdij (v)j
2 � jrvj2 et jdiv (v)j2 � jrvj2 , on obtient

A ((u"1;u"2) ; ('1; '2)) �
X
1�l�2

�
�lCK
4

kru"l k
2
0;
"l

+
4�l
CK

kr'lk
2
0;
"l

+

+
�lCK
8

kru"l k
2
0;
"l

+
2 (�l)

2

�lCK
kr'lk

2
0;
"l

)
.

(2.4.4)

En appliquant les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Young, on trouve�����
Z

"1

f "1 � u"1dx+
Z

"2

f "2 � u"2dx
����� (2.4.5)

� kf "1k0;
"1 ku
"
1k0;
"1 + kf "2k0;
"2 ku

"
2k0;
"2

� "h� kru"1k0;
"1 kf
"
1k0;
"1 + "h� kru"2k0;
"2 kf

"
2k0;
"2

� �1CK
2

kru"1k
2
0;
"1

+
("h�)2

2�1CK
krf "1k

2
0;
"1

+

+
�2CK
2

kru"2k
2
0;
"2

+
("h�)2

2�2CK
krf "2k

2
0;
"2

.

De même�����
Z

"1

f "1 � '1dx+
Z

"2

f "2 � '2dx
����� � X

1�l�2

 
�lCK
2

kr'lk
2
0;
"l

+
("h�)2

2�lCK
krf "l k

2
0;
"l

!
. (2.4.6)
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2.4. Estimation à priori

En utilisant (2.4.3)-(2.4.6), et en choisissant '1 = G"1 et '2 = G"2 , l�inégalité (2.4.2) devient

comme suitX
1�l�2

2�lCK kru"l k
2
0;
"l

� A ((u"1;u"2) ; (u"1;u"2))

�
X
1�l�2

�
�lCK
4

kru"l k
2
0;
"l

+
4�l
CK

krG"l k
2
0;
"l

+
�lCK
8

kru"l k
2
0;
"l

+

+
2 (�l)

2

�lCK
krG"l k

2
0;
"l

+
�lCK
2

kru"l k
2
0;
"l

+
("h�)2

2�lCK
krf "l k

2
0;
"l

+

+
�lCK
2

krG"l k
2
0;
"l

+
("h�)2

2�lCK
krf "l k

2
0;
"l

)

Ce qui implique

X
1�l�2

9

8
�lCK kru"l k

2
0;
"l

�
X
1�l�2

(
("h�)2

�lCK
krf "l k

2
0;
"l

+

 
2 (�l)

2

�lCK
+
�lCK
2

+
4�l
CK

!
krG"l k

2
0;
"l

)
.

(2.4.7)

Pour 0 < " < 1, on voit que

"2 kf "l k
2
0;
"l

= "�1
f̂l2

0;
l
et

@u"l3@x3

2
0;
"l

= "�1
@û"l3@z

2
0;
l

:

En multipliant (2:4:7) par "; on trouve

CK

�
9

8
�1" kru"1k

2
0;
"1

+
9

8
�2" kru"2k

2
0;
"2

�
� "3 (h�)2

�1CK
krf "1k

2
0;
"1

+

 
2 (�1)

2

�1CK
+
�1CK
2

+
4�1
CK

!
" krG"1k

2
0;
"1

+

+
"3 (h�)2

�2CK
krf "2k

2
0;
"2

+

 
2 (�2)

2

�2CK
+
�2CK
2

+
4�2
CK

!
" krG"2k

2
0;
"2

� (h�)2

�1CK

rf̂12
0;
1

+

 
2 (�1)

2

�1CK
+
�1CK
2

+
4�1
CK

!
"
rĜ12

0;
1
+

+
(h�)2

�2CK

rf̂22
0;
2

+

 
2 (�2)

2

�2CK
+
�2CK
2

+
4�2
CK

!
"
rĜ22

0;
2
:

38



2.4. Estimation à priori

Pour 0 < " < 1, on voit que

CK

�
9

8
�1" kru"1k

2
0;
"1

+
9

8
�2" kru"2k

2
0;
"2

�
� (h�)2

�1CK

rf̂12
0;
1

+

 
2 (�1)

2

�1CK
+
�1CK
2

+
4�1
CK

!rĜ12
0;
1

+

+
(h�)2

�2CK

rf̂22
0;
2

+

 
2 (�2)

2

�2CK
+
�2CK
2

+
4�2
CK

!rĜ22
0;
2

donc

9

8
��CK "

�
kru"1k

2
0;
"1

+ kru"2k
2
0;
"2

�
� (h�)2

��CK

rf̂12
0;
1

+

 
2 (�+)

2

��CK
+
�+CK
2

+
4�+
CK

!rĜ12
0;
1

+

+
(h�)2

��CK

rf̂22
0;
2

+

 
2 (�+)

2

��CK
+
�+CK
2

+
4�+
CK

!rĜ22
0;
2

avec �� = min (�1; �2) ; �+ = max (�1; �2) et �+ = max (�1; �2) :

donc

9

8
��CK " k(ru"1;ru"2)k

2
0;
"1�
"2

� (h�)2

��CK

�rf̂1;rf̂2�2
0;
1�
2

+

+

 
(�+)

2

��CK
+
�+CK
2

+
4�+
CK

!�rĜ1;rĜ2�2
0;
1�
2

donc

" k(ru"1;ru"2)k
2
0;
"1�
"2

� c

où

c =
8

9��CK
c0;

c0 =
(h�)2

��CK

�rf̂1;rf̂2�2
0;
1�
2

+

 
(�+)

2

��CK
+
�+CK
2

+
4�+
CK

!�rĜ1;rĜ2�2
0;
1�
2

:

En observant que pour "

" k(ru"1;ru"2)k
2
0;
"1�
"2

= "2
X

1�i;j�2

�@û"1i@xj
;
@û"2i
@xj

�2
0;
1�
2

+ "2
�@û"13@z

;
@û"23
@z

�2
0;
1�
2

+

+
X
1�i�2

 �@û"1i@z
;
@û"2i
@z

�2
0;
1�
2

+ "4
�@û"13@xi

;
@û"23
@xi

�2
0;
1�
2

!
Ce qui montre bien l�inégalité (2.4.1):
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2.5. Résultat de convergence et problème limite

2.5 Résultat de convergence et problème limite

On a le résultat suivant:

Théorème 2.5.1 Sous les hypothèses du lemme 2.4.3, il existe (u?1i; u
?
2i) dans Hz (i = 1; 2)

tel que pour toute sous suite de (û"1; û
"
2) notée encore (û

"
1; û

"
2) on a les résultats de convergence

suivants

(û"1i; û
"
2i)* (u?1i; u

?
2i) ; (1 � i � 2) faiblement dans Hz; (2.5.1)�

"
@û"1i
@xj

; "
@û"2i
@xj

�
* (0; 0) ; (1 � i; j � 2) faiblement dans L2 (
1)� L2 (
2) ; (2.5.2)�

"2
@û"13
@xi

; "2
@û"23
@xi

�
* (0; 0) ; (1 � i � 2) faiblement dans L2 (
1)� L2 (
2) ; (2.5.3)�

"
@û"13
@z

; "
@û"23
@z

�
* (0; 0) faiblement dans L2 (
1)� L2 (
2) ; (2.5.4)

("û"13; "û
"
23)* (0; 0) faiblement dans L2 (
1)� L2 (
2) : (2.5.5)

Preuve. D�après le lemme 2.4.3, il existe une constante C indépendante de " telle que�@û"1i@z
;
@û"2i
@z

�2
0;
1�
2

� C; i = 1; 2.

En utilisant cette estimation avec l�inégalité de Poincaré, on obtient

k(û"1i; û"2i)k0;
1�
2 � h�
�@û"1i@z

;
@û"2i
@z

�
0;
1�
2

; i = 1; 2;

c�est-à-dire que (û"1i; û
"
2i) est borné dans Hz pour i = 1; 2; ceci implique l�existence de

(u?1i; u
?
2i) dans Hz tel que (û"1i; û

"
2i) converge faiblement vers (u

?
1i; u

?
2i) dans Hz.

D�autre part, grâce au lemme 2.4.3, on a

"

�@û"1i@xj
;
@û"2i
@xj

�
0;
1�
2

� c

alors il existe un élément w 2 L2 (
1)�L2 (
2) telle que
�
"
@û"1i
@xj

; "
@û"2i
@xj

�
converge faiblement

vers w: De plus, il vient de (2.5.1) que
�
@û"1i
@xj

;
@û"2i
@xj

�
converge vers

�
@û?1i
@xj

;
@û?2i
@xj

�
; donc pour

tout 'l 2 L2 (
l) ; on a Z

l

"
@û"li
@xj

'ldxdz = "

Z

l

@û"li
@xj

'ldxdz:
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2.5. Résultat de convergence et problème limite

Lorsque " tend vers 0, on obtient Z

l

wl'ldxdz = 0;

et donc w = 0 dans L2 (
1)� L2 (
2) : Ce qui donne la convergence faible de (2.5.2).

Aussi les convergences (2.5.3)-(2.5.4) découlent à partir de (2.4.1). Pour démontrer

(2.5.5), on utilise l�inégalité de Poincaré avec l�estimation (2.4.1), donc il existe une constante

C > 0 qui ne dépend pas de " telle que

k("û"13; "û"23)k0;
1�
2 � h�
�"@û"13@z

; "
@û"23
@z

�
0;
1�
2

� C;

on a donc la convergence de ("û"13; "û
"
23) vers une fonction w dans L2 (
1) � L2 (
2) et�

"
@û"13
@z

; "
@û"23
@z

�
converge faiblement vers

@w

@z
dans L2 (
1) � L2 (
2) : D�après (2.5.4) et

l�unicité de la limite faible, on déduit que
@w

@z
= 0 p.p dans 
1 � 
2; c�est-à-dire que w

ne dépend pas de la variable z: D�autre part, "û"l3 * wl implique  ("û"l3) !  (wl ), avec

 est l�application de trace, mais  ("û"l3) = "û"l3j@
l = 0; donc  (wl) = wl = 0 sur @
l; de

sorte que w = 0 p.p sur 
1 � 
2:

Théorème 2.5.2 Avec les mêmes hypothèses du théorème 2.5.1, (u?1;u
?
2) véri�e�

��1
@2u?1
@z2

;��2
@2u?2
@z2

�
=
�
f̂1; f̂2

�
dans L2 (
1)

2 � L2 (
2)
2 ; (2.5.6)

�1
X
1�i�2

Z

1

@u?1i
@z

:
@

@z
('̂1i � u?1i) dx

0dz + �2
X
1�i�2

Z

2

@u?2i
@z

:
@

@z
('̂2i � u?2i) dx

0dz+

+Ĵ ('̂1; '̂2)� Ĵ (u?1;u
?
2) �

X
1�i�2

Z

1

f̂1i ('̂1i � u?1i) dx
0dz+

+
X
1�i�2

Z

2

f̂2i ('̂2i � u?2i) dx
0dz; 8 ('̂1; '̂2) 2 V (
1)� V (
2):

(2.5.7)

Preuve. En utilisant les résultats de convergence du théorème 2.5.1, dans l�inéquation

variationnelle (2:3:4), et comme J est convexe et semi-continue inférieurement

41



2.5. Résultat de convergence et problème limite�
lim"!0 inf

R
!
k̂ j(û"1� � û"2� � s)j dx �

R
!
k̂ j(u?1 � u?2 � s)j dx

�
, on obtient

�1
X
1�i�2

Z

1

@û?1i
@z

:
@

@z
('̂1i � û?1i) dx

0dz + �2
X
1�i�2

Z

2

@û?2i
@z

:
@

@z
('̂2i � û?2i) dx

0dz+

Ĵ ('̂1; '̂2)� Ĵ (u?1;u
?
2) �

X
1�i�2

Z

1

f̂1i ('̂1i � u?1i) dx
0dz +

X
1�i�2

Z

2

f̂2i ('̂2i � u?2i) dx
0dz;

8 ('̂1; '̂2) 2 V .

On choisit maintenant '̂1i = u?1i �  1i , '̂2i = u?2i �  2i pour i = 1; 2; avec ( 1i;  2i)1�i�2 2
H1
0 (
1)� 2 H1

0 (
2) ; et '̂13 = u?13 , '̂23 = u?23, on trouve

�1
X
1�i�2

Z

1

@u?1i
@z

:
@ 1i
@z

dx0dz + �2
X
1�i�2

Z

2

@u?2i
@z

:
@ 2i
@z

dx0dz

=
X
1�i�2

Z

1

f̂1i 1idx
0dz +

X
1�i�2

Z

2

f̂2i 2idx
0dz.

En utilisant la formule de Green, on obtient

�
Z

1

�1
@

@z

�
@u?1i
@z

�
: 1idx

0dz �
Z

2

�2
@

@z

�
@u?2i
@z

�
: 2idx

0dz

=

Z

1

f̂1i 1idx
0dz +

Z

2

f̂2i 2idx
0dz.

Alors ��
��1

@2u?1i
@z2

� f̂1i ;��2
@2u?2i
@z2

� f̂2i

�
; ( 1i;  2i)

�
= 0; i = 1; 2;

8 ( 1i;  2i) 2 H1
0 (
1)� 2 H1

0 (
2) ;

ce qui implique�
��1

@2u?1i
@z2

;��2
@2u?2i
@z2

�
=
�
f̂1i; f̂2i

�
; i = 1; 2 dans H�1 (
1)�H�1 (
2) ; (2.5.8)

et comme
�
f̂1i; f̂2i

�
2 L2 (
1)� L2 (
2), alors (6:8) est valable dans L2 (
1)� L2 (
2).

Théorème 2.5.3 Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème précédent, les traces

s?l = u
?
l (x

0; 0); �?l =
@u?l
@z
(x0; 0); l = 1; 2

véri�ent

�1�
?
1 = �2�

?
2 (2.5.9)
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2.5. Résultat de convergence et problème limiteZ
!

bk (j + s?1 � s?2 � sj � js?1 � s?2 � sj) dx0 �
Z
!

�l�
?
l dx

0 � 0;8 2 L2 (!)2 (2.5.10)

et la condition aux limites de Tresca suivante8<: �l j�?l j < k̂ ) s?1 � s?2 = s

�l j�?l j = k̂ ) 9� > 0 tel que s?1 � s?2 = s+ ��l�
?
l

p.p sur !; (2.5.11)

aussi �?l ; s
?
l véri�ent l�équation généralisée faible de ReynoldsZ

!

0@ eF + �1

hZ
0

u?1(x
0; y)dy + �2

0Z
�h

u?2(x
0; y)dy

1A :r (x0)dx0 = 0;8 2 H1(!) (2.5.12)

où

F1(x0; y) =
yZ
0

�Z
0

bf1(x0; �)d�d�; F2(x0; y) = 0Z
y

0Z
�

bf2(x0; �)d�d�,
F(x0; y) = F1(x0; y) + F2(x0;�y) et eF(x0) = hZ

0

F(x0; y)dy� hF(x0; h):

Preuve. L�inéquation (2:3:4) s�écrit

"2
X

1�i;j;l�2

8<:�l
Z

l

�
@û"li
@xj

+
@û"lj
@xi

�
@

@xj
('̂li � û"li) dx

0dz

9=;+
+
X

1�i;l�2

8<:�l
Z

l

�
@û"li
@z

+ "2
@û"l3
@xi

��
@

@z
('̂li � û"li) + "2

@

@xi
('̂l3 � û"l3)

�
dx0dz

9=;+
+"2

X
1�l�2

�
2�l

Z

l

@û"l3
@z

:
@

@z
('̂l3 � û"l3) dx

0dz

�
+ "2

X
1�l�2

�
�l

Z

l

div (û"l ) : div ('̂l � û"l ) dx
0dz

�
+

+

Z
!

k̂ j('̂1� � '̂2� � s)j dx0 �
Z
!

k̂ j(û"1� � û"2� � s)j dx0 �
X
1�i�2

0@Z

1

f̂1i ('̂1i � û"1i) dx
0dz

1A+
+"

Z

1

f̂13 ('̂13 � û"13) dx
0dz +

X
1�i�2

0@Z

2

f̂2i ('̂2i � û"1i) dx
0dz

1A+ "

Z

2

f̂23 ('̂23 � û"23) dx
0dz:

En utilisant les techniques de [14, lemme 5.3], on peut choisir '̂1i = u?1i+ 1i , '̂2i = u?2i+ 2i

pour i = 1; 2; avec ( 1i;  2i) 2 H1
�1[�L1

(
1)� 2 H1
�2[�L2

(
2); où

H1
�l[�Ll

(
l) =
�
'l 2 H1(
l); 'l = 0 sur �l [ �Ll

	
; l = 1; 2;
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2.5. Résultat de convergence et problème limite

donc

�1
X
1�i�2

Z

1

@u?1i
@z

:
@ 1i
@z

dx0dz + �2
X
1�i�2

Z

2

@u?2i
@z

:
@ 2i
@z

dx0dz+

+Ĵ ( 1 + s?1;  2 + s?2)� Ĵ (s?1; s
?
2) �

X
1�i�2

Z

1

f̂1i: 1idx
0dz+

+
X
1�i�2

Z

2

f̂2i: 2idx
0dz;

et comme n = (0; 0;�1) sur !, et par l�application de la formule de Green sur chaque
domaine, il vient X

1�i�2

Z

1

�
��1

@2u?1i
@z2

�
: 1idx

0dz +

Z
!

�1�
?
1: 1d� +

+
X
1�i�2

Z

2

�
��2

@2u?2i
@z2

�
: 2idx

0dz +

Z
!

��2� ?2: 2d� +

+

Z
!

k̂ (j 1 �  2 + s?1 � s?2 � sj � js?1 � s?2 � sj) dx0

�
X
1�i�2

Z

1

f̂1i: 1idx
0dz +

X
1�i�2

Z

2

f̂2i: 2idx
0dz;

en utilisant (2.5.4), on déduit que pour tout  l 2 H1
�l[�Ll

(
l)
2; l = 1; 2;Z

!

k̂ (j 1 �  2 + s?1 � s?2 � sj � js?1 � s?2 � sj) dx0 �
Z
!

(�1�
?
1 1 � �2�

?
2 2) dx

0 � 0

cette inégalité reste valable pour tout  l 2 D(!)2; l = 1; 2; et par la densité de D(!) dans
L(!) on déduit que R

!
k̂ (j 1 �  2 + s?1 � s?2 � sj � js?1 � s?2 � sj) dx0�

�
R
!
(�1�

?
1: 1 � �2�

?
2: 2) dx

0 � 0; 8 1;  2 2 L2 (!)
2 :

(2.5.13)

En particulier pour  1 =  2; = � , on trouve doncZ
!

(�1�
?
1 � �2�

?
2) : dx

0 = 0; 8 2 L2 (!)2

ceci implique

�1�
?
1 = �2�

?
2 dans L

2 (!)2 (2.5.14)

De (2:5:13) et (2:5:14), on déduit facilement l�inégalité (2:5:10). Nous obtenons aussi (2:5:11)

comme dans le cas du problème des �uides [1, 5]

44



2.5. Résultat de convergence et problème limite

Pour prouver (2.5.12), on intègre deux fois la première équation de (2.5.6) entre 0 et z,

et la deuxième entre z et 0; on obtient8>>>>>><>>>>>>:
��1u?1i(x0; z) + �1s

?
1i + �1z�

?
1i =

zZ
0

�Z
0

cf1i(x0; y)dyd�
�2z�

?
2i � �2u

?
2i(x

0; z) + �2s
?
2i =

0Z
z

0Z
�

cf2i(x0; y)dyd�
i = 1; 2 (2.5.15)

en particulier pour z = h dans le première équation de (2.5.15) et la deuxième z = �h; donc8>>>>>><>>>>>>:
�1s

?
1i + �1h�

?
1i =

hZ
0

�Z
0

cf1i(x0; y)dyd�
��2h�?2i + �2s

?
2i =

0Z
�h

0Z
�

cf2i(x0; y)dyd�
i = 1; 2 (2.5.16)

ce qui, par addition et comme �1�
?
1 = �2�

?
2, déduit

�1s
?
1 + �2s

?
2 =

hZ
0

�Z
0

cf1i(x0; y)dyd� + 0Z
�h

0Z
�

cf2i(x0; y)dyd� (2.5.17)

Intégrant la première équation de (2.5.15) entre 0 et h et la deuxième entre �h et 0, on
obtient 8>>>>>><>>>>>>:

��1

hZ
0

u?1(x
0; y)dy + �1s

?
1h+

h2

2
�1�

?
1 =

hZ
0

F1(x0; y)dy

�h
2

2
�2�

?
2 � �2

0Z
�h

u?2(x
0; y)dy + �2s

?
2h =

0Z
�h

F2(x0; y)dy

avec

F1(x0; y) =
yZ
0

�Z
0

bf1(x0; �)d�d� et F2(x0; y) = 0Z
y

0Z
�

bf2(x0; �)d�d�;
en sommant les deux équations, et comme �1�

?
1 = �2�

?
2, on trouve

h (�1s
?
1 + �2s

?
2)� �1

hZ
0

u?1(x
0; y)dy � �2

0Z
�h

u?2(x
0; y)dy =

hZ
0

F(x0; y)dy (2.5.18)

avec

F(x0; y) = F1(x0; y) + F2(x0;�y);

de (2.5.17)-(2.5.18), on déduit (2.5.12).
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2.5. Résultat de convergence et problème limite

Théorème 2.5.4 La solution (u?1;u
?
2) du problème limite (2:5:4)-(2:5:5) est unique dans

Hz.

Preuve. Supposons qu�il existe deux solutions (u?1;u
?
2) et (v

?
1;v

?
2) de (2.5.4)-(2.5.5),

alors

�1

2X
i=1

Z

1

@u?1i
@z

:
@

@z
('̂1i � u?1i) dx

0dz + �2

2X
i=1

Z

2

@u?2i
@z

:
@

@z
('̂2i � u?2i) dx

0dz+

+J ('̂1; '̂2)� J (u?1;u
?
2) �

2X
i=1

Z

1

f̂1i ('̂1i � u?1i) dx
0dz+

+
2X
i=1

Z

2

f̂2i ('̂2i � u?2i) dx
0dz; 8 ('̂1; '̂2) 2 V (
1)� V (
2)

(2.5.19)

�1

2X
i=1

Z

1

@v?1i
@z

:
@

@z
('̂1i � v?1i) dx

0dz + �2

2X
i=1

Z

2

@v?2i
@z

:
@

@z
('̂2i � v?2i) dx

0dz+

+J ('̂1; '̂2)� J (v?1;v
?
2) �

2X
i=1

Z

1

f̂1i ('̂1i � v?1i) dx
0dz+

+
2X
i=1

Z

2

f̂2i ('̂2i � v?2i) dx
0dz; 8 ('̂1; '̂2) 2 V (
1)� V (
2)

(2.5.20)

on prend b'1 = v?1 et b'2 = v?2 dans (2.5.19), puis b'1 = u?1 et b'2 = u?2 dans (2.5.20) et en

sommant les deux inéquations, il vient pourW =
�
W 1;W 2

�
;W 1 = u

?
1�v?1 etW 2 = u

?
2�v?2;

�1

2X
i=1

Z

1

@

@z

�
W 1i

�
:
@

@z

�
W 1i

�
dx0dz + �2

2X
i=1

Z

2

@

@z

�
W 2i

�
:
@

@z

�
W 2i

�
dx0dz � 0

ceci implique

�1

 @@z �W1

�2
0;
1

+ �2

 @@z �W2

�2
0;
2

� 0

donc  @@zW 1

2
0;
1

= 0 et

 @@zW 2

2
0;
2

= 0

utilisant l�inégalité de Poincaré, on déduit queW 1


Hz(
1)

= 0 et
W 2


Hz(
2)

= 0:

donc
W

Hz
= 0
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Chapitre 3

Comportement asymptotique d�un

problème de transmission gouverné

par le �uide de Bingham

Résumé

Dans ce chapitre, on s�intéresse à l�étude de l�analyse asymptotique d�un problème prob-

lème de transmission entre deux �uides Bingham en régime stationnaire avec des viscosités

di¤érentes, dans un domaine de faible épaisseur et les conditions de frottement non linéaire

de type de Tresca à l�interface de contact. Ce chapitre est organisé de la manière suivante.

Dans la section 1 nous introduisons quelques notations et le cadre fonctionnel dans lequel

nous allons travailler. Dans la section 2, nous présentons le problème mécanique et sa for-

mulation variationnelle puis prouvons l�existence de solutions faibles. Dans la section 3,

nous e¤ectuons un changement d�échelle, par rapport à l�épaisseur du domaine. Dans la

section 4, nous trouvons quelques estimations sur les solutions de notre problème

Ensuite, nous prouvons le résultat de convergence faible et décrivons le problème limite.

En�n, nous obtenons toutes les propriétés de notre problème original.
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3.1. Introduction et cadre fonctionnel du problème

3.1 Introduction et cadre fonctionnel du problème

Notations and préliminaires

On note S3 l�espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R3 et j:j la norme
euclidienne sur R3. Ainsi, pour tout u; v 2 R3, u�v = uivi, jvj = (v�v)1=2, et pour tout
�; � 2 S3, �:� = �ij� ij, j� j = (� ; �)1=2. Ici et ci-dessous, les indices i et j sont compris entre
1 et 3 et la convention de sommation sur des indices répétés est adoptée.

Soient 
"1 et 

"
2 deux domaines bornés en R3. Nous utilisons un indice l pour indiquer

qu�une quantité est liée au domaine 
"l ; l = 1; 2, où (0 < " < 1) est un petit paramètre

qui tendra vers zéro. Pour chaque domaine 
"l , nous supposons que sa frontière @

"
l est

de la classe C1 et est divisée en trois parties mesurables disjointes, @
"1 = �! [ ��"1 [ ��"L1
et @
"2 = �! [ ��"2 [ ��"L2, où ! est une région �xe dans le plan x0 = (x1; x2) 2 R2. La

surface supérieure �"1 est dé�nie par x3 = "h(x0); et la surface inférieure �"2 est dé�nie par

x3 = �"h(x0) avec h une fonction régulière et bornée telle que 0 < h� � h (x) � h� pour

tout (x; 0) dans !. �"Ll ; l = 1; 2 est la frontière latérale. Nous désignons par 

" le domaine


"1 [ 
"2 et on se met


"1 = f(x; x3) 2 R3; (x; 0) 2 !; 0 < x3 < "h (x)g;


"2 = f(x; x3) 2 R3; (x; 0) 2 !; � "h (x) < x3 < 0g:

On introduit le cadre fonctionnel suivant:

H1 (
"l )
3 =

�
v 2 L2 (
"l )

3 :
@vi
@xj

2 L2 (
"l ) ; 8i; j = 1; :::; 3
�
,

V (
"l ) =
�
v 2 H1 (
"l )

3 : v = 0 on �"l [ �"Ll ;v:� = 0 on !
	
, l = 1; 2

Vdiv (

"
l ) = fv 2 V (
"l ) : div(v) = 0 in 
"l g ;

L20 (

"
l ) =

(
q 2 L2 (
"l ) :

Z

"l

q dxdx3 = 0

)
; l = 1; 2.

Tous ces espaces sont munis de leurs normes naturelles jj:jj
1:
"

l
et d�un produit scalaire

h:; :i1:
"l .
De plus, nous avons besoin des espaces fonctionnels suivants

V " = f(v1;v2) 2 V (
"1)� V (
"2) : v1:�1 + v2:�2 = 0 sur !g ;

V "
div = Vdiv (


"
1)� Vdiv (


"
2) et L

2
0 = L20 (


"
1)� L20 (


"
2)

48



3.2. Le modèle et sa formulation variationnelle

L�espace V " est un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire canonique h:; :iV " et de
norme associée k(:; :)kV ", où k(v1;v2)kV " =

�
kv1k2V (
"1) + kv2k

2
V (
"2)

�1=2
:

On désigne par k(:; :)k1;
"1�
"2 la norme de l�espace H
1 (
"1)

3�H1 (
"2)
3. Le vecteur �l la

normale unitaire sortante à @
"l . Pour tout vecteur v
"
l 2 H1 (
"l )

3, l = 1; 2 nous utilisons la

notation v"l pour la trace de v
"
l sur @


"
l et on note par v

"
l� and v

"
l� les composantes normale

et tangentielle de v"l sur la frontière, donnée par

v"l� = v
"
l :�l; v"l� = v

"
l � v"l��l, with � = �1 = ��2.

De même, les composantes normales et tangentielles �"l� et �
"
l� 2 R3, du tenseur des con-

traintes sont dé�nies par

�"l� = (�
"
l �l) :�l; �"l� = �"l �l � �"l� :�l.

3.2 Le modèle et sa formulation variationnelle

Le cadre physique est le suivant. Nous considérons deux �uides de Bingham qui occupent

les domaines 
"1 et 

"
2. Les deux �uides sont en contact bilatéral, avec un frottement, le

long de la partie commune !:

On note par u"l = (u"li)1�i�3 ; l = 1; 2 le champ de vitesse, par �"l =
�
�"lij
�
1�i;j�3 ,

l = 1; 2; le tenseur des contraintes et par D (u"l ) les tenseurs de déformations linéarisées.

Nous modélisons les matériaux avec le tenseur de contrainte total de Cauchy

�"l (u
"
l ) = �p"l I + �D;"l ; l = 1; 2

où �D;"l désigne la partie déviateur, et p"l la pression. Le �uide est supposé être viscoplastique,

et la relation entre �D;"l et D (u"l ) est donnée par le modèle de Bingham:8><>: �D;"l = �"l
D (u"l )

jD (u"l )j
+ 2�"lD (u

"
l ) , when D (u

"
l ) 6= 0;

j�D;"l j � �"l ; when D (u"l ) = 0;

où �"l � 0 est le seuil de plasticité, �"l > 0 est la viscosité, u"l est le champ de vitesse et

D(u"l ) =
1

2
(ru"l +(ru"l )

T ). Pour tout tenseur � = (� ij), la notation j� j représente la norme

matricielle: j� j = 1p
2

�X
i;j
� ij

� 1
2
:
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3.2. Le modèle et sa formulation variationnelle

� L�équation de conservation de la quantité de mouvement

�div (�"l ) = f "l ; l = 1; 2 in 
"l

où le vecteur f "l , l = 1; 2 de composantes f
"
il (i = 1; 2; 3); représente une densité massique

des forces extérieures.

� L�équation d�incompressibilité

div(u"l ) = 0; l = 1; 2 in 
"l

Nous décrivons les conditions aux limites sur la frontière @
"l . Nous supposons que

� Sur la surface supérieure, nous supposons

u"l = 0, l = 1; 2 on �"l

� Sur la frontière latérale, la vitesse est connue et est parallèle au !-plan

u"l = 0; l = 1; 2, on �
"
Ll
.

� Les conditions sur la surface commune !. Nous supposons que le contrat est bilatéral [23],
c�est-à-dire

u"1� + u
"
2� = 0 on !

Et le fait que

�1 = ��2 and �"1:�1=� �"2:�2 on !.

Par conséquent,

�"� = �"1� = �"2� et �
"
� = �"1� = ��"2� on !:

Cependant, la vitesse tangentielle est inconnue et satisfait la condition limite de Tresca:8<: j�"� j < k" =) u"1� � u"2� = 0
j�"� j = k" =) 9� � 0; u"1� � u"2� = ���"�

on !:

Le problème de transmission en régime stationnaire pour le �uide Bingham est donné

par le problème suivant.
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3.2. Le modèle et sa formulation variationnelle

Problème P ". Trouver le champ de vitesse u"l = (u
"
li)1�i�3 : 


"
l �! R3 ; l = 1; 2 tel que

div �"1 + f
"
1 = 0

div(u"1) = 0

9=; dans 
"1; (3.2.1)

div �"2 + f
"
2 = 0

div(u"2) = 0

9=; dans 
"2; (3.2.2)

�"1 (u
"
1) = �p"1I + �D;"1

�D;"1 = �"1
D (u"1)

jD (u"1)j
+ 2�"1D (u

"
1) , si D (u

"
1) 6= 0;

j�D;"1 j � �"1; si D (u"1) = 0;

9>>>>=>>>>; dans 
"1; (3.2.3)

�"2 (u
"
2) = �p"2I + �D;"2

�D;"2 = �"2
D (u"2)

jD (u"2)j
+ 2�"2D (u

"
2) , si D (u

"
2) 6= 0;

j�D;"2 j � �"2; si D (u"2) = 0;

9>>>>=>>>>; dans 
"2; (3.2.4)

u"1 = 0, sur �
"
1 [ �"L1 (3.2.5)

u"2 = 0, sur �
"
2 [ �"L2 (3.2.6)

u"1:� � u"2:� = 0 sur !; (3.2.7)

�"1:� � �"2:� = 0 sur !; (3.2.8)8<: j�"� j < k" =) u"1� � u"2� = 0
j�"� j = k" =) 9� � 0; u"1� � u"2� = ���"�

sur !: (3.2.9)

Sur chaque sous domaine 
"l de 

" on e¤ectue le produit de (3.2.1) par '1�u"1, et (3.2.2)

par '2 � u"2. Puis en utilise la formule de Green, et par addition, on trouveZ

"1

�"1ij
@

@xj
('1i � u"1i) dx+

Z

"2

�"2ij
@

@xj
('2i � u"2i) dx�

�
Z
@
"1

�"1ijn1j ('1i � u"1i) ds�
Z
@
"2

�"2ijn2j ('2i � u"2i) ds

=

Z

"1

f "1i ('1i � u"1i) dx+

Z

"2

f "2i ('2i � u"2i) dx; 8 ('1; '2) 2 V ":

En tenant compte des conditions (3.2.1)-(3.2.9) et en utilisant le lemme 2.1.1, chapitre 1,

on trouve la formulation faible :
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3.2. Le modèle et sa formulation variationnelle

8>>>>><>>>>>:
Trouver (u"1;u

"
2) 2 V "

div et p
"
l 2 L20(
"l ); l = 1; 2 tel que

A ((u"1;u"2) ; ('1 � u"1; '2 � u"2))�
X
1�l�2

(p"l ; div'l) + J" ('1; '2)� J" (u"1;u
"
2)

�
Z

"1

f "1 ('1 � u"1) dx+
Z

"2

f "2 ('2 � u"2) dxdx3; 8 ('1; '2) 2 V ";

(3.2.10)

où

A ((u1;u2) ; ('1; '2)) =
X
1�l�2

n
2�l
R

"l
dij (ul) dij ('l) dxdx3

o
;

(p"l ; div'l) =
R

"l
p"l div ('l) dxdx3; 1 � l � 2;

J" (v1;v2) =
R
!
k"j (v1� � v2� ) jdx+

p
2�"1

R

"1
jD (v1)j dxdx3 +

p
2�"2

R

"2
jD (v2)j dxdx3;

Les résultats d�existence et d�unicité de la solution faible du problème (3.2.1)-(3.2.9) sont

obtenus dans le théorème suivant.

Théorème 3.2.1. Supposons que (f "1 ; f
"
2 ) 2 L2(
"1)3�L2(
"2)3, k" 2 L1+ (!), Alors il existe

un unique u" = (u"1;u
"
2) 2 V "

div et p
" = (p"1; p

"
2) 2 L20(
") (à une constante additive) solution

du problème (3:2:10).

Preuve. Lorsque les fonctions test appartiennent à V "
div, on obtient le problème varia-

tionnel :

Trouver (u"1;u
"
2) 2 V "

div tel que

A ((u"1;u"2) ; ('1 � u"1; '2 � u"2)) + J" ('1; '2)� J" (u"1;u
"
2)

�
Z

"1

f "1 ('1 � u"1) dxdx3 +
Z

"2

f "2 ('2 � u"2) dxdx3;8' 2 V "
div.

� En utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwartz, nous obtenons que la forme bilinéaire A(:; :)
est continue. Puis, on pose � = max(�"1; �

"
2) il existe une constante C (


") > 0; telle que

jA(';  )j � (2�+ C (
")) k('1; '2)k1;
"1�
"2 k( 1;  2)k1;
"1�
"2 ; (3.2.11)

Pour tout ' = ('1; '2) 2 V "
div et  = ( 1;  2) 2 V "

div:

� Maintenant, par les techniques de [27] on peut montrer l�existence d�une constante c > 0
telle que

A (('1; '2) ; ('1; '2)) � c k('1; '2)k
2
1;
"1�
"2

;8 ('1; '2) 2 V "
div:

Ainsi, la forme bilinéaire A(:; :) est coercitive sur V "
div � V "

div.
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3.2. Le modèle et sa formulation variationnelle

� D�autre part, nous avons [19, 22]

jj(')� j( )j �
�p

j!j kk"k1;! C (
") +
p
2�
�
k'�  k1;
"1�
"2 ;8 (';  ) 2 (V

"
div)

2 ,

Où � = max(�"1; �
"
2). Ainsi, l�application j est une fonction convexe, continue et propre

sur V "
div.

Donc d�après le théorème de Stampacchia, on a l�existence et l�unicité de (u"1;u
"
2) dans

V " satisfaisant l�inégalité variationnelle (3:2:10).

� La preuve de l�existence de p"l 2 L20(
"l ) tel que (u"l ; p"l ); l = 1; 2 satisfait (3:2:10) est donnée
par l�analogue de [21: Theorem 4.1 and remark 4.2].

Théorème 3.2.2. Soit (u"1;u
"
2) une solution du problème (3:2:10), alors

A ((u"1;u"2) ; (u"1;u"2)) +
p
2�"1

Z

"1

jD (u"1)j dxdx3 +
p
2�"2

Z

"2

jD (u"2)j dxdx3+Z
!

k"j (u1� � u2� ) jdx �
1

2
�Ck kru"k20;
"1�
"2 +

("h�)2

�Ck
kf "k20;
"1�
"2 , (3.2.12)

où Ck > 0 et � = min(�"1; �
"
2).

Preuve. En choisissant ' = ('1; '2) = (0; 0) en tant que fonction test en inégalité

(2:2:10), on obtient

A ((u"1;u"2) ; (u"1;u"2)) +
Z
!

k"j (u"1� � u"2� ) jdx+

+
p
2�"1

Z

"1

jD (u"1)j dxdx3 +
p
2�"2

Z

"2

jD (u"2)j dxdx3

�
X
1�l�2

Z

"l

f "l u
"
l dxdx3 (3.2.13)

Nous rappelons l�inégalité de Poincaré et de Young respectivement :

ku"k20;
"1�
"2 � 2h
?2"2 kru"k20;
"1�
"2 (3.2.14)

ab � �2
a2

2
+ ��2

b2

2
; 8 (a; b) 2 R (3.2.15)

p
a+ b � a+ b

On a

j(f ";u")j � kf "k0;
"1�
"2 ku
"k0;
"1�
"2
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3.3. Le problème dans le domaine �xe

puis utilisant l�inégalité de Poincaré, nous obtenons

j(f ";u")j �
p
2"h? kf "k0;
"1�
"2 kru

"k
0;
"1�


"
2

. (3.2.16)

Par l�inégalité de Young, nous avons

En utilisant (3:2:14) et (3:2:16), puis la relation (3:2:15) pour � =
p
�Ck , nous allons

obtenir

j(f ";u")j � 1

2
�Ck kru"k

0;
"1�

"
2

+
"2h?2

2�Ck
kf "k0;
"1�
"2 . (3.2.17)

De (3.2.13) et (3.2.15), on en déduit (3.2.12).

3.3 Le problème dans le domaine �xe

Cette section est consacrée à l�étude des estimations a priori de la vitesse et de la pression.

Pour cela on étudie l�analyse asymptotique du problème (3.2.1)-(3.2.9), nous allons trans-

poser le problème initialement posé sur le domaine 
"l qui dépend d�un petit paramètre " à

un problème équivalent posé sur un domaine �xe 
l qui est indépendant de ". Pour cela,

nous introduisons le changement de variable z=
x3
"
, en conséquence pour (x; x3) dans 
"l on

a (x; z) dans


1 = f(x; z) 2 R3; (x; 0) 2 ! ; 0 < z < h (x)g


2 = f(x; z) 2 R3; (x; 0) 2 ! ; �h (x) < z < 0g:

et on note @
l = �! [ ��l [ ��Ll ; l = 1; 2 sa frontière.
On dé�nit les fonctions suivantes dans 
l8>>><>>>:

û"li (x; z) = u"li (x; x3) , i = 1; 2;

û"l3 (x; z) = "�1u"l3 (x; x3) ,bpl(x; z) = "2p"l (x; x3)

l = 1; 2 (3.3.1)

Pour les données du problème (3.2.1)-(3.2.9), nous supposons qu�elles dépendent de " de la

manière suivante: 8<: f̂l (x; z) = "2f "l (x; x3) ,

k̂ = "k", �̂l = "�"l
l = 1; 2 (3.3.2)
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3.3. Le problème dans le domaine �xe

avec f̂l et k̂ indépendantes de ":

Maintenant, nous présentons le cadre fonctionnel sur 
 = 
1 [ 
2. Nous notons

V (
l) =
�bv 2 H1 (
l)

3 : bv = 0 on �l [ �Ll	 ;
Vdiv (
l) = fv 2 V (
l) : div(v) = 0 in 
lg ;

L20 (
l) =

(bq 2 L2 (
l) : Z

"l

bq dxdz = 0) ; l = 1; 2
V = f(bv1; bv2) 2 V (
1)� V (
2) : bv1:�1 + bv2:�2 = 0 on !g ;

Vdiv = Vdiv (
1)� Vdiv (
2) ;

L20 = L20 (
1)� L20 (
2) ;

Hz (
l) =

�bvl = (bvl1; bvl2) 2 L2 (
l)2 : @bvli
@z

2 L2 (
l) ; i = 1; 2 and bvl = 0 on �l� ;
Hz = Hz (
1)�Hz (
2) .

Hz (
l) ; l = 1; 2; est un espace de Banach pour la norme:

kbvlk2Hz(
l) = 2X
i=1

 
kbvlik20;
l + @bvli@z

2
0;
l

!
,

k(bv1; bv2)k2Hz = kbv1k2Hz(
1) + kbv2k2Hz(
2) .
Avec ces nouvelles notations, le problème variationnel (3.2.10) équivaut au problème suivant:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

Trouver (û"1; û
"
2) 2 V; tel que

A ((û"1; û"2) ; ('̂1 � û"1; '̂2 � û"2))�
X
1�l�2

(bpl; div '̂l) + Ĵ ('̂1; '̂2)�

�Ĵ (û"1; û"2) �
2X
i=1

Z

"1

f̂1i ('̂1i � û"1i) dxdz + "

Z

"1

f̂13 ('̂13 � û"13) dxdz+

+
2X
i=1

Z

"2

f̂2i ('̂2i � û"2i) dxdz + "

Z

"2

f̂23 ('̂23 � û"23) dxdz; 8 ('̂1; '̂2) 2 V

(3.3.3)
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avec

A ((û"1; û"2) ; ('̂1 � û"1; '̂2 � û"2))

= "2
2X
l=1

2X
i=1

�l

Z

l

�
@û"li
@xj

+
@û"lj
@xi

�
@

@xj
('̂li � û"li) dxdz+

+
2X
l=1

2X
i=1

�l

Z

l

�
@û"li
@z

+ "2
@û"l3
@xi

�
@

@z
('̂li � û"li) dxdz+

+
2X
l=1

2X
i=1

�l

Z

l

"2
�
@û"li
@z

+ "2
@û"l3
@xi

�
@

@xi
('̂l3 � û"l3) dxdz

+
2X
l=1

2�l"
2

Z

l

@û"l3
@z

@

@z
('̂l3 � û"l3) dxdz:

Ĵ ('̂1; '̂2) =

Z
!

k̂ j('̂1� � '̂2� )j dx+
p
2�̂1

Z

"1

��� eD ('̂1)��� dxdz +p2�̂2 Z

"2

��� eD ('̂2)��� dxdz
(p̂; div '̂) =

2X
l=1

Z "


"l

p̂l div ('̂l) dxdz,

��� eD ('̂l)��� =

0BBBBBB@
1

4

2P
i;j=1

"2
�
@'̂li
@xj

+
'̂lj
@xi

�2
+

1

2

2P
i=1

�
@'̂li
@z

+ "2
@'̂l3
@xi

�2
+ "2

�
@'̂l3
@z

�2

1CCCCCCA

1
2

, l = 1; 2

3.4 Estimations à priori

Le théorème suivant donne des estimations sur le champ de vitesse û" et la pression p̂" dans

le domaine �xe 
:

Théorème 3.4.1. Soit (u"1;u
"
2) 2 V "

div et (p
"
1; p

"
2) 2 L20(
"1)� L20(


"
2) la solution du problème

variationnel (3:2:10), alors il existe une constante c1 > 0 indépendante de " telle que

"2
X

1�i;j�2

@û"1i@xj

2
0;
1

+ "2
X

1�i;j�2

@û"2i@xj

2
0;
2

+
X
1�i�2

@û"1i@z

2
0;
1

+
X
1�i�2

@û"2i@z

2
0;
2

+ "2
@û"13@z

2
0;
1

+ "2
@û"23@z

2
0;
2

+
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3.4. Estimations à priori

+
X
1�i�2

"4
@û"13@xi

2
0;
1

+
X
1�i�2

"4
@û"23@xi

2
0;
2

� c1 (3.4.1)

Preuve. Nous multiplions (3:2:12) par "; on en déduit

"A ((u"1;u"2) ; (u"1;u"2)) +
p
2�̂1

Z

"1

��� eD (bu1)��� dxdz +p2�̂2 Z

"2

��� eD (bu2)��� dxdz+Z
!

bkj (bu1� � bu2� ) jdx � 1

2
�"Ck kru"k20;
"1�
"2 +

"3 (h�)2

�Ck
kf "k20;
"1�
"2 , (3.4.2)

et comme "2 kf "k20;
"1�
"2 = "�1
f̂2

0;
1�
2
, on a

"A ((u"1;u"2) ; (u"1;u"2)) +
p
2�̂1

Z

"1

��� eD (bu1)��� dxdz +p2�̂2 Z

"2

��� eD (bu2)��� dxdz+Z
!

bkj (bu1� � bu2� ) jdx � 1

2
�"Ck kru"k20;
"1�
"2 +

(h�)2

�Ck

f̂2
0;
1�
2

, (3.4.3)

De l�inégalité de Korn , (3.4.3) devient comme

1

2
�"Ck kru"k20;
"1�
"2 +

p
2�̂1

Z

"1

��� eD (bu1)��� dxdz +p2�̂2 Z

"2

��� eD (bu2)��� dxdz+Z
!

bkj (bu1� � bu2� ) jdx � (h�)2

�Ck

f̂2
0;
1�
2

. (3.4.4)

On utilise le fait que " kru"k20;
"1�
"2 = krû
"k20;
1�
2 , donc le premier membre de (3.4.1)

et de (3.4.4), est majoré par une constante indépendante de ": On déduit alors l�estimation

que nous avons dû prouver avec c1 =
�
1
2
�Ck

��1 (h�)2
�Ck

f̂2
0;
1�
2

.

Ce qui termine la preuve.

Théorème 3.4.2 Avec les mêmes hypothèses que dans le théorème 3.4.1, il existe une

constante c2 > 0 indépendante de " telle que@p̂l@xi


�1;
l

� c2 pour 1 � l; i � 2 (3.4.5)@p̂l@z


�1;
l

� "c2: (3.4.6)
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3.4. Estimations à priori

Preuve. Pour obtenir la première estimation de la pression dans (3.4.5), nous choisissons

dans (3:3:3) : '̂l = ûl +  l;  l 2 H1
0 (
l)

3, 1 � l � 2, on obtient

A ((û1; û2) ; ( 1;  2))�
X
1�l�2

(bpl; div l) +p2 2X
l=1

�̂l
R

"l

��� eD (bul +  l)
��� dxdz

�
p
2

2X
l=1

�̂l
R

"l

��� eD (bul)��� dxdz � 2X
l=1

Z

"l

f̂l ldxdz

puis

X
1�l�2

(bpl; div l) � A ((û1; û2) ; ( 1;  2)) +
p
2

2X
l=1

�̂l

Z

"l

��� eD (bul +  l)
��� dxdz

�
p
2

2X
l=1

�̂l

Z

"l

��� eD (bul)��� dxdz � 2X
l=1

Z

"l

f̂l ldxdz.

Comme
��� eD (û" +  )

��� � p2���� eD (û")���+ ��� eD ( )���� ; on obtient
X
1�l�2

(bpl; div l) � A ((û1; û2) ; ( 1;  2)) + 2max(�̂1; �̂2)
2X
l=1

Z

"l

��� eD ( l)��� dxdz +
�
2�

p
2
�
max(�̂1; �̂2)

2X
l=1

Z

"l

��� eD (bul)��� dx� 2X
l=1

Z

"l

f̂l ldxdz.

En utilisant l�inégalité de Hölder, nous obtenons

X
1�l�2

(bpl; div l) � �
2X
l=1

 eD (bul)
0;
l

k lk1;
l + 2max(�̂1; �̂2)
p
j
1 [ 
2j

2X
l=1

k lk1;
l +

�
2�

p
2
�
max(�̂1; �̂2)

2X
l=1

 eD (bul)
0;
l

+
f̂

0;
1�
2
k k1;
1�
2 ; (3.4.7)

D�une manière similaire, nous choisissons dans (3.3.3): '̂l = ûl� l;  l 2 H1
0 (
l)

3, 1 � l � 2,
on trouve

�
X
1�l�2

(bpl; div l) � �

2X
l=1

 eD (bul)
0;
l

k lk1;
l + 2max(�̂1; �̂2)
p
j
1 [ 
2j

2X
l=1

k lk1;
l +

�
2�

p
2
�
max(�̂1; �̂2)

2X
l=1

 eD (bul)
0;
l

+
f̂

0;
1�
2
k k1;
1�
2 ; (3.4.8)
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3.5. Étude du Problème limite

On déduit de (3.4.7) et (3.4.8) que����� X
1�l�2

(bpl; div l)
����� � �

2X
l=1

 eD (bul)
0;
l

k lk1;
l + 2max(�̂1; �̂2)
p
j
1 [ 
2j

2X
l=1

k lk1;
l +�
2�

p
2
�
max(�̂1; �̂2)

2X
l=1

 eD (bul)
0;
l

+
f̂

0;
1�
2
k( 1;  2)k1;
1�
2 ;

(3.4.9)

Lorsque i = 1; 2 nous choisissons  l = (�; 0; 0) puis  l = (0; �; 0), dans l�inégalité (3.4.9),

on a donc

2X
l=1

����Z



@p̂l
@xi

 ldxdz

���� �
�
c3 + 2max(�̂1; �̂2)

p
j
1 [ 
2j+

f̂
0;
1�
2

�
k( 1;  2)k1;
1�
2

+
�
2�

p
2
�
c4max(�̂1; �̂2). (3.4.10)

Finalement, pour obtenir (3.4.6), nous prenons l�inégalité (3.4.9),  = (0; 0; �).

3.5 Étude du Problème limite

Théorème 3.5.1 Avec les mêmes hypothèses que dans le théorème 3.4.1, il existe (u?1;u
?
2) =

(u?1i; u
?
2i) dans Hz ; i = 1; 2 et (p?1; p

?
2) 2 L20(
1)� L20(
2) tels que

(û"1i; û
"
2i)* (u?1i; u

?
2i) ; i = 1; 2 faiblement dans Hz; (3.5.1)

"

�
@û"1i
@xj

;
@û"2i
@xj

�
* (0; 0) ; i; j = 1; 2 faiblement dans L2(
1)� L2(
2); (3.5.2)

"

�
@û"13
@z

;
@û"23
@z

�
* (0; 0) ; faiblement dans L2(
1)� L2(
2); (3.5.3)

"2
�
@û"13
@xi

;
@û"23
@xi

�
* (0; 0) ; i = 1; 2 faiblement dans L2(
1)� L2(
2); (3.5.4)

" (û"13; û
"
23)* (0; 0) ; faiblement dans L2(
1)� L2(
2); (3.5.5)

(p̂"1; p̂
"
2)* (p?1(x); p

?
2(x)) ; faiblement dans L

2
0(
1)� L20(
2): (3.5.6)

Preuve. Pour la preuve de ce théorème, nous suivons les mêmes étapes que dans le cas

homogène dans [19].
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3.5. Étude du Problème limite

On déduit de (3:4:1) et (3:2:14) que la suite (bu"1i; bu"2i)" i = 1; 2 est bornée dans L2 (0:T;Hz),

donc (2.5.1), (2.5.2) et (2.5.4) sont clairement de l�estimation (3:4:1) :

On utilise le fait que div (bu"l ) = 0, l = 1; 2 avec (2.5.2), on trouve (2.5.3).
La convergence (3:5:4) découle directement de (3.4.3) et (3.4.4) .

Pour la preuve (3.5.5), nous utilisons les mêmes étapes que dans la preuve du théorème 2.5.1

[chapt. 2].

Pour démontrer (3.5.6), on utilise (3.4.5)-(3.4.6) avec l�inégalité suivante ([20] ) :

k(p̂"1; p̂"2)k0;
1�
2 � K

( X
1�l;i�2

@p̂l@xi


�1;
l

+
X
1�l�2

 1" @p̂l@z


�1;
l

+

Z

l

p̂"l dxdz

!)
.

Comme (p̂"1; p̂
"
2) 2 L20(
1)� L20(
2), on déduit que

k(p̂"1; p̂"2)k0;
1�
2 � Kc2.

Donc il existe une sous suite extraire (p̂"1; p̂
"
2) qui converge faiblement vers (p

?
1; p

?
2) dans

L2(
1)� L2(
2).

Grâce au (3.4.6), on écrit pour tout
�
'1;'2

�
2 H1

0 (
1)�H1
0 (
2)�

@

@z
(p̂"1; p̂

"
2) ;
�
'1;'2

��
H�1(
)�H1

0 (
)

=

�
@p̂"1
@z

; '1

�
H�1(
1)�H1

0 (
1)

+

�
@p̂"2
@z

; '2

�
H�1(
2)�H1

0 (
2)

�
X
1�l�2

@p̂"l@z

�1;
l

k'lkH1
0 (
l)

� "c2
�'1;'2�H1

0 (
1)�H1
0 (
2)

ce qui implique que

�
�
p̂"1;

@

@z
'1

�
H�1(
1)�H1

0 (
1)

�
�
p̂"2;

@

@z
'2

�
H�1(
2)�H1

0 (
2)

� "c2
�'1;'2�H1

0 (
1)�H1
0 (
2)

.

En remplaçant
�
'1;'2

�
par

�
�'1; � '2

�
, puis on passe " au zéro, on trouve

�
�
p?1;

@

@z
'1

�
H�1(
1)�H1

0 (
1)

�
�
p?2;

@

@z
'2

�
H�1(
2)�H1

0 (
2)

= 0.

Donc

�
�
@

@z
(p?1; p

?
2) ;
�
'1;'2

��
H�1(
)�H1

0 (
)

= 0, 8
�
'1;'2

�
2 H1

0 (
1)�H1
0 (
2) .
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3.5. Étude du Problème limite

Cela signi�e que la pression limite (p?1; p
?
2) ne dépend pas de la variable z, ce qui donne

(3.5.6). �
Théorème 3.5.2 Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème 3.4.1, la solution

f(u?1;u?2) ; (p?1; p?2)g satisfait
2P
i=1

�1

Z

1

@u?1i
@z

@(�̂1i � u?1i)

@z
dxdz +

2P
i=1

�2

Z

2

@u?2i
@z

@(�̂2i � u?2i)

@z
dxdz

�
Z

1

p?1(x)

 
@�̂11
@x1

+
@�̂12
@x2

!
dxdz �

Z

2

p?2(x)

 
@�̂21
@x1

+
@�̂22
@x2

!
dxdz

+
2P
l=1

�̂l

Z

l

 �����@�̂l@z

������
����@u?l@z

����
!
dxdz +

Z
!

k̂(j�̂1 � �̂2j � ju?1 � u?2j)dx

�
2P
l=1

2P
i=1

(f̂li; �̂li � u?li), 8�̂l 2 �(Vl) .

(3.5.7)

où

�(Vl) =
n
� =

�
�̂1; �̂2

�
2 H1(
)2 : 9�̂3 tq � =

�
�̂1; �̂2; �̂3

�
2 Vl

o
.

Preuve. En passant tous les termes non linéaires à droite et les termes linéaires à gauche

dans l�inégalité variationnelle (3.3.3). Ensuite, nous appliquons (lim inf) à gauche et lim à

droite, en utilisant les résultats de convergence du Théorème 3.5.1, nous déduisons
2X
l=1

2X
i=1

�l

Z

l

@u?li
@z

@u?li
@z

dxdz +

Z
!

k̂ju?1 � u?2jdx+
2X
l=1

�̂l

Z

l

����@u?l@z
���� dxdz

�
2X
l=1

2X
i=1

�l

Z

l

@u?li
@z

@�̂li
@z

dxdz +
2X
l=1

Z



p?l
@�̂l3
@z

dxdz +

+

Z
!

k̂j�̂1 � �̂2jdx+
2X
l=1

�̂l

Z

l

�����@�̂l@z

����� dxdz +
+

2X
l=1

Z

l

p?l (x)

 
@�̂l1
@x1

+
@�̂l2
@x2

!
dxdz +

2X
l=1

2X
i=1

(f̂li; �̂li � u?li),

on en déduit directement (5.7).

Remarque 3.5.1 ([14; 22]) Les solutions limites f(u?1;u?2) ; (p?1; p?2)g véri�ent :X
l=1;2

Z

l

p?l (x)

�
@u?l1
@x1

+
@u?l2
@x2

�
dxdz = 0. (3.5.8)

Lemme 3.5.1. L�inégalité variationnelle (3:5:7) est équivalente à :
2X
l=1

�l

Z

l

����@u?l@z

����2 dxdz + 2X
l=1

�̂l

Z

l

����@u?l@z

���� dxdz + Z
!

k̂ju?1 � u?2jdx =
2X
l=1

Z

l

f̂lu
?
l dxdz, (3.5.9)
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2P
l=1

�l

Z

l

@u?l
@z

@�̂l
@z

dxdz +

Z
!

k̂j�̂1 � �̂2jdx+
2P
l=1

�̂l

Z

l

�����@�̂l@z

����� dxdz
�

2P
l=1

Z

l

f̂l�̂ldxdz; 8�̂l 2 �(Vl) .
(3.5.10)

Preuve. On choisit �̂l = 2u?l et �̂l = (u
?
l +  l), avec  l 2 �(Vl) respectivement dans

(3:5:7), on obtient (3:5:9) et (3:5:10).

Théorème 3.5.3. Avec les mêmes hypothèses du théorème 3.5.2, les solutions limites

f(u?1;u?2) ; (p?1; p?2)g satisfait
��l = ~�

�
l �rp�l dans 
l;e�?l = �l
@u�l
@z
+�̂l:�l, l = 1; 2

(3.5.11)

� @

@z

�
�1

@u�1
@z
+�̂1�1

�
= f̂1 �rp?1 dans L2(
1)2,

� @

@z

�
�2

@u�2
@z
+�̂2�2

�
= f̂2 �rp?2 dans L2(
2)2,

(3.5.12)

où �l obtenu par le théorème de Hahn-Banach ([17]) par

�l =
@u?l =@z

j@u?l =@zj
, l = 1; 2.

Preuve. Avant de commencer la démonstration, nous avons besoin de dé�nir les appli-

cations linéaires suivantes :

� : � (V1)� �(V2) �! L1(!)2 � L1(
1)
2 � L1(
2)

2�
 ̂1;  ̂2

�
7�! �

�
 ̂1;  ̂2

�
=

 
k̂
�
 ̂1 �  ̂2

�
j!
;
@ ̂1
@z

;
@ ̂2
@z

!
,

(F � �)
�
 ̂1;  ̂2

�
=

2P
l=1

R

l
�l
@u�l
@z

@ ̂l
@z

dxdz �
2P
l=1

R

l
f̂l ̂ldxdz.

9>>>>>>=>>>>>>;
(3.5.13)

On choisit �̂1 =  ̂1, �̂2 =  ̂2 , puis �̂1 = � ̂1, �̂2 = � ̂2 dans (3.5.10), on déduit directement
la continuité de F . Donc, par le théorème de Hahn-Banach, il existe

(�; �l) 2 L1(!)2 � L1(
l)
2, avec k�k!;1 � 1; k�lk
l;1 � 1, tel que

F

 
k̂
�
j!  ̂1 � j!  ̂2

�
;
@ ̂1
@z

;
@ ̂2
@z

!
= �

Z
!

�k̂
�
 ̂1 �  ̂2

�
dx0 �

2X
l=1

�̂l

Z

l

�l
@ ̂l
@z

dx0dz.

(3.5.14)

Pour (3:5:12), on utilise l�analogue de [19; Theorem 4:1].
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3.6 Propriétés des solutions et équation de Reynolds

Théorème 3.6.1 Sous les mêmes hypothèses des théorèmes précédents, nous avons les

résultats suivants :

�1�
?
1 + �̂1�

?
1 = �2�

?
2 + �̂2�

?
2 dans L

2 (!)2 (3.6.1)

k̂ ju?1 � u?2j+ (�l� ?l + �̂l�
?
l ) : (u

?
1 � u?2) = 0 dans !: (3.6.2)Z

!

bk (j + s?1 � s?2j � js?1 � s?2j) dx�
Z
!

(�l�
?
l + �̂l�

?
l ) dx � 0;8 2 L2 (!)

2 (3.6.3)8<: j�l� ?l + �̂l�
?
l j < k̂ =) s?1 = s?2

j�l� ?l + �̂l�
?
l j = k̂ =) 9� � 0; s?1 = s?2 + � (�l�

?
l + �̂l�

?
l )

dans !, (3.6.4)

où

s?l = u
?
l (x; 0); �

?
l =

@u?l
@z
(x; 0) et �?l = �l (x; 0) ; l = 1; 2.

Preuve. De (3.5.13) et (3.5.14), on trouve

�
Z
!

�k̂
�
 ̂1 �  ̂2

�
dx0 �

2X
l=1

�̂l

Z

l

�l
@ ̂l
@z

dx0dz =
2X
l=1

Z

l

�l
@u�l
@z

@ ̂l
@z

dxdz �
2X
l=1

Z

l

f̂l ̂ldxdz

On peut choisir  ̂l 2 H1
�l[�Ll

(
l)
2; l = 1; 2, où

H1
�l[�Ll

(
l) =
n
 ̂l 2 H1(
l) :  ̂l = 0 on �l [ �Ll

o
, l = 1; 2

En utilisant la formule de Green sur chaque corps 
l; l = 1; 2, on obtient

�
Z
!

�k̂
�
 ̂1 �  ̂2

�
dx0 �

Z
!

n
(�1�

?
1 + �̂1�

?
1)  ̂1 � (�2� ?2 + �̂2�

?
2)  ̂2

o
dx0 = 0; (3.6.5)

En particulier pour tout  ̂l 2 D(!)2; l = 1; 2, et par la densité de D(!) dans L(!); dans le
cas particulier [Chapitre 2;Th�eor�eme 2:5:2] pour  ̂1 =  ̂2 =  ̂, nous trouvons (3:6:1). Si

nous choisissons  ̂2 = 0 ou  ̂1 = 0 dans (3.6.5), on trouve :

�k̂ + (�l�
?
l + �̂l�

?
l ) = 0 dans !;

ju?1 � u?2j = � (u?1 � u?2) dans !:

Ce qui montre bien (3.6.2). La preuve de (3.6.3) et (3.6.4) est similaire à celle donnée dans

le cas du problème de �uide [12, 22].
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3.6. Propriétés des solutions et équation de Reynolds

Théorème 3.6.2. Avec les mêmes hypothèses du théorème précédent, f(u?1;u?2) ; (p?1; p?2)gvéri�ent
l�équation généralisée faible de Reynolds

Z
!

0@h3
3
r (p?1 + p?2) +

~F + �1

hZ
0

u?1(x
0; y)dy + �2

0Z
�h

u?2(x
0; y)dy + (3.6.6)

�̂1

hZ
0

~�1 (x
0; y) dy � �̂2

0Z
�h

~�2 (x
0; y) dy

1A :r� (x0) dx0 = 0;8� 2 H1(!)

avec

~�1 (x
0; y) =

yZ
0

@u?1=@�

j@u?1=@�j
(x0; �) d� � h

@u?1=@�

j@u?1=@�j
(x0; y) ;

~�2 (x
0; y) =

0Z
y

@u?2=@�

j@u?2=@�j
(x0; �) d� � h

@u?2=@�

j@u?2=@�j
(x0; y) ;

~F (x0) =

hZ
0

F (x0; y)dy � hF (x0; h):

Preuve. Pour prouver (3.6.6), nous intégrons deux fois la première équation de (3.5.12)

entre 0 et z, et la seconde entre z et 0, on obtient������������������������

��1u?1(x0; z) + �1s
?
1 � �̂1

zZ
0

@u?1=@�

j@u?1=@�j
(x0; �) d� + (�1�

?
1 + �̂1�

?
1) z

=

zZ
0

�Z
0

f̂1(x
0; y)dyd� �rp?1

z2

2
,

��2u?2(x0; z) + �2s
?
2 + �̂2

0Z
z

@u?2=@�

j@u?2=@�j
(x0; �) d� + (�2�

?
2 + �̂2�

?
2) z

=

0Z
z

0Z
�

f̂2(x
0; y)dyd� �rp?2

z2

2
.

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

(3.6.7)
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3.6. Propriétés des solutions et équation de Reynolds

Ensuite, pour z = h dans la première équation (3.6.7) et dans la seconde z = �h; et le fait
que u?l (x

0; h) = 0; l = 1; 2 nous trouvons������������
�1s

?
1 � �̂1

hZ
0

@u?1=@�

j@u?1=@�j
(x0; �) d� + (�1�

?
1 + �̂1�

?
1)h =

hZ
0

�Z
0

f̂1(x
0; y)dyd� �rp?1

h2

2
,

�2s
?
2 + �̂2

0Z
�h

@u?2=@�

j@u?2=@�j
(x0; �) d� � (�2� ?2 + �̂2�

?
2)h =

0Z
�h

0Z
�

f̂2(x
0; y)dyd� �rp?2

h2

2
.

9>>>>>>=>>>>>>;
(3.6.8)

Maintenant, nous intégrons la première équation de (3.6.7) entre 0 et h, et la seconde entre

�h et 0, nous obtenons�������������������������

��1

hZ
0

u?1(x
0; y)dy + �1s

?
1h� �̂1

hZ
0

yZ
0

@u?1=@�

j@u?1=@�j
(x0; �) d�dy

+
h2

2
(�1�

?
1 + �̂1�

?
1) =

hZ
0

yZ
0

�Z
0

f̂1 (x
0; �) d�d�dy �rp?1

h3

6
,

��2

0Z
�h

u?2(x
0; y)dy + �2s

?
2h+ �̂2

0Z
�h

0Z
y

@u?2=@�

j@u?2=@�j
(x0; �) d�dy

�h
2

2
(�2�

?
2 + �̂2�

?
2) =

0Z
�h

0Z
y

0Z
�

f̂2 (x
0; �) d�d�dy �rp?2

h3

6
.

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

(3.6.9)

Par (3.6.1) et (3.6.8), on en déduit

�1s
?
1 + �2s

?
2 � �̂1

hZ
0

@u?1=@�

j@u?1=@�j
(x0; �) d� + �̂2

0Z
�h

@u?2=@�

j@u?2=@�j
(x0; �) d�

=

hZ
0

�Z
0

f̂1(x
0; y)dyd� +

0Z
�h

0Z
�

f̂2(x
0; y)dyd� �rp?1

h2

2
�rp?2

h2

2
, (3.6.10)
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3.6. Propriétés des solutions et équation de Reynolds

Et de (5.15) et (3.6.9), on déduit

�1s
?
1h+ �2s

?
2h� �̂1

hZ
0

yZ
0

@u?1=@�

j@u?1=@�j
(x0; �) d�dy + �̂2

0Z
�h

0Z
y

@u?2=@�

j@u?2=@�j
(x0; �) d�dy

= �1

hZ
0

u?1(x
0; y)dy + �2

0Z
�h

u?2(x
0; y)dy +

hZ
0

yZ
0

�Z
0

f̂1 (x
0; �) d�d�dy

+

0Z
�h

0Z
y

0Z
�

f̂2 (x
0; �) d�d�dy �rp?1

h3

6
�rp?2

h3

6
. (3.6.11)

En multipliant (3.6.10) par �h et l�addition avec (3.6.11) nous obtenons

��̂1
hZ
0

yZ
0

@u?1=@�

j@u?1=@�j
(x0; �) d�dy + �̂2

0Z
�h

0Z
y

@u?2=@�

j@u?2=@�j
(x0; �) d�dy +

+h�̂1

hZ
0

@u?1=@�

j@u?1=@�j
(x0; �) d� � h�̂2

0Z
�h

@u?2=@�

j@u?2=@�j
(x0; �) d�

= �1

hZ
0

u?1(x
0; y)dy + �2

0Z
�h

u?2(x
0; y)dy +

hZ
0

F (x0; y)dy � hF (x0; h) +
h3

3
r (p?1 + p?2)

avec

F (x0; y) =

yZ
0

�Z
0

f̂1(x
0; �)d�d� +

0Z
�y

0Z
�

f̂2(x
0; �)d�d�.

Ce qui donne (3.6.6).

Théorème 3.6.3 La solution (u?1;u
?
2) du problème limite (3:5:7) est unique dans Hz.

Preuve. Supposons que le problème (3.5.7) a une solution (v?1;v
?
2) di¤érente de (u

?
1;u

?
2),

donc

2P
i=1

�1

Z

1

@v?1i
@z

@(�̂1i � v?1i)

@z
dxdz +

2P
i=1

�2

Z

2

@v?2i
@z

@(�̂2i � v?2i)

@z
dxdz

�
Z

1

p?1(x)

 
@�̂11
@x1

+
@�̂12
@x2

!
dxdz �

Z

2

p?2(x)

 
@�̂21
@x1

+
@�̂22
@x2

!
dxdz

+
2P
l=1

�̂l

Z

l

 �����@�̂l@z

������
����@v?l@z

����
!
dxdz +

Z
!

k̂(j�̂1 � �̂2j � jv?1 � v?2j)dx

�
2P
l=1

2P
i=1

(f̂li; �̂li � v?li); 8�̂l 2 �(Vl) .

(3.6.12)
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3.6. Propriétés des solutions et équation de Reynolds

En prenant b'1 = v?1 et b'2 = v?2 dans (3.5.7), puis b'1 = u?1 et b'2 = u?2 dans (3.6.12) puis en
additionnant les deux inégalités, on trouve pour W 1 = u

?
1 � v?1 et W 2 = u

?
2 � v?2

�1

2X
i=1

Z

1

@

@z

�
W 1i

�
:
@

@z

�
W 1i

�
dx0dz + �2

2X
i=1

Z

2

@

@z

�
W 2i

�
:
@

@z

�
W 2i

�
dx0dz � 0

Maintenant l�inégalité de Poincaré, nous donnons

W 1


Hz(
1)

= 0 et
W 2


Hz(
2)

= 0:

Donc
�W 1;W 2

�
Hz
= 0.

On en déduit que (u?1;u
?
2) = (v

?
1;v

?
2) dans Hz.

Remarque 3.6.1. L�unicité de la pression n�est pas vraie pour le problème limite, mais la

pression totale appliquée sur la surface commune ! est toujours constante. Pour justi�er,

on utilise (3.6.6) pour f(v?1;v?2) ; (q?1; q?2)g :Z
!

0@h3
3
r (q?1 + q?2) + ~F + �1

hZ
0

v?1(x
0; y)dy + �2

0Z
�h

v?2(x
0; y)dy +

�̂1

hZ
0

~�1 (x
0; y) dy � �̂2

0Z
�h

~�2 (x
0; y) dy

1A :r� (x0) dx0 = 0;8� 2 H1(!) (3.6.13)

En retranchant (3.6.6) du (3.6.13), puis on prend � = (p?1 + p?2)� (q?1 + q?2), on trouve

krf(p?1 + p?2)� (q?1 + q?2)gkL2(!) = 0,

et d�après l�inégalité de Poincaré
�
k kL2(!) � C kr kL2(!)

�
, on déduit alors

p?1 + p?2 = q?1 + q?2 sur !:

d�où l�unicité de la pression totale appliquée sur !.
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Chapitre 4

Étude d�un problème d�évolution

dans un domaine mince avec

conditions de Fourier et de Tresca

Résumé

Nous étudions dans ce chapitre, l�analyse asymptotique d�un �uide incompressible dans

un régime dynamique et mince de dimension trois avec des conditions aux limites mixtes et

la loi de frottement de type Tresca. L�énoncé du problème et sa formulation variationnelle

sont reformulés dans un domaine �xe. Dans ce cas, les estimations de la vitesse et de la

pression sont prouvées et seront utiles pour donner l�équation spéci�que de Reynolds associée

à des inégalités variationnelles ainsi la preuve de l�unicité de la solution.
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4.1 Introduction et position du problème

Dans ce chapitre on étudie le comportement asymptotique d�un �uide de Stokes en

régime dynamique dans un domaine mince 
" avec frottement de Tresca sur une partie du

bord. Le domaine 
" est un �lm mince dé�ni par


" = fx = (x0; x3) 2 R3;x0 2 !; 0 < x3 < "h (x0)g,

avec

h 2 C2 (!) , 9 h; h > 0 : h < h (x0) < h.

Nous rappelons que �" est sa frontière

�" = �! [ ��"1 [ ��"L:

Le vecteur normal extérieur unitaire à �" sera noté � = (�1; �2; �3).

La normale unitaire extérieure à ! est le vecteur (0; 0;�1) :
On dé�nit les composantes normales et tangentielles u"� et u

"
� =

�
u"� i
�
1�i�3 de la vitesse par

u"� = u":�;

u"� i = u"i � u"� :�i:

De même, les composantes normales et tangentielles �"� et �
"
� =

�
�"� i
�
1�i�3 2 R

3 du tenseur

des contraintes sont dé�nies par

�"� = (�":�i) :�j;

�"� i = �"ij:�j � (�"�) :�i;

où le tenseur �" du �uide de Stokes est décomposé comme suit

�"ij (u
"; p") = �p"�ij + 2�dij (u") ; (4.1.1)

avec

- u" est la vitesse du �uide,

- p" est sa pression,

- � est sa viscosité,

69



4.1. Introduction et position du problème

- �ij est le symbole de Krönecker,

- (dij)1�i;j�3 est le tenseur des taux de déformation :

dij (u) =
1

2

�
@ui
@xj

+
@uj
@xi

�
; 1 � i; j � 3:

Les équations qui gouvernent l�écoulement dynamique du �uide dans le domaine 
" sont les

suivantes :

@u"

@t
�Div (�") = f " , i = 1; 2; 3; dans 
" � ]0; T [ (4.1.1)

�"ij (u
"; p") = �p"�ij + 2�dij (u") ; dans 
" � ]0; T [ (4.1.2)

div u" = 0, dans 
" � ]0; T [ (4.1.3)

A�n d�écrire les conditions aux limites pour la vitesse sur la frontière de 
", on introduit

d�abord la fonction vectorielle g telle que

g (t) 2 H 1
2 (�")3 et

Z
�"
g (t) :� ds = 0;8t 2 ]0; T [

De la référence [8], on peut montrer par que cette condition est équivalente à l�existence

d�un relèvement G" (t) 2 H1 (
")
3 de g (t) sur 
" pour tout t 2 [0; T ] véri�ant

divG" = 0 dans 
", G" = g sur �"L, G":� = 0 sur ! [ �"1.

La vitesse sur le bord �"L est connue et donnée par la fonction g.

u" = g sur �"L � [0; T ] . (4.1.4)

Sur ! [ �"1 la vitesse est supposée inconnue et elle véri�e la condition de non-pénétration :

u" � � = 0 sur (! [ �"1)� ]0; T [ , (4.1.5)

nous supposons la condition non linéaire de Fourier

�� (u
") = �l"u" sur �"1 � ]0; T [ ; (4.1.6)

telle que l" > 0 est une constante donnée.
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4.2. Formulation variationnelle du problème

Sur !; supposons qu�il existe le frottement qui est modélisé par la loi non linéaire de Tresca

:
j�"� j < k" =) u"� (t) = s

j�"� j = k" =) 9� � 0 tel que u"� (t) = s� ��"�

9=; sur ! � ]0; T [ ; (4.1.7)

où j:j désigne la norme euclidienne de R2; s la vitesse de cisaillement et k" le seuil de frotte-
ment.

Le problème complet consiste donc à trouver un champ de vitesse u" et une pression p"

véri�ant les équations (4:1:1)-(4:1:7) avec la condition initiale suivante

u" (x; 0) = 0, 8x 2 
": (4.1.8)

A�n de donner la formulation variationnelle du problème (4:1:1)-(4:1:8) ; nous allons établir

le lemme suivant :

Lemme 4.1.1 ([19]) La condition (4:1:7) est équivalente à la relation suivante :

(u"� � s)�"� + k"ju"� � sj = 0 sur ! � ]0; T [ : (4.1.10)

4.2 Formulation variationnelle du problème

Nous commençons par décrire le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler, et nous

dé�nissons la formulation variationnelle du problème (4:1:1)-(4:1:8). Pour l�ouvert 
" on

dé�nit l�espace suivant :

H1 (
")3 =

�
v 2

�
L2 (
")

�3
:
@vi
@xj

2 L2 (
") ; 8i; j = 1; :::; 3
�
,

l�espace de Sobolev muni de la norme jj:jj1:
" ; où la norme de (L2 (
"))3 sera noté jj:jj0:
".
Nous utilisons les ensembles et les espaces vectoriels suivants

K" =
�
� 2 H1(
")3 : � = G" on �"L; �:� = 0 on ! [ �"1

	
;

K"
div = f� 2 K" : div(�) = 0g ;

H1
�"1[�"L

(
") =
n
' 2 H1 (
") : ' = 0 sur �"1 [ �"L

o
,

L20 (

") =

�
q 2 L2 (
") :

Z

"
qdx = 0

�
:
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4.2. Formulation variationnelle du problème

Pour simpli�er l�écriture, on pose

a(u"; �) = 2�

Z

"
dij (u

") dij (�) dx; (4.2.1)

�a(u"; �� u") = a(u"; �� u") + l"
Z
�"1

u": (�� u") d� ; (4.2.2)

(f; ') =

Z

"
fi�idx: (4.2.3)

Pour � 2 H1(
")3, on dé�nit la fonctionnelle J" par

J"(�) =

Z
!

k" j�� sj dx0 (4.2.4)

Remarque 4.2.1. La forme bilinéaire �a(:; :) est coercive et continue sur K"
div�K"

div. Soient

 et � des éléments de K"
div. Par l�inégalité de Korn et de Cauchy-Schwartz, on obtient

([27]) :

�a( ;  ) = a( ;  ) + l"
Z
�"1

 2d� � 2�CK k k21;
" ,

j�a(';  )j � (2�+ l"C0 (

")) k'k1;
" k k1;
" ,

où Ck > 0 et C (
") > 0.

La fonction J" est convexe, semi-continue inférieurement et propre sur K"
div et il existe

([14]) une constante positive C0 (
") > 0 telle que

jJ"(�)� J"( )j � j!j1=2 kk"k1;! C0 (
") k'�  k1;
", 8 (';  ) 2 K"
div �K"

div:

Lemme 4.2.1. Si u" et p" sont des solutions du problème (4:1:1)-(4:1:8), alors elles véri�ent

le problème variationnel suivant :8>>>>>>><>>>>>>>:

Trouver fu", p"g où u"(t) 2 K"
div ,

@u"

@t
(t) 2 K" et p"(t) 2 L20(
") , telle que�

@u"

@t
(t); �� u"(t)

�
+ a(u"(t); �� u"(t)) + l"

Z
�"1

u": (�� u") d� +

�
R

"
p" div �dx+ J"(�)� J"(u"(t)) � (f "; �� u"(t)); 8t 2 [0; T ] ; 8� 2 K",

u"(0) = 0.

Preuve. En multipliant l�équation (4:1:2) par (�� u"), où � 2 K" et en utilisant la formule

de Green, on obtient :�
@u"

@t
(t); �� u"(t)

�
+

Z

"
�"ij

@

@xj
(�i � u"i (t)) dx�

�
Z
�"
�"ij�j (�i � u"i (t)) ds =

Z

"
f "i (�i � u"i (t)) dx; 8t 2 [0; T ] :

(4.2.5)
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4.2. Formulation variationnelle du problème

Les conditions aux limites (4:1:4)� (4:1:5) et le fait que �"ij�j = �"� i + �
"
��i, impliquent que

: Z
�"
�"ij�j ('i � u"i ) d� =

Z
![�"1

�"ij�j ('i � u"i ) dx
0

=

Z
![�"1

�"� i ('i � u"i ) dx
0 +

Z
![�"1

�"��i ('i � u"i ) dx
0

=

Z
![�"1

�"� i ('i � u"i ) dx
0.

De (4:1:6)� (4:1:7) et si on ajoute et on retranche le terme
R
!
k" (j'� sj � ju" � sj) dx0, on

obtient Z
�"
�"ij�j ('i � u"i ) d� +

Z
!

k" (j'� sj � ju" � sj) dx0

= �l"
Z
�"1

u": (�� u") d� +

Z
!

�"� : ('� u") dx0 +

Z
!

k" (j'� sj � ju" � sj) dx0:

En utilisant le lemme 4.1.1, on trouveZ
�"
�"ij�j ('i � u"i ) d� +

Z
!

k" (j'� sj � ju" � sj) dx0

= �l"
Z
�"1

u": (�� u") d� +

Z
!

(�"� : ('� s) + k"j'� sj)dx0:

Mais le second terme du côté droit est positif, donc (4:2:5) est équivalente à :�
@u"

@t
(t); �� u"(t)

�
+ a(u"(t); �� u"(t)) + l"

Z
�"1

u": (�� u"(t)) d� �
R

"
p" div �dx

+J"(�)� J"(u"(t)) � (f "; �� u"(t)); 8t 2 [0; T ] ; 8� 2 K",

u"(0) = 0,

9>>>>=>>>>;
(4.2.6)

où la fonctionnelle J" est déjà dé�nie dans (4:2:4).

Si nous choisissons la fonction test � dans K"
div, on trouve le problème variationnel en

vitesse �
@u"

@t
(t); �� u"(t)

�
+ a(u"(t); �� u"(t)) + l"

Z
�"1

u": (�� u"(t)) d�

+J"(�)� J"(u"(t)) � (f "; �� u"(t)); 8t 2 [0; T ] ; 8� 2 K"
div,

u"(0) = 0.

9>>>>=>>>>; (4.2.7)
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4.3. Résultat d�existence et d�unicité du problème variationnel

4.3 Résultat d�existence et d�unicité du problème vari-

ationnel

Dans la suite nous établissons un résultat d�existence et d�unicité. Tout d�abord, on régu-

larise la fonctionnelle J" par une famille de fonctionnelles J"� (� > 0), telle que

J"� (v) =

Z
!

k"(x; t)'� (jv� j)dx0;

où '� (�) =
1

1 + �
j�j(1+�).

On a donc D�
J"�
�0
(v) ; �

E
=

Z
!

k" �(v� ):��dx
0;

où  �(v� ) = jv� j
��1 v� . ( Voir par exemple [9, 20]).

En remplacant dans (4:2:7) la fonction � par u"�(t)� ��; où � > 0 et faisant tendre � vers

0, on trouve l�équation approchée suivante :�
@u"�
@t
(t) ; �

�
+ a

�
u"� (t) ; �

�
+ l"

Z
�"1

u" (t) :�d�

+
D�

J"�
�0 �

u"� (t)
�
; �
E
= (f " (t) ; �); 8� 2 K"

div

(4.3.1)

avec

u"�(0) = 0 (4.3.2)

Théorème 4.3.1. Supposons que

f ",
@f "

@t
2 L2

�
0; T ;L2 (
")3

�
, f "(0) 2 L2 (
")3 ; (4.3.3)

k" 2 C10 (!), k" > 0 ne depend pas de t, (4.3.4)

u"(0) = 0 sur �", (4.3.5)

Alors, il existe un et un seul u" dans l�espace L1
�
0; T ;L2 (
")3

�
\ L2

�
0; T ;H1 (
")3

�
sat-

isfaisant le problème (4:2:7) avec

@u"

@t
2 L1

�
0; T ;L2 (
")3

�
\ L2

�
0; T ;H1 (
")3

�
. (4.3.6)

Preuve de l�existence de la solution. Comme dans [9] nous allons commencer la dé-

monstration en supposant que k" peut dépendre de t, avec
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4.3. Résultat d�existence et d�unicité du problème variationnel

k";
@k"

@t
2 L1 (! � ]0; T [) .

L�équation (4.3.1) pour � = u"�(t), et comme
D�
J"�
�0 �

u"�
�
; u"�

E
� 0, nous donne ce qui suit�

@u"�
@t
(t); u"�(t)

�
+ a

�
u"�(t); u

"
�(t)
�
+ l"

Z
�"1

��u"�(t)��2 d� � �f "(t); u"�(t)�
donc

1

2

d

dt

u"�(t)20;
" + a(u"�(t); u
"
�(t)) + l

"

Z
�"1

��u"�(t)��2 d� � (f "(t); u"�(t)) (4.3.7)

Par la coercivité de la forme �a comme dans la remarque 4.2.1 et l�intégration de (4:3:7) en

t, on trouve

u"�(t)20;
" + 4�CK
tZ
0

u"�(�)21;
" d� �
t

2

Z
0

�
f "(�); u"�(�)

�
d� (4.3.8)

où CK est une constante de Korn.

Comme

2

tZ
0

�
f "(�); u"�(�)

�
d� � 2

tZ
0

kf "(�)k0;
"
�u"�� (�)0;
" d�

�
tZ
0

kf "(�)k20;
" d�
t

+

Z
0

�u"�� (�)20;
" d�,
alors, de (4:3:8), il résulte

u"�(t)20;
" +
tZ
0

u"�(�)21;
" d� � c+ c

tZ
0

u"�(�)20;
" d�+
2

tZ
0

�
f "(�); u"�(�)

�
� � c(1 +

tZ
0

u"�(�)21;
" d�)+
2

tZ
0

kf "(�)k0;
"
�u"�� (�)0;
" d�.

D�autre part de (4:3:3), on trouve

tZ
0

kf "(�)k20;
" �constante,
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4.3. Résultat d�existence et d�unicité du problème variationnel

d�où u"�(t)20;
" +
tZ
0

u"�(�)21;
" d� � c

0@1 + tZ
0

u"�(�)20;
" d�
1A . (4.3.9)

En particulier de (4:3:9), on a

u"�(t)20;
" � c

�
1 +

tR
0

u"�(�)20;
" d��,
et d�après le lemme de Gronwall, on trouve

u"�(t)20;
" � c. (4.3.10)

De (4:3:9)� (4:3:10), on a

u"�(t)20;
" +
tZ
0

u"�(�)21;
" d� � c (4.3.11)

où c est une constante indépendante de �.

On dérive (4.3.1) en t, on obtient :

�
@2u"�
@t2

(t); �

�
+ a

�
@u"�
@t
(t); �

�
+

t

l"
Z
0

@u"�
@t
(�):�d� +

�
d

dt

�
J"�
�0 �

u"�(t)
�
; �

�
=

�
@f "

@t
(t); �

�
.

Pour � =
@u"�
@t
(t), on trouve

�
@2u"�
@t2

(t);
@u"�
@t
(t)

�
+ a

�
@u"�
@t
(t);

@u"�
@t
(t)

�
+

t

l"
Z
0

@u"�
@t
(�):

@u"�
@t
(�)d�

+

�
d

dt

�
J"�
�0 �

u"�(t)
�
;
@u"�
@t
(t)

�
=

�
@f "

@t
(t);

@u"�
@t
(t)

� (4.3.12)

Mais D�
J"�
�0
(v) ; �

E
=

Z
!

k" �(v� ):��dx
0

=

Z
!

k" jv� j��1 v� :��dx0

où  �(v� ) = jv� j
��1 v� .
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4.3. Résultat d�existence et d�unicité du problème variationnel

En observant la monotonie de l�opérateur
�
J"�
�0
, et par conséquent�

d

dt

�
J"�
�0
(�(t)) ; �0(t)

�
=

Z
!

@k"

@t
 �(�� (t)):�

0
� (t)dx

0+

+

Z
!

k" lim
h!0

 �(�� (t+ h))�  �(�� (t))

h
:
�� (t+ h)� �� (t)

h
dx0

�
Z
!

@k"

@t
 �(�� (t)):�

0
� (t)dx

0.

(4.3.13)

De (4:3:12)� (4:3:13) et si on remplace la fonction � par
@u"�
@t
(t), on obtient

1

2

d

dt

@u"�@t (t)
2
0;
"

+ a

�
@u"�
@t
(t);

@u"�
@t
(t)

�
+ l"

@u"�@t (t)
2
0;�"1

+

Z
!

@k"

@t
:
@

@t
 �

�
@u"�
@t
(t)

�
dx0 �

�
@f "

@t
(t);

@u"�
@t
(t)

�
:

(4.3.14)

D�autre part, il existe � > 0 et � > 0, tels que

a(v; v) + � kvk20;
" � � kvk21;
".

En intégrant (4:3:14) de 0 à t, on en déduit

@u"�@t (t)
2
0;
"

+

t

�

Z
0

@u"�@t (�)
2
1;
"

d� +

t

2l"
Z
0

@u"�@t (�)
2
0;�"1

d� �
@u"�@t (0)

2
0;
"

+

+�

tZ
0

@u"�@t (�)
2
0;
"

d� + 2

tZ
0

�
@f "

@t
(�);

@u"�
@t
(�)

�
d�

�2
tZ
0

Z
!

@k"

@t
:
@

@t
 �

��
@u"�
@t

�
�

(�)

�
dx0d�,

(4.3.15)

et comme
@f "

@t
2 L2

�
0; T ;L2 (
")3

�
, alors avec l�inégalité de Cauchy-Shwartz et Young, on

déduit

2

tZ
0

�
@f "

@t
(�);

@u"�
@t
(�)

�
d� � 2

tZ
0

@f "@t (�)

0;
"

@u"�@t (�)

0;
"

d�

�
tZ
0

@f "@t (�)
2
0;
"

d�

t

+

Z
0

@u"�@t (�)
2
0;
"

d�:
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4.3. Résultat d�existence et d�unicité du problème variationnel

Donc, l�inéquation (4.3.15) devient comme suit :

@u"�@t (t)
2
0;
"

+

t

�

Z
0

@u"�@t (�)
2
1;
"

d� + 2

t

l"
Z
0

@u"�@t (�)
2
0;�"1

d� �
@u"�@t (0)

2
0;
"

+

+(�+ 1)

tZ
0

@u"�@t (�)
2
0;
"

d� +

tZ
0

@f "@t (�)
2
0;
"

d�+

+2

������
tZ
0

Z
!

@k"

@t
:
@

@t
 �

��
@u"�
@t

�
�

(�)

�
dx0d�

������ :
(4.3.16)

On fait une estimation du terme

@u"�@t (0)
2
0;
"
par (4.3.1)-(4.3.2) et l�hypothèse (4.3.3) comme

ce qui suit �
@u"�
@t
(0); �

�
= (f "(0); �); 8� 2 K"

div ,

d�où
@u"�
@t
(0) = f "(0) 2 L2 (
")3 . (4.3.17)

Et comme
@k"

@t
= 0 ( l�hypothèse (4.3.4)), donc le dernier terme de (4.3.16) est :

tZ
0

Z
!

@k"

@t
:
@

@t
 �

��
@u"�
@t

�
�

(�)

�
dx0d� =Z

!

@k"

@t
(x0; 0): �

��
@u"�
@t

�
�

(t)

�
dx0 �

Z
!

@k"

@t
(x0; 0) �

��
@u"�
@t

�
�

(0)

�
dx0

+

tZ
0

Z
!

@2k"

@t2
(x0; 0): �

��
@u"�
@t

�
�

(�)

�
dx0d� = 0.

(4.3.18)

De (4.3.16), (4.3.17) et (4.3.18), on a

@u"�@t (t)
2
0;
"

+

tZ
0

@u"�@t (�)
2
1;
"

d� + l"
tZ
0

@u"�@t (�)
2
0;�"1

d� � c

241 + tZ
0

@u"�@t (�)
2
0;
"

d�

35 .
En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient

@u"�@t (t)
2
0;
"

+

tZ
0

@u"�@t (�)
2
1;
"

d� + l"
tZ
0

@u"�@t (�)
2
0;�"1

d� � c. (4.3.19)
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4.3. Résultat d�existence et d�unicité du problème variationnel

On fait maintenant un passage à la limite en �, d�après les estimations (4.3.11) et (4.3.119),

on peut extraire de u"� une suite notée encore u
"
� , telle que

u"� �! u" dans L1
�
0; T ;L2 (
")3

�
\ L2

�
0; T ;H1 (
")3

�
@u"�
@t

�! @u"

@t
dans L1

�
0; T ;L2 (
")3

�
\ L2

�
0; T ;H1 (
")3

�
u"� �! u" dans H1

�
0; T ;L2 (�"1)

3� (4.3.20)

on déduit de l�équation (4.3.1) que�
@u"�
@t

; �� u"�

�
+ a

�
u"� ; �� u"�

�
+ l"

Z
�"1

u"� :
�
�� u"�

�
d� + J"� (�)

�J"�
�
u"�
�
�
�
f "; �� u"�

�
= J"� (�)

� J"�
�
u"�
�
�
D�
J"�
�0 �

u"�
�
; �� u"�

E
� 0.

(4.3.21)

Prenant dans (4.3.21) � = �(t), � 2 L2 (0; T ;K"
div), on en déduit que

TZ
0

"�
@u"�
@t
(t) ; �

�
+ a(u"� ; �) + l"

Z
�"1

u"� :�d� + J"� (�)�
�
f "; �� u"�

�#
dt �

TZ
0

"�
@u"�
@t
(t) ; u"� (t)

�
+ a

�
u"� ; u

"
�(t)
�
+ l"

Z
�"1

��u"���2 d� + J"�
�
u"�
�#
dt

=
1

2

u"�(T )20;
" +
TZ
0

a(u"�(t); u
"
�(t))dt+

+l"
TZ
0

@u"�@t (t)
2
0;�"1

dt+

TZ
0

J"�
�
u"�
�
dt,

(4.3.22)

on déduit alors de (4:3:22) que

TZ
0

"�
@u"

@t
(t) ; �� u"

�
+ a(u"; �) + l"

Z
�"1

u":�d� + J" (�)� (f "; �� u")

#
dt �

+lim
�!0

inf

TZ
0

a(u"�(t); u
"
�(t))dt+ lim

�!0
inf l"

TZ
0

@u"�@t (t)
2
0;�"1

ds+ lim
�!0

inf

TZ
0

J"�
�
u"�
�
dt.

(4.3.23)

Les fonctions u !
TZ
0

a(u; u)dt, u !
TZ
0

ku(t)k2 dt et v !
TZ
0

J" (v) dt sont des fonctions

semi-continues inférieurement pour la topologie faible de L2 (0; T ;K"
div), et donc (4.3.23)
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4.4. Analyse asymptotique du problème

devient

TZ
0

"�
@u"

@t
; �� u"

�
+ a (u"; �� u") + l"

Z
�"1

u": (�� u") d� + J" (�)� J" (u")

� (f "; �� u")] dt � 0; 8� 2 L2 (0; T ;K"
div) .

(4.3.24)

En�n, par [9, 20, 31], on passe de (4.3.24) à l�inégalité ponctuelle (4.2.7). �
Preuve de l�unicité de la solution. Soient u"1 et u

"
2 deux solutions éventuelles. En choi-

sissant dans (4.2.7) � = u"2(t) dans l�inéquation relative à u
"
1 et � = u"1(t)) dans l�inéquation

relative à u"2 et en posant w
" = u"1 � u"2 il vient :

�
�
@w"

@t
; w"
�
� a (w"; w")� l"

Z
�"1

jw"j2 d� � 0,

donc

1

2

d

dt
kw"(t)k20;
" + a(w"(t); w"(t)) + l"

Z
�"1

jw"(t)j2 d� � 0.

Comme a(v; v) + l"
Z
�"1

jvj2 d� � 2�CK kvk21;
", on a

kw"(t)k20;
" + 4�CK
TZ
0

kw"(�)k21;
" d� � kw"(0)k
2
0;
" = 0; 8t) w"(t) = 0,

d�où l�unicité de la solution. �

4.4 Analyse asymptotique du problème

Pour l�analyse asymptotique de notre problème, on utilise le changement d�échelle z =
x3
"
. Donc le domaine 
" se transforme en un domaine 
 indépendant de " dé�nit par


 = f(x0; z) 2 R3; (x0; 0) 2 ! et 0 < z < h (x0)g,

et notant � = �! [ ��1 [ ��L sa frontière.
Sur 
� [0; T ] ; nous dé�nissons des nouvelles inconnues
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4.4. Analyse asymptotique du problème

8>>><>>>:
û"i (x

0; z; t) = u"i (x
0; x3; t) ,

û"3 (x
0; z; t) = "�1u"3 (x

0; x3; t) ,

p̂" (x0; z; t) = "2p" (x0; x3; t) .

On suppose que les données du problème (4:1:1)-(4:1:8) dépendent de " de la manière suiv-

ante

f̂(x0; z; t) = "2f "(x0; x3; t); l̂ = "l"; k̂ = "k";

g"i (x
0; x3; t) = bgi(x0; z; t); i = 1; 2 et g"3(x0; x3; t) = "bg3(x0; z; t):

avec f̂ , l̂ , k̂ et bg ne dépendant pas de ".
Soit Ĝ (x; z; t) tel que :

Ĝ = ĝ sur �� ]0; T [ ,

4.4.1 Formulation variationnelle du problème dans 


Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur 
 comme ce qui suit

K =
n
� 2 H1(
)3 : �̂ = 0 on �L; �̂:� = 0 on ! [ �1

o
,

Kdiv =
n
�̂ 2 K : div(�̂) = 0

o
,

Vz =

�
v = (v1; v2) 2 L2(
)2 :

@vi
@z

2 L2(
); v = 0 on �L
�
.

Vz est un espace de Banach pour la norme

kvkVz =
2X
i=1

 
kvik2L2(
) +

@vi@z
2
0;


! 1
2

�(K) =
�
' 2 H1 (
)2 : ' = ('1; '2) ; 'i = 0 sur �1 [ �L pour i = 1; 2

	
;

L20 (
) =

�
q 2 L2 (
) :

Z



q dx0dz = 0

�
:
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4.4. Analyse asymptotique du problème

En multipliant (4:2:6) par " et en passant au domaine �xé 
 on montre que le problème

variationnel est équivalent au problème suivant

Trouver bu" (t) 2 K et p̂" (t) 2 L20 (
) telle que
2X
i=1

"2
�
@bu"i
@t
(t) ; b�i � bu"i (t)�+ "4

�
@bu"3
@t
(t) ; b�3 � bu"3 (t)�+ ba�bu" (t) ; b�� bu" (t)�

�
2P
i=1

Z



p̂"
@(�̂i � û"i )

@xj
dx0dz �

Z



1

"
p̂"
@(�̂3 � û"3)

@z
dx0dz

+
2P
i=1

l̂

Z
!

û"i (x
0; h(x0); t)

�
�̂i(x

0; h(x0))� û"i (x
0; h(x0); t)

�p
1 + jrh"(x0)j2dx0+

+l̂

Z
!

"2û"3(x
0; h(x0); t)

�
�̂3(x

0; h(x0))� û"3(x
0; h(x0); t)

�p
1 + jrh"(x0)j2dx0+

+Ĵ
�b��� Ĵ (bu") � 2X

i=1

�bfi" (t) ; �i � bu"i (t)�+ "
�bf3" (t) ; �3 � bu"3 (t)� , 8b� 2 K , 8t 2 [0; T ] ,

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
(4.4.1)bu"(0) = 0 (4.4.2)

où

ba�bu" (t) ; b�� bu" (t)� = 2P
i;j=1

Z



"2�

�
@û"i
@xj

+
@û"j
@xi

�
@(�̂i � û"i )

@xj
dx0dz+

2P
i=1

Z



�

�
@û"i
@z

+ "2
@û"3
@xi

�
@(�̂i � û"i )

@z
dx0dz +

Z



2�"2
@û"3
@z

@(�̂3 � û"3)

@z
dx0dz+

+
2P
j=1

Z



�"2
�
"2
@û"3
@xj

+
@û"j
@z

�
@(�̂3 � û"3)

@xj
dx0dz ;

et bJ(b�) = Z
!

bk ���b�� � s
��� dx0.

4.4.2 Estimation à priori sur la vitesse

Nous essayons maintenant d�étudier les estimations à priori sur û". Pour cela nous avons

besoin d�établir les inégalités ([14]) suivantes :

Inégalité de Korn

� kru"(t)k20;
" � a(u"(t); u"(t)) + �C(�"1)

Z
�"1

ju"(t)j2d� (4.4.3)
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4.4. Analyse asymptotique du problème

où

C(�"1) = 2jj
@

@x2
h"jjC(�!)(1 + jj

@

@x1
h"jj2C(�!)):

Supposons qu�il y a une condition supplémentaire appliquée sur le bord supérieur �"1 ([22])

comme suit

�C(�"1) � l". (4.4.4)

Donc l�inégalité (4:4:3) implique que

� kru"(t)k20;
" � a(u"(t); u"(t)) + l"
Z
�"1

ju"(t)j2d� (4.4.5)

Inégalité de Poincaré

ku"(t)k20;
" � 2h
2
"2 kru"(t)k20;
" + 2h"

Z
�"1

ju"(t)j2d� . (4.4.6)

Lemme 4.3.1. On rappelle que 0 < h � h(x0) � h, h" (x0) = "h(x0), 8x0 2 !, il existe une
constante C0 indépendante de " telle que :

"

 Z
�"1

j�j2 d�
!
� C0 (
; h)

Z

"

�
j�j2 + "2 jr�j2

�
dx, 8� 2 K";8" 2 ]0; 1[ . (4.4.7)

Preuve. Soit 0 < z < h" (x0), on a

� (x0; h" (x0)) = � (x0; z) +

Z h"(x0)

z

@�

@�
(x0; �) d�.

Par l�inégalité de Cauchy-Schwartz, on voit que :

j� (x0; h" (x0))j2 � 2 j� (x0; z)j2 + 2h" (x0)
Z h"(x0)

0

����@�@� (x0; �)
����2 d�,

nous intégrons par rapport à z de 0 à h" (x0), on obtient

h" (x0) j� (x0; h" (x0))j2 � 2
Z h(x0)

0

j� (x0; z)j2 dz + 2 (h" (x0))2
Z h"(x0)

0

����@�@� (x0; �)
����2 d�.

En multipliant l�inéquation précédente par
q
1 + jrh" (x0)j2 puis en intégrant par rapport

à x0 sur !, on trouve

"h

Z
!

j� (x0; h" (x0))j2
q
1 + jrh" (x0)j2dx0

� 2

q
1 + kD1h"k2

 Z
!

Z h"(x0)

0

j� (x0; z)j2 dzdx0 +
�
"h
�2 Z

!

Z h"(x0)

0

����@�@� (x0; �)
����2 d�dx0

!
;
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4.4. Analyse asymptotique du problème

pour 0 < " < 1, on voit que

"

Z
�"1

j�j2 d� � C0

Z

"

�
j�j2 + "2 jr�j2

�
dx,

où

C0 =
2

h

�
1 +

�
h
�2�q

1 + kD1hk2,

d�où (4:4:7).�
Théorème 4.3.1. Supposons que les hypothèses du théorème 4.3.1 sont véri�ées, de plus

supposons que la fonction h" véri�e l�hypothèse (4:4:4), alors, il existe deux constantes A et

B indépendantes de " telle que :

2X
i=1

0@ tZ
0

@bu"i@z (s)
2
0;


ds+ k"bu"i (t)k20;
 + tZ
0

"2@bu"3@xi
(s)

2
0;


ds

1A+
2X

i;j=1

tZ
0

"@bu"i@xj
(s)

2
0;


ds+

tZ
0

"@bu"3@z (s)
2
0;


ds+ k"2bu"3 (t)k20;
 � A;

(4.4.8)

2X
i=1

0@ tZ
0

" @2bu"i@z@t
(s)

2
0;


ds+

"2@bu"i@t (t)
2
0;


+

tZ
0

"3 @2bu"3@xi@t
(s)

2
0;


ds

1A+
2X

i;j=1

tZ
0

"2 @2bu"i@xj@t
(s)

2
0;


ds+

tZ
0

"2 @2bu"3@z@t
(s)

2
0;


ds+

"3@bu"3@t (t)
2
0;


� B:

(4.4.9)

Preuve. Soit u" la solution du problème (4.2.7), donc�
@u"

@t
(t) ; u" (t)

�
+ a (u"(t); u" (t)) + l"

Z
�"1

ju"(t)j2 d� �
�
@u"

@t
(t) ; �

�
+

+a (u"(t); �) + l"
Z
�"1

u"(t):�d� + J"(�) + (f "; u" (t))� (f "; �); 8� 2 K"
div

d�où

1

2

d

dt
ku" (t)k20;
" + a(u"(t); u"(t)) + l"

Z
�"1

ju"(t)j2 d� �
�
@u"

@t
(t) ; �

�
+

+a(u"(t); �) + l"
Z
�"1

u"(t):�d� + J"(�) + (f "(t); u" (t))� (f "(t); �).
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4.4. Analyse asymptotique du problème

En intégrant en temps pour s 2 [0; t], on a

1

2
ku" (t)k20;
" +

tZ
0

a(u"(s); u"(s))ds+ l"
tZ
0

 Z
�"1

ju"(s)j2 d�
!
ds �

+

tZ
0

�
@u"

@t
(s); �

�
ds+

tZ
0

a(u"(s); �)ds+ l"
tZ
0

 Z
�"1

u"(s):�d�

!
ds+ TJ"(�)+

+

tZ
0

(f "(s); u"(s)) ds�
tZ
0

(f "(s); �)ds;

(4.4.10)

Par l�inégalité de Young; ab � �2 a
2

2
+ ��2 b

2

2
, 8 (a; b) 2 R, on a

a(u"; �) � 1

2
a(u"; u") +

1

2
a(�; �)

� 1

2
a(u"; u") + � kr�k20;
" ,

(4.4.11)

tZ
0

�
@u"

@t
(s); �

�
ds = (u"(t); �)

� 1

4
ku"(t)k20;
" + k�k

2
0;
" ,

(4.4.12)

et en utilisant l�inégalité (4:4:6), on obtient������
tZ
0

(f "(s); u"(s))ds

������ �
tZ
0

kf "(s)k0;
" ku"(s)k0;
" ds

�
tZ
0

�
kf "(s)k0;
"

�
2h

2
"2
� 1
2 kru"(s)k0;
"

�
ds+

tZ
0

�
kf "(s)k0;
"

�
2h"
� 1
2 ku"(s)k0;�"1

�
ds

� �

4

tZ
0

kru"(s)k20;
" ds+
2"2h

2

�

tZ
0

kf "(s)k20;
" ds+
l"

8

tZ
0

ku"(s)k20;�"1 ds+
4h"

l"

tZ
0

kf "(s)k20;
" ds

(4.4.13)

et�������
tZ
0

(f "(s); �)ds

������ � T
�

4
kr�k20;
" ds+

2"2h
2

�

tZ
0

kf "(s)k20;
" ds+T
l"

4
k�k20;�"1+

2h"

l"

tZ
0

kf "(s)k20;
" ds

(4.4.14)
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4.4. Analyse asymptotique du problème

De (4:4:11)� (4:4:14), l�inégalité (4:4:10) devient

1

2
ku" (t)k20;
" +

1

2

tZ
0

a(u"(s); u"(s))ds+
3l"

4

tZ
0

ku"(s)k20;�"1 ds �
1

4
ku" (t)k20;
" +

+ k�k20;
" +
�

4

tZ
0

kru"(s)k20;
" ds+
5

4
T� kr�k20;
" +

9

4
T l" k�k20;�"1 +

+TJ"(�) +

 
6h

l̂
+
4h

2

�

!
"2

tZ
0

kf "(s)k20;
" ds.

(4.4.15)

On utilise l�inégalité de Korn (4.4.5) dans le membre à gauche de (4.4.15) et d�une réduction

de certains termes, on trouve

1

4
ku" (t)k20;
" +

�

4

tZ
0

kru"(s)k20;
" ds+
l"

4

tZ
0

ku"(s)k20;�"1 ds �

+ k�k20;
" +
5

4
T� kr�k20;
" +

9

4
T l" k�k20;�"1

+TJ"(�) +

 
6h

l̂
+
4h

2

�

!
"2

tZ
0

kf "(s)k20;
" ds.

(4.4.16)

Pour t quelconque dans ]0; T [, en multipliant (4.4.16) par " et nous choisissons � = G" (t).

Pour estimer les termes kG" (t)k20;�"1 et J
"(G"), on utilise le lemme 4.4.1 :

"

Z
�"1

jG" (t)j2 d� � C0 (
; h)

Z

"

�
jG" (t)j2 + "2 jrG" (t)j2

�
dx

� C0 (
; h)

Z



���� bG (t)���2 + ���r bG (t)���2� dx
krG"k20;
" � "�1

rĜ2
0;

.

et de la remarque 4.2.1 de la Lipschitzienne de bJ , on a
"J"(G") � bJ � bG�

� j!j1=2
k̂

1;!
M (
)

 bG
1;

,

L�utilisation de ces trois dernières inégalités et si on passe au domaine �xe 
 dans le membre

de droite dans (4.4.16), nous obtenons une constante A indépendante de " telle que

"

0@ku" (t)k20;
" + �

tZ
0

kru"(s)k20;
" ds

1A+ bl tZ
0

ku"(s)k20;�"1 ds � A (4.4.17)
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avec

A = 4

� bG2
L1(0;T;L2(
)3)

+
5

4
T�
r bG2

L1(0;T;L2(
)3)
+
9

4
T l̂ C0 (
; h)

 bG2
L1(0;T;H1(
)3)

+T j!j1=2
k̂

1;!
M (
)

 bG
L1(0;T;H1(
)3)

+

 
6hbl + 4h

2

�

! bf "2
L2(0;T;L2(
)3)

!
:

En passant d�estimation (4.4.17) au domaine �xe 
, on trouve (4.4.8).

Maintenant, en dérivant (4.3.1) en t et on prend � =
@u"�
@t
(t)�

@2u"�
@t2

(t);
@u"�
@t
(t)

�
+ a

�
@u"�
@t
(t);

@u"�
@t
(t)

�
+ l"

@u"�@t (t)
2
0;�"1

+

��
J"�
�00 �

u"�(t)
�
;
@u"�
@t
(t)

�
=

�
@f "

@t
(t);

@u"�
@t
(t)

�

et comme
��
J"�
�00 �

u"�(t)
�
;
@u"�
@t
(t)

�
� 0, en intégrant en temps pour s 2 [0; t]

1

2

@u"�@t (t)
2
0;
"

+

tZ
0

a

�
@u"�
@t
(s);

@u"�
@t
(s)

�
ds+ l"

tZ
0

@u"�@t (s)
2
0;�"1

ds �

1
2

@u"�@t (0)
2
0;
"

+
tR
0

�
@f "

@t
(s);

@u"�
@t
(s)

�
ds

(4.4.18)

On utilise l�inégalité de Poincaré pour
@u"�
@t

et l�inégalité de Young pour majore le deuxième

terme du deuxième membre de (4.4.18), on a donc

1

2

@u"�@t (t)
2
0;
"

+

tZ
0

a

�
@u"�
@t
(s);

@u"�
@t
(s)

�
ds+

l"

4

tZ
0

 Z
�"1

����@u"�@t (s)
����2 d�

!
ds � 1

2

@u"�@t (0)
2
0;
"

+

+
�

8

tZ
0

r@u"�@t (s)
2
0;
"

ds+
4"2h

2

�

tZ
0

@f "@t (s)
2
0;
"

ds+
2h"

3l"

tZ
0

@f "@t (s)
2
0;
"

ds

(4.4.19)

Par l�inégalité de Korn, on déduit de l�inégalité (4:4:5) et (4:4:19) que

1

2

@u"�@t (t)
2
0;
"

+
�

16

tZ
0

r@u"�@t (s)
2
0;
"

ds+
l"

16

tZ
0

@u"�@t (s)
2
0;�"1

ds � 1

2

@u"�@t (0)
2
0;
"

+

+
4"2h

2

�

tZ
0

@f "@t (s)
2
0;
"

ds+
2h"

3l"

tZ
0

@f "@t (s)
2
0;
"

ds .

(4.4.20)

Nous devons estimer
@u"�
@t
(0). De (4.3.1) et (4.3.2), on a
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4.4. Analyse asymptotique du problème�
@u"�
@t
(0); �

�
= (f "(0); �); 8� 2 K"

div ;

on utilise les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Poincaré puis le lemme 4.4.1, respective-

ment, comme suit

(f "(0); �) � kf "(0)k0;
" k�k0;
"
�
p
2"h kf "(0)k0;
" k�k1;
" +

p
2"h kf "(0)k0;
" k�k0;�"1

�
p
2"h kf "(0)k0;
" k�k1;
" +

p
2hC0 (
; h) kf "(0)k k�k1;
"

Alors�����@u"�@t (0); �
����� � �p2"h kf "(0)k0;
" + C0 (
; h)

p
2h kf "(0)k0;
" +

�
k�k1;
" . (4.4.21)

En utilisant le fait que "2 kf "k20;
" = "�1
 bf "2

0;

. Donc, en multipliant l�inégalité (4:4:21)

par "
3
2 avec " 2 ]0; 1[, il vient que

"
3
2

@u"�@t (0)

0;
"

� c0 (4.4.22)

où c0 =
p
2h
 bf "(0)

0;

+ C0 (
; h)

p
2h
 bf "(0)

0;

, (ne dépend pas de ").

De (4.4.20), (4.4.22) et par passage à la limite inférieure en �, on trouve

1

2

@u"@t (t)
2
0;
"

+
�

16

tZ
0

r@u"@t (s)
2
0;
"

ds+
l"

16

tZ
0

 Z
�"1

����@u"@t (s)
����2 d�

!
ds � 1

2
c0"

�3+

+
2"2h

2

�

tZ
0

@f "@t (s)
2
0;
"

ds+
2h"

3l"

tZ
0

@f "@t (s)
2
0;
"

ds

(4.4.23)

En multipliant maintenant (4.4.23) par "3, on obtient

"3
@u"@t (t)

2
0;
"

+ "3
tZ
0

r@u"@t (s)
2
0;
"

ds+ "2
l̂

16

tZ
0

 Z
�"1

����@u"@t (s)
����2 d�

!
ds � B (4.4.24)

où B est une constante qui ne dépend pas de ", b = min(1; �; l̂) , Q = ]0; T [� 
 et

B =
1

b

0@(c0)2 + 4h2
�

@ bf "@t

2

L2(Q)

+
4h

3l

@ bf "@t

2

L2(Q)

1A .
88



4.4. Analyse asymptotique du problème

Donc (4.4.9) découle de (4.4.24). �
Théorème 4.3.2. Sous les hypothèses des théorèmes 4.3.1. On a

2X
i=1

kû"ikL2(Q) + k"û"3kL2(Q) � A, (4.4.25)

2X
i=1

k"@bu"i
@t
kL2(Q) + k"2

@bu"3
@t
kL2(Q) � B. (4.4.26)

Preuve. Nous appliquons l�inégalité (4.14) dans l�estimation (4.4.17), puis dans l�estimation

(4.4.24), on trouve

"�1
tZ
0

ku"(s)k20;
" ds � A ;

"

tZ
0

@u"@t (s)
2
0;
"

ds � B :

En passant au domaine �xe 
 de ces inégalités on obtient (4.4.25) et (4.4.26). �

4.4.3 Estimation à priori sur la pression

Théorème 4.3.3. Sous les hypothèses des théorèmes 4.3.1, il existe une constante C

indépendante de " telle que

k@p̂
"

@xi
kL2(0;T;H�1(
)) � C; for i = 1; 2, (4.4.27)

k@p̂
"

@z
kL2(0;T;H�1(
)) � C " . (4.4.28)

Preuve. Soient û" et p̂" des solutions du problème (4:4:1) � (4:4:2), alors si on prend
�̂ = û" (t) + � avec � � (�; 0; 0) 2 H1

0 (
)
3, on trouveZ




@p̂"

@x1
�dx0dz � "2

�
@bu"1
@t
(t) ; �

�
+

2X
j=1

Z



�
"2�

�
@û"1
@xj

+
@û"j
@x1

�
(t)

�
@�

@xj
dx0dz+Z




�

�
@û"1
@z

+ "2
@û"3
@x1

�
(t)

@�

@z
dx0dz +�

� bf " (t) ; �� ; 8t 2 [0; T ].

En intégrant cette inéquation en temps pour s 2 [0; t] et en utilisant l�inégalité de Hölder
puis de l�estimation (4:4:8) et (4:4:26), on trouve la majoration suivante
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tZ
0

�Z



@p̂"

@x1
(x; s)�(x; s)dx

�
ds � B

0@ tZ
0

k� (s) k2
1;

ds

1A
1
2

+

2X
j=1

�A

0@ tZ
0

k @�
@xj

(s) k2
0;

ds

1A
1
2

+ �A

0@ tZ
0

k@�
@z
k2
0;


1A
1
2

+ c

0@ tZ
0

k� (s) k2
1;

ds

1A
1
2

:

D�autre part, en remplaçant � par ��, on obtient������
tZ
0

�Z



@p̂"

@x1
(x; s)�(x; s)dx

�
ds

������ � B

0@ tZ
0

k� (s) k2
1;

ds

1A
1
2

+

2X
j=1

�A

0@ tZ
0

k @�
@xj

(s) k2
0;

ds

1A
1
2

+ �A

0@ tZ
0

k@�
@z
k2
0;


1A
1
2

+ c

0@ tZ
0

k� (s) k2
1;

ds

1A
1
2

;

on déduit que l�application :

@p̂"

@x1
; L2(0; T;H1

0 (
)) �! R;

� �!
tZ
0

�Z



@p̂"

@x1
(x; s)�(x; s)dx

�
ds

est linéaire et continue, donc
@p̂"

@x1
est une fonction dans le dual de l�espace L2(0; T;H1

0 (
)).

Ce qui prouve (4.4.27) pour i = 1. Nous choisissons �̂ = û" (t)� �; � � (0; �; 0) pour prouver
le cas i = 2. De même pour obtenir (4.4.28), on choisit �̂ = û" (t) + �; � � (0; 0; �), puis en
intégrant en temps pour s 2 [0; t], on déduit

1

"

R



@p̂"

@z
�dx0dz � "4

�
@bu"3
@t
(t) ; �

�
+

Z



2�"2
@û"3
@z

@�

@z
dx0dz+

2P
j=1

Z



�"2
�
"2
@û"3
@xj

+
@û"j
@z

�
@�

@xj
dx0dz �

� bf " (t) ; �� ; 8t 2 [0; T ]
ce qui implique ������

tZ
0

�
1

"

@p̂"

@z
(s) ; � (s)

�
ds

������ � Bk�kL2(0;T;H1(
))+

�A

 
2X
j=1

k @�
@xj

k
L2(Q)

+ k@�
@z
k
L2(Q)

!
+ ck�k

L2(0;T;H1(
))
. �
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4.5 Résultat de convergence et problème limite

Théorème 4.5.1. Sous les hypothèses des lemmes (4.4.1)-(4.4.3), il existe u? = (u?1; u
?
2) 2

L2(0; T; Vz) et p? 2 L2(0; T; L20(
)) tels que

ûi * u?i ; "
@bu"i
@t

* 0; i = 1; 2 faiblement dans L2(0; T; Vz), (4.5.1)

"
@û"i
@xj

* 0; "2
@2bu"i
@xj@t

* 0; i; j = 1; 2 faiblement dans L2(0; T; L2(
)), (4.5.2)

"
@û"3
@z

* 0; faiblement dans L2(0; T; L2(
)), (4.5.3)

"2
@û"3
@xi

* 0; "3
@2û"3
@xi@t

* 0; i = 1; 2 faiblement dans L2(0; T; L2(
)), (4.5.4)

"û"3 * 0; "2
@bu"3
@t

* 0 faiblement dans L2(0; T; L2(
)), (4.5.5)

p̂" * p?; faiblement dans L2(0; T; L2(
)). (4.5.6)

Preuve. On déduit de (4.4.25) que la suite (bu"1; bu"2)" est bornée dans L2 (0:T; Vz), ceci
implique l�existence de (u?1; u

?
2) tel que (bu"1; bu"2)" converge faiblement vers (u?1; u?2) dans

L2(0; T; Vz):

De même, par conséquent, de (4.4.26), on a
�
"
@bu"1
@t

; "
@bu"2
@t

�
"

est borné dans L2 (0:T; Vz) et

converge vers une limite (l1; l2), mais, il vient de (4.4.25) que la suite ("bu"1; "bu"2)" converge
fort vers (0; 0) dans L2 (0:T; Vz), de sorte que (l1; l2) = (0; 0).

Grâce aux (4.4.25), (4.4.26) et (4.5.1), on trouve (4.5.2).

Par les convergences de (4.5.2) et le fait que div(û") = 0 , on obtient (4.5.3) , i.e

"
@û"3
@z

= �
2X
i=1

"
@û"i
@xi

* 0.

De (4.4.25), on trouve k"bu"3k0;
 � A , et d�après (4.4.8) on obtient la première convergence

dans (4.5.4), aussi la deuxième convergence découle de (4.4.9) et (4.4.26).

Pour d�obtenir (4.5.5), on utilise l�estimation k"bu"3k0;
 � A et le fait que div (û") = 0, on

trouve la convergence faible de ("bu"3)" vers 0, et la deuxième convergence est claire à partir
de (4.4.26).
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Il vient de (4.4.26) que la suite
�
"2
@bu"3
@t

�
"

est borné dans L2 (0:T; Vz), et par la suite

converge vers une limite �, d�autre part on a "û"3 * 0, cela implique que "2û"3 ! 0; on

trouve donc � = 0.

Pour démontrer (4.5.6), on utilise (4.4.27), (4.4.28) et l�inégalité suivante :

kp̂" (t)k0;
 � K

�
krp̂" (t)kH�1(
) +

Z



p̂" (t) dxdz

�
:

Ce qui montre qu�il existe une sous suite extraire p̂" qui converge faiblement vers p? dans

L2(0; T; L2(
)): �
Remarque 4.5.1. Pour t 2 ]0; T [. On a [19]

p?(x0; z; t) = p?(x0; t); 8(x0; z) 2 
,Z
!

p?(x0; t)

�
u?1(x

0; h(x0); t)
@h

@x1
+ u?2(x

0; h(x0); t)
@h

@x2

�
dx0

+

Z



p?(x0; t)

�
@u?1
@x1

+
@u?2
@x2

�
(t) dx0dz = 0.

(4.5.7)

Théorème 4.5.2. Avec les mêmes hypothèses du théorème 4.5.1, la solution limite (u�; p� ) véri�e

les formules suivantes

2X
i=1

Z



�
@u?i
@z

(t)
@

@z
(�̂i � u?i (t))dx

0dz �
2X
i=1

Z
!

p?(x0; t)�̂i(x
0; h(x0))

@h

@xi
dx0

�
2X
i=1

Z



p?(x0; t)
@�̂i
@xi

dx0dz +
2X
i=1

l̂

Z
!

u?i (x
0; h(x0); t)

h
�̂i(x

0; h(x0))� u?i (x
0; h(x0); t))

i
dx0

+J
�
�̂
�
� J (u?) �

2XZ



f̂i (t)u
?
i (t) dx

0dz ; 8�̂ 2 �(K) ;8t 2 ]0; T [ ;

u?(x0; z; 0) = 0;

(4.5.8)

où

�(K) =
n
� =

�
�̂1; �̂2

�
2 H1(
)2 : 9�̂3 tel que � =

�
�̂1; �̂2; �̂3

�
2 K

o
,

��@
2u?i
@z2

= f̂i (t)�
@

@xi
p? (t) ; i = 1; 2; dans L2(
). (4.5.9)

Preuve. Dans l�inégalité variationnelle (4.4.1), on passe tous les termes non linéaires à

la droite et les termes linéaires à gauche, puis, on applique la limite sur la droite et la

limite inférieurement à gauche, en utilisant les résultats de convergence (4:5:1) � (4:5:6)
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et la formule (4:5:7), on obtient donc (4:5:8). Avec le choix de la fonction test : �̂i =

u�i (t) +  ̂i;  ̂i 2 H1
0 (
) pour i = 1; 2; on obtient facilement (4:5:9).

Conclusion.
Jusqu�ici, nous avons apporté les paramètres essentiels du modèle limite de notre prob-

lème, il ne nous reste donc qu�à chercher une équation de type Reynolds d�une autre formule

de l�équation (4:5:9), ainsi nous récupérons des conditions aux limites que nous avons dejà

mises dans le problème initial. Comme références [15, 22, 32] pour le choix des fonctions

test, nous avons8<: �
��@u?
@z
(x0; 0; t)

�� < k̂ ) u? (x0; 0; t) = s

�
��@u?
@z
(x0; 0; t)

�� = k̂ ) 9� > 0; u? (x0; 0; t) = s+ � @u
?

@z
(x0; 0; t)

(4.5.10)

h (x0)

2
u? (x0; 0; t)� �

h(x0)Z
0

u? (x0; y; t) dy+

+
h (x0)

2
�u? (x0; h (x0) ; t) = eF �f̂ ;
�+ h (x0)3

12
rp? (t)

(4.5.11)

8x0 2 !; 8t 2 ]0; T [ ;

où eF dépend seulement de f̂ et de 
.
Il convient de noter que dans le cas dynamique nous avons aussi prouvé l�unicité des solu-

tions (u?; p?) du problème limite (4.5.8)-(4.5.11). Et ceci veut dire certainement que notre

problème est bien dé�ni.
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Résumé. Dans cette thèse, nous avons étudié l'analyse asymptotique des solutions de
quelques problèmes aux limites modélisant le comportement des fluides non Newtoniens ou de
l'élasticité. Cette étude se fait dans des domaines bornés homogènes et non homogènes en
dimension trois avec des conditions de frottement non linéaires sur le bord. Tout d'abord,
nous avons énoncé la formulation variationnelle des problèmes mécaniques. Ensuite, nous
avons montré les principaux résultats concernant les convergences lorsque l’épaisseur tend
vers zéro. Dans ce dernier cas, une équation de Reynolds spécifique associée à des inégalités
variationnelles est obtenue pour chaque problème.

Mots clés. Conditions aux limites, Condition de transmission, Corps élastiques, Contact sans
frottement, Equation de Reynolds, Fluide de Bingham , Frottement de Tresca,  Stokes.

Abstract. In this thesis, we have studied the asymptotic analysis of the solutions of some
boundary problems modeling the behavior of non-Newtonian fluids or elasticity. This study is
carried in homogeneous and non-homogeneous bounded domains in three dimension with
nonlinear friction conditions on the edge. Firstly, we derive the variational formulation of the
mechanical problems. Then we showed the main results concerning some convergences
when the thickness tends to zero.   In this latter case, a specific Reynolds equation associated
with variational inequalities is obtained for each problem.

KeyWords. Boundary  conditions, Elastic  bodies, Frictionless contact, Reynolds  equation ,
Bingham fluid, Tresca  law, Stokes, Transmission  conditions.

أو تقاربي لحلول عدة مسائل حدیة تنمذج نمط الموائع غیر نیوتونیةال، قمنا  بدراسة التحلیل الأطروحةفي  ھذه .ملخص

المرونة. ھذه الدراسة تتم في مجالات محدودة، متجانسة وغیر متجانسة ثلاثیة الأبعاد مع شروط احتكاك غیر خطیة على 

بالتقارب لما ساسیة المتعلقة نتائج الأالببرھان بعد ذلك قمناقدمنا العبارة التغییریة للمسائل المیكانیكیة. بدایةالحافة.

في ھذه الحالة أعطیت معادلة رینولدس المرفقة لمتراجحات تغییریة من أجل كل مسألة. الارتفاع یؤول إلى الصفر. 

مائع ، سالمرن ، الاتصال دون احتكاك ، معادلة رینولدجسمالعبور،شروط ال، یةشروط الحدال:الكلمات المفتاحیة
.، ستوكستریسكااحتكاكبنغھام، 
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