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Introduction générale

L’objet de la these de doctorat est 1’étude du comportement asymptotique de quelques
problémes aux limites modélisant le comportement fluides ou de différents matériaux dans
le cas dynamique et stationnaire et ce dans des domaines bornés en dimension trois en film
mince avec les conditions de frottement non linéaires sur le bord. L’un des buts de ’analyse
asymptotique est d’obtenir une équation en dimension 2 d’espace (2D) qui permet de décrire
raisonnablement le phénomeéne se produisant dans un domaine tri-dimensionnel (3D). Ce
processus est mis & l'ocuvre en passant a la limite vers 0 sur I’épaisseur du domaine (3D)
supposé mince. C’est-a-dire, les domaines physiques sont définis de telle sorte que la hauteur
est beaucoup plus petite que la longueur.

Ces problémes mécaniques qui font I'objet de notre étude dans cette thése sont tres
fréquents dans les applications dans la nature et il est donc important de pouvoir modéliser
ces phénomeénes. Sous les hypothéses d’élasticité et de viscoélasticité, par exemple le pneu,
le modéle de la fievre hémorragique Lassa et le modéle des eaux souterraines due dans un
aquifere qui fuit [2, 3]. D’autres applications sont associées au mécanisme du roulement &
billes.

On s’intéresse aussi aux phénomeénes décrivant le milieu viscoplastique dans la mécanique
de fluide, il existe de nombreux matériaux dans I'industrie présentant le comportement de ce
milieu qui sont la pate dentifrice, certaines peintures...,et ceci correspond & un comportement
de solide parfait sous faibles contraintes, et le comportement de fluide visqueux qui dépasse
le seuil de contrainte. Ces fluides portent le nom de fluides de Bingham, qui représentent

un cas particulier des fluides non Newtoniens [22, 33].
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Introduction générale

Les recherches scientifiques en mécanique sont articulées autour de deux composantes
principales: 1'une consacrée aux lois de comportement et ’autre aux conditions aux limites
imposées au milieu.

Plusieurs travaux ont été réalisés sur le contact mécanique avec les différentes lois de
comportement et conditions de frottement proches de notre probléme, mais ces documents
étaient consacrés uniquement aux résultats d’existence et d’unicité de la solution faible sous
plusieurs I’hypothése. Permettez-nous de mentionner, par exemple, le travail effectué par
[23], dans lequel les auteurs ont obtenu l'existence et 1'unicité par la construction d’une
cartographie appropriée qui représente une contraction sur un espace de Hilbert.

D’autres problémes similaires peuvent étre trouvés dans des monographies telles que [24],
et la littérature citée ici. Au cours des derniéres années, certains documents de recherche
ont été écrits traitant a la fois ’analyse asymptotique d’un fluide incompressible dans un
domaine mince tridimensionnel, lorsqu'une dimension du domaine fluide tend vers zéro
([13, 14, 15, 19]). Les auteurs dans [8] ont étudié I'analyse asymptotique et numérique de
problémes de contact unilatéraux avec le frottement de Coulomb entre un corps élastique
et une fine couche mince élastique.

Plus récemment, I’analyse asymptotique d’un probleme dynamique d’élasticité isotherme
avec un frottement non linéaire du type Tresca a été étudiée dans [9].

La convergence asymptotique d’un probléme dynamique d’élasticité linéaire non isotherme
avec frottement a été étudiée dans [31]. Les solutions numériques de ce type de probléme
sont étudiées par exemple dans [26, 27].

En plus, les auteurs dans [4] ont donné une nouvelle solution de fonction hyperbolique
pour une équation différentielle partielle non linéaire découlant de la physique mathéma-
tique.

Cependant, nous abordons ici deux problémes de transmission entre deux domaines
tridimensionnels Q5 et Q5 en film mince (les épaisseurs relatives au parameétre ¢), et nous
supposons qu’ il n’y a pas de séparation entre les domaines pendant le processus, c’est-a-dire
que le contact est bilatéral. Nous avons donc la méme difficulté induite par I’absence des
hypothéses de symétrie que dans le probléme du revétement. On cherche & connaitre le

comportement asymptotique de ’ensemble Q¢ = QF U Q5 lorsque ¢ tend vers zéro.



Introduction générale

Un grand nombre de ces problémes a été traité en régime stationnaire. Cependant,
Benseridi et al [19, 31] ont étudié¢ un phénomeéne dynamique lié au systéme d’élasticité. A
cet effet, nous allons considérer aussi 'un des problémes dynamiques pour les fluides qui
prend en compte la pression comme seconde inconnue, puis de passer en vue de quelle
mesure nous pouvons obtenir un comportement asymptotique de ce phénomeéne pendant un
intervalle de temps.

Du point de vue mathématique, ’analyse asymptotique est plus ardue dans la mesure ot
en général, le probléme limite ( I’équation 2D) fait intervenir une équation qui tient compte
de ’anisotropie et la dynamique du milieu. Il s’agit donc d’identifier les inconnues destinées
a faire apparaitre cette équation dans le probléme.

Donc notre thése suit le formalisme général suivant : elle se compose de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, on introduit des notations générales de la mécanique de
milieux continu ainsi que, les différentes équations et des outils concernant I’analyse fonc-
tionnelle, pour faciliter la lecture de cette thése et comprendre les problémes traités dans la
suite.

Dans le seconde chapitre, nous considérons la déformation en régime stationnaire
pour deux corps élastiques isothermes en film mince qui occupent deux domaines 2 et €25 en
dimension trois avec contact bilatéral et des conditions de frottement non linéaires de type
Tresca. Les corps dispose aux différentes des lois comportement sont données
par la loi de Hooke [31, 34|, et il est soumis aux différentes forces volumiques. Dans ce
cadre, on décrite la position du probléme et les conditions aux limites, concernant le champ
de déplacements, et le champ des contraintes qui nous permettent de faire la formulation
variationnelle du probléme mécanique de départ, puis nous étudions 'existence et I'unicité
de solution faible du probléme, ensuite nous allons étudier la convergence de cette solution
dans un domaine fixe, par I'utilisation du petit changement de variable, compte tenu de la
faible épaisseur de I’écoulement. On peut alors transformer le probléme initial posé dans le
domaine 2] U€25 en un nouveau probléme sur un domaine fixe 2; U2y indépendamment du
parametre €. Puis on cherche des estimations & priori indépendantes de ¢, le passage a la
limite sur € nous permet d’obtenir I’existence et I'unicité de la solution faible du probléme

limite. L’équation spécifique de Reynolds correspondante est aussi prouvée dans [25] sous la
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forme faible, ce qui nous permet de déterminer le champ limite (uj, uj) dans Q; x Q, telle

que :
h 0

/ F+ Ml/U’f(:v’,y)dy + uz/UE(x’,y)dy Vi(2)da' = 0, Vi) € H' (w),
w 0 —h

ou i, et 1., sont les coeflicients de Lamé qui sont spécifiques aux corps €] et €25 respective-
ment, w est la zone de contact entre les deux corps, h est ’épaisseur des corps €2y, €25 et F
est une fonction qui dépend des forces volumique s’appliquant sur €2; U €25.

L’objet du troisiéme chapitre est d’é¢tude de I'analyse asymptotique d’un probléme
de transmission lié¢ par les fluides de Bingham en régime stationnaire avec des viscosités
différentes 11, et py, dans des domaines €27 , €25 supposés minces, avec des conditions de frot-
tement de type de Tresca a 'interface de contact entre deux domaines. Nous commencons &
décrire le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler, et la formulation variationnelle
du probléme concernant le champ de vitesse et le champ de la pression, puis en passant a
I’étude de I'analyse asymptotique du probléme, pour cela nous effectuons un changement
d’échelle, par rapport a ’épaisseur du domaine 25 U€25 comme dans le deuxiéme chapitre de
cette thése. Ensuite, nous utilisons les différentes inégalités de Poincaré, Cauchy-Schwartz,
Young, Holder et Korn pour obtenir des estimations & priori. Ce qui nous permet de faire
un passage a la limite afin d’obtenir le probléme limite et 1’équation de Reynolds faible.

Dans ce cas nous avons obtenu ([10]) :

h

0
h3 * * I * *
/ Vi +p)+F+ ul/ul(x’, y)dy + uz/uz(ﬂf’,y)dy +

3
0 ~h
0

h

s / 71 (o) dy — s / Fa (o y) dy | Vo (a!)da' =0, V6 € H'(w),
0 —h

ol & et do sont le seuil de plasticité de milieux €; et €2y respectivement, et (uf,u}),

(p%, p5) sont le champ de vitesse et la pression des problémes limites dans 27 U ;. En plus,

nous obtenons aussi des conditions aux limites de Tresca que nous avons déja mise dans le

probléme initial. On trouve
JaTL + BaT} = TS+ GaTs P S w

et pour [ =1,2, on a

vil
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Tl +aumi| <k — s]=s;
. sur w,
(Tl +am| =k = 3A =0, s7=s3+ AT+ 0m)

ou
ouy ouj /o
st =ur(z,0), 77 = —+(2,0), 77 = —ul/ :

0z Lo /oz|

(x,0) et k représente le seuil de frottement
de Tresca.

Enfin, le dernier chapitre, sera consacré a ’étude du systéme de Stokes dans le cas
d’évolution, dans un domaine borné €2° a trois dimensions en film mince avec des condi-
tions de Tresca sur la frontiére inférieure du domaine. Ici nous supposons que la frontiere
supérieure du domaine est soumise a la condition de Fourier. Le domaine physique )¢ sur

lequel sont posées les équations a la forme
Q° = {(z,23) €R®, (2,0) Ew 0<z3<ch(z)}.

ol w est la frontiere inférieure du domaine, I'] est la frontiére supérieure & décrire en
géométrie par la fonction eh . I'] est la frontiere latérale et ¢ est un parameétre avec ¢
< 1. Ce parameétre est de I'ordre de 0.0001 dans la mécanique de lubrification évoquant le
modele de fluide a été considérée dans les ouvrages [1, 5, 32].

Les équations gouvernées avec les conditions aux limites et initiales par cet écoulement

est
( Ou®
5 pwAus + Vp = f¢ dans QF x 10,77,
divu® =0 dans QF x [0, 77,
uwr=0 sur (wUT%) x 10,77,
u =g sur I'Y x 10,77,
o, (u®) = —l°u® sur '] x ]0, 77,
0S| <k = ui =35
sur w x |0, 77,
lo¢| =k = 3P >0 tel que us (t) = s — fos
u® (0) = 0.

ou f¢, k°, I¢ et g sont des données du probléme.

Nous présentons d’abord le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler et la for-

mulation faible du probléme couplé en vitesse-pression. Dans la suite, nous montrons que

viii



Introduction génerale

pour € > 0 fixé l'existence et 'unicité de solutions faibles pour ce probleme, les démonstra-
tions sont basées sur des arguments des inéquations d’évolution non linéaires, a savoir la
régularisation, la compacité et la monotonie. Ensuite, on étudie 'analyse asymptotique du
probléme en faisant un changement d’échelle, z = % pour ramener I’étude sur un domaine
) indépendant de €, sur lequel nous définissons de nouvelles inconnues. Nous prouvons cer-
taines estimations & priori sur la solution indépendamment de € et du temps ¢ en utilisant le
lemme de type Granwall, les inégalités de Korn et de Poincaré. Grace a ces estimations, on
obtient un théoréme de convergence, qui nous permet de passer au probléme limite. Donc,

le systéme précédent converge vers le systéme suivant

82 * . o . ‘ ;
—H = fl (t) - 8$‘p (t),Z = 1,2,dans L (Q)7

822
Z/ aﬁgb._ dxdz—Z/ (o bz ))gzdm’
_Z / p(2 1) gfj de'dz + ZZ / wr (2 h(z'), t) [gzﬁi(x', W) — w2, h(a'), 1)) | da’

/fz t)de'dz, VYo eIl (K),vte]o,T],

~

+J <gz5> — T ()
u (2, 2,0) =

v

ou IT (K) est un convexe de H(€2)? et [ est une constante liée a la condition de Fourier.
Tous ces résultats de cette thése, permettent une dérivation formelle de ’équation de
Reynolds justifiée récemment par des références [14, 15, 19, 22, 32], soit en considérant le
cas homogeéne ou stationnaire. Cette idée n’est pas nouvelle, mais les différents chercheurs
ont utilisé cette équation de type Reynolds depuis plusieurs années pour décrire le comporte-
ment d’un écoulement visqueux entre deux surfaces proches en mouvement relatif dans des

références historiques [29, 30] en 1886-1899.
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Notations

Notations

Si  est un domaine de R?(d = 2, 3), on note par

Q

r

I-1lo.c

116

I’adhérence de 2.

la frontiere de €2 supposée réguliére, partitionnée en trois parties
mesurables disjointes deux a deux.

la normale unitaire sortante a I'.

les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel

v défini sur Q.

I’espace des fonctions réelles continiment différentiables sur €.

I’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables

et & support compact contenu dans 2.

I’espace de distributions sur €2.

I’espace des fonctions Lebesgue-mesurables de puissance p-iéme
integrable sur €).

I’espace des fonctions Lebesgue-mesurables sur € telles que 3 ¢>0:

lu(x)] <e p.psur Q.

I’espace de Sobolev d’ordre 1 sur €.

l’adhérence de D (Q2) dans H* (9).

’espace dual de Hj (Q).

I’espace de Sobolev d’ordre % sur I'.

l'espace {p € H' () : p =0 sur I[;}.

I’application trace pour les fonctions vectorielles.

Vespace {u = (u;)/u; € L*(), i=1,d}.

Pespace {u = (u;)/ u; € H' (Q), i=1,d}.

la norme de L ()%,

la norme de H' (Q)¢.

Si X est un espace de Banach et d € N* on utilise les notations suivantes.
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-1l
Xd
Ty — T

T, =

LP(0,T, X)

- 2o o,7,30)

C(0,T, X)

la norme de X.

Vespace {z = (z;)/ z; € X, i =1,d}.

la convergente forte de la suite (x,) vers I’élément = dans X.
la convergente faible de la suite (z,) vers I’élément x dans X.
'espace des fonctions f mesurables de [0,7] dans X, telles que

fOT | ()]l x dt < oo avec les modifications usuelles si p = oo.

la norme de LP(0,7T, X).

I'espace des fonctions continues de [0,77] dans X.

Pour une fonction f, on note par

dom f

supp f
Oif

e(f)
Div f
f

of
ov

lim inf
dij

I3

0

C

p-p

|

(u,v), uv

le domaine de f.

le support de f.

la dérivée partielle de f par rapport & la composante x;.
le gradient de f.

la partie symétrique du gradient de f = % (V f+Vif ) .
le divergence de f.

la dérivation par rapport au temps.

la dérivée normale extérieure.

la limite inférieure.

le symbole de Kronecker.

le tenseur identité de second ordre sur R

le zéro de R%.

une constante générique strictement positive.

presque par tout.

la norme euclidienne de R2.

le produit scalaire des vecteurs u et v.



Chapitre 1

Modélisation et outils mathématiques

Résumé . Le but de ce chapitre est d’introduire les outils mathématiques et mécaniques

nécessaires pour une bonne compréhension de la suite des problémes traités et il est divisé
en deux parties.

Dans la premiére, nous commencons par un rappel des résultats essentiels de la théorie
des milieux continus et la loi de comportement de [’élasticité linéaire, puis, nous présen-
tons le systéme d’équations aux dérivées partielles qui modélisent quelques problémes aux
limites modélisant le comportement fluide ou de différents matériaux élastiques dans le cas
dynamique et stationnaire et ce dans un domaine borné en dimension trois, ensuite nous
décrivons les différentes conditions de contact et la loi de frottement qui interviennent dans
tout le document.

La deuxiéme partie est consacrée a quelques résultats fondamentauzr d’analyse fonction-
nelle, concernant les espaces de Sobolev et les espaces a valeurs vectorielles, ainsi que leurs
principales propriétés, notamment les théorémes de trace. Flle comprend des rappels sur
les résultats classiques de ’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert, on y présente
ici quelques résultats fondamentaux sur les fonctions convexes et sur la différentiabilité, les
notions principales de la convergence faible, et on termine cette partie par un bref rappel
sur les iméquations variationnelles elliptiques et d’évolution, ainsi que les lemmes de type

Gronwall.



1.1. Modélisation

1.1 Modélisation

L’objet de cette section est d’établir le cadre physique et mathématique décrivant des prob-
lemes de contact en mécanique des solides et des fluides utilisés dans cette thése en suivant
[11], [18], [20], [23], [32] et [34]. Ceci se traduit mathématiquement par 1’établissement d’un
systéme d’équations aux dérivées partielles posé sur un domaine de R? (d = 2, 3). Ce sys-
téme comprend la loi de comportement du matériau ou fluide, ’équation du mouvement et

de I’énergie du corps ainsi que les conditions initiales et aux limites auxquelles il est soumis.

1.1.1 Les équations de conservation

Considérons un milieu continu qui occupe un domaine borné 2 de R? pendant un intervalle
de temps [0, 7. Lorsque 'hypothése des milieux continus est vérifiée, nous considérons un
milieu continu qui occupe un domaine borné  de R? pendant un intervalle de temps [0, T']
régi par les principes de la thermomécanique des milieux continus qui permettent d’établir
les lois de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de ’énergie. Nous
allons préciser ici ’ensemble des équations correspondantes, dans €2, on a :

L’équation de conservation de la quantité de mouvement. Soit u(x,t) le champ
des vecteurs vitesse a l'instant ¢t € [0,7] des points © = (x1, 22, x3) € € du milieu continu
en mouvement par rapport au repére (ox), o(x,t) de composantes o;; (7, j = 1,2, 3), est le
tenseur des contraintes. La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus exprimant
I’équivalence entre le tenseur des forces extérieures et le tenseur des accélérations pour un

systéme matériel quelconque, conduit & I’équation du mouvement suivante :

ou
p (E + u.Vu) =Divo+ [, (1.1.1)
ou le vecteur f, de composantes f; (i = 1,2, 3), représente une densité massique des forces
extérieures, p = p(z,t) est la densité du milieu continu au point x € Q et Div désigne

Iopérateur divergence, c’est-a-dire

T
Div o = a;] (i=1,2,3). (1.1.2)

L’équation de conservation de la masse. La forme locale de la conservation de la masse

s’applique seulement sur un point = = (x1, 22, x3) € Q de I’élément de volume df2 du milieu.



1.1. Modélisation

L’expression générale de ’équation de conservation de la masse s’écrit :

% +u.Vp+pdiv(u) =0 (1.1.3)

Le processus d’évolution modélisé par (1.1.1) contient un terme non linéaire par rapport
aux composantes de la vitesse, dans certaines situations 1’équation (1.1.1) peut se simplifier.
S’il s’agit d’un probléme statique le premier membre des équations (1.1.1) est identiquement

nul et on les appelle équations d’équilibre ;

Divo+f =0, (1.1.4)

Elles sont alors linéaires par rapport aux composantes o;; du tenseur des contraintes.

Cette situation s’applique également lorsque le champ de vitesse u varie trés lentement par
. ou o

rapport au temps dans le cas ot les deux termes pa et pu.Vu sont négligeables (processus

quasistatique).

L’hypothése d’incompressibilité du volume pour les milieux fluides, un fluide est

dit incompressible lorsque son volume demeure constant sous I’action d’une pression externe.

L’hypothése d’incompressibilité tres réaliste physiquement, se traduit par
TrD(u) =0 (1.1.5)
ot D(u) est le tenseur des taux de déformation, de composantes

1 (Ou;  Ou, .
.. — < < 3. .
di; () 2<3x]~+8xi)7 1<i,j<3 (1.1.6)

Le milieu est dit homogéne, si sa densité est indépendante de x . Donc 'équation de

conservation de la masse se réduit a
dp
ot

p constante indépendante de x et ¢. Il est méme possible de poser p = 1, ce qui est fait dans

0,

la suite, et revient simplement & choisir I'unité de densité de la masse.
Dans le cas du milieu non-isotherme, 1’équation de conservation de l’énergie du premier
principe de la thermodynamique. Cependant, nous considérerons toujours que la tempéra-

ture du milieu sera constante dans tous les problémes posés dans cette thése.
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D’un point de vue mathématique, nous disposons trop d’inconnues par rapport au nom-
bre d’équations. Il est facile de voir que les fonctions inconnues sont au nombre de neuf,
représentées par les composantes o;; (i, j = 1,2,3) du tenseur des contraintes (symétrique)
et les composantes u; (i = 1,2,3) de la vitesse. Donc les équations précédentes sont in-
suffisantes pour décrire les mouvements des milieux continus, elles doivent étre complétées
par d’autres relations que 'on appelle lois de comportement, qui sont des relations entre le
tenseur des contraintes et le tenseur des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série
d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour établir une loi de comportement. Les expéri-
ences physiques pour les matériaux unidimensionnels constituent le point de départ dans
I’établissement de ces lois. Nous présentons ci-dessous la loi de comportement de I’élasticité
linéaire et la loi de comportement viscoplastique du fluide de Bingham traitées dans cette

thése.

1.1.2 Loi de comportement élastique linéaire (en HPT)

La forme générale dépendant linéairement des déformations, se situe ou est d’autre part dans
le cadre de la description des solides lentement déformables en I'absence d’effets thermique

et de contraintes initiales on a:
0ij (u) = Eyjrt dit () (1.1.7)

ou on adopte la convention de sommation des indices répétés. Ici, la notation u représente le
champ des déplacements par rapport a une position initiale privilégiée. Les fonctions Ejji
composantes du tenseur du quatriéme ordre, sont les coefficients d’élasticité du matériau,

avec la condition £ = (E;j;) symétrique :
E i =FE jiu =L puj (1.1.8)
Ainsi la condition d’ellipticité de E a lieu: Ja > 0 tel que
E ijuii€m = o I3a

Dans le cas d’un matériau homogéne, les coeflicients E;;; sont constants (indépendants au

point z de © ). Dans le cas non-homogéne E;ji; dépendent du point x de €2 et dans le
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cas d'un matériau homogeéne E;j,; sont constants. Lorsque de plus le solide élastique a un
comportement isotrope (c’est-a-dire le matériau ayant le méme comportement dans toutes
les directions), on obtient la loi de comportement de Hooke, et elle s’applique a la plupart

des matériaux: acier, béton.... Dans le cas isotrope, le tenseur d’élasticité £ est défini par
FE ijkl = u(élk(Sﬂ -+ 5il5jk) + )\51](5]61 (119)

ou A et p sont les coefficients de Lamé qui sont spécifiques & chaque matériau. Leur expres-

sion en fonction du module de Young F et du coefficient de Poisson v, est

e (3A + 2p)
EF=—— = —\
A+ ¢ 2(A+ )

En utilisant (1.1.7), (1.1.8) et (1.1.9) on peut alors démontrer que le tenseur des contraintes

o d’un corps homogéne élastique et isotrope est :
o(u) =2uD (u) + \XT'rD (u) 1. (1.1.10)
Le systéme linéaire que constitue 1’équation (1.1.10) s’inverse facilement:

D (u) =2 LY ()~ 2 Tro(u)l

Dans le cas des solides déformables, on aura & écrire a priori la conservation de la masse et de

la quantité de mouvement, mais sous '’hypothése de petites transformations, la divergence
des déplacements est trés petite et la conservation de la masse se réduit alors approxima-
tivement a la conservation de la masse volumique du solide lors de sa déformation p ~ p,.
Compte tenu de la relation (1.1.10), la conservation de la quantité de mouvement (1.1.4)
s’écrit vectoriellement:

2uDiv (D (u)) + Adivu+ f =0.

1.1.3 Loi de comportement du fluide de Bingham

On présente ici une description de la loi de comportement viscoplastique du fluide de Bing-
ham traité dans cette these. Ce fluide est un milieu viscoplastique rigide, incompressible
vérifiant les lois générales de la mécanique des milieux continus et ayant une loi de comporte-

ment non-linéaire particuliere. Il existe de nombreux matériaux dans la nature et 'industrie
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présentant le comportement du milieu Bingham. Par exemple la pate dentifrice, le cas de
certaines huiles ou de certaines boues, utilisées dans la technique des forages pétroliéres
ainsi que dans certaines peintures. On 'utilise aussi pour décrire I’écoulement & haute tem-
pérature de certains corps solides. Celles-ci le matériau commence a s’écouler seulement si
les forces appliquées dépassent une certaine limite, dite le seuil de plasticité. Les modéles
mathématiques de ces milieux impliquent la loi constitutive des fluides visqueux incompress-
ibles avec un composant tensoriant supplémentaire et rentre dans la catégorie des fluides
non-Newtoniens.

L’hypothése d’incompressibilité du volume, donné par la relation (1.1.5) est équivalente
a la condition suivante

div (u) = 0, (1.1.11)

ou u est le champs des vecteurs vitesse. Pour décrire ce modéle. Notons par o le tenseur

des contraintes de Cauchy et son déviateur
ol =ps+o,

tel que —p = 1T (o) représente la partie sphérique du tenseur des contraintes correspondant
n

D

a la pression, ou les composantes o;; du tenseur des contraintes sont données par:

D;; .
ol =a—2+ +2uD;j, si Dy; # 0,

U (Drr)
|0'D| Sa, si D][IO

N

(1.1.12)

La notation D;; désigne la norme matricielle:

1
Dy = §Dij-Dij

Les scalaires positifs « et p sont respectivement le seuil de plasticité et la viscosité du fluide
de Bingham.
On peut aussi inverser ’équation constitutive (1.1.12). Si [0”| < «, d’aprés (1.1.12) on a

Dir =0 et si |[oP] > a on trouve facilement D;; # 0.
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Par ailleurs, il est facile de voir que

0P| = a+2uD,
1
D = ﬂ(’aD‘—@%

donc si on combine cette formule avec (1.1.12), ’équation inverse de (1.1.12) s’écrit:
1 o
— (1= —= ) oP si |oP]| > «q,
D={ 2u ( |o? !) 7]
0 siloP| <a

(1.1.13)

Remarque 1.1.1. Dans la loi de comportement (1.1.12), le choix o = 0 conduit & un
fluide visqueux incompressible Newtonien. Par conséquent, pour « assez petit, le fluide de
Bingham peut étre considéré comme un modeéle de contact des fluides visqueux Newtoniens.
Si « est strictement positif, on observe des zones rigides au sein de I’écoulement. Lorsque
« croit, ces zones rigides augmentent et peuvent bloquer complétement 1’écoulement. Cette
propriété s’appelle propriété de blocage. Le fluide de Bingham posséde la particularité
supplémentaire, mise en évidence par la loi de comportement (1.1.12), tant que le seuil «
n’est pas atteint, le fluide se déforme comme un milieu rigide sans couler.

Les équations générales modélisant I’écoulement d’un fluide de Bingham dans un domaine
ouvert borné 2 de R?® pendant un intervalle de temps [0, 7], sont données par le systéme
(1.1.1), (1.1.11) et (1.1.12). Les fonctions inconnues de ce probléme sont le champ des vitesse

u et la pression p.

1.1.4 Conditions aux limites de contact et lois de frottement.

Nous présenterons les différentes conditions aux limites utilisées pour la fermeture du prob-
léeme que nous utilisons par la suite dans cette thése. Nous décrivons aussi bien ’aspect
mathématique et mécanique de ces conditions. Par condition de contact nous comprenons
une relation impliquant les composantes normales du champ des déplacements, des vitesse
ou des contraintes.

Par loi de frottement nous comprenons une relation impliquant la contrainte tangentielle o,
et la vitesse tangentielle v, ou le déplacement vitesse tangentiel u, et nous considérons ici
o, comme une force de frottement. Supposons dans cette section que le milieu occupe un

domaine  de R? donné par
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Q={(, z3) eR®: (¢,0) ew, 0<umz3<h(z))}

de frontiére réguliere notée I' = Ty UT, U@, o I'; est la frontiére supérieure d’équation
x3 = H(z1,29), I'p est la frontiere latérale, w est un domaine borné de R? d’équation x5 = 0
qui constitue la frontiére inférieure du domaine 2. On suppose que H est une fonction de

classe C! définie sur w telle que
0 < Hpin < H(2') < Hpax  ¥(2/,0) € w.

Sur I', on décompose le déplacement et le vecteur de contraintes en composantes normale

et tangentielle comme suit
U, = u.v, Ur = U — Uy.V, o, = (o.v).v, o, =0.v—(0,).V, (1.1.14)

ou v représente la normale sortante de la frontiére du domaine §2. On différencie alors :

e [';, la surface ot 'on impose une contrainte

u=4g

ot g = (g1, 92, g3) est une fonction donnée avec g3 = 0.

e I';, la surface ot on a des conditions imposées en vitesse (condition de Dirichlet) :
u=20

e w, la surface en contact. La force surfacique de réaction avec 'outil (autre sous domaine) se
décompose en o, et o,. Ici, le contact se fait de facon bilatérale si le contact est maintenu
pendant le mouvement, il n’y a pas de séparation entre le corps et 'obstacle. ce qui se
traduit par

u, =0

la vitesse est donc inconnue sur cette surface.
Quand o, = 0, il s’agit du cas sans frottement, cette facon de voir le contact implique que
la force de contact tangentielle est nulle dans la zone de contact. On est dans le cas d'un
glissement parfait.

On suppose qu’il existe une force tangentielle sur la zone de contact qui sera modélisé

par la loi non linéaire de type de Tresca. Néanmoins cette force tangentielle est non nulle

10
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dans la plupart des contacts réels. On introduit alors la loi de frottement de Tresca la plus

simple qui relie la composante tangentielle aux autres variables du systéme. On a

Si |o,| <k alors u, =s, (11.15)
Si |o,| =k alors o, =s—AXu, avec A >0,
ou s est la vitesse de cisaillement et k£ désigne le seuil de frottement fixe qui est supposé
connu et qui ne dépend pas de la contrainte normale. Cette loi se caractérise par la propriété
suivante: Tant que la contrainte tangentielle n’a pas atteint le seuil, le milieu continu ne
peut pas se déplacer par rapport & l'obstacle et il y a blocage. Lorsque ce seuil est atteint
le milieu peut se déplacer tangentiellement par rapport & la fondation ce qui déduit un

glissement. La contrainte tangentielle s’oppose au champ wu.

Remarque 1.1.2 ([20, 22]). La condition (1.1.15) est équivalente a la relation suivante:
(up —8) o, +klu, —s| =0 sur w.

Contact bilatéral entre deux domaines. Supposons dans ce paragraphe que le milieu
occupant deux domaines ; et Q5 de R? ot les deux domaines sont en contact & travers une
zone fixe w de R?, i.e. il n’y a pas de séparation entre les deux corps pendant le processus,
il s’agit d’un contact bilatéral. En posant €; = w x |0, H[ et 2y = w x |—H, 0], ou H est

une fonction de classe O définie sur w par
0 < Hpin < H(2') < Hpax  V(2/,0) € w.

Les frontiéres des €, Qy seront notées 9Q; = w UT, U, et 9Qy = @ UL, UTy,
respectivement. I'; est la surface supérieure définie par x3 = H(z'). TI'y est la surface
inférieure définie par 3 = —H(2') et I, 'z, sont les frontieres latérales. On note par
v=(0,0,—1) le vecteur normal extérieur unitaire sur la frontiére w orientée vers 'extérieur
de €2y et vers 'intérieur de €),.

On définit les composantes normale et tangentielle des champs de vecteur et de tenseur sur

la frontiére w, pour [ = 1, 2 tel que

Vi, = Vi.v, Vir =V = V.U, Ol = (Ul-Vli) Vig, Olr; = Olij-Vi — Ow-Vii,

11
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avec v=r1 = —Uy. Les principes de la mécanique des milieux continus du contact se fait de
facon bilatérale impliquent ’égalité des contraintes normale et tangentielle a travers la zone

de contact w qu’on la considérer comme une partie du bord de €2; ou de £25. Donc
01y = Oy, Uiy, +u2u2 =0.

On note alors

Or =017 = — 027, Oy = O1p-

Dans les deuxiéme et troisiéme chapitre, nous allons considérer ce cadre avec la loi de

frottement de Tresca.

1.2 Outils mathématiques

Dans cette partie, nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans cette thése. Don-
nons quelques propriétés et théorémes nécessaires qui seront d’une grande utilité pour les
démonstrations. Nous rappelons ensuite les espaces de Sobolev utilisés en mécanique des
milieux continus et les inéquations variationnelles qu’on rencontre dans notre étude sur les
problémes mécaniques. Pour plus de détails sur cette partie on renvoie aux ouvrages [16],
[18], [20], [21], [28] et [34]. Partout dans ce chapitre € est un domaine borné Lipschitzien
de R? (d = 2, 3), de frontiére I', i.e., il est représentable localement comme le graphe d'une
fonction Lipschitzienne sur un ouvert de R4 !et ) étant situé localement d’un seul coté de

.

1.2.1 Rappels sur les espaces de Sobolev

Nous définissons ici les espaces de Sobolev qui sont les espaces de fonctions permettant
de résoudre les formulations variationnelles d’équations aux dérivées partielles, tout d’abord
on commence par un bref rappel de quelques résultats sur les espaces de distributions et de
Lebesgue.

Dans la suite, Q est un ouvert borné régulier de R?. On désigne par Cg°(Q) (ou D(Q))

I’espace des fonctions de classe C'™° a support compact dans §2.

12
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On munit C§°(€2) de la «pseudo-topologie», c’est-a-dire qu’on définit une notion de conver-
gence dans C§°(£2).

L’espace des distributions D'(12) est le «dual» de D(f), c’est-a-dire I’espace de formes
linéaires continues sur D(2). On note (T, ¢) = T'(¢) le produit de dualité entre une distri-
bution T' € D'(Q) et une fonction ¢ € D(Q) : ce produit de dualité généralise I'intégrale
usuelle / T¢ dx. En effet, on vérifie que si f est une fonction localement intégrable dans

Q
(2, alors on peut définir une distribution 7 par

(T}, 6) = /Q 16 da.

On peut aussi munir D'(€2) d’une notion de convergence : on dit quune suite 7}, € D'(2)

converge au sens des distributions vers 7' € D'(f) si, pour tout ¢ € D(),

lim (T,6,) = (T, ).

n—-4oo

Définissons maintenant la dérivation au sens des distributions : si 7 € D'(Q), la

T :
dérivée € D (Q) est définie par :

)

oT 8¢

<a—%, ¢) = —(T, a_a:i>’ V¢ € D(Q). (1.2.1)

Pour 1 < p < oo, de fagon usuelle, nous désignons par LP({2) l'espace des fonctions
mesurables et p— intégrables au sens de la mesure de Lebesgue.

On note L™ (£2) 'espace des fonctions mesurables essentiellement bornées. Nous munissons
ces espaces de leurs normes usuelles |.[[;,q). Pour tout p, 1 < p < oo on notera ¢ 'exposant
conjugué de p défini par — + — = 1 avec la convention é = 0. Pour tout u € LP(Q) et
ve LIN),onauy € Ll(SZZQ) etqHuvHLl(Q) < [lullpoq) - 10l ooy (Vinégalité de Holder ).

L’espace L%(2) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(U, V) 20y = /u(x)v (x)dx, Vu,v € L*(Q).

De plus, I'inégalité de Cauhy-Schwarz, correspondant a I'inégalité de Holder pour p = 2, est
vérifée i.e.

Jul@o @) do < ull s ol Vv € @)
Q

13
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Quelques théoréemes de ces espaces LP(§2) sont résumés ci-apres.
Théoréme 1.2.1 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue). Soit (u,)
une suite de fonctions de L'(S). On suppose que
(1) un(z) — u(x) p.p. sur Q,
(ii) il existe une fonction v € LY(Q) telle que pour chaque n, |u,(z)| < v(zx) p.p. sur Q.
Alors u € LY(Q) et [Juy, — ul| gy — 0.
Remarque 1.2.1. [l résulte de l'inégalité de Holder que si (u,) est une suite telle que
up, — u dans LP (), et (v,) une suite telle que v, — v dans L1 (). on obtient que la suite
(unvy) C LY () converge vers uv dans L* (), ce qui implique lim Jo unvy dz = [quv dr.
Théoréme 1.2.2. Soit (u,), une suite de fonctions intégrables telle que w, — u dans

L' (Q). Alors, il existe une sous suite (uy,), et v € L' (Q) telle que
Up, — v p.p dans Q et |u, | <v pp dans Q.

L’espace de Sobolev. Il est en fait un espace de distributions. Il est défini comme suit:

HY(Q) = {u € L2(Q) tel que Vi € {1, ..., d} g;“ e LZ(Q)} ,

ou

u
est la dérivée partielle de v au sens des distributions (1.2.1). Pour tout u € H'(),
Li

d

on note par Vu le vecteur de composante c’est un élément de Pespace L?(Q)%.

H'(2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(W 0) i) = /Q(u(x)v(a:) + Vu(z).Vo(x)) dx

et la norme associée )
el oy = (lalzey + IVl ye )

On sait que C*(Q) est dense dans H'(Q2). Soit maintenant H} () la fermeture de D ()
dans H' (©). On note par H(2) le dual de H}(Q) ; c’est un espace de distributions sur
Q.
D’autre part, nous avons les résultats suivants :

(1) HY(Q) C L*()) avec injection compacte, (Théoréme de Rellich)

(2) Hy(Q) € L*(Q) = (LX) € H1(Q),

14



1.2. Outils mathématiques

0
(3) au € HYQ), i = 1,d , pour tout u € L*(Q) et les opérateurs de dérivation
T

8‘ : L2(Q) — H(Q) sont continus,

(4) ue H Q) , gz cHYQ), i=1,d = uc L*).

Voici I'inégalité tres utile portant sur les normes de Sobolev.

Proposition 1.2.5 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert de borné de R?, alors il

existe une constante C telle que pour toute fonction u € Hy(Q),
HUHL2(Q) <C ”VUHm(m :

En particulier, [[Vul| ;2 g, est une norme équivalente a celle de H}(Q) (H)(Q) désigne le sous
espace vectoriel des fonctions de H'(Q2) nulles sur 99).

Théoréme 1.2.7. (Traces des fonctions et formule de Green) Soit 2 un ouvert
réqulier de R?. Alors il existe un opérateur linéaire continu vy : H'(Q) — L?(09Q), appelé

opérateur trace, tel que
v: HY(Q) — L*(T') est compact.
On définit l’espace vectoriel H %(8(2) comme suit :
H2(00) = {y(u); ue H'(Q)}
que l’on munit de la norme
1100 = inf {ull g5 () = £}

Les deux propriétés les plus remarquables et utiles pour notre thése sont les suivantes :

(1) Si u e HY(Q), alors v : H'(Q) — H=(T') est linéaire surjectif et
Iy(@)ll1 00 < Cllull g Yu € H'(Q).

(2) Si Q est borné régulier de classe C'. Alors, pour toutes fonctions u et v de H'(Q),

on a

/Q u(x)g;]i iz = — /Q v(x)g;i dr + /F w(@)o(z)vi(z)dz,

on v = (Vi)lgigd est la normale unité extérieure a I'.

15
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Formule de Green pour la mécaniques.

Pour décrire cette formule, on a besoin de certaines notations associés aux inconnues mé-
caniques u et 0. Nous désignons par Sy I'espace des tenseurs symétriques du second ordre
sur R3. Ainsi, pour u, v € R, w.v = wu;, |u| = (uu)%, et pour o, T € Sy, 0.7 = 0;T4j,
1
lo| = (0.0)2.
Nous avons besoin des espaces L2(Q)4, H' (Q)? , qui sont des espaces de Hilbert réels

munis respectivement des produits scalaires canoniques (.,.)y ¢, (-,.); o qui sont définis par
b ’

(4, 0)0 0 = /uivi dzx,
Q

(u,v), 9 = /uivi dx + /Uid'vihj dz,
Q Q

1
||U||1,Q = ("U,U)ig-

On utilise les opérateurs de déformation d : H' (Q)* — L2 (Q)fXd et de divergence Div :

Hpiy () — L% () ils sont bien définis par (1.1.2) et (1.1.6), o

Q> = {o=(oy) |oy=0,€L*(Q) [ij=14d},

s

Hpw (Q) = {JE 2> | Div (o) eL?(Q)d}.

Ces deux espaces respectifs sont des espaces de Hilbert réels munis de leurs produits scalaires

notés encore (.,.)gget (- ) q

(0,7')07Q = /O'ijTij dz,
Q

(07 T)l,Q = (07 T)O,Q + (Div (0) ) Div (T))O,Q :

Les normes sur les espaces L2(Q)?, H* ()7, L2 (Q)** et Hp,, () sont notées par 0.0
I-ligs I-llogq et [I-]l; o, respectivement. Comme dans le cas de lespace H'(f2), on peut

prouver que 'espace

! (Q)fXd ={o=(0y) /oij=0,€C (Q) /i,j=1,d}

16
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est dense dans Hp;, (2). Donc, on peut maintenant définir Iapplication de trace 7 :
H' (Q)" — L2 (I')? qui est linéaire continue, et elle n’est pas surjective. On définit Pespace
H2(0Q) comme suit :

HAD) = {y(w): we H' (@]
ce sous espace s'injecte contintment dans L2 (I')%. Le dual de P'espace de Sobolev Hz (I')
est noté par H—2 (D)4, et (., .>H,%7H%(F) le produit de dualité entre Hz ()% et son dual. En
outre, si 0 € Hp;, ()N C* (Q)de et v e H' (Q)?, nous avons

<O'I/,’7(U)>H_%7H%(aﬂ) = /ay.vdF,
T
tel que ov = (0;.v;),_15 est un élément dans 'espace H ~2(I')? . Donc la formule de Green

suivante est satisfaite

/Qa:d(u)dw/ﬂDw(a).udx:/o—y.vdr .

r
Un résultat essentiel pour les applications du prochain chapitre est 'inégalité suivante :
Théoréme 1.2.9 ( Inégalité de Korn ([20])). Soit Q un domaine régulier borné de R?
de classe C'. Il existe une constante C > 0 ne dépendant que de ) telle que, pour toute

fonction ve H (), on a :

/vivi dx +/ dij (v) dij (v)de > C ”U”?Q
9 Q

Tout au long de cette théese, dans les problemes mécaniques, supposons que le milieu occupe
des domaines minces, c’est-a-dire des domaines physiques ot la “hauteur” est beaucoup plus
petite que la “surface”. Pour 0 < ¢ < 1 fixé, on applique le théoréme précédent dans un

domaine )¢ sous la forme
Q= {(2/, 23) eR®: (2/,0) Ew, 0<m3<ch(z)},

la frontiére I'® est partitionnée en trois parties mesurables disjointes et réguliéres, ou I'j
est la frontiere supérieure d’équation x3 = eh(z’'), I'] est la frontiére latérale et la frontiére
inférieure w ¢’ est un domaine de R? d’équation x5 = 0. On suppose que h est une fonction

de classe C! définie sur w telle que

17
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0 < Amin < A(2) < hpax V(2,0) € w.

Nous aurons besoin de 'espace K¢ de H'(QF)? pour avoir certaines des conditions aux

limites précédemment soumises :
Ke={ve H(O*)P :v=0sur 5 U T%, v =0 sur w},

et il est clair que c’est un espace convexe fermé non vide.
Puisque mes (I'; UTY) > 0, l'inégalité de Korn s’applique sur K : il existe une constante

Ck > 0 qui ne dépend ni de € ni de v , telle que
[ ds 0 @) do = ID @)l = i Vel o€ K.

Pour des détails sur ce résultat de ce théoréme nous renvoyons a [22, 35].

1.2.2 Eléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Dans cette partie nous rappelons quelques résultats concernant les inéquations variation-
nelles elliptiques et les inéquations variationnelles d’évolution paraboliques du premier or-
dre qui interviennent dans 1’étude des problémes mécaniques. Nous donnons aussi quelques
théorémes de convergence faible dans un espace de Hilbert. Nous commencons par ce rappel
sur les fonctions convexes, les fonctions semi-continues inférieurement et la différentiabilité.

Fonctions convexes et différentiabilité

Etant donné un espace vectoriel réel X, soit ¢ : X — R une fonction. On note par dom (¢)

I’ensemble défini par:

dom (¢) ={ue X : ¢(u) <+oo}

¢ est dite propre si dom (¢) # &. ¢ est dite convexe si
dAMu+(1—=Nv)<Ao(u)+ (1 =N ¢ (v) Vu, vedom (¢), YA€ [0,1],

¢ est dite strictement convexe si cette derniére inégalité est stricte pour tout u, v €dom (¢)

et tels que u = v.
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1.2. Outils mathématiques

Soit X un espace topologique, une fonction ¢ : X — R est dite semi-continue inférieurement
(s.c.i) si P'ensemble {u € X : ¢ (u) < a} est fermé pour tout w € R. Si une fonction ¢
est s.ci en u et si (u,) est une suite qui converge vers u on a liTIlllioglf ¢ (un) > ¢ (u).
Réciproquement, si pour toute suite (u,) — u on a lir?i Ll.}f ¢ (u,) > ¢ (u). La norme d’'un
espace normé est semi-continue inférieurement pour la topologie faible. On a donc, pour
tout u € X : (u,) = uona ligglf unl| > ||ul-

Théoréme 1.2.1. Soit X un espace de Hilbert et soit ¢ : X — R une fonction convexe et
propre. Alors ¢ est semi-continue inférieurement si et seulement si elle est semi-continue
inférieurement pour la topologie faible de X.

Proposition 1.2.1. Soit X un espace topologique et soient ¢, ¥ : X — ]—o00,+0]
deuz fonctions semi-continues inférieurement en v € X. Alors ¢ + 1 est semi-continue

inférieurement en u.

Une fonction ¢ - X — R est dite Gateaux-différentiable en un point u € X s’l existe un

élément Vo(u) € X tel que

Wy = g ot
= lmA™ (6 (u+ o) — ¢ (u), Yo € X.

L’élément ¢’ (u) est appelé la différentielle au sens de Gateaux de ¢ au point u. La fonction
¢ est dite Gateaux-différentiable si elle Gateaux-différentiable en tout point de X, dans ce
cas 'opérateur ¢ : u € X — ¢ (u) € X s’appelle le gradient de la fonction ¢.

Nous donnons une caractérisation de la convexité en termes de différentielle au sens de
Gateaux de la fagon suivante.

Proposition 1.2.2. Soit X un espace de Hilbert et soit ¢ : X — R une fonction Gdteaux-

différentiable. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

(i) ¢ est conveze,
(%) ¢(),—¢(u) =(d (W), v—u)y , Yu veX,
(1) (¢ (v) —¢' (u),v—u)y >0, Vu, veX.
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1.2. Outils mathématiques

Convergence faible dans les espaces de Hilbert.

Une suite (f,,) C X converge faiblement dans X vers un élément f € X | et on note f,, — f,
si pour tout v € X, le produit scalaire (f,,v)y converge vers (f,v), dans R. f s’appelle
limite faible de la suite (f},) .

Théoréme 1.2.2 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet). Soit X un espace
de Hilbert réel et (f,v)y un produit scalaire de X. Pour tout ¢ € X', il existe f € X

unique tel que
(L) xx = (fio)y YoeX et |olly =l

L’importance de ce théoréme est que toute forme linéaire continue sur X peut se représen-
ter & l'aide du produit scalaire. L’application ¢ — f est un isomorphisme isométrique qui
permet d’identifier X et X’. Donc tout espace de Hilbert est réflexif, on a le théoréme
sulvant:

Théoréme 1.2.3. Soit (f,) une suite bornée de X, il existe alors un élément x € X et
une sous-suite de (f,) notée (f,) telle que f, — f.

Proposition 1.2.3.

(1) Toute suite faiblement convergente est bornée.

(2) Soient (f,) une suite qui converge faiblement vers u et (g,) une suite qui converge

fortement vers g. Alors

11II1 <fnagn>X = <fa g)X °

n—-+o0o

(3) Si X et Y sont des espaces de Hilbert réels, et si u € L(X,Y), alors l'image par
u de toute suite dans X faiblement convergente vers un élément v € X est faiblement
convergente dans Y vers u(z).

Le résultat crucial suivant est une conséquence du théoréme de Riesz-Fréchet et du
théoréme de Banach-Alaoglu [28].
Théoréme 1.2.4 (Théoréme de compacité faible de la boule unité fermée des
espaces de Hilbert). Si X est un espace de Hilbert, alors toute suite bornée dans X

admet une sous-suite faiblement convergente.
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Inéquations variationnelles elliptiques et d’évolution

Nous commencons ce paragraphe par quelques propriétés des formes bilinéaires dans un
espace de Hilbert. Donc, on considére un espace de Hilbert X muni du produit scalaire
(.,.)x et la norme associée ||.||, et X' I'espace dual de X en notant par (.,.)y,, y pour le
produit de dualité entre X et X'.

On dit qu’une forme bilinéaire a : X x X — R est:

(i) Continue, s’il existe un réel C' > 0 tel que
a(w,0) <Cllully Jolly . VuveX
(ii) Coercive, 8’1l existe un réel o > 0 tel que
a(v,v) > ol , Yve X

Théoréme 1.2.5. (Représentation des formes bilinéaires). Soit a : X x X — R une
forme bilinéaire, continue sur X x X. Alors il existe un unique opérateur linéaire borné
A€ L(X; X') tel que:
Vu,v € X :au,v) = (Au,v)x/«x.
De plus
lallx = 14l cer -

Nous rappelons un théoréme d’existence et d’unicité pour les inéquations variationnelles
de 2°™¢ espéce qu’on va utiliser dans le deuxiéme et troisiéme chapitre de cette theése.
Théoréme 1.2.6. Soit K un convexe fermé non-vide d’un espace de Hilbert X, muni de
la norme ||.||y , a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercitive de K x K dans R , et J
une fonctionnelle de K dans R convexe, semi-continue inférieurement et propre, alors pour
tout forme linéaire L définie sur X, il existe un unique u dans X solution de l'inéquation
variationnelle :

a(u,v—u)+Jw)—J(u)>L(wv-—u).

Pour préciser les problemes d’évolution posés au quatriéme chapitre on a besoin d’outils
supplémentaires, que nous allons introduire maintenant. Soit 7" > 0 et soit (X, ||.||y) un

espace de Banach réel. On définit les espaces a valeurs vectorielles suivants :

C(0,7;X)={u:[0,7] — X continue},
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1.2. Outils mathématiques

T
LP(0,T;X) = {u :[0,7] — X mesurable ; / lu(t)] y dt < oo} ,1 < p< oo,
0
L*(0,T7;X) ={u:[0,7] — X mesurable ; 3C >0 |[u(t)||y <C p.p.t},
munis des normes

= t
HUHC(O,T;X) tgﬁ% [Ju ()l

1
T P
IIUIILP(O,T;X)Z(/ [ (8) 11 dt) :
0

[ ull oo o 1) = IE{C > 05 [u@)llx <C pp.t}.
Pour tout 1 < p < oo, LP(0,T, X) est un espace de Banach et C (0,7 X) est dense dans
LP(0,T,X). Si1<p<ooetsiX estréflexif, alors LP(0,T, X) est réflexif. Par ailleurs, on
a les résultats suivants.
Proposition 1.2.4.
(1) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire {.,.)y , alors L*(0,T; X) est aussi

un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(0 0) 2o 7o) = / (w(t) v (t)y dt.

(2) L™(0,T; X) C L0, T; X), avec injection continue, 1 < ¢ <r < 0.
(3) Si X est un espace de Hilbert, alors

1 1
LP(0,T; X) = L90,T; X),si1 < p,g<o0,—+—=1,
p q

LY0,T; X) = L™(0,T; X).
On désigne par H'(0,T; X) I'espace de Sobolev sur 0, T[ a valeurs dans X, défini par

0
HY0,T;X) = {u; we L*0,T; X) et 3—1‘ e L*0,T; X)},

0
tel que la dérivée — est définie par

ot

| G wowa=-[uwgow . voecn.

Cs°(]0,T]) étant I'espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables, a support compact

dans )0, T7.
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Théoréme 1.2.7. Soit X un espace de Banach réflexif et soit v € L*(0,T;X). Les

propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) we HY(0,T;X),

t

(i) 1l eviste ug€ X et g € L*(0, T; X), telle que u () = uy + /g (s)ds, Vte[0,T].
0
Theoreme 1.2.8. Soit (X, (.,.)y) un espace de Hilbert et soit u € H*(0,T; X). Alors :
(1) th ”U()Hx (glf (t),u(t))X p-p- t €10, 7Y,

(2) 5 Hu(t)||§< =3 Hu(O)Hi( +/0 (% (s) ,u(s))X ds pour tout t € [0,T].

Soient X,Y deux espaces de Hilbert de normes respectives ||.||y , ||l qui vérifient

I’hypothése suivante
X dense dans Y,

Yevex (1.2.2)

et soit K un sous-ensemble fermé non vide et convexe de X. On se donne une forme

bilinéaire a : K x K — R continue sur K qui satisfait:

il existe pet a > 0 tels que

a(v,v) +pllvlp > alvl% Yu e X. (1.2.3)

On a le théoréme :
Théoréme 1.2.9. On suppose que les hypothéses (1.2.2), (1.2.3) ont lieu. Alors, pour tout

ug € K et f € L*0,T;X'), il existe une unique fonction u qui satisfait

u € L*0,T;X)NC(0,T;Y)NH'0,T; X", (1.2.4)

u(t) € K, vVt € [0,7], (1.2.5)
< )>XIXX + a(u(t),v — u(t))

> (fo—ult)yiny » YWeEK, pp. t €(0,T), (1.2.6)

u(0) = wuo. (1.2.7)

En outre, si ug € K et f € L*(0,T;Y) alors, la solution u de (1.2.6) et (1.2.7) vérifie

uwe L*0,T; X)NHY0,T;Y).
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Les démonstrations des deux théorémes précédents peuvent étre trouvés par exemple dans
[16, 20]. Avec les notions introduites jusqu’ici, on va voir que le probléme d’évolution posé
au quatriéme chapitre de cette thése entre dans le cadre suivant :

Trouver une fonction u telle que

ue L20,T;X), u e L*0,T; X,
(GrOw=u)) <+ aluro=u) +J )~ T u(t)
>(fiv—ut))yx , YweK, pp.t e(0,T),
u(0) = ug ,

J est une fonction de K dans R convexe, semi-continue inférieurement et propre.

1.2.3 Lemmes de type Gronwall

Nous finissons en posant quelques lemmes du type Gronwall [6], qui nous seront utiles no-
tamment dans la démonstration d’unicité des solutions faibles et d’estimations des solutions.
Lemme 1.2.1. Soit n € C([0,T];R) telle que n(t) > 0 pour tout t € |0,T[ et a > 0 une
constante. Si la fonction ¢ € C (0, T;R) :

¢
o (t) < n(t)+a/ o (s)ds Vte0,T],
0
Alors
t ¢
/ ¢ (s)ds < exp (aT)/ n(s)ds .
0 0
Corollaire 1.2.1. Soit n € C([0,7];R) telle que, n(t) > 0 pour tout t € 0, T, et soit
a>0. 85 ¢€C(0,T;R) est une fonction telle que
¢
¢(t)ga+/n(s)¢(s>ds vt e [0,7],
0
Alors t
o (t) < aexp (/ n(s)ds ) , Vtelo,T].
0

Le corollaire 1.2.1 est souvent utilis¢é pour montrer I'unicité de la solution, de la fagon
suivante. En supposant qu’il existe deux solutions, en notant par ¢ la norme de la différence

entre ces solutions, on essaie ensuite de majorer ¢ sous la forme

mwsl%ww@MSWeMH,
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avec une certaine fonction n > 0. L’application du corollaire donne immédiatement la
nullité de ¢.
Lemme 1.2.2. Soient m et n € C ([0, T];R) telles que m (t) > 0, n(t) > 0 pour tout

t €1]0,T[, a > 0 une constante. Soit également ¢ : [0,T] — R wune fonction telle que

; ) < a—i—/m diH—/OS (t) > (t)dt, Vs € [0,T],

o< (at [m@d)es ([noa), wep

Dans le cas particulier n = 0 le lemme 1.2.2 devient :

Corollaire 1.2.2. Soit m € C ([0, T];R) telle que m (t) > 0 pour tout t € 10,7 , a > 0

Alors

une constante. Soit également ¢ : [0,T] — R wune fonction telle que
1
5 ) < a+/m t)dt, Vs € [0,77],

Alors )
9 (s)] < (a+/0m(t)dt), Vs € [0,77.

25



Chapitre 2

Analyse asymptotique d’un probléme
de contact avec frottement entre deux

corps élastiques

Résumé

Dans ce travail, on a montré dans une premiére étape, l’existence et ['unicité d’une solu-
tion faible de ce probléme de transmission. Ensuite nous avons étudié [’analyse asymptotique
de ce probléme en faisant un changement d’échelle, ce qui nous a permis de ramener [’étude
sur un nouveau domaine indépendant du paramétre €. Grace & des estimations a priori
indépendantes de , nous avons montré le théoréme essentiel de convergence permettant de
passer a la limite lorsque € tend vers zéro et de montrer donc l’existence et ['unicité de la

solution du probléme limite.
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2.1. Introduction et position du probléme

2.1 Introduction et position du probléme

Nous considérons deux corps élastiques occupant deux domaines bornés Qf et 5 de R3. On
note par ¢ (0 < & < 1) est un petit parametre qui tend vers zéro, avec ses frontiéres )5 et

995 de classe C! et sont divisées en trois parties mesurables disjointes données par
00 =w Ul uUly et 005 =wUT;UTT,,

ou
w est une région fixe dans le plan 2/ = (21, x5) € R?.
'S est la surface supérieure définie par z3 = eh(z’) et I'§ est la surface inférieure définie par
x3 = —ch(a’), telle que h est une fonction bornée lisse 0 < h, < h (2') < h* pour tout (z',0)
dans w.

7, 1'z, sont les frontieres latérale.

On désigne par §2° le domaine 2] U £25 et on suppose que
Qf ={z = (2/,23) e R? (,0) €w, 0<uw3<ch(z)},

et
QO ={z=(2,25) €R* (2/,0) €w, —eh(z))<a3<0}.

Les corps sont soumis a des forces volumiques données de densités f7, f5 respectivement.
On note uj = (uj;);;cq : Q — R*>, 1 =1, 2 le champ des déplacements, o7 =
(ali-j) l<ij<s Qf — S35, 1 = 1,2, le tenseur de contraintes de Cauchy donné par la loi de
Hooke [25]:
or; (7)) = 2u,d;ij (07) + Ndp (07) 94

ou py, A; sont les coefficients de Lamé qui sont spécifiques a chaque corps, et d(v) =
1
(dij (V))1<; j<3 le tenseur de taux de déformation avec d;; (v) = 5 (vij +vji), et 6 = (045)
le tenseur d’identité.
En outre, n; = (ny1, nia, ny3) représente le vecteur normal externe unitaire sur 0€)5, | =

1,2. On note par n = (0,0, —1) le vecteur normal extérieur unitaire sur la frontiére w orientée

vers I'extérieur de (2] et vers l'intérieur de 25.
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2.1. Introduction et position du probléme

3 -
Pour tout vecteur v¢ € H' (Qf)” nous désignons par v et v les composantes normale et

tangentielle sur la frontiere 0S2;, données par
£

— &€ g _ £ &€ .
VN =V .TL, VT’i - VZ - VN.TLZ

On note aussi ojy et o}, = (algﬂ,) < [ =1, 2 les traces tangentielles d’une fonction

3x3 .
o € L?(QF)°*", données par

oiy = (07.i) g, Of = O — Oy N
Le déplacement sur le bord I'f, [ = 1,2 est supposé fixé,

w=0,1=12

Sur le bord I'7 , [ = 1,2 le déplacement est connu et donné par une fonction de g;.
u; =g avec ¢3=0,1=1,2

Nous décrivons maintenant les conditions sur la surface commune w. Nous supposons que

le contact est bilatéral, c’est-a-dire

5 € _
uy, f+u,,, =0 sur w,

0].V1 = —05.V5 SUr w,
et comme
V) = —Ulg SUur w,
alors
0y, = 05, et 0], = —05, sur w.
Cependant, si on pose o> = o]  le déplacement tangentiel est inconnu et supposé

satisfaire a la condition limite de Tresca :

13 13 £ g _
0S| < k* = uj, —uj, =5
sur w.
el — ) £ g _ &
lo2] =k = IA >0, uj, —uj =s— \ot
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2.2. Formulation faible

ou |.| désigne la norme euclidienne de R?, s la vitesse de cisaillement et k¢ le seuil de frotte-
ment.

Le probléme de transmission en régime permanent pour les corps élastiques est donné par
le probléme mécanique suivant

Probleme P*. Trouver un champ de déplacement uj = (uf;), ;5 : Qf — R? ;1 =1,2

tel que

divof + ff = 0 dans Qf. (2.1.1)
divos + £f5 = 0 dans 3, (2.1.2)
o7 (uf) = 2p,d (ug) + Aidgg (ug) 0 dans 7, (2.1.3)
05 (u3) = 2p9d (u3) + Aadjy (u3) § dans Q3, (2.1.4)
uj = 0 sur I'j, (2.1.5)
u; = 0 sur I['5, (2.1.6)
uj =g surl'z, (2.1.7)
u; =gy surI'7 , (2.1.8)
uj.n —ujn =0 sur w, (2.1.9)
oin—o5n=0surw, (2.1.10)

07;= 01, = =03
o] < k® = uj. —uj, =s sur w. (2.1.11)

o2 =k = IA >0, uj, —uj, =s— Aot
Lemme 2.1.1 ([20]). La condition (2.11) est équivalente & la relation suivante

(ui —u§ —s)o +Ek°|(uf —u3 —s)| =0 surw.

2.2 Formulation faible

Nous désignons par S3 I'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R? et |.| la
1
norme euclidienne sur R®. Pour u, v € R3, u.v = wv;, |u| = (u.u)?2, et pour o, 7 € Ss,

1
0.7 =0T, o] = (0.0)2.
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2.2. Formulation faible

Pour formuler la solution faible du probléme (2.1.1) - (2.1.11), nous utiliserons la notation

H' () = {VE L2 () g”" € L? (%), Vi, j = 1,...,3},

Lj

V() = {veH" (%)’ v=0sw {UT5}, =12

sont des espaces de Hilbert réels muni de la norme ||.|[, .. et du produit scalaire (.,.)

1.08°

€
I.Ql ;

La norme de L? (€5)* sera noté |[.||, .-
U

On note encore par H("')HLQiX% la norme de Despace H' (Q5)° x H'(Q5)", et par
1(-5 o, xog la norme de Pespace L2 ()% x L2 ().

De plus, nous avons besoin des espaces fonctionnels suivants :
VE={(v1,v2) e V(Q)) x V() : vin—ven=0o0nw}.

V¢ est un espace de Hilbert réel muni de produit interne canonique (., .}VE et la norme
1G> e, on
) ) 1/2
1 v2)llye = (IV1 ) + V2l ag))
Nous supposons que la fonction g; introduite dans la section 2.1 est dans H %(aﬂf)?’,

I'espace des traces de fonctions de H'(25)? sur 9.

/ qvds=0,1=1,2
08

Donc, on peut montrer par [5] que cette condition est équivalente a 1’existence d’une fonction
G® = (G]) <<, Vérifiant
G5 € H' (Q)” with G5 = g, on Iy, Gi=0on I}, Gin=0onw (2.2.1)

Lemme 2.2.1 Soit (uj,u) solution de (2.1.1)-(2.1.11), alors elle vérifie le probléme vari-

ationnel suivant

Trowver (uj,u) dans Ve, telle que

A ((uiﬂ U.g) ) ((pl - ui? Yo — ug)) + Ja (9017 902) - JE (U.i, u;) 2 (222)
/Q £ (o — ) de +/Q £ - (0y — u5) dr, V(g 00) € V2,

ol

A, ) (1) = D {20 o dig (W) dig (91) dr + N\ Joe div () div (i) da}

1<i<2

Je(vi,va) = [ k| (Vi — Vo, — 5) |da’.
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Preuve. Supposons que (uj, uj) solution de (2.1.1)—(2.1.11) soit suffisamment réguliére.
En multipliant ’équation (2.1.1) par ¢, — uj, et 'équation (2.1.2) par ¢, — uj, ou

(1, 4) € V=, et en utilisant la formule de Green sur chaque sous domaine €7, I = 1,2, on

obtient 9 5
e 2 (o —ut)d e 2 (0, —ut.) dr—
/Qiahj axj (9012 ulz) T+ /{2302” axj (SOQz u?z) &
05ijmj (P15 — ui;) ds — 05:n25 (P25 — u3;) ds (2.2.3)
08 905

= ; Iii (s — u§;) d + ; I3 (@o; — u5;) dx, ¥V (1, 5) € VE.
1 2

En utilisant maintenant les conditions aux limites (2.1.5)—(2.1.8), on trouve

(3 € € €
01457014 (¢1; — uy;) ds + 09i12; (o — us5;) ds
a0 Qs
1 2

- / oin (g — uS) d’ + / ~ otn(p, — u5) e,

w

de la condition (2.1.10), on trouve o%;= 05, = 05, sur w et de la condition (2.1.11) on

a 0., =07, = —05, sur w, donc le deuxiéme membre s’écrit

w

/O-‘Er [(8017 - uiT) - (SOQT - ugT)] dl‘l + /0-15/ [(8017 - uiT) = (SOQT - ugT) n] d$/7

en utilisant la condition (2.1.9), on trouve

£ 1> (> I
/ o7 (¢ — ;) ds + / 0%iiN2j (Pa; — ug;) ds
005 095

= /O—’Er [(9017' - 9027') - (uifr o 11;7_)] dx’.
Donc (2.2.3) devient comme suit

/Qi

+J° (@1:902) - Je (u’i,ug) - o It (%Ou‘ - UFiz) dr — o /5 (SO% - ng) dr =
1 2

0 0
Uiija_xj (¢1; — ug;) do + Agggija_% (¢o; — ug;) do+

/ {Ui [(SOIT — Por — S) - (uiT - u%’?’ - S)] + k* |:|S01T — Por — S| - |11i7_ - uST - S|]}d$/
En utilisant le lemme 2.1.1, le deuxiéme membre est positif, on trouve alors

A<<ui7u§) ) ((pl - ui7902 - U_;)) + JE (()017 902) - ‘]6 (ui7u§) 2
/Q £ (o — w) da +/ £ - (0 — 5) do, ¥ (¢, ) € V°.

I3 €
1 QZ

31



2.3. Analyse asymptotique du probléme

Lemme 2.2.2 Supposons que (£2,£5) € L2 (Q5)® x L2 (Q5)°, k¢ € L™ (w) et k* > 0 presque

partout sur w. Alors, il existe un et un seul (uj,u) € V= satisfaisant le probléme (2.2.2).

Preuve. La forme bilinéaire A (., .) est coercitive sur V¢ x V=, En effet, soit (v, v§) un

élément de V°. Par I'inégalité de Korn, on obtient

AV VD), 0¥ 2 2 [ (VD) (VD) ot 2y [y (45) dy () d

QE

€
1 2

v

2 (112 IV ) + 12 V5 )

> 20 Ci[|(v, va)lly-
ou C > 0, est la constante de Korn, et 1 = min(py, fi5).

[A((u, u5) , (vi,v5))]

< Z (2/%/ \dij (uf) di; (Vi) dz + N |div (uf) div (v;)] dm)
1<1<2 L] &
< Z (2Mz HquHm; ||VIEH179? A HU?HLQ? HVZEHLQ?)

1<1<2
£ 3 € 3
< COf(ag, w)lly- [(vi, va)llve s
our C = max (2u;, + N\
p o §2( o )
La forme bilinéaire A(-,-) est continue et coercitive sur V¢ x V¢, de plus j est une fonction
convexe et continue sur Ve. Alors il existe un unique solution (uj, uj) dans V¢ satisfaisant

'inégalité variationnelle (2.2.2). m

2.3 Analyse asymptotique du probléme

Cette section est consacrée a I’étude asymptotique du déplacement u® = (uj, uj), solution
de notre probléme variationnel. Nous effectuons un changement d’échelle, le probléme initial
posé sur le domaine €2 U €25 qui dépend d’un petit parametre € se raméne a un nouveau
probléme équivalent posé sur le domaine fixe 2; U €25 qui est indépendant de €. Pour cela,
on introduit un changement de la variable z = % Donc pour (z', x3) dans Q5 U €25, on a

(2', z) dans €1 Uy, tel que
0 = {(@,2) eR% (2/,0) ew, 0<z<h(z)},
Q2 = {(l’/,Z) S R37 (xlao) cw, —h («T/) <z < O}
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2.3. Analyse asymptotique du probléme

On note O =wUT,UTy,, [ = 1,2, sa frontiére.

Nous définissons maintenant sur €2; de nouvelles inconnues

1=1,2 (2.3.1)

Pour les données du probléme (P¢), on suppose qu’elles dépendent de ¢ de la maniére

suivante

o= eke 1=1,2 (2.3.2)

avec fl, k et g; ne dépendant pas de .
Soit G (2/, z) tel que
G* = (G])1<1<2 5 G = g sur 0.

Le vecteur G introduit précédemment sera défini de la maniére suivante

e (2, 2) = G5, (2, x3), i = 1,2,

) 1=1,2 (2.3.3)
G (2/,2) = e 1G5, (2, x3) .

Formulation variationnelle du probléme dans (2; U (),

Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur €2; U €25 comme ce qui suit

V(Ql> = {V€H1<Ql)3l VZOOHFlUFLl},
Vo= {(vi,v2) e V() xV(): vin—von=0onw},
ovy;

H, (Ql> = {Ul = (Ull,UlQ) S L? (Ql)Q : f
H, = H,() x H,(Q),

€ L*(),i=1,2e¢t m:()surrl},
z

V() = {geH! (%)%, = (¢n.¢w), By =0sur I, UT, pour i = 1,2},

1
2 2
9
ngl

2 2
Hon T ||V2||HZ(QQ)> :

H.(§Y),1=1,2, est un espace de Banach pour la norme

2
2
Ha() = {Z <||Uz¢||o7gl + ’

=1

61)”

0z

[[vil

N

I vl = (I
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2.4. Estimation a priori

En multipliant (2.2.2) par € et en passant au domaine fixe 2; U2y on montre que le probléme

variationnel est équivalent au probléme suivant
(
PV : Trouver (@j,05) € V, telle que
A((Q,83), (¢ — Of, @5 —03)) + J (@1, P,) —

—J (, 05) >Z/ fii (py; — ﬁii)ders/ fi5 (P15 — 0S5) da+

£
1

+Z/ f2z (Pg; — 115;) d$+5/95f23 (Pg3 — 033) dx, V(P1,0,) €V
2

(2.3.4)
ou
T @12 = [ Bl(r, = & - o) da’
et
A((07,03) , (¢, — 43, &, — 43))
oug,  Oup\ 9
= ¢ {u / ( by lj) Dy — U5, dx'dz} +
1%;9 "o, \Ox; T 0 3%( i)
ouj, 00\ [0 . - 2 0 e /
+1;l<2{ / < op + & . 82( ;) +e o (P — ) | da'dz p +
, [ 0ufy O . . 9 o hey e ln ey gt
+ Z 2p,e 5 5a (D5 — Ugs) dedz + Ne div (ay) . div (¢, — uy) dx'dz » .
1<i<2 o 0 02 o

2.4 Estimation a priori

Nous essayons maintenant d’étudier les estimations a priori sur (G, 05). Pour cela nous

avons besoin d’établir des lemmes qui seront utilisés dans la suite de ce travail.

Lemme 2.4.1 (Inégalité de Poincaré). On rappelle que 0 < h(z') < h*, Vo' € w, on a

o, 03,
0z 0z

[inégalité suivante

<h

Li=1,2,3.
0,21 xQ2

(@, 05;)
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2.4. Estimation a priori

Preuve. En observant que pour x = (2/,2) € w x ]0, h(2')[;

"D g

@) 94e ,
9= [ e gwas e -g=- [ %@ o

(car 45, (2', h (2")) = 0 et 5; (', —h (")) = 0) et par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on voit

que
) 9 ? ) 9 ?
i (@€ + 15, (0, ) = ‘—/ M w0 +|- [ X —gac
* A) 8,&% / ’ * h') aﬁ;z ’
< w [ |G den [T TR 0| d@

Nous intégrons cette inéquation par rapport a z de 0 a h (z’), on obtient

h(z") h(z")
/ 5, (!, )2 ¢ + / a5, (', >\ ac
0 0

< (h*)Q/h(x) a'&iz 2 aAZZ
N 0 ¢ ¢

on utilise le changement de variable dans le deuxieme terme, puis en intégrant sur w, on

/ / i, () deda’+ [ / 35, (o, ) dcda
h(z") OUE
< (h")? // ‘ “ (a, d(dx’+//
w J—h(z)

c’est-a-dire que

2

dg,

(@, d¢+ by /

0

(', =C)

trouve

agz /
5 (0

2
dCdm’)

s, ||” o, ||”
A 112 ~e 12 %\ 2 17 24
A , < (h -
Hul’L“O,Ql + ”u27'H0792 - ( ) (‘ az 0,01 + ' 82’ 0792>
d’ou
ous, 0us,
nE pE < h* 1z 2i .

|’<u1’b7u22)H0,91X92 — < az ’ az ) 0,01 %0

|

Lemme 2.4.2 (Inégalité de Korn [14]). Pour tout (¢1,¢5) € VE, on a
HV(:OZHO,QIE <C|D (@l)”o,ﬂ; 1=1,2

ou C' est une constante positive qui ne dépend pas de € et de .
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2.4. Estimation a priori

Théoréme 2.4.1 Etant donnés (£2,£5) € L2 (Q) x L2(Q5)° et k* une fonction positive

dans L*™ (w), il existe une constante ¢ > 0 qui ne dépend pas de € telle que

2 oas, i, \ ||” o || (0155 Ol 2
< 2. 73 “I\ oz a +
1<i,j<2 i O%; /lo0ix, < < 0,021 x €22 (2.4.1)
ois, 05\ |’ J|| (085 das,\|” h
2 920 9r; D =¢
1<i<2 z Z / llo,01x0, Ti 0% /o,y xQ0

Preuve. Soit (u5, uj) la solution du probléme (2.2.2), donc

A<<u§7u§> ) (901 - ui Yo — u;)) + JE (<1017 g02) -
R / £ () — ud) do + / £ - (0 — u5) da, ¥ (0, 00) € V°,

25

€
1

ce qui implique que

A((uia ug) ) (uia ug)) S "4 ((uia u;) ) (9017 902)) + Je (901’ 902) -
—J (uj, uj) +/ - ujdx —I—/ £f5 - uSdxr — / e - o dr—
Q3 Q5 Q

—/ £5 - podz, VY (91, 0,) € V7,
Qé‘

2

et comme J¢ (ui,u§) >0, on a

A((uiv 11‘3) ) (uiv ug)) S A<<ui7 u‘;) 9 (Qola 902)) + J* (@1? @2) +

+/ ff - ujdx + fa~u5dx—/f€~g0dx—
o1t 932 2 g 1P (2.4.2)

_/Q f5 - pod, V (01, 0y) € VE.

£
2

D’apres la coercivité de A (., .), il existe Cx indépendant de ¢ telle que

Crc (20 VU511 g + 2010 VU511 5 ) < A (15, u5) , (w5, 3)) (2.4.3)
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2.4. Estimation a priori

En appliquant les inégalités de Holder et de Young, on trouve la majoration suivante

A((ug, u5), (1, %2))

< 2 { [ 21 ) ds (o) dz + / div ul>|rdw<so,>rdx}
1<i<e (7%
mCK o N [ 22 )\’
< >/ i ()| dx> ( o i@ dr ) o+
1<1<2 ( i QF
1 1
\/,UICK 2 ’ :
+ / |div (uf)] da:) ( |div ()] dx)
1<ZZ<2 ( i o V/mCk
'U“lCK e\ 12 4lu“l 2
< Z( 1 Hdij(“l)”m(gle)+C—K\|dz’j(<ﬂz)HL2(Q;)>+
1<I<2
C 2(\)?
2 (’” < i o) Pt 2 !div(sol)!2dx>,
1<1<2 YK Jag

et comme ), .o |di; (V> < |Vv]? et |div(v)]> < |Vv]*, on obtient

- MOK | oy 4
A((05,15), (1, 02) < Z{ TN Tutlliar + ot IVl e +

tsls . 20" (2.4.4)
197357 ¢ c l
+ l IV ][50 + — 7 IIVsollloszs}-
e
En appliquant les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Young, on trouve
/ T - ujde +/ £5 - uide (2.4.5)
i 5

< Hfle”O,Sﬁ ||u§||o,9§ + ||f2€H0,Q§ ||u§Ho,Qg

< eh”™ |[Vuaillg g [I£7llo,o: +eh™ IVu3]lo o 151005
MlOK (5h*)

< PNV g + 5 IV o +
MZCK (éh*) e
NV g+ 5 IV s

De méme

/ff-(pldx+/f§-<p2dx

wC eh* .
<3 ( K Nl + ) Hme) (2.46)
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2.4. Estimation a priori

En utilisant (2.4.3)-(2.4.6), et en choisissant ¢, = G5 et v, = G5 , U'inégalité (2.4.2) devient

comme suit

Y 2Ok [Vuillge: < A((ui,ug), (uj, u5))
1<1<2
wCr . 4p . MCK .
< 3 {HE Il g+ LIV ey + T IVl +
1<i<2
(Al) € MCK € (€h*)
+/~Lz VG, ||osz€+ == ||V H096+2 O (%3 ||oszf+
MlOK

€ h*2 €
VG le; + 4 IV Hom}

Ce qui implique

9 2 (5h*)2 2 2 (Al)2 mCr | 4y
< Ck ||vul€||O,QE < { ||Vfl€”0,Q€ + + + = ||VG€||0 Qs (-
1;2 8 : 1;2 mCx l mCx 2 Ok
(2.4.7)

Pour 0 < ¢ < 1, on voit que

.12 2
Oug,

81’3

~NE
oug,
0z

-1

2 _
20 =€

~ 112
” et
Ovﬂl

En multipliant (2.4.7) par €, on trouve

9 . 9 c
Ck <§u15 ||Vu1||§7Q§ + g2 ||Vu2||g,sz;)

0,08 0,9

< 531(522 ||vff||?mi + (i%: + ﬂlgz« + ‘gﬁ{l) 5 ||VG§||3Qi +
+% V851 05 + (%j{ s - ‘éij{) VG o

I e e B LT
e R e R
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2.4. Estimation a priori

Pour 0 < ¢ < 1, on voit que

9 . 9 e
CK <§u16 ||VU1||37Q§ + §ﬂ2€ ||vu2||(2J7Q§)
(h)*

112 2(\)° Cx 4
< vi +<(1)+“1K+ “1>HV01 +
1 Cx 0, 1 Cx 2 0,
(P)* 1oz I 2(N)* | paCi 4#2 H
G
+/LQCK 2 0,92+ 1o Cxe * 2 + VG, 0,02
donc
9 € >
—n_Cic & (I3 g + 1Vl )
) qlos |12 2(Ay)? Cx 4
< ()Hvl + (+)+”+K+M+ H ‘ +
u_Cr 0,21 u_Cgk 2 0,
2004)*  p Ok 4u
2 S g ) vel,
+u Ck HV 0,02 (,uC’K + 2 + 0,0
avec ji_ = min (o, ig) , f1y = max (ji, fig) et A+ = max <A1, M)
donc
9 ) (h*)? PPN
e € € <
SlLCK 5“(VU1’V‘12)H0,9§xQ§ =~ u Ck H(Vfl’Vf2> O,le92+
Ap)? Cx 4 2
+<( Sl “*) H(VGl,VGz)
pu_Cg 2 0,021 xQ2
donc
e [|[(Vui, Vus) g s o5 < €
ou
c = 8 ¢
N 9#_0}( 0
(h)* (vi, i) (AP, i Cx 4,
- v, i) | H(VG,VGH
“ n_Cgk ! 2 0,91x92+ ;LCK+ 2 +CK ! 2 0,01 x|
En observant que pour e
ous, 0us\ ||’ O, sy ||°
e [(Vus, Vug) || ge e = €2 < ) 2’) + &2 < B 23) +
' 2700 1<;<2 Oz; 05 ) |lo.0,x0, 9z~ 0z ) lloa,xqs

2
4

-5 (155

Ce qui montre bien 'inégalité (2.4.1). =

0Ui5 OUsg
8:62- ’ 81’1

0,01 xQ2

2
0,01 xQ2
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2.5. Résultat de convergence et probléme limite

2.5 Reésultat de convergence et probléme limite
On a le résultat suivant:

Théoréme 2.5.1 Sous les hypothéses du lemme 2.4.3, il existe (uj;,us;) dans H, (i =1,2)
tel que pour toute sous suite de (05, 0§) notée encore (013, 05) on a les résultats de convergence
survants

(a3;,05;) — (uj;,us;), (1<i<2) faiblement dans H,, (2.5.1)

<8“” 60“2’) (0,0), (1<i,j<2) faiblement dans L* () x L* (), (2.5.2)
aJTJ 8xj

(628u13 82%) —(0,0), (1<i<2) faiblement dans L* () x L*(Q), (2.5.3)

8.%’2' ’ 836,
dujy Ol - 2 2
£ ,e—— | —(0,0) faiblement dans L= (€1) x L* (), (2.5.4)
0z 0z
(eti54, eli53) — (0,0)  faiblement dans L* (£) x L* (). (2.5.5)

Preuve. D’apres le lemme 2.4.3, il existe une constante C' indépendante de ¢ telle que

H (8u11 aqu)

En utilisant cette estimation avec 'inégalité de Poincaré, on obtient

0z 0z

c’est-a-dire que (uj;,u5;) est borné dans H, pour ¢ = 1,2, ceci implique l'existence de

2

O,Ql XQQ

*

Y 1= 17 27
O,leﬂg

” (ﬁ’iw agi)”o,ﬂl X Qo <

* * - - 3 * *
(uj;, us;) dans H, tel que (45, 45;) converge faiblement vers (uj;, u3;) dans H.,.

D’autre part, grace au lemme 2.4.3, on a
. o0uy; 0us,;
a.%'j 7 al‘j

alors il existe un élément w € L? (1) x L? (€23) telle que (5

<c

O,Ql XQQ

~NE NE
ouy, 0us,;

) converge faiblement

Ox; g@xj
oug; 0us, ouy; 0
vers w. De plus, il vient de (2.5.1) que < u“, u21> converge vers ( uh, u2’) , donc pour
8xj 8xj 8xj 8xj
tout ¢, € L* (), on a
oug, oug,
e—pdxdz = Lo, drdz.
/Ql al’j ! o ax] !
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2.5. Résultat de convergence et probléme limite

Lorsque ¢ tend vers 0, on obtient

/ wypdrdz = 0,
9)

et donc w = 0 dans L% (Q) x L?(€) . Ce qui donne la convergence faible de (2.5.2).
Aussi les convergences (2.5.3)-(2.5.4) découlent & partir de (2.4.1). Pour démontrer

(2.5.5), on utilise I'inégalité de Poincaré avec I’estimation (2.4.1), donc il existe une constante

€8ﬁ§3 681133
0z '~ 0z
on a donc la convergence de (£ii$s,eti5;) vers une fonction w dans L? (1) x L? () et

ouis 05 9
(5 Y13 u23) converge faiblement vers - dans L2 (1) x L?(Qy). D’apres (2.5.4) et

C > 0 qui ne dépend pas de ¢ telle que

<C,

0,01 xQ2

I(eti5s, £055) 0.0, 0, < B

,E
0z 0z 0z
I'unicité de la limite faible, on déduit que 8_w = 0 p.p dans €1 x 2y, c’est-a-dire que w
z

ne dépend pas de la variable z. D’autre part, eti; — w; implique 7 (e45;) — 7 (w; ), avec
7 est I'application de trace, mais v (i) = i3]y, = 0, donc v (w;) = w; = 0 sur Y, de

sorte que w =0 p.psur 27 X 2. =

Théoréme 2.5.2 Avec les mémes hypothéses du théoréme 2.5.1, (uj, u}) vérifie

d*uy 0*u; P
<—,u1 82217_#2 3222> = <f1,f2) dans L? (Q1)% x L? (Q,)?, (2.5.6)

aUL d A * ! augz d ~ * !
M1 Z / 92 0z (P15 — uy) da'dz + puy Z / 92 0= (Pg; — u3;) da'dz+

1§i§291 1§i§292
+J (@1, @) — J (uf,up) > Y / Fri (@r; — ui,) da'dz+ (2.5.7)
1§i§291
+ 3 [~ ) do'd ¥ (6, 20) € VO] < V00
1<i<2¢y,

Preuve. En utilisant les résultats de convergence du théoréeme 2.5.1, dans I'inéquation

variationnelle (2.3.4), et comme J est convexe et semi-continue inférieurement
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2.5. Résultat de convergence et probléme limite

(limsﬂo inf [ k[(65, — G5, — s)|de > [ k|(uf —ub — 3)] da:), on obtient

ooy / ““ — i) da'dz 4y > / “2’ Py — U3;) da’dz+

1<q <2Q 1<z<2Q

j(@p%%) J(ul,uQ /flz $1; — uy;) do'dz + Z /f2z P — u3;) da'dz,

1<7,<2Q 1<z<2Q
v (@17 @2) € V

On choisit maintenant ¢; = uj; &y, , Yoy = us; F9P,; pour i = 1,2, avec (Y, Vs;)1 <409 €

Hi (1) X € Hy (Q2), et @13 = ul3 , Pgg = ujs, On trouve

ouy; 0y, 8u18 y
MlZ/ 82“ ¢1dxdz+u22/ 2 %d 'dz

1<i<2/$h 1<i<2
= > | fapdatdz+ > / Faithgida'dz.
1<i<2 1<i<2

En utilisant la formule de Green, on obtient

0 (ouy; o 0 (0us, ,
—/Ql,ulaz(a )-¢1id$d3 /92M232<6 ).1/;2idxdz

= f1z'¢1id$/dz + fgﬂ/JQidx’dz.
Q1 Qz

0?uy u 3 ;
<(_M 11 flla — Mo a 222_f2i)7(¢1i7¢2i)>:()7 221’2’

V (Y15, 109;) € Hy (1) x € Hy (Qa),

Alors

ce qui implique

0? D2 A ,
< My augha — o au?) = (fliaf%) ,i=1,2dans H () x H ' (Qy), (2.5.8)

et comme (fli, fm) € L?(Qy) x L?(€y), alors (6.8) est valable dans L? (€;) x L? (). =

Théoréme 2.5.3 Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme précédent, les traces

* * * au*
sy =u(2',0), 7w = 8zl (2',0), 1=1,2
vérifient
[T = [15T5 (2.5.9)
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2.5. Résultat de convergence et probléme limite

//k; (| + 57— s5 — s| —|s7 — s5 — s|)da’ — / wrrpds’ > 0,¥¢ € L2 (w)®  (2.5.10)
et la condition auzx limites de Tresca suivante
il <k=st—s5=s

) p.p sur w, (2.5.11)
w|mr] =k =38 >0 tel que s7 — s5 = s+ B

aussi Ty, s; vérifient l’équation généralisée faible de Reynolds

0

h
/ F+ /h/u{(x’,y)dy + u2/u§(x’,y)dy N(z)de' =0,y € H (w) (2.5.12)
0

w

—h

ou
y &

00
a:y://lx9d9d§f2xy://2x9d9d§,
00 €

Y

F('y) = Fi(2,y) + Fo(a, —y) et }"(x) = /}"(a: ,y)dy— hF(x' h).

Preuve. L’inéquation (2.3.4) s’écrit

oas. ous.\ o
2 li lj ~ ~E /
5 + C— U ) dr'dz y +
c 'ul/ (8xj 8xi) Oz, (Pui — i) da'dz
0

1<ij,1<2

1<4,1<2

Ouy; | 90U 9 . ~E 2 9 . % 4
+ Z #z/(g*‘ﬁf Dz, )[82( — ) +¢ axi(%?,_uw) de'dz p +
)

+e2 > (2ul % %(A — 05) dx/dz) ) ()\l / div (@) . div (¢, —ﬁ,)dx’dz) +

1<I<2 1<I<2

+/ ]% |(¢)17’ - @27’ - S)’dl‘l - /]%|(ﬁ§T ﬁg'r |d‘r > Z <7/le Splz ulz dx'dz +
+e / fis (Prg — t55) da'dz + (n/ foi (pg; — 05,) da'dz | + ¢ / fos (o — 155) da'dz.
Qo

1<4<2

En utilisant les techniques de [14, lemme 5.3|, on peut choisir ¢y; = uj; +11; , Poi = Us; + 1y,
pour Z = 17 27 avec (w1i7¢2i) € HlllLJFLl (Q]-)X € HFQUFL2 (92)7 Ou

HFzUFL () = {(,Dl € H'(Y); ¢, =0sur I U FLZ} [ =
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2.5. Résultat de convergence et probléme limite

donc

ouy, O ous; 0
11 Z / ulz ¢1zd 'dz +N2 Z / u21 szd 'dz+

1<s <2Q 1<z<2Q

kst ts) = J6isn) 2 Y [Fuvdrdes

1<'L<29

+ Z /f22 Yy, dr'dz,

1<i<2g,
et comme n = (0,0,—1) sur w, et par l'application de la formule de Green sur chaque
domaine, il vient

82“1(1' ! *
> —t— g Pudr'dz 4 [ puTigido +
191 < w

1<i<2

+ Z / { 82 * } ¢2dedz+/—u27'§.¢2do'+

1<i<2 w

/<rw1—¢2+s;—s;—s|—|s;—s;_s|)dxf
> Z fli-qvblidx/dz‘i‘ Z foitbgyda’dz,

1<i<2 1<i<2 /2

en utilisant (2.5.4), on déduit que pour tout ¢, € HllzuFLl ()% 1=1,2,

/ l%(|@/)1 — Wy + 87— 85— 8| = |s] — 55— s|)da’ — / (1113 — pamiihy) da’ > 0

cette inégalité reste valable pour tout ¢, € D(w)?, I = 1,2, et par la densité de D(w) dans
L(w) on déduit que

Ik (Ihy — by + 5 — 55— s| — |5 — 55— s|) da'—

) (2.5.13)
En particulier pour v, = 1,; = £ , on trouve donc
[t = o) s’ =0, v € 12 ()"
ceci implique
gt = pyms dans L? (w)? (2.5.14)

De (2.5.13) et (2.5.14), on déduit facilement I'inégalité (2.5.10). Nous obtenons aussi (2.5.11)

comme dans le cas du probléme des fluides [1, 5]
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2.5. Résultat de convergence et probléme limite

Pour prouver (2.5.12), on intégre deux fois la premiére équation de (2.5.6) entre 0 et z,

et la deuxiéme entre z et 0, on obtient

(

_MluTi(x/7Z) + py 87 + 2Ty = //fli(a:’,y)dydf
1=1,2 (2.5.15)

P2 Th; — M2“§i($lvz) + pg85; = //f%(x’,y)dydg

\
en particulier pour z = h dans le premiére équation de (2.5.15) et la deuxiéme z = —h, donc

(

h &
157 +M1h7’fi = //fli(m’,y)dydf
0 0

0 0 1=1,2 (2.5.16)
s+ iyss, = [ [ Fatal )y
( —h €
ce qui, par addition et comme j; 7] = py7ms, déduit
(1187 + HoSy = / / fri(2', y)dyd€ + / / foi(2', y)dydé (2.5.17)

Intégrant la premiere équation de (2.5.15) entre 0 et h et la deuxiéme entre —h et 0, on

obtient
h
h2
m/u ', y)dy + psih + o T = Fi(2',y)dy
0
h * ! * !
— 5 HaTs — Ho u2(:v,y)dy + pips5h = B(w,y)dy
\ —h —h
avec

y & 0 0
Fula,y) = / / £ (o, 0)d0dE ot Fola,y) / / £ (' 0)d6de,
00 y £

en sommant les deux équations, et comme ;7] = 1575, on trouve

h 0
h (18T + p283) ul/u ', y)dy — u2/u2(ﬂf y dy—/fx y)dy (2.5.18)

0 —h
avec

F(a'y) = Fi(a,y) + Fala!, —y),
de (2.5.17)-(2.5.18), on déduit (2.5.12). m
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2.5. Résultat de convergence et probléme limite

Théoréme 2.5.4 La solution (uj,u}) du probléme limite (2.5.4)-(2.5.5) est unique dans
H,.

Preuve. Supposons qu'il existe deux solutions (uj,u}) et (vi,v3) de (2.5.4)-(2.5.5),

alors

ulz/éu“ — (P, — uly) da:’dz—l—,uQZ/aum = — uj;) da'dz+

=1 ol =1 o

+J (1, %2) — J (uf,u3) > Z /flz (P1; — uy;) da'dz+ (2.5.19)
=y

2
+30 [~ ) A0/ (31 2,) € V) V)

ovy; 5 ov3,; .
iy Z/ 621 & —o};) da’dz + gy Z/ % —v};) da'dz+

+J (@1 @) = J (V1 vE) = > / Fri (@ — vfy) da’dz+ (2.5.20)
=1 Q
+Z/f2z Poi — v5;) da'dz, ¥ (@1, @) € V (1) X V (€22)
1= IQ2

on prend p; = v et P, = vj dans (2.5.19), puis p; = uj et p, = uj dans (2.5.20) et en

1M A 3 3 1 Ti7 — 117 1A . i/ I * * TA7 — * *
sommant les deux inéquations, il vient pour W = (Wl, Wg) Wi =uj—viet Wy =uj—v3,

8_

2
0 — 0 0
W3 [ ) T a3 [ 2 () o (T v <0

ceci implique

2 2

0
0z

0

(Wl) 9z

<0
0,02

_l’_
0,

(72)

donc )
0 —
0z 5.

utilisant I'inégalité de Poincaré, on déduit que

=0

0,22

0 —
5.

:0675‘

0,021

7| ~0

=0 et HW2

H. () HHZ(QZ)

donc ‘ g =
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Chapitre 3

Comportement asymptotique d’un
probléme de transmission gouverné

par le fluide de Bingham

Résumé

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l’étude de l’analyse asymptotique d’un probléme prob-
leme de transmission entre deux fluides Bingham en régime stationnaire avec des viscosités
différentes, dans un domaine de faible épaisseur et les conditions de frottement non linéaire
de type de Tresca o l'interface de contact. Ce chapitre est organisé de la maniére suivante.
Dans la section 1 nous introduisons quelques notations et le cadre fonctionnel dans lequel
nous allons travailler. Dans la section 2, nous présentons le probleme mécanique et sa for-
mulation variationnelle puis prouvons l’ezistence de solutions faibles. Dans la section 3,
nous effectuons un changement d’échelle, par rapport a l'épaisseur du domaine. Dans la
section 4, nous trouvons quelques estimations sur les solutions de notre probléme

Ensuite, nous prouvons le résultat de convergence faible et décrivons le probléme limite.

Enfin, nous obtenons toutes les propriétés de notre probléme original.
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3.1. Introduction et cadre fonctionnel du probléme

3.1 Introduction et cadre fonctionnel du probléme

Notations and préliminaires
On note S3 l'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R?® et |.| la norme

euclidienne sur R3. Ainsi, pour tout u,v € R3, w-v = wv;, |v| = (v-v)Y/?
b ) b Y1

, €t pour tout
0,7 € S3, 0.7 = 04745, |T| = (7,7)1/2. Ici et ci-dessous, les indices i et j sont compris entre
1 et 3 et la convention de sommation sur des indices répétés est adoptée.

Soient 5 et Q5 deux domaines bornés en R®. Nous utilisons un indice [ pour indiquer
qu'une quantité est liée au domaine 27,1 = 1,2, ou (0 < € < 1) est un petit parameétre
qui tendra vers zéro. Pour chaque domaine ()], nous supposons que sa frontiére 0€); est
de la classe C! et est divisée en trois parties mesurables disjointes, 095 = w UT§ U g
et 005 = w U5 UTS,, ou w est une région fixe dans le plan ' = (z1,7,) € R%. La
surface supérieure I'] est définie par z3 = eh(z’), et la surface inférieure I'§ est définie par
x3 = —eh(2’) avec h une fonction réguliére et bornée telle que 0 < h, < h(x) < h* pour

tout (x,0) dans w. ['7,,1 = 1,2 est la frontiere latérale. Nous désignons par ()¢ le domaine

Q5 U5 et on se met
Q5 = {(z,23) € R® (2,0) €w, 0<ax3<eh(n)},
Q§:{<l',l'3) ERg,(ZL‘,O) € w, _5h($> < T3 <O}

On introduit le cadre fonctionnel suivant:

(%i
01’]-

V(QZE):{VEHl(ng):S: v=0onIjUl} ,vyv=0onw},l=1,2

H' (%)% = {v e L? ()% € L*(), Vi,j=1, 3} ,

Vi () = {v € V (€) : div(v) = 0 in 5},

L3(0f) = {q (@) |

q drdrs =0, ,1=1,2.
&

Tous ces espaces sont munis de leurs normes naturelles ||.|| et d'un produit scalaire

1.05
<'7 '>1~ng'

De plus, nous avons besoin des espaces fonctionnels suivants

Ve = {(vi,v2) € V(Q]) x V(Q3) : viv + vavg =0 sur w},
Vi = Vaw (1) x Vaiw (Q5) et Lg = Lg (27) x Lg ()
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3.2. Le modéle et sa formulation variationnelle

L’espace V¢ est un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire canonique (.,.),. et de
norme associée ||(.,.)[-, ot [[(v1, v2)|le = <||V1H%/(Qi> + ||V2H?/(QS)>1/ :

On désigne par |[(.,.) (1 gz xos 1a norme de Pespace H' (95)° x H' (95)". Le vecteur v; la
normale unitaire sortante a A9, Pour tout vecteur vi € H' (Q)*, I = 1,2 nous utilisons la
notation vj pour la trace de vj sur d€); et on note par vj, and vj, les composantes normale

et tangentielle de v; sur la frontiére, donnée par
Vi, =Vj.v, Vi =V =V, withv=v; =—v,.

De méme, les composantes normales et tangentielles of, et of € R3, du tenseur des con-

traintes sont définies par

g __ & g __ &€ 1
o5, = (o5vy) vy, of =iy — o5,

3.2 Le modéle et sa formulation variationnelle

Le cadre physique est le suivant. Nous considérons deux fluides de Bingham qui occupent
les domaines €2 et €25. Les deux fluides sont en contact bilatéral, avec un frottement, le
long de la partie commune w.

On note par uj = (uj;);<,<3 ,! = 1,2 le champ de vitesse, par o] = (U‘fij)lgm,§3 ,

[ = 1,2, le tenseur des contraintes et par D (uf) les tenseurs de déformations linéarisées.

Nous modélisons les matériaux avec le tenseur de contrainte total de Cauchy
of (uf) = —piT + o7 1=1,2

N D , . . , . . . J A . .
ou o, désigne la partie déviateur, et pf la pression. Le fluide est supposé étre viscoplastique,

et la relation entre alD’E et D (uf) est donnée par le modeéle de Bingham:

D (05)

D, 1

€ A€ 2ED (Ut h D (ut 0:
0y o |D(ul‘5)| + 1y (ul)aW en (ul)7é )
0| < o, when D (uf) =0,

ou o > 0 est le seuil de plasticité, p; > 0 est la viscosité, uj est le champ de vitesse et

1
D(uw5) = §(VulE + (Vu)"). Pour tout tenseur 7 = (7;;), la notation |7| représente la norme

. 1 2
matricielle: |7| = 7 (Z” Tij) :
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3.2. Le modéle et sa formulation variationnelle

e [’équation de conservation de la quantité de mouvement
—div(o])=1,1=1,2 in O

ou le vecteur 7, | = 1,2 de composantes f5 (i = 1,2,3), représente une densité massique

des forces extérieures.

e [’équation d’incompressibilité
div(uj) =0, Il =1,2 in Qf

Nous décrivons les conditions aux limites sur la frontiere 0€2;. Nous supposons que

e Sur la surface supérieure, nous supposons
up=0,1=1,2 onIy

e Sur la frontiére latérale, la vitesse est connue et est parallele au w-plan

u; =0, 1=1,20onT7.

e Les conditions sur la surface commune w. Nous supposons que le contrat est bilatéral [23],
c’est-a-dire

uj, +u;, =0onw
Et le fait que
V1 = —Vv9 and 05.v1= — 05.V/5 on w.
Par conséquent,
=03, =05, et 0. =0f, = —05, onw.
Cependant, la vitesse tangentielle est inconnue et satisfait la condition limite de Tresca:

07| <k* = uj, —u5, =0
on w.
05| = kf = 3N >0, uS, —us, = — Aot

Le probléme de transmission en régime stationnaire pour le fluide Bingham est donné

par le probléme suivant.
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3.2. Le modéle et sa formulation variationnelle

Probléme P<. Trouver le champ de vitesse uf = (uf;), ;o5 : O — R* | 1 =1, 2 tel que

dive] +ff =0

dans €25,
div(uj) =0
dives +f5=0
20 dans Q5
div(ug) =0
D, )
o5 (uf) = —pil + oy
D (u5)
D, 1 .
€ € 206D (U D (uc 0: d 0O
01 al\D(ui)] +2p5D (ui), si D (uf) # 0; ans iy,
loPf| < o, si D (uf) =0, |
D, )
o5 (u3) = —psl + oy
D (uj)
D.e 2 .
9 f— 1) 2 ED 1> D £ 0. d QE
09 a2|D(u§)| +2u5D (u3) , si D (u3) # 0; ans .y,
oD% < a5, si D (u3) =0, |

e __ e 5
uy =0, sur I UTT,
e __ e 5
uy =0, sur 'y UT7,
uj.v —u;.v =0 sur w,

5 e _
o1.Vv — o5V =0 surw,

07| <k® = uj, —u5, =0
sur w.
05| =k = AN >0, uS. —u5, = — Aot

(3.2.1)

(3.2.2)

(3.2.3)

(3.2.4)

(3.2.5)
(3.2.6)
(3.2.7)

(3.2.8)

(3.2.9)

Sur chaque sous domaine €25 de Q° on effectue le produit de (3.2.1) par ¢; —uj, et (3.2.2)

par ¢, — uj. Puis en utilise la formule de Green, et par addition, on trouve

0 0
/Qsaiijﬁ_:cj (¢1; — ug;) do + /Qsagij(?_xj (i — ug;) do—
1 2

g € g £
_/ 0145715 (¢1; — ui;) ds — / 02i5T2j (¢o; — us5;) ds
Qs Q5

1 0 2

= Iii (s — ui;) dz + I35 (09 — u3;) dz,V (@1, 05) € VE.
0 Q5

En tenant compte des conditions (3.2.1)-(3.2.9) et en utilisant le lemme 2.1.1, chapitre 1,

on trouve la formulation faible :
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3.2. Le modéle et sa formulation variationnelle

[ Trouver (u,u5) € Vi, et pf € L3(%),1 = 1,2 tel que
A((ug,u5), (py = 02 = 05)) = D (b, diven) + 7 (91, 0) = J° (uf, u)

> /
\ Q

(3.2.10)

ﬁwrm@M+/%wfm%mm,w%wamﬁ

€ €
1 QQ

ol

A((ug,uz), (01, 9,)) = Z {Q/M leE dij (0;) dij (@z)dwd%}a

1<i<2
(pf,divg;) = fﬂs pf div (¢;) dedrs, 1 <1< 2,
1

T2 (vi,va) = [ (Vir = var) dx + V205 [, [D (vi)| dadas + V205 [,

D (vy)| dxdxs,

Les résultats d’existence et d’unicité de la solution faible du probléme (3.2.1)-(3.2.9) sont
obtenus dans le théoréme suivant.
Théoréme 3.2.1. Supposons que (£5,£5) € L*(Q5)3 x L*(Q5)3, k* € L= (w), Alors il existe
un unique u® = (u§,us) € V5 et p° = (p5, p5) € L(QF) (@ une constante additive) solution
du probléme (3.2.10).

Preuve. Lorsque les fonctions test appartiennent & Vj; , on obtient le probléme varia-
tionnel :

Trouver (uj,u3) € V;;;, tel que

A((uf,u3), (0 —ul, 5 —13)) + J° (01, 09) — J° (u],u3)
> / ff (¢ — ui) dedzs + / £5 (vy — u3) dedrs, Yo € Vi, .
Q

i Q3
e En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous obtenons que la forme bilinéaire A(., .)

est continue. Puis, on pose 7 = max(u5, u5) il existe une constante C' (2°) > 0, telle que

[Alp, ¥)] < 21+ C () (e, 2

(%1, ¥a)l (3.2.11)

€ € e e )
l,leQ2 1,&'11><Q2

Pour tout Y= (@1; 902) € Vdgiv et ¢ = (¢17¢2) € V:ieiv'
e Maintenant, par les techniques de [27] on peut montrer 1’existence d’une constante ¢ > 0

telle que
A((p1,02)  (01502)) = € H(%a%%)“iﬂgxﬂg VY (01, 02) € Viiy-

Ainsi, la forme bilinéaire A(.,.) est coercitive sur V5 x V= .
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3.2. Le modéle et sa formulation variationnelle

e D’autre part, nous avons [19, 22]

5(0) = 5 < (VIOTI- e € () + V) [l = Ully g5 s ¥ (2,00) € (Vi)

Ou @ = max(a,aj). Ainsi, 'application j est une fonction convexe, continue et propre
sur V. .

Donc d’apres le théoréme de Stampacchia, on a lexistence et 'unicité de (uj, uj) dans
Ve satisfaisant 'inégalité variationnelle (3.2.10).
e La preuve de lexistence de p; € L2(Q) tel que (uf,pf), [ = 1,2 satisfait (3.2.10) est donnée
par I'analogue de [21: Theorem 4.1 and remark 4.2]. m

Théoréme 3.2.2. Soit (uj,us) une solution du probléme (3.2.10), alors

A((uf, w3), (uf, w3)) + V205 | D (uf)|dedey + V205 | |D(u3)| deday+
o 25

€ 1_ el(|2 (€h*)2 el|12
/wk | (a1r — upr) [do < §H0k [Vu Homxﬂg + 1Ch If Ho,ngﬂgv (3.2.12)

ot Cp >0 et p = min(us, y5).
Preuve. En choisissant ¢ = (¢1,¢,) = (0,0) en tant que fonction test en inégalité
(2.2.10), on obtient

A (e, 1) , (uf, u5)) + / B (a5, — uS,) |dz +

w

V205 | |D (0S| dedes + V205 [ |D (u5)| dedas
Q1 Q3

< 3 /Q fiujdrda (3.2.13)
l

1<1<2

Nous rappelons I'inégalité de Poincaré et de Young respectivement :

1[5 e s < 2072 [ VUE[I§ e (3.2.14)
CL2 62
ab <o 405, Vieb) €R (3.2.15)

va+b<a-+b

(€%, 0%)| < 110 05 a3 1070 05 o3
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3.3. Le probléme dans le domaine fixe

puis utilisant 1'inégalité de Poincaré, nous obtenons

(£, 00| < V2R £ g 0 g V] (3.2.16)

€ e *
O,Ql ><Q2

Par I'inégalité de Young, nous avons
En utilisant (3.2.14) et (3.2.16), puis la relation (3.2.15) pour n = /aC% , nous allons

obtenir

1 2h*2
(€, 0)| < SHCK [V, +

€
0,924 x5 ZMCk ||f ||0,Q§><Q§' (3.2.17)

De (3.2.13) et (3.2.15), on en déduit (3.2.12). =

3.3 Le probléme dans le domaine fixe

Cette section est consacrée a I’étude des estimations a priori de la vitesse et de la pression.

Pour cela on étudie ’analyse asymptotique du probléme (3.2.1)-(3.2.9), nous allons trans-
poser le probléme initialement posé sur le domaine 2] qui dépend d'un petit parameétre € a
un probléme équivalent posé sur un domaine fixe €2; qui est indépendant de . Pour cela,
nous introduisons le changement de variable z:%, en conséquence pour (z,zs) dans €2 on

a (x,z) dans

O ={(r,2) eR* (z,0)cw, 0<z<h(zx)
Q= {(z,2) eR® (2,0) ew, —h(x) < z < 0}.

et on note 0y =w U, U le, [ = 1,2 sa frontiére.

On définit les fonctions suivantes dans €

ﬁ'lgl (:L'7 Z) - UZ (‘/L‘7$3) ’ 1= 17 27
a?ﬁi ('T’ Z) = 8_lulg?) (37, 1'3) ) [ = 17 2 (331)

Di(w, 2) = e°pj (x, x3)

Pour les données du probléme (3.2.1)-(3.2.9), nous supposons qu’elles dépendent de ¢ de la

maniére suivante:
f) (z,2) = X (z,23),

~

[=1,2 (3.3.2)
k =cek®, oy =ceaf
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3.3. Le probléme dans le domaine fixe

avec fl et k indépendantes de €.

Maintenant, nous présentons le cadre fonctionnel sur Q2 = €2 U 2. Nous notons

V(Ql): {GGHl (Ql)32 GZOOHFZUFLZ},
Vay () ={v e V() : div(v) =0 in Q;},

L3 () = {Z]\G L* () /ngfdxdz = 0} =12
!

V = {({/\1,62) S V(Ql) X V(Qg) : 61.1/1 —1—92.1/2 =0on (U},
Vaiv = Vaiv (1) % Vaiv (2)
Lg = Lg () x Lg (22)

Hz (Ql) = {Gl = ({;117{’\12) € L2 (91)2 . % < L2 (Ql) ,i = 1,2 and {’\l =0on Fl} s
Hz = Hz (Ql) X Hz (Qg) .

H, (), 1=1,2, est un espace de Banach pour la norme:

2
~ 112 ~ 112
Vil ) = Z (HVZZ'HO,QZ + ‘

=1

ovy;

0z

2
)
O’Ql

~ a2 =12 =12
||(V17V2)||Hz = ||V1||HZ(91) + ||V2||Hz((22)'
Avec ces nouvelles notations, le probléme variationnel (3.2.10) équivaut au probléme suivant:

)
Trouver (G, 05) € V, tel que

A5, 85), (P — 05,0, — 85) — > (Brdiveg) +J (&, &) —

1<I<2
2
—J(85,05) > Y | fui(frs ) dadz e | fra (@rg — ) dadzt
— Jos Qs
) 1 1 1
+ Z foi (P9 — 05;) dadz + & [ foz (Pag — U33) dudz, V(@y,0,) €V

\ i=1 725 Q5

(3.3.3)
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3.4. Estimations a priori

avec

_ aulz aul] a ~ ~E
=¢ ZZ“I/ (8% du: ) O, (P — ;) dedz+

=1 i=1
o, ,00,\ 9 . .
+Zzul/ (_l € a;3>$(¢li_uli)dxdz+

=1 i=1
oug;  ,0u g . .
| ( e 813) oz, (P — Uj3) dxdz

ey -

I=1 i=1 Q

2 X
+ Z 241,6” Otz 0 (P13 — Ug3) dxdz.
3~ U
l

D (p,)| dadz

D (p))| dedz + V26 /

j(@17¢2) = /]%|(@17_¢27)|d37+\/§541/

2 €
(bodive) = > [ indiv() dadz,
=1 Y

3.4 Estimations a priori

Le théoréme suivant donne des estimations sur le champ de vitesse 4° et la pression p° dans

le domaine fixe €.

Théoréme 3.4.1. Soit (uj,uj) € V5

div

et (p5,p5) € LE(Q5)x L3(9%) la solution du probléeme

variationnel (3.2.10), alors il existe une constante ¢; > 0 indépendante de ¢ telle que

ae 112 e 112 ae 112
2 ous; 2 ous; oug;
€ +¢€ e — +
1<4,5<2 0, 1<4,5<2 0,  1<i<2 0,
e 12 e (12
8u21 04 05,
* 0z 0z
1<i<2 Q2 0 0,Q2
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3.4. Estimations a priori

2
8u13

ox;

~NE
U5,

2

1<i<2

+Z€4

0,21 1<i<2

0,Q2

Preuve. Nous multiplions (3.2.12) par ¢, on en déduit

EA((u u5) , (uf, ug)) + V2 /

(ul)‘ dadz + V26 /

D (ﬁg)‘ drdzt
3 (h*)?
HC

N ~ 1_ 2 2
/ k| (U1 — ) |do < 5#5@@ ||Vu5|]0mxﬂ§ + ||f€Ho,Q§ng ; (3.4.2)

f ,on a
0, XQQ

et comme &2 Hfsngﬂixﬂi =

eA((u,ug), (u5,u3)) —|—\/_041/ D (W) dxdz+\/_a2/ D (Tiy)| dzdz+
/k| (Uy, — Upy) |dz < uaC’ Ve ||} + —- (h*) f' (3.4.3)
5 1T 2T k 0,95 xQ5 /JJCk 0791X927 et
De l'inégalité de Korn , (3.4.3) devient comme
1 ~ R =
§ﬁ50k HVugHg’Q?XQ3 + \/5641/ D (u)|dxdz + \/5042/ D (0y)|dxdz+
1 2
~ (h*)2 NIE
k| (T, — Tip,) |z < fH . 3.4.4
[ R ey < o E (3.44)
On utilise le fait que ¢ HVueHaQiXQg = HVI&EH(Q)’QIXQ2 , donc le premier membre de (3.4.1)

et de (3.4.4), est majoré par une constante indépendante de €. On déduit alors I’estimation
112

R _ -1 h* 2
que nous avons dii prouver avec ¢; = (% ,u(]k) % .
Bk 0,01 XQ

Ce qui termine la preuve. m
Théoréme 3.4.2 Avec les mémes hypothéses que dans le théoréme 3.4.1, il existe une

constante co > 0 indépendante de € telle que

‘ O < ¢ pour 1 <1,1<2 (3.4.5)

8@

H O < ecs. (3.4.6)
-1,
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3.4. Estimations a priori

Preuve. Pour obtenir la premiére estimation de la pression dans (3.4.5), nous choisissons

dans (3.3.3) : ¢, = 1y + 1, 1, € HE ()%, 1 <1 <2, on obtient
2

A0, ), (y,0)) = D (B divey) +V2 ) du o
I=1

1<1<2
2 2
—V2Y & Jos 5(ﬁl)‘dxdz > Z/ fiy,dadz
=1 ' 1=1 7%

Dt + wl)( dzdz

puis
1;2 (i, divey) < A((y, b)), (¥4, 0,)) al uH—wl d:vdz
al (W) dxdz—z / £, dxdz.
Comme E(af+¢)( < ﬂ((ﬁ(a D ¢)))  on obtient

Z (pr,divey) < A((Gg,02), (¥, 1)) + 2max(dy, éa) d:pdz—i—

1<i<2
(2—\/5) max(@l,dg)z / ﬁ(ﬁl)‘d:c—z / fdadz.
1=1 7/ =1 7/

En utilisant I'inégalité de Holder, nous obtenons

2
S (Gndivey) < ZH ||, 19l , + 2max(@n, o) ¢|ﬂlu922n¢lnml

1<i<2

2
(2 — \/5) max(dy, Qo Z H H . + Hf ‘WHLlegz . (3.4.7)

0,91 XQQ

D’une maniére similaire, nous choisissons dans (3.3.3): ¢, = w—1;, 1, € HL ()%, 1 <1< 2,

on trouve

2 2
= 3 (ndivy) <7 Y[ D@ el + 2max(an, a) VIR U] Y il o, +
’ =1

1<i<2 =1

2
(2= v2) max(@r.a0) Y- D@+ ] el (348)
=1 ) y8 4] 2
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3.5. Etude du Probléme limite

On déduit de (3.4.7) et (3.4.8) que

Z (@7 div ¢l

1<I<2

2
ZH I, o ||wl||m+2maxa1,a2\/mlumannm

(2~ v2) max(@, o) Z |D )| 61, 92)ls 0,0,

+[f]
0. 0,1 Qs
(3.4.9)
Lorsque 7 = 1,2 nous choisissons ¢, = (£,0,0) puis ¢, = (0,&,0), dans 'inégalité (3.4.9),
on a donc

2|/

8pl dxdz

< <03 + 2max(dy, G2)/ |21 U Q| + H H
+ (2= V2) cmax(an, o). (3.4.10)

) 1)l e

0,821 X2

Finalement, pour obtenir (3.4.6), nous prenons 'inégalité (3.4.9), ¢ = (0,0,¢). m

3.5 FEtude du Probléme limite

Théoréme 3.5.1 Avec les mémes hypothéses que dans le théoréme 3.4.1, il existe (uj,u}) =

(ut;,ub,) dans H, ;i=1,2 et (p},p5) € L3(Q1)x L3(Q) tels que

(43;,05;) — (uy;,us;), i =1,2  faiblement dans H,, (3.5.1)
Ot Jl) (0,0), 4,7 = 1,2 faiblement dans L*(Q) x L*(Qy), (3.5.2)
dx;’ Ox;
dujy Ol : 2 2
€ ) — (0,0), faiblement dans L°(€21) x L*(s), (3.5.3)
0z = 0z
o ((Quiy Ol : : 2 2
€ : — (0,0), i = 1,2 faiblement dans L*(21) x L*(), (3.5.4)
Ox;  Ox;
£ (U535, U55) — (0,0), faiblement dans L*(Q) x L*(Qs), (3.5.5)
(5, 05) — (pi(x), p5(x)), faiblement dans Li($) x La($y). (3.5.6)

Preuve. Pour la preuve de ce théoréme, nous suivons les mémes étapes que dans le cas

homogene dans [19].
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3.5. Etude du Probléme limite

On déduit de (3.4.1) et (3.2.14) que la suite (45;,u5;). @ = 1,2 est bornée dans L* (0.7, H,),
donc (2.5.1), (2.5.2) et (2.5.4) sont clairement de I'estimation (3.4.1) .

On utilise le fait que div (uf) =0, [ = 1,2 avec (2.5.2), on trouve (2.5.3).

La convergence (3.5.4) découle directement de (3.4.3) et (3.4.4) .

Pour la preuve (3.5.5), nous utilisons les mémes étapes que dans la preuve du théoréme 2.5.1
[chapt. 2].

Pour démontrer (3.5.6), on utilise (3.4.5)-(3.4.6) avec I'inégalité suivante ([20] ) :

155, 75 0.0, <0, < K{ > + ( + / ﬁ?dxd2>}-
-1, 1<I<2 -1, Q

1<1,i<2
Comme (p5, p5) € L3(Q1) x L3(2), on déduit que

Ipi

Z;

||(]§iaﬁ§) ||0,Q1><Q2 < Kecs.

Donc il existe une sous suite extraire (pj,p5) qui converge faiblement vers (pj,p5) dans
L2(Ql) X L2(Qg)
Grace au (3.4.6), on écrit pour tout (¢ ;) € Hg () x Hy (Q)

o . op5 0p3
<a_ (95, 5) . (901,902)> = <0—1,¢1> + < 5 2,902>
z H=1(Q)x HA(Q) z H=1(Q1)x HE (1) z H1(Q0) x H} (Q2)

< Z(?ﬁ?

0z
1<1<2

[ ||H3(Ql)
—1,

ECa || (Wl,‘p2) HH&(Ql)xHé(Qz)

ce qui implique que

. 0 > <A 0 >
— (5551 — (P55 < e || (0102 | iy gy iz )
< 02"/ g1 xmton) 0277/ g1(Qu)xHb (@) Ho (0)xHo (€22)

En remplacant ((pLgoQ) par (—9017 — <p2), puis on passe € au zéro, on trouve

0 0
- <pL 8—901> - <p§, 8—902> = 0.
z H=1(01) x H} (1) z H=1(Qa2)x HA (Q2)

Donc

a * *
- <_8 (p1,13) » (901,902)> =0, V (901,902) € Hy () x Hy ().
o H=1(Q)xH}(Q)
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3.5. Etude du Probléme limite

Cela signifie que la pression limite (pj,p5) ne dépend pas de la variable z, ce qui donne
(3.5.6).0 m

Théoréme 3.5.2 Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme 3.4.1, la solution

{(u,u}), (p1,p5)} satisfait

duy; <¢1z uj;) 2 /augz a@%_ugz’)
izzlul . 02 5 dxdz+izzlu2 0, 02 P dxdz

B N a&n 6)(2512 _/ N 8&21 ({%22
/lel(x) A + 0z, dxdz 92p2(x) . + 0 dxdz
2 Our L
+Z@1/ — | ) drdz + /k(\% — ¢o| — [uf — ug|)dx
=1 Ql w

0z
2 2 . .
ZZ(flz’>¢li —uj), Vo, € II(V)).

I=1i=1

(3.5.7)

ot
(V) = {62 (&1»&2) S Hl(Q)2 : 3&3 tg ¢ = (&51%252’&53) S Vl} .
Preuve. En passant tous les termes non linéaires a droite et les termes linéaires a gauche
dans I'inégalité variationnelle (3.3.3). Ensuite, nous appliquons (lim inf) & gauche et lim a
droite, en utilisant les résultats de convergence du Théoréeme 3.5.1, nous déduisons

aulzaulz / . / 8_
ZZ / P 8zd xdz + [ kjuj uQ\d:EjL;al P

=1 =1

D 0 / %15
ZZ/LZ o, 0z 02 dxdz—i-; P, dzdz +

=1 1=1

+ [ 16, - ¢2|da:+Z /. i
0d, 0 2 &
+IZI:/lel*(x) (6’?11 6’¢12> dxdz + ZZ flz,% up;),

=1 i=1

dxdz

IN

dxdz +

on en déduit directement (5.7). m
Remarque 3.5.1 ([14,22]) Les solutions limites {(uj,u}), (py,p5)} vérifient :
0 ou;
Yy / ( uh ﬂ) dwdz = 0. (3.5.8)
e Oor;  Oxy
Lemme 3.5.1. L’mégalz'té variationnelle (3.5.7) est équivalente 4 :

Zul dzrdz + Zal/

=1 “%%

*

ul
0z

* 2
O |z + / kluj — uhlde =) / furdzdz, (3.5.9)
w 1=1" 5
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3.5. Etude du Probléme limite

0%, dxdz

2 ou* . R 2
S [ 200406, e+ S [
Ql Ql

=1 =1

(3.5.10)
> Z fi,dedz, Vo, € TL(V)).

9
Preuve. On choisit ¢; = 2u¥ et ¢, = (u} +1,), avec ¢, € I1(V}) respectivement dans
(3.5.7), on obtient (3.5.9) et (3.5.10). m

Théoréme 3.5.3. Avec les mémes hypothéses du théoréeme 3.5.2, les solutions limites

{(u,u}), (p1,p5)} satisfait

*

o; =0, — Vp; dans Y,

- (3.5.11)
o] = mgtaym, =12
0/ ow . )
— (MI%—;—l—omrl) =1, — Vp; dans L*(Q;)?,
9 (3.5.12)

~, (,uzaa%;—i-ézgm) —f, — Vp5 dans L*()?,
ot m; obtenu par le théoréeme de Hahn-Banach ([17]) par

ouj [0z

— =1, 2.
|Our/0z] ’

T =

Preuve. Avant de commencer la démonstration, nous avons besoin de définir les appli-

cations linéaires suivantes :

A TI(V)) x T1(Va) — L' (w)? x LY(Q1)? x L'(Q)?
~s ~s N . oY, 0
(D1 2) — A (1) = (k (91=4a) 5/;} ;@) (3.5.13)

(Foh) (1) = Z Jo 5 wldxdz z Jo, Eithydadz.

J

On choisit ¢, = 1y, ¢y = U, , puis ¢, = —1b,, ¢y = —1b, dans (3.5.10), on déduit directement
la continuité de F'. Donc, par le théoréme de Hahn-Banach, il existe

(o) € L(w)? x L=(Q)2, avee |||, o0 < 1, [millg, o < 1. tel que

; g A Oy
F (k (= n) G2 G2 | == [k (9= ) —;‘al / m ez,
(3.5.14)
Pour (3.5.12), on utilise I’analogue de [19; Theorem 4.1]. m
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3.6. Propriétés des solutions et équation de Reynolds

3.6 Propriétés des solutions et équation de Reynolds

Théoréme 3.6.1 Sous les mémes hypothéses des théorémes précédents, nous avons les
résultats suivants :

T+ Ga T = g + Gl dans L? (w)” (3.6.1)

ke |ut — b + (yrr + dgmy) . (ub —ud) =0 dans w. (3.6.2)

//k? (| + 7 — s3] — |s] — s5|) dox — / (y7F + ) Ydx > 0,V € L? (w)? (3.6.3)

At <k = s =gt
i Al i b dans w, (3.6.4)
i+ ami| =k = 3020, =54\ + dm)

ol

a *
ul(x,O) et 7 =m(x,0), 1 =1,2.

sy =uy(z,0), 77 = e

Preuve. De (3.5.13) et (3.5.14), on trouve

our O 2 .
. l — et l .
/xk (% %) da’ §l :1 al/ M tdaldz = Z/ g EH: /Q | £, ddz

On peut choisir {ﬂl c H%IUFLl ()% 1=1,2, on
H%lule(Ql) = {% S Hl( NE wl =0on I} UFLZ}, [=1,2

En utilisant la formule de Green sur chaque corps §;, [ = 1,2, on obtient
- / vk (W) =y ) da’ — / Ui+ am) §y = (ua7s + 42m3) y p do =0, (3.65)

En particulier pour tout ¢, € D(w)?, | = 1,2, et par la densité de D(w) dans L(w), dans le
cas particulier [C'hapitre 2; Théoreme 2.5.2] pour fﬂl = @2 = 1), nous trouvons (3.6.1). Si

nous choisissons ¢, = 0 ou ¢, = 0 dans (3.6.5), on trouve :

~

Xk + (77 + ;) =0 dans w,

luy — us| = x (u] —u3) dans w.

Ce qui montre bien (3.6.2). La preuve de (3.6.3) et (3.6.4) est similaire a celle donnée dans
le cas du probléme de fluide [12, 22]. =
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3.6. Propriétés des solutions et équation de Reynolds

Théoréme 3.6.2. Avec les mémes hypothéses du théoréme précédent, {(uy, u3) , (pi, ps) }vérifient

I’équation généralisée faible de Reynolds

h 0
h3 * * n * *
/ Ev (Pl +p3) + F + Ml/ul(wlay)dy + ,u2/u2(a:',y)dy + (3.6.6)
v 0 ~h

h 0
/ 71 (2, y dy—&g/frg(x',y)dy Vo (2')dr' =0,Y¢ € H' (w)
0

—h

avec

B 8u1/8§ B 8111/85

0
~ ! o 8115/85 / 8“2/85
Ro) = [ G W€ e~ (o).

Fla) = / F(a',y)dy — hF(2', h).

Preuve. Pour prouver (3.6.6), nous intégrons deux fois la premiére équation de (3.5.12)

entre 0 et z, et la seconde entre z et 0, on obtient

(9u 9)
) b= [ e () dE + i+ )
z X 22
00 (3.6.7)
Ouz/0¢
— oy (', 2) + pysh + & d€ + (75 + Ao
faus( ) + 19S5 2 |8 2/35]( ,§) d€ + (a3 273) 2
00
2
://a: D)dydé — Vs
z £ J
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3.6. Propriétés des solutions et équation de Reynolds

Ensuite, pour z = h dans la premiére équation (3.6.7) et dans la seconde z = —h, et le fait

que uj (2',h) = 0,1 = 1,2 nous trouvons

our/o
p18T — |8u1;8§| (2", &) d§ + (py 77 + amy) b
8 8

)
[

2

h
B(a',y)dyds — VpiT,

2

R h
fo(2', y)dyds — Vps— 5

\

(3.6.8)

Maintenant, nous intégrons la premiére équation de (3.6.7) entre 0 et h, et la seconde entre

—h et 0, nous obtenons

/ul(af y)dy + pysih al//|

h2
i)

(mﬂ+@ﬂﬁ—///A
—uz/o 5@, y)dy + 1983 h+0z2//|
e

(N27'2 + Gomy) =

2
y ¢
Par (3.6.1) et (3.6.8), on en déduit
8u{/8§
[18T + HaS5 — \8 + JO¢] (2’

[

—h ¢

65

aul/af
/05!

h
fy (o, p) dpdédy — Vi,

5u2/8§
du 2/3€|

h
2 (2, p) dpd€dy — Vps— =

,€) dE + G

h
1xy@@+// (&' y)dyde — Vpi e

,§) dédy

3

,§) dédy

3

8u2 /O

- Tows o

,§) d¢

2 h?
5~ Vg

(3.6.9)

(3.6.10)



3.6. Propriétés des solutions et équation de Reynolds

Et de (5.15) et (3.6.9), on déduit

JySEh + pysSh — //‘au;/ag £)dedy + a 2//’8“2/a€ ) dedy

i/0¢] 5/ 0¢]
— ul/hul(:t y)dy —I—uz/ (o', y)dy "‘///flxpdpdfdy
///f2 o, 0) dpdedy ~ Vi 6 VP?% (3.6.11)
LA

En multipliant (3.6.10) par —h et I'addition avec (3.6.11) nous obtenons

8ul/8§ 8u2/8§
d d déd
//|a « gg] (&) dedy + & //|a s ae] (78 dedy

R 8u /O au /O
h 1 d¢ — havy 2 d
+040’a /65’( ,€) dE — ya /ag|( L&) dé
h 0 h h3
= ul/ui(w’,y)dy +u2/u§(:ﬁ’,y>dy +/F($’,y)dy—hF(9:’,h)+gv(pﬁpé)
0 —h 0

avec
)

F(z',y) //flx pdpdf—i—// («', p)dpd€.

RS
Ce qui donne (3.6.6). u
Théoréme 3.6.3 La solution (uf,u;) du probléme limite (3.5.7) est unique dans H.,.
Preuve. Supposons que le probléme (3.5.7) a une solution (v7, v}) différente de (uj, uj),

donc

2 oy, Ay, — vl) 2 s, oy — v3;)
! L dxd ! L dxd
Z-:Zlm Q, 0% 0z v Z+,-:21'u2 0, 0% 0z vz

o (06 | 00, - / o [ 000 0

/lel(x) (89&1 N 0T dvdz Q2p2(a:) 0y + 0T dudz
2 ovr S R

-I—Zdl/ ( B ) dxdz + /k(|¢1 — | — |VT — vi|)dx
lz]. Ql w

0z
2 2 N
> ;le(fliagbli —vf), Vo, eIl (V).
—1li—

(3.6.12)
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3.6. Propriétés des solutions et équation de Reynolds

En prenant »; = vi et §, = v} dans (3.5.7), puis p; = uj et p, = uj dans (3.6.12) puis en

additionnant les deux inégalités, on trouve pour W; = uj — v et Wy =uj — v}

0 /= O
Hq Z/ 92 (W) . 92 (W1;) do'dz + py Z/ (W) . (sz) de'dz < 0

Maintenant 'inégalité de Poincaré, nous donnons

i ~0

=0 et ||W2

H. () HHz(QQ)

Donc H(Wl,Wg HH =0.

On en déduit que (uf,u}) = (vi,v3) dans H,. =

Remarque 3.6.1. L’unicité de la pression n’est pas vraie pour le probléme limite, mais la
pression totale appliquée sur la surface commune w est toujours constante. Pour justifier,

on utilise (3.6.6) pour {(v7,v3), (¢}, ¢)} :

h 0
h3 * *
/ gv(ql +q3) + 1/\’ 2’ y)dy +u2/vg(m’,y)dy+
@ 0 —h

h 0
. / 1 (o) dy — as / o () dy | Vo (o) de' = 0.¥6 € H'(w) (3.6.13)
0

En retranchant (3.6.6) du (3.6.13), puis on prend ¢ = (p} + p3) — (¢} + ¢3), on trouve
IVA{(pT +p3) — (& + &) H 2wy =0
et d’apres l'inégalité de Poincaré (||¢|| 2w S CIVY Lg(w)>7 on déduit alors
P+ =q + ¢ sur w.

d’ot 'unicité de la pression totale appliquée sur w.
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Chapitre 4

Etude d’un probléme d’évolution
dans un domaine mince avec

conditions de Fourier et de Tresca

Résumé

Nous étudions dans ce chapitre, l’analyse asymptotique d’un fluide incompressible dans
un régime dynamique et mince de dimension trois avec des conditions auz limites miztes et
la lov de frottement de type Tresca. L’énoncé du probléeme et sa formulation variationnelle
sont reformulés dans un domaine fixe. Dans ce cas, les estimations de la vitesse et de la
pression sont prouvées et seront utiles pour donner I’équation spécifique de Reynolds associée

a des inégalités variationnelles ainsi la preuve de 'unicité de la solution.
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4.1. Introduction et position du probléme

4.1 Introduction et position du probléme

Dans ce chapitre on étudie le comportement asymptotique d’un fluide de Stokes en
régime dynamique dans un domaine mince €2 avec frottement de Tresca sur une partie du

bord. Le domaine €2° est un film mince défini par
QO ={r=(2,23) €R* 2’ €w, 0 <3 <ch(z)},

avec

heC?w),3h, h>0: h<h(d)<h

Nous rappelons que I est sa frontiére
“=ouljurls.

Le vecteur normal extérieur unitaire a I'* sera noté v = (v, vy, V3).

La normale unitaire extérieure & w est le vecteur (0,0, —1).

o . . c (e .
On définit les composantes normales et tangentielles uf et u = (uTi)1 <i<3 de la vitesse par
3 — 3
u;, = u.v,
5 o € €
uTi —_— /U/,L - /U/VVZ
A 3 € € € 3
De méme, les composantes normales et tangentielles o, et 02 = (Uﬂ_)l <i<3 € R?® du tenseur
des contraintes sont définies par
13 13
o, = (o°v;) vy,
13 — £ 13
o5, = oyv;—(0;) v,
ou le tenseur ¢° du fluide de Stokes est décomposé comme suit
€ € &) — v o (nE
o5y (u*,p°) = —p“dij + 2pd;j (u) (4.1.1)

avec
- u® est la vitesse du fluide,
- p° est sa pression,

- 1 est sa viscosité,
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4.1. Introduction et position du probléme

- d;; est le symbole de Kronecker,

- (dij)1<i j<3 est le tenseur des taux de déformation :

. = = < < 3.
dl] (u) 2 (axj + axl) ) 1 =] > 3

Les équations qui gouvernent I’écoulement dynamique du fluide dans le domaine €2° sont les

suivantes :

out

5 Div(e®) = f , i=1,2,3, dans Q° x]0,T] (4.1.1)
o (U, p°) = =Py + 2udy; (u®), dans Q° x |0, T'[ (4.1.2)
divu® =0, dans Q° x |0, T (4.1.3)

Afin d’écrire les conditions aux limites pour la vitesse sur la frontiére de €2°, on introduit

d’abord la fonction vectorielle g telle que

g(t) € H%(FE)?’ et / g(t).vds=0,Vte€]0,T]

FE
De la référence [8], on peut montrer par que cette condition est équivalente a ’existence

dun relevement G< (t) € H' (Q.)* de ¢ (t) sur Q° pour tout ¢ € [0, T vérifiant
divG® =0dans °, G* =gsurly, G*.v=0surwUl}.
La vitesse sur le bord I'; est connue et donnée par la fonction g.
u® =g surI'T x[0,7]. (4.1.4)
Sur w U T la vitesse est supposée inconnue et elle vérifie la condition de non-pénétration :
u-v=0 sur (WUIY) x]0,T7, (4.1.5)
nous supposons la condition non linéaire de Fourier

or(u®) = —=I°u® sur I'] x |0, T, (4.1.6)

telle que I° > 0 est une constante donnée.
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4.2. Formulation variationnelle du probléme

Sur w, supposons qu’il existe le frottement qui est modélisé par la loi non linéaire de Tresca

0S| < k® = u(t)=s
sur w x 0,77, (4.1.7)
l|o2] =k = 3B > 0 tel que u (t) = s — fot

ot |.| désigne la norme euclidienne de R?, s la vitesse de cisaillement et k¢ le seuil de frotte-
ment.
Le probléme complet consiste donc a trouver un champ de vitesse u® et une pression p°

vérifiant les équations (4.1.1)-(4.1.7) avec la condition initiale suivante

u® (z,0) =0, Yo e Q°. (4.1.8)

Afin de donner la formulation variationnelle du probléme (4.1.1)-(4.1.8), nous allons établir
le lemme suivant :

Lemme 4.1.1 ([19]) La condition (4.1.7) est équivalente a la relation suivante :

(U —s)os + kfjus —s| =0 sur wx|]0,T7]. (4.1.10)

4.2 Formulation variationnelle du probléme

Nous commengons par décrire le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler, et nous
définissons la formulation variationnelle du probléme (4.1.1)-(4.1.8). Pour 'ouvert ¢ on

définit ’espace suivant :

H' () = {v e (L2 () - % € L* (), Vi,j =1, 3} :

Lj

Pespace de Sobolev muni de la norme ||.||1.q¢, ot la norme de (L2 (29))” sera noté ||.|[o.q:-

Nous utilisons les ensembles et les espaces vectoriels suivants
Ke={¢pe H(Xr):¢=G onlj, pr=00onwU I]},
K5, = {6 € K°: div(¢) = 0},
Hlliul“i (€) = {90 € H' () : =0 sur I'TUTY } )

L%(QE):{qeLQ(QE):/Equzo}.
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4.2. Formulation variationnelle du probléme

Pour simplifier I’écriture, on pose

o(,0) = 2u [ dy () dy (0) o (12.1)

a(u®, o —u’) = a(u’,¢—u)+ ls/ u. (¢ —u®)dr, (4.2.2)
rs

(f,e) = . figidz. (4.2.3)

Pour ¢ € H'(QF)3, on définit la fonctionnelle J° par

Jo(¢) = / k| — s| da' (4.2.4)

Remarque 4.2.1. La forme bilinéaire af(., .) est coercive et continue sur K3, x K§,, . Soient

Y et ¢ des éléments de K. Par I'inégalité de Korn et de Cauchy-Schwartz, on obtient
([27]) -
A, 0) = a(, ) +1° | PP > 2uCk [¢]} g
i
|a(p, )| < 2p+1Co () llell e 19110 »

ou Cr>0et C(Q°) > 0.

La fonction J° est convexe, semi-continue inférieurement et propre sur Kj;, et il existe

([14]) une constante positive Cy (Q2°) > 0 telle que

[ 7(8) = T2 )] < [l 17| o, Co () [l = ol e ¥ (0, 00) € K, X K-

Lemme 4.2.1. Si u® et p° sont des solutions du probléme (4.1.1)-(4.1.8), alors elles vérifient

le probléme variationnel suivant :

£

Trouver {uf, p°} ou us(t) € K5, , %(t) € K¢ et p°(t) € L3(2) , telle que
a 15
( (1).0— us(w) +a(uf(t), ¢ — v (1)) + zﬁ/riue. (¢ — ) dr +
— er p° div ¢pdx + J=(¢) — JE(us(t)) > (f5, 0 —u(t)), V& €[0,T] , Vo € K°©,
\ u®(0) = 0.

Preuve. En multipliant I’équation (4.1.2) par (¢ — u®), ou ¢ € K* et en utilisant la formule

de Green, on obtient :

(agf (t), ¢ — u«f(t)) - /Q Eo—fja% (65 — ui(t)) do— (425

- [ s ds = [ f7 @ —ui)yde, ¥ €0.7]

(93
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4.2. Formulation variationnelle du probléme

Les conditions aux limites (4.1.4) — (4.1.5) et le fait que of,v; = o5, + o5 v;, impliquent que

[Lowmte i = [ oy (o—u)as
Ie wUJr§
- / o (%Oi—uf)dwur/ oyvi (0 — u5) da’
wuI'g wUrg
S R
wUl"ﬁ

De (4.1.6) — (4.1.7) et si on ajoute et on retranche le terme [ k¢ (¢ — s| — [u® — s|) da’, on
obtient

[Loimto—udo+ [ 1l = o]~ o = s
Ie

w

= —ls/ uE.(¢—u€)dT+/Ui.(cp—ue)dx/+/k5(|g0—s|— lu® — s|) da’.
I w w

En utilisant le lemme 4.1.1, on trouve
[ o ei=urdo+ [ Kool - = s
Te

= _lt’:‘/
r

Mais le second terme du c6té droit est positif, donc (4.2.5) est équivalente a :

u®. (¢ —u®)dr + /(ai. (p—s)+ k| — s|)d’.

€
1 w

(00 ®) + a0~ + [ 0.0 =) i — for? i s

+J5(9) = (1) = (f5 0 —u(?), ¥t €[0,T], V¢e K,
u®(0) =0,
(4.2.6)
ot la fonctionnelle J¢ est déja définie dans (4.2.4).
Si nous choisissons la fonction test ¢ dans K§,,, on trouve le probleme variationnel en
vitesse
ou®
(E(t)’ ¢ — us(t)) + a(us(t), ¢ — us(t)) + ls/eus. (¢ —us(t))dr
i
+J9(0) = S (u (1) = (f, 0 —wi(1), vt €[0,T], Vo e K§
us(0) = 0.

(4.2.7)

vy
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4.3. Résultat d’existence et d’unicité du probléme variationnel

4.3 Reésultat d’existence et d’unicité du probléme vari-
ationnel

Dans la suite nous établissons un résultat d’existence et d’unicité. Tout d’abord, on régu-

larise la fonctionnelle J* par une famille de fonctionnelles J¢ (¢ > 0), telle que

o) = [ e itye (ol

1
ot g (A) = ——— A1,
14+¢

On a donc
(7 ©).0) = [ Fowoar,
ot Pe(vr) = lo-*"" v, . ( Voir par exemple [9, 20]).
En remplacant dans (4.2.7) la fonction ¢ par ug(t) =A@, ot A > 0 et faisant tendre A vers
0, on trouve I’équation approchée suivante :

auz € £ ua T
(615 (t),¢> Fa(us(t),6) +1 /Fi () .6d .

+{( ) (e (1) . 0) = (° (), 0), Vo € Kg,

avec
ug(0) =0 (4.3.2)

Théoréme 4.3.1. Supposons que
/e, an; er? (0,73 L (9)%), £2(0) € L (¥)*, (4.3.3)
k€ C5°(w), k° > 0 ne depend pas de t, (4.3.4)
u®(0) =0 sur T°, (4.3.5)

Alors, il existe un et un seul u® dans Uespace L™ (0,T; L? (95)3) NL*(0,T;H* (95)3) sat-
isfaisant le probléme (4.2.7) avec

ou®

o €L (0,11 (Q9)*) N L2 (0, T; H (2°)%) . (4.3.6)

Preuve de ’existence de la solution. Comme dans [9] nous allons commencer la dé-

monstration en supposant que k¢ peut dépendre de t, avec
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4.3. Résultat d’existence et d’unicité du probléme variationnel

ok*®

kat

e L™ (w x 10, TY) .

L’équation (4.3.1) pour ¢ = ug(t), et comme <(J<) ( ) <> > 0, nous donne ce qui suit

ous
( atc(t) uc(t)) + a (ug(t), ug(t) +l€/ |u(t \ dr < (f5(t), ug(t))

donc

%% H“i(t)Hi,gg + alug(t), uc(t) + la/rs S ()|* dr < (F5(t), uE(t)) (4.3.7)

1

Par la coercivité de la forme @ comme dans la remarque 4.2.1 et I'intégration de (4.3.7) en
t, on trouve

t

[ (®)][g e + 41Cx / [ug (@]} . dor < 2 / (f2(0), u(0)) do (4.3.8)

0
ou Ck est une constante de Korn.

Comme

t

2 [ (o)) <2 [ 17Ol

0

() (o) ||0,QE do

t

< [ 1@ do+ [ 1) @3 . do

0

alors, de (4.3.8), il résulte

t t
[z Ol g + [ Iz g do < e+ [ uz(o)] g do+
0 0
t

2/ (f(0),ui(0)) o < c(1+ / ||uZ(J)HTQE do)+

2 [ 170l
0

D’autre part de (4.3.3), on trouve

(ug) (o) Hon do

/ ||f8(0)|!§795 <constante,
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4.3. Résultat d’existence et d’unicité du probléme variationnel

d’ou . t
s )2 o + / [ o do < ¢ (1 + / l@f o da) . (43.9)
0 0
En particulier de (4.3.9), on a
t
o0 e < e (1 T,
et d’aprés le lemme de Gronwall, on trouve
[ug@)]] 0 < e (4.3.10)

De (4.3.9) — (4.3.10), on a

t
RG] +/ [ug(@)]]; . do < (4.3.11)
0

ol ¢ est une constante indépendante de (.

On dérive (4.3.1) en t, on obtient :

(a;f :6) +o%E00) +l;/%<o>-¢da+ (4 (o) ) .0) = (- 0.0).

Pour 6 = 2%#), on ¢
our ¢ = 5 (t), on trouve
t
O*us - Ous ous Ous ous  Ous
{0,550 +a (GE0.550) i [ S0 5 0
<8t2 ot ot ) ot / az; ot (43.12)
d e\ (4 ug _ (9 u;
(5 00 (e0). 55 0) = (0. 550)
Mais

(7 0)0) = [Fvceoa
= /k5|UT|<1vT.¢de’

ot P(v,) = PR
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4.3. Résultat d’existence et d’unicité du probléme variationnel

En observant la monotonie de 'opérateur ( Jf)/, et par conséquent

<jt (J8) (et )),¢’<t>> akewcw (£)). 6. (t)da'+
bt ) el syt h = o)
+/k lim = — : - dx (4.3.13)

/ O (0, 1)) 6, (1)

a 5
De (4.3.12) — (4.3.13) et si on remplace la fonction ¢ par (‘;Ltc (t), on obtient
1d ‘ dug 2 oug , - Oug dug 2
5 @) +a (@), == () | + || = (1)
2dt ngs oar E ot ot - au?t 0.5 (4.3.14)
/ ¢
< .
(o () aor < (%0, k)
D’autre part, il existe p > 0 et o > 0, tels que
2 2
a(v,v) + pllvllges = allvl; g--
En intégrant (4.3.14) de 0 a ¢, on en déduit
t
0 ou; 2 ou; 2 ous 2
’ "y +a/ % (o) da+2l€/Hﬂ(0) ag' Lol o+
/ ot Los ot 0,rs ot 0.0°
t
ou 2 ofs . Ou
¢ ¢
do + 2 d 4.3.1
+p/)0t()0960+/(8t()6t()>a (4315
0 :
Oke auc ,
// o ot? C(( at )T(U)) dedo,
afa 2 3 . sl
et comme o (0, T; L* () ), alors avec 'inégalité de Cauchy-Shwartz et Young, on
déduit
t
of . o or ]2
of (G gio)) /H o 5 Wd"
o :
afe 0
<[, +/ |5
0,2 0,96
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4.3. Résultat d’existence et d’unicité du probléme variationnel

Donc, l'inéquation (4.3.15) devient comme suit :
dug . 2 t dug 2 g 21; dug 2
o +O‘/ T / o @) ors
0 ) ,
+(p+1) d + / H f
0,2 0,02

ok 9 <(a;f)T (a)> da'do] .

c 2
(9uC

5 (0

+
0,0¢

dag'

do+ (4.3.16)

out 2 ,

On fait une estimation du terme a; (0) par (4.3.1)-(4.3.2) et | hypothese (4.3.3) comme
0,0°
ce qui suit
oug
(5 0.0) = 70000, voe K,

d’ou

ous

&f (0) = f2(0) € L* (). (4.3.17)
Et comme = 0 ( I'hypothese (4.3.4)), donc le dernier terme de (4.3.16) est :

ot

//85 g ((if) (0)> da'do —
w%i“'(x',o).@bg((f?;c) (t)) da’ — 8;; (2!, 0)¢ ((8;E)T(O)) & (4318)
//a;t; (2, 0)¢ ((a;z)T(a)) da'do = 0.

De (4.3.16), (4.3.17) et (4.3.18), on a

8u< Guc 2 2 6u<
/ da +1° ) do<c|l+ / .
0,I¢
En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient
8u< 8uc dug 2
/ do + lg/ (o) do < c. (4.3.19)
1,08 o ot 0,r¢

78



4.3. Résultat d’existence et d’unicité du probléme variationnel

On fait maintenant un passage a la limite en &, d’aprés les estimations (4.3.11) et (4.3.119),
on peut extraire de u; une suite notée encore ug, telle que
ug — u’ dans L> (0,T; L? (Qa)g) NL?(0,T; H* (QE)S)
ou; €
atﬁ — 85; dans L% (0,T; L2 (Q°)°) N L2 (0,T; H (¥)*) (4.3.20)
ui — u dans H' (0,T; L2 (T%)?)

on déduit de 'équation (4.3.1) que

8 £
(502 v alogeo )+ [ e (o) ar 4 0
—Jg (ug) = (5,6 —ug) = JE (0) (4.3.21)

= T () = () () o —ug) = 0.

Prenant dans (4.3.21) ¢ = ¢(t), ¢ € L*(0,T; K5,,), on en déduit que

T
ous
0 1

7 [(6;;2 (t),ug (t)) +a (ug, ug(t)) Jrza/Fi |us|” dr + J (UE)] dt

T (4.3.22)

= % ||uZ(T)H(2)7Q€ + /a(ug(t),ug(t))dH

0
T

v f |
0

on déduit alors de (4.3.22) que

T
oug
C [ &
O / J¢ (ug) dt,

2
0,r¢

7 [<% (t),o— u€> + a(us, ¢) + la/ﬁue.qﬁdr () — (F5, 6 — ue)] gt >
0 (4.3.23)

2

ous
¢
5 (t)

T
ds + %11% 11r1f/JC (ug) dt.

0,re

T
—l—%im inf/a(u‘é(t),u‘é(t))dt—k%ir% inf 16/ '
0

—0
0

T T T
Les fonctions u — /a(u,u)dt, u — /||u(t)||2dt et v — /J€ (v) dt sont des fonctions
0 0 0

semi-continues inférieurement pour la topologie faible de L?(0,T; K5, ), et donc (4.3.23)
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4.4. Analyse asymptotique du probléme

devient

Z [(%, b— u> ba(ut,é—u) + ze/Fiue. (@m0 =)

—(f5, ¢ —w)]dt 20, Vo € L* (0, T; K§,) -

Enfin, par [9, 20, 31], on passe de (4.3.24) a I'inégalité ponctuelle (4.2.7). O
Preuve de l'unicité de la solution. Soient u] et u3 deux solutions éventuelles. En choi-
sissant dans (4.2.7) ¢ = u5(t) dans 'inéquation relative a u§ et ¢ = uj(t)) dans l'inéquation

relative & u5 et en posant w® = uj — u5 il vient :

_ (aﬁit’ws) —a(w®,w) — ZE/F |w5|2d7' >0,

&
1

donc

3 [l (D) lg - + alw(8), w (1)) + 1 | | ()" dr < 0.
Iy

Comme a(v,v) + la/ \U|2 dr > 2uCi HUH?,Q“ on a
r{

T
lw* (#) llg.0- + 4MCK/ [0 ()17 - do < [ (0)[lg 0 = 0, Yt = wi(t) =0,
0

d’ou 'unicité de la solution. [

4.4 Analyse asymptotique du probléme

Pour 'analyse asymptotique de notre probléme, on utilise le changement d’échelle z =

x
=3 Donc le domaine QF se transforme en un domaine indépendant de £ définit par
5

Q={(2,2) eR’ (2/,0) ewet 0<z<h(a)},

et notant I' = w Uy UL, sa frontiére.

Sur 2 x [0,77, nous définissons des nouvelles inconnues

80



4.4. Analyse asymptotique du probléme

pe(a, 2, t) = ¥p° (2, w3, 1) .

On suppose que les données du probléme (4.1.1)-(4.1.8) dépendent de ¢ de la maniére suiv-

ante
fla',2,t) = 2f°(a,x3,0), | =el° k= ek,
g (2 w3, t) = Gi(2',2,t), i =1,2 et g5(2', w3, t) = egs(’, 2, ¢).

avec f ket g ne dépendant pas de .

Soit G (z, 2, 1) tel que :

G=g sur ['x]0,T7],

4.4.1 Formulation variationnelle du probléme dans )

Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur €2 comme ce qui suit

K = {¢€H1(Q)3:g§5:00n1“,;, $.v=0onwU Fl},
Koy = {{beK;div({b):o},

V., = {v = (v1,v2) € L*(Q)?: Jvs

7, c L*(Q); v:OonFL}.

1
2 2
0,2

H(K):{ngHl(Q)Q:@z(g@l,gpg),gpizosurl"luf‘L pouri:1,2},

LS(Q)—{qeL2(Q):/qux’dz—O}.

V. est un espace de Banach pour la norme

2
2
ol =3 (nvium n 1

81)1‘
0z

=1
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4.4. Analyse asymptotique du probléme

En multipliant (4.2.6) par € et en passant au domaine fixé €2 on montre que le probléme

variationnel est équivalent au probléme suivant

Trouwver u® (t) € K et p° (t) € L2(Q) telle que
}jﬁ(if@»%—Aw>)+e(%t<>% 50) +a (@ 0.5- 7 0)

o, — @) O — 45) ,
—Z g —(3% daz:dz—/Qg 92 —————=~dz'dz

—i—ZZl/Aa(x h(x'),t) (qﬁi(x,h(m’)) — us (2, h(x > )) 1+ VA ()| 2da’+
+ / 245 (2!, h(2'), 1) <<Es (@, () — a5(a, h(z ) )) VI VA (@) Pda’+

w

+f(A) J (@) >Z( . f(t))+a(f3€(t),¢3—a§(t)),v$eK,Vt e [0,7],
(4.4.1)
w(0)=0 (4.4.2)

~ dus  0UE\ 9(¢; — i)
~ [ ~¢ t e t 2 7 J 1 7 d /d
a (@ ,6-w @ lkug%+m) s

2 ou;  ,0u5\ 0 — ) L0005 0(dy — 15)
iz1/glu<32 + € 8xi) dmdz—l—/? € ER 57 dr'dz+

2 dus (¢ — 05)
2 2 3 3 da'd
+J§:1/Q’u6 (8 dz; i 02) dz; T

7o) = [ E[s

o, — 5‘ dx’.

et

4.4.2 Estimation a priori sur la vitesse

Nous essayons maintenant d’étudier les estimations & priori sur 4°. Pour cela nous avons
besoin d’établir les inégalités ([14]) suivantes :

Inégalité de Korn

H IV O g < alus (£), 0 (1)) + pC(T5) [ |uf (1)2dr (4.4.3)

Iy
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4.4. Analyse asymptotique du probléme

ou
0 0
) = 2| ——he (1 _— pEl2 )
c(r9) ||8x2h |le@)( +H8x1h |16@))

Supposons qu’il y a une condition supplémentaire appliquée sur le bord supérieur I'] ([22])

comme suit

pC(Iy) < I°. (4.4.4)
Donc l'inégalité (4.4.3) implique que
plIVeE ()llog < alu®(),w (1) + 1 . us(t)[*dr (4.4.5)
i
Inégalité de Poincaré
[u (£)]]5 g < 2h <2 IVuE (8)[[f e + 2he s lus(t)[2dr. (4.4.6)

Lemme 4.3.1. On rappelle que 0 < h < h(z') < h, h® (') = eh(2'), V2’ € w, il existe une

constante Cy indépendante de ¢ telle que :

a( WdT) <Gy (Q,h)/ (Ip]” + €% |Vo[*) dz, V¢ € K¢, Ve €]0,1]. (4.4.7)
rs Qe

Preuve. Soit 0 < z < h® (z'), on a

he(z')
o2 h(2) = (2, 2) + / Z(g (2, 0) de.

Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on voit que :

he(z')
|6 (2, 1" ()" < 2|¢ (o, 2)[" + 2h° (96’)/ 3 (@ 0)] db,
0
nous intégrons par rapport a z de 0 & h° (2’), on obtient
2, 1) : s [M 0
E@ o wf <2 [ ot ol ar2me)? [ %o a
0 0

En multipliant I'inéquation précédente par \/ 1+ |Vhe (2 )\2 puis en intégrant par rapport

a a2’ sur w, on trouve

sh/]gb o he () \/1—i-|Vh€ (z)|*dx’
hE
< o1 Dl (// 50t e’ + () //
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4.4. Analyse asymptotique du probléme

pour 0 < € < 1, on voit que
o dr < Co [ (o + Vo) do
re Qs

ol

Co== (14 (®)7) 1+ IDunI,

Iblw

d'ott (4.4.7).0

Théoréme 4.3.1. Supposons que les hypothéses du théoréme 4.3.1 sont vérifiées, de plus

supposons que la fonction h® vérifie Uhypothése (4.4.4), alors, il existe deux constantes A et

B indépendantes de € telle que :

rloa | 0
'Uf > )
i d : (¢ d
/ ’ )]t lem Ol s [ |5 5o s
2 0 ,
(s) ds + (5) ds + ||e%ug (t)|l5.q < A,
=1 axa 0.2 N 0,2 .
2 ~, 2 ~, 2 2
82 5 aue 82
Z:: / H oz0t | o X T e Y, (9:1:1875( I
2 ~¢ 2 ~ 2
0*us (92 H au
2t d d —2(t < B.
2 0/ “omor |, © )| oz0n ) R (T o o

Preuve. Soit u® la solution du probléme (4.2.7), donc

<% (t),u (t)) +a (us(t), uf (1) + I° . [us(t) " dr < (8815 Q ’¢) i
(fE; ¢); VQb € Kgiv

Fa (u(t), 6) + za/ (). bdr + JH(6) + (F5, e (£)) —

€

d’ou
Ld o2 0 o . Y du
57 14= Dllo.g- + alu(), us(¢)) +1 . [us (t)["dr < ( 5 (t%cb) +
+a(us(t),d) +1° [ u(t).odr + J*(¢) + (f°(t),us (t)) — (f°(t), b).

I
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4.4. Analyse asymptotique du probléme

En intégrant en temps pour s € [0,¢], on a

E ||us (t) 3’95 + /a(ua(s),ua(s))ds + ¢ ( . PROIE dT) ds <

+/t (%(SW) d3+/ (u(s), & ds+l6/ (/F u (s ¢d7> ds +TJ(¢)+  (44.10)

t

) |
a(u, ¢) Slia(u yut) + 5a(,9) (4.4.11)
< ia(ua,ua) + HV¢H§,96 )
/ ou®
ds = (uf
o/<at (s)mzﬁ) s = (u(1),9) (4.4.12)
1 2 2
S L_l HUE<t>H0’Qs + H¢“O,QE ’

et en utilisant 'inégalité (4.4.6), on obtient

t

/ (f(s), u(s))ds]| < / 17 (). 145(5)ll e s

< / (176 g (27" nw<>ums) ds + / (IRCIS (2ﬁe>%uu6<s>uo,ri)d8

Iu 2€2h 6 4h€ s
< & L1906 e ds + / Il s+ / o (9 Hf Sl
0
(4.4.13)
et
/ 2227 | l ohe |
S ILL € € i} € €
- [ (s 01 < TE IVl g dst 2 [ 176 dst T Nl [ 157 s
0 0 0
(4.4.14)
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De (4.4.11) — (4.4.14), I'inégalité (4.4.10) devient

t t
1 1 3¢ 1
310 Ol + 5 [atur(sur(s)ds + 2 [ 1ur(o) s ds < 5 o Ol +

0 0

/ 5 9
M 3 g
lolier + 4 [ V0 e ds + JTu Vol + T ol + (4415)
0

_ o t
6h 4h
+TJ* () + (7 + 7) 52/ 172 ()15 e ls-
0

On utilise 'inégalité de Korn (4.4.5) dans le membre a gauche de (4.4.15) et d’une réduction

de certains termes, on trouve

t t
1 1> /JL £ l€ 1>
1 O+ 5 [ 1Vl qrds+ 5 [ 10(0)e ds <
0 0
9
. 4
— —2
6h 4h
-Wf@+<[+7)§/wwmmw.
0

Pour ¢ quelconque dans |0, T, en multipliant (4.4.16) par ¢ et nous choisissons ¢ = G© (t).

)
16l 0 + 3T IVSIG 0 + 3T 19110, (4.4.16)

Pour estimer les termes ||G* (1)|)2 re et J¢(G*), on utilise le lemme 4.4.1 :

€ . |GE ()P dr < Co(Q,h) /QE (lG° ) + 2| VGe (t)|2) dx

Co (9, h)/Q <(€;(t) 2) dz

~ 112
VGHO,Q'

IN

‘L ‘V@(t)

IVG g <

et de la remarque 4.2.1 de la Lipschitzienne de J ,on a

e (GF) < T (@)

k

1/2

IN

@l :

1,0

M (Q) Hé

Hoo,w
L’utilisation de ces trois derniéres inégalités et si on passe au domaine fixe €2 dans le membre

de droite dans (4.4.16), nous obtenons une constante A indépendante de ¢ telle que

t t
{1 @+ 0 [ 1906 e ds | T 105y s < 4 (1.4.17)
0 0

86



4.4. Analyse asymptotique du probléme

avec

- L A

(ll]
Loo(o,T,L2(Q)3) L>°(0,T,L2(€2)3) 4 L (0,T,H'(Q)3)

A _ 6h  AR2\ ||~ 2
+T|w|1/2HkH M(Q)HGH 2L e .
oo,w L= (0,T,H(Q)3) l v L2(0,T,12(Q2)3)

En passant d’estimation (4.4.17) au domaine fixe 2, on trouve (4.4.8).

)

ou
Maintenant, en dérivant (4.3.1) en ¢ et on prend ¢ = —=(¢)

ot
0ug ous ous ous ous 2
9 q 9 ¢ € ¢
( g5 (1) (t)> +a ( 5 (1) (t)) +1 | 5. (®)

+ <(Jg)” (ug(t)) ,%(t» = (0(;: (1), a;g (t))

oug
et comme <(J§)” (ué(t)) ,a—;(t)> > 0, en intégrant en temps pour s € [0, ]

t
ous 2 0 0 0
1‘ ) +/a<;<<s>, U )dsw/‘ ol s <
00/ (4.4.18)
au t 8f€ 5 )
¢
0 ds
o), JO"

On utilise I'inégalité de Poincaré pour " et 'inégalité de Young pour majore le deuxiéme

terme du deuxiéme membre de (4.4.18), on a donc
2 Fofous 0 l
U 5y, Ze -
| +/a(at<8> at“)dsu/(/e
/ 0uc 2 452h / %) fE 2h5 / 0 fs s
0.0¢ 3l5 0.05
(4.4.19)
Par I'inégalité de Korn, on déduit de l'inégalité (4.4.5) et (4.4.19) que
27 o
/ (s) ds + —/
0,0¢
452h /H@f6 2h5/H8f5
Qe 3¢

a I3
;C (0). De (4.3.1) et (4.3.2), on a

€ 2
8u<

out
¢
5 (t)

ot ©) 0.0

+

()

3u§
ot

auc 8uz 2

5

+

1
-2

(4.4.20)

Nous devons estimer
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(55016) = (F0.0) voe K5,

on utilise les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Poincaré puis le lemme 4.4.1, respective-

ment, comme suit

(f5(0),¢) < 172 (0)llo.z I9llo.0c
< V2eh || £ (0)llg.0: 0lly,0- + V2R (| F2(0)llo0- 10llo rs
< V2eh || £2(0)[lg e 16lly.0- + V2RCo (2, ) [ £2(0)]] 6], -

Alors

(52000)| < (VER IOl + Col.0) VIR LSOl +) ol (4421

_1}\-5

En utilisant le fait que &2 HfEHaQE =c

2
. Donc, en multipliant I'inégalité (4.4.21)

0,0

par £3 avec ¢ € 10, 1], il vient que

out
¢
5 (0)

Nl

co (4.4.22)

)

IN

ot o= \/ﬁ‘ fe(())Hm + Gy (2,h) V2R

De (4.4.20), (4.4.22) et par passage a la limite inférieure en ¢, on trouve

t
l€

ds + — /

el e/ [l o, ( s

2€2h /H@fE 2ha€/H8f6
0 3l

En multipliant maintenant (4.4.23) par €3, on obtient

Lt
[
/H dS—FEE (/1“5

ol B est une constante qui ne dépend pas de ¢, b = min(1, y, i) , Q=10,T[x Qet

ﬁ(O)H o (ne dépend pas de €).
0,

ous

8u
5 (5)

ot

S

2 1
d7'> ds < 5005’3+

(4.4.23)

out

8u
5 ()

5 8

2
d7‘> ds < B (4.4.24)

12
ofe
ot

12
afe
ot

30

L*(Q) L*(Q)
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Donc (4.4.9) découle de (4.4.24). O
Théoréme 4.3.2. Sous les hypothéses des théoréemes 4.3.1. On a

2
Z 145 |22 (@) + lletsllr2@) < 4, (4.4.25)
=1
2 —~,
ou;
Z ||€ ||L2(Q + ||e? (4.4.26)
=1

Preuve. Nous appliquons 'inégalité (4.14) dans 'estimation (4.4.17), puis dans 'estimation

(4.4.24), on trouve
t
@ ds < A,
0

¢
/‘&LE
€
0

ds < B.
ot ), o %
En passant au domaine fixe 2 de ces inégalités on obtient (4.4.25) et (4.4.26). O

4.4.3 Estimation a priori sur la pression

Théoréme 4.3.3. Sous les hypothéses des théorémes 4.5.1, il existe une constante C

idépendante de ¢ telle que

Ip .
H(‘?i | c20,mm-1() < C, fori=1,2, (4.4.27)
op°
| 95 le2erm-1@) <Ce. (4.4.28)

Preuve. Soient 4° et p° des solutions du probléeme (4.4.1) — (4.4.2), alors si on prend

¢ =0 (t) + € avec € = (£,0,0) € HL (Q)*, on trouve

op / aul dug 6@; x*« .,
<
/Qamlgdar dz<e ( ) + E / [5 i (8% . (1) o, —dz'dz+

dug 9] 0 .
[ (2 0%5) 0K~ (F0.6), e o

En intégrant cette inéquation en temps pour s € [0,¢] et en utilisant l'inégalité de Holder

puis de lestimation (4.4.8) et (4.4.26), on trouve la majoration suivante
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/( axl“ <“>dx)d8<B /Ilé )2, ds |+

0
. 1

ZMA [ 15 912 i /H%Hi,g +e /Hs<s>uigds
0 0

0

N[

D=

D’autre part, en remplagant £ par —¢, on obtient

(9]35
<
‘/ e (x,8)¢(x, s)da:) ds| < B /H/f )2, +

ZMA /|| o] /|| te /||s<s>||iﬂds ,
o

on déduit que ’application :

N[

N|=

op*

- L20, T, H (Q R
81’1’ (770())—> )

¢ — [([Zotni)a

8p est une fonction dans le dual de I'espace L?(0, T, Hj (Q2)).
x1

Ce qui prouve (4.4.27) pour i = 1. Nous choisissons b= aF (t)+&,€ = (0,&,0) pour prouver

est linéaire et continue, donc

le cas i = 2. De méme pour obtenir (4.4.28), on choisit ¢ = a° (t) + £,€ = (0,0,€), puis en

intégrant en temps pour s € [0, ], on déduit

o8 ;

ous

L eras < (R 0.6) + [ GRS

2 0 D)
Zl/glugz (528,;3 -+ az) 85 dr'dz — (fs (t),§> 7 Vi € [O,T]

ce qui implique

dx'dz+

/<€ 7 s)> ds| < Bl|gl 20,1+
0

2
MA (Z 8$J ||L2(Q) | ||L2(Q)) + CHSHLQ(O.’T’Hl(Q))' D

Jj=1
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4.5 Reésultat de convergence et probléme limite

Théoréme 4.5.1. Sous les hypothéses des lemmes (4.4.1)-(4.4.3), il existe u* = (uj,u}) €
L*(0,T,V,) et p* € L*(0,T,L3(2)) tels que

OUE
i = ufy et 0, =12 faiblement dans L(0,T, V., (4.5.1)
ou; o

66—;2 —0, 82—6%-”8@75 — 0, i,j = 1,2 faiblement dans L*(0,T, L*(2)), (4.5.2)

aAa
€ ;3 — 0, faiblement dans L*(0,T,L*()), (4.5.3)

2

aAE 82 ~E
628&2;‘ — 0, 53—ax:§’t — 0, i = 1,2 faiblement dans L*(0,T,L*(Q)), (4.5.4)

a’\é

ety — 0, 52% — 0 faiblement dans L*(0,T, L*(2)), (4.5.5)
p° — p*, faiblement dans L*(0,T,L*(Q)). (4.5.6)

Preuve. On déduit de (4.4.25) que la suite (a5, 5). est bornée dans L* (0.7,V,), ceci
implique l'existence de (uj,u3) tel que (uf,us3). converge faiblement vers (uj,u}) dans

12(0,T, V). o
oui 7 gau;
ot ot

converge vers une limite (I1,l5), mais, il vient de (4.4.25) que la suite (euf,eu;). converge
fort vers (0,0) dans L? (0.T,V,), de sorte que (I,1l5) = (0,0).
Gréace aux (4.4.25), (4.4.26) et (4.5.1), on trouve (4.5.2).

est borné dans L? (0.7, V,) et

De méme, par conséquent, de (4.4.26), on a (5

Par les convergences de (4.5.2) et le fait que div(4®) = 0 , on obtient (4.5.3) , i.e

B1ig 2. ois
5822—25 '40.

De (4.4.25), on trouve [leusllo o < A , et d’aprés (4.4.8) on obtient la premiére convergence
dans (4.5.4), aussi la deuxiéme convergence découle de (4.4.9) et (4.4.26).

Pour d’obtenir (4.5.5), on utilise 'estimation [|eusl[q < A et le fait que div (a°) = 0, on
trouve la convergence faible de (¢u3), vers 0, et la deuxiéme convergence est claire & partir

de (4.4.26).
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7€

0
11 vient de (4.4.26) que la suite <52 5;3> est borné dans L?(0.T,V,), et par la suite

converge vers une limite 6, d’autre part on a i — 0, cela implique que 245 — 0, on

trouve donc 6 = 0.

Pour démontrer (4.5.6), on utilise (4.4.27), (4.4.28) et l'inégalité suivante :

15 Ol < 5 (195 Ol + [ 57 )z,
Ce qui montre qu’il existe une sous suite extraire p° qui converge faiblement vers p* dans
L2(0,T, L*(Q)). O
Remarque 4.5.1. Pour ¢t € |0,7[. On a [19]

pr (2!, 2, t) = p (2, t), V(2 2) € Q,

o) (i m), 0 2 s n@), 0 2
[ren( - o

w 4.5.7)
* (! aul auZ ! _ (
+/Qp (2',1) (8:171 + 83:2) (t)da'dz = 0.

Théoréme 4.5.2. Avec les mémes hypothéses du théoréme 4.5.1, la solution limite (u*, p* ) vérifie

les formules suivantes

our 0 , oh
Z;/Q’“‘az (1) o (0 - d:cdz—Z/ (& 00, B
—Z/ x t de’d —I—Zl/ ), t) [&Sl(x',h(x’)) —ur (2 h(2),t))]| da’

+J<> >Z/f, w (t)de'dz | Vo € TI(K),Vt €]0,T],
u*(2',2,0) =0,
(4.5.8)
ot
II(K) = {5: (&17&2) e H'(Q)*: 3&3 tel que ¢ = (&1,@7&3) S K} ;
- 82*—]‘3((‘,)— 0 “(t), i =1,2, dans L*(Q) (4.5.9)
u@zQ 2 8xlp ) — 4 . .

Preuve. Dans l'inégalité variationnelle (4.4.1), on passe tous les termes non linéaires a
la droite et les termes linéaires & gauche, puis, on applique la limite sur la droite et la

limite inférieurement a gauche, en utilisant les résultats de convergence (4.5.1) — (4.5.6)
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et la formule (4.5.7), on obtient donc (4.5.8). Avec le choix de la fonction test : ¢; =
ur () + 1, ; € HE (Q) pour i = 1,2, on obtient facilement (4.5.9).
Conclusion.

Jusqu’ici, nous avons apporté les parameétres essentiels du modele limite de notre prob-
leme, il ne nous reste donc qu’a chercher une équation de type Reynolds d’'une autre formule
de I’équation (4.5.9), ainsi nous récupérons des conditions aux limites que nous avons deja
mises dans le probléme initial. Comme références [15, 22, 32] pour le choix des fonctions

test, nous avons

,u‘@(x’,o,t)‘ <k=u(2,0,t) =s

o ) . (4.5.10)
% (2,0,0)] = k=38 > 0; w* (¢/,0,t) = s+ A= (,0,1)
b (o h(z")
ﬁu* (',0,t) — p / u* (2!, y,t) dy+
: ’ (4.5.11)
h (2 ~ /o h(z 3
+ (2 )Mu*(l‘/7h(x/)’t>:F<f’Q>_{_%vp*(t)

Vo' e w, Vtel0,T],

ot F dépend seulement de f et de €.
Il convient de noter que dans le cas dynamique nous avons aussi prouvé 'unicité des solu-
tions (u*, p*) du probléme limite (4.5.8)-(4.5.11). Et ceci veut dire certainement que notre

probléme est bien défini.
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Résumé. Dans cette thése, nous avons étudié I'analyse asymptotique des solutions de
guel ques problemes aux limites modéisant |e comportement des fluides non Newtoniens ou de
I'élasticité. Cette étude se fait dans des domaines bornés homogenes et non homogenes en
dimension trois avec des conditions de frottement non linéaires sur le bord. Tout d'abord,
nous avons énoncé la formulation variationnelle des problémes mécaniques. Ensuite, nous
avons montré les principaux résultats concernant les convergences lorsque I’épaisseur tend
vers zéro. Dans ce dernier cas, une équation de Reynolds spécifique associée a des inégalités
variationnelles est obtenue pour chaque probléme.

Mots clés. Conditions aux limites, Condition de transmission, Corps éastiques, Contact sans
frottement, Equation de Reynolds, Fluide de Bingham, Frottement de Tresca, Stokes.

Abstract. In this thesis, we have studied the asymptotic analysis of the solutions of some
boundary problems modeling the behavior of non-Newtonian fluids or elasticity. This study is
carried in homogeneous and non-homogeneous bounded domains in three dimension with
nonlinear friction conditions on the edge. Firstly, we derive the variational formulation of the
mechanical problems. Then we showed the main results concerning some convergences
when the thickness tends to zero. In thislatter case, a specific Reynolds equation associated
with variational inequalitiesis obtained for each problem.

KeyWords. Boundary conditions, Elastic bodies, Frictionless contact, Reynolds equation,
Bingham fluid, Tresca law, Stokes, Transmission conditions.
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