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Résumé :

L’objectif principal de ce travail est I’¢laboration d’une loi de commande stabilisante
pour une catégorie des systémes mécaniques sous actionnés (SMSA), en présence des
incertitudes paramétriques et des perturbations.

En tant qu’une commande robuste, la commande par mode glissant d’ordre un
(MGOL1) a été appliquée a ces systeémes, malheureusement 1’effet de broutement généré par
cette commande et qui affecte pratiquement les actionneurs du systéme, limite son utilisation.

La premicre solution proposée dans ce travail est d’utiliser les modes glissants d’ordre
deux (MGO2). Cette derniére a permis de diminuer I’effet de broutement mais elle présente
certaine sensibilité¢ aux perturbations.

Une autre alternative a été exploitée, qui consiste a utiliser 1’observateur par mode
glissant (OMG), cette technique a permis d’estimer les états du systéme et de répondre aux
problémes de perturbations et de broutement.

Mots Clés : Mode glissant d’ordre un, mode glissant d’ordre deux, observateur,
stabilité, robustesse, systémes mécaniques sous actionnés.

Abstract:

The main objective of this work is the elaboration of a stabilizing control law, for a
category of mechanical underactuated systems, in the presence of parametric uncertainties and
disturbances.

As a robust control, the first order sliding mode control has been applied to these
systems, unfortunately the chattering effect generated by this control which affects practically
the actuators of the system, limits its use.

The first solution proposed in this work is to use the second order sliding modes
control. This latter has reduced the chattering effect, but has some sensitivity to disturbances.

Another alternative has been exploited, which consists of using the sliding mode
observer, this technique has allowed to estimate the states of the system and to respond to
disturbance and chattering problems.

Key Words: First order sliding mode, second order sliding mode, observer, stability,
robustness, underactuated systems.
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Introduction Générale

INTRODUCTION GENERALE

1. Problématique des systemes mécaniques sous actionnés (SMSA)

Le développement technologique a conduit a la réalisation des systémes de plus en plus
complexes et hautement non lin€aires. Pendant les derniéres décennies, 1’analyse et la commande
des systemes mécaniques non lin€aires ont attiré beaucoup d’attention, spécialement dans les
domaines de robotique, d’automatisation et de la commande. Les systémes mécaniques sont des
systémes qui font partie de I’'univers physique et qui sont construits par I’étre humain, ces derniers
servent a réaliser des taches sous I’ordre d’un systéme de commande approprié et sous I’influence

de ’environnement.

Le but de répondre aux besoins de 1I’€tre humain et la recherche de les satisfaire, afin d’avoir
une qualit¢ de vie meilleur, ont poussé les chercheurs de faire des études approfondies et de

développer différentes théories de commande applicables sur les systemes mécaniques.

Puisque les systémes mécaniques sont de nature non linéaire, les scientifiques ont pensé d’abord a
approcher leur comportement par des modeles linéaires. L’automatique moderne dispose d’un
ensemble d’outils bien maitrisés pour ’analyse et la commande de ces systémes, cependant cette
approximation linéaire n’est valable que dans un domaine de fonctionnement limité, a grand échelle
des systetmes mécaniques (en robotique par exemple), cette approximation perd toute sa
signification, ce qui exige de trouver d’autres solutions tout en gardant la nature non linéaire du
systeme. L’analyse et la commande de ces systémes ne sont pas des taches faciles, la plupart des
travaux dans la littérature proposent des méthodes limitées a des formes bien particulieres, c’est-a-
dire que ces techniques ne sont pas généralisées. En effet, afin de faciliter I’é¢tude de tels systémes,
de nombreuses hypothéses sur la structure, la commandabilité et 1’observabilité du systéme sont

utilisées.

Principalement, les applications en robotique, en automobile et en automatique, sont des
sources essentielles qui motivent 1’analyse et la commande d’une catégorie des systémes
mécaniques non linéaires importants, connus sous le nom « systémes mécaniques sous actionnés »

(SMSA).



Introduction Générale

Les SMSA, sont des systémes mécaniques non linéaires avec un nombre d’actionneurs
indépendants moins que le nombre de degrés de liberté a contrdler. Dans les dernicres années, il y a
eu un intérét majeur dans le développement des stratégies de commande stabilisantes pour ces
systemes, et des algorithmes sous actionnés, pour des systemes mécaniques qui peuvent étre sous

actionnés par conception, ou par un échec de I’un de ces actionneurs.

La restriction sur le nombre d’actionneurs rend la commande de ces systemes plus difficile.
Le caractere de sous actionnement provient de plusieurs raisons, soit la dynamique de ces systémes
est sous actionnée, comme les avions, les hélicopteres, les sous-marins, ...etc. Soit ce caracteére est
da par conception, puisque les actionneurs sont chers et parfois trés lourds, par conséquent ils sont
¢évités dans la conception des systeémes, comme dans les robots a articulations flexibles, et dans les
spacecrafts ou le poids d’équipement est limité. Soit dii a une défaillance d’actionneurs, ou la
solution matérielle aux échecs d’actionneurs peut €tre atteinte en équipant le systéme par des
actionneurs redondants, la solution logicielle est d’autre part une alternative de réduction du cout et
du poids, puisqu’elle consiste a changer la loi de commande qui contrdle le systéme en utilisant
seulement le reste d’actionneurs, quand 1’échec est détecté, donc la solution logicielle est plus
économique que la solution matérielle, ce qui est important dans les applications robotique,
spatiales et marines. Une autre raison, c’est que le sous actionnement est imposé artificiellement,
pour créer des SMSA d’ordre faible, afin de simplifier la tache des chercheurs dans 1’étude des
SMSA. Ces systemes d’ordre faible sont des banchmarks académiques, tels que le pendule inversé

sur chariot, le pendubot, I’arobot, la balle et la poutre, ...etc.

La commande des SMSA est en constante évolution depuis plusieurs années, mais la
complexité de ces derniers (non linéarité et sous actionnement) rend la tache de 1’élaboration et le
développement d’une commande pour I’ensemble de ces systemes un peu difficile, et s’effectue
plus lentement, en plus les résultats qui sont établis pour les systémes non linéaires ne sont pas

directement applicables au cas des SMSA.

Certains chercheurs sont arrivés a classifier les SMSA selon des propriétés structurelles et
dynamiques, ce travail difficile non seulement a mené a créer un nombre important de classes, mais

certaines classes comportent un seul SMSA, ce qui exige a les étudier cas par cas.

Les SMSA destinés aux applications dans les laboratoires (banchmarks), font 1’objet
d’¢tudes approfondies et une source de connaissance qui permet de développer de plus en plus de
nouvelles techniques de commande, pour cette raison cette catégorie de SMSA est de grande

importance, et I’é¢tude de I’ensemble de tous les SMSA repose sur cette dernicre.
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La difficulté et l'intérét de la commande des SMSA ont permis d’avoir des études
exploitables, riches et fructueuses en théorie et en pratique, mais ¢a reste encore une porte ouverte a

des nouvelles recherches.
2. Etatdel'art sur la commande des SMSA

La recherche dans le domaine des SMSA est beaucoup plus concentrée sur I’obtention des
stratégies de commande et de nouvelles algorithmes plus développés et applicables sur tout
I’ensemble de ce type de systemes. Cette recherche a connu une évolution depuis 1’apparition de la
notion du Lagrangien, jusqu’a nos jours, car 'intérét de simplifier et d’unifier la structure sur
laquelle I’application d’'une commande appropriée pourra atteindre 1’objectif, reste encore une tache

difficile a accomplir.

Plusieurs méthodes de contrdle ont été appliquées aux SMSA, parmi les travaux les plus
essentiels on trouve ceux basés sur 1’énergie, ou ces méthodes de commande sont appliquées sur le
pendule inversé sur chariot [12], le pendubot [75], I’acrobot [45, 76], le pendule rotationnel [4],
cette technique de commande standard, repose sur le balancement du systéme d’une position initiale
arbitraire, pour 1’amener aux voisinages de domaine de linéarité, et afin d’atteindre une
configuration d’équilibre, une commande linéaire telles que le régulateur LQR et placement de pole
sont appliquées. Ces derniers exemples sont inspirés principalement de la structure d’un étre
humain, dont 1’objectif est d’étendre 1’ensemble des théories développées a une structure plus
complexe. En utilisant ces méthodes I’objectif de commande est achevé pour plusieurs exemples,

mais malheureusement, il n’y pas une analyse de stabilité qui généralise et garantie cet objectif.

D’autres méthodes basées sur la passivité ont été¢ appliquées aux SMSA de type pendulaire,
ces méthodes reposent aussi principalement sur le balancement de la structure, afin de 1’amener
dans ce cas a une orbite homocline, et puis utiliser une commande linéaire. Cependant cette
technique a été appliquée sur des exemples spéciaux de systémes pendulaires. Dans la littérature on
trouve le travail de Fantouni [16], celui de Spong [77]. D’autres chercheurs ont exploité la
technique de passivité mais aprés avoir transformé le systeme a la forme en cascade, comme dans le
travail de Jankovie et Sepulchre [67] ou leur systéme d’application est le systtme TORA
(Translated Oscillator Rotational Actuator) ou encore le travail de Kolesnichenko [37].
L’inconvénient de cette méthode est la restriction de domaine d’application, en plus on ne trouve
pas de prototypes réels qui utilisent cette technique. Similaire aux méthodes basées sur 1’énergie,

cette technique aussi ne possede pas une analyse et une preuve de stabilité.
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Le besoin de créer des algorithmes sous actionnés, s’est pos¢ dans plusieurs situations
pratiques, notamment la stabilisation et la poursuite des trajectoires pour les navires et les véhicules
sous-marins, ou ces systémes peuvent €tre sous actionnés en raison de 1’échec d’actionneurs.
Plusieurs recherches ont été effectuées, précisément la stabilisation exponentielle présentée par
Raynoglu [61] ou il a utilis¢é une commande par retour d’état discontinue invariante dans le temps,
pour la stabilisation asymptotique d’une surface d’un navire utilisant deux propulseurs
indépendants. Le Travail présent¢ dans [59] qui a utilisé une transformation appropriée des
coordonnées pour des systemes linéaires variant dans le temps. Le travail de Pettersen et Egelend
[60], qui ont proposé une commande par retour d’état variant dans le temps, pour la stabilisation
asymptotique des deux modeles : dynamique et cinématique d’un véhicule sous-marin. La méthode
du backstepping a été considérée comme étant un outil efficace pour la stabilisation globale des
véhicules sous-marins avec un nombre de degrés de liberté minimal. Récemment cette technique a
été largement appliquée pour commander des bateaux, plusieurs travaux ont entamé le probleme de
stabilisation et de poursuite comme ceux trouvés dans [26]. Les commandes par mode glissant
d’ordre un (MGO1) et d’ordre deux (MGQO?2) ont été aussi exploitées, en raison de leur robustesse,

comme dans les travaux [14, 46, 88].

Le VTOL (Vertical take Off and Landing) aircraft, est un systéme sous actionné qui a été
étudié et pris en compte lors de sa propriété de non minimum de phase, il a été utilis¢é comme un
banc d’essai pour différentes méthodes de stabilisation et de poursuite de trajectoire [S4]. On peut
citer quelques exemples des travaux les plus attirants, comme celui de Fantouni et Hauser, ils ont
présenté leur travail sur ce type de systémes dans [18, 30]. Une performance de suivi des sorties et
de la robustesse par rapport aux incertitudes des paramétres systéme et les perturbations externes
sont examinés et étudi¢s, comme dans le travail de Y.J. Huang et al. [33]. Le travail de Minh-Duc
Hua et al. [32] ont proposé d’utiliser une nouvelle commande par retour d’état non linéaire qui
permet aussi de compenser les erreurs de modélisation et les perturbations. On trouve aussi le

travail de [66] qui propose une commande en cascade pour stabiliser 1’équilibre du systéme.

Les SMSA non holonomes font 1’objet d’études distinctes, cela est di a la différence de
structures des modeles associés. Du point de vue de I’automaticien, la difficulté pour des systémes
non holonomes se situe au niveau du modele cinématique, alors que celle des SMSA est liée a leurs
dynamiques. Pour certaines catégories de SMSA, I’absence d’actionneurs se traduit par la présence
de contraintes non holonomes du second ordre. Parmi les travaux dans de ce contexte, il y a ceux

dans [51, 54, 55].
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Dans ce travail, on s’intéresse a la commande des SMSA d’ordre deux, il y a presque une
vingtaine d’années que cette catégorie de systémes a connu une grande importance, parce que ces
derniers sont destinés aux applications des laboratoires, et représentent un point d’extension et une
base pour la commande des SMSA d’ordre élevé. Plusieurs méthodes de commande non linéaire
traditionnelles ne sont pas directement applicables pour le contrdle de cette catégorie des SMSA.
Au cours des années récentes, plusieurs méthodes basées sur la technique du backstepping, la
commande adaptative, le mode glissant, la commande floue et les réseaux de neurones, ont été

développées.

On peut citer quelques travaux essentiels, comme celui de Olfati Saber [54], ou il a utilisé la
méthode de backstepping, aprés avoir fait un changement de coordonnées afin d’avoir la forme
triangulaire, exigée par cette méthode. Et le travail de A. Choukchou [11], ou la méthode de
backstepping a été utilis€¢ pour la structure chaine des SMSA ainsi que pour une catégorie de la
structure arbre transformée a une structure chaine. Les controleurs a base de la logique floue est
une alternative attractive, ces derniers sont différents des autres contrdleurs parce qu’ils peuvent
travailler sans équations dynamiques explicites, ce qui est un avantage pour les systémes qui
possédent des modéeles incertains, mais 'utilisation de cette commande nécessite la détermination
des fonctions d’appartenance par un expert. L’application d’un controleur flou a un systéme sous
actionné a été introduite depuis plusieurs années, comme dans les travaux de [25, 72, 80], une
combinaison avec la commande adaptative a été traitée comme dans [25]. La commande par
réseaux de neurones a été aussi abordée et appliquée aux SMSA, parmi les travaux on trouve [85,

87].

Dans les travaux ou la méthode de backstepping a été exploitée , les auteurs ont mentionnés
que cette procédure donne des expressions de commande trés compliquées, pour autant d’autres
chercheurs préféraient d’utiliser la commande par mode glissant (CMG) qui est une commande
facile et robuste par rapport aux incertitudes paramétriques et aux perturbations. Plusieurs études
ont ¢été faites utilisant cette commande et principalement pour les SMSA d’ordre deux, comme dans

le travail de Rong Xu [86], de Wang [84] et de [91].

D’autres travaux portent sur la combinaison de plusieurs techniques tels la commande
adaptative floue, les réseaux de neurones, le backstepping, la commande optimale, avec la
commande par mode glissant, afin d’exploiter leurs avantages, comme dans [1, 48, 53, 57]. Des
recherches concernant la commande par mode glissant d’ordre supérieur (MGOS), comme dans [62,

63] ont été aussi réalisées, afin de diminuer 1’effet de broutement. Une autre alternative des

5
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commandes robustes est la commande synergétique, elle a été également utilisée afin d’éviter le

probléme de broutement des modes glissants, comme dans les travaux [92, 93, 94].

Le systéme bille sur rail est un SMSA d’ordre deux, mais vu sa complexité plusieurs chercheurs ont
concentré leurs études sur cet exemple, parmi leurs travaux : ceux de Hauser et al [31], qui utilisent
les méthodes de lin€arisation approximative, de Teel [78], qui utilise les méthodes de saturation
pour la stabilisation des systémes en cascade en la forme feedforward. Ainsi le travail de Teel et
Praly [79] qui ont étudié la stabilisation par retour de sortie. On trouve aussi le travail de [67] ou la
stabilisation de systéme a été achevée par la construction des fonctions de Lyapunov. Les théorémes
de MG et de la commande adaptative floue (CAF) ont été exploités pour la synthése d’une

commande robuste dans le travail de Yeong-Hwa Chang [10].
3. Objectifs de la these
Les objectifs de la thése s’articulent autour des points suivants :

- Présenter les différentes classes de systémes mécaniques sous actionnés (SMSA) d’ordre
deux, déja étudiés et exposés dans la littérature, ainsi que leurs propriétés.

- Exposer deux structures de commande par mode glissant pour une classe des SMSA d’ordre
deux.

- Traiter le probléme de broutement (chattering) en utilisant le MGO2.

- Déterminer une loi de commande en utilisant I’observateur par mode glissant (OMG), afin
de stabiliser le systeme, d’estimer ses états et de réduire le phénomeéne de broutement

(chattering).

4. Contenu des chapitres

Ce manuscrit comporte quatre chapitres en plus de cette introduction, qui sont structurés comme

suit :
Chapitre I : Systemes mécaniques sous actionnés d’ordre deux : Définitions et classification

Au cours de ce chapitre, nous présentons un apercu sur la modélisation des systémes
mécaniques complétement actionnés et SMSA de deuxiéme ordre, qui se base sur le principe du
Lagrangien, ensuite nous donnerons des définitions du concept du sous-actionnement et d’un

systeme non holonome. Par la suite, quelques exemples des SMSA d’ordre deux seront présentés, et
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a la fin du chapitre on présentera les deux classifications des SMSA les plus connues dans la

littérature.
Chapitre II : Commande par mode glissant d’ordre un

Dans ce chapitre, nous présenterons le formalisme classique de la commande par MGOI,
nous proposerons par la suite d’élaborer deux structures de commande par mode glissant dédiées a
la stabilisation globale asymptotique des SMSA d’ordre deux. A travers cette ¢tude des lois de
commande seront développées et une analyse de stabilité basée sur le principe de Lyapunov sera
donnée. La robustesse des techniques proposées sera illustrée par des exemples, a la fin de ce

chapitre.
Chapitre III : Commande par mode glissant d’ordre deux

Dans cette partie, nous donnerons les notions de base et les propriétés de la commande par
MGOS, et précisément les MGO2, vu leur large utilisation par les chercheurs. La commande par
MG travaille directement sur la deuxiéme dérivée ou les dérivées d’ordre supérieur de la surface de
glissement. Ce controleur est connu par sa simplicité et sa précision, mais il nécessite de connaitre
les dérivées de la surface de glissement. Une application a un SMSA d’ordre deux sera proposée a

la fin de ce chapitre.
Chapitre IV : Observateur par mode glissant d’un SMSA d’ordre deux

Dans ce chapitre, nous introduisons un observateur non linéaire par mode glissant, nous
allons présenter sa structure et son analyse, ensuite une étude de cet observateur sera portée sur une
classe des SMSA d’ordre deux, dans le but d’estimer les états du systéme qui seront utilisés pour
¢laborer une loi de commande stabilisable par mode glissant, et afin de réduire 1’effet de broutement
(chattering). Pour montrer la robustesse et les performances de cette stratégie de commande, nous

allons I’appliquer a un exemple de SMSA d’ordre deux.

A la fin de ce manuscrit, nous donnerons une conclusion générale et des perspectives pour les

prochaines recherches.
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CHAPITRE |

SYSTEME SOUS ACTIONNE : DEFINITION ET CLASSIFICATION

I.1 Introduction

La classe de SMSA a fait l'objet de recherches scientifiques actives a cause de leurs
différentes applications dans plusieurs domaines. Le but principal de 1’étude de ces systemes et de
commander certaines variables en paralléle, sachant que les systémes sous actionnés admettent un
nombre de degrés de liberté supérieur au nombre d’actionneurs, ¢’est-a-dire une seule entrée doit
commander plusieurs degrés de liberté simultanément. Le manque d’actionneurs complique la tache

de commande de ce genre de systémes.

Dans ce chapitre, on va présenter un apercu sur la modélisation des systémes mécaniques
complétement actionnés et sous actionnés, en se basant sur le formalisme d’Euler Lagrange. On va
montrer les propriétés structurelles et dynamiques d’'un SMSA, et utilisant ces derniéres une
classification sera donnée. Deux méthodes de classification sont inspirées de la littérature et qui
permettent de trouver une commande appropriée pour chaque classe, sachant la complexité des
SMSA, une classe peut contenir un seul exemple, ce qui traduit I’étude de ces systémes au cas par

cas.

Nous présenterons quelques systémes de cette catégorie, et nous citerons l'intérét et

I’objectif de commande de tels systémes.

1.2 Modélisation des systémes mécaniques completement actionnés

Afin de pouvoir modéliser un systétme mécanique par des équations mathématiques, on
commence par choisir un ensemble de coordonnées permettant de le décrire. Ces coordonnées sont
généralement nommeées coordonnées généralisées. Cette dénomination provient de I’époque ou

’utilisation des coordonnées cartésiennes était la plus naturelle.

L’intérét du choix des coordonnées généralisées réside dans la simplicité de la démarche de
la modélisation puis de I’analyse de ces systémes. Une fois les coordonnées généralisées choisies,

on peut procéder de deux maniéres :
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— Soit on fait une étude des forces agissant sur le systéme, et on applique la seconde loi de la
dynamique de Newton, disant que la somme des forces appliquées est égale a la masse multipliée

par I’accélération.

— Soit on étudie les différentes énergies €changées par le systéme, puis on exprime le

Lagrangien avant d’appliquer la formule d’Euler-Lagrange.
Cette deuxiéme méthode, en général plus simple a mettre en ceuvre, est décrite dans ce qui suit.

Le Lagrangien d'un systéme physique est une fonction importante permettant de décrire les
équations de mouvements des variables dynamiques de ce systéme, ou deux quantités scalaires du

mouvement sont utilisées : 1’énergie cinétique et I’énergie potentielle.

Tout systéme mécanique d’un certain nombre de degrés de liberté, est caractérisé a chaque
instant ¢ par une fonction, définie par les coordonnées et les vitesses généralisées, elle est dite le

Lagrangien L(q, q), et elle exprimée par :
L(g,q) =T -V =24"M(q9)q - V(q) (L1)

ou T est I’énergie cinétique, V est I’énergie potentielle, M est une matrice symétrique et définie
positive, elle représente la matrice d’inertie, et q € Q designe le vecteur de configuration,

appartenant a une variété de configuration n-dimensionnelle.

La modélisation des systémes mécaniques, peut se faire a I’aide des équations d’Euler Lagrange,
c’est un formalisme qui relie les équations d’évolution du systtme mécanique aux forces

appliquées, et il est donné par :

4 0L(q.9) _ 9L(q.9) _
T, e = F@U (1.2)

oulU e R™ et F(q) = (f1(q), f2(q), ....., fm(q)) est la matrice des forces externes.
Le systeme (I.1) est considéré comme un systéme mécanique complétement actionné si :

m = rang(F(q)) = n, ce qui signifie que la matrice F(q) est inversible. Ou d’une autre maniére
on peut dire qu'un systéeme mécanique est complétement actionné si le nombre des entrées de

commande est égal au nombre des variables de configuration.

A T’aide de I’équation (I.2) on peut déduire les équations de mouvement comme suit :
Y mu (@i + X TS a:q; + g (@) = ef F(U, k=1,..,n (L.3)

ot gk (q) = 94,V (q) et Fl-’j (q) sont les symboles de Christoffel, définies par :

10



Chapitre | Systémes sous actionnés : définition et classification

et ey, est la k*®™base standard dans R™.
Passant a la forme vectorielle, on aura :
M(q)j + C(q,9)q + G(q) = F(@U (L5)

Ou C(q, q) est une matrice formée des élémentsc;; = Yz_4 I} jqk- Le terme C(q, ¢)q contient deux
types de termes contenant §;q; appelés termes Centrifuge (i = j) et termes Coriolis (i # j). G(q)

contient le terme de gravité (pour plus de détails voir [73]).

Les systéemes mécaniques complétement actionnés sont linéarisables par un retour d’état exact (ils

ne possedent pas une dynamique des zéros), en appliquant la commande suivante :

U=F(@ *M(@v+Cqqq+G6(Q) (1.6)

En définissant les variables x; = q,x, = ¢, ce qui donne :

)'Cl=x2
x2=v

On obtient un double intégrateur § = v et on peut appliquer les concepts de I’automatique linéaire

classiques. Ceci signifie que le controle des systémes mécaniques complétement actionnés et sans

perturbations ne pose pas de défis en termes de controle [64].

Ou on peut introduire la transformation de Legendre suivante, sachant que M est une matrice
symétrique définie positive (c’est-a-dire inversible):

JaL

p=5= M(q)q (L7)

Les dynamiques du systéeme mécanique représentées dans (1.5), peuvent étre réécrites sous la forme

normale de Legendre suivante :

{ q=M"(qp 18)
p=-G(qQ+C"(q,p)M(Qp+F(@QU
ou C(q,p) = C(q, M~ (@)p).
Choisissant les variables x; = q, x, = p, (1.8) peut étre réécrite comme suit :
{ Xy = M~ (x)x, (19)
Xy = =G (x) + x5 Q(x)x, + F(x)U .

Ou de la forme générale suivante :

11
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x=f(x)+gx)U (1.10)
Qui est un systéme non linéaire affine en la commande avec le vecteur d’état x = [xq, x,]7 .

Les méthodes d’analyse et de commande développées sont applicables a ce type de systémes, qui

sont complétement actionnés.

1.3 Les systemes mécaniques sous actionnés (SMSA)
I.3.1 Définition littérale

Un SMSA est un systéme qui possede moins d'actionneurs de commande que de degrés de
liberté¢ a contrdler. En général les degrés de liberté non actionnés sont contrdlés par des éléments
passifs comme les butés et les ressorts. Cette classe de systémes a fait 1'objet de recherches

scientifiques actives fournies par leurs larges applications dans différentes disciplines.

Un systéme mécanique peut étre sous actionné de plusieurs fagons, la plus évidente est celle
imposée par la dynamique du systéme associé¢ par exemples : avions, hélicopteres, bateaux, sous-
marins, systémes de locomotion sans roues, ou encore par conception dans le but de réduire le poids
et le colit de certaines applications pratiques telles que les satellites et les robots a articulations
flexibles, ou le poids de I’équipement est un facteur trés important pour leur bon fonctionnement.
Le sous actionnement peut étre dérivé lorsqu’il y a un disfonctionnement dans 1’un des actionneurs,
alors le contréleur sous actionné établi peut s’introduire en cas d’urgence afin d’échapper a 1’échec
de tout le systéme. Ou encore imposé artificiellement pour générer des systémes complexes pour un
ordre pas trés ¢€levé, tels que le Pendule Inversé, 1’Acrobot, le Pendubot, le Tora, la Bille sur
rail,...etc. Pour certains systemes sous actionnés, le manque d’actionneurs est souvent interprété
comme des contraintes sur [’accélération c’est a dire comme des contraintes non holonomes du

second ordre [54].
1.3.2 Définition mathématique

On peut définir mathématiquement un systéme sous actionné, comme suit : Un systéme
mécanique controlé associé au vecteur de configuration g € Q et au lagrangien L(q, q) satisfaisant

les équations d’Euler-Lagrange (I1.2) est appelé un systéme mécanique sous actionné si m =
rang(F(q)) < n =dim(q).

D’apres ces définitions, on peut dire que la structure dynamique des SMSA n’est pas linéarisable

par une simple loi par retour d’état [54].

12
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1.4 Les systemes mécaniques sous actionnés non holonomes

Plusieurs SMSA sont sujets a des contraintes non holonomes. En général dans la mécanique
classique, le mouvement d’un systéme non holonome est soumis a des contraintes, qui peuvent

survenir a partir de la structure du mécanisme ou de la fagon dont le systéme est actionné [3].
Pour un systéme mécanique une contrainte est définit par :
¢(@).q=0 (L.11)

ou q représente le vecteur des coordonnées généralisées, I’expression (I.11) est appelée contrainte
non intégrable ou non holonome, si elle ne peut pas étre écrite comme la dérivée du temps d'une

fonction des coordonnées généralisées, et ainsi elle ne peut étre résolue par intégration.

Les contraintes non holonomes sont divisées en deux classes, contraintes non holonomes de premier
ordre et contraintes non holonome du second ordre. Les contraintes du premier ordre sont définies

comme des contraintes sur les coordonnées généralisées et sur les vitesses, elles sont de la forme :
¢(q,q) =0 (1.12)
Les contraintes (I.12) sont non intégrables et issues de la cinématique du systéme.

Et les contraintes du second ordre sont définies comme des contraintes sur les coordonnées

généralisées, sur les vitesses et sur les accélérations. Elles sont de la forme :
$(q,9,4) =0 (1.13)
Les contraintes (I.13) sont non intégrables et survenues de la dynamique du systéme.

Exemplel : On considére le modele d’un systéme non linéaire d’ordre deux, suivant [41] :

)'Cl = sz

%, = —Uxy (1.14)
ou X4, X, sont les états et U I’entrée de commande
Ce mod¢le posséde la contrainte sur les vitesses suivante :
X1%X1 + X%, = 0 (1.15)
La contrainte (I.15) est intégrable, ce qui donne :
%xlz + %x% = constante (1.16)

Donc elle est appelée « contrainte holonome ».

13
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Exemple 2 : soit le systéme suivant [41]:

)'Cl = Uz
i, = U, (L17)
563 = xlUl + szz

La contrainte sur les vitesses est donnée par :
xl.x"z + xz.x"l - .x.'g S O (1.18)
Cependant (I.18) n’est pas intégrable, donc elle est appelée contrainte non holonome.

L’étude des systemes non holonomes et des SMSA est apparente, cela est dii a la différence
de structure de leurs modéles. Du point de vue de 1’automaticien, la difficulté pour des systemes
non holonomes se situe au niveau du modele cinématique (contraintes matérielles), alors que celle
des systémes sous actionnés est li¢ a leurs dynamiques (contraintes non matérielles) [52, 54]. Pour
un SMSA si on rajoute le nombre d’actionneurs manquants, il devient un systéeme complétement
actionné et pourra fonctionner correctement, mais si ce systéme possede des contraintes non
holonomes, le faite de rajouter des actionneurs ne pourra pas toujours résoudre le probléme de

commande.

Exemple 3 : considérant les équations d’un robot mobile sous actionné suivantes [3] :

x = Vcos@
y = Vsinf (1.19)
0=U

ou (x,y,0) sont les coordonnées généralisées, V est la vitesse de déplacement, U est la vitesse

angulaire, et qui représentent les entrées de commande.
Ce systéme est soumis a une contrainte de vitesse non intégrable donnée par :
xsinf — ycosf =0 (1.20)

Ce systeme est sous actionné parce qu’on a trois degrés de liberté et deux entrées. Il posseéde une
contrainte de vitesse empéchant le déplacement dans le sens latéral, il s’en suit qu’en fin de compte,
il n’est possible de commander que deux degrés de liberté tout en disposant toujours de deux

entrées.
Remarque L.1:

Pour certains systémes sous actionnés, 1’absence d’actionneurs se traduit par la présence de

contraintes non holonomes du second ordre.

14
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.5 Exemples des systémes mécaniques sous actionnés d’ordre deux

Dans cette partie, on présentera des exemples trés connus des SMSA d’ordres deux,
comprenant le Pendule Inversé sur Chariot, le Pendubot, I’Acrobot, le Pendule Rotationnel, le
systeme de la Bille sur Rail, le systtme TORA, la Masse Glissante sur Chariot, et le systéme du

Pont Roulant.

Ces exemples sont considérés comme des benchmarks dans la communauté des automaticiens.

I.5.1 Le Pendule Inversé sur Chariot, le Pendule Rotationnel et le Pont Roulant

Le Pendule Invers¢ sur Chariot [76] est un SMSA largement utilisé comme un banc d’essai
pour simuler et implanter les lois de commande non linéaire. Il est présenté sur la figure (I.1), ce
systeme comporte deux ¢léments : un chariot libre en translation et un pendule solidaire et libre en
rotation, le tout est commandé par un seul moteur électrique. La tiche de commande consiste a
balancer le pendule de sa position d’équilibre basse (q; = m modulo 2m) et le ramener a la position

d’équilibre instable (g, = 0 modulo 2m ), pour tout q;.

m,

QOO

Figure 1.1 Le Pendule Inversé sur Chariot

_ |

Les équations dynamiques sont données par :

(b11)41 + (b1205(q1))G2 + (€11415in(q1)) G2 = U (1.21)
b1 cos(qq) Gy + ba2G, + dpysin(qy) =0 .
b1y =my +my, by = by = Myl byy = myl® +1

€11 = —myl,dyy = —mygl

ou my, m, sont respectivement les masses du chariot et du pendule, [ est la distance du centre de
gravité du pendule a son axe de rotation, g est la constante de gravitation, U est ’entrée de

commande.

Le Pendule Rotationnel ou le Pendule de Furuta [19] a ét¢ congu par K. Furuta [24] pour contrer le

handicap de la course limitée (en translation horizontale) du pendule inversé classique. Le bras
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actionné en rotation dans le plan horizontal permet une course infinie (voir figure (I.2)), ce qui
facilite la conception du contrdle. A I’autre extrémité du bras vient s’ajouter un pendule libre en

rotation dans le plan vertical orthogonal au bras.

L’objectif de commande dans le Pendule Rotationnel est de ramener le lien 2 de sa position stable

basse (q, = m) a sa position d’équilibre haute instable (g, = 0), tout en garantissant sa stabilité.

Figure 1.2 Le Pendule Rotationnel

Les équations dynamiques du mouvement sont données par :

(b11 + b1, (Sin(‘b)z))éh + (b13€0s(q2)) G2 + (€114251n(292)) 41 + (€12425in(q3)
+¢13915in(2q,))q, = U (L22)
by1 cos(qz) Gy + byza + 2141 sin(2q;) + dq4sin(q;) = 0

by = Iy + mylf + myl3, b1, =myl5, by = by = Mylyly, byy =myl3 +1,

— 2 — — —
Cll = Emzlz' C12 = _mlelz, C13 - Cl]_; dll - _nglz

ou my,I; et L; sont respectivement la masse, I’inertie, et la longueur du centre de masse du i*"**

bras. U est I’entrée de commande.

Le Pont Roulant [15] est présenté sur la figure (I.3), il a les mémes équations dynamiques que le
Pendule Inversé sur Chariot sauf pour I’¢lément d,; = m,gl, mais il possede un objectif de
commande totalement différent. La tdche de commande consiste a réduire le balancement de la

charge suspendue tout en controlant le mouvement du chariot.

ou my, m, sont respectivement les masses du chariot et du pendule, [ est la distance du centre de
gravit¢ du pendule a son axe de rotation, g est la constante de gravitation, U est ’entrée de

commande.
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m,

\
OEL\®

q

m,

Figure 1.3 Le Pont Roulant

I.5.2 L’Acrobot et le Pendubot

L’Acrobot [74] est présenté dans la figure (I.4.a), il est constitu¢ de deux bras manipulateurs
qui peuvent tourner autour de leurs axes respectifs. Le premier, est de masse m;et de longueur [;,
est en rotation libre, tandis que le deuxiéme, est de masse m, et de longueur [,, il est actionnée par

un couple de commande U.

Le Pendubot [17] est présenté par la figure (I.4.b), graphiquement il est similaire a
I’ Acrobot, la différence se situe au niveau de la position de I’actionneur, car dans ce dernier c’est la
premicre tige qui est actionnée. Cependant la différence dans la localisation d’actionneur implique

une différence major dans leur commande.

L’objectif de commande pour les deux systémes, consiste a stabiliser les deux bras manipulateurs a
leur point d’équilibre haut (q; = g, q» = 0) a partir de n’importe quelle condition initiale.

Ces deux systémes partage les mémes équations dynamiques suivantes, sauf pour le vecteur de

d’entrée.

Pour I’ Acrobot, on a :

(@) (b)

Figure 1.4 L.’ Acorbot (a) et le Pendubot (b)
17
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(b11 + by2c05(q2)) Gy + (b3 + b14€0s(q2)) G2 + (€1151n(42)42)q1
+(c1251n(q2) (41 + 42))q2 + dq1 cos(qy) + diz cos(qy + ;) =0 (L.23)
(b21 + by3c05(q2))d1 + bzl + (c215in(q2)41)41 + dpq cos(qy + q2) = U

Pour le Pendubot, on a :

(b11 + b12€0s(q2))G1 + (by3 + b14€0s(q2)) G2 + (c115In(q2)q2) 4,
+(c125in(q2) (41 + 42))q2 + dq1 cos(qy) + dyp cos(qy +q2) = U (L.24)
(b21 + by3c05(q2))d1 + bazdz + (c215in(q2)41)41 + dpg cos(qy +q2) =0

ou:

by = I + I + my g + my (1 + 12), b1z = 2mylylcy, biz = I + Myl by = mylyley
by1 = by3 = by3

€11 = C12 = —Mzlil ey, €21 = Malyle, diy = (Myley + myly)g,

di; = dy1 = myleag
-eme

ou my,I; et L; sont respectivement la masse, I’inertie, et la longueur du centre de masse du i

bras. U est I’entrée de commande.

1.5.3 Le systeme TORA

Le systtme Tora [54] représent¢ par la figure (I.5) se compose d’une plateforme
d’oscillation commandée par I’intermédiaire d’une masse excentrique. La tdche de commande est

de trouver une loi de commande, tel que le déplacement horizontal g, tend vers zéro,

_4%4446%4

m,

A\ A\ — u (N
\ r
e
9. m,

NONNNN NN

NN N NNNNANNN

| q

Figure L.5 Le systtme TORA
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Les équations dynamiques sont données par :

b11G; + (b1 c0s(q2)) i, + (€1142 sin(q2))q, + d119; = 0
(b21 cos(q2)) gy + (b22)G, = U

(I1.25)
ou:

bll = m1 + mz, b12 = bz]_ = mzr, b22 = I + mZT'Z, Cll = _mzr, dll = k

ou m, est la masse totale du chariot et de la masse excentrique, m, est la masse excentrique, r est le
rayon de rotation, k est la raideur du ressort, I est I’inertie de la masse excentrique, U est I’entrée

de commande.

I.5.4 Le Pendule a Roue Inertielle

Le pendule a roue inertielle [S4], représenté sur la figure (1.6), est constitué¢ d’un pendule
libre en rotation autour d’un axe li€¢ au sol, I’autre extrémité du pendule étant reliée a un disque
actionné qui ne peut que tourner. La tiche de commande consiste a balancer le pendule en tournant

le disque, et le stabiliser a sa position d’équilibre (q; = 0).

:
®
:

Figure 1.6 Le Pendule a Roue Inertielle
Les équations dynamiques sont données par :

b11Gy + b12G, + dyq sin(qy) =0

b21('j1 + bzzéiz =U (L.26)

byy = Iy + I + myl§ + myL3, b1y = byy = byy = 1, di; = —(mqly + myLy)g

ou my,my, I;, 1, sont respectivement les masses et les inerties du pendule et de la roue, L, et [;

représentent la longueur et la longueur du centre du pendule.
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I.5.5 La Bille sur Rail

Le systéme Bille sur Rail [31] est composé d’une bille et d’un rail, le but de commande est
de ramener la bille a partir de n’importe quelle condition initiale au centre du rail ou I’entrée de

commande est appliquée sur ce dernier, comme la montre la figure (1.7).

Les équations dynamiques sont les suivantes :

(b1145)d1 + (€119292)q1 + (€129291) 42 + d1192c0s(q,) = U (1.27)
(bzzqg)éiz + (€219291)G41 + d31 sin(q,) =0
2 Iy
by, =1+ 1, + mq;, by = r_2+m' C11 = Ciz2 =M, €31 = —M, dy; =dy; =My

ou [ est I’inertie de la poutre, m et I, sont respectivement la masse et 1’inertie de la bille.

7 est la distance entre le centre de masse de la bille et la poutre (le modéle conventionnel

correspond a r = 0).

Figure 1.7 La Bille sur Rail

I.5.6 Masse Glissante sur Chariot

Le systtme de masse glissante sur chariot [11] est présenté par la figure (I.8), dans ce
systéme on suppose qu’il existe un frottement non linéaire B entre la masse m et le chariot de
masse M, on note g, la position de la masse m par rapport au chariot et g, la position du chariot. Le
but de contrdle est de stabiliser la masse m a sa position d’équilibre g; = 0, en appliquant la

commande U sur le chariot afin de se déplacer a une position g, .
Les équations du mouvement sont données par :

bi1Gy + €111 + €124, =0
o k . 1.28
bz1Gy + 2141 + €224, = U (128)

Avec : b11 =1m, b21 = M, C11 = Cyp = _B, Cip = Cy1 = B
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SIS

v
e}

Figure 1.8 La masse glissante sur chariot

1.6 Classification des SMSA de deuxieme ordre

Dans cette partie, on classera les SMSA basant sur leurs propriétés, et selon la redondance et
le fait que certaines de ces propriétés ont été moins étudiées pour des applications pratiques, dans ce
travail on s’intéresse au classement des SMSA de deuxieme ordre seulement, et on se concentre sur

certains particuliers qui apparaissent fréquemment dans la littérature.

Dans la littérature, seulement deux classifications pour les SMSA sont disponibles. La 11

est due a Seto et Baillieul et la 2™ est due a Olfati Saber.

I.6.1 Classification de Seto et Baillieul

La classification des SMSA proposée par Dambing Seto et John Baillieul, est basée sur une
caractéristique graphique des SMSA développée dans un diagramme de circuit de contrdle, appelée
CFD (Control Flow Diagram), qui sert a représenter les forces d’interactions a travers les degrés de

liberté du systéme sous actionné [68].

Suivant Seto et Baillieul, trois types de structures sont présentés : structure chaine, structure
arbre et point isol¢. La commande proposée pour les SMSA qui posseédent une structure chaine, est
basée sur la technique de backstepping, malheureusement cette technique n’est pas applicable pour
les autres structures (arbre et point isolé), ce qui reste un probléme de recherche ouvert qui s’énonce

afin de trouver une technique de commande commune et applicable sur les trois types de structure.

Dans cette classification, il s’agit de comprendre les relations existant entre les éléments
d’un systéme en étudiant les forces d’interactions qui couplent les degrés de liberté, et développer
un caractére graphique pour capturer les dynamiques du systeme donné. Pour cela on associe a

chaque mécanisme un diagramme de circuit de contrdle appelé CFD.
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1.6.1.1 Principe de construction du CFD

Considérons un systeme mécanique de deux degrés de liberté décrit dans les cordonnées
généralisées q = (q1,q,) appelées variables de configuration. Les équations du mouvement sont

données par :

M(q)g +N(q,q) = F(9)U (1.29)
Ou: N(q,9) = C(q,4)q + G(q)
Ou C(q,q) est une matrice qui contient les termes Centrifuge et les termes Coriolis et G(q)

contient le terme de gravité.

Définition I.1. Pour chaque point (q°, ¢°) et chaque voisinage p de (g° ¢°), on associe au systéme

(I1.29) un organigramme appelé CFD construit de la manicre suivante [10,11] :

1. Réécrire I’équation (1.29) sous la forme :
G =M"(F(@U~N(q,9)=H(q,q,V) (1.30)
2. Choisir (n + m = 3) sommets q4,q, et U.
3. Pour chaque sommet q;,i € [1,2], tracer une branche de U et g, k € [1,2] avec k # i, vers
q; si la fonction H; dépend explicitement de U, q, ou g, et associer le nombre a; aux
branches entre g; et U , et le nombre b;;, aux branches reliant g, a q; . Les valeurs de a; et

b;; sont déterminées par :

2 si%¢0en( °.¢%
aU qlq

%= oH,
-2 szﬁiov(q,q)eUsaufen(q 4%
( aH
1 + 0en (q%4%
> 3a
0H,;
-1 516—¢0V(q,q)€Usaufen(q , 4%
it = 1 OH, " OH;
2si=—=0V(q,q) €U mais — # 0 en
33, .9 34 (@°4”)
0H; 0H;
—2 si — =0V (q,4) € U mais — # 0V (q,9) € U sauf en (q°,¢°)
\ 9qy 9qy

4. Associer une longueur pour chaque chemin de commande de U vers q;,i € [1,2] par

I’addition des valeurs absolues des nombres assignés a chaque branche. Pour chaque
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variable de configuration q; , garder le chemin de commande avec la longueur la plus courte,
et parmi eux éliminer tous les chemins de commande singuliers (c’est a dire les chemins de

commande contenant toute branche avec un nombre négatif).

Les trois types de structure : la structure chaine, arbre et point isolé, sont données par la définition

suivante :
Définition 1.2. Supposons que G soit un graphe du CFD, contenant une entrée de commande.

1. G aune structure chaine s’il y a un sommet avec un chemin de contréle, tel que ce sommet

appartient a un et seulement un chemin de commande, voir figure (1.9).

Figure 1.9 Structure chaine

Le systeme Masse Glissante sur Chariot possede la structure chaine.

2. G a une structure arbre si pour un sommet, chaque ensemble de chemin de contrdle

correspondant ne contient pas certains sommets, comme dans la figure (1.10).

Figure 1.10 Structure arbre

Le Pendule Inverse sur Chariot, le Pendubot, I’ Acrobot et le systtme TORA possédent une structure

arbre.

3. G aune structure de sommet isolé, si G contient seulement des sommets pour lesquels il n’y

a que le chemin de controle singulier ou pas de chemin de contrdle dans le CFD.

Figure 1.11 Structure point isolé

Le systéme Bille sur Rail possede la structure point isol€.
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Remarque 1.2:

- Evidemment, la structure chaine est la moins difficile a contrdler, il apparait méme que les
systémes avec une telle structure peuvent étre commandés a travers par exemple la méthode
de backstepping puisque les degrés de liberté et les commandes sont reliées en série.

- Par contre, les systétmes avec une structure arbre, n’ont pas les mémes avantages, parce
qu’on a besoin de contrdler certains degrés de liberté en paralléle dans le sens, qu’une entrée
de commande doit contréler plus qu’une variable simultanément, ce qui limite
I’atteignabilité des objectifs de commande.

- Pour les systetmes avec une structure en point isolé, certains objectifs de commande sont
difficiles voire impossibles a atteindre du fait que la commande n’a pas d’influence sur

quelques variables.

1.6.2 Classification de Olfati Saber

Cette classification, a donné lieu a deux classes essentielles des SMSA de deuxiéme ordre

on se basant sur la propriété structurelle qui est I’actionnement ou pas des variables de forme, ou
\ \ IR \ aT ', c e .
ces systémes possedent une symétrie cinétique par rapport a g, (a = 0, T est 1 énergie cinétique) et
1

leur matrice d’inertie dépend de g, qui s’appelle variable de forme et indépendante de g; qui
s’appelle variable externe, ¢’est-a-dire on a: M(q) = M(q,). Plusieurs exemples de probléme de
commande non linéaire, tels que le Pendule Inversé sur Chariot, la Bille sur Rail, le Pendule
Rotationnel, le Pendule a Roue Inertielle, le systtme TORA, le Pendubot et I’Acrobot...etc.,

appartiennent a la classe des SMSA de deuxiéme ordre [54].

Les équations d’Euler-Lagrange de mouvement de ces systémes, sont données par :

d oL AL _
dtdaq, dq, 1
2oL on (131)
atoq, odqy 2
Ce qui donne :
d d
my1(q2)G1 + my12(q2) G, + mll(CIZ)‘hCIz mlz(qz)‘b 91(q1,92) = Uy
(1.32)
My1(q2)G1 + mp2(q2) G, + Eamn(qz)‘h ‘dq mzz(qz)‘b 92(q1,92) = U;
. 1% v L, )
ot g1(q4,92) = —g,gz(ql, q;) = BErR mqq, My, My €t My, sont les éléments de la matrice
2

d’inertie M.
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Pour U; = 0 le SMSA appartient a la classe-I (g, est actionné).
Pour U, = 0 le SMSA appartient a la classe-II (g4 est actionné).

Olfati Saber a défini une commande appropriée suivant la forme de systéme, apres utilisation de la
linéarisation partielle proposée par Spong. Pour la forme normale triangulaire (feedback strict), il a
utilis¢é la méthode de backstepping, pour la forme feedforward il a utilis¢ la commande en

forwarding, et pour les systémes sous la forme non triangulaire restent un probléme ouvert

I1 a ét¢ montré, que tout systeme sous actionné de Classe-I peut étre transformé en un systéme sous

une forme feedback stricte.

Proposition I.1 : (Classe-1 : forme normale) On considére un SMSA avec deux degrés de liberté
classe I, a partir de son lagrangien, ce systéme peut avoir le changement de coordonnées global

suivant :

z1=q; +v(q2)

oL
2y = My (q2)P1 + M2 (q2)P2 = 5 (1.33)
$1=4q>
$2 =D

ol : y(qz) = Jy* mif (0)m;2(6)d6

Ce changement de coordonnées transforme les dynamiques du systéme a un systéme non linéaire en

cascade de la forme feedback stricte suivante :

2, = miq (§1)2;
Z; = g1(z1 —v(§1), &1)

) (1.34)
$1=¢2
$2=7
ou u est la nouvelle commande obtenue de la linéarisation partielle par feedback et g;(q4,q2) =
_ v
041

Remarque 1.3 : L’Acrobot, le Pendule Rotationnel et le Tora sont des systémes mécaniques sous

actionnés de Classe-1, ils peuvent étre transformés en la forme feedback stricte.

Proposition 1.2 : (Classe-II : forme normale) On considére un SMSA avec deux degrés de liberté

classe-II, a partir de son lagrangien, ce systéme peut avoir le changement de coordonnées suivant :
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z1=q; +v(q2)

oL
2y = M21(q2)P1 + M2 (q2)p2 = 5 (1.35)
$1=4q>
$2 =D

ou:y(qy) = foqz m51(0)my,,(0)d8 est défini sur I’ensemble Q = {q,|m,;(q,) # 0}

Ce changement de coordonnées transforme les dynamiques du systéme a un systéme non linéaire en

cascade de la forme non triangulaire quadratique suivante :

71 = my1 (§)z,
. %mn(fﬂ 2
Zy = gz(Z1 - V(EZ)) 62) + ngl(gl) 22 +

diflmu(fﬂ _mzz(fﬂdi{lmn(fﬂ , f n
M1 (&1) 2m3, (&1) 252 (1.36)

m3,(§1) a _ mp(§y) d 1d 2
(—2m§1(s‘1) s my1(&1) s (E1) A2y myq(§y) + 2de, my,(§1))¢3

5..1:52

=1

ou u est la commande obtenue par la linéarisation partielle.

Remarque 1.4 : Le Pendubot, le Pendule Inverse sur Chariot, le Pendule Rotationnel, le Pont
Roulant et la Bille sur Rail sont des systémes mécaniques sous actionnés de Classe-II, ils peuvent

étre transformés en la forme non triangulaire quadratique.

Proposition 1.3 : (Classe-II: la forme feedforward) Considérant un SMSA d’ordre deux classe-II
qui satisfait les conditions suivantes :

1- g,(q1,q2) est indépendante de g, c’est-a-dire Dy, D,V (q) = 0.

2- m4, est constante.

3- ¥(q2) = 92(q2)/m21(qz) satisfait " (0) # 0.
En appliquant le changement de coordonnées suivant :

Z3

= Z ) o —
" ! Y2 m,1(q2)

Ce qui permet de transformer le systeme de la forme normale (1.35) a un systéme non linéaire en

cascade de la forme feedforward suivante :
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21 =2

) diglmZZ(fl) my(§1) d 2

Z, = (qy) + ( R mgl(ﬁ)d—ﬁmm(ﬁ))fz (1.37)
51 =4,
$2=7

Remarque L.5: le systtme Pendule Inversé sur Chariot peut étre transformé en un systéme non

linaire en cascade, de la forme feedforward, car il satisfait les conditions de la proposition 1.3
(¥(q2) = gtan(qz) ce qui donne Y’(0) = g # 0).

Pour cette classification, Olfati saber [S4] a propos¢ une procédure de commande pour les systémes
se transformant en des formes normales en stricte feedback et en feedforward et quelques
suggestions de commande pour les formes normales non triangulaires. A chaque fois, son controle
est constitué¢ de deux étapes : premierement la stabilisation du systéme réduit obtenu apres
réduction du systéme initial et deuxiement, la stabilisation du systéme global par une procédure de
backstepping ou forwarding en fonction de la forme normale associée. Olfati saber a donné un
théoréme pour la stabilisation des systémes réduits associés a des formes normales en stricte
feedback. Non seulement I’application de ce théoréme est un peu limité, ou on la trouve dans le seul
exemple de 1’Acrobot, la commande construite en deux étapes conduit a des explosions de termes

impliquant des expressions trés compliquées.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a donné¢ quelques généralités sur les systemes mécaniques
complétement actionnés et sous-actionnées avec deux degrés de liberté, ainsi que leur modélisation.
Quelques exemples de SMSA de deuxiéme ordre et qui sont jugés comme des benchmarks de la
commande non linéaire sont donnés. On a discuté leurs classifications les plus connues dans la
littérature, celle de Seto et Baillieul qui divise les SMSA d’ordre deux en trois classes de différentes
structures appelées structure chaine, structure arbre et structure point isolé, et celle de Reza Olfati
Saber qui regroupe ces systémes suivant leurs propriétés structurelles (actionnement ou pas des
degrés de liberté) en deux classes essentielles. Ces classifications sont totalement différentes, et les
commandes appliquées ne sont pas implicites dans les deux cas, ou une simple loi par retour d’état
(feedback) n’est pas directement applicable. Lors de la complexité des propriétés de systémes

mécaniques sous actionnés, ils en existent ceux qui sont traité d’une maniére particuliere.
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CHAPITRE 1

COMMANDE PAR MODE GLISSANT D’ORDRE UN

II.1 Introduction

Une attention considérable a été¢ concentrée sur la commande des systémes physiques, qui
sont le plus souvent non linéaires, mal définis et ayant des paramétres non constants. Les lois de
commandes classiques peuvent étre insuffisantes, car elles sont non robustes et ne donnent pas de
bons résultats, surtout lorsque les exigences sur la précision et autres caractéristiques dynamiques
des systémes sont un peu strictes, et sachant que le modele mathématique constitue souvent une
description approchée de la réalité physique. Pour remédier ces problémes on fait souvent appel a
des lois de commande insensibles aux variations paramétriques, aux perturbations et aux non
linéarités. Dans cet objectif, plusieurs outils sont proposés dans la littérature, comme la commande

floue, la commande adaptative, la commande H;,s, la commande a structure variable ...etc.

Une technique de commande qui gere naturellement la présence de certaines classes
d’incertitudes et de perturbations est la commande par mode glissant (CMG), dans laquelle une loi
de commande discontinue dirige 1’état vers une hyper surface définie de maniére appropriée,
appelée surface de glissement, et qui rend I’origine d’espace d’état un point d’équilibre

asymptotiquement stable, pour le systéme en boucle fermée [34].

La CMG n’est autre qu’un cas particulier de la théorie des systémes a structure variable,
basée essentiellement sur la résolution des équations différentielles a second membre discontinu,

initiée par Filippov en 1960, utilisée des la parution des livres d’Emelyanov, d’Utkin et de Slotine.
Les principaux avantages du mode glissant, sont [43] :

- La possibilité d’atteindre les performances désirées a savoir, la grande précision, la rapidité
de la réponse et la stabilité.

- Larobustesse face a une classe large des perturbations ou d’incertitudes du modele.

- Le besoin d’une quantité réduite d’information, en comparaison avec les techniques de
commandes classiques.

- La possibilité de stabilisation de certains systemes non linéaires qui ne sont pas stabilisable

par une loi de commande par retour d’état continu.
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Les applications de la commande par régime glissant depuis sa création ont ét¢ nombreuses,
elles comprennent une grande gamme de domaines, par exemple 1’électronique de puissance, la
commande des bras manipulateurs, la commande des moteurs électriques et des systémes

mécaniques d’une facon générale...etc.

Ce chapitre est destiné a introduire les ¢léments théoriques nécessaires a la compréhension
du fonctionnement de la CMG, a donner une démarche de synthése de la loi de commande et de
mettre le point sur le probléme de broutement (chattering) induit par cette technique. A la fin de ce
chapitre une application de cette commande sous deux approches a une classe des SMSA d’ordre

deux sera présentée.

I1.2 Théorie de la commande a structure variable

La commande a structure variable (CSV) par sa nature est une commande non linéaire, elle
est basée sur la commutation de fonctions des variables d’état, utilisées pour créer une variété ou
une hyper surface de glissement, dont le but est de forcer la dynamique du systéme a converger a

cette hyper surface de glissement et de I’y maintenir [50].

On peut distinguer trois structures de base pour la synthése de la loi de commande, elles
correspondent au fonctionnement tout ou rien des interrupteurs de puissance. Ces structures seront

présentées dans le paragraphe suivant.

I1.2.1 Structure par commutation au niveau de I'organe de commande

La structure par commutation au niveau de I’organe de commande est la plus simple, cette
configuration permet la variation de la structure de systeme par simple commutation, au niveau de
I’organe de commande qui doit étre congue de sorte que la grandeur de commande ne prenne que
deux valeurs Upax €t Unin [82], comme la montre la figure II.1, la commutation entre ces deux

valeurs est imposée par la loi de commande suivante :

U= {Umax si S(x) >0

Unin St S(x) <0 (IL1)

tel que: S(x) est la loi de commutation.
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Perturbation

Um ax

z La sortie

Umin _O

S(x)

Figure I1.1 Structure par commutation au niveau de 1’organe de commande

I1.2.2 Structure de commutation d’une contre réaction d’état

La structure par commutation au niveau d’une contre réaction est la moins exigeante au
niveau de la sollicitation de la commande, le schéma de cette structure est donné par la figure I1.2,
elle s’appuie sur la commande par contre réaction d’état classique ou le réglage de la dynamique du
systéme est réalis¢ par les gains k; et k2, selon la position du commutateur, le vecteur d’état x et mis
en contre réaction soit par - k; soit par - k2, ceci est fait a 1’aide de la loi de commande suivante

[82] :

_ (—kix si S(x) >0
U= {—kzx si S(x)<0 (11.2)
Perturbation
U La sortie
2 —>
O/O —ky x
o —k;

S(x)

Figure I1.2 Structure de commutation d’une contre réaction d’état
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I1.2.3 Structure de commutation au niveau de I'organe de commande par I'ajout d’'une

commande équivalente

La structure de commutation au niveau de l’organe de commande par l’ajout d’une
commande équivalente est présentée par la figure I1.3. Cette structure permet de pré-positionner
I’état désiré du systétme en régime permanant qui soit stable en réduisant le phénoméene de
broutement, grace a la commande équivalente. Cette structure est simple a réaliser et a été utilisée

dans beaucoup d’applications [28].
La loi de commande est donnée par :

Ueg + Uyis si S(x) >0
:{ eq dis () (H.3)

Ueqg — Ugis st S(x) <0

ou Ugq est la commande équivalente, et Uy est la commande de commutation.

Perturbation
Ueq
Udi;l’ +1 o\c + N z La sortie
— 1 O
X
S(x)

Figure I1.3 Structure de commutation au niveau de I’organe de commande par I’ajout d’une commande
équivalente.

I1.3 Description théorique de la commande par mode glissant

I1.3.1 Principe de fonctionnement
Soit le systéme non linéaire d’ordre ‘n’ suivant :

{x = f(x,t) + b(x, )U (IL.4)

y(@) = h(x,t)

ol x = [x,%, ..., x" 1] est le vecteur d’état, U est le vecteur de commande, f(x, t), b(x, t)et h(x,t)

sont des fonctions non linéaires, y(t) est le vecteur de sortie.

L’objectif de CMG est de déterminer une loi de commande U qui va attirer les états x du systeme

dans une région convenable appelée surface de glissement, choisie préalablement en fonction des
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spécifications dynamiques désirées du systéme, et de les maintenir sur cette surface, ce qui veut dire

que la sortie du systéme y(t) pourra suivre un signal de référence donné et borné [56].

On peut montrer 1’atteignabilité de la surface de glissement par la figure I1.4, suivant trois parties ou

modes distincts de la trajectoire sur le plan de phase, qui sont :

1- Le mode de convergence (MC) : c’est le mode durant lequel 1’état du systéme se déplace a
partir de n’importe quel point initial dans le plan de phase et tend vers la surface de
glissement S(x) = 0. Ce mode est caractérisé par la loi de commande et le critére de
convergence.

2- Le mode de glissement (MG) : c’est le mode durant lequel la variable d’état a atteint la
surface de glissement et tend vers 1’origine en se glissant sur cette surface du plan de phase.
La dynamique de ce mode est caractérisée par le choix de la surface de glissement S(x) = 0.

3- Le mode du régime permanent (MRP) : ce mode est ajouté pour 1’étude de la réponse du
systeme autour de son point d’équilibre (origine du plan de phase). Il est caractérisé¢ par la

qualité et les performances de la commande.

S(x)=0

Figure I1.4 Les différents modes de la trajectoire sur le plan de phase

I1.3.2 Conception de la commande par mode glissant
La mise en ceuvre de la CMG se fait en trois étapes :

- Définition et choix de la surface de glissement.
- Etablissement de condition de convergence.

- Détermination de la loi de commande qui permet d’atteindre la surface et d’y maintenir.
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I1.3.2.1 Choix de la surface de glissement

Soit un systeme non linéaire décrit par 1’équation (I1.4) et soit x4 la valeur désirée, on définit

I’erreur de poursuite par :
e(x) =x— x4 (IL5)

En ce qui concerne la forme de la surface, deux possibilités se présentent, soit dans le plan de phase
ou dans I’espace d’état, dans ce dernier cas on trouve la méthode dite « loi de commutation par
contre réaction », dans celle-ci la synthése de la loi de commande utilise les concepts de réglage par
contre réaction d’état, son inconvénient majeur réside dans le faite qu’elle présente une réponse

transitoire lente, et une conception tres difficile.

Dans le cas de plan de phase, la surface de commutation est une fonction scalaire ou la
variable a régler glisse sur cette derniere pour atteindre 1’origine du plan de phase, ainsi la surface

représente le comportement dynamique désiré du systéme.

J.J. Slotine propose la formule générale de la surface de glissement suivante [10] :

S = (2 + A)H e(x) (IL6)

tel que : A est une constante positive et r est le degré relatif qui présente le nombre minimum de fois

qu’il faut dériver la sortie y(t) par rapport au temps pour faire apparaitre I’entrée U(t).

L’objectif de commande est de maintenir la surface a zéro, dont I’unique solution est : e(x) = 0.

I1.3.2.2 Conditions d’existence et de convergence

Le MG d’un systeme de deuxieme ordre est montré sur la figure I1.5, il est assuré par la
commutation des états grace aux commandes U, et Unin, les commutations ont lieu sur les

droites décalées parallelement de +AS.

s
Um in zL /

Figure I1.5 Mode de glissement
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L’étude de I’existence du MG, comme I’étude de la stabilité d’un point d’équilibre, est basée sur la

méthode de Lyapunov.

Afin de garantir I’attractivit¢ de la surface S(x) = 0, on considére une fonction de Lyapunov
V définie positive, dont la dérivée par rapport au temps le long des trajectoires du systéme en boucle

fermée est définie négative [50].

Considérons la fonction de Lyapunov, suivante :
V(x) =>5%(x) (IL7)
Sa dérivée temporelle est donnée par :
V(x) =Sx)S(x) <0 (I1.8)

Si la condition (IL.8) est vérifiée, alors la variable de glissement et sa dérivée sont de signes

contraires quel que soit le temps et que le zéro est un centre attracteur pour S(x).
Le temps d’atteignabilité (reaching time) « tr » dépend directement du choix de S(x).

Pour une convergence en temps fini, la condition (IL.8) qui ne garantit qu’une convergence
asymptotique est remplacée par une condition plus restrictive, dite « n-attractivité », elle est donnée

par [70]:

V(x) = S(x)S(x) < —n|S(X), n>0 (11.9)
Remarque I1.1:
Il n’est pas suffisant que la dynamique de glissement soit asymptotiquement stable, il faut aussi que
le domaine de glissement passe par le point d’équilibre désiré.
11.3.2.3 Détermination de la loi de commande

Une fois la surface de glissement est choisie, ainsi que le critére de convergence, il reste a
déterminer la commande nécessaire pour attirer les variables a régler vers la surface, puis glisser
vers le point d’équilibre. La CMG se compose de deux termes, un terme discontinu de haute

fréquence et un terme continu de basse frégeunce, comme suit [8] :
U="Ugq+ Ugys (I1.10)

tels que: U,, est la commande €quivalente, présentée par la figure 116, elle caracterise le

comportement du systéeme sur la surface de glissement, décrivant un mouvement idéal.
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Physiquement elle peut étre vue comme la valeur moyenne de la commande réelle, elle est obtenue

grace aux conditions d’invariance de la surface de glissement suivante [8] :
S(x)=S(x)=0 (IL.11)
Ugis est la commande discontinue, présentée par la figure II.7, elle garantit 1’attractivité des
variables d’état a contrdler vers la surface de glissement, elle est exprimée par [8]:
Ugis = —ksign(S(x)) (I1.12)

Avec: k>0

I1.3.3 Phénomene de broutement (chattering)

Un régime glissant idéal requiert une commande pouvant commuter a une fréquence infinie,

cependant pour une utilisation pratique, seule une commutation a une fréquence finie est possible.

U
Ueq

/

Umax ]

A
]
/1

Umin__ N R [ N B A [ A

Figure I1.6 La commande équivalente

1 si S(x)>0
sign(S(x))z{_-li o 5((;3)20 (IL13)
Udis
+h
S(x)
—k

Figure I1.7 La commande discontinue
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Ainsi durant le régime glissant, les discontinuités appliquées a la commande peuvent entrainer un
phénomene de broutement appelé chattering, comme le montre la figure IL.8, celui-ci se caractérise
par de fortes oscillations des trajectoires du systéeme autour de la surface de glissement. Les deux
principales raisons a 1’origine de ce phénoméne sont d’une part les retards de commutation au
niveau de la commande et d’autre part, la présence de dynamiques parasites en série avec le
systéme commandé. Ces dynamiques regroupent les dynamiques des actionneurs et des capteurs
présentés dans le systéeme bouclé et sont généralement négligées (non modélisées) lors de la
synthése de la loi de commande. Ainsi les commutations trop rapides de la commande discontinues
sont susceptibles d’exciter les modes propres des dynamiques négligées. Ce phénoméne peut étre si
pénalisant que I’utilisation d’une loi de CMG peut dans certaines applications étre exclue, vu que
son utilisation peut dégrader les performances et méme conduire a D’instabilit¢. De plus le
broutement peut provoquer d’importantes oscillations mécaniques au niveau des actionneurs et par

conséquent engendrer leur usure rapide [70].

La trajectoire

Broutement

S(x)=0

Figure I1.8 Le phénoméne de broutement

I11.3.4 Solutions pour atténuer le phénomeéne de broutement

Afin de réduire le phénoméne de broutement de nombreuses solutions ont été proposées
depuis les récents progres des travaux de Slotine, Sira-Ramirez et autres [39]. Ce phénoméne peut
etre réduit en remplacant la fonction «signe » par approximation a gains élevé sous forme de
fonctions d’adoucissement, qui se regroupent dans la catégorie de la solution par couche limite
(fonction « sat », « atan », « tanh », fonction « smooth », commande avec un seuil, commande avec
composante intégral), dans ce cas le régime glissant n’est plus dans S, mais au voisinage de celui-ci.
Ce qui entraine un régime pseudo-glissant. Une autre solution est d’utiliser les lois d’approche

mentionnées dans [27], dont la premiére est donnée par :

S = —ksign(S) — as, k>0a>0 (IL.14)

Cette loi contient un terme proportionnel a la fonction de glissement qui permet au systeme
d’atteindre plus rapidement la surface de glissement lorsque celui-ci est éloigné, de plus le terme
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proportionnel allége le travail de la partie discontinue sign(S), et permet par conséquent une

réduction des commutations sur la commande.

La deuxieme loi d’approche, figure une puissance fractionnaire de la fonction de glissement, qui est

multipliée par le signe de celle-ci, elle est donnée par :
S = —k[S]Psign(S) (IL.15)
ou p est un réel compris entre 0 et 1.

D’autres auteurs ont proposé d’utiliser les systémes flous comme des approximateurs non
linéaires de la fonction discontinue [50], ou d’utiliser les modes glissants d’ordre supérieur
(MGOS) [47], dont le principe est de rejeter les discontinuités au niveau des dérivées supérieurs de

I’entrée de commande. Cette sera présentée en détail dans le chapitre II1.
I1.4 Commande par mode glissant d’'un SMSA de deuxiéme ordre
I1.4.1 Représentation d’état d’'un SMSA d’ordre deux
Un SMSA est présenté par I’équation (I1.5) avec m = rang (F(q)) < n = dim(q).
Considérons le vecteur d’état suivant : x = [q; 41 g, 5] et posons :

fl,30) = =M1 (0)[C(x, %) + G(x)]

b(x,x) = —M~1(x)
Un SMSA avec deux degré de liberté, peut étre décrit par I’équation suivante :
x = f(x,x) +b(x,x)U (IL.16)

avec:x € R", U € R™.

L’équation (1.5) peut étre décrite par la représentation d’état de deux sous-systémes suivants :

5 { X1 = Xy
! 552 = fl(x) + bl(x)U + dl(x) (H 17)
X3 = X4 ’
22 {554 = f2(x) + b (x)U + d2(x)

Avec: X1,X, sont les deux sous-systemes. f,(x)<N,, /,(x)<N,, b(x)<B,, b,(x)<B,, d;(x) <

p1, dy(x) < p, ou Ny, N,, B, By, p1et p, sont des constantes positives.

Afin d’appliquer la CMG a cette représentation, deux approches seront proposées dans les sections

suivantes, elles se différent dans la structure des surfaces de glissement.
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I1.4.2 Premiére structure de commande par mode glissant

D’aprées 1’équation (I1.17), on peut considérer une surface de glissement pour chaque sous-

systeme, cette approche est appelé commande par mode glissant incrémental [29].
La conception de la commande est réalisée en trois étapes (voir figure 11.9) :

1- Deux variables d’erreur des deux premicres variables d’état sont choisies pour construire la
surface de glissement du premier niveau.

2- Une variable d’erreur de la troisiéme variable d’état et la surface de glissement du premier
niveau sont choisies pour construire de la surface de glissement de deuxiéme niveau.

3- Une variable d’erreur de la quatriéme variable d’état et la surface de glissement de deuxieme
niveau sont choisies pour construire la dernicre surface de glissement.

A la fin une commande globale du systéme est obtenue ainsi que la sélection des paramétres des

1s

surfaces de glissements.

S2

S1

e; le e3 €4
Figure I1.9 La premicre structure de la surface de glissement

L’objective est de construire 1’entrée de commande U qui mene simultanément les erreurs
e,e,,e,e,vers zéro, tels que e} =x; —Xiq,6; = X; — X14,€3 = X3 — X3q,€4 = X4 — X3q €t

X14, X3q sont les valeurs désirées.

La premiére surface est choisie comme :

s, =Ae +e, (IL.18)
La deuxiéme surface est choisie comme :

s, =Ae +s, (IL.19)
De la méme fagon la troisieéme et la derniére surface de glissement est donnée par :

s, =Ae, +5, (I1.20)
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Les fonctions de Lyapunov V,,V, et V; sont définies comme suit :

1 1 1
V.= Esf = Eﬁzlezl + Aee, + 5822 (I1.21)

Pour que V] soit supérieur a zéro il faut que 4ee, >0.

1 1 1
V, = 5522 = 5/122@23 + e, + 5321 (11.22)

. . . 1 1
Pour que V, soit supérieur a zéro il faut que 4,e,5, >0, doncona: 5312 < 5S22 = 0V <V,

1 1 1
V=t = A s 4 (11.23)

. : . 1 1
Pour que V; soit supérieur a zéro il faut que 4e,s, >0, donc 5322 < 5S32 = 0V <V, <V,.

Les 4, i={1,2,3} sont des constants choisis tels que: 4ee, >0, Le5s >0 et Le,s, >0

La loi de la commande équivalente du systéme complet est construite a base des lois de commande

équivalente des sous-systeémes, de la maniere suivante :

$1=02 08, +6, =02 é; =116, = (fy + byUpgy — %10 + dy)

Ueql _ —(/11x2+f1;f1d—21551d) (11.24)

et 5, =0 = 4,6,+5,=0 = Le+46+6,=0=>¢,=— 16, —-4¢
_ —(axa+Adpxa+f1—A1X1g—%1q4—A2%X3q)

= Upgy = = (I1.25)

et ;=0 = Ae, +5,=0 = Ae, +1é+4é +é =0

—(A1Xo2+ A2 X4+ A3 o+ fi—A1X1g—F1a—A2X3q—A3X34)
=>U,; = 11.2
eqs Asby+by (11.26)

A partir de la fonction de Lyapunov ¥ on peut faire sortir I’expression de la commande de

commutation, comme suit :
D’apres 1’équation (I1.23), on a :

Vg = 535'3 = S3(A3é4 + Sz) = S3(A3f2 + A3b2U + /12.7(,'4 + Ale +f1 + blU - /11561d - 5&1(1 -
Aytzq — Ag¥sq + Asdy + dy)
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= 53(/13f2 + x4 + 1135 + f1 + (A3by + bl)Ueq + (A3by + by)Ugis — Ay d1q — X1q — Apdzq —

Asitzq + Asdy + dy) (I1.27)
Pour que V3 <0 choisissons :
U, = m (ksign(s,)) (11.28)
La commande totale est donnée par :
U = Uypy + Unss = (A1 X+ A x4+ 25 fz+f1—219&;:;255:;1—12x3d—A3jc'3d)—(ksign(S3)) (11.29)
ou k est une constante positive.
Preuve de la stabilité :
A partir de (I1.27) et (I1.29), on a :
Jy Vadt = [ s3(—ksign(ss) + Asd, + dy)dt < — [ (k — A)|ss]dT (11.30)
tel que : A= sup(43p, + p;) eten choisissant k > A
Alors : Vs(t) —V5(0) < — fot(k —A)|s;3ldr
et puisque 0 < V3(t) <V5(0) — fot(k — A)|s;3|dt
On a aussi : V5(0) — [ (k — A)|ss| d7 < V5(0) < o0
On peut obtenir :
lim [y (k = B)|s3] dT < V5(0) < oo (IL31)
Donc :
0< [[(k—A)lssldr < oo (IL32)
D’un autre coté ona: 0<V, <V, <V, alors :
]szdr ST Vit (I1.33)
0 0
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001 , 001 5 B 1 0 ) 5 o 0 X
= !5(/12% +5,)2dr < bsm —E(J;(/IZQ )dr+£(212e3sl)dr+£sl dr) < o

alors :
o0
Isfdr <o = s €el,
0

A partir de (I1.23), on a :

100
2

[Vide==[sidr = %j(ﬂﬂ +5,)2dr = % (el + 205, + )z
0 0 0

0

o0

= (I%ﬂgzejdr + J.ﬂ,je4s2dr + I%szzdr) < o0 puisque I%zdf < o0
0 0 0

0

alors :
2
Is2dr<w = s, €L,
0

D’apres I’équation (I1.32) :

%
I|s3|d2'<oo
0

= “%64 +Sz|d7 = (j|ﬂge4|dz'+‘[|sz|df) <o
0 5 o

alors :
]2|S2|dr<oo = s, el
0
en plus, on a: ]2|S2 |a’r = T|ﬂge3 + sl|dz' = (T|ﬁ3e3|dz' + T|sl|dr) <
0 0 0 0

:>T|S1|d7<00 = s, €l
0

Utilisant le lemme de Barbalat, suivant [28] :

(IL.34)

(I1.35)

(11.36)

(I1.37)

(11.38)
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Lemme II.1: soit ¢: R - R une fonction uniformément continue sur [0,00), supposons que

lim _[ @(7)d7 existe et elle est finie, alors ¢ — 0 quand  —> .
0

= lims, =0 (11.39)

t—0
Ce qui veut dire que toutes les surfaces de glissement sont asymptotiquement stables.

Théoréme II.1: On considére le systéme sous actionné d’ordre deux (II.17), si la loi de commande
est choisie par (I1.29), dont les surfaces de glissement sont donnés par (I1.18), (I1.19) et (11.20) alors
les erreurs convergent asymptotiquement vers zéro et les surfaces de glissement sont
asymptotiquement stable.

11.4.3 Deuxieme structure de commande par mode glissant

Pour I’équation (II.17), la construction de la surface de glissement est divisé en deux
niveaux (voir figure (I1.10)), dans le premier niveau on peut considérer une surface de glissement

pour chaque sous-systeme (s; = 0,s, = 0) de la forme :

Sl = /1161 + 62

5y = Ayes + €4 (I1.40)

Ou A4, A,sont des constantes positives, e; = x; — x;4,1 = {1,2,3,4}, et x;4 est la valeur désirée.

Ts

S1 S2

T T

Figure I1.10 La deuxiéme structure de la surface de glissement

Pour déterminer la commande équivalente de chaque sous-systéme, on prend : s; = $§; = 0ets, =
Sz =0.

Ce qui donne :

_ —Axa—f1(0)+ A1 X g+

Ueq1 = S (11.41)
_ —Arx4—f: (xX)+A,x d+X34
Ve == 0 (1L42)
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Le deuxiéme niveau sera une combinaison linéaire entre les deux surfaces de glissement du premier

niveau, sous la forme suivante :
S = 151 + a,s, (1143)
ou a4, a, sont des parametres constants, ils sont choisis tel que : @y ;5155 = 0.

Ainsi, la commande équivalente s’exprime par :

a1b1(X)Ueq +a2b2(x)Ueq2

Ueq = = b1 rasbsto) (IL44)
Considérons la fonction de Lyapunov suivante :
V= %sz (IL45)
Alors :
V =58 = S(a;$; + @,8,) (I1.46)
V = S[ay;(Aixy — kg + f1(x) + by (U = %14 + dy) (11.47)

+ay(Apxy — AyX3g + fo(x) + by (X)U — X34 + d3)]

Choisissons la commande équivalente (I1.44), et afin de vérifier la condition d’attractivité (V < 0)

et assurer la stabilité du systéme, on prend la commande de commutation comme suit :

_ —ksign(S(x))
“ a,b, (x) + a,b,(x)

(IL48)

Alors la commande totale est donnée par :

U sy GOt ab,(Ue,  —ksign(S(x))
eq dis albl (x) +0(2b2 (X) albl (X) +0{2b2 (x)

=

U= ab(x)U,, +a,b, (x)Uqu — ksign(S(x))

a,b,(x) + a,b, (x)

gl

(11.49)

avec k constante positive.
Preuve de la stabilité :
D’aprés les équations (11.23) et (I1.26), on a :
V =88 =S(—ksign(S)) <0 V = SS = S(—ksign(S) + (a,d; + a,d;))

SV<—(k=9IS|<0
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tel que : & = sup(aq1p1 + ayp,) et choisissant k > &

Intégrant les deux cotés :
[ Vde < — [ (k- &)|S|dr
=S V() —V(0) < — [, (k— IS dt
puisque (k — &)|S| > 0, alors :
V() <V(0) — [, (k — ©)IS|dr < oo
etona:
V(0) 2 V(e) + [, (k — IS dr > [;(k — &)|S|dr

= lim [ U= 9IS|dr <V(0) < oo

Appliquant le lemme de Barbalat, on aura :

limS =0

—w

Ce qui signifie que la surface de glissement est asymptotiquement stable.

(1L.50)

(IL51)

(IL.52)

(IL.53)

(IL54)

Théoréme I1.2: On consideére le systéme sous actionné d’ordre deux (II.17), si la loi de commande

est choisie par (I1.49), dont les surfaces de glissement sont définies par (11.40), (I1.43), alors les

erreurs convergent asymptotiquement vers zéro et les surfaces de glissement sont asymptotiquement

stable.

I1.4.4 Simulations

11.4.4.1 Application de la premiére structure au pendule inversé sous actionné

L’objectif de commande est ramener le pendule a la position verticale tout en gardant la

stabilité du chariot, partant des conditions initiales : x=[0.5,O,E,O]T et de vecteur de sorties

désirées y,(t) = [0,0]7. Dans cette simulation, les paramétres du systéme sont donnée par:

M =2kg, m=0.1kg, [ =0.25m .
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La sortie du systeme X101} et la sortie désirée Xd1(t)

i)
X1t [
z |
ol e
AT
v f
e ‘ i i ;
0 5 10 15 20 25
Temps(s)
Figure I1.11 Evolution de 1’état x(z)
La sortie du systéme X3(1) et la sortie désirée Xd3(t)
05 T T T T
— X3
............................................................. w3d H
x [\ N A
= v
T T o o s R I
— ‘ i i ;
0 5 10 15 20 25
Temps(s)
Figure I1.12 Evolution de I’état 8(¢)
Les surfaces de glissement S1(t), S2(t) et S3(t)
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: : 51
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Figure I1.13 Les surfaces S;(2), S(2) et S3(2)
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La commande UQt)

i} 10 15 20 25
Temps(s)

Figure I1.14 Le signal de commande U(?)

D’aprés les figures (IL.11) et (I1.12), on peut remarquer que les états de systéme on pu suivre leur
¢tats de référence, en appliquant la commande présentée par la figure (II.14). Les surfaces de
glissement montrées par la figure (I1.13) sont stables et convergent asymptotiquement vers zéro. On
remarque aussi la présence de phénomeéne de chattering dans le signal de commande, qui agit

négativement sur les actionneurs.

11.4.4.2 Application de la premiére structure au pendule inversé sous actionné avec

perturbation

Le vecteur de perturbation est donné par: P(¢) = 0.08 * randn(1,¢f") on suppose aussi qu’il y a

un changement au niveau de la masse du pendule: +Am =0.lkg. Le vecteur d’état initial

x=[0.5, 0,%,0]T . Le vecteur de sorties désirées est choisi comme suit : y,4(t) = [2,0]".

La sortie du systéme X1(t) et la sortie désirde Xd1(t)

: : X1
22 ............... . ................ ............... R X 1 d(tj o

Termps(s)

Figure 11.15 Evolution de I’état x(?)
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X3 et Xe30)

La sortie du systeme X3it) et la sortie désirée Xd3it)

A
\/ ¥
SI 1ID 1|5 EID 25
Tempsis)

Figure I1.16 Evolution de I’état 6(¢)

5111),52(0),53¢)

Les surfaces de glissernent S1it), S2it) et S3(1)
2 T T T T

1.5 =
oo} i
o B N s e s e e e e S e e o]
_3 1 1 1 i
0 5 10 15 20 28
Termps(s)

Figure I1.17 Les surfaces S;(2), Sa(2) et Ss(2)

La commande UQt)
25 T T T T

5k
S bl e e S e e S R S S T
25 i 1 I i
5 10 15 20 25
Tempsis)

Figure I1.18 Le signal de commande U(?)
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D’apres les figures (I1.15) et (I1.16), malgré la présence des perturbations on remarque que les états
convergent vers leurs états désirés et les surfaces de glissement présentées par la figure (I1.17) sont
stables. La figure (I1.18) montre le signal de commande ou le phénoméne de broutement est

toujours présent.

11.4.4.3 Application de la deuxiéme structure au pendule inversé sous actionné :

Les conditions initiales sont données par : x:[O.S,O,E,O]T et le vecteur de sorties

désirées y,(t) = [0,0]7. Dans cette simulation, les paramétres du systéme sont donnée par:
M =2kg, m=0.lkg, I =0.25m.

La sortie du systéme x1(t) et la sortie désirée X1d(t)

0.9

x| |
x1d(t)

X1() et X1d(t)

i H L i
0 5 10 15 20 25
Temps(s)

Figure I1.19 Evolution de 1’état x(2)

03 La sortie du systéme x3(t) et la sortie désirée X3d(t)

x3(t)
x3d(t)
0.2 ; ‘ E

o4 : : |

X3(t) et X3d(t)

01 F ; ; i

02+ : H B

03 H L i H
o] 5 10 15 20 25
Temps(s)

Figure 11.20 Evolution de I’état 6(¢)
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15 Les surfaces de glissement S1(t), S2(t) et S(t)

81
82

0.5 k- S i

S1(t), S2(t),S(t)

-05 d : 1

15 H H H H
0 5 10 15 20 25
Temps(s)

Figure I1.21 Les surfaces S;(?), Sz2(t) et S(t)

La commande U(t)
T T

0 5 10 15 20 25
Temps(s)

Figure I1.22 Le signal de commande U(?)

La figure (I1.22) représente la commande appliquée au systeéme, cette derni¢re a permet aux états du
systeéme d’atteindre les états désirés qui sont présentés par les figures (I1.19) et (I1.20). Ainsi une
convergence des surfaces de glissement vers zéro est achevée, cela est montré par la figure (I11.21).
On peut remarquer que le phénoméne de broutement ca diminue un peu par rapport aux résultats de

la premiére structure et la convergence et un peu plus rapide.
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I1.4.4.4 Application de la deuxiéme structure au pendule inversé sous actionné avec

perturbation

Afin de vérifier la robustesse de la commande appliquée, un vecteur de perturbation est
suppos¢ présent, sous la forme : P(¢) = 0.08 * randn(1,¢f') on suppose aussi qu’il y a une incertitude

concernant le modele du systéme, on prend par exemple un changement de la masse du pendule :

+Am = 0.1kg . Le vecteur initial est: x = [0.5,0,E,O]T et le vecteur de sorties désirées est donné

par : yq(t) = [2,0].

25

La sortie du systéme x1(t) et la sortie désirée x1d(t)
T T T T

xA(t)
x1d(t)

5 10 15 20 25
Temps(s)

Figure I1.23 Evolution de I’état x(?)

0.3

0.2

X3(t) et X3d(t)

-0.1

-0.2

-0.3

La sortie du systéme x3(t) et la sortie désirée X3d(t)
T T T T

x3(t)

5 10 15 20 25
Temps(s)

Figure 11.24 Evolution de I’état 6(¢)
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Les surfaces de glissement S1(t), S2(t) et S(t)

S1
82| |

S1(t), S2(1),S(t)

0 5 10 15 20 25
Temps(s)

Figure I1.25 Les surfaces S;(?), Sz2(t) et S(t)

La commande U(t)
T T

i H H i
0 5 10 15 20 25
Temps(s)

Figure 11.26 Le signal de commande U(z)

D’apres les figures (I1.23) et (I1.24), on peut remarquer que les états de systéme ont pu suivre leurs
¢états désirés, en appliquant la commande présentée par la figure (I1.26). Les surfaces de glissement
montrées par la figure (I1.25) sont stables et convergent asymptotiquement vers zéro. On peut

conclure que la commande appliquée est robuste vis a vis des perturbations.

I1.5 Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté, la théorie de la CMG et ses principes de base. Ensuite on a
proposé deux structure de CMG appliquées sur un SMSA d’ordre deux. Une analyse de stabilité,

basée sur le théoréme de Lyapunov est montrée. D’aprés les résultats de simulation on a prouvé
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I’efficacité de la commande proposée, ou le grand intérét de cette commande se situe dans la
simplicité de mise en ceuvre, et la propriété d’invariance de la commande qui permet d’asservir des
systemes incertains et perturbés. La discontinuité de la commande de commutation est un
inconvénient majeur, dont plusieurs solutions ont été proposées dans la littérature, ’'une de ces

solutions est 1’utilisation des MGOS. Cette dernicre sera présentée dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE 111

COMMANDE PAR MODE GLISSANT D’ORDRE DEUX

II1.1 Introduction

La théorie des MG est une bonne alternative pour surmonter les problémes des
incertitudes et des perturbations mais cette dernicre s'est heurtée au probléme de la réticence qui
se voit dans les discontinuités au voisinage de la surface de glissement, et qui s'est avérée étre un
inconvénient majeur. En particulier, il est difficile dans de telles conditions d'envisager des
développements pour des applications pratiques quand leur implantation implique une usure
relativement rapide des organes de commande du processus. Les chercheurs Russes ont proposés
de déplacer le probleme de discontinuité due a 1’¢lément de commutation de la loi de
commande en régime glissant, sur les dérivées d’ordres supérieur de la variable de glissement

au lieu d’agir sur la premicre dérivée.

Dans les années 80, Emel'yanov a généralis¢ le concept des MG classiques qui assure
la robustesse a ce qui est appelé les MG d'ordre supérieur. Préservant les principaux avantages
de I’approche par MGOI, ils réduisent le phénoméne de réticence qui est I’inconvénient
majeur de CMG, en garantissant méme une meilleure précision de convergence par rapport
aux imperfections de modéle ou d'organes de commande. L'ordre de glissement caractérise en
particulier le degré de continuité¢ des dynamiques du systéme au voisinage de la surface et
correspond au nombre de dérivées continues de la variable a contraindre. Pour cela, des
algorithmes de commande capables de générer des régimes glissants de tout ordre doivent étre

synthétisés [22].

L’inconvénient d’un MGOS réside dans I’information nécessaire sur les dérivées de la
surface de glissement, qui sont calculées en fonction des variables d’état du systéme. Vu la
difficulté de calculer les dérivées de la surface et de 1’état, on retrouve dans la littérature de

nombreux algorithmes par MGO?2.

Dans ce chapitre les commandes proposé€es sont basées sur le MGO2, quelques
algorithmes tels que le Twisting (ATW) le Super-Twisting (ASTW) seront présentés, et une
application a un SMSA sera effectuée.
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II1.2 Principe de fonctionnement d’'un régime glissant d’ordre supérieur

Considérons un systeme non linéaire incertain dont la dynamique est décrite par :

x=f(x,t)+g(x,t)U

111
y=h(x) —

ou x € R™ est la variable d’état, t € R* est la variable du temps, U est la commande, c¢’est

une fonction discontinue et bornée, f etgsont des champs de vecteurs suffisamment

différentiables mais connus de facon incertaine.

Soit S(x,t) la variable du glissement et 7 € R est ’ordre du mode glissant, il désigne le
degré relatif du systéme, qui signifie le nombre minimum de fois qu’il faut dériver la surface,

par rapport au temps, pour faire apparaitre la commande explicitement.

Un régime glissant standard est basé sur I’annulation de la dérivée premicre par rapport au
temps de la surface de glissement, alors qu’un mode glissant d’ordre » agit sur les (r - 1)
premiéres dérivées [50].

Afin de forcer la variable S(x,7)et ses (7 - 1) premiéres dérivées successives vers z€ro en un

temps fini, la commande agit d’une fagon discontinue sur la 7" dérivée de S(x,?) :

§=8=8=.=8""=0 (I11.2)
ou r est calculé en déterminant les dérivées successives de S:
r=Lsi£LS¢O
oU

) ) (111.3)
F22 81 —S8 =0 (@=1..r—1) et — S #0
oU oU

L’un des problémes majeurs pour I’implantation des algorithmes par mode glissant
d’ordre » est que le nombre d’informations nécessaires augmente avec 1’ordre du mode

glissant [50].

On s’intéresse dans ce qui suit aux algorithmes de commande par MGO2, qui sont
utilisés en majorité dans la littérature.
I11.3 Notion de précision des modes glissants réels

Un régime glissant est qualifié d'idéal quand les organes de commande commutent a

une fréquence infinie. Toutefois, ce n'est pas le cas en pratique étant données les
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imperfections de ces derniers et de ce fait, le régime glissant ne prend place que dans un
proche voisinage de la surface considérée. Ce comportement est qualifi¢ de régime glissant
réel. Le cas idéal, quant a lui, doit étre interprété comme des trajectoires limites lorsque les
imperfections deviennent inexistantes et lorsque la fréquence de commutation tend vers

l'infini [22].

En plus de réduire le broutement de la commande, une commande a régimes glissants
d’ordre » améliore, pour un glissement réel, la précision de convergences vers I’ensemble de
glissement d’ordre ». Dans cette partie, les principaux résultats sur la précision d’une
commande a régimes glissants d’ordre » sont présentés. On s’intéresse au cas d’un glissement
réel [7].

Définition IIL.1: Soit y:R* - R* une fonction telle quey(g)—> 0 quand e —>0. Un

algorithme de commande réel (conduisant a un régime glissant réel) sur la contrainte S = 0 est

dit d’ordre  ( > 0) par rapport & y(¢&)si pour tout ensemble local de conditions initiales il

existe un temps ¢, et une constante C tels que, V7 > ¢, , I’'inégalité suivante soit satisfaite

S| < Cly(e) (I1L4)
Cette définition implique en outre que l'inégalité ci-dessus est vérifiée en temps fini.

Lorsque y(&) est le plus petit intervalle de continuité de la commande, les mots "par rapport a

y " sont en général omis.

La définition suivante est une extension aux algorithmes concernant des lois de

commande discontinues et des fréquences de commutations bornées.

Définition IIL2 : Soit un algorithme, dépendant d'un paramétre £ € R™ générant un régime

glissant sur la surface S, et dont 'action est continue par morceau par rapport au temps, avec

des intervalles de continuité pas plus petits quez(&)>0, ou 7(&)—0 quand £ - 0. Si cet

algorithme est d'ordre » par rapport a 7, on dit alors que c'est un algorithme par MG réel

d'ordre r par rapport a la surface S.

Proposition III.1 : Supposons que la 7™ dérivée totale par rapport au temps de S, S soit

bornée. Alors il existe des constantes c,,c,,c,,...,c,_, telles que, en régime établi :

r 3 r-1 R r=2 (r-1)
|S|Scor, ‘S‘Sclr , ‘S‘Sczr yeeees ‘S ‘SCHT
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Il résulte de ces définitions qu'un algorithme d'ordre » permettra, si la méthode d'intégration

est a pas variable majoré par z, d'obtenir la précision de convergence suivante :

[S|=0(z"), |$]=0(z"™).....

S"=o(7)
On dit alors qu'on a un régime glissant réel d'ordre r par rapport a S.

Pour un mode glissant d’ordre r la précision de convergence est de 7" .

Ainsi, obtenir une bonne précision de convergence d'un MG requiert non seulement de
maintenir la fonction contrainte a zéro, mais ¢galement ses dérivées successives. Ceci donne

un argument supplémentaire aux MGOS [22].

II1.4 Commande par mode glissant d’ordre deux

Considérons le systéme non linéaire décrit par 1’équation (III.1), supposant que fet S

sont des fonction de classes C' et C” et que les seules informations actuelles disponibles, sont
les valeurs actuelles de ¢, U(?), S(x,?) et peut étre le signe de la dérivée par rapport au temps de

S. Différenciant deux fois la variable glissement de S, les relations suivantes sont dérivées:

§-2 S(x,t)+ 9 S(x,t)x (I1L.5)
ot Oox

. O - o . o - .
S=—380¢x,U)+—St,x,U)x+—S(,x,U)U(t IIL.6
at(X)ax(x)xéU(X)() (1IL.6)

L’objectif de commande est d’établir un régime glissant d’ordre deux par rapport a S, tel que

S =S8=0 (Voir figure IIL1).

Figure I11.1 Trajectoire d’un mode glissant du second ordre

Si le systeme (I11.1) est de degreé relatif 1 par rapport a S, c’est-a-dire %S #0,ona:

56



Chapitre III Commande par mode glissant d’ordre deux

S =a(x,t)+ f(x,0)U (I11.7)

tels que : « et § sont des fonctions bornées.
Si le systeme (III.1) est de degré relatif 2 par rapport a S, c¢’est-a-dire ES #0,ona:

S=a(xt)+ px, U (IIL.8)

Pour énoncer un probléme de controle rigoureux (atteignabilité de la surface de glissement et

bornitude de S ), les conditions suivantes sont supposées :

1- Les valeurs de commande font partie de I’ensemble v = {U:|U| < UM} ounU, >1 est

une constante réelle, en plus la solution du systéme est bien définie pour tout ¢, a

condition que U(?) soit continue etV¢ U(t) ev.

2- Il existe U, €(0,1)tel que pour n’importe quelle fonction continue U(?) avec |U (t)| >U,
, 11y a f tel que S@EU(t)>0pour tout ¢>t. Cependant la commande
U(t)=-U,,sign(S(t,)) ou t,est la valeur initiale du temps, permet d’atteindre la
variété S=0 en temps fini.

3- Soit S(x,t,U)la dérivée par rapport au temps totale de la variable de glissement

S(x,t), il existe des constants positifs S,, U, <1, I’ , I',,, tel que si|S(x, t)| < S, alors :
0<T, S%S(x,t,U)SFM, VYUev, xeX (11L.9)

Et 'inégalité |U| > U, entraine SU > 0.

4- 11 existe une constante positive @ tel que dans la région|S(x,t)|<Sol’inégalité

suivante soit satisfaite V¢, xe X, U ev :

ﬁs'(x,z,U)+QS(x, t,U)x|< @ (I11.10)
ot ox
Toute solution de (II.7) ou de (III.8) doit satisfaire l'inclusion différentielle :

Se[-®,d]+[,,[,1U.

m?

La deuxiéme condition signifie que commengant a partir de n’importe quel point dans
I’espace d’état, il est possible de définir une commande appropriée U(?) qui dirige la variable

de glissement dans un ensemble de telle sorte que la condition de bornitude sur les
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dynamiques de glissement définies par la troisiéme et la quatriéme condition sont satisfaites.
En particulier, ils déclarent que la dérivée seconde de la variable glissante S, évaluée avec des

valeurs fixes du contrdle U, est uniformément bornée dans un domaine borné [58].

Plusieurs algorithmes du MGO?2 ont été proposés dans la littérature, parmi ces algorithmes, on

peut citer :

- Algorithme de Twisting (ATW)

- Algorithme de Super Twisting (ASTW).

- Algorithme de la loi de convergence prédéfinie (Prescribed Convegence Law).
- Algorithme sous-optimal.

Dans les paragraphes suivant on va détailler les deux algorithmes ATW et ASTW car
ils sont les plus utilisés, le choix de ces algorithmes est justifié¢ par la simplicité de mise en

ceuvre et par un besoin d'une quantité d'information relativement faible sur 1'état du systeéme.

I11.4.1 Algorithme de Twisting (ATW)

Le controleur de Twisting est historiquement le premier algorithme de la commande
par MGO2, qui conduit la sortie du systéme et ses dérivés a ’origine en un temps fini et en

présence des perturbations bornées [69].

Dans cet algorithme la trajectoire de systeme tourne autour de 1’origine de plan de
phase (S,S)en s’en approchant d’une maniére spirale, comme le montre la figure II1.2. La
valeur absolue des intersections de la trajectoire avec les axes ainsi que les temps de rotation
diminuent en progression géométrique. La valeur de la dérivée de la commande commute a
chaque croisement d'axe, ce qui nécessite la disponibilité du signe de la dérivée par rapport au

temps de la variable de glissement S [83].

F8)
N

Figure I11.2 Trajectoire de I’ATW dans le plan de phase
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Posanty, =S, y, =S, le probléme posé revient a la stabilisation en temps fini du systéme

auxiliaire du second ordre modélisé par :

V=X

i (IIL.11)
y2 = a(xa t) + ,B(x, Z)U
Ou «a et S sont des fonctions mal connues, mais satisfont (I11.9), (II1.10).

Glissement idéal :

Théoréme : considérons le systeme (II1.8), et la surface de glissement S, la loi de commande

[22]

—A sign(y,), si <0
—Aysign(y,), siyy,>0
ou 4,,4,, vérifient :
Ay > 4F—M,
SO
/1”1 > 2,
L, (LIL.13)

T, A4,)—-o>T,4,)+o,
est un algorithme glissant d'ordre deux par rapport a S, pour un degré relatif » = 2.

La borne supérieure du temps de convergence peut étre précisée, et ceci quel que soit le

quadrant du plan de phase (y,, y,) ou se situent les conditions initiales :

»,,,, représente la valeur de S la premiere fois que 1’axe des abscisses dans le plan (s,s) est

traversé, ¢,,, étant I’instant correspondant. ® et @sont donnés par les relations :

@tw — \/5 1_‘m//i’M +1_‘M/1m
(T, Ay =@, A, + D

0 - r,A,+o
" AT, A, —®

Dans le cas ou le systéme est de degré relatif » = 1, la loi de commande, appliquée au systeme

(IIL.7) est :
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-U si  |U|>U,
U=1-4,sign(S) si si<0, [U|<U, (I11.14)
-A,,sign(S) si ss>0, |U| <U,,

Glissement réel :

Nous présentons ici la version réelle d’ATW. L'intérét de cette forme est qu'elle ne
requiert pas d'information sur la dérivée de la surface considérée et qu'elle prend en compte
des contraintes d'ordre pratique telles que I'échantillonnage des mesures et de la loi de
commande. Pour des raisons de simplification, la période d'échantillonnage (notéer)

considérée est la méme pour la prise de mesures et la commande.

Définissons alors la loi de commande suivante [22]:

—A,sign(S), siSA, <0,
= . , (I11.15)
—A,,sign(S), siSA, >0,
avec :
0, k=0
A, = (II1.16)
S Stkr)-S((k-D7), k=1

et 4,4, vérifient les conditions (II1.13).

Amélioration de la vitesse de convergence :

Afin de réduire le temps de convergence vers I’ensembleS=S=0, la loi de

commande est donnée par [22]:

) . [=4,sign(S), si SS<0
U=-a*S—2as - , (111.17)
—A,,sign(S), si S§>0

ou aest un parametre positif qui permet la rapidité de convergence du systéme.

Pour les systémes affines par rapport a la commande, une autre loi proposée par Levant, pour

un degré relatif » = 2, donnée par [42] :
U = —rsign(s) — r,sign(s) (ITL.18)

avec r, etr,sont des constantes positives, La convergence en temps fini est garantie par les

conditions suivantes :
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rn>r>0
r+n), —®> -, +O (II1.19)
(}/i _r2)rm >(I)

I11.4.2 Algorithme de Super Twisting (ASTW)

Cet algorithme a été développé pour contrdler les systémes avec un degré relatif un

afin d’éviter le chattering. Dans ce cas également, les trajectoires tournent autour de 1’origine
sur le plan de phase (S,S)tout en s’approchant vers ’origine, comme le montre la figure

(I1L.3) [58].
La loi de commande est donnée par:

U =U,(1)+U, () (IIL18)

(IIL.19)

-U si |U|>U,,
—Wsign(S) si |U|SUM

—A8{sign(S) si |S|> S,
U, = (111.20)
=2|S,|” sign(S) si |S]|<S,

ou les constantes W et A sont positives et fixées de telle sorte que les conditions suffisantes de

convergence en temps fini suivantes soient vérifiées :

W>2

m

0<p<0.5 (I11.21)
2y, 40T, (W +@)
’C (W —-d)

m m

Ce controleur peut étre simplifié dans le cas ou S, =, il est donné par I’expression

suivante :

U =-AS|" sign(S)+U, (1)

i (IT1.22)
U, =—Wsign(S)
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N,

Figure I11.3 Trajectoire de phase dans I’ASTW

IIL.5 Inconvénients des commandes a régimes glissants d’ordre supérieur

Plus r est grand, meilleure est la précision de convergence dans un glissement réel vers
la surface. Néanmoins plus » est grand, plus il est nécessaire d’avoir, a chaque commutation,
des informations sur les (» — 1) dérivées de S. Bien que I’on puisse réduire ces informations,
dans certains cas aux (r — 2) dérivées de S, cette condition freine ’utilisation de commande
d’ordre supérieur a 3. En effet, plus on dérive la sortie (y), plus on risque d’amplifier le bruit

dans les dérivées de la sortie ('), ce qui rend la commande instable.

Pour une commande a régime glissant d’ordre 7, la commande discontinue est
appliquée sur §" ce qui a ’avantage d’obtenir en sortie de la chaine d’intégrateurs une
commande continue. Néanmoins ces intégrateurs réduisent les composantes hautes fréquences
de la commande, nécessaires pour compenser les incertitudes du modéle standard. Cette
chaine d’intégrateur a aussi comme inconvénient de ralentir la commande, ce qui se traduit
par une réduction des performances des commandes a régimes glissants d’ordre supérieur
pour 1’asservissement du systéme, particuliecrement en suivi d’une consigne dont les variations

sont rapides [22].

II1.6 Application de la commande par mode glissant d’ordre deux a un SMSA

d’ordre deux:

I11.6.1 Algorithme de Twisting (ATW):

L’objectif de la commande par MGO?2 est de diminuer 1’effet de broutement. Utilisant
la méme surface de glissement donnée dans le chapitre précédent, la commande de Twisting

est donnée par :
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-U si |U| > Uy,
U={—Ap,sign(S3) si  S$35;<0,|U| < Uy
—Aysign(S3) si $38; >0, |U| < Uy

ou 4,, et 4 sont des constantes qui vérifient les conditions (III.13).

II1.6.2 Résultats de simulation

(I11.23)

Prenons le méme exemple du pendule inversé sur chariot, en vue de le ramener a sa

position stable (0,0), une loi de commande par 1’algorithme de Twisting est appliquée.

Les conditions initiales sont données par : x =[0.5, 0,%,0]T :

I11.6.2.1 Cas sans perturbations

la position x1(tiet |a référence x1d()
1 T T T
w1t
DB- .............. ........ #1d(t)
U] Lk K .............. ........... 4
g 02
ul
_02_ .............. ........... A
04 | I i i 1
0 a 10 15 20 25 30
Termps(s)
Figure I11.4 Evolution de I’état x(z)
la position x3(tiet la référence x3d(t)
0.3 T T T
: *30t)
DZ- .............. ........ *3d(t)
0 Hpeoeoeee .............. ........... i
= ﬂl\ h .
g Cqmw
R | LR S T T R— i
0.2 .............. ............ ........... p
03 :
04 i ‘ ; : :
0 5 10 15 20 25 30
Temps(s)
Figure I11.5 Evolution de I’état 9(¢)
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La surface de glissement S3(t)
T T T

0.8

06 | ! i i L
0 5 10 15 20 25 30
Temps(s)

Figure I11.6 La surface de glissement S5 (£)

La commande Uit}

i i i i
5 10 15 20 25 30
Temps(s)

Figure II1.7 Le signal de commande U(¢)

Les figures (I11.4) et (II1.5) montrent que le systéme a pu suivre la référence, la surface de
glissement présentée par la figure (II1.6) est stable, et la commande de la figure (I11.7) est
lisse, ce qui montre que notre objectif est atteint (la réduction du phénomeéne de broutement),
mais malgré ca et puisque le systtme est augmenté par la nouvelle variable qui est la
commande, le systeéme devient plus complexe et par conséquent la commande devient lente ce

qui est devenir difficile d’étre réalisable en pratique.
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I11.6.2.2 Cas avec perturbations

On considére le vecteur de perturbation suivant:
I’incertitude paramétrique sur la masse du pendule :

conditions initiales, mais avec un autre vecteur de sorties désirées : y,(t) = [2,0]".

e la position x1(t)et la référence x1d(t)
j : ﬁ x1(t)
: : : x1d(t)
g, 15 201 — : / _
& 2
. L 1.99 |
28 285 29
05 i i i i
0 5 10 15 20 25 30
Temps(s)
Figure I11.8 Evolution de I’état x(z)
03 la position x3(t)et la référence x3d(t)
: x3(t)
ool : x3d(t) | |
0.01
0.1 0 E
i3 -0.01 :
2 M(\AAA ' 28 29 \¥‘\
s ° wuvvvvv T =
(2]
2 :
-0.1 b
-0.2 i b
-0.3 : : : : :
0 5 10 15 20 25 30
Temps(s)
Figure I11.9 Evolution de I’état 9(r)

P(t)=0.08*randn(l,tf) et

+Am =0.1kg . Gardant les mémes
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La surface de glissement S3(t)

i i i i i
0 5 10 15 20 25 30
Temps(s)

Figure I11.10 La surface de glissement S3(£)

15 La commande U(t)

i H i i H
o] 5 10 15 20 25 30
Temps(s)

Figure II1.11 Le signal de commande U(¢)

D’apres les figures (I11.8), (II1.9) on voit que la réponse de systéme est trés lente, les états
mettent un temps plus long pour atteindre les états désirés. On peut voir aussi que les
perturbations agissent non seulement sur la lenteur du systéme mais aussi sur sa précision, La
surface de glissement présentée par la figure (II1.10) est stable, et la commande dans la figure

(ITL.11) est plus en moins lisse. On peut dire que la propriété de robustesse est limitée.

I11.6.3 Algorithme de Super Twisting (ASTW)

Choisissons la méme surface de glissement, la loi de la commande Super Twisting est

donnée par :
U=U +U, (I11.25)

tels que :
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1
Uy = —kq|S3|25ign(S3) — k,S3
Uz = _k3Slgn(S3) - k4S3

ou k,k,,k, et k, sont des constantes positives.

II11.6.4 Résultats de simulation

(111.26)

(111.27)

La commande Super Twisting est appliquée sur le méme exemple du pendule, sachant

que les conditions initiales sont choisies comme suit : x(¢) :[O.S,O,E,O] et le vecteur de

sorties désirées :y,(t) = [0,0]".

I11.6.4.1 Cas sans perturbations

la position x1(tiet |a référence x1d()
T T T

1), x1dit)

04 i ‘

Figure I11.13 Evolution de I’état 6(¢)

0 i3} 10 1I5 ZiD 2I5 30
Termps(s)
Figure I11.12 Evolution de I’état x(?)
la position x3(tiet la référence x3d(t)
0.3 T T T
w3
DZ- .............. ........ *3d(t)
0.1
= 0
D24
o5t
0.4 | I i i |
0 5 10 15 20 25 30
Temps(s)
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La surface de glissement S3(t)
T T T

i i i i
0 5 10 15 20 25 30
Temps(s)

Figure II1.14 La surface de glissement S5(¢)

La cormmande Uit)

i i i i
5 10 15 20 25 30
Temps(s)

Figure III.15 Le signal de commande U(¥)

Les figures (II1.12) et (II1.13) montrent que les états du systéme convergent vers les états
désirés, la surface de glissement dans la figure (II1.14) est stable, et le broutement est
considérablement diminué dans la figure (II1.15) de la commande. Malheureusement le temps

de calcul de la commande est un peu lent.
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111.6.3.2 Cas avec perturbations

On considére la méme perturbation appliquées sur le systétme dans la commande

Twisting :  P(¢) = 0.08* randn(1,t) et

la méme incertitude paramétrique sur la masse du

pendule : +Am = 0.1kg le vecteur de sorties désirées est : y,(t) = [2,0]T . Les résultats sont

donnés par les figures suivantes :

la position x1(t)et la référence x1d(t)

25

f f f f x1()
x1d(t)

1 1 1 1 1

15 20 25 30 35 40
Temps(s)

Figure II1.16 Evolution de I’état x(?)

X3(0), x3d(t)

la position x3(t)et la référence x3d(t)

0.3

0.2r

0.1

-0.1

-0.2

x3(t)
x3d) | |

L 1 L 1 L 1 L

-0.3

o

5 10 15 20 25 30 35 40
Temps(s)

Figure I11.17 Evolution de I’état 6(¢)
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La surface de glissement S3(t)
T T T T

S3(t)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Temps(s)

Figure I11.18 La surface de glissement S3(£)

La commande U(t)

-15

20 H 1 H H H H 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Temps(s)

Figure II1.19 Le signal de commande U(¢)

On peut voir que les états du systéme ont pu atteindre la référence mais avec un temps de
réponse un peu long, ce qui est montré sur les figures (II1.16) et (II1.17). La figure (II1.18)
présente la surface de glissement qui est stable. Le signal de commande est donné sur la figure
(ITI1.19). On peut dire que les perturbations agissent sur les performances du systéme, ce qui

dégrade la propriété de robustesse des MG.
II1.7 Conclusion
Dans ce chapitre on a présenté les bases principales de la commande par MGOS, qui

est une extension des MGOI1, et qui conserve la caractéristique de la robustesse de ces
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derniers. Cette commande permet de réduire I’effet de broutement, au voisinage de la surface
de glissement. Notre travail est basé sur les MGO2, dans cette partie nous avons décrit les
deux algorithmes les plus utilisés dans la littérature qui sont ATW et ASTW, ou les conditions

suffisantes de convergence sont détaillées pour chaque algorithme.

Une commande par MGO2 a été appliquée a un SMSA, des résultats satisfaisants sont

obtenus, ce qui a prouvé I’efficacité de cette commande.

En revanche des avantages de cette commande, quelques inconvénients se présentent
et peuvent limiter I’utilisation de cette derni¢ére. Le principal inconvénient est le besoin de
connaitre les variables d’état et leurs dérivées. En plus la chaine d’intégrateur qui permet
d’avoir une commande continue mene a ralentir cette derniére, et par conséquent réduire les
performances de systéme. Pour remédier a ces problémes tout en répondant au probléme de
broutement, et gardant la propriété de robustesse, une autre solution sera présentée dans le

chapitre suivant qui concerne 1’utilisation d’un observateur par mode glissant (OMG).
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CHAPITRE IV

OBSERVATEUR PAR MODE GLISSANT D’UN SMSA D'ORDRE
DEUX

IV.1 Introduction

La mise en ceuvre de lois des commandes basées sur le modele non linéaire du systéme,
nécessite parfois la connaissance du vecteur d’état complet du systéme a chaque instant. Mais, dans
la plupart des cas, les seules grandeurs accessibles du systeme sont les variables d’entrées et de
sorties, il est possible qu’a partir de ces informations de reconstruire 1’état du modele choisi pour

¢laborer la commande. De ce fait, I’idée repose sur I'utilisation d’un observateur.

Un observateur est un systétme dynamique que l’on peut appeler capteur informatique,
puisqu’il est souvent implanté sur calculateur afin de reconstituer ou d’estimer en temps réel 1’¢état
courant d’un systéme, a partir des mesures disponibles, des entrées du systéme et une connaissance
a priori du modele. Il nous permet alors de suivre 1’évolution de I’état en tant qu’information sur le

systeme.

La possibilité de reconstituer une information interne sur le syst¢éme au moyen des grandeurs

externes disponibles peut étre utile a plusieurs niveaux :

- La commande du procédé, qui nécessite bien souvent la connaissance de son état interne.

- La surveillance du procédé, a travers les écarts entre le comportement de 1’observateur et
celui du procédé.

- L’identification du procédé, au moyen de I’estimation des grandeurs constantes qui

assignent des parametres au modele.

Or, la stabilit¢ en boucle fermée ne peut étre garantie a priori si la loi de la commande et
I’observateur sont synthétisés séparément, le principe de séparation est vérifi¢é seulement pour les

systemes linéaires, dont le probléme est résolu par les observateurs de Luenberger.

Pour les systémes non linéaires, la synthése d’observateurs est encore un probléme ouvert.
En général, la dynamique des systémes non linéaires est approximée en utilisant des systémes flous,
mais ce dernier est en besoin des regles floues établies par un expert. De plus, et précisément dans

la méthode de Mamdani, 1'analyse de stabilité pour les systémes flous est difficile, car elle manque

72



Chapitre IV Observateur par mode glissant d’'un SMSA d’ordre deux

de descriptions mathématiques. Dans la littérature, de nombreuses stratégies avec fonction de
Lyapunov ont ét¢ introduites, comme le controleur PID flou [36], le contrdleur adaptatif flou [89] le

controleur de réseau neuronal flou [20].

Cependant, ces méthodes peuvent étre utilisées pendant de longues périodes, ce qui

nécessite un temps de calcul long et une puissante calculatrice.

Une des classes les plus connues des observateurs robustes est celle des OMG. Ce type

d’observateur est basé sur la théorie des CSV.

Le but d’utiliser un observateur dans ce travail, est non seulement la reconstitution de

vecteur d’état, mais aussi pour diminuer 1’effet de broutement, qui se présente dans la CMG.

IV.2 Observabilité et principe d’'un observateur

L’observabilité d’un processus est un concept trés important en automatique. En effet, pour
reconstruire I’état d’un systéme, il faut savoir, a priori, si les variables d’état sont observables ou

non.

En général, pour des raisons de réalisation technique, de coft, etc..., la dimension du vecteur
de sortie est inférieure a celle de I’état. Ceci entraine qu’a I’instant donné « t », I’état x(¢) ne peut
pas étre déduit algébriquement de la sortie y(¢) a cet instant. Par contre, sous des conditions
d’observabilité qui seront explicitées plus loin, cet état peut €tre déduit de la connaissance des

entrées et sorties sur un intervalle de temps passé: u([0, t]), y([0, t]) .

L’objectif d’un observateur est de reconstruire des grandeurs dont on ne peut ou ne désire
pas mesurer 1’état par une méthode directe, il sert a fournir avec une précision garantie une
estimation de la valeur courante de I’état en fonction des entrées et sorties passées. Cette estimation
devant étre obtenue en temps réel, 1’observateur revét usuellement la forme d’un systéme

dynamique [40].
Définition IV.1: on appelle observateur (ou reconstructeur d’état) d’un systéme dynamique « S »
[23] :

(x(t) = f(x(@®),u®)

'{y(t) = h(x(t)) (IV.1)

Un systeme dynamique auxiliaire « O » dont les entrées sont constituées des vecteurs d’entrée et de

sortie du systéme a observer et dont le vecteur de sortie X (¢) est I’état estimé :

0. {Z(t) = f(z(®),u®),y(®) (IV2)

w(t) = h(z®),u®),y(t)
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Telle que I’erreur entre le vecteur d’état x(z) et X (¢) tend asymptotiquement vers zéro.
lle@®Il = llx(&) — (Ol — 0 quand t— oo (Iv.3)
Donc, I’observation se fait en deux étapes :

- L’estimation se fait en boucle ouverte par le calcul des grandeurs d’état a I’aide de
modeles proches du systeme.

- La correction se fait en boucle fermée.

Le schéma d’un tel observateur est donné sur la figure (IV.1) [40].

(t) (1)

k4
(]
h

x(1) |

Figure IV.1 Schéma de principe d’un observateur

L’existence d’un tel observateur est liée a la notion d’observabilité de « S ».

L’observabilité caractérise la propriété de pouvoir récupérer (de fagon statique ou dynamique) par
une combinaison des mesures et de leurs dérivées toutes les grandeurs d’état d’un systéme.

IV.3 Observateur d’un systéme linéaire :

Considérons le systeme dynamique linéaire

{ x(t) = Ax(t)+ Bu(t) (IV.4)

y() = Cx(¢t)
x(t) € R™u(t) € R™, ety(t) € RP.Les matrices 4, B et C ont des dimensions appropriées.

La matrice d’observabilité du systéme (IV.4) est définie par :
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()

0= _ (IV.5)

C A.n—l
L’observabilité du systeme (IV.4) est garantie si le rang de la matrice d’observabilité¢ O est égal a

«n», O’Reilly a présenté un deuxieme critére; le systeme (IV.4) est complétement observable si :

rang (PI g A)

Pour tout P complexe. Si un systéme linéaire est complétement observable, il est globalement

=n (IV.6)

observable, c’est-a-dire que toutes les composantes du vecteur d’état du systeme sont observables,
et donc peuvent étre reconstruites par un observateur. Si le systéme est non linéaire, nous devons

distinguer 1’observabilité globale de 1’observabilité locale [40].

IV.4 Observateur d’un systéme non linéaire

Considérons un systéme non linéaire suivant :

{J'c(t) = f(x(t),u(t))

() = h(x(©)) av.7)

ou les variables : x E X Cc R™, u€ U cC R™ et y €Y c RP. représentent respectivement 1’état,
I’entrée ou la commande et la sortie du systeme. f et & sont des champs de vecteurs supposés

suffisamment continiment dérivables sur X.

La plupart des observateurs qui existent dans la littérature ont la structure suivante :

{ 2 =fEw+n,%) (IV.8)

y @) = h(x®)
C'est-a-dire une copie du modéle plus un terme correcteur 1 ( v, X) qui établit la convergence de X
vers x [58].
IV.4.1.0bservateur classique par mode glissant

La mise en ceuvre des lois de commandes basées sur le modele non linéaire du systéme,
nécessite parfois la connaissance du vecteur d’état complet du systéme a chaque instant. Cependant,
dans la plupart des cas, seule une partie de ’état est accessible a 1’aide de capteurs. Pour

reconstituer état complet du systéme, 1’idée repose sur 1’utilisation d’un capteur logiciel, appelé
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observateur. Un observateur est un systeme dynamique qui a partir de I’entrée du systéme (la
commande), de la sortie mesurée, ainsi que d’une connaissance a priori du modele, fournira en
sortie un état estimé qui devra tendre vers 1’état réel (figure (IV.1)). Plusieurs techniques sont
optées mais elles restent restreintes dans leurs applications, dans [’observateur étendu de
Leunberger par exemple [44], un modele linéarisé est nécessaire, ou un changement de coordonnées
est effectué, ce qui nécessite un ensemble d'équations différentielles partielles non linéaires, ce qui
est si difficile a réaliser. Une autre technique d'estimation largement étudié¢e pour I'estimation de
systeme dynamique est le filtre de Kalman étendu [65], malheureusement, les preuves de stabilité et
de convergence établies pour les systémes linéaires ne pouvaient pas étre étendues aux systémes

non linéaires.

Une des classes les plus connues des observateurs robustes est celle des OMG. Ce type
d’observateur est utilisé aussi pour réduire le phénomene de broutement (chattering) lors de
I’application d’une commande discontinue. Il consiste a générer les modes glissants idéaux dans
une boucle auxiliaire d’observation, telle que cette boucle d’observateur n’intégre aucune
dynamique non modé¢lisée. La boucle principale est poursuivie de la boucle d’observateur. Sous les
dynamiques de cet observateur aucun probléme de broutement n’est apparait et le systéme évolue
comme si la commande équivalente est appliquée [2].

"n.n

Le principe de ’OMG est de contraindre la dynamique du systéme d'ordre "n" a converger
vers la surface de glissement S de dimension "n-p", en utilisant des fonctions discontinues (p est la

dimension du vecteur capteur) [71].

Pour le systéme (IV.7), une structure d’'un OMG classique s’écrit :

{a*c = f(®u) + Asign (y —9) (IV.9)
9 =h®)

Dans ce cas, la surface de glissement est donnée par :

sx)=y-y (IV.10)

Le terme de correction utilisé est proportionnel a la fonction discontinue signe appliquée a I’erreur
de sortie. L’étude de la stabilit¢ et de la convergence pour de tels observateurs, est basée sur

I’utilisation des fonctions de Lyapunov.
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L’étude de la stabilité et de convergence utilise les concepts de résolutions de Filippov [21], ainsi
que les méthodes dites du vecteur équivalent développées par Utkin [81] pour la commande, et par

[13] pour les observateurs.

Notre choix de ce type d’observateurs se justifie par les bonnes propriétés qui peuvent étre

obtenues et parmi lesquelles nous citerons :

- Une convergence en temps fini vers la surface de glissement s(x) =y - ¥ = 0 si entre
autre les conditions d’attractivité vers cette surface sont vérifiées.

- Une réduction de dimension du systéeme d’observation a n - p états avec n la dimension
de I’¢état x, et p la dimension du vecteur de sortie.

- Comme la fonction signe est équivalente a un grand gain au voisinage de I’origine, nous
obtenons une certaine robustesse vis-a-vis d’erreurs de modele et de perturbations

bornées.

L’exploitation de ces propriétés, et 1’utilisation d’observateurs a modes glissant a structures
particuliéres, nous permettent d’obtenir des dynamiques d’erreurs d’observation plus simple et plus
facilement stabilisables pour des formes de systéme plus large que la forme injection de sortie [38].
Ainsi, pour des systemes qui se mettent sous forme d’observation triangulaire [6], nous allons voir
dans le paragraphe suivant comment obtenir la convergence de 1’erreur d’observation vers zéro en

temps fini.

IV.4.2 Principe de séparation

La dynamique de I’erreur d’observation e = x — X est aussi non linéaire dépendante de

I’¢état de I’entrée du systeme.

é=f(xu)-f(x-e)n(yx) (IV.11)

Le principe de séparation n’est donc plus vérifié et la commande n’étant plus indépendante
de I’observateur. Par ailleurs il faut tenir compte de la dynamique de (IV.9) si on veut faire la

synthése d’une commande basée sur X.

Il est a noter que ces contraintes ne se posent pas pour les systémes linéaires et ¢galement
pour les systémes qui se mettent sous injection de sortie c'est-a-dire dans le cas ou la non linéarité

ne dépend que des grandeurs connues (les entrées et les mesures) [6] .

x=Ax+ o(y,u)
{y — Cx (IV.12)

Un observateur avec compensation du terme non linéaire peut s’écrire :

77



Chapitre IV Observateur par mode glissant d’'un SMSA d’ordre deux

x=A2+9 (bW +Gly— 9
{y _® (IV.13)

et permet alors d’obtenir une dynamique d’erreur d’observation linéaire indépendante de ’entrée et

de I’état ;

é=(4-GC)e (IV.14)

De maniere générale pour des systémes quelconques, il existe différentes classes
d’observateurs, nous avons choisi d’étudier des OMG pour les avantages qu’ils présentent en

simplicité de mise en ceuvre et de robustesse.

IV.4.3 Observateur triangulaire par mode glissant

L’observateur par mode glissant (OMG) triangulaire a été développé pour des systémes qui

peuvent se mettre sous la forme suivante appelée forme triangulaire d’observation :

( J:Cl x; + g1(x)u
2 x3+ g2(x1,x)u
{ ' | = . | (IV.15)
i )
; 1/ Xn + Gn-1(x1, X2, ---'xn—l)u/
\ y =nx1 fn(x) + gn(x)u

Ou les g; et f, pour i = 12,...n sont des fonctions analytiques, x = [x;x; ...x,]T € R™ I’état du
systéeme, u € R™ est le vecteur d’entrée et y € R la sortie que nous considérons pour des raisons

de simplicité d’écriture.

La structure de I’observateur proposé est la suivante :

(/X o ; o

/ xl \ %, + g1(c)u+ ¢y signy (g — %)

| 2 | s+ g2(xq, X)u + ¢, sign, (X, — X5)

' | - |
i 0 =1 (IV.16)
X - _ _ . _ o
xr-lnl X+ Gno1(x1, Xz, oo, XU + €y SigNp_1 (-1 — Xp-1)

L9 = 2, fn(x, %2, ., %) + gn(x, Xy, ..., Xy )Uu + ¢, sign, (X, — X,,)

Ou les variables x; sont données par :

Xi = X + i1 SigNmoy,i—1(Xiog — Xi—1)
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tel que : i = {2, ...,n}

Avec SigNy,y,i—1 désignant la fonction sign;_, filtrée par un filtre passe bas ; la fonction sign; (.)
est mise a zéro s’il existe j €{1,i} tel que X; — X; # 0 (par définition X; = x; ), si non sign; (.) est
prise égale a la fonction sign; (.) classique. Grace a cela nous imposons que le terme correcteur ne

soit ““actif’” que si la condition X; — X; = 0 pourj = 1,2,..., i est vérifiée.

Pour ce type d’observateur, nous avons une convergence en temps fini (par étapes) de
I’erreur d’observation. En outre, il permet la séparation de la synthése de 1’observateur et de la
commande; il facilite I’étude de stabilit¢ en boucle fermée. La convergence en temps fini de

I’observateur est assurée par le théoréme suivant :

Théoréme IV.1: Considérons le systeme (IV.15) et I'observateur (IV.16). Si le systéme est a
entrées bornées et a états bornés (BIBS) pour une durée finie [0,7 ], alors pour tout état initial x(0) ,
X(0) et toute entrée bornée u , il existe un choix de A; tel que I’état de I’observateur X converge en

un temps fini vers 1’état x du systéme [49] .
Preuve du théoréme :

Considérons la dynamique de I’erreur d’observation e = x - X et procédons étape par étape. Pour eq

=x; —X; ,nousavons :
€,=e, — ¢, sign(e;) avec e, =x, — X,

Sicy > ley | uax pour ¢ <t; alors la surface de glissement e; = 0 est attractive et est atteinte apres

un temps fini t; ce qui fait que €; = 0.
I existe une fonction continue notée sign,, définie par e, — c; signeq (e;) =0 impliquant i, = x;
sur la surface de glissement, puisque Signgq = Sighy,, , alors :
€ =%, — (%, — C2SigNeq(x1 — X)) =X — X,=0
Une fois x, connu, nous allons passer a la dynamique de e, . Nous avons aprés t; comme nous
I’avons vu, x, = X, ce qui implique que :
91 (x1,%2) —g1 (X1, %2) =0

Alors €,=e; — ¢, sign(e,) , et suivant le méme raisonnement si ¢, > les | ;g pour ¢ <t, , nous
aurons apres un temps fini £, > t; la convergence vers la surface e; = e, = 0. La dynamique du reste
de I’erreur d’observation sur la surface de glissement est donnée par €, = 0 et on déduit donc x5 =

X3 car:
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€ = X3 — Xy — CpSigneq(e;) = x3 — X3=0

En réitérant (n —1) fois ce processus, nous avons apres un temps t,,_; convergence de toute 1’erreur
d’observation vers la surface e;= e,= .....e,,_1 = 0 et par conséquent X tend vers x , en un temps fini

t,—, tout I’état est connu et I’erreur d’observation est nulle.

Nous allons maintenant nous intéresser a la stabilit¢ de I’observateur en déroulant étape par étape le

processus de convergence de I’observateur.

A partir de (IV.15) et (IV.16) et en considérant les conditions initialesx; (0) # X;(0) (si ce n’est pas

le cas nous sommes sur la surface de e;= 0 a I’instant initial, nous passons directement a I’étape 2).

» Etape 1 : Vu que les fonctions sign; sont prises égales a zéro pour i > 1.nous obtenons la

dynamique suivante pour I’erreur d’observation e = x -X.

2 e, — ¢ signy(x; — %)
/ é; \ e3 + go(x1, x2)u — g, (x1, %5)u
| - |- |
= . (Iv.17)
én-1 en + Gn-1(X1, Xz, o, Xn_1)U — Gno1 (X1, X5, 0, By Ju

én () = fu(x, %2, ., Xp)

Etant donné que nous prenons une entrée u bornée, le systéme n’explose pas en temps fini (le
systéme est supposé (BIBS) en temps fini par hypothése); I’erreur d’observation est aussi bornée.

Soit alors une fonction de Lyapunov :

V1 = 7 (IVIS)
Nous avons alors V;= e, ;= e;(e; — ¢15igny(ey)) . En choisissant ¢; > le, | 4, pour <ty
I’erreur d’observation e; converge vers zéro en un temps fini ¢;.

* Etape 2 : comme dans I’étape 1, ’erreur e,reste bornée par hypothése. Il faut, cependant, que ¢; >
le, | jax pour rester sur la surface e; =0, mais cela est vérifi¢ le fait que e,est strictement

décroissante apres t;.

Le but de cette étape est d’atteindre la surface e;= e, = 0. Sur la surface e;=0 , la dynamique de

P’erreur d’observation devient :
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éq 0
€, /33 + g2(x1, x)u — g2(xq, X)u — ¢, sign,(e;) = ez — ¢, sign,(e;)
= | . | (IV.19)
A I I
én—l/ en + Gno1(X1, X2, oo, XU — g1 (X1, X, o0, X—g U /
€n fn(x) - fn(x: 22' ---:fn)
Soit la deuxiéme fonction de Lyapunov :
_e’ e’
vV, = . . (IV.20)

Alors, si la condition ¢, > le, | 4, €St satisfaite pour > t;, nous avons e,=0,
e, — C1Signeq(e;) =0, et:
Vo=ey(e3 — czsigneq(er))
Par conséquent, si ¢, > les | 4, alors e, converge vers zéro aprés un temps t, > t; . De plus

V, < 0, et l’erreur d’observation est strictement décroissante durant la période [t;,t,] ce qui
implique que si la condition sur c; est vérifiée avant t; elle est obligatoirement aussi apres t;. Nous

obtenons, en vertu du principe du vecteur équivalent, apres t, X3 = X3 .

Ainsi étape par étape nous obtenons la convergence des composantes de 1’erreur d’observation vers

zéro et celle de X vers x, sous les conditions que durant [t;, t;1 1], ¢ >lejrq1 | max -

 Etape n : cette étape commence a I’instant t,,_4, a cet instant e, = 0 pour tous k < n. Alors, la

dynamique de I’erreur d’observation devient :
é1 0
[a) [ o
- -
= : (Iv.21)
I
én—l

: )
én fn(x) - fn(xr 55\2' ...,5C\n) - AnSignn(fn - k\n) = _CnSignn(fn - k\n)

Alors, e, converge en un temps fini t,, >t,_; pour toute valeur de c,, > 0 si, évidement toutes les
conditions sur les ¢ , kK < n sont elles aussi vérifiées. Ces conditions resteront satisfaites apres t,,_q.

Ainsi le théoréme est vérifié.
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IV.5 Application de I'observateur par mode glissant a un SMSA d’ordre deux
IV.5.1 Construction de I'observateur

On considere la représentation d’état d’'un SMSA d’ordre deux suivante :

X, X, 0 0
X X b, (x d,(x
X, X, 0 0
i) @) @) e
T
y(t)z(xl,x3) (Iv.23)
oux=(x x x, x,) estlevecteurdétattels que:x, =q,, X, =g, X, =q,et x, =, ,
11> /5.b, ethb, des fonctions non linéaires nominales bornées. y(t) est le vecteur de sortie.
d, (x)et d, (x) présentent les incertitudes et les perturbations.
Supposition .1 : le systeme (IV.22) est observable.
Supposition .2 : le systéme (IV.22) est BIBO stable sur 7 €[0,77].
Supposition 3 les incertitudes et les perturbations sont bornés :
‘dl (x)‘ <p, et ‘dz (x)‘ < p, Ou p, et p, sont des constantes positives connues.
On propose la dynamique d’observateur triangulaire suivante :
X, X, +a5ign, (xl - 5‘1)
By | _| A (5050 %, X) 40 (5)U +u,sign,, (3, - 5,) (IV.24)
X, X, +1SIgN,, (x3 - A3)
) (335 3,) b, (3, )U +ysign,, (%, - 1)

ou f,f,,beth, sont respectivement les fonctions f,f,,b, et b, apres estimations des variables
d’état.

. . . . . <dme \ PR— s <.
La fonction sign, est la fonction «sign » classique du i*™ sous-systeme si x, —x; =0, oui = {1,2}

et j= {1,2} pour le premier sous-systeme, j = {3, 4} pour le deuxiéme sous-systéme, sinon sign; est

égal a zéro.
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« atan » est la fonction arc tangent usuelle qui est connue comme une approximation continue de la
fonction « sign ».

> gt S A .= .= .
Les erreurs d’estimation sont: e, = x, —X,,e,, =X, —X,, €5, = X; — X;,€,, = X, — X,

Théoréme IV.1: Supposons que I’observateur (IV.24) est construit pour le systéme (IV.22), dont

les variables d’état sont estimées en choisissant des paramétres appropriés yl.(i =1, 2,...n) pour

n’importe quelles conditions initiales, et les suppositions 1, 2 et 3 sont vérifiées, alors les variables

d’état estimées convergent vers les variables d’état du systéme réel en temps fini [90].
Preuve du théoreme :

La dynamique d’erreurs d’observation est donnée par :

é, e —sign, (x, - %))
&, _ A (xlaxzaxw Xy ) -/ (3?1’?2,}3,)74) — [, sign,, (fz - X, ) +d, (x) (IV.25)
&, €se — Iy SigNys (x3 — X )
G, 2 (x1=x2’x3’x4)_J}z ()?1,)72,373,?4)_ﬂ43ign24 ()_54 _24)+d2 (X)
Etape 1 :
Pour le premier sous-systéme, on a :
é, =X —% =x, - %, — wsign, (x, - %) (IV.26)
&, =€, — [sign;, (xl -% ) (Iv.27)
La fonction de Lyapunov est donnée par :
1,
Vi=>e. (IV.28)
2
Vll =e.6,=¢, (e2e — Hysign,, (xl - X )) (IV.29)

On choisit: g >max|eh|—>ele tends vers zéro en temps fini, et par conséquent ¢, =0ce qui

implique que e,, = zsign,, (x, — %), d’un autre coté nous avons X, =%, +e, =x, .

Pour le deuxiéme sous-systéme, on a la fonction de Lyapunov suivante :

1
Vo =2e (IV.30)
Vo =eé, =6, (e4e — H3S1gMNy, (x3 — % )) (IV.31)

On choisit : g > max|e4e| — e,, tends vers zéro en temps fini, et par conséquent e,, =0 ce qui

implique que e,, = 44,5ign,, (X, — %, ) et d’un autre coté nous avons : X, =%, +e¢, =X, .
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Etape 2 :
Ona:
¢, =0 (IV.32)
é,, = —tsign;, (X, = %,)+d, (x) (IV.33)
et:
é, =0 (IV.34)
€. = —H,SIgNy, (7?4 —%, ) +d, (x) (IV.35)

La nouvelle fonction de Lyapunov du premier sous-systéme, devient :

1 1
V= Eefe + Eeje (IV.36)
V.vl = eleéle + eZeéZe (IV37)

Ona: ¢, =0 =V, =e,é, =e, (—,uzsign12 (x,-%,)+d,(x))

=V, <-4, |eZe Th |eZe

Pour le deuxi¢éme sous-systéme, on a :

1 1
V,= Ee; +5eje (IV.38)
V,=e,é, +e,é, (IV.39)

Ona:é,=0=>V,=e,é, =e, (—,u4sign24 (x,—%,)+d, (x))

=V, <-4, |e4e TP, |e4e

Afin d’obtenir ¥, <0 et ¥, <0 on doit choisir s, > p, et i, > p,.

IV.5.2 Conception de la commande :

Apres estimation des états de systéme, on peut construire les surfaces de glissement du premier
niveau comme suit :

S, =4e +e, (IV.40)
S, =4e +e, (Iv.41)
ou 4,4, sont des constantes positives.
Les erreurs dynamiques sont données par :e; = X; — X14,€ = Xy — X14,€3 = X3 — X34,

ey, = X4 — X34, aVeC Xq4, X34 sont les états désirés.
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La commande équivalente peut étre déduite de I’annulation des dérivés des surfaces de glissement
comme suit :

Dans le premier niveau, on dérive S, et S, par rapport au temps, ce qui donne :
S, =Aé +é, (IV.42)
S, =Aé +é, (IV.43)
Les lois des commandes équivalentes sont :
Ueqr = 5. (i + Maés = $10) (IV.44)
Ueqz =5, (f2 + 2265 = 34) (IV.45)

Pour le deuxiéme niveau, on propose la surface de glissement suivante :
S=0,5+0,5, (IV.46)

Les paramétres o, 0, sont des constantes positives, sont choisies tel que : 0,0,5,5, >0

La loi de commande totale est donnée par :

U= Ueq11 + Ueq22 + UdiS (IV47)
) _ o1by _ aby
telles que : Ugq11 = o1by+0,b, €AV Uegzz = o1b +0,b, €42

Ou la commande de commutation est choisie comme suit :

-1
0'151+0'2

Ugis = s (k.sign(S) + B.S) (IV.48)

telles que £ et f des constantes positives.
L’objectif de ce travail peut étre résumé par la figure (IV.2).

Théoréme IV.2: Pour le SMSA donné par 1’équation (IV.22), les surfaces de glissement sont
choisies par (IV.40), (IV.41) et (IV.46) avec la loi de commande définie par 1’équation (IV.47),
alors le vecteur de sortie peut suivre ses références et ainsi tout le systéme est globalement

asymptotiquement stable [90] .
Preuve de stabilité :

La dérivé de la fonction de Lyapunov est donnée par :

V=588 (IV.49)
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Chapitre IV

y(®)
+ L’observateur Le systéme
Sous-actionné
£ u(t)
xg V+ | Si=herte; S La commande

S, =Ae;+e
2 27 * U= Ueq11+Ueq22+Udis

Figure IV.2 Structure de commande d’un observateur par mode glissant d’un SMSA

V= S(alfl + 0151U + o416, +0,dy + azfz + GZBZU + 0,1,€3

+O-2d2 - O-ljéld - Uzjégd) (IV.SO)
Appliquant la commande (IV.47), on aura:
V:S(O'ldl+0'2d2—ksign(S)—2ﬂ.S) V.s1)
= (O-ldl +O_2d2)|S|_k|S|_'B'S
ou p=sup(o,p, +0,p,) et choisissant k > p, alors :
V==(k-p)|S|-B5*<0 (IV.52)
Intégrant les deux cotés de (IV.52),ona:
t t
der = j (~(k-p)|S|-B.5%)dz (IV.53)
0 0
t
= V(t)-V(0)=—[((k—p)|S|+ B.S*)dr <o, Wt=0 (IV.54)
0
Ona V(t) est définie positive, ce qui veut dire :
t
0< [((k=p)|S|+B.5*)dz <V (0) < (IV.55)
0
Ca implique que :
(IV.56)

0< (k—p)I(|S|)dr <o

Alors : Se L, (L, :est’espace de la norme-1)
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et:
OST(ﬁ.Sz)dT<oo
0

Alors : Se L, (L, : est’espace de la norme-2)

A partir de (IV.45) et (IV.57),0n a:

00

wSzdr = (oS} +05S; +20,0,S,S, )dr
0

0

ainsi :
T(2010'251S2 )dr < T(afsf +035; )dz
0 0
A partir de (IV.58),on a:
0<[(40,0,5,5,)dr < [s*dz
0 0
et:

GIT(SIZ)-FGZTS;)CZT < TSzdz' <o
0 0 0

Ona: S, eL,et S, el,,c’est-a-dire que : ISlzdr <o et J‘Szzdr <o,
0 0

A partir de (IV.56) on a :

T(|S|)d7:T|Sl|dT+T|S2|dZ’<oo
0 0 °

= “Sl|dr<oo, ca-d : S el

0

et:

= [|S,|dr <o, cad: S, el
0

(IV.57)

(IV.58)

(IV.59)

(IV.60)

(IV.61)

(IV.62)

(IV.63)

(IV.64)

Puisque le vecteur de sorties désirées y,(¢) et leurs dérivés sont bornées, I’entrée de commande est

aussi bornée ety(r)e L, et a partir des équations (IV.42), (IV.43), on a(¢,é,,é,,¢,)€ L, , par
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conséquent S, € L et S, € L, utilisant le Lemme de Barbalat (Lemme IL.1) on a: limS, =0 et

t—x
donc on peut conclure que les surfaces de glissement et les erreurs de poursuites convergent

asymptotiquement vers zéro, ce qui veut dire que les états estimés convergent vers leurs références.

IV.5.3 Résultats de simulations

La commande proposée est appliquée sur le méme exemple des chapitres précédents qui est
le pendule sur chariot sous actionné, afin de pouvoir faire la comparaison des résultats trouvés. Les

parametres du modele sont donnés par: M =2kg,m=0.1kg,l =0.25m . Les conditions initiales

sont : x = [0.5,0,%,0]T et le vecteur de sorties désirées: y,(t) = [0,0]7.

1V.5.3.1 Cas sans incertitudes paramétriques ou perturbations :

| état x1(t), sa référence x1d(t) et son état estimé x1e(t)

x.1 (t)
x1d(t)
x1e(t)

ko : : : : 1
@ ; ; 4
> :
x 0i5 1
0
01 i i i i i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps(s)

Figure I'V.3 Evolution de x(?) et ses états : estimé et désiré
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| état x2(t)et son état estimé x2e(t)

x2(t)
x2e(t)

0.05

x2(et x2e(t)

i

2 H i H H H H i H i
0] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps(s)

Figure IV .4 Evolution de x(7) et son état estimé

| état x3(t), sa référence x3d(t) et son état estimé x3e(t)

X3(t)
| xad@| |
0. x3e(t)
x < |
z : :
= 04dFt 3 0 : 4
3 [\ : (0 0:5
> B B
é 0 /\Vr\
< Ve
-0.2 [ b
04 ; ; ; ; ; ; ; ; ;

Temps(s)

Figure IV.5 Evolution de 8() et ses états : estimé et

désiré

| état x4(t)et son état estimé x4e(t)

x4(t)
xde(t) | |

i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps(s)

Figure IV.6 Evolution de 6(¢) et son état estimé
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les surfaces de glissement S1(t), S2(t) et S(t)

S1(t)

S1(1),52(t) et S(t)
& o
]
<
g

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps(s)

Figure IV.7 Les surfaces de glissement S;(2), Sx(?) et S(2)

la commande U(t)
35 T T T

30| : : : : : .

20 [

10| : : : : : : : 1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps(s)

Figure V.8 Le signal de commande U(z)

D’apres les résultats de simulation, on remarque que la commande appliquée (Figure (IV.8)) force
le systeme de suivre les signaux de référence comme le montrent les figures (IV.3) et (IV.5) aprés
avoir fait une estimation parfaite des états ce qui est montré sur les figures (IV.3), (IV.4), (IV.5) et
(IV.6). La figure (IV.7) présente les surfaces de glissement, on peut voir clairement la convergence
asymptotique de ces surfaces vers zéro. On remarque aussi d’apres les figures de commande et des
surfaces de glissement que le phénoméne de broutement (chattering) a été considérablement

diminué.
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1V.5.3.2 Cas avec incertitudes paramétriques ou perturbations

Le vecteur des conditions initiales est donné par: x = [—0.2, 0,;—:,0]T, le vecteur de
sorties désirées: y; = [0.2sin(t),0]7, on suppose qu’il y a des incertitudes sur les deux masses

(celle de chariot et celle du pendule) exprimées par: M= 2+0.05randn(l,tf ) et
m=0.1+0.05randn (1,1 .

I état x1(t), sa référence x1d(t) et son état estimé x1e(t)

x1(t)

x1d(t) ||
x1e(t)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps(s)

Figure IV.9 Evolution de x(?)et ses états : estimé et
désiré

| état x2(t)et son état estimé X2e(t)

x2(t)
x2e(t)

x2(t)et x2e(t)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps(s)

Figure IV.10 Evolution de x(¢) et son état estimé
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| état x3(t), sa référence x3d(t) et son état estimé x3e(t)
T T T T T T T T T

x3(t)
x3d(t)
x3e(t) | |
08
§ L0855 J
o ~ -005
=1 i -035
R 0 0.2 04 05
= AN
Q } U V V
04 ; ; ; ; ; ; ; ; ;
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Temps(s)

Figure IV.11 Evolution de (¢) et ses états : estimé et

désiré

|1 état x4(t)et son état estimé x4e(t)

3
x4(t)
2 x4e(t) | |
0.5
4 H H H i i H H H i
o] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps(s)

Figure V.12 Evolution de 6(f) et son état estimé

les surfaces de glissement S1(t), S2(t) et S(t)

S1(t)
S2(t) | |
S
73
k)
&
O L 4
=
n :
_4 S S NS NS NN SN N S
(0] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps(s)

Figure V.13 Les surfaces de glissement S;(2), S>(?) et
S()
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la commande U(t)

12

i H H i H i i H H
(o] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps(s)

Figure IV.14 Le signal de commande U(?)

D’apres les résultats de simulation, on peut voir que la commande qui est présentée sur la figure
(IV.14) assure une bonne poursuite et une bonne estimation des états, comme le montrent les
figures (IV.9), (IV.10), (IV.11) et (IV.12) malgré la présence d’incertitudes paramétriques. On
remarque aussi que les surfaces de glissement présentées sur la figure (IV.13) sont stables et

convergent asymptotiquement vers zéro.
IV.6 Comparaison entre les résultats de simulation des commandes appliquées

Pour montrer I’efficacit¢ de la méthode proposée dans ce dernier chapitre, on a fait une
comparaison entre les résultats de simulation de cette derniere et des méthodes déja étudiées dans la
premicre partie de ce travail, qui sont la commande par mode glissant classique avec les deux
structures et la commande par mode glissant d’ordre deux. On considéere le systéme de pendule sur
chariot sous actionné (I.10) présenté¢ dans le premier chapitre, avec les mémes parameétres et les

mémes conditions initiales prises pour les cas sans et avec perturbations.

IV.6.1 Cas sans perturbations

Le vecteur d’état initial et le vecteur de sorties désirées sont respectivement les suivants :

x=[0.5, 0,%,0]T , ¥a(t) = [0,0]7 et les résultats de simulation sont les suivants :
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La sortie du systéme x1(t) et la sortie désirée x1d(t)

x1(ty MGO1ST1
x1d(t)

x1(t) MGO1ST2
X1(t) ATW

x1(t) ASTW
Ape o x1(t) OMG

0.01

‘o

X1(t) et Xd1(t)

0 5 10 15 20 25 30 35
Temps(s)

Figure IV.15 la position x(?) et sa valeur désirée

La sortie du systéme x3(t) et la sortie désirée x3d(t)
T T T T T ;

05

x3(t) MGO1ST1
04k x3d(t) H

x3(t) MGO1ST2
03k X3(1) ATW

X3(1) ASTW

x3(t) OMG

X3(t) et X3d(t)

26 28 30

.05 L L I I
0 5 10 15 20 25 30 35

Temps(s)

Figure IV.16 L’angle 0(¢) et sa valeur désirée

La commande U(t)

40 T T T
U(t) MGO1ST1
ol : : U(t) MGO1ST2
u(t) ATW
U(t) ASTW
U(t) OMG

20 f

30 1 1 1 1 L 1
[} 5 10 15 20 25 30 35

Temps(s)

Figure IV.17 Le signal de commande U(?)
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D’aprés les figures (IV.15) et (IV.16) on peut voir clairement que I’OMG (qui est montré pas la
couleur noire) en comparaison avec les autres méthodes de commande, a permis a 1’angle du
pendule (x3(2)) et a la position du chariot (x;(?)) d’étre stables et de converger rapidement vers leurs
¢états désirés. On voit aussi que les réponses les plus lentes sont celles de de la commande par mode
glissant d’ordre deux soit pour 1’algorithme de Twisting ou pour I’algorithme de Super-Twisting,
car ces algorithmes demandent un temps de calcule trés lent, bien que ces deux derniers ont permis
d’avoir une réponse avec une trés bonne précision, par rapport aux autres commandes. Alors en
termes de bonne précision on peut citer les commandes par I’ordre suivant : ’ASTW, PATW,

I’OMG vient ensuite I’CMG1 de la deuxiéme structure et puis I’CMG1 de la premiére structure.

D’aprés la figure (IV.17) on voit aussi que le phénoméne de broutement est beaucoup diminué en

utilisant I’OMG et complétement éliminé en utilisant soit ’ATW ou ’ASTW.
1V.6.2 Cas avec perturbations

Le vecteur d’état initial et le vecteur de sorties désirées sont respectivement les suivants :

x=[0.5, 0,%,0]T , ¥a(t) = [2,0]". Dans ce cas on va appliquer une perturbation de la forme :

P(t) = 0.08 * randn(l,1) et un changement de la masse du pendule : +Am = 0.1kg qui représente une

incertitude paramétrique.

La sortie du systéme x1(t) et la sortie désirée x1d(t)
T T T T

X1(t) MGOST1
X1d(t)
x1() MGOST2

x1(t) ATW
x1(t) ASTW
x1(t) OMG

— <

z A
N v

X1(t) et X1d(t)

IN)

MW/\?\AAJ
-

1.995
30 32 34

| L H L
15 20 25 30 35
Temps(s)

Figure IV.18 la position x(?) et sa valeur désirée
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06 La sortie du systéme x3(t) et la sortie désirée x3d(t)
. T T T T T T

X3(t) MGOST1

X3d(t)
x3(t) MGO18T2 | 7]
x3(t) ATW

x3(t) ASTW
0.2 : : x3(t) OMG B
o «| A I\VA\/A N
: C, :
0.2 VW ..........5><10 / B
-l O TW \ |

06 -5 - i
29 30 31 32

0.4

X3(t) et X3d(t)

08 i R i R i A
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Figure IV.19 L’angle 6(¢) et sa valeur désirée

La commande U(t)
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Figure IV.20 Le signal de commande U(?)

Les figures (IV.18) et (IV.19) montrent la robustesse de I’OMG par rapport aux autres commandes,
car cette technique a permis aux états du systéme (x;(?) et x3(2)) qui représentent respectivement la
position du chariot et I’angle du pendule d’atteindre leurs valeurs désirées avec une bonne précision
et une convergence rapide et en temps fini, malgré la présence des perturbations et des incertitudes
paramétriques. On peut voir aussi que la propriété de la bonne précision pour ’ATW et ’ASTW est

un peu dégradée.

La figure (IV.20) représente le signal de commande pour les différentes techniques appliquées. On

peut remarquer que ce signal a permis de compenser ’effet des perturbations et des incertitudes, et
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Chapitre IV Observateur par mode glissant d’'un SMSA d’ordre deux

le phénomeéne de broutement est parfaitement diminué pour les techniques de commande par mode
glissant d’ordre deux (Algorithme de Twisting et Algorithme de Super-Twisting), ainsi que pour

I’OMG.

Notre objectif consiste a trouver une commande qui permet de diminuer parfaitement ’effet de
broutement et d’atteindre un nombre maximum de performances désirées, ce qui est garanti en
appliquant ’OMG. Ce dernier a permis non seulement d’avoir un temps de réponse minimal et une
bonne précision (1’erreur de précision est de ’ordre de 10), mais il nous a permis aussi d’estimer
les états du systéme avec une erreur d’estimation négligeable, et de diminuer considérablement le

phénomene de broutement, pour les deux cas sans et avec perturbations et incertitudes.

IV.7 Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté un modele d’OMG, pour la poursuite et la stabilisation d’un
systeme sous actionné d’ordre deux. Cette technique de commande a permis d’améliorer des
performances de systéme en stabilité et en rapidité de réponse en présence ou non de perturbations
ou d’incertitudes. Une analyse de stabilité basée sur la synthése de Lyapunov a été présentée afin de
prouver la stabilité des surfaces de glissement et de montrer la convergence des états de systéme
vers leurs états désirés, quelques soient les conditions initiales. On a pu aussi diminuer 1’effet de
broutement qui présente une contrainte pour les actionneurs de systéme grace a la commande

proposeée.

Les résultats de simulation montrent 1’efficacité et la robustesse de ’OMG non linéaire

présenté dans ce chapitre.
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Conclusion Générale et Perspectives

CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

L’étude présentée dans ce manuscrit a pour objectif, d’aborder des techniques de commande
robuste, qui constituent une alternative aux commandes classiques généralement employées en

automatique, afin de répondre aux objectifs de performance de stabilisation d’un SMSA.

Dans ce cadre nous avons d’abord présenté le principe de fonctionnement et la classification
des SMSA d’ordre deux, et montré ’intérét de 1’étude de tels systemes. Plusieurs exemples des

SMSA sont donnés avec leurs modeles mathématiques.

Une commande par mode glissant d’ordre un a été proposée, pour la stabilisation de ces
systemes, malheureusement le phénomene de broutement présente un inconvénient pour cette
commande, plusieurs solutions ont été étudié¢es dans la littérature, parmi ses solution est 1’utilisation
des modes glissant d’ordre supérieurs, on a opté pour cette solution en utilisant le MGO2 pour faire
diminuer I’effet de broutement dans la commande des SMSA, mais une telle solution reste limite et

agit négativement sur les performances de systéme, dans le cas de présence des perturbations.

L’approche proposée, se base sur une combinaison de deux techniques, a savoir le mode
glissant pour sa simplicité et son aptitude de prendre en compte les incertitudes du modele et les
perturbations externes, c’est-a-dire pour sa robustesse, et 1’observateur non linéaire qui nous a
permet d’avoir plus de précision dans la réponse du systéme, d’assurer une convergence des états
estimés en temps fini, ainsi la reconstruction du vecteur d’état méne a minimiser le nombre de
capteurs nécessaires, pour la mise en ceuvre de la commande, en plus cet observateur sert a atténuer

le phénomeéne de broutement.

Cette approche a ¢été appliquée a un SMSA d’ordre deux, et les résultats de simulation ont
montré son efficacité et son pouvoir de présenter des performances satisfaisantes en terme de
précision, stabilité et robustesse. A I’égard de ces avantages, I’inconvénient de cette technique est sa
faiblesse de traiter le cas de présence de perturbations non bornées, et la difficulté dans le choix des

gains d’observateur, surtout lorsque la taille du vecteur d’état du systéme devient importante.
Dans le cadre des perspectives, on peut citer les points suivants :

- Utiliser la commande adaptative, afin de traiter le probléme des perturbations non bornées.

- Introduire la commande optimale pour faciliter de faire le bon choix des gains d’observateur.

98



Conclusion Générale et Perspectives

Utiliser la commande par mode glissant terminal afin d’avoir une réponse plus rapide du
systeme.
Implantation de la commande développée pour des validations expérimentales, en utilisant

des microcontroleurs PICs.

99



ANNEXE A

Propriétés dynamiques du pendule inversé sur chariot sous actionné

A.1 Le pendule inversé sur chariot

D’apres 1’équation (I1.17) le modele de pendule inverse sur chariot sous actionné, peut s’écrire

sous la forme suivante :
[Mll MIZJK?IJ"'[CI(%Q.)j‘F(GIJ:(Uj (A1)
M, M, )\q, C,(q,9) G, 0

D’apres I’équation (A.1),ona:

A.2 Intégrabilité :

(o))
G= = , (A.2)
G,) \-myglsin(q,)

Et:

3} I . .
g, cos(q,) +(/ +—l)qz —gsin(g,)=0 (A.3)

m,
La contrainte (A.3) ne satisfait pas la premicre condition d’intégrabilité partielle, puisque G,

n’est pas constant. Par conséquent le pendule inversé sur chariot est un systéme non holonome

de deuxieme ordre (type accélération).

A.3 La commandabilité linéaire

La représentation d’état de (A.1) est donnée par :

X, =X,
. sin&’(mglcos@—mlzéz) /
Xy =~ ) + —xU
I(M+msm 0) I(M + msin 6’)
' (A.4)
Xy =Xy
. ((M +m)g —mlcos06*)sin 6 —cost
X, = +

I(M+msin20) I(M+msin29)
Telsque: X, =q =X, X, :ql :fC, X, =¢, :H, X, :q‘z :9
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La linéarisation du systéme autour du point d’équilibre (x,,x,,%;,x,)=(0,0,0,0) donne

I’équation d’état linéarisée suivante :

0 1 0 0 0
X _ X
oo o] 1
2= M 2 My (A.5)
X, 0 0 0 1| x, 0
x4 0 0 (M+m)g 0 x4 __1
IM Ml
X
(1 0 0 0} x, (A6)
Yo o1 0)x '
Xy
Tel que y est la sortie du systeme.
0 1 0 0 0
-mg 1
0 0 — 0 —
1 0 0 0
Donc: A= M , B= M , C=
0 0 0 1 0 0 010
0 0 (M +m)g 0 -1
IM Ml

La condition de commandabilité¢ est vérifiée par le calcul du rang de la matrice de

commandabilité suivante : ¢(4,B)=[B AB A’B A’B].

Donc : rang(g(A4,B)) =4 , ce qui signifie que le systéeme est commandable.

A.4 L’observabilité linéaire

La matrice d’observabilité est donnée par : o(A4,C)=[C,CA,CA*>,CA’]" .

La condition d’observabilité est vérifiée par le calcul du rang de la matrice d’observabilité :

Donc : rang(o(4,C))=4 , ce qui signifie que le systeme est observable.
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ANNEXE B

Théoréme de Brockett sur la stabilité des systémes non linéaires
B.1 Définition
Considérant le systéme non linéaire suivant :
x=f(x,u) (B.1)

f(x,,0)=0,et f(.,.)est continuellement différentiable au voisinage de (x,,0) , une condition

nécessaire pour 1’existence d’une loi de commande continuellement différentiable qui rend

I’origine (x,,0) asymptotiquement stable est que [9]:

1- Le systeme linéarisé ne devrait pas avoir de modes incontrolables, associés a des
valeurs propres dont la partie réelle est positive.

2- 1l existe un voisinage v de (x,,0)tel que pour n’importe quel £ ewv, il existe un
contrdle u,(.) deéfini sur [0,00) qui permet d’amener la solution x = f(x,u,)de x=¢
at=0vers x=x,at=00.

3- L’application : y: A X R™ — R™ définie par: p:(x,u)— f(x,u)devrait étre sur un
ensemble

La premiére condition représente la condition de rang d’un systéme linéaire. A noter que dans
le cas linéaire, la condition de rang est nécessaire et suffisante pour la commandabilité et
I’existence d’une loi de controle continue et différentiable pour le controle des systémes

linéaires x = Ax+ Bu .
La deuxiéme condition représente la propriét¢ de commandabilité dans le cas non linéaire.

Cette condition n’est pas suffisante pour déterminer une loi de commande avec une certaine
régularité. En général, on a besoin de satisfaire plus que la condition de commandabilité, d’ou
le besoin d’introduire la condition (3) qui correspond & la condition nécessaire de ce

théoréeme.

La troisiéme condition implique que 1’application doit étre localement surjective ou que

I’image de 1’application (x,u) — f(x,u), pour x et u arbitrairement proche de 0, doit contenir

un voisinage de I’origine [9].
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B.2 Exemple:

II existe une loi de commande continue (u,v) = (u(x,, x,,X; ), v(x,,X,,X;)) qui rend I’origine du

systéme suivant asymptotiquement stable :

X, =u
X, =v (B.2)
Xy = X, X,

Et il n’existe pas de loi de commande continue (u,v) = (u(x,,x,,x;),v(x,,X,,x;)) qui stabilise
asymptotiquement 1’origine du systéme suivant :

X, =u
X, =v (B.3)

Xy = XU — XV

La troisiéme condition de Brockett est vérifiée pour le premier exemple car la solution nulle
des équations de vitesse angulaire d'Euler peuvent étre rendues asymptotiquement stables
avec deux couples de contrdle alignés avec les axes principaux. Alors qu’elle n’est pas
vérifiée pour le deuxieéme exemple, car le systtme n’a pas de solution pour:

% =0,%,=0etx,#0.
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ANNEXE C

Propriétés de robustesse des modes glissants
C.1 Introduction

De nombreuses techniques de commande ont été développées de facon a étre robustes vis-a-
vis des incertitudes sur les systemes considérés. La plupart d'entre elles sont basées sur des
méthodes adaptatives, reposant aussi bien sur l'identification ou l'observation, ou sur des
méthodes impliquant la stabilité absolue. Bien souvent, elles conduisent a des lois de
commande relativement compliquées dont l'implantation se révele lourde en matiere de
calculs et de matériels. D'un autre coté, les modes glissants, et ceci peut expliquer l'intérét
croissant pour ces techniques ces derni¢res années, permettent d'associer qualités de

robustesse et réalisation relativement simple [22].
C.2 Invariance des modes glissants par rapport aux perturbations :

Supposons maintenant un systéme dynamique non linéaire soumis a des perturbations P
pouvant représenter des incertitudes paramétriques sur le terme nominal de f ou des

perturbations externes indépendantes de 1'état :
x=f(x)+g(x)U+P (C.1)
Avec: P=0f(x)

On dit que le régime glissant posséde une propriété d’invariance forte vis-a-vis du vecteur

perturbateur P, chaque fois que P satisfait la définition suivante :

Définition C.1: Le régime glissant idéal jouit de propriété d’invariance forte par rapport au
signal de perturbation P chaque fois que la dynamique du systéme en mode de glissement

idéal est indépendante du signal de perturbation P.

Théoréme C.1: Un régime glissant sur la variété S, du systéme perturbé (C.1), satisfait les

propriétés d’invariance vis-a-vis de P, si et seulement si celui-ci vérifie la condition suivante :
P e Span {g(x)} (C.2)

Avec Span est I’espace engendré par la base g(x).

La condition (C.2) est appelée condition de recouvrement ou "matching condition".
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Il faut noter que le systéme est insensible a de telles perturbations seulement en régime
glissant, mais qu'il reste affecté pendant le régime transitoire, i.e. avant que la surface de

glissement ne soit atteinte [5].

Preuve :

Pour le systéme dynamique perturbé (C.1), le régime glissant idéal est gouverné par :
x=F(f+9f) (C.3)

Avec F est I’opérateur de projection.

La condition nécessaire vient du fait que si

F.P=[I-g(x).(VS,g(x)})".(VS)]P=0 (C.4)
Ou VS désigne le gradient de S(x) et (.,.) désigne le produit scalaire de deux vecteurs, tel que
(VS,g(x))=L,S
Alors, on obtient :

P={g(x)(VS,g(x)))'VS} P = g(x).u(x) (C.5)
C'est-a-dire P € Span { g(x)} pour toute fonction scalaire continue u(x).
La condition suffisante vient du fait que si P e Span{g(x)} soit P = g(x).u(x)pour toute
fonction scalaire u(x), alors tenant compte que : [/ — g(x).((VS , g(x)>)’1.(VS)]. gx)U(x)=0

(ce qui montre que g(x) n’a aucune influence dans le mode glissant idéal), I’opérateur annule

I’influence de P € Span { g(x)} sur la dynamique équivalente.

Théoréme C.2 : Soit Pe Span{g(x)} et U, (x) la commande équivalente correspondant au

régime sur S d’un systéme non perturbé. Soient U™ (x),U (x)les bornes fixes de la loi de

commande a structure variable, avec U (x) > U (x) localement dans X. Si le régime glissant

existe pour le systéme perturbé (C.1) alors nécessairement le vecteur perturbateur s’écrit

P =g(x).u(x), avec u(x)fonction scalaire continue bornée.

U, (x)~U (x)> u(x)> U, () -U" (x) (C.6)
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Preuve :

Si le régime glissant existe pour le systtme perturbé, alors puisque
lim(<VS,f+gU+>) <Oet lim(<VS,f+gU‘>) >0 (i.e La surface S sépare G (domaine de
I’espace des variables (x,,x,,...x, ) en deux parties G+ (S > 0) et G- (S < 0), si dans un petit

voisinage les projections f+gU"et f+gU sur le vecteur gradient de S sont de signes

contraires, alors la surface S sera attractive et les champs commandés se dirigent vers celle-

ci),ona:
lim (VS, f +gU" +P) = lim (VS, f + g(u+U")) <0 (C.7)
S—0" §—0"
Et
lim (VS, f +gU™ +P)= lim (VS, f + g(u+U")) >0 (C.8)
S—0" S—0"

Ceci correspond a I’existence du régime glissant pour le systéme non perturbé avec une loi de

commande a structure variable de type :

U {U* +u si S(x)>0 €5)

U +u si S(x)<0
Et d’apres le théoréme suivant :

Théoreme C.3 : Une condition nécessaire et suffisante d’existence locale des régimes

glissants sur § est que localement dans X : U™ (x) <U,, (x) <U T(x).
On aura :

U_(x)+y(x)<Ueq(x)<U+(x)+,u(x) (C.10)
Ou encore :

U, (x)=U"(x) > pu(x)>U, (x)+U" (x) (C.11)

Cette condition d’invariance par rapport aux perturbations se rapproche a la condition
d’invariance par rapport aux perturbations externes développée dans la formalisation

classique.
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ANNEXE D

D.1 Preuve de la proposition 1.1
a- Linéarisation partielle par feedback colloqué

Lorsque la variable de configuration g, est non actionnée, 1’équation (1.32) devient de la

forme :

my1(q2)G1 + mi2(q2)G2 + hi(q,4) =0

. . ) D.1
my1(q2) 41 + mp2(q2)G2 + he(q,q) = U, (-1

Tels que :

. d .. d )
hi(q,q) = d—qzmn(qz)qlqz + d—qzmu(qz)q% — 91(q1, q2)

14 14 _
h,(q,q) = Ed_qzmll(%)qlz +§d_qzm22(qz)q% - 92(91,92)

Il est déja montré que tous les systetmes dynamiques de la forme (D.l), peuvent étre

partiellement linéarisés en utilisant le changement de commande suivant :

Uy = a1 (@)t + B1(q,q) (D.2)

D’apres (D.1),on a:

G, = —m~t11my5(q2)G, —m™t1h(q,4) =0 (D.3)

Par substitution de (D.3) dans la deuxiéme ligne de (D.1), on aura :
G2(Mmay — myymiimy,) — (m21m1_11h1(q, q) — ha(q, Q)) = U, (D.4)
D’apres (D.2) et (D.4),on a:
T=1{
a1(q) = (Mpz — myymiimy,)
B1(q,§) = (=maimithi(q,q) + hy(q,d))

Donc la représentation d’état du systéme partiellement linéarisé est la suivante :
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41 = p1

;?1 i 41 = fo1(q, Q) + go1 ()T (D.5)
4z = P2
P2=0G =7

Tels que :
for(q, @) = —miihi(q, )

gor1(q) = _m1_11m12

b- Découplage des deux sous systemes

On remarque que les deux sous systémes de (D.5) sont couplés, alors un deuxiéme
changement de coordonnés est nécessaire. Supposons qu’on a le changement de coordonnés

(1.33)
Par définition de z; et z, dans I’équation (1.33), on a :
21 = q1 +y(q2) = p1 + (11 (42)M12(q2)42) (D.6)
D’autre parton a :
Z; = My1P1 + Mypp>
Multipliant (D.6) par mi;, on aura :
miiz; = py + miimyp; (D.7)
D’apres (D.6) Et puisque : p, = g5, alors :
miiz, =z
Notant que : z, = o
Dans la premiere ligne de (1.32), posons : U; = 0

Etona:

oL 0K av

Z, = TN = 9. 0q, = 91(q91,92) (D.8)

Le systéme possede la propriété de la symétrie cinétique par rapport a g, , c’est a dire :

0K 0
0q,
av
Alors : 91(q1,q2) = ~ %0
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D’aprés la premiére ligne de (D.1) et puisque : q; = z; —¥(q2), et q, = &; ,alorsona:

Z; = g1(z1 —v(§1), &1) (D.9)

D.2 Preuve de la proposition 1.2
a- Linéarisation partielle par feedback non colloqué

La procédure de linéarisation par feedback non colloqué, permet de linéariser la variable de
configuration non actionné. Cette procédure est possible si le nombre d’entrée de commande

est supérieur ou égal au nombre des variables de configuration non actionnées.

Lorsque la variable de configuration g, est non actionnée, 1’équation (1.32) devient de la

forme :
my1(q2)G1 + m12(q2)G2 + hi(q,q) = Uy (D.10)
M31(q2) 41 + M22(q2)G2 + ha(q,4) =0 .
Tels que :
. d . d >
hi(q, @) = 7—m11(92)q142 + 7—m12(q2)q3 — 91(q1, G2)
dq; dq;
. 1d ., 1d .
h,(q,q) = Ed_qzmll(qZ)ql + Ed_qzmzz(qz)‘b — 92(91,92)
Il existe un changement de commande qui linéarise la dynamique (D.10), de la forme :
Uy = ap(@t + B2(q, ) (D.11)
D’apres (D.10),0on a:
G1 = —m™1myp(q2) 4, —m ™ 1h0(q,9) = 0 (D.12)
Par substitution de (D.12) dans la premicre ligne de (D.10), on aura :
G2 (myp; — myym;imy,) — (mnmz_llhz (q,9) — hi(q, CI)) =U; (D.13)

D’apres (D.11) et (D.13), on a:
T=(;
a(q) = (M — myymzimy,)

B(q,q) = (—mnmz_llhz(q' q) + hy(q, CI))
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Donc la représentation d’état du systéme partiellement linéarisé est la suivante :

41 = D1

P1 = G1 = fo2(q,4) + go2(q@)T
42 = P2

P2=G2=T7

Tels que :
fo2(q,q) = —m™131h,(q, )
902(q) = _m_lzlmzz(‘b)

b- Découplage des deux sous systémes

(D.14)

On remarque que les deux sous systemes de (D.13) sont couplés, alors un deuxiéme

changement de coordonnés est nécessaire. Supposons qu’on a le changement de coordonnés

(1.35)
Par définition de z; et z, dans I’équation (1.35), on a :
21 = q1 +7(q2) = p1 + (M3 (42)M22(q2)G2)
D’autre parton a :
Z; = My P1 + My2p;
Multipliant (D.15) par mi;, on aura :

1, _ 1
MyiZy; = Py + My1 M2

D’apres (D.15) et (D.16) et puisque : p, = @, alors :
myiz; =

Dans la deuxieme ligne de (1.32), posons : U, = 0

etona:
5 9L _ 9K _ ov LA
27 0q,  dqy dqy’ 0q>
. 10mq1(q2) 2 , 10my1(qz) 10my3(qz2) 2
Z; = g2(q1,q2) + 2 oaq, P17T2 aq, P1P2 + 2 oaq, P2

(D.15)

(D.16)

(D.17)

Aprés substitution de : q; = z; —¥(q2) , p1 = (2 — M22(q2)P2)/M21(q2) eté; = q, dans

(D.17), on aura :

110



)szz +
mzz(ﬁ))fzz (D.18)

d d d
. _ d_flmll(fl) 2 d—flmu(ﬁ) B mzz(ﬁ)amn(fﬂ
ZZ - gZ(Zl y(fl)) El) ++ 2m%1(fl) ZZ + m21(fl) 2m%1(fl)

1 d

2 d d
(L@ my,(§y) — UEZIG myq(§y) + 2 a5,

2m§1(fl)d_f1 ma1(§1) déy

D.3 Preuve de la proposition 1.3

La forme normale (I.37) découle de la preuve de la proposition (1.2) avec un calcul direct des

conditions 1 et 2.

Le seule systéme sous actionné qui répond aux conditions de la proposition 1.3 est le pendule
sur chariot, pour ce systtme on a: g, = g,(q,) et my; est constante, en plus Y(q,) =

gtan(q,) (g est la constante de gravité), ce qui implique 1(0) = g # 0.
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