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Introduction générale

Apres apparition du concept de calcul infinitésimal, dans les travaux d’Isaac Newton
(1642-1727) et de Gottfried W. Leibniz (1646-1716) dans la seconde moitié du XVIle siecle,
la notion d’équation différentielle a trouvé son domaine d’application dans divers problémes
de la géométrie et de la mécanique par les mathématiciens et les scientifiques. Autrement dit,
les phénomeénes relatifs aux problémes posés, sont modélisés par des équations différentielles
qui permettent de les expliquer. Cela a engendré une explosion de la recherche pour I’étude
de ces équations.

La préoccupation majeure des scientifiques de 1’époque était la résolution par des for-
mules explicites de ces équations. Comme la plupart des phénomeénes issus de la pratique
régis par des équations différentielles sont non linéaires, ces formules sont souvent impossibles
a déterminer. Certains mathématiciens se sont orientés alors vers une résolution numérique
qui consiste & approcher les solutions par le biais de différentes méthodes. Le probléme
rencontré dans ces méthodes est que le calcul des solutions ne se fait que sur un intervalle
de temps fini. Dans ce cas, les propriétés globales des solutions ne sont pas entierement
déterminées.

Henri Poincaré (1854-1912) publia en 1881, un mémoire "sur les courbes définies par une
équation différentielle" [46] ou il présenta une autre approche dite qualitative pour I’étude
des équations différentielles, qui privilégie les propriétés des solutions, sans les déterminer
de fagon explicite.

Dans cette thése, on s’intéresse & deux aspects importants de la théorie qualitative des
systemes différentiels planaires, a savoir les intégrales premiéres et les cycles limites.

La notion d’intégrale premiére est apparue pour la premiére fois dans les travaux de G.

Darboux (1842-1917) [19] en 1878. Il construit des intégrales dites générales pour des équa-
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Introduction générale

tions différentielles ordinaires du premier ordre, ayant suffisamment de courbe algébriques
invariantes.

L’imporance de cette notion a été établie par Henri Poincaré [49] dans sa présentation
d’une méthode pour obtenir des intégrales premiéres polynémiales ou rationnelles.

De maniere générale, la recherche des intégrales premiéres permet de donner une clas-
sification de toutes les trajectoires d’un systéme donné. Pour les systémes polynomiaux,
'existence d’une intégrale premiére détermine leur portrait de phase [13]|. Plusieurs travaux
ont été consacré a ’étude de l'intégrabilité de systémes différentiels, voir par exemples
[13, 15, 18, 21, 35, 38.

Concernant les cycles limites, Henri Poincaré est le premier qui en parle dans son second
mémoire "sur les courbes définies par une équation différentielle"[47] en 1882. 1l les présente
dans [48] comme étant des courbes fermées qui satisfont le systéme et dont les autres courbes
définies par le méme systéme se rapprochent asymptotiquement sans jamais les atteindre
(pour plus de détails sur les cycles limites voir les livres [55, 20, 16]).

En 1900, David Hilbert (1862-1943) [29] a posé 23 problémes lors du second congrés
international des mathématiques. Dans le probléme 16, il souléve la question du nombre et
de la disposition de cycles limites. Ce probléme reste jusqu’a présent non résolu.

A la fin de Pannée 1920, Van der Pol (1889-1959), Liénard (1889-1959) et Andronov
(1901-1952) ont observé que l'oscillation dans un circuit de tube vide posséde une trajectoire
fermée, ils ont alors prouvé que cette trajectoire est un cycle limite. Ce qui a donné un élan
considérable aux mathématiciens et physiciens pour ’étude approfondie des propriétés de
cycles limites, notamment, ’existence, 'unicité, etc...

En biologie, le premier modele possédant un cycle limite est celui introduit en 1936 par
le mathématicien russe Andrei Kolmogorov (1903-1987) qui porte son nom et ayant la forme

suivante :

’

z =xzf(z,y)
y =yg(z,y)
ol f et g sont des fonctions de classe Clsur un ouvert de R? dans R.
Il y a énormément de travaux s’intéressant a I’étude de cycles limites pour des systémes de

type de Kolmogorov, voir par exemple [31, 32, 37, 41, 42, 54|, mais trés peu concernent
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des cycles limites exprimés d’une fagon explicite. Les seuls cycles limites connus étaient
algébriques, voir par exemple, les travaux de Bendjeddou et al. [3, 9, 10].

Par rapport aux cycles limites algébriques, notre contribution consiste & construire une
classe de systémes de type de Kolmogorov qui admet une conique comme courbe invariante.
A Taide de la forme réduite de I’ellipse obtenue nous déterminons les conditions suffisantes
pour montrer que cette derniére est un cycle limite hyperbolique.

En 1995, Odani [44] a montré que le cycle limite apparaissant dans ’équation de Van
der Pol n’est pas algébrique mais sans ’exprimer explicitement. Depuis 2006, d’autres
chercheurs mathématiciens ont publié des articles ou ils donnent ’expression explicite des
cycles limites non algébriques dont ils ont prouvé ’existence pour des systémes polynéomiaux
2, 5, 8, 22, 27].

Dans le méme contexte, nous avons construit une classe de systémes de type Kolmogorov

ayant (1, 1) comme point singulier. A 1’aide d’une translation de vecteur et de I’écriture
1

en coordonnées polaires du systéme obtenu et grace a I’expression de 'intégrale premiére,
nous déterminons des hypothéses pour que cette classe admette un cycle limite hyperbolique
non algébrique.

Certains auteurs se sont intéressé a la coexistence des cycles limites algébriques et non
algébriques. En 2006, J. Giné et M. Grau [27] ont donné les expressions explicites de
ces cycles limites algébriques et non algébriques d’un systéme différentiel de degré 9 qu'’ils
ont étudié. Tandis que, en 2008, E. Sdez et I. Szdntd [50] ont prouvé qu'une classe de
systéemes polynomiaux de Kukles de degré 5 possede un cycle limite algébrique donné par
lellipse invariante qui coexiste avec d’autres cycles limites non algébriques sans donner
leurs expressions explicites. Récemment, A. Bendjeddou et R. Cheurfa [5] ont montré la
coexistence de deux cycles limites, 'un algébrique et 'autre non algébrique pour un systéeme
de degré 5 en donnant leurs expressions explicites.

Pour notre part, nous avons construit une classe de systémes différentiels polynomiaux

planaires :
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ou f et g sont des polynémes, dans le but est de montrer qu’il admet plus d’un cycle
limite. Nous montrons premiérement, que ce systéme admet un cercle centré a l’origine
comme courbe invariante et que c’est un cycle limite. En second lieu, nous déterminons des
hypothéses pour montrer que cette classe admet d’autres cycles limites grace a ’expression
de l'intégrale premiere obtenue, en exprimant le systéme en coordonnées polaires.

Cette thése est structurée comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques notions préliminaires sur les
systémes différentiels planaires. On définit la notion de points singuliers, la linéarisation des
systémes différentiels non linéaires au voisinage de points singuliers, le portrait de phase,
les courbes invariantes, ainsi que les solutions périodiques. On énoncera des critéres pour
I’existence de cycles limites. De plus, on rappellera un théoréme qui caractérise la stabilité
d’un cycle limite.

Dans le deuxiéme chapitre, deux classes de systémes différentiels polynomiaux quin-
tiques de type Kolmogorov ot f et g sont des polynémes de degrés 5 ont été traitées. Plus
précisément, nous donnons des conditions suffisantes d’existence de cycles limites hyper-
boliques dans le quadrant réaliste {(x,y) € R* / x > 0 et y > 0} ainsi que leurs expressions
explicites.

Dans le troisiéme chapitre, on s’intéresse a 1’étude d’une classe de systémes différentiels
polynomiaux de degré sept, afin d’aboutir aux conditions suffisantes d’existence de cycles
limites hyperboliques et de donner leurs expressions explicites.

Nous terminons notre travail par une conclusion et quelques perspectives.

Notons que le travail de cette thése a fait 'objet de deux publications :

M. Grazem, A. Bendjeddou and R. Cheurfa [28]; " Coezistence of Three Limit Cycles
for a Septic Polynomial Differential Systems" a été accepté pour publication dans le journale
"Int. J. Dynamical Systems and Differential Equations". Paper Code : IJDSDE-211728.

A. Bendjeddou and M. Grazem [6]; A class of quintique Kolmogorov systems with
explicit non-algebraic limit cycle, Journal of Siberian Federal University. Mathematics &

Physics, Vol. 12, N° 3 (2019), 285-297.
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1.1 Introduction

Ce chapitre contient quelques notions générales et principales pour I’étude qualitative
des systémes différentiels polynomiaux. On commence par définir les systémes différentiels
polynomiaux, on examinera les notions de : flot, point singulier, la linéarisation des systémes
différentiels non linéaires au voisinage des points singuliers, le portrait de phase, intégrabilité
des systémes différentiels, orbite périodique et cycles limite. On rappellera les théorémes
fondamentaux : le théoreme d’existence et d’unicité, théoréme de Grobman-Hartman et
quelques théoremes d’existence de cycles limites. En fin, on terminera ce chapitre avec le

concept de la stabilité du cycle limite.

1.2 Systémes différentiels planaires polynémiaux

Définition 1.1. On appelle systéme différentiel du plan, un systéme de la forme :

" d_x = x
- ; (x(t), y(t)) (1.2.1)
y = % =Q(x ,y(t))



1.2. Systémes diftérentiels planaires polynémiaux

ou P et () sont des polynomes a coefficients réels, on dit aussi que (1.2.1) est un systéme
différentiel planaire polyndémial.
e Le systéme (1.2.1) est de degré d ou d = max (deg P, deg Q) .

e Si P et () ne dépendent pas de ¢ explicitement, alors le systéme (1.2.1) est dit autonome.

1.2.1 Solutions d’un systéme différentiel
On appelle solution du systéme (1.2.1) toute application dérivable

X:ICR — R?
to— X (t) = (z(t),y(t))

ou I est un intervalle non vide telle que, pour tout ¢ € I, le couple (z(t),y(t)) satisfait ce
systeme.

Si X1 (t) = (z1(t),11(t)) et Xo(t) = (wa(t),y2(t)) sont deux solutions définies sur I; et I
respectivement. On dira que (x2(t), y2(t)) est un prolongement de (x(t),y1(t)) si [; C I et
vt € I, (21(t), y1(1)) = (22(t), a(1))-

Le couple (z(t),y(t)) est une solution maximale sur [ si elle n’admet pas de prolongement
sur /. Autrement dit, pour toute autre solution (u(t),v(t)), on a si I C J et Vt € I,
(x(t),y(t)) = (u(t),v(t)) alors I = J.

Un résultat important de I’existence et de 'unicité d’une solution est le théoréme suivant:

Théoréme 1.1. (Cauchy-Lipschitz) Considérons le systéme (1.2.1) avec la condition ini-
tiale X (to) = Xo = (x0,%0) ot F = (P, Q) est une fonction continue dans un voisinage de
Xo et tg € 1. Alors,

Si F est localement Lipshitzienne sur R?, il existe une unique solution mazimale X (t) de

(1.2.1) qui passe par le point X.

Le probléme qui consiste a trouver une solution du systéme (1.2.1) satisfaisant a la

condition initiale X (t9) = X, est appelé probléme de Cauchy.



1.2. Systémes diftérentiels planaires polynémiaux

1.2.2 Champ de vecteurs, orbite, portrait de phase

Avant de passer & I'étude d’un systéme différentiel, il est pratique de représenter
graphiquement le champ de vecteurs qui nous donne des renseignements précieux sur les

différentes formes des solutions possibles ainsi que leur comportement asymptotique.

Définition 1.2. On appelle champ de vecteurs, une région du plwimplement connexe

M
dans laquelle il existe en tout point M de Q@ C R? un seul vecteur T C’est -a-dire une

application
QCR?> — R?
aM
P(z,
My) — = (o)

ou P, Q sont de classe C' ().

P
Remarque 1.1. Le champ de vecteur associé au systéme (1.2.1) est noté x = ( ) On

peut I’écrire ausst sous la forme suivante :
0 0
X ox Q@y

Définition 1.3. L’ouvert Q C R? est appelé le plan de phases du champ de vecteurs ( ou du
systéme différentiel associé), les solutions X (t), t € I d’un champ de vecteurs x représentent
dans le plan de phases des courbes appelées des orbites et 'ensemble {(t, X (t)) | t € I}

s’appelle une trajectoire du systéme (1.2.1).

Corollaire 1.1. Les orbites d’un champ de vecteurs x forment une partition de plan de

phases Q.
Ce corollaire est une conséquence directe du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Définition 1.4. Le portrait de phases d’un champ de vecteurs x est I’ensemble des orbites

dans le plan de phases.

1.2.3 Flot

Soit M (x,y) un point de R?, on note ¢, (x,y) la position de M (z,y) aprés un déplace-

ment d’une durée ¢t (t € I C R).



1.3. Points singuliers

Définition 1.5. On appelle flot (associé au champ de vecteur (P, Q) application

o: IxR® — R2
(t,(z,y)) — ¢ (z,y)

vérifiant les trois propriétés suivantes :

d

1) 2 (@y) = (Pl (2,9)), Qe (7))

it) @ (2,y) = (2,)
i1) s (T,y) = (s (7,9))

pour tout (z,y) € R? ett,s € I.

i) et i7) signifient que ¢, (z,y) est la solution maximale qui passe par (x,y) lorsque t = 0.
i11) est une nouvelle formulation du caractére autonome de (1.2.1) : au lieu de se déplacer
pendant t + s on peut le faire pendant t, prendre une pause, ensuite poursuivre, puis finir
son bout de chemin pendant une durée s : entre-temps le champ de vecteurs n’a pas été

modifié.

1.3 Points singuliers

Les points singuliers jouent un réle important dans 1’étude des systémes différentiels en
particulier ceux qui sont non-linéaires au voisinage de ces points. En effet, Henri Poincaré
(1854-1912) a montré que le calcule des solutions n’est pas nécessaire, et qu’il suffit de

connaitre leurs comportement & tavers ’étude des points dits singuliers
Définition 1.6. Un point (z*,y*) est dit point singulier du systéme (1.2.1) s’il vérifie
P (" y") = Q2" y") =0.

Remarque 1.2. La notion de point d’équilibre est la méme que celle de point singulier pour
le champ de vecteurs. On parle plutot de point singulier lorsque l’on regarde le champ de

vecteurs pour lui méme et de point d’équilibre lorsque on s’intéresse aux trajectoires.



1.3. Points singuliers

1.3.1 Linéarisation et matrice jacobienne

La plupart des systéemes existants dans la nature sont non linéaires. La démarche la plus
naturelle pour étudier le comportement des trajectoires d’un systéme différentiel autonome
non linéaire, au voisinage d’un point singulier, consiste a se ramener a 1’étude du systéeme
linéaire associé.

On note J, (z*,y*) la matrice jacobienne associée au champ de vecteurs y au voisinage

d’un point singulier (z*,y*) définie par :

Koy = | #Y) a6y
L 2Q

[ g o) [ o s
/ 0 * % 0 * % e
v 2 yr) G2, yY) v

Définition 1.7. Un point singulier du systéme (1.2.1) est dit hyperbolique si les valeurs
propres de la matrice J, (x*,y*) ont toutes une partie réelle non nulle. Dans le cas contraire,

le point singulier est dit non hyperbolique.

1.3.2 Equivalence topologique

Comme le comportement asymptotique du systéme non linéaire au voisinage d’ un équili-
bre hyperbolique peut étre déduit du systéme linéarisé, une question se pose alors : comment
peut-on établir une équivalence au voisinage du point d’équilibre entre le systéme linéarisé
et le systéme non linéaire? D’une maniére générale, afin de comparer les flots pour des
champs de vecteurs linéaires ou non linéaires, il est judicieux de définir pour toute classi-
fication, une relation d’équivalence pour laquelle il existe une application qui transforme
pour tout ¢, les orbites de 'un en orbites de ’autre. On définit en premier lieu ce qu’est un

homéomorphisme.

Définition 1.8. Un homéomorphisme de R? est une application h : R? — R? bijective

continue ainst que sa TéCiproque.

10



1.3. Points singuliers

Définition 1.9. Deux systémes autonomes dans le plan
(A)

et
T = PQ(JI(t>, y(t))’

y = Qa(a(t),y(t),

définis sur deuz ouverts € et V de R? respectivement sont topologiquement équivalents s’il

(B)

extste un homéomorphisme

h:Q —V

tel que h transforme les orbites de (A) en des orbites de (B) et préserve leur orientation.

1.3.3 Théoréme de Hartman-Grobman

Ce théoréme nous permet de réduire I’étude d’un systéme différentiel au voisinage d’un
point singulier hyperbolique a I’étude d’un systéme linéaire topologiquement équivalent &

(1.2.1) au voisinage de l'origine.

Théoréme 1.2. Supposons que la matrice jacobienne au point singulier (z*,y*) a deux
valeurs propres A1 et \y telles que Re(A1) # 0 et Re(X2) # 0, alors les solutions du systéme
(1.2.1) sont données approrimativement par les solutions du systéme linéarisé (1.3.1) au

voisinage du point singulier.

Autrement dit le portrait de phase du systéme linéarisé constitue, au voisinage de ce

point d’équilibre, une bonne approximation de celui du systéme (1.2.1).

Remarque 1.3. Dans le cas ot Re(\12) = 0, le point singulier (z*,y*) est appelé centre
pour le systéme linearisé. La détermination de sa nature dans le cas du systéeme (1.2.1)

nécessite d’autres investigations: c’est le probléme du centre.

1.3.4 Stabilité de I’équilibre

Un systéme non linéaire quelconque peut avoir plusieurs positions d’équilibres qui peu-

vent étre stables ou instables. Soit (z*,y*) un point d’équilibre du systéme (1.2.1). Notons
X =(P(a",y");Q (¢, y7)) et X(t) = (P (x(t),y(1)); Q (x(£), y(1)))-
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1.3. Points singuliers

Définition 1.10. On dit que:

i) (x*,y*) est stable si et seulement si
Ve >0,3n >0, |[(z,y) — (&%) <n = (V¢>0,[|X(t) - X*[| <e)
i1) (z*,y*) est asymptotiquement stable si et seulement si (x*,y*) est stable et

lim [|X(t) — X*|| = 0.

t——+o00

Remarque 1.4. La stabilité asymptotique impose que la limite des trajectoires lorsque t —
+oo soit le point d’équilibre, tandis que la stabilité neutre ( stable mais pas asymptotiquement
stable) impose seulement que les trajectoires restent dans un voisinage du point d’équilibre

sans nécessarrement tendre vers ce point.

1.3.5 Classification des points singuliers d’un systéme linéaire
dans le plan (tr,det)
Le flot de (1.2.1) au voisinage d’un point singulier (z*,y*) est classé selon les valeurs

propres de la matrice J, ((z*,y*)), son déterminant, ainsi que sa trace. Les valeurs propres

de J, sont les solutions de ’equation caracteristique
N —tr(J )X +det(J,) =0
avec

tr(Jy) =AM+ X2 et det(Jy) = Ao

La nature des valeurs propres dépend du signe du discriminant A = (¢r(J,))? — 4det(J,).
Trois cas se présentent :

1" Cas: A =0

On a alors \; = Ay = A, c’est -a-dire det(J,) = \*> > 0 et tr(J,) = 2)\. Par conséquent, si la
trace est positive (A > 0), on a un noeud dégénéré instable, si la trace est négative (A < 0),
on a un noeud dégénéré stable.

2tme Cas : A >0

12



1.3. Points singuliers

On a alors deux valeurs propres réelles distinctes.

i) Si det(Jy) <0:A; et Ay sont de signe opposé, alors (z*,y*) est un col.
i1) Si det(Jy) > 0et tr(J) > 0: A, A2 > 0, alors (z*,y*) est un noeud instable.
i13) Si det(Jy) > 0et tr(J) <0: A, A2 <0, alors (z*,y*) est un noeud stable.

3¢me Cas: A <0

On a alors deux valeurs propres complexes conjuguées A\ o = a £ i3, c’est -a-dire det(J,) =

a?+ 3> 0et tr(J,) = 2a.

i) Sitr(Jy) <0, alors (z*,y*) est un foyer stable.
it) Sitr(Jy) >0, alors (z*,y*) est un foyer instable.

iti) Sitr(J,) =0, alors (z*,y*) est un centre.

det(J, )

Figure 1.1. Résumé de différents portraits de phase possibles du systéme (1.3.1),

en fonction du signe de la trace et du determinant de la matrice Jacobienne J, .
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1.4. Courbes invariantes

1.4 Courbes invariantes

Dans I’étude des équations différentielles la recherche des invariants est primordiale. Il
est en effet plus intéressant de considérer les ensembles du portrait de phase qui ne sont pas

transformés par le flux en d’autres ensembles au cours du temps.

Définition 1.11. (Ensembles invariants) Une partie Q C R? est dite invariante par ’application

@, si et seulement si ¥t € R, ¢,(Q) C Q.

Définition 1.12. Soit f : Q C R? — R une fonction de classe C' dans 'ouvert €.

L’ensemble
Cr={(z,y) €/ f(z,y) =0}

est dit courbe invariante, s’il existe une fonction k de classe C* dans Q, appelée cofacteur,

qui satisfait la relation suivante :

Pl )5 (@,0) + Q)5 (0,) = Ko 0) o) (14.)

pour tout (x,y) € .

Remarque 1.5. Les points singuliers et les solutions d’une équation différentielle sont in-
variants par le flot. La réciproque est fausse, on peut trouver des courbes invariantes par le

flot, qui ne sont pas solutions d’équations différentielles.

Remarque 1.6. L’identité (1.4.1) peut étre écrite sous la forme suivante :

VfF = kf (1.4.2)
ot F((x,y)) = (P(x,y); Q(z,y)), Vf estle vecteur gradient de f(x,y), défini parV f((x,y)) =
(?(m, ), g—f(x, y)) et "." désigne le produit scalaire dans R?. Nous désignons par ?)_{ ou

Z Y

f" la fonction V f.F' sur ’ensemble des solutions du systéeme (1.2.1).

Remarque 1.7. Lorsque le cofacteur k(x,y) est un polynome, Cy est une courbe invariante

de cofacteur polynomial.

14



1.5. Probléme d’intégrabilité

Définition 1.13. Une courbe invariante C est dite algébrique si f(z,y) € Rlz, y] et elle est
invariante par le flot du systéme (1.2.1) dont le cofacteur k(x,y) est toujours un polynéme

de degré inférieur ou égal a d — 1.

Proposition 1.3. Soient f(x,y) =0 et g(x,y) = 0 deux courbes algébriques invariantes du
systéme (1.2.1) de cofacteurs respectifs k¢(z,y) et ky(z,y), alors le produit (fg)(xz,y) =0

est aussi une courbe algébrique invariante dont le cofacteur est ke(x,y) + k,(z,y).

Preuve. On a :

PELQYE - e+ aler 2
= g(P f+Qf>+f( +Q )
ce qui implique
P2 @@—gkfﬂfkgg

car f(x,y) =0 et g(z,y) = 0 sont deux courbes algébriques invariantes du systéme (1.2.1).

Par conséquent,

(9f I

g+Q3 = fg(ky +ky)

D’ou, le produit (fg)(z,y) = 0 est une courbe algébrique invariante de cofacteur k¢(z,y) +
ky(z,y). m

Remarque 1.8. Une courbe algébrique f(z,y) = 0 est irréductible, si f(x,y) est un polynome

irréductible dans l'anneau R|x,y].

1.5 Probléme d’intégrabilité

1.5.1 Intégrales premiéres

L’intégrabilité d’un systéme différentiel repose sur l'existence d’intégrales premiéres.
Comment montrer leur existence ou les déterminer explicitement, demeure une question

sans réponse satisfaisante.
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1.5. Probléme d’intégrabilité

Définition 1.14. On appelle intégrale premiére du systéeme (1.2.1) de classe C7 sur 2 C R?,
toute fonction H : 2 — R de classe C7 () constante sur chaque trajectoire de ce systéme
et non localement constante sur 2.
Ces conditions sont équivalentes a

OH OH
P(I,y)%<l’,y> + Q(*Tay)ﬁ_y(xvy) =0

et H non localement constante sur S).

Le probleme d’intégrabilité est la recherche d’une expression explicite d’une intégrale
premiére. Les notions facteur intégrant et facteur intégrant inverse permettrent de déduire

I’expression de cette derniére.

1.5.2 Facteurs intégrants

Définition 1.15. La fonction R est un facteur intégrant du systéme (1.2.1) sur l'ouvert

QCR?*siReCHQ), R#0 surQ et

J(RP) I(RQ) . OR OR :
_ _ o o9 _ 1.5.1
pe o , div(RP,RQ) =0 ou Pax + Q@y Rdiv(P, Q) (1.5.1)
ou div(P, Q) = div(x) = g—f + 2—2 est la divergence du champ de vecteurs x = (P, Q).

Il est clair que si la fonction H vérifiée les conditions :

OH
o 10
OH

T — _RP
oy r

c’est une intégrale premiere donnée par :

H(z,y) = —/R(fa y)P(z,y)dy + h(x)

ou

H(z.y) = / Rz, y)Q(x, y)dz + h(y)
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1.5. Probléme d’intégrabilité

1.5.3 Facteurs intégrants inverses

Définition 1.16. La fonction V est un facteur intégrant inverse du systéme (1.2.1) sur

Vowvert Q CR? si V e CH(Q), V # 0 sur Q et

ov ov orP 0Q
P— — =|=—+= |V
ax(l’,y)JrQay (z,9) <8x + ay)
Le facteur inégrant inverse est une courbe algébrique invariante de cofacteur k(x,y) =
oPr 0
e 0) + 5w = dv(P.Q)

Il est facile de vérifier que si V' est définie sur (2, la fonction R = % définie sur Q\{V =0}
est un facteur intégrant du systéme (1.2.1), ce qui permet de calculer 'intégrale premiére
de ce dérnier sur Q\{V = 0}.

L’intégrale premiére H associée au facteur intégrant inverse V' peut étre calculée par
I'intégrale

H(z.y) = / Q. y)dr — Pz, y)dy)/V (x.y) (15.2)

h
Lorsque un systéme différentiel posséde une intégrale premiére rationnelle H = —, alors
g
toutes les courbes invariantes sont algébriques et définies par f. = 0 ou f. = h — cg pour

une certaine constante ¢ € R.

1.5.4 Facteurs exponentiels

Un objet dit facteur exponentiel joue un roéle similaire a celui des courbes algébriques

invariantes dans la recherche d’une intégrale premiére d’'un champ de vecteurs polynomial

X-

Définition 1.17. Soient h et g deux polynémes premiers entre euxr. La fonction F =
exp(h/g) est dite facteur exponentiel du systéme (1.2.1) , s’il existe un polynome k(x,y) de

degré inférieur ou égal a d — 1 tel que

P(’?eXp(h/g)
ox

dexp(h/g)
dy

+Q = kexp(h/g).

Comme précédemment, on dit que k(x,y) est le cofacteur de exp(h/g).
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1.6. Solutions périodiques, cycles limites

La proposition suivante, donne la relation entre la notion de la courbe invariante et le

facteur exponentiel.

Proposition 1.4. Si F(x,y) = exp(h/g) est un facteur exponentiel et g est une fonction

non constante, alors g = 0 est une courbe algébrique invariante telle que h satisfait l’équation

oh

oh
5+ Q. = kg + ghr

P
dy

ot k4 et kp sont respectivement les cofacteurs de g et F'.

Définition 1.18. Soit la fonction

M (exp( 22 ). (exp( 2Ly (1.53)

gim (o5 9

1’\1 QAQfT)‘T (exp(

our,l €N, fi(z,y) =01 <i<r)etgj(xy) =0 (1<j<1) des courbes algébriques
invariantes du systéme (1.2.1), h;(z,y) (1 <1 <) des polynomes de R[z,y], \; (1 <i <)
et p; (1 < j <1) des nombres compleves et n; (1 < j <1) des nombres entiers non négatifs.

Les fonctions précédentes sont dites fonctions de Darboux (généralisées).

Le probléme d’intégrabilité consiste aussi a trouver une classe de fonctions d’une inté-
grale premiére (polynomiale, rationnelle, Darboux, élémentaire, Liouville, etc...) du systéme

(1.2.1). Pour cela , on introduit les fonctions suivantes

Définition 1.19. Une fonction est élémentaire si elle est construite par des fonctions usuelles

a laide d’un nombre fini d’opérations algébriques et de compositions de fonctions.

Définition 1.20. Une fonction est de Liouville si elle est construite par des fonctions
usuelles a l'aide d’un nombre fini d’opérations algébriques, de compositions et d’intégrations

de fonctions.

1.6 Solutions périodiques, cycles limites

Le comportement asymptotique des solutions est 'une des questions essentielles, sou-

vent difficile, que ’on se pose & propos des équations différentielles.
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1.6. Solutions périodiques, cycles limites

Définition 1.21. La solution y(t) = (x(t),y(t)) du systéeme (1.2.1) est dite périodique s’il
existe T' > 0 tel que :
y(t) =~ +T) Vte[0,+o0.

T est alors sa période.

Remarque 1.9. Les points singuliers du systéme (1.2.1) sont des solutions périodiques con-

stantes.

Exemple 1. L’oscillateur harmonique est régi par l'équation différentielle ” + w?x = 0 est

équivaut au systéme

!

r =Y,
y = —w?x.
d x
Ce systéme s’intégre facilement puisque d_y = —w?=, la solution est donc y* + w?a? = c.
& Y

Autrement, ce systéme posséde une famille continue, a un paramétre, de solutions périodiques

représentées dans le plan des phases par des ellipses.

Un résultat important est énoncé dans le théoréme suivant appliquable dans le cas d’une
orbite périodique v donnée d’une maniére implicite sur 2 C R?, c’est a dire, lorsqu’il existe

une courbe invariante f (x,y) = 0 telle que v C {(x,y) € Q / f (z,y) = 0}.

Théoréme 1.5. [20] Considérons le systéme (1.2.1), v (t) une orbite périodique de période T
et supposons que f : © C R? — R une courbe invariante telle quey C {(z,y) € Q / f(z,y) = 0}
et k(x,y) est le cofacteur de la courbe invariante. Si V f (p) # 0 Vp € v, alors

/Okw(t))dt:/o div (v (1)) dt.

Remarque 1.10. L’hypothése V f (p) # 0 signifie que f ne contient pas des points sin-

quliers.

Un comportement possible pour une trajectoire est de tendre vers une orbite périodique.
Dans le cas d’un systéme planaire cela signifie que les trajectoires tendent vers ce que 1’on
appelle un cycle limite.

Définition 1.22. Un cycle limite est une orbite périodique (trajectoire fermée) isolée.
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1.7. Existence de cycles limites

Une trajectoire fermée est une orbite non réduite a un point qui revient & la solution
initiale aprés un certain temps. Isolée signifie que les trajectoires voisines ne sont pas

fermées, elles spiralent autour du cycle limite en s’en éloignant ou en s’en approchant.

Exemple 2. Les battements du coeur, les rythmes biologiques du corps humain (temper-
ature, sécrétion d’hormones), les oscillations dans les réactions chimiques sont des cycles

limites.

Remarque 1.11. Les cycles limites n’apparaissent que dans les systémes non linéaires. Un
systéme linéaire peut avoir des orbites fermées mais non isolées : en d’autres termes, si x(t)

est une solution périodique, alors cx(t) sera une solution pour toute constante ¢ # 0.

Définition 1.23. Un cycle limite algébrique est un cycle limite qui est contenu dans les

zéros d’une courbe algébrique invariante.

1.7 Existence de cycles limites

Parmi les problémes importants et souvent difficiles & étudier dans la théorie qualitative
des équations différentielles, est la détermination des cycles limites d’un systéme différentiel

de la forme :

!

r = P(z,y),
y =Q(z,y),

ou P, () sont des polynomes réels dont les variables sont = et y.

Remarque 1.12. Les systémes différentiels polynomiauzr de degré 1 n’admettent pas de

cycles limites.
Ci-dessous, un exemple classique ot on peut écrire I’expression explicite du cycle limite.

Exemple 3. Soit le systeme d’équations suivant :

dx

e ) .
Yy _ 1 2 2 o
%—x—l—y( -z —y7).
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1.7. Existence de cycles limites

En coordonnées polaires, le systéme (1.7.1) devient :

dr
db

==

=ri=r, (1.7.2)

1.

Remarquons que (0,0) est le seul point critique de (1.7.1) .

Le systéme différentiel (1.7.2) est équivalent a I'équation différentielle de Bernoulli suivante

dr 3
e 1.7.
7 r—r, (1.7.3)

dont la solution générale est
1
r(0) = [1+ce ] 2.

Ce qui entraine que, la solution de (1.7.3) satisfaisant o la condition initiale r (0) = ro est

r(0) = {1 + (rig — 1> e—%’]_

Donc la seule solution périodique de l’équation (1.7.3) est

donnée par :

N —

r(0) = 1.

D’ou
(M2’ +y' =1

est le seul cycle limite du systéme (1.7.1).

Figure 1.2. Cycle limite du systéme (1.7.1).
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1.7. Existence de cycles limites

1.7.1 Critéres d’existence de cycles limites

Théoréme 1.6. [25] Soient deux courbes fermées C' et C' dans R?, l'une entourant lautre.
Si en chaque point de C, le vecteur vitesse (P, Q) de la trajectoire qui y passe est dirigé vers
Uexterieur, et si en chaque point de C'il est dirigé vers Uintérieur, alors il existe au moins

un cycle limite compris entre C' et C'.

cl

Figure 1.3. Fxistence d’un cycle limite

compris entre C et C'.

Giacomini, Llibre et Viano dans [24], ont présenté une méthode pour étudier 'existence
et la non-existence de cycles limites d’'un champ de vecteur planaire, en se basant sur les

deux critéres suivants :

Critére 1. [2/]

Considérons le systéme :
z = P(z,y)

y =Q(z.y)
P et Q définis sur 'ouvert Q C R? et de classe C* (Q), soit (z(t),y(t)) une solution péri-

(1.7.4)

odique de (1.7.4) de période T. Supposons que U = U(z,y) (de classe C') est une solution

de l’équation aux dérivées partielles suivante :

Pla) G (0.0 + Q)5 (o) = He)lU(ey) e (179

ot le cofacteur k : @ — R est une fonction de classe C* vérifiant :
T
| ke peyie 0.
0
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1.8. Stabilité des cycles limites

Alors la trajectoire fermée :

y(t) = {(x(t),y(t)) € Q: t € [0,T]}

est contenu dans >, = {(z,y) € Q : U(x,y) = 0} et v nest pas contenu dans un anneau

circulaire, de plus si P et () sont analytiques, alors v est un cycle limite.

Remarque 1.13. Ce critére montre que lorsque nous connaissons explicitement la solu-
tion U(x,y) de l'équation (1.7.5), on a plus d’informations sur les solutions périodiques du
systéme, parce que siy est une trajectoire fermée, elle doit satisfaire :

v est contenu dans Z ={(z,y) € R*: U(z,y) =0} ou /k(:c(t),y(t))dt =0.

ol

Critére 2. [24] Considérons le systéme (1.7.4) et supposons que :

1) P,Q de classe C* (Q)

2) U =U(z,y) de classe C* (Q) une solution de I’équation aux dérivées partielles :
ou ou 0P 0P

R (1.7.6)

Si v est un cycle limite, alors v est contenu dans

> ={(z,y) €Q: Ulx,y) = 0}.

1.8 Stabilité des cycles limites

Dans [34], D.W. Jordan et P. Smith ont expliqué que les trajectoires avoisinantes ne
sont pas fermées et se comportent comme des spirales qui s’approchent ou s’éloignent du
cycle limite lorsque ¢ — +o0. Ceci concerne aussi bien les trajectoires y(t) qui démarrent
de l'intérieur & celles qui démarrent de l’extérieur par rapport aux conditions initiales.
Ces solutions sont relativement de moindre importance en comparaison avec la solution

périodique.

1.8.1 Types de cycles limites

(a) Le cycle limite 7 est stable (ou attractif), si les trajectoires intérieures et extérieures

tendent en spirales vers 'orbite fermée v quand t — +o0.
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1.8. Stabilité des cycles limites

(b) Le cycle limite ~y est instable (ou répulsif), si les trajectoires intérieures et extérieures
tendent en spirales vers ’orbite fermée v quand t — —o0.

(¢) Le cycle limite «y est semi-stable, si les trajectoires spirales intérieures tendent vers
l'orbite fermée v quand ¢ — 400, les autres (extérieures ) tendent vers vy quand t — —o0,

et vice-versa.

Cycle limite stable Cycle limite instable Cycle limite semi-stable

Figure 1.4. Classification des cycles limites

1.8.2 Fonction du premier retour de Poincaré

Pour étudier la stabilite des orbites périodiques, 1’outil le plus fondamental est la fonc-
tion du premier retour de Poincaré, définie par Henri Poincaré en 1881, voir [46]. L’idée est
la suivante :

Si I est une orbite périodique du systéme (1.2.1) passant par le point Xy = (g, 7o) et
¥, une droite perpendiculaire a I en Xy, alors pour tout point X = (x,y) € ¥ suffisamment
proche de Xj, la solution de (1.2.1) passant par X en ¢t = 0, va retraverser la droite ¥ au

point IT (X)) proche de X, la fonction X —— II (X)) s’appelle la fonction de Poincaré.
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1.8. Stabilité des cycles limites

Figurel.5. L’application de Poincaré IT (X) = ¢,y (X)

Le théoréme suivant établit 'existence et la continuité de la fonction de Poincaré IT (X).
Théoréme 1.7. [/5,p.212] Soit
I={XeR/X=¢(X), 0<t<T}

une orbite périodique de (1.2.1) de période T. Soit 3 la droite orthogonale a T' en Xy, ¢’est
a dire :

D={XeR’/ (X-Xo).(P(Xo),Q(Xo))=0}.

Alors il existe un voisinage ouvert N (Xy) de Xq et une unique fonction 7 : N (Xo) — R,

définie et continiment différentiable, tel que T (Xo) =T et
¢r(x) (X) € ¥ pour tout X € N (Xo).
Preuve. Soit la fonction de classe C! :
F(t,X) = (¢, (X) = Xo) . (P (Xo) , Q (X)) -

Comme l'orbite I' passe par Xy, alors on a :

F (T, X,) = 0.
De plus,
OF (1. x) — (@—“’ ) ). (P (X0).Q (X0)

= ( ( 0)) (P(Xo)»Q(Xo))
= [I(P(Xo),Q (Xo))|I* # 0,
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1.8. Stabilité des cycles limites

puisque Xy ne peut pas étre un point singulier. D’apres le théoréme des fonctions implicites,
il existe un voisinage ouvert N (Xy) de Xy et une unique fonction 7 définie et contintiment

différentiable sur ce voisinage telle que 7 (Xo) = T et
F(r(X),X) =0 pour tout X € N (X),

c’est a dire :

¢-(x) (X) € X pour tout X € N (Xo).

Définition 1.24. La fonction continiment différentiable

I: N(X)NS — %
X — (X)) = ¢,(x) (X)

est appelée application de premier retour de Poincaré, associée a l’orbite périodique I'.

Définition 1.25. La fonction continiment différentiable

7: N(Xo) — R
X — 7(X)

est appelée fonction temps de premier retour de Poincaré.

Définition 1.26. Un point fize de Uapplication 11 est un point X tel que I1(X) = X. 1l

correspond & une orbite périodique du systéme (1.2.1).

1.8.3 Stabilité et fonction de Poincaré

Par la translation de vecteur Xy, € I' N X, la droite X sera transformée en une ligne
passant par le point origine 0. De méme les points X et II(X) seront transformés en s
et II(s) respectivement (voir les deux figures ci-dessous). Selon le théoréme précédent,

I'application de Poincaré II (s) existe et est définie au voisinage de zéro (i.e. 30 > 0 : II (s)
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1.8. Stabilité des cycles limites

est définie pour tous |s| < §) et on a IT(0) = 0.

(a) : T est stable (b) : T" est instable

Figurel.6. Stabilité et fonction de Poincaré

Dans le but de donner le lien entre la stabilité de ’orbite périodique I' et la dérivée de
I’application de Poincaré le long de la droite ¥ au point zéro. On itroduit la fonction de

déplacement :

d(s)=1I(s) —s.

Il est clair que : d(0) =0 et d' (s) =1II' (s) — 1, il en résulte du théoréme des accroisements
finis que pour |s| < §
d(s)=d (o)s

pour certains o entre 0 et s.

Supposons que d’' (0) # 0, comme d est continu, alors le signe de d’ (s) sera le méme que
celui de d’ (0) pour |s| suffisamment petit. Deux cas en decoulent : d' (0) < 0 et d' (0) > 0.
i) Si d'(0) < 0, il s’ensuit que d(s) < 0 pour s > 0 et que d(s) > 0 pour s < 0 ce qui
entraine que le cycle I" est un cycle limite stable (voir le figure (a) ci-dessus).

ii) Si d'(0) > 0, il s’ensuit que d(s) > 0 pour s > 0 et que d(s) < 0 pour s < 0 ce qui
entraine que le cycle I" est instable (voir le figure (b) ci-dessus).

par conséquent :

SiII(0) =0 et II'(0) < 1, le cycle I" est un cycle limite stable et si I1(0) = 0 et II' (0) > 1,

le cycle I' est instable.
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1.8. Stabilité des cycles limites

Exemple 4. On reprend [’exemple 3.

En coordonnées polaires, les solutions de (1.7.1) sont de la forme :

r(0;7) = {1 + (r_lg — 1) 6_29:| B .

Pour 0 = 2m, on obtient l'application de premier retour de Poincaré :
-1
1 2
I (rg) =7 (2m;r) = [1 + (—2 — 1) 6_4”] i
To
L’unique point fize de 11 est ro = 1, il correspond au cycle limite T du systéme (1.7.1) .

Ona: .,
1 2
H/(To) = 6_47TT0_3 |:1 + (—2 - 1) 6_47r:| y

To
et
(1) = e ™.

Comme II'(1) < 1, alors T' est stable.

Le théoréme suivant permet de prouver 'existence de la dérivée de II et de donner son

expression.

Théoréme 1.8. [/5,p.216] Soit v(t) une solution périodique de (1.2.1) de période T', alors
la dérivée de la fonction de Poincaré T1(s) le long d’une ligne droite Y3 qui est normale a

F={XeR? X=9@)—~0) 0<t<T}enX =(0,0) est donnée par :

T
() = exp [ div (P (3 (1), Q1 ().
0
Le corollaire suivant caractérise la stabilité d’un cycle limite

Corollaire 1.2. [45,p.216] Soit v(t) une orbite périodique du systéme (1.2.1) de période T'.
Alors,

v est un cycle limite stable st
T
/ div(~())dt < 0,
0
et est un cycle limite instable si

/ " div(y(£))dt > 0.
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1.8. Stabilité des cycles limites

1l peut étre un cycle limite stable, instable ou semi-stable ou peut appartenir a une bande

continue de cycles si

/0 ' div(y(t))dt = 0.

T
Remarque 1.14. Lorsque la quantité / div(y(t))dt est différente de zéro, on dit que le
0

cycle limite v est hyperbolique.
Exemple 5. Dans l’exemple 3., on a :
7(0) = (cosf,sin§)”

et
div(P, Q) = 2 — 4% — 49/,

d’autre part

2m 2m
/div(v(@))d@ = /(2 —4cos? — 4sin® 0)dh = —4r.
0 0

2w

Puisque / div(y(0))do < 0, y(t) est alors un cycle limite hyperbolique stable.
0
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

La modélisation mathématique des phénomeénes dans diverses disciplines, notamment en
biologie, est devenue incontournable. Ces modéles sont régis par des équations d’évolutions
qui se présentent sous forme d’équations différentielles ordinaires, fonctionnelles, a retards,
aux dérivées partielles ou stochastiques. Le probléme principal est ’étude du comportement
des solutions des équations ou des systémes modélisant ces phénomenes.

En biologie, le premier modeéle connu est celui de la dynamique des populations. 1l a
été proposé indépendemment par Alfred James Lotka (1880-1949) en 1925 et Vito Volterra
(1860-1940) en 1926, d’oi le nom Lotka- Volterra(V.

Ce modele décrit les interactions entre une population de proies et une population de
prédateurs : les variables d’état sont x et y ol = représente le nombre de proies et y le

nombre de prédateurs. Du point de vue mathématique, ce modeéle s’écrit

=z (a—by),
y:y (—C—f-diC),

oul a > 0 est le taux de natalité (naturel) des proies, ¢ > 0 le taux de mortalité (naturel)
des prédateurs et b > 0, d > 0 des coefficients d’interaction entre les deux populations.

Ce modele ne présente pas de cycles limites, mais il reste le point de départ de plusieurs
modeéles proposés actuellement. Parmi ces modeles on a celui introduit en 1936 par le
mathématicien russe Andrei Kolmogorov (1903-1987) qui porte son nom et ayant la forme

suivante :
t=af@y) (2.1.1)
v =1y g(z,y),
ou f et g sont de classe C! et représentent respectivement les taux de croissance des deux
populations x et y.
De nombreux chercheurs se sont intéressés a I’étude des systéemes de Kolmogorov, notam-
ment, 'intégrabilité [13, 14, 21, 38] et 'existence de cycles limites [31, 32, 41, 42, 53, 54].
La recherche de I'expression explicite des cycles limites des systémes différentiels est une

tache difficile, plus particuliérement, celui de Kolmogorov. A notre connaissance, toutes les

(1) Connu aussi sous le nom "proie-prédateur”

31



2.2. Classe I : Systémes quintiques intégrables a cycle limite algébrique

expressions explicites des cycles limites a nos jours n’étaient qu’algébriques (voir les travaux
de Bendjeddou et al [3, 9, 10]).

Dans ce chapitre, nous présentons deux classes de systémes de Kolmogorov quintiques
dont nous étudions l'intégrabilité et 1’existence des cycles limites dans le quadrant réaliste

{(z,y) € R?; x>0, y > 0} ainsi que leurs expressions explicites.

2.2 Classe I : Systémes quintiques intégrables a cycle
limite algébrique

Dans cette section, nous nous intéressons a une classe de systemes de Kolmogorov

quintiques de la forme :

(

/ (cx? + azy — ay® — (2a + ¢)  + ay + 2a) y?
=z
+a(2? +zy — 20 — 3y +2) ((z — 1)2+1)
(2.2.1)
ey (ax® + azy + cy? — 3ax — (2a + ¢) y + 2a) 22
ta(zy —y* + o+ 2y —2) ((y—1)2+1)

\

ol a et ¢ sont deux parameétres réelles.

Proposition 2.1. Siac < 0, alors (1,1) est le seul point singulier du systéme (2.2.1) dans

le premier quadrant et qui est un noeud stable pour ¢ < 0 et instable pour ¢ > 0.

Preuve. Le point (1, 1) est un point singulier du systéme (2.2.1).

Nous avons :

(2 —=1)Qs(x,9) — (y— 1) Ps(z,9) = a(z+y) (= 1* + (y — 1))’

ou
(cx?® + axy — ay® — (2a + ¢) z + ay + 2a) y*
PS(xuy):x 2
ta(z? +ay — 20 -3y +2) ((z—1)"+1)
(ax? + axy + cy? — 3ax — (2a + ¢) y + 2a) 2*
Qs (z,y) =y

ta(zy -y +o+2y—2) ((y — 1)* + 1)
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2.2. Classe I : Systémes quintiques intégrables a cycle limite algébrique

Comme a # 0, alors le point (1, 1) est le seul point singulier dans le premier quadrant.
Nature: Les valeurs propres du systéme linéairisé associé vérifient (A — 0)2 = 0, ce qui

assure que (1, 1) est un noeud stable pour ¢ < 0 et instable pour ¢ > 0. m
Proposition 2.2. Le systéme (2.2.1) admet
Uz,y) = ax® + cxy + ay® — 2ax — 2ay + 2a

comme courbe algébrique invariante de cofacteur k(x,y) = 2ax* + 2ax®y + 2cx?y? + 2axy® —

2ay* — 6az® — (6a + c) 2%y — (2a + ¢) xy? + 6ay® + 8az? + 4azxy — Say® — 4ax + 4ay

Preuve. On :

g—g (z,y) = 2azx + cy — 2a,
et
g_[y] (z,y) = 2ay + cx — 2a.
Par suite
v (x,y) = 8_U (z,y) + 0U — (z,y)

cx +axy — ay® — (2a +c¢c)x + ay + 2a
= vyt = ( ) Y )y (2ax + cy — 2a)
(x —|—a:y—2x—3y+2)((x—1) +1)
ax +axy + cy® — 3ax — (2a + ¢)y + 2a
+y vty ( v o (2ay + cx — 2a)
ta(zy —y*+o+2y—2) ((y —1)* +1)

= K(z,y)U(z,y).

D’ou le resultat. =

2.2.1 Intégrabilité

Le théoréeme suivant prouve l'intégrabilité du systéme (2.2.1).

Théoréme 2.3. Le systéme de Komogorov (2.2.1) est intégrable. Son intégrale premiére

Hi (x,y) est donnée par :




2.2. Classe I : Systémes quintiques intégrables a cycle limite algébrique

Preuve. On a :

OH, (2az + cy — 2a) ((z — 1D+ (y — 1)2) y—1
—— (z,y) = exp ( —arctan
Oz a:y((x—l) +y-1U x—1
et
2 2
OH, (cx + 2ay — 2a) ((z — 1)" + (y — 1)°) y—1
(x,y) = exp | —arctan .

oy xy((:v—l) (y —1)° T(1-2)U z—1
En remplacant les dérivées partielles (93:1 (x,y) et n ($ y) par leurs expressions dans

dH1 . (9[-[1 dx 8[—[1 dy

dt (xay) - Ox (a:,y) dt + ay (a:,y) X dt,
on obtient :

dH

|

2.2.2 Existence de cycles limites

Pour ce systéme, nous prouvons 'existence d’un cycle limite algébrique en donnant son

expression explicite. Pour cela, nous utilisons les lemmes suivants :

Lemme 2.4. Soient a et ¢ deux paramétres réels tels que ¢ — 4a®> < 0 et ac < 0. Alors la

courbe (T') : {(x,y) € R* / U (x,y) = 0} est une ellipse et sa forme réduite est

() : <X;—27)2 }6/—22 =1 (2.2.2)
ou o = icwﬁz dac ety = 2\/§a‘
\/ (2a+c) V ¢? — 4a? 20+ ¢
Preuve. Par la rotation d’angle % :
r=AX-Y V2
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2.2. Classe I : Systémes quintiques intégrables a cycle limite algébrique

U (z,y) s'écrit :

U(x,y) = UANX-Y),AM(X+Y))=V(X,Y)
= aAX -V 4+ X -Y)(X+Y)+a (X +Y)?
—2aA (X —=Y) —2aA (X 4+Y) + 2a

= AN (2a+c) X? —4a)\X + )\* (2a — ) Y? + 2a.

Comme
N (2a+c) X2 —4adX = N (2a+c) <X2 X)
2a+)
2
42
2a+c) A" (2a + )
Alors
V(X,)Y) = M2a+o)| X — 220 — ) Y2 4 2
R L ) F
2 4(12
= M (2a+0) (X )+>\2( - )Y2—|—2a—)\2(2a+c)(2—
2a+c A (2a +¢)
2 4(1,2
= M2a+c) (X - + X (20 —c) Y+ 2a —
2a+c 2a + ¢
2 2ac
= N(Q2a+c) | X— + X (20 —c) Y2+ :
2a+c 2a + ¢
Comme
U(z,y) =0V (X,Y)=0.
Alors

2a 2 2ac
(2 X——- N (20 — ) Y? = 0.
(CH_C)( )\(2a+c)) A (2a—) +2a+c

Ce qui implique

2ac
2a + ¢’

2 ))2+)\2(2a—c)Y2:—

2 —_——————
A (2a+e) (X A(2a + ¢

2ac

En divisant les deux membres par — , on obtient :

a—+c

2a 2
(X_A@ - )) Y2
a C
+

—2ac 2ac
A (2a + ¢)? 2 (c? — 4a?)
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2.2. Classe I : Systémes quintiques intégrables a cycle limite algébrique

-2 2
L L)
a C

Comme ¢ — 4a% < 0 et ac < 0, alors
M (2 — 4a?)

2
D’ou, la forme réduite (2.2.2). =

Lemme 2.5. L’ellipse (I') définit une solution périodique du systéme (2.2.1).

Preuve. D’apres la proposition (2.2.), Iellipde (I') est une courbe algébrique invariante

de cofacteur

E(z,y) = 2az*+ 2ax’y + 2ca’y® + 2azy® — 2ay* — 6ax® — (6a + ¢) %y

— (2a + ¢) xy* + 6ay® + Sax® + daxy — Say® — dax + day.

Il reste a montrer que (I') est non singuliére pour le systéme (2.2.1).
Par I’absurde, supposons que (I') contient un point singulier (z¢,yo) du systéme (2.2.1),

donc (g, yo) est une solution du systéme

( 1
— (a*2® +a(a —c)xy + (¢ = a®) y* — 2a°x — a’y + 2a°) U (2, y)
a -0,
- ((2a* — ) zy — 2a (a — ¢) x — acy® + 2acy — 2ac) y?
a

— +

Y
N

(a*> — A 2? +a(a+c)xy — a®y? — a*x + 2ay — 2a*) U (x,y)

S
Il
e

+

(acx® + (* — 2a%) xy — 2acz + 2a (a — ¢) y + 2ac) 2

@l\?l o

\

Alors, dans le premier quadrant positif du plan, on a :

((2a® — ) woyo — acys — 2a (a — ¢) xy + 2acyy — 2ac) = 0,
(acxd + (2 — 2a*) xoyo — 2acxg + 2a (a — ¢) yo + 2ac) = 0.

D’ou
axg (cxo + 2ayo — 2a) = 0,
—ayp (2ax + cyo — 2a) = 0.
car
2 2
—acy, = ¢ (axo + cxoyo — 2ax9 — 2ayy + 2a)
et
2 _ 2
acry, = —c (c:cgyo + ayy; — 2axp — 2ayy + 2a)
. . . 2a 2a
Donc 'unique point vérifiant le systéme précédent est (zg,yo) = ,—— |, or ce
c+2a c+2a

point n’est pas un point singulier du systéme (2.2.1). Donc (I') est une orbite périodique.
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2.2. Classe I : Systémes quintiques intégrables a cycle limite algébrique

Théoréme 2.6. Le systéme (2.2.1) admet Uellipse (I') comme cycle limite hyperbolique. De

plus, le cycle limite est :

1) instable st a >0 et ¢ <0,

2) stable sia <0 et c> 0.

Preuve. Soit T la période de (I') .
T
Pour montrer que (I') est un cycle limite, il suffit de vérifier que / div(T'(t))dt # 0.
0

Selon le théoréme 3 du [24], on a :

T T
/ div (T (1))t — / K(D())dt.
0 0
Dans le nouveau repére et avec les coordonnées

r=A(X-Y)
;avec \ =
y=A(X+Y)

ol

On obtient :

K(z,y) = KA X-Y),A(X+Y))
M (204 ¢) X* — 8aX*X3Y — 2eN*X2Y? — 8aN* X Y3
= 20 [ +X*(c—2a)Y* — X (4a + ¢) X3 + 20aN\* XY
+ 2% (4a + ¢) XY? + 4aX’Y? 4 200 X? — 16aAXY — 2a\Y? + 4aY
= K'(X,Y)

et
/ "Rt = / KTt

A Taide de la paramétrisation de (I) donnée par :

X =acosf+7v 2v/2a
; avec y = )
Y = (Bsiné 2a+c

Ona:

K'(X,Y) = K(acosf+,Ssinb)
Asin@ 4+ Bcos + Csin20 + D cos 20 + E sin 30
+Fcos30 + Gsindf + H cos40 + 1

= 2

37



2.2. Classe I : Systémes quintiques intégrables a cycle limite algébrique

ou

A =aB (502X + 38°A% 4+ 200°9% — 8A%3 — 16Ay — 6a2\*y — 63°A%y + 4)

B 1 \ 16ay + 32aM*y% + 16cA*y? — 12a02\ + 4aB*\ — 48aly?
= -«
4 —3ca® X + X — 12eAy? + 24aa® N2y + 12ca® XNy — 4cB2 N2y
o 1 ) 16ay + 32a2%% + 16ecA%y% — 12a02\ + 4aB*\ — 48a\v?
= -«
4 —3ca® X 4 7N — 12e\? + 24aa® N2y + 12ca® My — 4¢82 XNy
H 1 \ 16ay + 32a2?y% + 16cA*y? — 12002\ + 4af* X — 48a\y?
= -«
4

—3ca® X + X — 12eA? 4 24aa® N2y + 12ca? N2y — 42Ny
E = —af) (=502 + > + 662Xy — 26°\7)

F= ia)\Q (—4aa2 — 4aB% — ca® — ¢ + 8aa’ Ny + dca® My + 4052)\7)

G = —aafBX® (o — %)

H = %)\3 (a? + B%) (2a0? — 24> + ca?® + f°)

PN (8(2a+c)y* +8 (302 (2a + ¢) — ¢B%) ¥* + (6aa* — 6aB* + 3ca* + 3¢B* — 2ca?B?)) N

8 —4y (30 = B2+ 292) (da+ ) A + 8a (a? — 57 + 2¢?)
Par suite
/TK /27r o) Asinf + BcosO + Csin 20 + D cos 20 + E sin 30+
0 +Fcos30 + Gsindf + H cos40 + 1

2m 21 2w
= / 1dO = 4w\l car / sin nfdf = / cosmbfdf = 0 pour tous n,m € 7Z
0 0 0

8 (2a+¢)7* +8 (302 (2a + ¢) — ¢B%) ¥*+
— g/\2 + (6aa* — 6a3* + 3cat 4 3¢p* — 2ca’?)
—4y (302 = 8% + 29%) (4a + ) A + 8a (o — 52 + 29?)
c (2a% + % — 2ac)
(2 —4a®)  (2a+¢)?

)\2

= 32d%r

Comme / K(T(t))dt # 0 puisque ac < 0 et 2a% + c* — 2ac > 0, alors (I') est un cycle limite
hyperbolique. De plus,
T
1) sia > 0et c<0, alors / K(T'(t))dt > 0 et le cycle limite (') est instable.
0

T
2)sia <0etc>0,alors / K(T'(t))dt < 0 et le cycle limite (I") est stable. m
0
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2.2. Classe I : Systémes quintiques intégrables a cycle limite algébrique

2.2.3 Exemples d’applications

Nous donnons ici quelques exemples pour illustrer ’applicabilité du théoréeme 2.6. . Le
tracé du portrait de phase dans le disque de Poincaré, présentant un cycle limite dans le

premier quadrant a été effectué par le programme P4 pour chaque exemple.

Exemple 6. Dans le systéme (2.2.1), on prend a = 3 et c = —2, (¢ — 4a® < 0 et ac < 0),

on obtient le systéme :

( e (=222 + 3ay + 3y* + o + 3y — 4) 3/?
+3(@+ay— 20 -3y +2) (z—-1)>+1)
(2.2.3)
=y (322 + 3wy — 2y* — 9z + y + 6) 22
3@y —yP+r+2y—-2) ((y—1)7+1)

\
qui admet un cycle limite algébrique, instable et hyperbolique donné par [’expression ci-
dessous :

322 — 2zy + 3y — 62 — 6y + 6 =0.

N

Figure 2.1. Le portrait de phase dans le disque de Poincaré du systéeme (2.2.3),

montrant un cycle limite instable dans le premier quadrant.
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Exemple 7. Dans le systéme (2.2.1), on prend a = —3 et ¢ = 2, (¢* — 4a® < 0 et ac < 0),

on obtient le systéme :

, (222 — 32y — 2y® — v — 3y — 6) 3/°
P =z
3% +xy—22-3y+2) ((z—1)"+1)
(2.2.4)
/ (=322 — 3ay +2y* + 9z —y — 6) 22
v =y ) ,
3y -y +r+2y—2)((y—1)"+1)

qui admet un cycle limite algébrique, stable et hyperbolique donné par l’expression ci-dessous

—32% + 22y — 3y* + 62 4+ 6y — 6 = 0.

Figure 2.2. Le portrait de phase dans le disque de Poincaré du systéeme (2.2.4),

montrant un cycle limite stable dans le premier quadrant.

2.3 Classe II : Systémes quintiques intégrables a cycle
limite non-algébrique
Soit le systéme polynomial de la forme :

& =a Py(x,y), (2.3.1)

' :yQ4($7y)>
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2.3. Classe II : Systémes quintiques intégrables a cycle limite non-algébrique

ou

Py(z,y) =4X—4(B+20N) 2 +2(28-3N)y+2B8+4\) 2? +2(4\ — B)zy + 2 (A — 28) ?
—4(B+ N2 = (B45N) 2%y + (68 —2X — L) ay® + (A — B) y*+
B+ + B+ NPy + (1 -28) 22+ (A= Bz + (68— Ny,

Qs(z,y) = 4N +228+ Nz +4(2) — B)y + 2 2% — 682y + 2 (358 — 4)) ¢/
3B+ +28-22A-1D2%y+ BB =Ny +4(N—B)y°
+(B+ N2t + (BN 2Py + (1-28) 2%y + (A = B)ay® + (B — Ny,

avec \, 0 des parameétres réelles.

1
En appliquant une translation de vecteur au systéme (2.3.1), on obtient :

1

b= (@) (v —2y+22 + oy — 1) (B+ N+ (A= B)) + 2 (y+ 17 (2 +1)),

y=@+D) (e ty+a®+ay—y) (B+ N2>+ A= 0)y?) +ylx+1)" (y+1))
(2.3.2)
En coordonnées polaires (1, 6), le systéme (2.3.2) devient :
P = RO+ O+ O+ fi(0)r +9),
(2.3.3)
0 =r2(\+ Bcos26) (24 r (cosf +sinh)),
ou
f1(0) =1448 + 4X(2cos20 +sin260) + (40 — 1) cos 40 + 25 sin 46,
fo(0) =4((28+4X+1)cosf +sinf + (28 — 1) cos 30 + sin 30) ,
f3(8) =8(1+ X+ Bcos26 +2sin26),
fa(0) =16 (cosf + sin ) .

Pour obtenir des solutions du systéme (2.3.1) dans le premier quadrant, il est nécessaire

de considérer que rcosf > —1 et rsinf > —1 c’est a dire (24 r (cos @ + sind)) > 0.

—1
Proposition 2.7. Si \+|[| < DR alors (1,1) est le seul point singulier du systéme (2.3.1)

dans le premier quadrant et qui est un noeud instable.

Preuve. Le point (1, 1) est un point singulier du systéme (2.3.1).

Unicité: Supposons qu’il existe un autre point singulier (xg, o), alors
g Y

(w0 — 1) 90Qu4 (w0, 40) — (Yo — 1) 2o Py (0, %0) = 0.
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-1 do
Or lorsque A\ + 3] < S ona (A + B cos20) < 0. Donc o < 0

(z —1)yQ4(x,y) — (y — 1) 2Py (2,y)
(x—1)°+ (y— 1)°

Contradiction. D’ou le point (1, 1) est unique.

0=

N PRI A A P 2 .
Nature: Les valeurs propres du systéme linéairisé associé vérifient (A —1)° = 0, ce qui

assure que (1, 1) est un noeud instable. m

Remarque 2.1. Les orbites (r (t),0(t)) du systéme (2.3.3) ont une orientation opposée par

rapport aux orbites (x (t),y(t)) du systéme (2.3.1).

2.3.1 Intégrabilité

Le théoréme suivant prouve I'intégrabilité du systéme (2.3.1) .

Théoréme 2.8. Les systémes (2.3.3) et (2.3.1) sont intégrables. Leurs intégrales premiéres

sont données respectivement par :

2

r o e’
Hy (r,0) = b —d
2(r,f) (rcos@—l—l)(rsin@—{—l)e /0 A+ (B cos2s *

_ (:B B 1)2 + (y - 1>2 7arctany—j /arCtanZ_} e’
L2 (x.y) = Yy ¢ 0 A+ [ cos 23d8
Preuve. On a :
0H, (r.0) . 247 (coz@ —|—.sin 0) e
or (rcosf +1)" (rsinf + 1)
) j
r(A+ Bcos20) (rcos + 1) (rsinf +1)>
et
OH, (r.0) — (_727’2 cos 20 + r (cosf —sinf) r? B 1 > 0
o9 (rcosf+1)* (rsinf+1)*> (rcosf+1)(rsinf+1) A+ Fcos26

i »
e .
(A + B cos26) (rcosf +1)* (rsinf + 1)
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Ce qui entraine que

dH2 . 8H2 dr 8H2 df
o 10 = o x5y ) x g
rx Oxe™? 0 x (—r)xe?

= 0.

Donc Hs est une intégrale premiére du systéme (2.3.3).

Il est clair que :
2= (x—1)7+ (y—1)° et0:arctany_1
x p—

En remplacant r et 6 par leurs expressions données ci-dessus dans Hs, on obtient :

(=12 (=1 srean /
0

I — z—1 — _—
2 (@,y) Ty A+ B cos2s s

2.3.2 Existence de cycles limites

Le théoréme ci-dessous est un résultat de 'existence de cycles limites du systéme (2.3.1) .

Théoréme 2.9. Considérons le systéme polynomial (2.3.1), les assertions suivantes sont
vraies :

-1
1)SiB#0et A+ 8] < ER alors le systéme (2.3.1) admet un cycle limite non algébrique,

stable et hyperbolique dont l’expression en coordonnées polaires (r,0) est donnée par :

A(0) (cos0 +sinf) + /A2 (0) + 4A (0) — A2 () sin 26
2— A(0)sin20 ’

exp (—s)
fo A+ Bcos ZSdS) ¢l

r(0,r9) =

avee A (0) = exp () (

—S

_ =S 271' —d
\/627r fo% —C s fo A+ B cos2s

A+ [ cos2s
2(e?m —1)

To =

o [27 —e’ d 4(e2m — 1
+\/6 Jo A+ B cos2s sF4(e )
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-1
2)Sif=0et)\< - alors le systéme (2.3.1) admet un cycle limite algébrique, stable et

hyperbolique dont l’expression en coordonnées polaires (r,0) est donnée par :

cos +sinf) + /1 — 4\ — sin 20

_
r(0ro) = — (2X + sin 20) ’

et en coordonnées cartésiennes par :
Mz =124+ Ay —1)+zy =0.
Pour la démonstration du théoréme (2.8.), on a besoin du lemme suivant :

-1
Lemme 2.10. Soit (\, 3) € R? tel que A + |B] < 5 onac:

1)
627r 2m —e~8
0< ds < 2.
627T—1/0 A+ [ cos2s °

2) La fonction g définie sur [0,2m| par :
0 e
0) =2 —0 —d
9(0) exp ( )+/0 A+ 3 cos2s %
est strictement décroissante.

De plus,
21

e 2m —e°
0) > —— —d
g()>62”—1/0 A+ [ cos2s °

3)

ne Y G e Y [
0 _ S — 2.
< A(0) eXp()(€27r_1/0 A+ B cos2s 8+/0 A+ Bcos2s 8)<

Preuve.
1) Nous avons :

—1
A+ Bcos2s < A+ |S <5

ce qui entraine que
_675

0< ——
A+ [ cos2s

< 2e”?,

par conséquent :

e2m 2m —eS 262 2w
0< ds < e *ds,
62”—1/0 A+ B cos2s 62”—1/0
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finalement

e27 2w —e~5
0< ds < 2.
62“—1/0 A+ [ cos2s °

2) Sur lintervalle [0, 27[, la fonction g est différentiable et

rioy —exp (—0) 1
9(0) = —2exp (=0) + A+ [Bcos20 —exp (=) (2+ )\—1—600829) ’

Puisque A + B cos20 < A+ |5], alors

1
/
g (0) < —exp(—0) (Z—I— ) < 0.
A+ 7]
Donc ¢ est une fonction strictement décroissante.
D’autre part, a partir de 'assertion 1) du lemme 2.10., on a :

! /27r " js< e
s < 2e
e —1J), A+ [cos2s ’

ce qui entraine que

e2m 2m —e—s 2m e~ 1 e2m
ds — ———ds < 2e " = —1
62”—1/0 A+ Bcos2s /0 A+ Bcos2s e <627T—1 )’

par conséquent :

e27r 2m —e8 ) 2m —e~8
—————ds < 2e " ——————ds=g(2n).
62“—1/0 A+ [ cos2s oS +/0 A+ [ cos2s s=90m)

Comme g est une fonction strictement décroissante, alors

e2m 2m —eS
ds < g(0).
62”—1/0 A+ [ cos2s s<900)

3) Montrons d’abord que A est strictement positif. De la relation de Chasles, on a :

2 0 —eS 2m —eS 0 e
A9) = Z ——d ———ds | — | —————d
(6) eXp()(e%—l(/O A+ B cos2s 8+/9 A+ Bcos2s S) /0 A+ Bcos2s S)’

ce qui équivaut a écrire :
o2 2m —e8 e2m 0 —e8
A0) = 0) | —— —d — =1 ——ds | .
() eXp()(eQW—l/e A+ Bcos2s S—i_(e%—l >/0 A+ Bcos2s S)
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2w _ =S

e
—1>0et —— >0, alors A (0 0.
e2m —1 © A+ [ cos2s , alors A(6) >

Montrons maintenant que A (f) < 2. De I’assesrtion 2) du lemme 2.10., on a :

Comme

e2m 2m —eS ) 0 —eS
ds < 2e” —d
627T—1/0 A+ [ cos2s o e +/0 A+ [ cos2s °

ce qui implique

6271' 27 —eS 0 e~ ;
d ——ds | < 2e”
<627r—1/0 A+ [ cos2s 8+/0 A+ [ cos2s S> “

donc
A(0) = exp (9) [ = /% e ds+/9 i) <2
= &X _—
P e —1 )y A+ [Bcos2s o A+ [cos2s ’
d’ou
0< A(0) <2
]

Preuve du theoréme 2.9..
—1
Supposons que A + || < - Par le théoréeme 2.8., les solutions du systéme (2.3.3) sont
données par :

?"2

0 oS
_ o k ——ds | = 2.3.4
(rcosf+ 1) (rsinf + 1) exp )< +/0 A+ B cos2s S) . 236

ou k € R.

Si on note

0 o
Dans la région ot 2 — A (0) sin 26 # 0 et A% (0)+4A (0) — A% (0) sin 26 > 0, I'équation (2.3.4)

admet les deux solutions suivantes :

A(0) (cos 0 +sinf) £ /A2 (0) +4A (0) — A2 () sin 20
2 — A(0)sin20 '

ris(6) = (2.3.5)

Notons que le systéme (2.3.2) admet une solution périodique si et seulement si le systéme
(2.3.3) admet une solution 27-périodique strictement positive.

Pour 6 =0, on a :

(A0 - VA (A(0) +9)).

N —

r(0) =3 (A0) + VA A©) T4)) et (0) =
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avec A (0) = k. Clest a dire :

rl(O):%(k—i—m) er(O)Z%(k—m).

1.2 (0) sont définis si et seulement si k € |—oo, —4[ U |0, +00].

Sur lintervalle |—oo, —4[, r1 (0) et 75 (0) sont toutes les deux négatives, et sur |0, +oo[,
71 (0) est positif et 75 (0) est négatif.

Par conséquent, la seule solution positive de I’équation (2.3.4) est :

A(0) (cos +sinf) + /A2 (0) +4A (0) — A2 (0) sin 20
2 — A(0)sin 26 ’

r(0)=ri(0) = (2.3.6)

e’ r? (0
wee 40) = e (0) (k[ 3 eogs) ek = ot >0

La solution de I’équation (2.3.4) avec la condition initiale r (0,79) = 19 > 0 est alors donnée

par :

A(0) (cos0 +sinf) + /A2 (0) + 4A (0) — A2 () sin 20
2 — A(0)sin20 ’
s e

avec A (0) = exp (0) <m + foe mds) et ro =7(0).

Une telle solution est périodique si elle satisfait la condition r (0,79) = r (27, 7).

r(0,19) =

2 —s

Pour 6 = 27, on obtient :

(Aem + VAT (AE + 1)),

1
2

2 -5
T 2 e
A2r) = e | —2 ————ds ).
avec A (2m) = <r0+1+f0 A+ [ cos2s °
La résolution de I'équation r (0,ry) = r (27, 79) donne :

r(2m,1rg) =

—S

—s on (27 —¢ d
o (2 "¢ g e Jy A+ [ cos2s F
O X+ Bcos2s y p
"o 2 (e — 1)
on [27 e d 4 2T 1
e o A+ [ cos2s s +d(e )

Par des simplifications, on obtient :

2 2 2 s
oo _¢€ / e s,
ro+1 e —1)J, AN+ [cos2s
Enfin, la solution générale de (2.3.3) est donnée explicitement par :

A(0) (cos + sinf) + /A2 (0) + 4A (0) — A2 (0) sin 20
2 — A(0)sin 20 ’

r(0,10) = (2.3.7)
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e2m 2 _e—S 0 e—S
avec A (0) = exp (6) <ezﬂ—1 0 A+pBcos2s ds + fO )\+ﬁC0525d8) et To=T (0) .
Périodicité de la solution r (6,ry).
Comme 7 (0, 79) s’écrit en fonction de A (f), sinf et cos @, alors elle sera 2w —périodique si

A (0) est 2r—périodique. On a :

A +2m) = o / T ey / e
e?m—1J, A+ [cos2s 0 A+ [ cos2s

02 e2m 2m —eS 2m e 0+2m e~
= T d —d —d
‘ <e2”—1/0 A+ [ cos2s S+/0 A+ [ cos2s S+/2,r A+ [ cos2s °

0 o 1 27 _678 0421 675
= T d ————ds|.
cc (62”—1/0 A+ [ cos2s s—l—/% A+ [ cos2s S)

Par le changement de variable u = s — 27, on obtient :

0+2m 678 9 0 673
———ds=e¢ " [ ———d
/271' A+ B cos2s e /0 A+ (B cos2s s

En substituant dans A (0 + 27), on aura :

4 (0 Lo ) ) o2 /27r —e8 ds + or _on /9 e—$ y
T)=e —————ds+eTe ——ds .
e2m —1 ), A+ [cos2s 0 A+ Bcos2s

D’ou

A0 +2m) = A(0).

La positivité stricte de r (6,ry).

Par lassertion 3) du lemme 2.10., on a 0 < A () < 2, alors le dénominateur de r (6,79) est
strictement positif. On distingue deux cas :

i) Si (cosf +sinf) > 0, le numérateur de r (0, ry) est strictement positif, par conséquent
r(0,19) 'est également.

ii) Si (cos@ +sinf) < 0, on a :
4A(0) — 2A% () sin 20 > 0,
ce qui implique
A% (0) +4A(0) — A% (9)sin20 > A (0) + A? () sin 20,

c’est a dire

A%(0) + 4A(0) — A% (A)sin 20 > (—A (0) (cosf + sinh))> .
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Par le passage a la racine carrée, on aura :

VA2 (0) +4A (0) — A2 (0)sin20 > —A (0) (cos § +sin ) .

Par conséquent :

A(0) (cosf +sinf) + /A2 (0) + 4A (0) — A2 (6)sin 20 > 0.

Donc 7 (6,7¢) est strictement positive.
Finalement r (6, ry) définit par (2.3.7) est une solution périodique.
Montrons que cette solution périodique est un cycle limite. Pour cela, on définit la fonction

de premier retour de Poincaré :

Vo) = 2n7) = 5 (4G + VAT T1AE).

2 —s
avec A (21) = exp (27) ( 7 + [ o e—ds) et on montre que la fonction de pre-

vy+1 79 X+ f[Bcos2s
II
mier retour de Poincaré vérifie % # 1, voir [20].
T =
On remarque que : o
VA2 (27) +4A(27) = (71 1 V(72 + Dy + D) (2™ (v2 + Dy + D) + 4 (v + 1)),
avec
2 —s
e
D= — ds .
/0 A+ [ cos2s °
On a:
0 T(Y+2) o
(A = 1112.
g (v+1)
et

2( < \/(72+D7+D)(e2”(72+D7+D)+4(’Y+1)))

)e (€™ (2 + Dy+D)+2(y+1))
> V(3 +Dy+D) (e (2 +Dy+D)+4(y+1))

- (% (A (27) + /A% (27) + 44 (2@))

2) ™ ( (e (V2 + Dy+ D) +2(y+1)) e”) |
)® \V(G?+Dy+D)(e* (12 + Dy + D) +4(y +1))
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Par suite,
a1 +2)e (7 (1 + Dy + D) +2(y+1) )
Y b= 2 (0D \VOGE+ Dy + D) (2 (32 + Dy + D) +4(y + 1)) -
1ro(ro+2)e” (" (rg + Dro+ D) +2(ro + 1)) L
2 (ro+1)?* \ 3+ Dro+ D) (e (r] + Dro + D) + 4(ro + 1)) '

Puisque A + || < _71, D <0et A>0 alors
0< (rf+Dro+D) <rg .
Donc
(e27r (Tg + Dro + D) +4(ro+ 1)) < (62”7“3 +4(ro+ 1)) < e (rg + 2rg + 1) = e (rg + 1)2 .

Il s’ensuit que :

\/(TS + Dro 4 D) (2™ (r§ + Dro + D) + 4 (ro + 1)) < \/7“862“ (ro+ 1) =e"rg(ro+ 1) ,

c’est a dire :
1 . 1
\/(7"(2) + Dro+ D) (e?" (r3+ Dro+ D) +4(ro+1)) €70 (ro+1)’

ce qui entraine que :

(e*™ (r§ + Dro+ D) 4+ 2 (ro + 1)) - 2(ro+1) 2
\/(T% + Dro+ D) (e? (rd + Dro+ D) +4(ro + 1)) €770 (ro+1) e™ry

car (e*™ (rd +Dro+ D) +2(rg+1)) > 2(rg+1).

Par conséquent :

dIl (v) - l1rg(ro+2)e” ( 2 N e”>
T 2 (ro+1) \emrg ’
2 1 2
o (ot2) 1ro(ro+2)

)

(ro+1)° 2 (ro+1)>

+2 e
> M (1 + _TO) ,

(ro +1)° 2
2 2m
> %(1—#7‘0) because%>1
To
(ro +1)
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D’ou
dIT (7y)
dry

La solution périodique du systéme (2.3.3) est donc un cycle limite instable et hyperbolique,

> 1.

Y=To

c’est donc un cycle limite stable et hyperbolique pour le systéme (2.3.1).

1) Si B # 0, ce cycle limite est non algébrique, dia a expression de A ().

Plus précisément, en coordonnées Cartésiennes (r2 = (x — 1)% + (y — 1)2 , 0 = arctan <E)),
la courbe définie par ce cycle limite a pour expression :

(x— 1%+ (y—1)°

= — B , - 0,
(@) - (z,1)
avec
y—1
y—1 e 2w —e S /arctanH e
B - t Tl Nt Feoszs ]
IS (arc - (x - 1)) (@w 1 (/0 X+ Booss S) s A+ Beos2s’

. : of of, A

Il n’existe pas d’entier n pour lequel 5 et 5 s’annulent en méme temps. On calcul par
xn yn

le =L
exemple 3y’
af( ) —2? 4+ 22 +y? -2 x—1 (2,9) + 1
—_— I" — — x’ — .
oy Y ry? (x— 1)+ (y — 1)* 7N+ Beos (2arctan (£])

Puisque B (z,y) réapparait, il restera a n’importe quel ordre de dérivation, donc la courbe
f(z,y) = 0 est non-algébrique et le cycle limite du systéme (2.3.1) lest également. Ceci

achéve la preuve de I'assertion 1) du théoréme 2.9..

— 1 r—e s 1
2)Si 3 =0, o0na foew&s = X(l—e_(’) et e2" 02 © ds = X(l_e%)’ par
simplification on obtient :
-1
7”0:5(\/1—4)\‘{'1)7
et
2
=—=A(0
To + 1 A ( )
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En substituant les valeurs de ry et A () dans (2.3.7), la solution de (2.3.3) devient :

—1 . 1 4 1 .
T(cos@+sm9) + Z Fsm%

T(QJAO) = 1
2+ X sin 260

- 1
T(cos@—l—siné’)qLT\/l — 4\ — sin 20

1

(cos @ + sin ) + /1 — 4\ — sin 20
— (2 + sin 26)

En coordonnées cartésiennes, la courbe définie par ce cycle limite est donnée par 1’expression

Mz =124+ Ay -1 +zy=0.

Ceci achéve la preuve de I’assertion 2) du théoréme 2.9.. m

2.3.3 Exemples d’applications

Dans cette partie, les exemples présentés illustrent I’applicabilité de notre résultat prin-

cipal. De plus, un tracé des portraits de phase a été effectué par le programme P4.

-1
Exemple 8. Dans le systéme (2.3.1), on prend A = —2 et = 1, ()\ +|8l=-1< —),

2
on obtient :
( o —8 4+ 12z + 16y — 1022 — 18zy — Sy? + 423 + 92%y
T +921? — 3y® — 2t — 23y — 2%y? — 3y + 3yt ’
(2.3.8)
o 8 — 20y — 4a? — 6xy + 22y* + 323 + 5’y
Y +7xy? — 1292 — 2t — 23y — 2%y® — 33y + 3y

Ce systéme admet un cycle limite non algébrique, stable et hyperbolique dont [’expression en

coordonnées polaires (r,0) est

A(0) (cos +sinf) + /A2 (0) +4A (0) — A2 (0) sin 20
2 — A(0)sin 26 ’

r(0,1m9) =

2
T o exp(—s)

A(0) = 0 _— ~ 1.1877.

avec A (6) = exp (0) (7“0 1 + Jy 9+ cos 2Sds) et o 877
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Figure 2.3. Le portrait de phase dans le disque de Poincaré du systéme (2.3.8),

montrant un cycle limite dans le premier quadrant.

-1
Exemple 9. Dans le systéme (2.3.1), on prend A = —10 et § = 0, ()\ < 7) , on obtient

- —40 + 80z + 60y — 802 — 80xy — 20y% + 402> + 5022y
e +192y% — 10y® — 102* — 1023y + 2%y? — 102 + 10y*
(2.3.9)
o 40 — 20z — 80y — 2022 + 80y? + 3023 + 1922y + 10zy?
\ Y —40y% — 102* — 1023y + 22y — 10zy® + 10y*

Ce systéme admet un cycle limite algébrique, stable et hyperbolique donné par l’expression :

~10(z—1)>=10(y — 1)* + 2y = 0.
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2.4. Conclusion

Figure 2.4. Le portrait de phase dans le disque de Poincaré du systéme (2.5.9),

montrant un cycle limite dans le premier quadrant.

2.4 Conclusion

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous avons construit un systéme de Kolmogorov
qui admet une conique comme courbe invariante. Sous des hypothéses appropriées, nous
avons obtenu une ellipse sous sa forme réduite ensuite nous avons prouvé qu’il s’agit d’un
cycle limite hyperbolique.

Dans la seconde partie, nous avons construit une classe de systémes de type Kolmogorov

1
ayant (1,1) comme point singulier. A l'aide d’une translation de vecteur et de
1

I’écriture en coordonnées polaires du systéme obtenu et grace a ’expression de l'intégrale
premiere, nous avons montré que cette classe admettre un cycle limite hyperbolique non

algébrique.
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Chapitre 3

Coexistence de trois cycles limites

pour une classe de systémes septique
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3.1 Introduction

L’existence de cycles limites est intéressante et trés importante pour comprendre la
dynamique des systemes différentiels polynomiaux.
Pour un systéme donné, il est trés difficile de connaitre le nombre de cycles limites et de

savoir s’ils sont algébriques ou non, ainsi que la détermination de leurs expressions explicites.
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3.1. Introduction

Au début, les expressions explicites des cycles limites existantes étaient algébriques, ce
n’est qu’apres 2006, qu’il est devenu possible de trouver des expressions explicites de cycles
limites non algébriques.

En 2006, J. Giné et M. Grau [27] ont donné les expressions explicites de cycles limites
algébriques et non algébriques d’un systéme différentiel de degré 9 entourant le méme point
singulier. Récemment, A. Bebdjeddou et R. Cheurfa [5] ont montré la coexistence de deux
cycles limites, 'un algébrique et l'autre non algébrique pour un systeme de degré 5 en
précisant leurs expressions explicites.

Dans ce chapitre, nous traitons une classe des systémes différentiels planaires de degré
sept de la forme :

¢

. Vr+a(y—2?—y*) (A =2 —y?) (ar® — 4Bry + ay?) +
Tl @y (27 (-2 = M) + (@ + ) (@ + dy) — 2 (2 + 7)) )
(3.1.1)
. Vy+yly—a?—y?) (A -2 —y?) (aa® — 4682y + ay®) +
o (7% +9?) (27 Az —y) + (2% +y*) (—dya +y) + 22 (2 + yz)g)

\
ou «, 3, v et A sont des parameétres réels avec a # 0. Grace a des conditions appropriées, nous
prouvons ’existence de trois cycles limites, deux d’entre eux sont non-algébriques tandis que
le troisieme est algébrique.

Afin de présenter notre résultat principal, on applique le changement de variables en

coordonnées polaires x = rcosf, y = rsinf, le systéme (3.1.1) s’écrit :

r=r(r?—7)((a—-28sin20)r*+ (1 — X\ (o — 28sin20))r* — v),
(3.1.2)
6 =22 (' — 297+ \).

Proposition 3.1. Dans les cas A <y <0 et A > v > 0, le systéme (3.1.1) admet l'unique

point singulier (0,0).

Preuve. C’est clair que (0,0) est un point singulier.
Pour "unicité, on suppose qu'il exite un autre (xg, 7o) . Nous remarquons que pour tout

point singulier (xg, y9) du systéme, on a xQ (2o, ¥o) — Yo P (70, yo) = 0, mais = et y sont liés
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3.2. Intégrabilité

'IQ (Q}, y) — yP (QE, y)
2?2 + y?

: . do

0 = 0. Pour lesdeux cas A <y <0et A >~v>0,0 = pm est positif pour tout t. Cela

a0 par 0 = , on déduit alors qu’a chaque point (xg,70) # (0,0) on a
signifie que (0,0) est le seul point d’équilibre du systéme (3.1.1) .
De plus, les valeurs propres du systéme linéairisé associé vérifient (\ — 72)2 =0, ce qui

assure que l’origine est un noeud instable. m

Remarque 3.1. Les orbites (r (t),0(t)) du systéme (3.1.2) ont la méme orientation par

rapport o (x (t),y (t)) du systéme(3.1.1).

3.2 Intégrabilité

Le théoréme suivant prouve l'intégrabilité du systéme (3.1.1).

Théoréme 3.2. Les systémes (3.1.2) et (3.1.1) sont intégrables. Leurs intégrales premiéres

sont données respectivement par :

2 0
H3 (’T‘, 6)) _ T2 (TQ - )‘) e—aG—B(COSZG—l) o / e—cvzs—ﬁ((:os%—l)ds7
(r* =) 0

2 2 2 arctan ¥
x° + A) — y y e
( Y )6 a(arctan z)+2512+y2 / efasfﬁ(cos 2371)d5'
0

B(0) = () (g o)

Preuve. On a:

OH; (r,0) = 2 (r2 (r* = )\)) o~ 00— B(cos20-1)
’ or \" (r*=7)
(rt — 29r% + \y) o003 20-1)
(v —r2)*
0 e—aﬁ—ﬁ(cos%—l)
r(y—r?)*

= 2r
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3.3. Existence de cycles limites

et

O0H; . 2(7"2 —\) 0 —af—p(cos 20—1) d /6 —as—pB(cos 2s—1)
(r,0) = r (F =) 00 (e ) AV e ds

2
_ (O_/ _ 26 sin 2(9) r2 (T — )\) €—a9—6(cos 20-1) e—a@—ﬁ(cos 20-1)

(r?=7)
_ r’ (/\ — T2) (Oé — 25 sin 20) — <T2 — 7) efaOfﬁ(cos2071)
(r?=9)
_ (2Bsin20 —a) 4+ (A (a—2Bsin20) — 1) r? + Y —ab-B(cos20-1)
(r? =)
_ —r e—aﬂ—ﬁ(cos%—l)’
P =1
ce qui entraine que
ng 8H3 dr 8H3 do
—(r,0) = —(r,0) x —+ —(1,0) x —
a ) gr Ot g h0) g
- 4 0 e—a@—,@(cosQ@—l) + 9 —r e—a@—ﬁ(cos%’—l)
r(y—r?? r(y—r??
= 0.

Alors Hj est une intégrale premiére du systéme (3.1.2) . De plus, on a :

9 9 o Y 1 — tan?0
=z +y*, 0 =arctan = et cos20 = ———.
" vy ' nx tan?0 + 1

Ce qui implique que :
22—y
2 4 y?

Cos <2 arctan y) =
T

Par la subtitution dans ’expression de Hs, on obtient :

2 + ,y2 _ )\) B ( ¢ g)-‘r?B o2 arctan £
I z, — ZE2 + 2 (—6 afarctan 2 22142 _/ e—as—ﬁ(cost—l)dS
() = y)(502+y2—7) 0

qui représente une intégrale premiére du (3.1.1). m

3.3 Existence de cycles limites

Dans ce qui suit, nous présentons notre résultat principal sur les cycles limites du

systéme planaire défini par (3.1.1).
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3.3. Existence de cycles limites

Par souci de commodité, nous utilisons les notations suivantes :

A = 2math [T gmas—feos(2s) g

1
Blzm<A+)\( e?ma) | ‘\/A—I—)\ 62”0‘))2—47(1—62”0‘)A>,
1 27ra ‘ | 2 2 2
BQ:W A+A(1- \/A—I—)\ —e2m)) — 4y (1 —e?m) A ),
27a
M (0) — €a9+5cos(29) (1 € 5 027" efasfﬂcos(Zs)ds + f09 6(155605(25)(15) ’
— e2na

Cy = %( +/\+\/ —47M(9)),

< )+ A= /(M ( 4y (9))

Cy =

l\.'JIr—~

(3.3.1)

3.3.1 Reésultat principal

Théoréme 3.3. Considérons le systéme polynomial (3.1.1), alors les assertions suivantes

sont vraies :

(I) SiA>~ >0, le systéme (3.1.1) admet
2 (0) =~ (3.3.2)

comme cycle limite hyperbolique, instable lorsque o < 0 et stable lorsque o > 0. De plus,
(1) Lorsque o < 0, le systéme (3.1.1) admet deux autres cycles limites stables, hyperboliques
qui sont non algébriques pour 3 # 0 et algébriques pour 5 = 0 explicitement donnés en

coordonnées polaires (r,0) par :

r(0,77) = /C = g\/M(H)—i-)\—i- \/(M(0)+)\)2—47M(9) ,
et (3.3.3)

7“2(9,7“;‘):\/@:\/75\/M(9)+)\—\/(M(9)+)\)2—47M(6),
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3.3. Existence de cycles limites

avec

iy =B = \/75\/16%7,,1(/4—1-)\(1 — e?re) + \/(A—i-)\(l — e2m0))? — 4y (1 — e2m) A) |
et

ry =+/Bs = \/75\/1—2277& (A+ A (1 —e?rma) — \/(A + A (1 —e2m))? — 4y (1 — e27@) A) |

(17) Lorsque a > 0, le systéme (3.1.1) admet un autre cycle limite instable, hyperbolique et
non-algébrique pour 5 # 0 et algébrique pour B = 0 explicitement donné en coordonnées

polaires (r,0) par :

r (0,17) = /C = g\/M 0) + X+ \/(M (0) + \)* — 4y M (6), (3.3.4)

avec

TI:\/E:?\/ L (A+>\(1—627m‘)—\/(A+>\(1—627ra))2—4’)/(1—627")‘)14).

1 __62ﬂa

(I1) Si A <~ <0, deux cas en découlent :
(1) Lorsque oo < 0, le systéme (3.1.1) admet un cycle limite stable, hyperbolique et non
algébrique pour B # 0 et algébrique pour 5 = 0 explicitement donné en coordonnées polaires

(r,0) par :

ri(0,17) = /Cr = g\/M (0) + A+ /(M () + \)* — 47M (0), (3.3.5)

avec

= Jﬁl:\g\/ﬁ <A+)\(1—62m)+\/(A+)\(1—e2”°f))2—47(1—e2”a)A>.

(17) Lorsque ov > 0, le systéme (3.1.1) n’a pas d’orbites périodiques.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit : Dans la sous-section 3.2, nous présen-
tons les lemmes importants requis dans la démonstration de notre résultat. La preuve du
théoréme 3.2. est donnée dans la sous-section 3.3. Quelques exemples sont présentés dans

la section 4 pour illustrer ’applicabilité de notre résultat.
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3.3. Existence de cycles limites

3.3.2 Lemmes préliminaires

Afin de prouver le théoréme 3.3., nous introduisons les lemmes suivants :
Lemme 3.4. Dans Uintervalle [0,27], on a : aM (§) <0 (a #0).

Preuve du lemme 3.4.. Sia < 0, alors (1 — e?™) > 0, par conséquent M (6) > 0. Si

a>0,ona:
9 2T
/ e_as—ﬁcos(%)ds S / e—as—ﬁcos(Qs)dS pour tous 0 € [O, 27T] s
0 0

ce qui entraine que

2
M (0) < 6046’-1—,8005(20) ( 1 / e—as—,ﬁcos(2s)d8) <0.
0

1 — 6271'05
[ ]
Lemme 3.5. Pour les fonctions By and By définies dans (3.3.1), quatre cas se présent :

1) Lorsque A >~y >0 et « <0, on a: By, By > 0,
2) Lorsque A >~y >0 eta >0, on a: By >0 et By <0,
3) Lorsque A <y <0 etaw <0, ona: By >0 et By <0,
4) Lorsque A <y <0 et a« >0, on a: By, By < 0.

Preuve du lemme 3.5..

1)SiA>~v>0eta<0,alors
(1—¢e)>0et A+ A (1—€) >0,
ce qui entraine que
By >0et (A4+A(1—e*))” =4y (1-e¥) A < (A+A(1—e*™))?,

par conséquent :

By >0 et \/(A+)\(1—e2m))2—47(1—62”0‘)14<A+)\(1—62m)7

d’ou
B; > 0et By > 0.

Les preuves des assertions 2), 3) et 4) sont semblables a celles de la premiére assertion. m
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3.3. Existence de cycles limites

Nous avons les mémes resultats du lemme pécédent pour les fonctions C et Cs.

Lemme 3.6. Pour les fonctions Cy et Cy définies dans (3.3.1) ,on a les quatre cas suivants:

1) Lorsque A >~y >0 et a <0, on a: Cy, Cy >0,
2) Lorsque A >~y >0 eta>0, ona: C; >0 et Cy <0,
3) Lorsque A <y <0 eta<0, ona: C; >0 etCy <0,
4) Lorsque A <y <0 et « >0, on a: C1,Cy < 0.

Preuve du lemme 3.6..

3)Si A<y <0eta<0,alors d’apres le lemme (3.4.)
M (0) >0et yM (6) <0.

On distingue deux cas :
i) M (0) + X <0,
ona:

Cy < 0et (M(0)+ ) —4yM (0) > (M (0) + N)?,

ce qui implique

Cy < 0 et /(M (8) + N — 4yM (6) > — (M (6) + N,
d’ou
Ci>0et Cy<0.

it) M (0) + X >0,
on a :

Cy > 0et (M(0)+ N —4yM (0) > (M () + \)?,

ce qui implique

Cy > 0 et /(M (8) + A — 4yM (6) > (M (8) + A,

d’ou
Cl >0 et Cg < 0.

Les preuves des assertions 1), 2) et 4) sont semblables a celles de la troisiéme assertion. m
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3.3. Existence de cycles limites

Lemme 3.7. La fonction M (0) définie dans (3.3.1) est une fonction 2w —périodique.

Preuve du lemme 3.7.. Nous avons :

627roz 2T 0+27
M (9 + 27T) _ 627ra+a9+ﬁ cos(20) (1—2 / e—as—,ﬁ cos(25)d8 + / e—as—ﬁ cos(ZS)dS) ,
— e2ma o

il s’ensuit que

2o
e 2

—as— [ cos(2s) 2™ —as—f cos(2s)
M (9 + 271') _ 627TO¢€049+5COS(29) 1 — e2ma JO € ds + fO € ds

4 f297r+27r e—as—ﬁ cos(25)d8

c’est a dire

2ra 27 0+2m
M (9 + 271') — eZﬂaea9+Bcos(29) (( € + 1> / efasfﬁcos@s)ds + / 6ozsﬁcos(2s)d8) :
0 2

_ P21
1—e -

par changement de variable u = s — 27, on obtient :

0427 [4
/ e—as—ﬁcos(Qs)dS _ 6—27ra / e—as—ﬁ COS(2s)d8,
27 0

par suite

2T 27 0
M (Q 4 27T) — 6a9+5cos(29) (6—/ e—ocs—ﬁcos(Qs)dS + 627ra6—27ra/ e—as—,@cos(2s)d8) :
0

1 — e27ra

donc

M (0 +27) = M (6).

D’ou M (0) est une fonction 27 —périodique. m

Lemme 3.8. Les fonctions Cy et Cy définies dans (3.3.1) vérifient les assertions suivantes:

1) Si A<y <0, alors C; —~ >0,
2) Si A >~ >0 alors on a :
i) C1 — v >0 lorsque a > 0,

i) C1 —v >0 et Cy —v <0 lorsque o < 0.

Preuve du lemme 3.8..

1) Si A <y <0, D’apres le lemme 3.6., C; > 0, alors C; — v > 0.
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3.3. Existence de cycles limites

2) Pour le cas A > v > 0,
Selon (3.3.1), on a :

¢

Cl—)\:%(M(H)—AJr\/(M(G)—)\)2+4(>\—7)M(0)),
et

1 )
C’z—)\zé(M(e)—)\— (M (6) — \) +4(>\—7)M(9)).

\

Il est facile de voir que
Cy— A o = Cy— A
Cr—n Cy—v

CQZM.

On distingue deux cas :
i) Lorsque a > 0, du lemme 3.4., la fonction M () est négative ce qui implique que

(M (6) — \) est aussi négative et sign(Cy — ) = —sign(C; — A) . Donc

VT (0) = A 40— 7) M (0) < /(M (0) = \)* = [M(6) = X = A~ M (9),
ce qui entraine que
Ci— )< 0,
d’ou
Ci—~v>0.

i7) Lorsque a < 0, du lemme 3.4., la fonction M (6) est positive ce qui implique que

sign(Cy — ) = —sign(Cy — A) et sign(Cy — ) =sign(Cy — A) . Donc

VL (8) = NP +4(A =) M (8) > /(M (6) — N> = [M(6) — A
et
—J(M(0) = N+ 4 (A=) M (0) <~ M () Al

ce qui entraine que

(

M)~ X si M(0)—\>0,

01A>1<M<9>A+M<9>A>{
2 si M(0) -\

et

{ 0 si M) —A>0,
Co— N < = (M) = \—|M(8) —A) =
M@) =X si M(0)—\<0,
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d’ou

Ci—v>0et Cy—v<0.

3.3.3 Preuve du résultat principal

Preuve de l’assertion /) du théoréme 3.3..

Il est facile de vérifier que le systeme (3.1.1) posséde
(T): 2 +y° = 7. (3.3.6)
comme courbe invariante algébrique avec le cofacteur
K (z,y) =2 (2> + ) <a (2 ~|—y2)2 +(1—aA) (2% + ) —4Bzy (2* + y* — A) — fy) .

Dans le cas A > v > 0, il est clair que (I') est une solution périodique de (3.1.1). Soit 7" la
période de cette solution.
Montrons maintenant que (I") est un cycle limite hyperbolique. Pour ce faire, il suffit de

montrer que fOT div (I") dt # 0, voir [45]. En utilisant le théoréme 3 dans [26], on a :

/OTdiv(F)dt:/oTK(x,y)dt.

Par suite,

T T ,
/di"(mdt = / 2(a?+9?) (a (22 +0)" + (1= ad) (22 +y7) = 4Bzy (* + 97 = \) =) dt
0 0

dz.

j{Q 22 + y?) (:L‘2—|—y2)2+(1—a/\)(x2+y2)—4Bxy(x2+y2—/\)—7>
S (2 + (@ +9?) (27 (-2 — M) + (22 +92) (2 + dyy) — 29 (22 +92)°))

Remarquons que I' = {(z,y) € R? /2*> + 4> =} =T, UT, avec

Moo= (@) eR/ —yi<e< Fety=—vy—2),
L= {eyeR/ —\F<o< Aety=r—a}.
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3.3. Existence de cycles limites

Par conséquent :

2(a% +9) (0 + 42) + (1= o) (2 + 42) — 4By (2* + 2 = X) =)

/0 div(T)dt = j{ (V2z + (22 +12) (27 (=2 — Ay) + (2% + 12) (z + 4yy) — 2y (2% + y2)2))

IR

dx

dx

fQ (2 4 (002 +97)° + (1 - aX) (@2 +3?) — 42y (2 + 42— X) =)
(722 + (22 + 9?) (27 (—2 = M) + (22 +92) (2 + dyy) — 2y (a2 + 4?)%))
:

2 v
_ A Vg [ (M
= \l( ’yx m)dm /( 7a:—i— 7_x2>dx
YAl

-V
al
= —2om.

Vil )
= —2@/—dx_—204 arcsin—x
Vel ~ 7

Cette solution est donc un cycle limite algébrique, hyperbolique et stable lorsque v > 0 et
instable lorsque a < 0; voir [45].
D’autre part, Dans la région r% # 7 et par le théoréme 3.2., les solutions du systéme (3.1.2)

sont exprimées comme suit :

(r* — \)r?

T M=o, (3.3.7)

avec

9
M (9) _ ea9+ﬁcos(29) (k +/ e—as—ﬁcos(2s)d8) . keR.
0
Par le changement de variable p = r?, I’équation(3.3.7) devient :

—A
P, M=o, (3.3.8)
p—7
qui admet les deux solutions :

(

p0) =5 (36)+ 24 /01 0) + 0P~ 1001 (9)).
et (3.3.9)

Py (6) = % (M (6) + A — /(M (6) + N — 4y M (e)) .

\
Notons que le systéme (3.1.1) admet une solution périodique si et seulement si le systéme
(3.1.2) posséde une solution 27-périodique strictement positive.

Par conséquent, dans la région r? # v, le systéme (3.1.2) peut avoir au plus deux solutions
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3.3. Existence de cycles limites

périodiques distinctes

et (3.3.10)

\ ~ 9

Pour 6 =0, on a :

r1(0) = Q\/M (0) + A+ \/(M (0) + \) — 4y M (0),

avec

M (0) = kexp (5).

La condition de périodicité de la solution ry (6) (resp. 5 (f)) avec la condition initiale

r1 (0,77) =7y > 0 (resp. ro(0,75) = r5 > 0) est donnée par :
r1(0,77) = r1 (2w, 7)) (resp. 179 (0,75) = ro (2m,73)) .

Pour 6 =27, on a :

r (2m,r}) = g\/M (2m) + A + \/(M (21) + \)? — 4y M (27)

(resp. ro (2m,13) = ?\/M 2m) + A — \/(M (2m) + \)? — 4y M (27T)> :

avec

ou

M (0).
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En résolvant les équations 7y (0,77) = ry (2m,77) et ro (0,75) = 72 (27, 73), on obtient :

;

*—\/_ A+)\( — e2me) — |\/A+)\ — e2ma))? 4y (1 — e2m) A |,
1_627ro<

et

*—\/_\/ A+)\( 62”0‘)—1-|%|\/(A+)\(1—62“0‘))2—47(1—62”0‘)A),

(3.3.11)
avec
2
A= 627ra+5/ e(fasfﬁcos(Qs))dS > O,
0
ce qui donne :
(r] ‘- 2 (13 ‘- 2 A
M (0) = )= 5) =
(0) (TT)Z ~ (1) (2 7 (r3) 1 _ g2ra
et
A 627roz 9
_ _ T —as—fcos(2s
k_e,ﬁ(l_e27ra)_1_e27ra o € ®9ds.
Donc
e27ra 27 0
M (8) = eo0+Beos(20) (1 - / gsBeos(29) gg | / e—as—ﬂcos@s)ds) L (33.12)
— e yiyes 0 0

qui est une fonction 2r—périodique (voir lemme 3.7.), d’ou r; et ry sont aussi des fonctions
2m—périodiques.

Enfin, par les lemmes 3.5. et 3.6., lorsque o < 0 on a :
B1>O, BQ>0, Cl>Oeth>O,
ce qui implique que
ry >0, 13 >0, r1 > 0et ry > 0.

Donc le systeme(3.1.2) admet deux solutions périodiques ry (6,77) et ro (6,75) données par
(3.3.10).
Lorsque ao > 0, on a :

Bl>0, Cl>0, BQ<0€1302<0,

ce qui implique que

ri >0, 7y >0 et ry, ro ne sont pas définis.
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Dong, le systéme (3.1.2) admet une solution périodique 7 (6, 7]) donnée par (3.3.10) avec
M () défini dans (3.3.12) .

Montrons que ces solutions périodiques r1 (6,77) et 5 (6, r3) sont des cycles limites hy-
perboliques lorsque o < 0 et 71 (0, 775) est un cycle limite hyperbolique lorsque a > 0. Pour

ce faire, nous présentons les fonctions de premier retour de Poincaré :

;

p— 11 (p) = r (2m,p) = \/75\/]\/[ 2m) + A+ \/(M (21) + \)* — 4y M (27),

et

| P I, (p) =12 (2w, p) = \/75\/]\/[ (2m) + A — \/(M (27) + \)? — 4y M (27),

avec
srars (P2 =A o [T aepeonta)
M(27) = e T+ ( P +/ e—as— cos(2s dS)
27 e (p* =) 0
dll dIl
et montrons que les fonctions II; et Il vérifient ; (p) #1et 5 (p) # 1.
P p=r] D p=r}

Nous avons :

2 (M (27)) = ﬁ ( 2ma p + 2ot /27r e_as_ﬁcos(QS)ds)
p (929 (P* =) 0
— 290" + M) P e
(P2 =)’

Y

ce qui entraine que

8% ((M (27) + A)? — 4y M (27)) = 2 (M (27) + A — 27) (2(19 zpzv_pv;r AY)p gm> |
par suite,
0 2 (M (27) + X — 2) 2 (1 — 2902+ AP o
— [\ (M (27) + )" —4yM (27) | = )8 e
o (\/ g ) SO @) 4 A — 0 o) ( - )
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3.3. Existence de cycles limites

ainsi

( ;p(M(% )+ A+ (M (2m) + )2 —47M(27r))

M (2) +>\+\/ (2m) +)\) —47M(27r)—272(p — 0+ M)
\/(M (2m) —i—)\) — 4y M (27) (p? —7)

b
e27roz

?

et

p( (21) + A — /(M (27) + ) —47M(27r))

(21) + A — /(M (27) + \)? — 4y M (27) | + 2
( \/ M ( )> 72(19 —27p*+ M) p G2ma

VO (27) + ) — 4y (21) (7 )

Y

\

par conséquent :

(

V2 (M 2m)+ A+ \/ (27) + \)* — 4y M (27) — 2fy> (p* = 2vp?* + N\y) pe*™

0
gy (I (P) =

2\/(M (27) + \)? — 4y M (27T)\/M (2m) + A+ \/(M (21) + \)* — 4y M (27) (p? —)?
et

V2 < < (2m) + A — \/ M (27) + \)? — 4y M (27r)) + 27) (p* — 29p* + \y) pe*™

0
ap Iy (p)) =

2\/(M(27r)—|—)\) — 4y M (27 \/M 2m) + A — \/M )4+ A — 4y M (27) (p? — 7)°

\

D’autre part, on a :

.

M(ZW)L):TT = E:E;g :,/; (TT)Q et g\/M (2m) + A+ \/(M (27) + )\)2 — 4y M (27) —
et
M (2m)],ry = 2:2;2 — fy (r3)" et ?\/M (27) + A= /(M (2m) + N — d9M (2m)| =13,

ce qui entraine que

([ Jor@n a7 —mrem)| = T2 Ay
p=r] ‘(TT) - 7}
et
Jaren o —maen| =@l th
\ p=r} ‘(TS) - 7}
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3.3. Existence de cycles limites

par suite,
( 9 m, () _2V2((r)’ =) ()" =29 (1) + Ay) (1)
Op - ) =27+ My ’
i BN i (- o)
1
{ et
Oy = 2EEE ) (08 = 2y (5)" + X) (r5) e
9 p=r3 (r ) _27 (T2> +)\’Y\/— #\2 2 ‘
( 5)
D’ou ! ) ‘ )
(0 (r})” =] e*™
— L) = :
8}9 p=r] (T)lk)2 -7
et
J |(r3)* = 4] e
— (2 (p)) =
\ 0 p=ry Y= <T§)2
De plus, du lemme 3.8.,
Ci—v>0 Va #0,
et
Cy — v <0 pour a < 0.
ce qui entraine que
(r5)* =y >0 Ya #0,
et
(r3)> —~v < 0 pour o < 0.
Alors
[ L) =em varo
1 =e€ a )
JOp pr?
et
a 27roc
(L) = powr a <0
\ p p=T3
En fin, dans le cas A >y > 0, on a :
(2 (I1; (p)) e?™ < 1 et 0 (I3 (p)) e*™ < 1 lorsque a < 0,
- UL = = (Lo
Op p=ri Op P:TS
et
0 (I1; (p)) e?™ > 1 lorsque a > 0
— 1 pu— .
\ ap p=ri
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3.3. Existence de cycles limites

Donc, dans la région r* # ~, lorsque a < 0, les deux solutions données par (3.3.10) du

systéme (3.1.2) sont des cycles limites stables et hyperboliques. Par conséquent, ce sont des

cycles limites stables et hyperboliques pour le systéme (3.1.1). Lorsque o > 0, la solution

r1 (0,77) donnée par (3.3.10) du systéme (3.1.2) est instable et hyperbolique, voir [20]. Par

conséquent, il s’agit d’un cycle limite instable et hyperbolique pour le systéme (3.1.1) .
Pour distinguer le cycle limite algébrique du cycle limite non algébrique, nous devons

discuter les deux cas § # 0 et § = 0.

i) Si B # 0, les cycles limites donnés par (3.3.10) sont non-algébriques, du fait de I’expression

de M (0).

Plus précisément, en coordonnées Cartésiennes (7’2 = 2% +9?, 0 = arctan %), la courbe

définie par ces cycles limites est

22+ =\
f(zy) = m@z +y°) = N(z,y) =0,
avec
Y 222 2 2 arctan ¥
N (I‘, y) _ <6a arctan(;)-ﬁ-,@ 12+;2) € Z / e—as—ﬁcos(Qs)ds + / e—as—ﬁ cos(28)d8 ]
1 —e*m J, 0
) . 9 . anf anf 9 A
Il n’existe pas d’entier n pour lequel 5 et 5 s’annulent en méme temps. On calcul par
x?’b yn
exemple —
xemple 7,
2 2\2 2 2
af Qy((m +y°)" — v (22° + 2y —/\)> - .
— (z,y) = — alz” + —4Bxy) N (z,y) + 1] .

Puisque N (z,y) réapparait, il restera a n’importe quel ordre de dérivation, donc la courbe

f (z,y) = 0 est non-algébrique et les cycles limites du systéme (3.1.1) sont également non
algébriques.

ii) Si 8 = 0, comme foe emasBeos(2) g = foe e Yds = é (1—e ) et 027r e ds = é (1—e ),

alors

1 6271'& 1

M (0) = e (—— (1— e2m0) 4 X (1- e—a9)> B

al— e2ra a a
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3.3. Existence de cycles limites

Par conséquent, en coordonnées Cartésiennes, lorsque o < 0, les courbes définies par les

deux cycles limites donnés par (3.3.10) sont

1 1 1
24y =-(A——+ /2N +2a(2y - M) +1),
2 a ol
et
1 11
242 =—(A—=— /a2 +2a(2y—\) +1
'ty 2< a |Oé|\/a + Oé(’)/ )+ ’

et sont algébriques.

Lorsque a > 0, la courbe définie par le cycle limite r; (6, 7]) donnée par (3.3.10) est

1 1 1
Pyt = (A= =+ /a2 +2a(2y -\ + 1),
2 a o

et est algébrique. Ceci compléte la preuve de lassertion I) du théoréme 3.2.. m

Preuve de l’assertion //) du théoréme 3.3..
Dans le cas A < v < 0, il est clair que r? = v n’est pas une solution du systéme (3.1.2) . De
plus, dans la région 72 # 7, on distingue deux cas :
i) Lorsque o < 0, en passant par les mémes étapes de la preuve de I’assertion ) du théoréme
3.2., on montre que le systéme (3.1.2) admet r; (€, 7]) comme solution périodique.

En effet, par les lemmes 3.5., 3.6. et 3.7.,
r] et risont des solutions strictement positives et 2w — périodiques.

Montrons que cette solution périodique 71 (0,77) est un cycle limite. Pour ce faire, nous

présentons 'application de premier retour de Poincaré

p— 10 (p) = ri (2m,p) = \/75\/]\4 2m)+ A+ \/(M (21) + \)? — 4y M (27),

avec

2ra+f p2 —A 2 " BB cos(2s)
M 27T —e TCQ —p _"_/ e*&S* COS( &S ds)
(2) (eﬁ (p? =) 0
dIl
dh (p) £ 1, voir [20].
dp p=rt
A partir de la preuve de 'assertion I) du théoréme 3.2., on a :

dll, (p)
dp

et montrer que la fonction II; vérifie

= 2™ < 1.

*

b=ry
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3.4. Exemples d’applications

Alors, la solution 7 (6, 77) donnée par (3.3.10) du systéme (3.1.2) est stable et hyperbolique,
voir [20], par conséquent, il s’agit d'un cycle limite stable et hyperbolique pour le systéme
(3.1.1) . De la partie précédente de la section 3, ce cycle limite est non algébrique pour 3 # 0
et algébrique pour 5 = 0.

ii) Lorsque o > 0, r1 (6,77) et ro (6, 75) donnés par (3.3.10) ne sont pas définis. En effet,
par les lemmes 3.5. et 3.6., C' et 5y sont négatives. Par conséquent, il n’y a pas de solution
périodique pour le systeme (3.1.1).

Ceci compléete la preuve de 'assertion /1) du théoréme 3.2.. ®

3.4 Exemples d’applications

Dans cette section, nous présentons quelques exemples pour illustrer ’applicabilité de
nos principaux résultats. Des tracés de portraits de phase sur le disque de Poincaré pour

chaque exemple sont effectués.

Exemple 10. Dans le systéme (3.1.1), pour « = =2, f =1, A = =2 et v = —1, on obtient
le systéeme suivant :

¢

r—2r(—1—a2—y?)(—2—a2— ) (z+y)°+
(22 +9?) (2 (2 +2) + (22 + 1) (0 — 4y) — 2y (2 + )
(3.4.1)
y=2y(-1—2?—¢?) (-2 -2 =) (v +y)"+
(x® + 9) (—2 (=22 —y) + (2® + 9?) (4o + y) + 2z (2® + y2)2)

\

Il admet un cycle limite non-algébrique, stable et hyperbolique donné par l’expression (3.3.5)

avec

2
A = ¢?rath / e~ Beos(29) 5 ~ 1.0208 et r} ~ 0.7957,
0
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3.4. Exemples d’applications

comme ndiqué sur le disque de Poincaré dans la Figure 3.1 .

Figure 3.1. Le portrait de phase sur le disque de Poincaré du systéme (3.4.1),

montrant un cycle limite.

Exemple 11. Dans le systéme (3.1.1), on prenant a« = 1, § =2, A =12 et v = 0.5, on

obtient le systéme :

0252 + 2 (0.5 — 22 — y?) (12 — 22 — y?) (2® — 8ay + %) +
(2 +97) ((—2 = 129) + (2 + 97) (2 + 29) = 29 (2 + *)°)
(3.4.2)
0.25y +y (0.5 — 22 — y?) (12 — 22 — y?) (2% — Say + 3?) +
(22 + y?) ((12x —y) + (22 +92) (=22 +y) + 22 (2® + y2)2>

\
qui admet deux cycles limites, 'un algébrique (T') : 22 +1y? = 0.5 et l'autre est non-algébrique

et est donné par l’expression (3.3.4) avec

2
A = eZrath / emas=Bes(2) g5 ~ 6770.3 et 1} ~ 1.4850.
0
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3.4. Exemples d’applications

Le cycle limite algébrique (T') se situe a lintérieur du cycle non-algébrique comme indiqué

sur le disque de Poincaré dans la Figure 3.2 .

Figure 3.2. Le portrait de phase sur le disque de Poincaré du systéeme (3.4.2),

montrant deux cycles limites.

Exemple 12. Dans le systéme (3.1.1), on prend o« = —0.6, § = 1.2, A =10 et v = 0.4, on

obtient le systéme suivant :

. 0.16x + x (0.4 — 2% — y?) (10 — 2? — y?) (—0.62% — 4.8zy — 0.6y?) +
Tr =

(a2 + %) (08 (= = 10y) + (2 + 12) (& + 1.6y) — 2y (2 + 1)’
. 0.16y + 1y (0.4 — 2% — 4*) (10 — 2* — y?) (—0.62% — 4.8zy — 0.6y°%) +
y =

(z* +9?) (0.8 (102 —y) + (2 + 3?) (—1.6x +y) + 2z (2* + y2)2>

(3.4.3)
Ce systéme admet trois cycles limites, l'un algébrique (T) : 2% + y* = 0.4 et les autres sont

non-algébriques et sont donnés par les expressions (3.3.3) avec

27
A= 62”‘”5/ ems7Beos(2) g ~ 6.9407, 17 ~ 4.1154 et r} ~ 0.4096.
0
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3.5. Conclusion

Le cycle limite algébrique (') se trouve a lintérieur des deux cycles non-algébriques comme

diqué sur le disque de Poincaré dans la Figure 3.3

Figure 3.3. Le portrait de phase sur le disque de Poincaré du systéme (3.4.3),

montrant trois cycles limites.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons construit une classe de systémes différentiels planaires afin
de montrer qu’ils admettent plus d’un cycle limite. Pour cela, nous avons montré que ce
systéme admet un cercle comme courbe invariante qui s’avére étre un cycle limite. A ’aide
de I’écriture du systéme en coordonnées polaires, nous avons obtenu l’expression explicite

de l'intégrale premiére, ce qui nous a conduit a deux autres cycles limites non algébriques.
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Conclusion et perspectives

Conclusion et perspectives

Dans cette thése, nous avons réalisé une analyse qualitative de certaines classes de sys-
temes différentiels polynomiaux planaires non linéaires en étudiant I'intégrabilité et I’existence
des cycles limites pour ces systémes. Nous avons traité :

i) Deux classes de systémes différentiels planaires quintiques de type Kolmogorov, en don-
nant les expressions des intégrales premiéres de chacune d’elles, en montrant que la premiére
classe posséde un cycle limite algébrique tandis que la deuxiéme possede un cycle limite non
algébrique, en précisant la forme explicite de chacune d’elles. A notre connaissance, c’est
le premier systéme de Kolmogorov construit qui admet un cycle limite non algébrique ex-
plicite.

ii) Une classe de systémes différentiels planaires de degré sept possédant une intégrale pre-
miére et pour laquelle on a montré sous certaines conditions ’existence de trois cycles limites.
Deux d’entre eux sont non algébriques et 'autre est algébrique. Nous avons précisé leurs
expressions explicites. A notre connaissance, il n’y a pas d’exemple de la sorte dans la
littérature mathématique.

En perspective, nous envisageons de trouver :

i) une classe de systémes différentiels quadratiques qui admet un cycle limite non algébrique
donné explicitement.

ii) une classe des systémes différentiels de Kolmogorov cubique ou quartique qui admet un
cycle limite non algébrique donné explicitement.

iii) une classe de systémes différentiels de Kolmogorov qui présente plus d’un cycle limite
non algébrique.

iv) des domaines d’application pour les modeles étudiés.
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Annexe

Annexe - Programme P4

P4 "polynomial planar phase portraits" est un programme qui étudie un champ de

vecteur polynomial planaire (ou bien systéme différentiel) de degré quelconque.

Le programme P4 fonctionne en C sous n’importe quel environnement UNIX et égale-
ment en C'++ sous environnement Windows. Il est important de posséder REDUCE unique-

ment pour UNIX et MAPLE pour les deux UNIX et Windows.

Ce programme détermine tous les points singuliers (finis ou infinis). Il localise également
les points singuliers qui possédent des séparatrices et les dessine en donnant une vision com-
pléte du portrait de phase global. Il est capable de chercher des cycles limites dans des

régions spécifiques déterminées par I'utilisateur jusqu’a un certain degré de précision.

Pour plus de détails sur ce programme voir [20].
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Résumeé

L'objectif de cette these est I'étude qualitative de certaines classes des systémes différentiels
polyndmiaux planaires non linéaires. L'intégrabilité de ces systemes a été étudiée. Sous des
conditions appropriées, I'existence des cycles limites hyperboliques a été prouvée.

De plus, nous avons pu déterminer les expressions explicites des intégrales premieres et des
cycles limites (algébriques et non algébriques) trouvés pour toutes les classes étudiées.

Enfin, quelques exemples ont été présentés pour illustrer les résultats obtenus pour chaque
classe.

Mots-clés : Systéemes différentiels polynémiaux planaires, systemes différentiels de
Kolmogorov, intégrale premiere, solutions périodiques, cycles limites algébriques et non
algébriques.

Abstract

The objective of this thesis is the qualitative study of some classes of nonlinear planar
polynomial differential systems. The integrability of these systems has been studied. Under
appropriate conditions, the existence of hyperbolic limit cycles has been proved.

In addition, we were able to determine the explicit expressions of the first integrals and limit
cycles (algebraic and non-algebraic) found for all the classes studied.

Finally, some examples were presented to illustrate the results obtained for each class.
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