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| Introduction

Depuis la deuxiéme guerre mondiale, une discipline —qui doit a ses origines militaires de
s’appeler « Recherche Opérationnelle ». Elle consiste en 1’application de méthodes
scientifiques pour résoudre les problemes complexes rencontrés dans la direction et la gestion de
grands systémes d’hommes, de machines, de matériaux, et d’argent dans I’Industrie, le
Commerce, I’Administration et la Défense. La caractéristique de I’approche est le développement
d’un modele scientifique (incluant la mesure de facteurs tels que le hasard et le risque) avec
lequel on tente de prévoir et de comparer les résultats de diverses décisions ou stratégies. Le but

est d’aider le décideur a déterminer sa politique de maniére scientifique.

Les domaines d’application de la Recherche Opérationnelle se situent donc autour de
I’aide a la décision, ’amélioration de la productivité, la gestion de production, 1I’optimisation
dans les choix stratégiques des organisations. Une caractéristique tout a fait particuliére de la
Recherche Opérationnelle réside dans le fait que la modélisation fait partie intégrante de la
démarche scientifique, en opposition avec d’autres branches des mathématiques appliquées
(Equations aux dérivees partielles, Economie Mathématique) ou les modeles a étudier sont
formulés a partir d’autres disciplines (Meécanique, Physique, Economie). La Recherche
Opérationnelle a donc une vocation interdisciplinaire tres marquée autour des Mathématiques
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Appliquées mais aussi de I’Economie, des Sciences de Gestion, sans oublier les relations tres
fortes avec I’Informatique Scientifique.

La modélisation est une étape cruciale dans 1’élaboration du schéma de résolution d’un
probléme appartenant aux domaines d’application la RO. Elle est la conception d'un modéle.
Selon son objectif et les moyens utilisés, elle est dite mathématique, géomeétrique, informatique...

Un mod¢le se rapporte toujours a ce qu’on espere en déduire. En mathématiques et en
informatique, un modele est une traduction de la réalité pour pouvoir lui appliquer les outils, les
techniques et les théories mathématiques, puis généralement, en sens inverse, la traduction des
résultats obtenus en prédictions ou opérations dans le monde reel.

Un modeéle n'est jamais parfait, ni totalement représentatif de la réalité : le choix des
parameétres, des relations et outils qui les lient éclaire la finalité. Au sein d’'un méme mod¢le, le
choix des valeurs des paramétres peut permettre d’appréhender divers aspects, ou encore des
réalités différentes.

Sans entrer dans les détails de la théorie de la modélisation, il faut noter que cette branche
a ouvert les portes pour bien comprendre les problémes ensuite chercher les solutions.

Parmi les outils les plus puissants de la modélisation mathématique et informatique on
cite la théorie des graphes.

Un graphe permet de représenter la structure, les connexions d’un ensemble complexe en
exprimant les relations entre ses éléments : réseau de communication, réseaux routiers,
interaction de diverses especes animales, circuits électriques,. . .

Les graphes constituent donc une méthode de pensée qui permet de modéliser une grande
variété de problémes en se ramenant a I’étude de sommets et d’arcs (représentation binaire). Les
travaux en théorie des graphes sont souvent effectués par des informaticiens, du fait de

I’importance qu’y revét 1’aspect algorithmique.

La fagcon dont le graphe est représenté en tant qu’objet mathématique est trés simple mais
I’algorithmique qui en découle de cette représentation sert de support a la résolution d'un vaste
échantillon de problémes.

De nombreux outils formels ou théories ont été développés pour décrire les algorithmes,

les étudier, exprimer leurs qualites, pouvoir les comparer entre eux d’ou la naissance de la théorie
de la complexité.
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Cette association fabuleuse entre le graphe et 1’algorithmique est en évolution constante
tant du point de vue des recherches fondamentales que de celui des applications. Elle se donne
pour objet d'étude et pour champ d'application I'optimisation des décisions en matiere
d'organisation, de gestion, de choix techniques ou technologiques dans l'industrie au sens large.

La gestion de projet, quel que soit la nature et taille d’un projet, est une composante tres
importante de la communauté de recherche opérationnelle et de la théorie des graphes.

Un projet est composé de plusieurs activités qui commencent par 1’étude d’opportunité et
de faisabilité et qui se terminent par la cloture du projet. La planification est la clé de volte de
tout projet mené a terme dans de bonnes conditions. A 1’intérieur de cette phase cruciale apparait

I’ordonnancement des taches.

Un probléme d'ordonnancement consiste a organiser dans le temps la réalisation de
taches ou les opérations, compte tenu d’un certain nombre de contraintes afin d’atteindre un
certain objectif appelé fonction économique.

L'ordonnancement joue un réle essentiel dans de nombreux secteurs dactivités : la
conception (de batiments, de produits, de systemes, . . .), I'administration (gestion d'emplois du
temps, gestion du personnel), I'industrie (gestion de la production), [linformatique
(ordonnancement de processus, ordonnancement de réseaux). Les méthodes d'ordonnancement
foisonnent dans la littérature. Elles se différencient par la nature du probléme considéré (nombre
de ressources, structure particuliere du probleme, . . .), la nature des contraintes prises en compte,
les objectifs a satisfaire (minimisation des codts, de la durée totale de mise en ceuvre, . . .) et la
nature de I'approche de résolution adoptée (heuristiques, méthodes exactes, métaheuristiques,
approches par contraintes, . . .). [LA 05]

I Contexte et problématique

Dans son ouvrage « Initiation a la recherche opérationnelle », Ecoto [ECO 11] présente une
dizaine d’arguments pour la nécessité d’apprendre les techniques d’ordonnancement de projet
pour les leaders d’entreprises et d’administrations. Ces techniques et méthodes répondaient a des
besoins précis :

- analyser le projet en profondeur, c'est-a-dire le décomposer en taches ;
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- mettre sur pied un plan d’exécution qui permet la réalisation du projet, avec des objectifs
précis, tout en respectant un certain nombre de contraintes et en rationalisant 1’utilisation
des ressources;

- et enfin, contrdler le bon déroulement du projet.

Par conséquent, une méthode d’ordonnancement est plus que nécessaire pour mener a terme
un projet.

Les méthodes d’ordonnancement existantes peuvent se regrouper en deux catégories selon
leur principe de base :
- les méthodes de type diagramme de Gantt ;
- les méthodes basées sur la modélisation par les graphes a savoir la méthode des potentiels
Metra (MPM) et la méthode PERT/CPM.

Jusqu’au début des années soixante, on utilisait le diagramme de Gantt ou diagramme a
barres pour traiter les problémes d’ordonnancement de projet. Ensuite, deux méthodes se sont
développées parallelement fondées sur la modélisation par les graphes : la méthode francaise
appelée méthode des potentiels (Métra) ou méthode potentiels-tdches alors que la méthode
américaine est appelée PERT/CPM ou méthode potentiels-étapes. Ces méthodes sont devenues
lors des outils de gestion indispensables.

Cette these fait un tour d’horizon sur I’ensemble des méthodes d’ordonnancement et plus
précisément celles de D’ordonnancement de projet. Elle présente les avantages et les
inconvénients de chacune d’elles.

Apres cette étude de ’état de 1’art, la conclusion qu’il faut tirer est que les praticiens
préferent utiliser la méthode PERT/CPM malgré que le graphe de la méthode MPM est unique
et facile a dessiner alors que les graphes PERT/CPM sont infinis, difficiles a dessiner et la
majorité des praticiens n’arrivent pas a les dessiner correctement. Cependant, la présence des
activités fictives leur rend encore plus difficile a étre abordé surtout lorsque leur nombre est tres
élevé avec des réseaux de tailles trés grandes.

Malgré tout ca, selon Fink et al. [FIN 02], le reseau PERT/CPM est plus concis. En outre,
Hendrickson et al. [HEN 08] explique qu'il est a proximité du célébre diagramme de Gantt et
selon Cohen Yuval et al. [CS 07], la structure du réseau PERT est beaucoup plus adaptée a
certaines techniques d'analyse et d'optimisation des formulations. Donc, est-ce qu’il y a un moyen
de passer d’un graphe facile, qui est le graphe de la méthode MPM, vers le graphe PERT/CPM
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qui sera correct et qui respecte les contraintes de départ, a savoir les contraintes de la table

d’ordonnancement? C’est un premier axe de recherche.

Deuxiéme probleme rencontré dans cette recherche c’est la nature stochastique des durées
des taches du projet. Malgreé que la méthode PERT tient en compte ce probléme en proposant une
solution qui se base sur la collecte d’un ensemble d’informations pessimistes, optimistes et les
plus probables des durées des taches chez les conducteurs des travaux; cette solution reste loin
des valeurs réelles des durées sur le terrain; de plus, elle est entachée de plusieurs erreurs. Y a t-il
un moyen de rectifier le tir et apporter les corrections nécessaires a cette merveilleuse méthode
qui a boulevers¢ les pronostics en faveur des Etats Unis d’Amérique en pleine guerre froide
contre I’ex URSS ? Et nous avons deuxiéme axe de recherche.

Malgré que le graphe PERT est meilleur, du point de vue pratique, que le graphe des
potentiels, le nombre important des taches fictives dans le graphe le rend difficile a lire et a
appliquer lors de la phase suivie du projet. Il y a t’il un moyen de réduire ces taches fictives au
maximum ? Autrement dit est ce qu’on peut trouver un algorithme de recherche du graphe PERT
minimal en terme de taches fictives meilleur que ceux qui se trouvent dans la littérature et qui
offre aux managers de projet une methode facile a appliquer ? C’est un troisiéme axe de
recherche.

111 Contributions de cette thése

La theése présente deux techniques nouvelles et originales de dessin de graphe
PERT/CPM: la premiére utilise une technique simple et facile de dessin, elle est plutét
pédagogique en prenant la table d’ordonnancement comme référence a tout instant de la
technique. Le dessin se fait alors étape par étape en dessinant a chaque fois un seul arc
représentant une ligne de la table d’ordonnancement. La seconde est plus complexe, mais facile a
appliquer et a implémenter. Elle fait intervenir les notions de graphes adjoints de graphes et a
partir du graphe MPM, qui est unique, et s’il ne contient pas un sous graphe formant un ‘Z’, la
méthode le décompose en graphes bipartis complets, dans le cas ou il contient la configuration
‘Z’, Dalgorithme crée des arcs fictifs pour le ramener au premier cas. Aprés une série de
transformations, le graphe PERT est construit. A la fin de 1’application de I’algorithme, il propose
une vérification en s’assurant que le graphe résultant respecte les contraintes de la table
d’ordonnancement. Cette technique ne s’arréte pas ici, elle est optimisée a deux fois : une par
[AKR 07] et I’autre par nous-mémes. Les deux techniques d’optimisations font 1’objet d’une
étude comparative qui conclue que notre solution est plus efficace.
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La contribution suivante dans cette thése réside dans un ensemble de propositions et de
suggestions pour 1I’amélioration du PERT stochastique aprés avoir analyser et critiquer cette
méthode pour la recherche des valeurs des durées qui ne sont qu’approximativement.

L’un des inconvénients majeurs de la méthode CPM/PERT c’est I’existence des taches
fictives ajoutées au graphe. L’introduction ces taches permet de solutionner certaines situations et
de lever des ambiguités. Elles ne mettent en jeu aucun moyen matériel ou financier mais elles
sont la source unique d’existence d’une infinité de graphes PERT. C’est pour cette raison que les
chercheurs se sont penchés sur le probleme de réduction des taches fictives pour apporter assez
de clarté au graphe PERT. Ce domaine reste toujours un sujet d’actualité puisque sa complexité
est NP-difficile. Notre contribution en ce point précis ne sort pas de cette logique et propose une
technique de réduction.

Elle consiste en la recherche d’une approche nouvelle pour la construction de graphe
PERT a partir d’un graphe des potentiels avec le minimum d’arcs virtuels et la comparer avec un
algorithme bien connu dans la littérature.

IV Plan de la thése

Afin de présenter les résultats de notre travail, ce manuscrit s’organise de la maniére
suivante :

Dans le chapitre Il, dans un premier temps on donne quelques définitions sur les
problémes combinatoires classiques, des algorithmes et de leur complexité. Nous abordons
ensuite 1’é¢tude de la fonction ordonnancement avec ses €léments de base ainsi que ses
caractéristiques générales. Le chapitre dresse une classification des problémes d’ordonnancement
avec les notations utilisées et il est cloturé par la présentation des méthodes de résolution.

Le chapitre III traite de 1’état de 1’art concernant I’ordonnancement de projet. Nous
présentons tout d’abord quelques définitions sur la gestion de projet et ou se situe exactement la
phase ordonnancement. Par la suite nous étudierons le probléme central de 1’ordonnancement et
on présente les méthodes courantes appliquées pour le résoudre (notamment celles du chemin
critique PERT, MPM, etc.). Le chapitre sera cloturé par I’étude du PERT temps ainsi que les
avantages qu’apporte cette technique pour réaliser le projet en un minimum de temps.
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Le chapitre IV traite le probléme du PERT stochastique. Il s’agit de chercher la
détermination des durées des taches du projet qui ne sont pas connues d’une maniére exacte. On
présentera d’abord, la méthode avec ses trois parametres : optimistes, pessimistes et les plus
probables, ensuite nous présenterons un certain nombre de propositions qui apporteront les
corrections nécessaires a la dite méthode. On verra également les extensions de la méthode
PERT a savoir le PERT coit qui offre une double technique de recherche du colit minimum d’un
projet.

Nous avons réservé le chapitre V pour la présentation d’une nouvelle approche de
construction du graphe PERT a partir d’un graphe des potentiels donné en utilisant un certain
nombre de concepts et définitions des graphes adjoints de graphes. Le chapitre est couronné par
la présentation de I’algorithme résultant.

Le chapitre VI se focalise sur I’optimisation de 1’algorithme présenté dans le chapitre
précédent ou une premiére amélioration de réduction des taches fictives a été dressée suivie d’un
deuxiéme algorithme d’amélioration et finalis¢ par une étude comparative entre les deux

approches d’optimisation.

Le chapitre VII sera consacré a 1’étude du graphe PERT minimal. On présentera d’abord
I’état de I’art du probléme de construction du réseau PERT minimal qui sera suivi d’une étude
detaillée d’un algorithme connu dans la littérature, a savoir 1’algorithme de Sterboul et
Wertheimer. Ensuite nous présenterons un nouvel algorithme permettant de construire, a partir
d’un graphe des potentiels donné, le graphe PERT minimal tout en réduisant au maximum le
nombre de taches fictives. La derniére section du chapitre est réservée a une étude comparative
entre le nouvel algorithme et celui de Streboul qui sera suivie par un conclusion focalisée sur les

avantages qu’apporte notre nouvelle technique de construction du graphe PERT minimal.

On terminera cette these par une conclusion générale de notre travail suivie des
perspectives qui tracent le chemin des travaux futurs.
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Eléments fondamentaux
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I Introduction
Les problémes d’optimisation combinatoire abordés dans la littérature sont la plupart du
temps issus de situations concrétes de I’industric ou de service. Ils représentent une vue
simplifiée d’une situation, et leur résolution aide a la prise de décision. [FIN 02]
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Un probleme d’optimisation combinatoire est un probleme qui consiste a chercher une
meilleure solution parmi un ensemble de solutions réalisables.

Le plus souvent, un probléme d’optimisation se présente comme un objectif & poursuivre
(maximisation d’un profit, minimisation d’une distance, ou d’un cofit, etc.). Cet objectif peut &tre
monocritére ou multicritére. Dans ce qui suit on ne s’intéresse qu’aux problémes monocriteres,
des €léments sur 1’optimisation multicritéres pouvant étre consultés dans [ROY 93].

Les solutions possibles a ces problémes doivent respecter un ensemble de contraintes,
liées a la situation étudiée. Parmi les techniques de formulation de ces problémes on cite la
programmation linéaire, dynamique,... ainsi que les problémes d’optimisation combinatoire en
théorie des graphes. Cette thése se penche sur 1’étude d’un des problémes combinatoires, a savoir

les problémes d’ordonnancement.

IT Probléemes d’optimisation classiques

Les graphes sont un outil de modélisation puissant et tres intuitif. Ils sont naturellement
utilisés pour représenter des réseaux de transport, de communication, et plus généralement des
flux de matiéres ou d’informations. Ils sont également utilisés pour modéliser des problémes dans
lesquels des objets sont en relation, les sommets du graphe représentant ces objets et les arétes
(ou arcs si une orientation est considerée) les relations entre ces objets. [DIE 00]

Le probléme d’optimisation considéré est modélisé€ par les outils de la théorie des graphes
ensuite une solution est cherchée qui est généralement un algorithme.

Parmi les problémes modélisés par la théorie des graphes on cite: le probléeme
d’affectation, de flot maximum ou minimum, de transport, de sac a dos, de voyageur de
commerce, de localisation et d’ordonnancement etc. Ce dernier regroupe 1’ordonnancement dans
la gestion de projet et ’ordonnancement dans la gestion de la production. Nous donnerons plus
tard les principales caractéristiques ainsi que leur classification avec plus de détails.

111 Complexite

A premiere vue, comment définir un algorithme efficace ? Pour un probléeme donné,
chercher un algorithme efficace, veut dire trouver un algorithme ou le temps nécessaire a son
exécution ne soit pas trop important.

Un probléme est dit facile si on peut le résoudre facilement, c'est-a-dire s’il ne fait pas
trop de temps pour arriver & la solution. Donc, s’il existe un algorithme efficace pour un
probleme donnég, alors ce dernier est dit facile.
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Un probléme pour lequel on ne connait pas d’algorithme efficace, est ce qu’il est facile ou
difficile ?

De nombreux chercheurs se sont penchés sur ce genre de problemes et ils ont développé
une théorie dite de la complexité. Nous n’allons pas détailler cette théorie, mais nous allons,
quand méme donner une idée globale du sujet en question.

I11.1 Complexité d’un algorithme

La définition d’un modéle de calcul a pour but de fournir un mode d’expression a une
méthode spécifique de résolution des problémes.

Dans un modele de calcul, si un programme destiné a une résolution d’un probléme
s’arréte pour toutes les données d’entrée de ce probléme, alors on dit qu’il est un algorithme
[XUO 91].

La complexité d’un algorithme A est une fonction C (Ay), donnant le nombre
d’instructions caractéristiques exécutées par A dans le pire des cas, pour une donnée de taille N
[LCM 03].

Certains pourraient demander ce qu’est précisément une opération. En général, on
considere comme étant une opération €lémentaire une affectation, une addition, un test... Mais
cela est discutable puisque selon le langage et le compilateur, une opération sera exécutée plus ou
moins vite, une addition s’exécutera plus ou moins vite qu’un test... Le nombre d’opérations varie
selon les données qu’on a en entrée.

Prenons 1’exemple d’un algorithme de tri d’un tableau a une dimension. Il est bien clair
que le temps nécessaire pour exécuter cet algorithme avec 5 éléments n’est pas le méme avec 500
éléments.

[BEN 07] présente un autre facteur déterminant dans le temps d’exécution d’un
algorithme est la taille des données en entrée. Un tableau a deux dimensions prend plus de temps
qu’un tableau a une seule dimension.

Enfin, un dernier facteur considéré dans la complexité est celui de la situation de la
structure de données. Par exemple, 1’exécution d’un tableau tri¢ au départ n’est pas la méme que
celui du méme tableau désordonné. Donc, la meilleure solution pour ce cas est de prendre le
nombre d’opérations dans le pire des cas.

Le critere de rapidité n’est pas toujours celui qui nous intéresse. On peut aussi vouloir
estimer la place utilisée par un algorithme dans la mémoire de 1’ordinateur. Dans ce cas, on parle
de complexité spatiale alors que jusqu’a présent on considérait la complexité temporelle. La
complexité spatiale peut se définir d’'une maniére semblable a la complexité temporelle [BAC
01].
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111.2 Algorithme efficace

La complexité d’un algorithme est notée par O. Ainsi, si le nombre d’itérations
nécessaires pour obtenir une solution optimale est décrit par 4n®— 6n? + 5n — 1, I’algorithme est
dit en O(n®), ce qui caractérise une complexité polynomiale en la taille du probléme. Par contre si
la complexité est de I’ordre O (2") on parle de complexité exponentielle. Un algorithme sera dit
efficace si sa complexité est bornée par un polynéme ayant la taille des données comme variable.

Considérons les algorithmes A, B et C. Leurs complexités (C) sont les suivantes :

Complexité Nombre d’opérations pour N | Nombre d’opérations pour N
=4 =20
70*n 280 1400
9*n’ 144 3600
n'. 24 2.4% 10"

Tableau 11.1 Exemple de 3 algorithmes avec leurs complexités.

On remarque que le plus efficace pour 4 éléments est donc C, mais tout de suite, il ne
devient plus utilisable. Par contre, A et B restent applicables.

Maintenant, avec 100 éléments, il faut respectivement 8000 et 100000 opérations. Bien
¢videmment, 1’algorithme A est le plus performant, mais 1’algorithme B reste applicable. Le
nombre d’opérations de C devient presque inimaginable.

Cet exemple justifie la notion d’efficacité. Si le nombre d’opérations "n’explose pas" avec
une augmentation de la taille des données, I’algorithme est considéré efficace.

Cependant, il faut bien comprendre que I’on s’intéresse au comportement général de
I’algorithme face a des problémes de grande taille.

Ainsi, ce n’est pas utile de compter toutes les opérations dans le détail, ni de considérer le
langage de programmation. Dans notre exemple, les coefficients 70 et 9 ne sont pas trés
importants, dés que la taille augmente, on s’apergoit que c’est le terme en n qui prime. Ceci
explique la difficulté a déterminer la complexité d’un algorithme. Il faut étre trés précis dans la
démarche mais ne pas se soucier de la valeur exacte en terme de temps d’exécution de chaque
opération.

111.3 Probleme de reconnaissance

Un probléme d’optimisation combinatoire (POC) consiste a chercher le minimum s” d’une

application f, le plus souvent a valeurs entiéres, sur un ensemble fini S :
F(s") = min {f(s
(s") = min {(s)}
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Un probléme d’existence (PE) consiste a chercher dans un ensemble fini S s’il existe un
élément s vérifiant une certaine propriété P.

Un probléme de reconnaissance ou probleme de décision est un probléme qui consiste a
apporter une réponse "oui" ou "non" a une question.

A chaque probléeme d’optimisation combinatoire, on peut associer un probléme de
reconnaissance.

Un probléme d’optimisation combinatoire est au moins aussi difficile que le probléme de
reconnaissance associ¢. En d’autres termes, cela signifie qu’un probléme d’optimisation
combinatoire est souvent du méme niveau de difficulté que le probléeme de reconnaissance
associé. Cela justifie que la suite de ce chapitre ne concerne que les problémes de reconnaissance.

111.4 Problémes faciles et problemes difficiles

Les problemes indécidables sont ceux pour lesquels aucun algorithme, quel qu’il soit, n’a
été trouve pour les résoudre.

A Topposé, les probléemes décidables sont ceux pour lesquels il existe au moins un
algorithme pour les résoudre [SAK 84].

111.4.1 La classe NP

La classe NP est celle des problemes d’existence dont une proposition de solution est Oui
et qui est vérifiable polynomialement. Parmi les problémes décidables, les plus simples a
résoudre sont regroupés dans la classe NP.

La classe NP est ¢galement décomposée en trois catégories qui permettent d’identifier les
problemes les plus simples et les problemes les plus compliqués de la classe.

111.4.1.1 Laclasse P

Un probleme est dit polynomial s’il existe un algorithme de complexité polynomiale
permettant de répondre a la question posée dans ce probléme, quelle que soit la donnée de celui-
ci. La classe P est I’ensemble de tous les problémes de reconnaissance polynomiaux [CHA 1996].

Pour le reste de la classe NP, on n’est pas stir qu’il n’existe pas un algorithme polynomial
pour résoudre chacun de ses problemes. Ainsi, on sait que P est inclue dans NP mais on n’a pas
pu prouver que P n'est pas NP.
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111.4.1.2 La classe NP-Complet

La classe NP-Complet regroupe les probléemes les plus difficiles de la classe NP. Elle
contient les problémes de la classe NP tels que n’importe quel probléme de la classe NP leur est
polynomialement réductible. Entre eux, les problemes de la classe NP-Complet sont aussi
difficiles.

111.4.1.3 La classe NP-Difficile
La classe NP-Difficile regroupe les problémes (pas forcément dans la classe NP) tels que

n’importe quel probléme de la classe NP leur est polynomialement réductible.
On peut résumer ce que nous avons vu dans le tableau récapitulatif suivant :

Classe P
(plus court chemin, arbre de
poids min, fiot maximum, flot
de colt minimum,...)

Classe NP
Classe NP-Difficile

Décidables
Classe NP-Complet
(Voyageur de commerce, Sac
ados,...)

Indécidables

Tableau 11.2. Tableau récapitulatif de classification des problemes combinatoires tiré de
[BAC 01].
IV La fonction ordonnancement

Lors de tout projet, un probléme crucial se pose. C’est celui du calendrier d’exécution des
taches. Comment déterminer 1’ordre dans lequel doivent s’enchainer les diverses opérations de
facon a optimiser un certain objectif.

La conception et la gestion d'un projet qui est composé de multiples travaux élémentaires pose
également divers problémes:

. de planification (prévision de déroulement de taches; établissement d'un calendrier)

. de contréle d'execution de projet (coordination, réajustement des prévisions initiales, etc.).
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1VV.1 Définition

Selon Carlier et al. [CC 88], «ordonnancer c’est programmer ['exécution d'une
realisation en attribuant des ressources aux taches et en fixant leurs dates d'exécution. »

Présentons une autre définition qui est plus explicite : « Un ordonnancement constitue
une solution au probléme d’ordonnancement. Il décrit [’exécution des taches et [’allocation des
ressources au cours du temps, et vise a satisfaire un ou plusieurs objectifs. Plus précisément, on
parle de probleme d’ordonnancement lorsqu’on doit déterminer les dates de début et les dates de
fin des tdches, alors qu’on réserve le terme de probleme de séquencement au cas ou l’on cherche
seulement a fixer un ordre relatif entre les taches qui peuvent étre en conflit pour | ‘utilisation des
ressources. Un ordonnancement induit nécessairement un ensemble unique de relations de
séquencement. » [LOP 03]

Les techniques d'ordonnancement ont pour objet d'aider a la résolution de ce type de
problemes.

Un ordonnancement donc, selon [KSX 08] constitue une solution au probleme
d’ordonnancement. I décrit I’exécution des taches et 1’allocation des ressources au cours du
temps et vise a satisfaire un ou plusieurs objectifs.

L'ordonnancement apparait dans tous les domaines de I'économie: I'informatique, la
construction, lI'industrie et I'administration.

La théorie de I’ordonnancement est née en mathématiques ou on traite des modeles
théoriques, mais elle traite également des modeles du monde réel qui sont fort complexes. Le
mariage des deux approches n’est que bénéfique pour la résolution de ce genre de problémes.

Les paragraphes suivants précisent ces notions de tache, ressource, objectif, . . . et
introduisent quelques notations.

Pour une description plus détaillée de la problématique de I'ordonnancement, le lecteur est
prié de se référer aux ouvrages [CFF 76], [BEPSW 96] ou [PIN 95].

1VV.2 Les taches

La définition d'une tache n'est ni immédiate ni triviale [CC 88]. Prenons I'exemple de
réalisation d'un immeuble ou les taches dépendent de la finesse de découpage: on pourra
considerer la boiserie comme une seule tache, ou bien comme plusieurs taches (pose d'un placard,
pose des portes, etc.).

Une tache i est donc, un travail (opération ou ensemble d'opérations) concrétement
identifiable, concerné par la réalisation, et dont I'exécution se trouve complétement décrite par les
trois caractéristiques suivantes:
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- caractéristiques d'époques: une tache doit avoir des limites chronologiques bien
définies.

di époque de debut de la tache

fi époque de fin de la tache
- caractéristique de durée:

ti=fi-d; durée du travail
- caractéristique de moyens: Il s'agit de divers moyens (matériels, personnel,
fournitures, monnaie, etc.) qui sont nécessaires a la réalisation. [LL 08] On détaillera
plus tard cette caractéristique.

Lorsqu'on connait a I'avance I'ensemble des taches a exécuter et a partir de quelle date, on
dit qu'on est devant un probléme statique, et lorsque I'ensemble des taches évolue avec le temps
de facon indéterministe on dit qu'on a un probléme dynamique. Dans ce qui suit, les taches ont
une durée fixe et connue.

Selon les problemes, les taches peuvent étre exécutées par morceaux, ou doivent étre
exécutées sans interruption ; on parle alors respectivement de problemes préemptifs et non
préemptifs [EL 99].

Quand les taches ne sont pas liées entre elles par des contraintes qu’on détaillera plus tard,
on dit qu’elles sont indépendantes.

En gestion de projet (voir chapitre Ill), nous conserverons le terme de taches pour
désigner les activités qui constituent un projet et nous donnerons plus de détails sur ce point.
Pour la gestion de la production (paragraphe 1V.3), nous préférerons parler d’opérations.

IV.3 Les ressources

Pour l'exécution des taches, ces dernieres requiérent certaines ressources telles que des
machines, la main d’ceuvre, les moyens financiers, etc.

Une ressource k est donc, un moyen humain ou technique qui est utilisé dans la réalisation
d’une tache. Elle est disponible en quantité limitée.

La disponibilité est géneralement exprimée par une capacité propre a chaque ressource k
notee Qi (Qi=1).

On distingue deux types de ressources: les ressources renouvelables et les ressources
consommables.

Une ressource est consommable si, aprés avoir été allouée a une tache, elle n'est plus
disponible pour les taches suivantes. Le cas pour l'argent, la matiére premiére, etc.

Une ressource est renouvelable si, aprés avoir été allouée a une tache, elle redevient
disponible aprés la fin de cette tdche pour les taches suivantes. C'est le cas pour les machines,
les processeurs, les fichiers, le personnel, etc.
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On distingue par ailleurs, principalement dans le cas de ressources renouvelables, les
ressources disjonctives (ou non partageables) qui ne peuvent exécuter qu’une tache a la fois
(machine, robot, etc.) et les ressources cumulatives (ou partageables) qui peuvent étre utilisées
par plusieurs tiches en méme temps (équipe d’ouvriers, poste de travail, etc.).

Les problemes d’ordonnancement a ressources disjonctives couvrent une classe
importante d’applications qu’on appelle les probléemes d’atelier ou de machines.

Les problémes d’ordonnancement d’atelier et sous les contraintes cumulatives feront
I’objet d’une étude a vol d’oiseau ultérieurement dans ce chapitre, alors que le probléme central
fera I’objet d’un développement détaillé a partir du chapitre I11.

La nature des ressources prises en considération permet de dresser une typologie des

problémes d’ordonnancement (Figure 11.1).

as de ressource Ressources

\4

robléme central l
Consommables Renouvelables

y

Disjonctives

Problémes d’atelier

.4—04 .4—

v

Ressource unigque Ressources multiples

A 4 V V
y v
@ Machines paralléles Flowshop Jobshop Openshop

Figure 11.1. Typologie des problémes d’ordonnancement par les ressources
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1VV.4 Les contraintes

Une contrainte est une restriction sur les valeurs que peuvent prendre une ou plusieurs
variables de décision sur le temps (variable d’ordonnancement) ou bien sur les ressources
(variables d’affectation) [SDM 08].

Selon [CDB 10], les contraintes auxquelles sont soumises les diverses taches qui
concourent a la réalisation du projet sont de divers types. On distingue :

IV.4.1 Les contraintes potentielles

Elles peuvent étre de deux sortes:

- Les contraintes d'antériorité selon laquelle une tache j ne peut commencer
avant une tache i ne soit terminée, par exemple, la construction des piliers
suit les fondations.

- Les contraintes de localisation temporelle impliquant qu'une tache donnée i
ne peut débuter avant une date imposée, ou qu'elle peut s'achever aprés une
date imposée. La prise en compte des contraintes de localisation temporelle
est étudiée dans le chapitre VI.

Nous reviendrons a ce sujet, avec plus de détails, dans le chapitre consacré a

I’ordonnancement de projet.
IV.4.2 Les contraintes disjonctives

Une contrainte disjonctive impose la non-réalisation simultanée de deux taches A et B. On
trouve de telles contraintes dans le cas d’utilisation d’une ressource présente en un seul
exemplaire (une grue, une équipe, etc.) ou pour formuler des interdictions de réalisation
simultanée pour des raisons de sécurité ou des probléemes de place. Arbitrer une contrainte

disjonctive consiste a décider si A sera fait avant B ou I’inverse. [FIN 02]
IV.4.3 Les contraintes cumulatives

Selon [HABT 07], on parle de contraintes cumulatives lorsque les taches demandent une
partie d’une ou plusieurs ressources présentes en quantité limitée. Le probléme est beaucoup plus
combinatoire que pour les contraintes disjonctives. Considérons 1’exemple ou nous avons cing
intervenants et cing taches a effectuer. Chaque tache demande la présence d’un certain nombre de
ces intervenants (voir tableau)
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Tache A|B|C|D|E
Nombre 4 | 3| 2 1|1

d’intervenants

Tableau 11.3. Exemple de contraintes cumulatives

Pour que I’ordonnancement soit réalisable, il faut qu’on utilise, a tout moment, au plus
cing intervenants. Cette contraint va interdire les ordonnancements réalisant en parallele : (A //B),
(A/IC), (A/IDIIE), (B/ICIID), (B/ICIIE). Ces configurations sont minimales au sens que, Si
(A //B) est interdit, toute configuration contenant (A //B) I’est aussi (par exemple : (A//B//D),
(A/IB/ICIID) etc.

Lorsqu’une configuration minimale porte sur deux taches (ici A//B ou A//C), on peut la
remplacer par une contrainte disjonctive entre ces deux taches. [FIN 02]

IV.5 La fonction économique

Lorsqu’on cherche la résolution d’un probléme d’ordonnancement, on est amené a
décider entre deux familles de principes. Le premier vise a chercher 1’optimalité de la solution
par rapport & un critére ou méme a plusieurs critéres, et le second cherche 1’admissibilité de cette
solution par rapport aux contraintes.

L’approche d’optimisation suppose que les solutions proposées sont classées dans un
certain ordre par rapport a un ou plusieurs critéres d’évaluation. Ce classement permet de mesurer
la qualité des solutions.

Donc, selon le domaine d'application, la fonction ordonnancement peut avoir d'autres
objectifs que celui de veiller au simple respect des contraintes de temps et de ressource. Il peut
s'agir de satisfaire des objectifs économiques, de respecter une législation du travail en vigueur
dans une entreprise ou de gérer au mieux le risque en présence d'incertitudes.

Lorsque ces objectifs sont quantifiables et exprimables en fonction des variables
d'ordonnancement, ils sont injectés dans le probléme d'ordonnancement, soit par ajout de
nouvelles contraintes, soit par ajout d'un ou plusieurs criteres d'optimisation.[TRU 05]

La fonction codt peut tenir compte de différents critéres, parmi lesquels :

- flexibilité, tolérance aux pannes, vitesse de réordonnancement [FRC 93] [SF 96] [AS 94] ;
- délai de fabrication, avances, retard [BRU 93] [CT 94] [CS 89] [HH 97] [IHI 96] [GOT

93] [ST 94] [CHU 95c] [BDF 97] [WSL 95] [CHU 95b] ;

- durée globale du projet [YN 96] [IHI 96] [GOT 93] [ST 94] [GS 78] [GJ 79 ] [CHU 95¢] ;
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- charge des machines, équilibrage de charge [BUM 91] [SF 96] [NA 94] [HD 90] [IHI 96]

[AS 94] [WSL 95] ;

- nombre de machines actives [CT 94] [OZD 96] ;

- temps global de stockage (attente devant les machines) [WSL 95] ;

- taille des stocks, dimensionnement des lots [LSS 93] [0ZD 96] [GOT 93] ;
- nombre de changement d’outils [HW 96] [OZD 96] ;

Il existe bien d’autres critéres : par exemple, 1’objectif peut consister a minimiser les
transports (de matie¢res premieres ou de produits intermédiaires...). Deux familles de critéres
peuvent étre distinguées : les critéres réguliers et les criteres non réguliers.

Un critére est dit régulier s’il est une fonction décroissante des dates de fin d’exécution

des opérations. Par exemple, la durée globale de fabrication d’un produit est un critére régulier
[DUV 00].

IV.6 Caractéristiques généerales des ordonnancements
IV.6.1 Ordonnancements statique et dynamique

Si I’ensemble des informations nécessaires a la résolution d’un ordonnancement est fixé
au départ (ensembles des taches, des contraintes, des ressources, etc.), on est alors devant un
probléme d’ordonnancement Statique.

Il'y a une nuance entre la solution proposée qui est, généralement accompagnée d’un plan
prévisionnel d’exécution des taches, et 1’exécution réelle de ces taches. Si le plan n’est pas
respecté et les objectifs sont modifiés, on est devant un probléme d’ordonnancement dynamique
qui nécessite une résolution d’une série de problémes statiques et chaque étape doit débuter par

une prise d’informations permettant d’actualiser le modele a résoudre.
IV.6.2 Ordonnancements admissibles

Un ordonnancement est dit admissible s’il respecte toutes les contraintes du probléme
(dates de début, dates de fin, précédence, contraintes de ressources, etc.).

1VV.6.3 Ordonnancements actifs et semi-actifs

Dans un ordonnancement actif, aucune tache ne peut commencer au plus t6t et qui
entraine 1’ordre relatif entre au moins deux taches.
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Dans 1’ordonnancement semi actif, on ne peut pas avancer une tache sans modifier la
séquence sur la ressource.

IV.6.4 Ordonnancements sans retard

Dans un ordonnancement sans retard, on doit exécuter la tache qui est en attente a
condition que la ressource soit disponible.

IV.6.5 Ordonnancement préemptif et non préemptif

Selon les problémes, les taches peuvent étre exécutées sans interruption, c'est-a-dire si on
commence 1’exécution d’une tache elle n’est pas interrompu jusqu’a son achévement. On parle
alors d’un ordonnancement préemptif. Par contre, si les taches sont exécutées par morceaux,

I’ordonnancement est appelé non préemptif.

V Classification des problemes d’ordonnancement

Selon la nature des variables mises en jeu, la nature des contraintes, ou encore la structure
particuliere du graphe non-conjonctif associé a un probleme, plusieurs classifications des
problémes d'ordonnancement sont proposées dans la littérature.

Dans le domaine de I'ordonnancement d'atelier, la notion structurante de gamme
opératoire est souvent utilisée comme critere de classification. En effet, une gamme opératoire
impose un ordre de passage des produits sur les machines, et donc un ordre des opérations
associées a chaque travail. De ce fait, le graphe potentiels-tdches non conjonctif associé au
probléme posséde parfois une structure particuliére, qu'il est possible d'exploiter pour élaborer
des méthodes d'ordonnancement efficaces. Dans [ML 93], sept types de problémes
d'ordonnancement d'atelier sont ainsi distingués :

- le probléme jobshop ou chaque travail a sa gamme opératoire propre.

- le probléme flowshop ou chaque travail a une gamme identique ; le probleme
open shop ou l'ordre de passage sur les machines est libre pour chaque
travail ;

- le probléme openshop ou I'ordre de passage sur les machines est libre pour
chaque travail ;
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VI Notations

le probléeme flowshop de permutation ou chaque travail a une gamme
identique et ou l'ordre de passage des travaux est le méme pour chaque
machine ;

le probléeme a une machine ou chaque travail est assimilé a une opération
unique, exécutée par une seule et méme machine m de capacité Qn =1

le probléeme a machines paralléles ou chaque travail est assimilé a une
opération unique,  executée par une machine a sélectionner dans un
ensemble ;

le probleme jobshop a machines dupliquées ou chaque travail a sa gamme
opératoire propre et ou chaque opération est réalisée par une machine a
sélectionner dans un ensemble.

La notation o/f/y proposée dans [Graham et al. 79], puis reprise dans [BEPSW 96], s'est
rapidement imposée comme faisant référence. Elle permet en effet de caractériser un probléme
d'ordonnancement de maniere précise. Le champ o décrit la structure du probléme et se
décompose généralement en deux sous champs ai et ap, le premier indiquant la nature du
probleme (job shop, flow shop, etc.), le second précisant le nombre de machines ou de pools. Le
champ S décrit les types de contraintes prises en compte. Enfin, le champ y indique la fonction
objectif considérée ou la description des critéres.

A titre indicatif, quelques valeurs classiques de a;, S et y sont décrites dans les tableaux

1.4, 11.5 et 11.6.

Valeur Description

0] Machine unique
P Machines paralléles identiques
Q Machines paralléles proportionnelles
R Machines paralléles non reliées
F Flow shop
J Job shop
@) Open shop

FH Flow shop hybride

JG Job shop généralisé

0G Open shop généralisé

X AGavec X € {P,Q,R,F,J,0} Probléme X avec affectation générale

Tableau 11.4. Quelques valeurs du champ a;
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Valeur Description

prec il existe des contraintes de précédence générale entre les opérations
h une date de début au plus tot r; est associée a chaque travail i
d; une date d'échéance préférentielle di est associée a chaque travail i
d; une date d'échéance stricte d, est associée a chaque travail i

pi=1 les durées opératoires sont unitaires

pmtn la préemption des opérations est autorisée

no _ wait les opérations de chaque travail doivent se succéder sans attente

Snsd(Rsnd) les ressources doivent étre préparées avant et/ou aprés chaque exécution
indépendamment de la séquence des travaux

Ta

bleau 11.5. Quelques valeurs du champ [

Valeur

Fonction objectif a minimiser

Cmax

la durée totale (makespan)

Lmax

le plus grand retard algébrique

Tmax

le plus grand retard vrai

2 U

le nombre de travaux en retard

2 [w]G;

la durée moyenne ou pondérée des travaux

2 [wi]y;

le nombre moyen ou pondéreé de travaux en retard

2 [Wi]T;

le retard moyen ou pondéré

Tableau 11.6. Quelques valeurs du champ .

En ordonnancement de projet, la notion de gamme opératoire est généralement absente.
Toutefois une notation de type a/f/y a également été proposée dans [BDMNP 99], qui se veut
proche de celle définie en ordonnancement d'atelier. La principale différence concerne les valeurs

du champ _ qui dépend, no

n plus de I'existence de gamme opératoire, mais de la nature des

variables de décision (ordonnancement et/ou affectation) et de la nature des ressources
(renouvelable, non renouvelable). Le tableau 11.7 indique quelques valeurs possibles du champ a.

[HDD 99].
Valeur Description
PS Ordonnancement de projet.
MPS ordonnancement de projet avec plusieurs modes d'exécution par activités.
PSm, o, p Probléeme PS avec m ressources, de capacité o, et chaque activité requiert au plus

MPSm, o, p, i, T, ©

p unités de ressource.

Probléme MPS avec m ressources renouvelables, de capacité o, consommables en
au plus p unités et avec u ressources non renouvelables, de capacité r,
consommables en au plus w unités.

Tableau 11.7. Valeurs du champ « en gestion de projet.
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Remarquons enfin que plusieurs extensions ont été proposées pour les champs S et y (voir
[BEPSW 96], [TB 02]) afin de prendre en compte des catégories de probleme particulieres
(stochastiques, repétitifs, cycliques, dynamiques, multicriteres, etc.) et qu'il est probable que dans
I'avenir, d'autres extensions soient encore créées [HOA 05].

VII Méthodes de résolution des problémes d’ordonnancement

Comme nous 1’avons signalé précédemment, les problémes appartenant a la classe P ont
des algorithmes efficaces et sont de complexité polynomiale tel que la méthode de chemin
critique, la méthode PERT dans I’ordonnancement de projet... Pour les autres problémes, il est
peu réaliste de trouver des algorithmes de ce type. Alors, on fait appel a une famille de méthodes
qui sont exactes ou approchées.

Plusieurs auteurs [ML 93], [ESS 03] partitionnent les méthodes de résolution en trois
classes : les méthodes optimales efficaces, les méthodes énumératives et les méthodes
heuristiques.

Selon [WOE 08], les méthodes optimales efficaces garantissent, pour un probléme et un
critére donnés, la détermination d'une solution optimale en un temps de calcul polynomial, i.e. le
temps maximal consommé pour trouver une solution optimale est une fonction polynomiale des
données du probléme (nombre de ressources, de taches). De telles méthodes ne sont évidemment
disponibles que pour des classes réduites de problemes d'ordonnancement. Parmi les plus
connues, citons :

- laregle SPT (Shortest Processing Time) pour le probleme 1//2C;;

- la réegle WSPT (Weighted Shortest Processing Time) pour le probléme
1/72wiC;j ;

- laregle EDD (Earliest Due Date) pour le probléme 1/dj/ Lmax ;

- l'algorithme de Moore et Hodgson pour le probléeme 1/d;/ZUj;

- l'algorithme de Johnson pour le probleme F2/prmu/Cmax.

Selon [KUM 07], les méthodes optimales énumératives procédent quant a elles a une
énumération partielle de l'espace de recherche. Leur complexité temporelle théorique est
généralement exponentielle, mais elles fournissent en pratique, sur des problemes de taille
moyenne, des solutions optimales en un temps raisonnable. Dans cette classe, on peut distinguer :

- les Procédures par Séparation et Evaluation (PSE) qui énumérent par une
recherche arborescente un ensemble de solutions, en éliminant les branches
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de l'arbre de recherche montrées non-optimales (utilisation de bornes
inférieure et supérieure du critere) ;

les méthodes de Programmation Linéaire (PL), modélisant les criteres et les
contraintes comme des fonctions linéaires de variables mixtes (réelles,
entiéres) ;

les méthodes basées sur la Programmation Dynamique (PD) qui procédent a
une décomposition en sous-problémes, que l'on résout optimalement a
rebours, en tenant compte a chaque étape des informations issues de la
résolution du sous-probléme précédent.

Les méthodes heuristiques sont souvent utilisées pour traiter des problemes que les
méthodes optimales sont incapables de résoudre en un temps acceptable. Elles produisent
généralement une solution faisable de bonne qualité en un temps relativement court. La qualité
d'une heuristique doit étre évaluée sur plusieurs jeux d'instance de taille variable afin de mesurer
d'une part, la déviation moyenne du critére par rapport a sa valeur optimale, et d'autre part,
I'évolution du temps de calcul en fonction de la taille ou de la structure du probléme. Ces
heuristiques sont classiquement classifiées en trois grands types :

IX Conclusion

les algorithmes gloutons dans lesquels les décisions d'ordonnancement sont
prises progressivement, a temps croissant, au fur et a mesure que les
ressources se libérent, grace a des regles de priorité simples de type SPT,
EDD, etc. ; et pour lesquels on ne remet jamais en cause une décision qui a
été prise.

les méthodes de recherche locale (tabou, recuit simulé, algorithmes
génétiques, etc.) qui, partant d'une solution initiale, définissent un voisinage,
qui est ensuite exploré pour trouver des solutions meilleures ; (en s'autorisant
parfois a dégrader la solution courante pour augmenter les chances d'obtenir
une solution meilleure).

les méthodes de recherche arborescente tronquée, proches des PSE, excepté
que l'arbre de recherche est volontairement restreint, quitte a perdre des
solutions optimales, afin de gagner en temps de calcul [TRU 05].

L’ordonnancement est généralement décrit comme une fonction particuliére de décision

au sein d’un systeme de gestion du travail concernant la production de bien, d’ouvrages ou de

services.
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La majorité des problémes d’ordonnancement sont NP-complets, ¢a veut dire que, dans la
pratique, la complexité croit exponentiellement avec le nombre de taches et de ressources. Il n’est
donc envisageable de résoudre, de tels problémes avec les méthodes exactes. C’est pour cela qu’il
faut développer des heuristiques dont 1’objectif est de fournir des solutions aussi proches que

possible de la solution exacte en un temps raisonnable.
11 faut encore souligner que les problémes d’ordonnancement sont extrémement divers, et

nous n’avons vu qu’une partie. De plus, il n’existe pas de théorie générale dans ce domaine.
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I Introduction

Dns ce chapitre, on s’intéresse a I’ordonnancement de projet qui est une partie prenante
dans la gestion de projet.
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La modélisation des problémes d’ordonnancement de projet nécessite la connaissance des
concepts de base de la théorie des graphes.

Comme nous ’avons fait dans le chapitre précédent et pour bien nous situer, nous allons
faire un tour d’horizon sur la gestion de projet, ensuite nous allons aborder, en détail,
I’ordonnancement de projet.

Pour présenter les concepts et méthodes de 1’ordonnancement de projet, il est bien utile de
définir le probleme central, ou on ne tient pas compte des contraintes de ressources, c'est-a-dire
on considére que les ressources sont & quantité illimitée. L’étude de ce cas permet d’analyser
I’enchainement des taches au cours du temps et introduire les méthodes de résolution qui seront
utilisées dans 1’étude des problémes d’ordonnancement en tenant compte des contraintes de
ressources.

Il La gestion de projet

On peut presque considérer la gestion de projet comme une discipline universelle
puisqu’elle englobe un large éventail d’activités : de 1’élaboration de nouveaux produits et
services, a I’organisation de conférences et d’ateliers, en passant par la modernisation de bureaux
d’une entreprise. Si on dispose d’un budget illimité et de tout temps nécessaire, la gestion de
projet serait plutot facile. En réalité, le temps et ’argent sont des facteurs déterminants et, par
consequent, la gestion de projet devient une compétence importante a maitriser.

Selon [CGR 08], dans la vie d’aujourd’hui ou on compte une infinité de projets qui se
réalisent, on remarque que ces projets n'atteignent pas souvent leurs objectifs a cause du
dépassement de délais (surco(ts importants, ou bien la qualité technique du produit est
insuffisante). Notons également que les projets se déroulent dans un milieu complexe (acteurs
divers dans une entreprise : étude, production, marketing, environnement extérieur non
maitrisable : marché, social, politique, concurrence, etc.). C’est pour ces raisons qu’il faut avoir

une démarche claire et rigoureuse pour la gestion d’un projet.

11.1 Définition

La gestion de projet est 1’utilisation d’un savoir, d’habiletés, d’outils et de techniques dans le
cadre des activités d'un projet, en vue de satisfaire ou de dépasser les exigences et les attentes des

parties prenantes a 1’égard d’un projet [DP 01].

Le gestionnaire de projet, parfois appelé coordonnateur ou chef de projet, en administre les

détails, au jour le jour. Il s’agit 1a d'un défi constant qui demande une compréhension du contexte

plus général du projet et la capacité de concilier des exigences contradictoires telles que :
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e les ressources disponibles et les attentes;

e les priorités différentes des parties prenantes;
e les besoins définis et a la portée du projet;

e laqualité et la quantité.

11 Le Projet

Un projet est défini comme une démarche spécifique permet de structurer
méthodiquement et progressivement une réalité a venir [GIA 91].

Selon [L1Z 2005], un projet est un effort complexe pour atteindre un objectif spécifique
de qualité, devant respecter un échéancier et un budget. Un projet est défini et mis en ceuvre pour
¢laborer une réponse au besoin d’un utilisateur, d’un client ou d’une cliente¢le et il implique un
objectif et des actions a entreprendre avec des ressources données. Il est réalisé une seule fois,
doté d’un début et d'une fin déterminée et qui vise a créer un produit ou un savoir unique. Il peut
nécessiter la participation d’une seule ou de milliers de personnes. Sa durée peut étre de quelques
jours ou de plusieurs années. Il peut étre entrepris par une seule organisation ou par un groupe
d’organismes intéressés. Il peut s’agir de quelque chose d’aussi simple que 1’organisation d’un

événement d'une journée ou d’aussi complexe que la construction d’un barrage sur une riviére.

U

PROJET

Figure 111.1. Les objectifs du projet.
I11.1 Caractéristiques d’un projet

Un projet réussi doit contenir les particularités suivantes :

e Des objectifs précis Les projets les plus réussis ont des objectifs définis clairement
des le départ.
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e Un plan de projet bien établi Un plan congcu avec minutie est utile pour deux
raisons. D’abord, il permet a chaque participant de comprendre et de contribuer au
projet. Il précise les responsabilités de chacun et évalue combien d’argent, de personnes,
de matériel et de temps sont nécessaires a I’achévement du projet. Ensuite, il sert d’outil
de suivi et permet d’adopter des mesures correctives tot dans le processus si les choses
tournent mal.

e La communication Le projet repose sur la collaboration entre toutes les
personnes qui y prennent part. Une communication réelle et continue doit s’établir entre
les parties, si elles veulent oeuvrer ensemble & la réussite du projet [LIZ 2005].

e Une envergure maitrisée Tout au long du projet, le chef fait face a plusieurs
situations qui ne contribuent pas toutes objectifs tracés. Il importe que le chef de projet
porte attention a ses priorités, avec une perte minimale de temps et de concentration.

e Le soutien des intervenants D’ordinaire, les projets sont le fait de plusieurs
parties prenantes. Il importe que celles-ci accordent leur soutien pour toute la durée du

projet de facon a ce que 1’équipe atteigne ses objectifs.

I11.2 Acteurs du projet

o Maitre d'ouvrage (MOA) personne physique ou morale propriétaire de I'ouvrage.
Il détermine les objectifs, le budget et les délais de réalisation.

o Maitre d'oeuvre (MOE) personne physique ou morale qui recoit mission du
maitre d'ouvrage pour assurer la conception et la réalisation de I'ouvrage.

111.3 Cycle de vie d’un projet

Un projet a également un cycle de vie précis : il débute, se réalise puis se termine.
Les différentes phases du cycle de vie d’un projet sont :
1. Lancement
Planification
Exeécution
Suivi
Cloture

gk~ N

38



La figure suivante (Figure II1.2) illustre le déroulement du processus de gestion d’un

ey (Planification
A

Exécution > Suivi

Figure 111.2. Cycle de vie d’un projet.

projet.

111.3.1 La planification du projet

Plusieurs problémes rencontrés lors de certains projets auraient pu étre évités ou
minimisés si, dés le départ, un plan de projet détaillé avait été mis au point.

Le plan de projet établit les régles de base et les énonce de fagon claire. C’est une étape
particulierement importante puisque les projets mettent habituellement en jeu plusieurs
partenaires et intervenants ayant des intéréts et des points de vue différents [CMGL 08].

La question pertinente qui se pose dans la gestion de projet est la suivante : pourquoi la
planification? Quatre éléments de réponses confirment 1’utilité et la nécessité d’une planification
dans la réalisation d’un projet.

En premier lieu, selon [GM 96], il est essentiel que tous les partenaires comprennent et
acceptent les regles fondamentales qui régiront le projet. Il faut veiller a ce que les objectifs
soient formulés clairement de fagon & éviter tout désaccord ultérieur.

En second lieu, le plan de mise en oeuvre d’un projet contribue a la maitrise et a la mesure
de son progres. Une fois la constitution de 1’équipe est faite et les possibilités de financement sont
déterminées, le chef de projet devra passer en revue le plan et y ajouter les détails particuliers qui
faciliteront une gestion réussie.

Troisiemement, le plan de projet aidera a faire face aux changements susceptibles de
survenir ou, plutdt, qui surviendront inévitablement. Que se passera-t-il, par exemple, si I’un des
intervenants ajoute un nouvel objectif au projet? Un plan de projet détaillé aide donc, a affronter
ce type de situation et & tenir aux objectifs généraux du projet [L1Z 05].

Enfin, le plan d’exécution d’un projet contribue a consolider le soutien des parties
prenantes au cours des mois ou des années que durera le projet. Encore une fois, ce fait est
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particuliéerement important parce que le chef de projet aura besoin du soutien de personnes
appartenant a divers organismes et sur lesquelles il ne pourra exercer aucune autorité directe.

111.3.2 Les élements du plan

Puisqu’il n’y a pas deux projets pareils, il n’existe pas non plus deux plans de projet qui
soient identiques. Pour qu’il soit d’une utilit¢ maximum, le plan de projet doit étre pertinent,
compréhensible et doit tenir compte de I’importance et de la sa complexité. Il devrait inclure les
éléments suivants [POR 91] :

. le mandat de projet;

[EEN

2. le calendrier d’activités;

3. I’horaire de travail;

4. la matrice de responsabilités;

5. le budget de plan de projet;

6. les étapes importantes, avec les dates cibles;
7. la stratégie de gestion du risque.

Le plan de projet devrait étre remis au gestionnaire de projet, au promoteur, a chaque
partenaire et a tous les principaux membres du personnel du projet. Il s’agit d'un outil de grande
valeur qui peut permettre d’éviter la confusion quant a la portée du projet et les malentendus sur
les responsabilités, les échéanciers ou la gestion des ressources.

Le mandat de projet est un document qui témoigne de 1’appui des cadres supérieurs, qui
autorise le gestionnaire du projet a mener le projet et a attribuer les ressources nécessaires. La
création d’un mandat de projet est chose facile. Il suffit d’indiquer le nom et le but du projet ainsi
que le nom du gestionnaire de projet et une déclaration de soutien de la part des cadres
supérieurs. Elle est signée par la haute direction de I’organisme en charge et les organismes
participants.

Le calendrier d’activités est I’un des €éléments les plus importants du coffre a outils du
gestionnaire de projet. Le paragraphe suivant sera consacré au calendrier puisque c’est la ou se
situe notre recherche.

L’horaire de travail précise le lien logique entre les activités du projet, assure que le
personnel est disponible au moment approprié et 1’aide a gérer le temps de facon efficace afin de
terminer le projet au moment prévu. Au moment d’établir ’horaire de travail, le chef de projet

examine toutes les taches et I’ordre dans lequel elles doivent étre réalisées.
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Le projet nécessitera la collaboration d'un grand nombre de personnes et d'organismes qui
travaillent a un but commun. La gestion d’une €équipe variée, souvent dispersée a plusieurs
endroits, peut présenter des défis particuliers.

La matrice de responsabilités est un outil précieux de gestion de projet destiné a aider a
relever ces défis. Une matrice de responsabilités attribue a quelqu’un la responsabilité de chaque
activité principale du projet, évitant ainsi que certains éléments « échappent a la surveillance ». 1l
n’est pas nécessaire qu’elle soit complexe et peut €tre facilement réalisée en se rapportant a
I’horaire de travail du projet [CFT 09].

Il est important d’avoir 1’estimation la plus détaillée et la plus précise possible des
principaux colts du projet (habituellement les salaires, les matériaux et les fournitures ainsi que
les frais généraux), des le début du projet. Avec ces renseignements, la production du budget du
plan de projet est simple.

L'art de I'estimation est tres difficile a maitriser. Celle-ci est basée principalement sur des
données historiques, lI'expérience et le jugement. Hormis le secteur de la construction, ou il existe
des estimateurs professionnels, il est tres compliqué d'estimer de fagon précise la plupart des
projets, par exemple, le développement d'un logiciel informatique.

Le chef de projet doit estimer :

— Les immobilisations corporelles (terrains, batiment, équipement, ...)

— Les immobilisations incorporelles (frais d'études, frais de démarrage, frais
financiers,...)

— Les dépenses d'exploitation (frais liés a I'activité, frais financiers,...)

I existe actuellement plusieurs techniques et méthodes d’estimation. On peut citer entre

autres :
— globale (expert/oracle)
— par analogie
— analytique (comme la méthode PERT qu’on verra plus tard)
— Paramétrique.

Les étapes importantes marquent un evénement significatif dans le cours du projet,
habituellement 1’achévement d'un produit livrable important. Dans le cadre du plan d’action du
projet, le chef de projet a défini les étapes importantes et a fixé des dates cibles.

La réalisation des étapes dans les délais prévus évite le gaspillage des ressources,
maintient au projet son élan et instaure une crédibilité par rapport aux partenaires potentiels.

La gestion d’un projet nécessite la conciliation constante des ressources et des priorités.
Ces contraintes, auxquelles s’ajoutent les effets inattendus de circonstances qui échappent au
contrble peuvent compromettre la réalisation des étapes et le respect des dates d’échéance. Le
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calendrier d’activités, 1’horaire de travail et la matrice de responsabilités sont des outils
privilégiés qui aident a maintenir le cap [LIZ 05].

La premiere étape dans la création d'un plan de réponse consiste a définir les risques qui
pourraient nuire au projet. Le gestionnaire de projet, les principaux membres du personnel et les
partenaires du projet devraient lancer des idées en s’inspirant de 1’arrété de projet, du calendrier
d’activités, de I’échéancier et du budget afin de mettre en relief les risques possibles. Les
intervenants peuvent souvent définir les risques en se fiant a leur expérience. En outre, il existe
des ressources documentaires qui précisent les risques dans plusieurs domaines d’application.

Les initiatives d’apprentissage communautaires comportent souvent les sources de risques
suivantes :

* les risques techniques tels que la technologie non éprouvée;

* les risques de gestion de projet tels que les lacunes relatives a la répartition du temps et des
ressources,;

 les risques organisationnels tels que les conflits de ressources par rapport a d’autres
activités;

* les risques externes tels que la modification des priorités chez les partenaires.

111.3.3 Le calendrier d’activités

Le calendrier d’activités est I'un des éléments les plus importants du coffre a outils du
gestionnaire de projet. En permettant de fractionner un projet et de répartir toutes les taches
nécessaires a son achévement, le calendrier des activités :

. offre une vision précise de I’envergure du projet;

. permet de savoir précisément ce qui est terminé et ce qui reste a faire;

« permet de suivre de pres le travail, les échéances et les colts associés a chaque
tache;

« permet de confier la responsabilité de taches précises aux membres de 1’équipe;

. permet aux membres de 1’équipe de comprendre leur réle dans 1’ensemble du
tableau.

La production d’un calendrier d’activités demande un effort considérable, et on pense des
fois que notre projet n’a pas I’ampleur voulue pour justifier cette démarche. Toutefois, grace au
plan d’action mis au point au départ, on a déja en main 1’information nécessaire pour commencer
le projet.

42



111.3.4 Création d’un calendrier d’activités

Le plan d’action mis au point fractionne le projet en ses activités composantes. Pour la
phase initiale, la description des activités se fait sur une base mensuelle. Pour la phase pilote,
elles sont présentées sur une base trimestrielle. Certaines sont suffisamment restreintes pour étre
gérées telles quelles, d’autres doivent étre fractionnées de nouveau en éléments logiques.

Ces éléments de travail plus restreints, les taches, seront confiés a des personnes et
doivent étre definis avec assez de précision pour permettre le suivi et la gestion du rendement
sans toutefois étre restreintes au point d’obliger a consacrer un temps indu aux détails. A titre
indicatif, il n’est pas utile de définir des tiches qui nécessitent moins d'une demi-journée de
travail durant le cycle de vie du projet.

Chaque catégorie devrait comporter comme derni¢re tdche 1’approbation du travail de
I’étape. Lorsque tous les éléments seront terminés, le chef de projet indique au calendrier
d’activités que la tdche sommaire est accomplie. Dans ’intervalle, il saura exactement quelles
sont les étapes qui restent a faire.

Selon [KLO 09], Les taches, suivant leur disposition dans le réseau, peuvent étre:
successives, simultanées ou convergentes. Les taches sont successives lorsqu’elles se déroulent
les une apres les autres. La tache suivante ne peut démarrer que si la tdche précédente est
terminee. Les taches i et j sont simultanées si elles commencent en méme temps. Les taches i et
j sont convergentes si elles précedent la méme tache k.

- Etablir la liste des taches
Au départ, il faut dresser la liste exhaustive des taches a executer. Elle peut aller d'une
dizaine a quelques centaines de taches. Les projets importants comportent parfois plusieurs
milliers de taches.

- Codifier les taches

Pour passer a I'étape d'examen des contraintes, il est nécessaire de repérer, de codifier les

taches. Ceci va faciliter la construction du reseau.
Au début du projet, il est recommandé d'avoir recours a des codes simples. En réalité aucune
regle ne peut étre édictée, mais une codification faisant apparaitre domaine et nature de la tache
est tres appropriée. Dans ce qui suit on utilise les caracteres A, B, C, etc., ou 1, 2, 3, etc. pour
codifier les taches.

- Quel est le bon nombre de taches a définir ?
Ce nombre est fonction de I'ampleur du projet, mais avec un méme nombre d'activités, on
peut planifier:
. la construction d'une usine (4 a 5 années) ou changer les outils d'une machine (4 a 5 heures).
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La préparation sur 30 ans de sa retraite ou l'assemblage automatique de quelques
composants en 30 secondes.

Diviser beaucoup conduit a obtenir un scénario detaillé et a repérer toutes les contraintes,
mais rend difficile le tracé du graphe correspondant et le suivi de I'enchainement par la suite. On
divise peu, cela produit les effets inverses. Il faut chercher alors, un équilibre entre ces deux
problemes.

I11.4 L’ordonnancement dans la gestion de projet

L’ordonnancement se situe exactement dans la phase planification. Il réalise le suivi
opérationnel du projet : gestion de ressources, suivi de 1’avancement, lancement des activités.
Techniquement, ordonnancer un projet consiste a programmer dans le temps [’exécution des
taches, tout en respectant les contraintes et de maniére a optimiser les criteres de performance
retenus. C’est plus particuliérement a ce stade q’interviennent les techniques d’ordonnancement
de projet présentées dans ce qui suit.

IV Le probléme central de ’ordonnancement

Pour le probleme central de I’ordonnancement, il s’agit d’ordonnancer en une durée
minimale un ensemble [ = {1, 2, ..., n} de tiches soumises a des contraintes temporelles de type
inégalité de potentiel.

Donc, dans le probléme central de 1’ordonnancement, on ne tient compte que des
contraintes de potentiels qui sont d’antériorit¢ et de durée. Les contraintes disjonctives et
cumulatives sont ignorées. Les ressources sont supposées a quantité illimitée.

IV.1 Modélisation du probleme central

Il existe actuellement trois méthodes de modélisation du probléme central : le diagramme
de Gantt, la méthode des potentiels et la méthode PERT/CPM. Ces deux dernieres utilisent
comme outil de modélisation la théorie des graphes ; et plus particuliérement le réseau.

On note que dans la table initiale des données, les taches A et B n’ont aucune antériorité

(les tirets de la derniere colonne) et que les taches I et J n’ont aucune postériorité (IetJ
n’apparaissent pas en derniere colonne).

Pour les besoins algorithmiques, on compléte cette table pare une tache « (appelée source
ou racine) de durée 0 précédant A et B et une tache o (appelée puits ou anti-racine) de durée 0
succedant a | et J. On déduit la deuxiéme table.
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Nous définissons alors un graphe conjonctif G = (X, U), qui est valué ayant une racine «
et un puits o tel qu’il existe un chemin de valeur positive entre « et tous les autres sommets, et
un chemin de valeur positive entre tout sommet différent du puits o et o.

Une condition nécessaire et suffisante pour appliquer I'une des méthodes de modélisation
des problemes d'ordonnancement sur un graphe conjonctif est que ce graphe n‘ait pas de circuit
et les valeurs sur les arcs (les t;) sont de valeurs positives ou nulles. De part la nature du
probleme, une tache ne peut se succéder a elle-méme, donc le graphe ne contient pas de boucles.

IV.1.1 Le diagramme de Gantt

Au début du siécle dernier, le gouvernement américain déclara la guerre a 1’Allemagne,
Gantt développa alors, une représentation graphique de déroulement des projets, qui prit plus tard
le nom de diagramme de Gantt du nom de son inventeur.

Donc, pour faire le planning de I’exécution du projet et pour en contrdler le déroulement
on utilise le diagramme a barres (Bar Chart) ou diagramme de Gantt.

Chaque tache est symbolisée par un rectangle dans lequel sont inscrits le code et la durée
de la tdiche. Commencant par représenter les taches avec antériorité o, une tache est portée dans
le diagramme lorsque toutes ses antériorités y sont déja portées. Ceci est toujours possible, car
une tache ne se succeéde pas a elle méme, les rectangles sont ainsi toujours placés a droite (c’est le
méme principe que celui des niveaux d’un graphe sans circuit). Cette représentation indique bien
le déroulement des travaux mais moins bien les antériorites.

On introduit cette technique a I’aide d’un exemple du probléme de réalisation d’une
construction tiré de [BEN 01] :

Code Désignations Durées Anteljlo_rltes
Immédiates
A Etablissement des plans 4 -
B Terrassement 5 -
C Creuser les fonds de piliers 6 -
D Faire les fonds de piliers 3 A B, C
E Placement arrivée et évacuation assainissement 7 AB,C
F Dalle 5 AB,C
G Cloisonnage 8 D,E
H Carrelage 6 D,E
| Plomberie 5 F
J Installation chauffage 3 F
K Electricité 5 G, HI11J
L Pose faience 2 G,H, 11
M Boiserie 1 K, L
N Peinture 4 K, L

Tableau I11.1. Table initiale d’ordonnancement T.
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Figure 111.3. Le diagramme de Gantt de la table 111.1.

I1 existe actuellement d’autres formes du diagramme de Gantt utilisant les sous forme de

tableau, mais le principe reste toujours celui qu’on a présenté.

IV.1.1.1 Avantages du diagramme de Gantt

Selon [ECO 11], le diagramme de Gantt a plusieurs avantages :

facilement compréhensible par les exécutants, de par sa clarté et sa simplicité ;
peut servir de base a des plans d’action intermédiaires plus détaillés ;

permet de suivre le déroulement des opérations dans le temps ;

résume assez bien 1’analyse du projet établie par les responsables respectifs.

IV.1.1.2 Inconvénients du diagramme de Gantt

cache les erreurs de forme et de fond commises au niveau de I’analyse du
projet ;

ne met pas en évidence les taches critiques au niveau desquelles tout retard
apporté au niveau de l’exécution, entraine un retard équivalent quant a la
réalisation de 1I’ensemble du projet ;

impossibilité de rectifier ponctuellement la durée d’une tache précise, sans avoir
a décaler d’autant les suivantes et a redresser sinon complétement, du moins
partiellement 1’édifice. Si un des maillons de la chaine change, c’est donc tout
1’édifice qui s’écroule.

Insuffisance également dans la mise en évidence des liaisons existant entre les
différentes taches.
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Jusqu’a l’année 1’année 1958 on utilisait le diagramme de Gantt pour traiter les
problémes d’ordonnancement. Cette année la, se sont développées en parallele deux méthodes
fondées sur la théorie des graphes pour ordonnancer les travaux. La méthode des potentiels de
Bernard ROY appelée méthode francaise, et la méthode PERT/CPM appelée  méthode
américaine.

Algorithmiquement, les deux méthodes sont équivalentes. Elles se distinguent seulement

par la maniere d’écrire le graphe de réseau. Nous les présenterons dans ce qui suit.

IVV.1.2 Le graphe des potentiels

La méthode des potentiels a été développée vers la fin des années 50 parallelement a la
méthode PERT. Elle est appelé également la méthode MPM (méthode des potentiels Metra) ou
encore méthode des potentiels —taches.

Considérons I’exemple de réalisation précédent :

Codes Durées Antériorités

o 0 -

A 4 o

B 5 o

C 6 o

D 3 A B, C
E 7 AB,C
F 5 AB,C
G 8 D,E

H 6 D,E

I 5 F

J 3 F

K 5 G,H 11
L 2 G, H I
M 1 K, L
N 4 K, L
® 0 M, N

Tableau 111.2. La table initiale d’ordonnancement T pour les traitements algorithmiques,
désignations non reprises.

Le tableau des données (Tableau I11.2) n’est autre que la matrice des prédécesseurs d’un

graphe valué n’admettant qu’une source « et un puits o: c’est le graphe des potentiels.
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Les taches sont symbolisées par des sommets auxquels on donne le méme code, 2
sommets u et v sont reliés par un arc de u vers v si et seulement si la tache u précéde la tache v.

OO

Figure 111.4. La tache u, de durée t (u), précéde la tache v

On porte en suite sur chaque arc incident extérieurement a un sommet u la durée de la
tache u correspondante de sorte que les valeurs sur les arcs de méme extrémité initiale soient
égales. Nous verrons cependant plus loin que ces valeurs vont différer en rajoutant des
contraintes sur les taches autres que les antériorités.

Un chemin,a, Az, Ay, ....., Ak, A du graphe de o a une tadche A correspond alors & une
suite de tache Ay, Ay, ....., A, précede A1, i=1,..., k-1, et Axpréceéde A. La durée d’un tel
chemin est la somme des durées des taches qui le composent. Le dessin du graphe est tres simple
puisqu’il suffit de disposer les sommets aléatoirement et de les relier par les arcs. Le graphe étant
sans circuit et sans boucle (une tache ne se succéde pas a elle-méme).

La réorganisation des sommets en niveaux montre clairement les antériorités. Elle se fait
comme suit :

niveau I: la tAche source « sans antécédent ;

- niveau Il : taches n’ayant que le prédécesseur «;

- niveau Il : taches n’ayant que les prédécesseurs du niveau II ;
- niveau IV : taches n’ayant que les prédécesseurs du niveau III ;
- etc.

- le dernier niveau est ® qui n’a aucun successeur.

Figure 111.5. Le graphe des potentiels avec les sommets réorganisés en niveaux.

Enfin, notons que le mot potentiel associé au graphe est issu de 1’analogie avec la

différence de potentiels entre deux nceuds d’un réseau électrique
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IV.1.3 Legraphe PERT

PERT et le CPM ont éeté indépendamment développés vers la fin des années 50 depuis, ils

ont été parmi les plus largement appliqués.
Les versions originales de PERT et du CPM ont eu quelques différences importantes. Cependant,
elles également ont eu beaucoup de commun, et les deux techniques ont été graduellement
fusionnées au cours des années. En conséquence, les praticiens emploient maintenant
généralement les deux noms l'un pour l'autre, ou les combinent dans I'acronyme simple
PERT/CPM.

La méthode PERT (Program Evaluation and Review  Technique - technique
d’ordonnancement et de controle des programmes) a €été mise au point par la marine américaine
qui devait conduire a la réalisation des missiles a ogive nucléaire Polaris. Cette technique a
permis de coordonner les travaux de pres de 6000 constructeurs, 250 fournisseurs et 9000 sous-
traitants dans un délai de réalisation de 7 ans.

L’utilisation de la méthode PERT a permis de ramener la durée globale du projet de 7 & 4
ans.

Selon [IKA 04] PERT et CPM se different par la nature de l'information requise, par la capacité
de prévoir la date de fin du projet et d'estimer les chances de minimiser le risque de retard dans l'exécution
du projet.

Dans CPM, I'estimation des durées respectives se fait de facon déterministe - c'est le cas
par exemple des projets de construction qui sont en général tributaires de ressources et s'appuient
sur des estimations précises - alors que PERT considére que les durées des activités sont des
variables aléatoires et qu’en conséquence leur estimation se fait de fagon probabiliste [CHA 97],
[MP 96], [ROB 97]. CPM se préte plus aisément a l'analyse du compromis colt/durée alors que
I'un des avantages majeurs du PERT est de prendre en compte l'incertitude et le risque qui
entourent les durees respectives du projet (et donc le temps de réalisation du projet) et de calculer
la probabilité de compléter le projet a temps [1ZU 90]. Evidemment PERT est employé dans la
gestion des délais et des échéanciers des projets de R&D ou de tout autre projet complexe ou de
grande taille ou les durées des activités sont sujettes a une forte variabilité et donc a un degré
¢élevé d’incertitude sur leur temps de réalisation.

Bien avant la méthode PERT, les problémes d’ordonnancement ont été abordés par le
diagramme de Gantt. Comme on 1’a constaté précédemment s’il constituait un moyen simple et
commode pour transmettre I’information relative a un ordonnancement, c’est un moyen médiocre
pour concevoir ce méme ordonnancement malgré qu’il puisse exprimer d’une maniére stricte

I’exigence de postériorité.
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La méthode PERT est venue alors pour éliminer les défauts du diagramme de Gantt. En
effet, si on a par exemple le diagramme suivant :

. tachei i i tache]
! ! ! ' tache k
! ! ! _—
d.i fi dj dk fj fk témps

Figure 111.6. (a)
Remarquons que les barres sont horizontales et le diagramme de ce fait ne tire pas
réellement parti des deux dimensions du plan dans lequel il se situe.
Essayons d’abandonner cette convention, et dessinons les barres en prenant en compte la
postériorité des deux taches j et k par rapportai [ROY 70] :

tache e

tache K

[P [ PR ——— ]

d; fi dj dx fj i témps
Figure 111.6. (b)

tichei ~ ——1.""

Ftape \
tache k

Figure 111.6. (c)
Figure 111.6. Le passage du diagramme de Gantt au graphe PERT.

\ 4

Selon Roy [ROY 70], le passage du diagramme au graphe s’accompagne de la disparition
de I’axe des temps et de la métrique associée.

Signalons que ce passage n’est pas encore définitif. On verra plus tard I’introduction des
taches fictives et sa représentation.

Dans le graphe PERT alors, appelé graphe potentiels-étapes, une tache est représentée par
un arc auquel on donne le méme code, deux arcs u et v tels que T(u) = I(v) si et seulement si la
tache u précede la tache v. Les extrémités initiale et terminale d’un arc sont respectivement les
évenements début de tache et fin de tache, elles sont appelées étape. Les durées sont portées sur
les arcs correspondants.
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Dans la figure suivante :

- le graphe se construit de gauche a droite ;

- les points d’interrogation indiquent que les taches antérieures a u et  postérieures a v ne
sont pas encore traitées.

- chaque fléche représente une tache a effectuer ;

- les points représentent les étapes ;

- les taches (arcs) qui partent d’un point (étape) ne peuvent commencer que lorsque les
taches qui arrivent au point sont tous terminées ;

- lalongueur des fleches n’a aucun lien avec les durées inscrites sur 1’arc.

YL L TR o Ut A P
Fin de latache u A
Début de la tache u u précede v
(a) (b)

Figure 111.7. Latache u précéde la tache v dans le graphe PERT.

IVV.1.3.1 Dessin du graphe PERT

Généralement, le praticien trouve des difficultés a dessiner le graphe. La figure suivante
(Figure 111.8.) présente une technique nouvelle de construction du graphe PERT. Elle est plut6t
pédagogique.

Notre méthode donne les étapes successives de la construction du graphe PERT : on
prépare d’abord la table par un tri topologique vu précédemment, ensuite on balaye la table selon
la colonne des codes et la tdche correspondant a la ligne de balayage en cours est rajoutée en
tenant compte des antériorités. On verra dans le chapitre V une autre technique de construction
du graphe PERT en utilisant les résultats sur les graphes adjoints. Pour illustrer cette technique,

considérons 1’ordonnancement du tableau 111.2 : A 2 .
o A 2 a / a )B/v n
. =>lf) | oy =’- 1—>a B —> — > .
\ ? &
' “?
I

vy

B B

2
D Y
-—“»éBE-/ Tt —»é\—;
P,

o1






e e

Figure 111.8. Le graphe PERT construit par ajout successif

des taches, les durées n’étant pas inscrites.
IV.1.3.2 Notion de tache fictive

Si le graphe de la méthode des potentiels et celui de la méthode PERT sont tres proches,
ce n’est pas toujours le cas. La construction du graphe PERT pose des problemes qui amenent a
ajouter des arcs fictifs (virtuels ou artificiels) qui ne correspondent a aucune tache.

Supposons maintenant que le probléme d’ordonnancement comporte 4 taches a, b, c et d
telles que a précede c sans précéder d et b précede c et d.

Dans le graphe PERT, la représentation n’est pas possible sans une légere modification ;
en effet, a et b précedent c, les extrémités terminales de a et b devraient coincider avec
I’extrémité initiale de c. Or, ’extrémité initiale de d devrait coincider aussi avec I’extrémité
terminale de b donc de a mais a ne précede pas d. Ce probléme est résolu par I’introduction d une
tache fictive f de durée 0 dont le principe est de séparer les extrémités terminales de a et b en
éclatant le sommet s, tout en gardant les contraintes de succession.

L’introduction de la tiche fictive modifie le tableau des antériorités lequel donne la
correspondance dans le graphe des potentiels.

Code (s) | Anté. ' '\ / h
Cc a,b ;
d b b \Sj
*?

Tableau I11.3. (a) Un sous-tableau
des antériorités de c et d.

Figure 111.9. (a) Probléme de
représentation
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Code(s) | Anté. ?'R - :

a, f W

d b f ;

f b g2 2,
Tableau 111.3. (b) Nouveau sous- Figure 111.9. (b) Introduction de la

tableau des antériorités c, d et f. tache fictive f et représentation dans
le graphe PERT.

L’introduction des taches fictives permet de solutionner certaines situations et de lever
des ambiguités. Elles ne mettent en jeu aucun moyen matériel ou financier. Considérons
I’exemple de construction simplifié suivant (tiré de [FIN 02]):

Codes | Durées | Antér.
o 0 -
A 2 (04
B 2 a .
c 2 H Niveau Sommet
D 3 a Niveau I o
£ 4 B.G Niveau Il A, B,D
F 2 o Niveau Il G,H
G 3 AD Niveau IV C,E I
H 4 B,D Niveau V F,J
I 5 H Niveau VI ®
J 3 C
o 0 E,JF

Tableau 111.4. La table d’ordonnancement T et
organisation des sommets en niveaux.

Le dessin du graphe PERT se fait exactement com;ne I’exemple précédent :

. .2,

=7 ._,.L’,? —" —. T >
N N
.2 - ?

Figure 111.10 (a).
Pour dessiner la tache G il faut que les arcs des taches A et D coincident dans leurs

?

extrémités terminales, or la tache D est antérieure a une autre tiche (H), d’ou la création d’une
tache fictive f; (voir Figure 111.10 (b)).
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Le méme scénario se répete avec la tdche H: il faut que les extrémités de D et B
coincident, or D est antérieure a G ; donc il faut créer une autre tache fictive f, (voir figure 1l1. 10

(C))- .=> .? -—G’ l?
A G A /
a D /f: o D 1

\ \\i

B
) B
l .=H> .?

Figure 111.10. (b) Figure 111.10. (c)

et nous continuons le méme processus jusqu’a la derniére ligne de la table :

Figure 111.10. Le graphe PERT de la table 111.4 avec un minimum de 5 taches fictives.
IVV.1.4 Modularité

Si le graphe PERT construit est trop important, on peut le décomposer en un certain
nombre de modules. La méthode PERT est alors appliquée autant de fois qu’il y a de modules.

Considérons I’exemple suivant : Module 2

EVAYRNIAN
i LNL TN

NNV TN

. . ./
o

A A
\\._,_/

Figure 111.11. La modularité dans le graphe PERT.

Module 4
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IV.1.5 Comparaison

Nous venons de décrire la modélisation du probléme central de 1’ordonnancement par les
graphes, et plus précisément par la méthode des potentiels et la méthode PERT.

Un inconvénient de cette derniere par rapport a la méthode des potentiels est de doubler
initialement les sommets du graphe puisqu’on associe a chaque tiche une étape « début de
tache » et une étape « fin de tache ».

Une autre difficulté apparait, comme on I’a vu précédemment, il est souvent nécessaire
d’introduire de nombreuses taches fictives.

De plus, a un méme probleme correspondent plusieurs graphes PERT plus ou moins
simples. N’oublions pas qu’il y a une infinité de graphes PERT a cause des taches fictives qu’on
peut introduire comme on veut et 1a ou on veut puisqu’elles ne nécessitent aucun moyen matériel
ou financier qui influe sur la durée ou le codt global du projet.

Parmi les avantages de cette méthode est qu’elle est plus facilement lisible par les
praticiens car une tache est représentée par un arc et un seul. Donc, le nombre de taches
représente le nombre d’arcs réels.

De plus, en disposant ces arcs horizontalement et en leur donnant une longueur
proportionnelle a la durée de la tache, on présente le graphe PERT sous forme de diagramme de
Gantt [DUV 00].

V. Résolution du probléme central

La croissance de la gestion de systéemes dans le domaine militaire-industriel est le facteur
le plus important qui a permis de développer le PERT-temps. L’ordonnancement des grands
projets nécessite un dispositif de planification et de gestion obligatoire. Ce dispositif n’est que le
PERT-temps.

Selon [HIL 04] le PERT-temps a prouvé qu’i est un outil puissant dans le kit des
directeurs ou chefs de projets pour la planification, coordonnant et intégrant les grands projets
multidimensionnels.

Le graphe PERT présente une image claire des activités du projet et de leurs corrélations.
Quand les durées sont imposées dans le réseau, les problémes d'accomplissement des objectifs de
I’ordonnancement deviennent évidents. Le chef de projet peut contréler les taches critiques et
étudie I'effet du programme sur les charges de travail. Le PERT temps, dans ce contexte, est
assurément un outil qui, appliqué avec vigueur et exactitude, représente une percée de gestion, de
planification et de contréle.
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Le graphe PERT n’est pas une étape dans le processus de calcul du temps et du cott du
projet. 1l demeure un outil de base pour d’autres objectifs qui decoulent de ce graphe.

Pour calculer le délai le plus court pour la réalisation du projet, c'est-a-dire chercher le
chemin de longueur maximale entre le début du projet () et sa fin (o), [HEN 08] propose une
méthode de résolution par la programmation linéaire.

Supposer que notre réseau de projet a n+1 noeuds, I'événement initial étant O et le dernier
événement étant n. Les taches sont numérotées Xy, Xo...., Xn, respectivement. Le début du projet a
Xo sera de durée O et sera également le temps de début des travaux. La date de début d’une tache
doit étre plus grande que la date de début de la tche précédente. Pour une activité définie comme
a partir de I'événement i et fin a I'événement j, ce rapport peut étre exprimé comme contrainte
d'inégalité de la forme :

x; Zxi+ Dj; ol Djest la durée de I'activité (ij).

Cette méme expression peut étre écrite pour chaque activité et doit juger vrai dans tout
programme faisable. Mathématiquement, le probléme d'établissement du programme du chemin
critique est de réduire au minimum la période de I'accomplissement de projet (xn) sujet aux
contraintes sus citees :

Minimiser
Z =Xn
Sujet a
Xo=0
Xj - Xi — Djj pour toute activité (i, j)

Plut6t que de résoudre le probléme d'établissement du programme de chemin critique avec
un algorithme de programmation linéaire (tel que la méthode précédente), des techniques plus
efficaces sont disponibles qui tirent profit de la structure de réseau du probleme. Ces méthodes de
solution sont trés efficaces en ce qui concerne les calculs exigés, de sorte que des réseaux tres
grands puissent étre traités sur ordinateur.

[PAR 05] propose une démarche en deux phases qu’il les a nommé propagation avant et
propagation arriere :

- Propagation avant: Cette premiere phase permet de déterminer les dates de
début au plus tét des taches en parcourant le réseau dans le sens des contraintes
de précédence. A partir de la date de début au plus t6t de la premiéere tache du
graphe, un algorithme de plus long chemin entre cette tache et toutes les autres
est appliqué afin de déterminer la date la date de début au plus tét de toutes les
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taches. La différence entre la date de fin de la derniere tache et la date de début
de la premiére permet de déterminer la durée minimale du projet.

- Propagation arriére : Cette seconde phase permet de déterminer la date de début
ou de fin au plus tard des taches. L’objectif est de minimiser la durée du projet.
La date de fin au plus tard de la derniere tache est donc posée égale a sa date de
fin au plus tot. Comme lors de la premiere phase , le chemin le plus long entre la
derniére tache et chacune des autres permet d’obtenir la date de fin au plus tard
de chacune des taches.

On détermine ainsi le (les) chemin (s) critique (s) correspondant a une suite de taches
dont les dates de début au plus tét et au plus tard sont égales.

V.1 Dates et marges associées a une tache

a) Date de début au plus t6t :
La date de début au plus t6t d’une tdche A doa est la date minimum a laquelle peut
commencer. C’est donc la date avant laquelle un événement ne peut se réaliser.

b) Date de début au plus tard

La date de début au plus tard d’une tiche A daa est la date limite de sa réalisation. Apres
quoi le projet sera retardé.

c) Date de fin au plus tot
La date de fin au plus t6t d’une tiche A foa est la date a laquelle A se termine en
commencant a sa date de début au plus tét.

d) Date de fin au plus tard

La date de fin au plus tard d’une tiche A faa est la date minimum des dates de fin au plus
tard des taches qui lui succedent. Elle est la date a laquelle A se termine si elle commence a sa
date de début au plus tard.

e) Intervalle de placement

L’intervalle de placement (ou de flottement) ipa est la date de fin au plus tard de A
diminuée de sa date de début au plus tot. A ne peut étre exécutée que dans cet intervalle qui sera
symbolisé dans les figures par des crochets [ ].
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f) Marge totale
La marge totale de A, notée mta, est le délai qui peut étre accordé a A pour son
commencement sans qu’il y ait un retard dans la réalisation du projet.

g) Marge libre

La marge libre de A, notée mla, est le délai accordé au commencement de A sans la
modification des marges totales des taches postérieures. Un retard supérieur a la marge libre se
répercute sur les taches suivantes en diminuant leurs marges libres. mla est symbolisée dans les

figures suivantes par .

h) Marge liée
La marge liée est la différence entre la marge totale et la marge libre. Elle caractérise le

couplage entre I’ordonnancement d’une tache et celui des taches qu’elle précede.

i) Marge indépendante
La marge indépendante ou certaine d’une tache est 1’écart positif (s’il existe) qui sépare sa
date de début au plus tét de sa date de début au plus tard.

i) Date de marge libre
La date de marge libre d’une tiche A notée dmla, est la date la plus tardive pour que A
commence afin de ne pas diminuer les marges totales des taches suivantes.

V.2 Calcul des dates et marges

Une tache ne peut démarrer que lorsque les taches de tous les chemins de «a A sont
exécutees, en particulier celles du plus long chemin de aa A dont la longueur est la date
minimum de début d’exécution de A, c’est-a-dire la date de début au plus tot doa.

L’exécution d’un projet ne se termine donc que lorsque toutes ses taches sont executees,
en particulier celles de plus long chemin de a a o.

Les dates de début au plus tot des taches d’un probléme d’ordonnancement sont donc
déterminées a partir de 1’arborescence des plus longs chemins du graphe des potentiels préparé ou
du graphe PERT.

Les graphes étant sans circuits, nous appliquerons [’algorithme de Belleman pour
déterminer les dates de début au plus tot. Les durées sur les arcs de méme extrémité initiale étant
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égales dans le graphe des potentiels préparé, on vérifie que les tdches ayant les mémes
antériorités ont les mémes dates de debut au plus tot.

a) Calcul des dates
Pour calculer la date de début au plus t6t de la tdiche A doa on procéde comme suit :

- Ladate de début au plus tot de la tiche «est initialisée a 0
t
- pour les autres taches (A—= (®)

« soitil yaun seul arc entre AetB

alors : dog = doa + ta

» soitilyakarcs (k >2) alors:
Figure 111.12 Calcul de do, dans le cas

dog = max (doa; + tag, ..., doak + tak) d’un ou plusieurs arcs.

Pour la date de début au plus tard de la tache A daa, la technique est la suivante :
La date de début au plus tard de la tdche west initialisée a sa date de début au plus tot

c.a.d. da, = do,,
- Pour les autres taches : < > ta

» soitilyaunseularcentre AetB ta @

alors: daa=dag—ta @
)

_ Figure 111.13. Calcul de da, dans le
daa = min (daBl’ T daBk) —1a cas d’un ou plusieurs arcs.

. soit il y a plusieurs arcs qui sortent de A alors :

Pour le calcul de la date de fin au plus t6t de la tAiche A notée foa, elle s’obtient aisément
en ajoutant la durée de la tdche A a sa date de début au plus tét :
foa =doa + da

La date de fin au plus tard de la tiche A faa s’obtient en ajoutant sa durée a sa date de
début au plus tard : faa =daa + ta

b) Calcul des marges

Pour chaque tache, on obtient I’intervalle de placement en faisant la différence entre la
date de début au plus tard et la date de début au plus t6t de la méme tache.
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mla = daa - doa
La marge libre d’une tache A est la date de début au plus t6t minimum qui succédent a A
diminuée de sa date de fin au plus tot.
mla = min (doa;, doaz, ..., doak) — fOa

Les taches A1, Ao, ..., Ag sont les taches qui succédent a A.
La date de marge libre de A est la date de début au plus tot de A augmentée de sa marge
libre: dmla=doa+ mla

Nota : on atoujours: 0 < mla < mta

Ces notations sont tres simples a représenter dans un diagramme de Gantt. Cependant, les
calculs se feront soit dans le graphe des potentiels préparé, soit dans le graphe PERT. Nous
utilisons dans ce qui suit le graphe des potentiels.

Date de fin au plus tot : foa

< - > T FFFFFFFFFFFFFD
- Marge totale : mtp
A
Date de début au plus tot : doa
Figure 14. (a).
w j
i‘T’-‘ < ;E”,A:va,
| A |: :
Date de marge libre dmly | L s
- «—>
¥ As
1 gl
!

Marge libre de A : mla=min [doas, doaz, doas]- foa
Les marges totales de A1, Az, A; doivent rester inchangées
Figure 14. (b).
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daA — Al
m\‘
doa daas A
< — > )
L dan;
«—— > ”,LA’E“’
L daA3 —

Figure 14. (c).

Figure 111.14. L’intervalle de placement d’une tiche A, les dates et les marges associées a A
représentées par le diagramme de Gantt. A;, A, et Az sont les taches qui succédent a A.

V.3 Le chemin critique

Le chemin critique dans le graphe des potentiels ou PERT est le plus long chemin de
a a . Savaleur dow est la durée minimale du projet.

On appellera sous-chemin tout sous-chemin critique. Si A;, Ay, ..., Agx sont les

postériorités de A, on sait que : faa=daa +ta < daai, i=1,....k et daa = mini; i daai-ta

Le projet n’ayant pas d’intérét a étre retardé, la fin des travaux o doit impérativement

avoir lieu a la date da,= do,. Plus généralement, toute tache A du chemin critique P est telle que :
daa = doa

Prenons I’ordonnancement suivant (Tableau I11.7) et calculons les dates et les marges :

Code Durée Antériorités
a 0 -
A 5 a
B 7 a
C 8 a
D 17 AB,C
E 1 AB,C
F o DE
G 12 DE
H 13 DE
I 8 F
J 10 GH
K 1 GH
o 0 13K

Tableau I11.7. Une table d’ordonnancement T.
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Calcul des dates de début au plus tot

Calcul des dates de début au plus tard

Le calcul se fait dans I’ordre croissant des

Le calcul se fait dans I’ordre décroissant des

niveaux et les sommets d’un méme niveau

niveaux et les sommets d’un méme niveau

dans un ordre quelconque. dans un ordre quelconque.

daw=dow =50

da,= dow-8=42
day;= dow-10=40
dax = dow-12 =38

do =0

dop=doax+0=0
dog=doax+0=0
doc=doax+0=0

dop = Max[doa +5, dog +7,doc +8 ] =8 dar = da, -9 =33

dog = Max[dos +5, dog +7,doc +8 ] =8 dag = Min[da, , dax] - 12 = 26
dor = Max[dop +17, dog +11 ]=25 day = Min[da,, dax] —13 =25
dog = Max[dop +17, dog +11 ]=25 dap = Min[dar , dag] - 17 =8
doy = Max[dop +17, dog +11 ] =25 dag = Min[dar , dac] - 11 = 14
do, = 24+9=34 das = Min[dap , dag] -5=3

dag = Min[dap ,dag] -7=1
dac = Min[dap ,dag] -0=0
daa = Min[da, , dag, dac] —0=0

do; = Max[dog+12, doy +13 ]1=138
dox = Max[dog+12, doy +13 ] =38
do @w = Max[do, +8, do; +10, dok +11] =50

Tableau 111.8. (a) Dates de début au plus tét et au plus tard
du tableau de la figure 111.4.

0.3 25.33
T2
@ 8
25.26 ®
12 38.4W
?» © 50.50

2525 11 3838

Figure 111.15. Les dates de debut au plus tét et au plus tard dans
le graphe des potentiels.

Fo 3442 18
A5 D,17 G,12 J,10
a0 . “ /\ /\ . 0,0
P e \/\/5050
00 o0 38.38
s S8N\El 2525 H13 K11

Figure 111.16. Les dates de début au plus tét et au plus tard dans le graphe PERT
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8 25 38 50
Figure 111.17. Le diagramme de Gantt.

Toutes les données concernant cet ordonnancement peuvent étre regroupées dans le
tableau suivant :
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; . Intervalle Date de
. Antér 3 au au au Fin au Marge | Marge
Téache | ., | Durée de . marge
iorité Plus Plus plus plus tard totale libre .
. N placement libre
tot tot tard
- 0 0 0 0 0 0 0 0 0
A (o4 5 0 5 3 8 8 3 3 3
B (o4 7 0 7 1 8 8 1 1 1
(o4 8 0 8 0 8 8 0 0 0
A,B,
c 17 8 25 8 25 17 0 0 8
AIBI
E c 11 8 19 14 25 17 6 6 14
F D,E 9 25 34 33 42 17 8 0 25
G D,E 12 25 37 26 38 13 1 1 26
D,E 13 25 38 25 38 13 0 0 25
I F 8 34 42 42 50 16 8 8 42
J GH 10 38 48 40 50 12 2 2 40
1,J,K 12 38 50 38 50 12 0 0 38
1,J,K 0 50 50 50 50 0 0 0 50
()= (11)=
(7)= (8)= 9)=
1) (2) 3) (4) (6) (10)

VI Conclusion

Nous venons de voir dans ce chapitre la gestion de projet avec ses différentes étapes.

Tableau 111.9. Tableau des données et des résultats.

Ensuite nous avons situé la phase ordonnancement dans le cycle de vie d’un projet.

dessin du graphe PERT par les bipartis.

temps, mais également de permettre aux décideurs d’entreprises d’estimer les dates finales de
delivrables. Des lors, I’ordonnancement de projet revét un intérét capital de par les estimations
qu’il propose et qui servent de base a la prise de décision et a la coordination des ressources
internes, des approvisionnements, des relations de sous-traitance et du suivi du projet [PAR 05].

L’objectif de I’ordonnancement central est non seulement d’organiser les activités dans le
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Chapitre IV

Extensions du probléme central d’ordonnancement
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I Introduction

L'établissement de 1’ordonnancement du projet est une matiere qui a regu la recherche
étendue ces dernieres décennies. Le chapitre 1l a décrit les techniques fondamentales
d’ordonnancement qui sont largement appliquées et soutenues par de nombreux systémes
d’ordonnancement commerciaux.  Une variété de techniques spéciales a été également
développée pour résoudre des circonstances ou des problemes spécifiques. Avec la disponibilité
des ordinateurs et des logiciels plus puissants, l'utilisation des techniques avancées devient
d'une plus grande importance pour la pratique. En ce chapitre, nous examinons une extension du
PERT, a savoir le cas probabiliste qui peut étre utilisé a cet égard.
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La technique PERT de trois évaluations est une approche traditionnelle et bien connue
chez les experts de I'évaluation. Les estimateurs proposent des durées optimistes, pessimistes et
les plus probables. Ensuite, une distribution de probabilité béta est établie pour adapter les
données [PES 07].

Cette technique sera présentée dans ce chapitre, qui sera suivie d’une analyse, critiques et
de nouvelles propositions sont présentées pour apporter des corrections a cette méthode.

Le chapitre survole I’ensemble des techniques basées sur les principes de la simulation.

Nous présenterons ¢également dans ce chapitre, I’extension du probléme central en
étudiant le la minimisation des codts.

Nous consacrerons une partie de ce chapitre a la prise en compte des contraintes
disjonctives et nous le terminerons par I’étude de I’ordonnancement de projet a moyens limités
ou l’objectif est soit: minimiser la durée totale de réalisation ou bien I’optimisation de
I’utilisation des ressources qui est liée a un co(t.

Il Ordonnancement avec des durées incertaines

La section V.3 du chapitre Il a décrit la recherche du chemin critique pour la situation
dans laquelle les durées des taches sont fixes et connues. Malheureusement, les durées des taches
sont des évaluations du temps réel requis, or il y a une quantité significative d'incertitudes liées
aux durées réelles.

Pendant les étapes de planification préliminaires pour un projet, l'incertitude dans les
durées des taches est particulierement grande mais dans le probleme central la portée et les
obstacles au projet sont éliminés.

Remarquons que les taches qui sont en dehors de la commande du gestionnaire sont
susceptibles d'étre plus incertaines. Par exemple, le temps requis pour gagner l'approbation de
normalisation pour des projets peut changer énormément. D'autres événements externes tels que
le temps défavorable, les effondrements de fossé, ou les gréves de main-d'oeuvre rendent les
évaluations de durée particulierement incertaines. Tout cela méne a revoir I’approche
déterministe du probléme central.

[ARM 01] présente deux approches simples pour traiter I'incertitude dans les durées des
taches justifient une certaine discussion avant de présenter les algorithmes plus formels pour
traiter I'incertitude.

D'abord, l'incertitude dans les durées des taches peut simplement étre ignorée et
I’établissement de I’ordonnancement se fait en utilisant la durée prévue ou la plus susceptible
pour chaque tache. Puisque seulement une évaluation de durée doit étre faite pour chaque tache,
cette approche réduit le travail exigé en installant le programme original. Les méthodes formelles
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en présence d'incertitude dans le processus d'établissement d’ordonnancement exigent plus de
travail et de prétentions. Tandis que cette approche simple pourrait étre défendue selon [LIT 06],
elle a deux inconvénients : D'abord, l'utilisation des durées prévues des taches a typiquement
comme conséquence des programmes excessivement optimistes pour l'accomplissement du
projet. En second lieu, l'utilisation des durées simples des taches produit souvent un ensemble
rigide et inflexible de la part des planificateurs. Comme les conducteurs des travaux apprécient
I’utilisation des durées des taches variables, ils peuvent desserrer la confiance au réalisme d'un
programme basé sur le principe de contréle continuel, de surveillance et de mise a jour du
programme a la lumiere de lI'impératif réel d'expérience. Autrement dit, le programme de projet
est rapidement périmé.

Une deuxieme approche simple qui contourne l'incertitude meérite également la mention.
Beaucoup de directeurs identifient que [l'utilisation des durées prévues peut avoir comme
consequence des programmes excessivement optimistes, ainsi selon [HEN 03] ils incluent une
allocation d'éventualité dans leur évaluation des durées des taches. Par exemple, une tache avec
une durée prévue de deux jours pourrait étre programmeée pendant une période de 2.2 jours.
L'application systématique de cette éventualité aurait comme conséquence une augmentation de
dix pour cent du temps prévu pour 1’accomplissement du projet. L’objectif de l'utilisation de
cette heuristique d'éventualité est d’avoir des programmes plus précis, il est probable que les
méthodes d'établissement du programme formelles qui incorporent l'incertitude plus
formellement soient utiles pour obtenir une plus grande exactitude ou en comprenant les effets du
retard des taches.

L'approche formelle la plus commune pour incorporer l'incertitude dans le processus
d'établissement du programme d’ordonnancement est de I’appliquer tel qu’il est décrit dans la
section V.3 du chapitre Ill, ensuite analyser les résultats d'une perspective probabiliste. Ce
processus est désigné habituellement sous le nom de methode PERT-Temps aléatoire (The PERT
Three-Estimate Approach) [MOJ 05].

L'évaluation est une activité fondamentale dans la planification du projet, et Il'effort
considérable a été dépensé pour concevoir les modéles formels d'évaluation. Toujours, dans la
plupart des cas, I'évaluation est effectuée officieusement, en utilisant I'expérience, intuition,
probablement quelques données historiques. Cette approche est connue en tant qu'évaluation
experte [JOR 04a], signifiant qu'un ou plusieurs experts fournissent une évaluation basee sur leur
expeérience.

Bien que largement adoptée, I'évaluation des experts est loin de la perfection. Une issue
importante avec l'expert est que I'évaluation manque du réalisme [JOR 04c], [JTM 04b]: les
experts sont souvent trop optimistes (des temps estimés sont souvent excédes) et présomptueux
(ils fournissent les gammes étroites pour leur évaluation, méme devant l'incertitude élevée).
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11.1 Evaluation des durées des taches

La durée d’une tache est le temps écoulé requis pour la réalisation de cette tache.
Selon [RUL 00], estimer la durée est probablement I'un des dispositifs les plus critiques de CPM.
Plusieurs raisons poussent le manager de projet a écarter la réalisation d’un calendrier rigide.

Pour cette raison, PERT propose une technique d’évaluation des taches basée sur trois
estimations de la durée d’une tache donnée.

[DH 02] explique que chacune des trois évaluations de temps assume un niveau statique
d'utilisation de ressource. Les évaluations devraient étre aussi bonnes que possible parce que les
résultats de PERT dépendent directement d'elles. 1l n'est pas facile d'obtenir des évaluations
précises. Elle exigera la recherche, la collaboration avec des membres d'équipe de planification,
et de réalisation.

Ces trois évaluations devraient répondre aux criteres suivants :

1) le temps optimiste : la période de temps minimum pour que la tache soit accomplie, c.-a-d., le
temps qu’elle prendrait pour son exécution si tout allait mieux que prévu (cette estimation est
notée a)

2) temps le plus susceptible : la meilleure évaluation de la période de temps ou la tche peut étre
accomplie, c.-a-d., la plus probable (cette estimation est notée m)

3) temps pessimiste : la période de temps maximum que prendrait la tiche pour qu’elle soit
accomplie, c.-a-d., la plus pessimiste (cette estimation est notée b).

Ces nombres (a, b et m) peuvent étre obtenus, par exemple, en questionnant les chefs
d’ateliers, de chantiers, de laboratoires, etc. qui exécutent les tdches ou bien en utilisant les
formules de probabilités qu’on va citer dans ce qui suit.

Il est acceptable d'énoncer ces évaluations en jours, semaines, ou mois aussi longtemps
que la mesure est employée uniformément. Une fois que faites, les évaluations de temps de la
tache sont connexes et ne devraient pas étre changées. Les rapports suivants de temps doivent
étre respectés: a< m<b

Freguency
Distribution of Passible
Activity Times

Freguency

E R e EEE R |

Figure 1V.1. Distribution du temps des activités tiré de [KIM 01].
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Les valeurs relatives (positions) de a, de m, et de b sur chaque distribution, naturellement,
dépend du jugement et des calculs de I'estimateur. Une fois qu'établies, leurs positions relatives
sur la distribution affectent la valeur ou la position du t..

Pour l'usage du procédé de PERT, une évaluation de t. (temps moyen de la tache) se
calcule comme suit :

_(a+4m+Db)
T e
Si on connait les distributions des durées des taches, on peut calculer la durée moyenne et

t

la variance pour chaque tache. Mais lorsqu’on ne posséde aucune statistique a 1’avance, on peut
faire appel alors a une distribution de fréquence f(x) qui a les propriétés suivantes :
- La probabilité est nulle lorsque la tdche demande un temps supérieur a une durée

pessimiste b et inférieur & une durée optimiste a.

- Le temps pessimiste b est la durée la plus longue pour une tache, autrement dit le temps
probable plus toutes les majorations dues aux événements redoutés.

Le temps optimiste a est la durée la plus courte pour une tache, autrement dit le temps
probable moins toutes les diminutions dues & des circonstances favorables et sans événements
défavorables.

- Il existe un temps réaliste qui est la durée la plus probable pour une tache donnée et on le
note m.

- L’écart entre la durée maximale b et la durée minimale a d’une tiche est censé

représenter six écarts-types de la distribution.

11.1.1 Lafonction Béta ()

La fonction p(p, q) est définie par :

T(p)I'(q)

, p,g>0
I(p+a)

B(p.a) = [x"H(1-x)""dx =

Un changement de variable de la forme :
b p-1

u=1"2 donne L(p,q) = I(x—a) (b —x) dx
b—-a A

(b—a)Pt
De sorte que sa densité de probabilité soit :
(x-a)" (b—x)""

f(x) =1 (b-a)""*"B(p,q)
0 sinon

ADensité de probabilité

si xe[a,b]

durée
————— >
60 (x)
Figure 1V.2. La loi Béta.
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La maximum de f(x) est atteinten m = (@-Da+(p-1)b ,

p+q-2
_ _ 2
on vérifie que E(x) = a L P ety ()=o) = P4
p+q (p+a) (p+q+1))
En écrivant que b-a égale 6 écarts-types, (b-a = 6 o (x)), il s’ensuit le choix 1 p=3 +~/2 et
a+4m+b (b—a)’

p=3-+/2, alors E(x) = etV(x)=c’(x) =

36
Pour chaque tache A, on détermine les estimations des quantités a, b, puis m et on déduit

des formules précédentes, les estimations de sa durée moyenne E (A) et de sa variance 6*(A) .

La durée moyenne de tout le projet E (P) et la variance o°(P) sont alors respectivement la

somme des durées moyennes et la somme des variances des taches critiques.
Sachant que :
Si
. X1, Xa, ..., Xp sont des variables aléatoires indépendantes de méme lois de probabilite,

. la somme Y =zi=lnXi est une variable aléatoire d’espérance E(Y), et d’écart-type

a(Y),

alors

la variable aléatoire centrée réduite T = (Y-E(Y))/ o(Y)tend vers une loi normale lorsque

n tend vers 1’infini,
et supposant que le chemin critique comporte un grand nombre de taches, on peut déduire de la
table de Laplace-Gauss, la probabilité de réalisation du projet en x unités de temps en passant a la
variable centrée réduite :

[ (6E(P))
a(P)

Mettons a I’application toutes ces connaissances et considérons 1’exemple suivant ; les valeurs
moyennes des durées des taches sont calculées en utilisant la formule :

a+b+4m _

E(x) = te

2
Et les variances par la formule : o’ (X) = (%)

a, b, m étant connus pour chaque tache, et que 1’on ait obtenu les résultats suivants de I’exemple
tiré de [MOU 02]:
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Téache a b m Durée Anté.

o 0 0 0 0 - 0
A 7 19 13 13 o 4
B 3 15 9 09 a 4
C 4 40 16 18 a 36
D 6 24 12 13 B 9
E 4 28 7 10 B 16
F 1 7 04 04 AE 1
G 3 27 9 11 CE 16
H 2 20 5 07 C 9
| 4 28 7 10 D 16
J 7 25 10 12 H 9
K 7 37 4 10 F 25
Q 0 0 0 0 1,J,K 0

E(x) V(x)

Table 1V.1. Table des antériorités et les durées calculées a partir de a, b et m.
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Figure IV.3. Graphe des potentiels correspondant au tableau 1V.1.

En utilisant ces durées moyennes les taches critiques sonte, C, G, J et .
La durée moyenne de réalisation du projet est égale a la somme des durées moyennes dea, C, G,
Jetw,donc: E (x)=0+18+11+12 =41.

La wvariance est égale a la somme des variances dea, C, G, J et o

donc :6%(x) =0+36+16+9+0 =61. L’écart type o = \/o*(X) = 7,81.
x—E(X)
o(x)
et on peut trouver dans une table de Laplace-Gauss (voir annexe) la probabilité pour que le projet
soit exécuté en un temps donné, par exemple :

On calcule la valeur centrée réduite t =

72



Durée du projet Valeur centrée réduite Probabilité
P(+t)=1-P(-t)
35 t=(35-41)/7,81 = -0,76 P(-t)=1-P(+t)
=22,36 %
37 t=(37-41)/781 = -0,51 P (-0,51) = 30,50 %
39 t=(39-41)/7,81 = -0,25 P (-0,25) = 40,13 %
41 t= (41-41)/7,81=0 P (0) =50 %
43 t= (43-41)/7,81= 0,25 P (0,25) = 59,87 %
45 t= (45-41)/7,81= 0,51 P (0,51) = 69,50 %
47 t= (47-41)/7,81= 0,76 P (0,76) = 77,64 %
etc.

Tableau 1V.2. Récapitulation de la probabilité correspondante a chaque durée totale
choisie pour le projet.

La probabilité de réalisation du projet avant la date 35 n’est que 11,51%. Il y a prés de 90
chances sur 100 que le projet ne soit pas terminé. Par contre il y a prés de 89% de chances que le
projet soit réalisé avant la date 47.

Ces résultats, servent, pour la personne chargée de la réalisation, a prendre les décisions
adéquates. Si le contrat est assorti de pénalités de retard trés lourdes, il faut chercher alors a
savoir si ’on a intérét a accélérer les travaux malgré 1’augmentation de co(t qui peut en découler.

11.2 Discussion

Contréler le projet est d'une importance cruciale pour les organisations et est une
préoccupation de premier ordre pour le gestionnaire de projet confronté a une économie mondiale
oul faibles colts et qualité sont les mots- clés de la performance [CGP 1998]. Etant donné que la
qualité est difficilement mesurable, I'essentiel des recherches en controle de projet portent sur
I'évolution des délais et des codts.

Sans pour autant chercher a faire l'inventaire de tous les projets ayant échoué, on peut
retenir qu'en gestion de projet le dépassement des délais ou des codts est frequent et le respect des
contraintes budgétaires et temporelles, plutdt exceptionnel. En effet, les projets doublent en
général leur temps prévu de réalisation et dépassent leur codt de 40 % [MH 87].
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Il est toutefois intéressant de jeter un regard critique sur la méthode PERT a trois
estimations pour relever les insuffisances qui compromettent la validité de prédiction de
performance de l'outil dans un contexte d’interdépendance des chemins du graphe PERT et son
efficacité dans la prise de décision en contexte d'incertitude sur le projet.

Dans le cas particulier des projets, la performance va se mesurer via le triangle vertueux
«colt — délai —qualité» que les professionnels appellent encore «Sainte Trinité» [KD 00]. La
performance d'un projet est donc mesurée en termes de temps de réalisation du projet, du colt du
projet et de sa qualité.

I1.2.1 Critiques de ’approche PERT probabiliste

PERT repose sur l'estimation de trois durées pour déterminer les durées espérées de
chaque activité et la durée totale espérée du projet ainsi que la variance de délai : les durées de
réalisation optimiste (a), la plus probable (m) et pessimiste (b). On comprend aisément que si des
erreurs entachent les données de base du PERT, elles remettent en cause la probabilité plus juste
de compléter le projet a temps, compte tenu du biais systématique qu'elles induisent dans le
calcul de la durée totale espérée du projet et de sa variance [IKA 04].

Nous dressons dans ce qui suit un ensemble de points qui nous semblent fondamentales et

qui remettent en cause 1’approche probabiliste du PERT.

e Erreurs potentielles liées a I'inexactitude des estimations (a), (b), et (m)

L’estimation des données de base (a), (m) et (b) du PERT est en général un défi de taille
pour le gestionnaire de projet. Il est fréquent de constater que les trios (a), (m) et (b) sont
présentés systématiquement sous une forme réguliere et symétrique, du type 20, 30, 40. C’est
pour résoudre ce probleme que certains auteurs ont proposé de remplacer les valeurs certaines (a)
et (b) en pour cent d’ordres 5% et 95% respectivement ou encore 10% et 90%. D’ou une source
d’erreur [PES 07].

En considérant la possibilité d'avoir des estimations incorrectes, il semble peu sdr
d'obtenir les paramétres exacts de la présumée distribution béta de la durée des activités.

Evidemment, l'estimation dépend de l'expérience de la personne en charge. Les
estimations peuvent étre invraisemblablement optimistes ou bien pessimistes compte tenu de
I'élément humain ou de la subjectivité qui les entoure. Et la corrélation entre I'expérience acquise
dans la gestion de projets similaires d'une part et la qualité des estimations de durée des activités
d'un projet novateur d'autre part n'est peut-étre pas forte. A tout ceci, il faut ajouter le risque de
gonflage des durées par le gestionnaire qui veut se donner une marge de sécurité assez large. .
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Prendre en consideération les erreurs potentielles qui entachent la détermination des durées
esperées et des variances de la durée des activités prises individuellement ne suffit pas. Il faut
encore tenir compte des erreurs liées a la configuration particuliere des réseaux dans PERT.

e Le déterminisme dans la détermination du chemin critique

La détermination du chemin critique dans PERT porte sur les durées espérées des activités
de sorte que I'élément stochastique, soit la variance des durées des activites, n’est pris en compte
gu’en fin d’analyse dans le calcul de la probabilité de compléter le projet a temps [ROB 97]. En
conséquence, lI'analyse du chemin critique est réduite a une forme déterministe comme dans CPM
: un déterminisme qui handicape le probabilisme de PERT [RUL 00].

Il en résulte que la durée totale du projet dans PERT est en général plus petite et jamais
plus grande que la durée réelle du projet au temps t. En effet, «les retards provoqués par
I’imprévu et les vents adverses sont souvent plus longs que les avances dues a la bonne chance ou
a un Eole collaborateur» [NOP 99]. La durée totale espérée du projet dans PERT subit en général
un biais vers la gauche de la distribution soit vers le temps optimiste. C’est ce qui fait dire a
Soroush [SOR 94] que I’approche classique dans le PERT conventionnel ignore le fait que le
probabilisme des durées des activités donne de fortes chances a une pluralité de chemins de
devenir potentiellement critiques et de ce fait, conduit a une estimation plut6t excessivement
optimiste de la probabilité de compléter le projet a temps. C’est 1a une autre source d’erreur.

Archibald et al. [AV 67] suggerent notamment de remplacer le concept de chemin critique
par le concept plus valide d’activité critique dans la mesure ou dans un modéle stochastique,
chaque chemin a un moment t donné, a une probabilité spécifique de devenir le chemin le plus
long. Le chemin critique déterminé dans PERT n’étant pas nécessairement le plus long, donc pas
nécessairement critique. En d’autres termes, le chemin critique déterminé dans PERT ne
comprend pas nécessairement les activités critiques, celles-la mémes qui sont les seules censées
retenir particuliérement 1’attention du gestionnaire de projet s’il veut éviter tout retard dans

I’exécution du projet. C’est 1a une autre source d’erreur.

e L'interdépendance des chemins ou la corrélation des chemins
Deux ou plusieurs chemins peuvent partager des activités en commun. lls sont donc
interdépendants ou corrélés. Les chemins du réseau ne sont donc pas toujours indépendants du
point de vue de leur durée, comme le présuppose PERT dans la détermination du chemin critique.
Par conséquent, si un chemin a une tres grande durée, les autres chemins qui ont avec lui
des activités en commun pourraient peut- étre avoir une longue durée aussi [JOR 04c].
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e Erreurs potentielles liées a I'hypothese de la distribution béta
L'une des hypothéses fondamentales du PERT est la distribution béta de la durée des
activités (Figure 1V.4).

*

a m

‘II'

Figure 1V.4. Courbe de la aistribution Béta tiré de [IKA 04].

Archibald et al. [AV 67] rappellent qu'étant donné que la forme réelle de la distribution
des durées des activités reste probablement inconnue et compte tenu des propriétés présumées de
la distribution d'une activité supposer a priori que la distribution de la durée d'une activité suit
une loi béta est potentiellement source d'erreur.

La moyenne et la variance de la distribution béta ne suffisent pas a elles seules pour
caractériser une seule et méme distribution béta de la durée des activités, I’exigence d’asymétrie
excluant le modéle normal ou la moyenne et la variance déterminent une seule distribution (voir
Figure IV. 5).
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Figure 1V.5. Exemple de distributions possibles.

Pourtant pour des raisons pratiques, il s'avérait inévitable de caractériser la durée d'une
activité par sa moyenne et sa variance uniquement. D'ou une autre source d'erreur [JOR 04a].

Troisieme source d'erreur : des distributions comme la distribution triangulaire qui
satisfont autant sinon parfois mieux aux propriétés susvisées ont des moyennes et des variances
tout aussi différentes de celles de la loi béta.

76



Toutefois, I’hypothése de la distribution béta ne porte pas trop a conséquence étant
entendu qu’elle répond a I’exigence d’asymétrie de la fonction de densité et justifie I’expression
de la durée espérée en fonction du mode (m) et des valeurs extrémes (a) et (b). De toute fagon, les
erreurs liées a la distribution béta sont jugées négligeables par rapport aux erreurs qui suivent.

e Erreurs potentielles liéesa c et a t,

En prenant la durée minimale de I'activité si tout se passait exceptionnellement bien (a), la
durée de I'activité si I'on rencontrait des difficultés en cours de réalisation (b) et la durée la plus
vraisemblable, la plus attendue par le gestionnaire de projet (m), PERT détermine la durée
espeérée (te) de chaque activité et sa variance. Il est en effet plus intéressant de se fier a la valeur
du temps espéré des activités que de s'en tenir aux valeurs extrémes de la distribution des durées
des activités, la moyenne étant généralisatrice et compensatrice.

En considérant a priori que la distribution de la durée d'une activité suit une loi béta et
sachant que I'expression de la fonction de densité de cette loi est bien connue, on s'expose a deux
sources d’erreurs :

Premiere source d'erreur, I'écart - type de la durée d'une activité a été supposé égal a (b —
a)/6 comme expliqué précédemment. Ce n'est certainement pas la vraie valeur de I'écart - type
d'une distribution bétal

Deuxiéme source d'erreur, l'approximation linéaire t.=(a+ b+ 4m)/6 faite pour
la vraie valeur du temps espéré qui est plutét une racine d'une équation cubique. D’ou
I’incompatibilité des formules du temps espéré et de 1’écart- type dans la pratique [PES 07].

. Erreurs lices a [’hypothese d’indépendance des durées des activités
L’hypothése d’indépendance des durées des taches critiques est peu vraisemblable. Les rigueurs
du climat par exemple, peuvent affecter de la méme maniere plusieurs taches et amener les
responsables a accélérer le projet. L’effet net des facteurs inflationnistes et déflationnistes sur la
duree totale du projet serait négligé si des durées de taches étaient supposées indépendantes [JOR
04b].

11.2.2 Quelques suggestions

Pour remédier aux insuffisances qui entachent la méthode PERT stochastique, [MBBO 10]
proposent un ensemble de suggestions qui sont les suivantes :
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e Une technique du PERT avec deux estimations

Etant donné les sérieuses difficultés éprouvées par les gestionnaires de projet pour obtenir
I'estimation du temps le plus probable et attendu que dans la pratique, «le temps le plus probable
est généralement le temps le plus improbable», ne serait- il pas indiqué d'envisager une technique
du PERT avec deux estimations : la durée optimiste (a) et la durée pessimiste (b) ? En
considérant une distribution béta de la durée des activités, Golenko- Ginzburg [GOL 88] observe
que l'estimation de la durée la plus probable (m) d'un ensemble de réseaux de projets est
«pratiqguement inutile» et que leur valeur (m) est souvent proche de (2a + b)/3, et qu'en plus, il
n'y a aucune différence statistique significative a utiliser les valeurs de (m) plutdt que les valeurs
calculées. 1l en déduit les formules suivantes des durées espérées et des variances :

t.=0.2(3a + 2b) et ¢°=0.04(b —a)®

Le PERT avec deux estimations a l'avantage de simplifier I'analyse sans pour autant affecter les
parametres du projet et offre I'opportunité d'une approche combinée PERT/CPM de gestion des
délais/codts du projet, quel que soit son environnement.

e L'approche combinée PERT/CPM et Il'analyse du compromis entre allocation de

ressources et risque de retard du projet

PERT et CPM, comme on l'a vu, sont deux techniques concourantes et synergiques.
Pourquoi ne pas tenter de les combiner pour en exploiter les forces et corriger les faiblesses?
MacLeod et Petersen [MP 96] se sont penchés sur la question.

En remarquant que PERT et CPM reposent au total sur une seule estimation de temps soit
le temps espéré (te) dans PERT et le temps normal (n) dans CPM et que PERT et CPM ont aussi
une limite inférieure de durée pour les activités du projet soit le temps minimal de réalisation de
I'activité (c) dans CPM et le temps optimiste (a) dans PERT, on peut valablement accepter avec
MacLeod et Petersen [MP 96], I'hypothese que te = n et a = ¢. En un mot, les temps espérés
calculés dans PERT sont pour PERT ce que les temps normaux sont pour CPM et la duree
minimale d'une activité est pour CPM ce que la durée optimiste est pour PERT.

Avec une telle hypothese, il est désormais possible de calculer les effets de I'allocation de
ressources supplémentaires sur la probabilité de compléter le projet a temps. L'approche
combinée PERT/CPM permet alors de bénéficier de I'analyse du compromis codt/durée que seul
CPM permet et d'évaluer les chances de compléter le projet a temps (ce qui n'est possible qu'avec
PERT), le tout en utilisant un systeme basé sur le compromis entre allocation de ressources et
risque de retard du projet.
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e La prise en compte de I'hypothese de dépendance des durées des chemins dans la
détermination de la durée totale du projet et de sa variance

L'hypothese d'indépendance des durées des chemins est sujette & des erreurs dans
I'appréciation du risque de retard du projet. C'est ce qui justifie I'opportunité de la prise en compte
de I'nypothése inverse de dépendance des durées des chemins. Evidemment en considérant
I'nypothése plus plausible de corrélation des durées des chemins du réseau, on améliore les
chances d'obtenir une probabilité plus juste de compléter le projet a temps. Seulement prendre en
compte l'interdépendance ou la corrélation des durées des chemins, c'est accepter de faire face a
un calcul fastidieux et compliqué des chances de compléter le projet en dedans du temps t donné
compte tenu de la nature multi-activités et multi-chemins du réseau.

Plusieurs chercheurs ont étudié le probleme et ont suggéré de recourir si l'envergure du
projet l'autorise, a la simulation de Monte Carlo, ou a une approximation par des heuristiques ou
encore de borner la probabilité de compléter le projet a une date t donnée dans un intervalle.
Cette derniére méthode (I’algorithme du Probabilistic Network Evaluation Technique) est
stochastique et les bornes inférieure et supérieure sont respectivement les probabilités de
compléter le projet dans les hypothéses d’indépendance et de dépendance statistique des chemins
[AAC 75].

e La construction d'un intervalle de confiance autour du PMB (Performance Measurement
Baseline) dans les conditions d'une distribution béta de la durée des activités, de
I'interdépendance des durées des chemins, du PERT a deux estimés et du théoréme
central limite.

Le PMB est le colt planifié (P), abstraction faite des provisions et des frais généraux. En
tant que tel, le PMB est directement lié a la valeur acquise ou gagnée du projet soit V. D'un point
de vue pratique, la valeur n'est gagnée que si les lots de travail ont été livrés [PES 2007].

11.3 Résolution par simulation

[FSKM 03] présente une approche qui consiste a simuler un grand nombre de réalisations
potentielles du projet étudié et a en tirer un certain nombre d’enseignements.

Pour simplifier, supposons que la durée estimée de la tache A soit 8, 9 ou 10 jours avec
des probabilités respectives de 20%, 50% et 30%. Si I’on fait 100 réalisations potentielles, dans
20 des réalisations, la durée de A devra étre de 8 jours, dans 50 de 9 jours et dans 30 de 10 jours.
Les fonctions aléatoires habituelles (random, alea) permettent de générer un nombre aléatoire
entre 0 et 1. Pour fixer la durée de A, on établira la correspondance suivante :

- si le nombre aléatoire est inférieur a 0,2, la durée sera 8 jours ;

79



- si le nombre aléatoire est entre 0,2 et 0,7, la durée sera 9 jours ;
- si le nombre aléatoire est supérieur a 0,7, la durée sera 10 jours.

Pour simuler une réalisation potentielle, on va ainsi tirer la durée de chacune des taches,
en respectant sa loi de probabilité et calculer les dates induites par ces durées. Mais il est
impossible d’affirmer quoi que ce soit au vu d’une seule simulation. Pour vérifier q’un dé n’est
pas pipé, un seul lancer ne suffit pas. On doit effectuer un grand nombre de lancer et vérifier que
les faces 1, 2, 3, 4, 5 et 6 sortent sensiblement avec la méme frequence. On doit de méme
effectuer un grand nombre de simulation au moins 100). A partir de ces valeurs, on peut calculer
la moyenne et 1’écart type des dates au plus tot de chaque tache et de la durée du projet.
Comptabiliser le nombre de fois ou une tache est critique permet de déterminer la probabilité de
criticit¢ d’une tache. Selon la manic¢re dont les durées vont interagir, les chemins critiquent
peuvent étre différents.

Les renseignements obtenus par cette approche sont plus riches que ceux apportés par
I’approche analytique. Les calculs d’un PERT sont trés rapides (ils sont proportionnels au
nombre de liaisons entre taches). Il nous semble qu’ici la simulation est a préférer a la méthode
analytique [FIN 02].

Il Le PERT colt

La plupart des chefs de projet sont confrontés a un travail double. Chacun d’eux est en
grande partie responsable de commander financierement les ressources de son entreprise, et il
doit fournir un produit ou un service au codt minimum.

Le systéeme d'analyse du codt de I’ordonnancement avec un réseau de PERT-temps doit
satisfaire ces deux besoins [LIN 03].

Dans un projet, les codts sont associés a chaque tache. Ceux-ci représentent les dépenses
engagées pour le travail effectué et pour les matieres premieres utilisées. Il sera souvent possible
de raccourcir les durées d’exécution des taches en prévoyant une plus grande quantité de main
d’ceuvre ou en utilisant des mati€res premieres plus onéreuses [PRI 74].

En régle générale, dans le cas de 1’ordonnancement relatif au colit deux probléemes
surgissent :
- comment diminuer le colt global du projet ?,
- et comment accélérer le projet au moindre colt ?
En fait, les réalisateurs du PERT-co(t (département de la défense et de la NASA) se sont

penchés sur 1I’étude de ce probléme dés les années soixante du vingtiéme siécle.
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Le principe de la réponse aux questions précédentes est d’étudier la relation qui
existe entre la durée d’une tache et son colt. On associe alors, a chaque tache un colty,
fonction de sa durée t.

La courbe des cofits d’une tache en fonction de sa durée a en général 1’allure de la figure

. A
IV.6: 7
Codt accéléré
de A Va \P
AN
N
7/ v N
AN
N
Codt normal de A 5, "\Q 5
t, t t, t
Durée accélérée Durée normale

Figure IV.6. Courbe des colts y d’une tiche A en fonction de sa durée.

Le colit diminue avec 1’augmentation de la durée jusqu’a un certain seuil, apres lequel le
co(t a tendance a augmenter. Dans les calculs qui vont suivre, cette courbe est approximée par le
segment de droite PQ qui a comme équation :

_ t —7.t
7/:7n Yay  Zahn 7aa,t€[ta,tn]et7€[}/n’7a]
tn_ta tn_ta

ta est la durée accélérée de la tache et y, son codt acceléré, t, est la durée normale de la tache et
7, son colt normal.

L’approximation de la courbe par le segment de droite PQ fournit des résultats approchés,
or elle rend de grands services pour la résolution des problémes cités avant.
Le gain unitaire pour une tache i est alors, la pente de la droite :

co(it accéléré — codt normal
G.Ui =

temps acceéléré — temps normal

Dans le probléme d’ordonnancement, on peut ainsi modifier les durées des taches selon le
contexte économique : Si la tache est rallongée de t-t, unités de temps, le cout d’exécution du
projet diminuerade y, —y .
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Revenons maintenant aux deux questions précédentes. Nous allons d’abord dans la
premiére phase diminuer le codt total du projet en prenant le programme accéléré, puisque les
durées des taches sont moins que celles du programme normal. Ensuite nous allons prendre
uniquement dans la deuxieme phase les taches critiques du programme normal et on diminue
autant que possible la durée de chaque tache et on calcule le colt correspondant.

Il s’agit donc, de choisir le projet le moins cher parmi les plus rapides ; soit de maniére
plus générale, d’arbitrer entre la durée globale et le cofit global du projet, sans gaspillage, en
sélectionnant le projet le moins cher pour une durée donnée (ou le plus court pour un co(t
donné).

I11.1 Diminution du co(t total du projet

Pour diminuer le colt global d’un projet, on doit avoir le programme normal et un
programme accéléré ou les duréees des tadches sont moins que les durées du programme normal
alors que le colt de chaque tache est plus éleve.

On prend le programme accéleré uniquement, on peut diminuer son coQt en allongeant la durée
des opérations non critiques : I’algorithme consiste a annuler les marges du projet, c. a. d.:

1. Annulation des marges libres.

2. Obtenir un nouveau programme.

3. Annulation des marges totales.

I11.2 Diminution de la durée au moindre co(t

La deuxiéme technique, qui aboutit au méme résultat que la premiére consiste a prendre
I’ordonnancement normal et savoir pour chaque durée accélérée possible du projet, le codt
minimum correspondant. La diminution consiste uniquement les durées des taches critiques.
Cette technique comporte les étapes suivantes :

1. Déterminer I’ordonnancement normal du projet.
2. Déterminer I’opération critique dont le colit unitaire de raccourcissement est minimum.
3. Diminuer le plus possible la durée de cette tache tant qu’aucune autre tiche ne devient
critique.
Déterminer a nouveau 1’ordonnancement et aller a 2 jusqu’a ce qu’il n’y aura plus de tache a
diminuer sa durée.
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IVV. Ordonnancement de projet & moyens limités

Le probléme d’ordonnancement de projet a moyens limités ou RCPSP pour Resource
Constrained Project Scheduling consiste en 1’ordonnancement d’un ensemble donné de taches
sur une ou plusieurs ressources dont la capacité est fixée et connue. Les taches sont liées entre
elles par des contraintes de précédence, et chaque tache nécessite une quantité donnée de chacune
des ressources tout au long de son exécution. L’objectif de la fonction économique est de
minimiser la durée totale du projet.

Une instance de RCPSP peut se formuler comme suit :

Un projet est la donnée d’un ensemble A= {1, ..., n} de taches et d’un ensemble R= {1,
..., m} de ressources. Une quantité constante Ry d’unités de ressource k € R est disponible a
chaque instant. Toute tache i € A doit étre exécutée une et une seule fois et sans interruption, en
pi unités de temps. Durant ce temps, i monopolise alors une quantité positive ou nulle ri d’unités
de chaque ressource k. Enfin, une relation de précédence entre les taches est modélisée par un
graphe oriente acyclique (A; E).

Le probléme d’ordonnancement consiste alors a caractériser le n-uplet des dates de debut
d’exécution des taches S = (S, Sy, ..., Sp) de sorte que :

— atout moment et pour toute ressource Kk, la quantité d’unités de ressource k utilisée par
toutes les tiches en cours d’exécution est inférieure ou égale a la capacité de k ;
— pour tout arc (i; j) € E, I’exécution de la tiche j ne peut commencer qu’apres la complétion de i, a

savoir S; > Si+ p;;

— la date d’achévement C..=max {Si+ pi | i € A} du projet est minimale [DEM 01].

Le RCPSP est un probléme d’optimisation NP-difficile en raison de sa nature fortement
combinatoire [GJ 99]. De ce fait, les méthodes arborescentes telles que la méthode de séparation
et évaluation, sont des outils privilégiés pour sa résolution de maniére exacte.

[NSZZ 03] propose un état de I’art sur I’ordonnancement de projet avec crénaux de
ressources (time windows) et ressources critiques (scare ressources). De nombreuses méthodes
exactes et heuristiques y sont proposées pour différents critéres d’optimisation qui ont été
identifiés important pour les applications.

Un grand nombre de méthodes ont été développées pour tenter de trouver le meilleur
ordonnancement possible. Ces méthodes peuvent étre regroupées en deux classes :

- les méthodes exactes qui trouvent une solution optimale et prouvent leur optimalité

(approches analytiques, combinatoires ou optimales)

- les méthodes approchées qui fournissent une bonne solution sans garantie d’optimalité

(heuristiques et méta-heuristiques) [PAR 05].
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V Ordonnancement avec contraintes disjonctives

Les problemes d’ordonnancement en présence des ressources sont généralement NP-
complets, y compris lorsque toutes les ressources existent en quantité unitaire (problemes
disjonctifs traités dans cette section). Il n’existe donc pas d’algorithmes pour trouver la solution
optimale, quel que soit le probleme, avec un temps de calcul raisonnable.

Une contrainte disjonctive entre A et B interdit 1’exécution simultanée de A et B. On
trouve de telles contraintes lorsque les ressources considerées sont en quantité unitaires.

[FIN 02] présente le probleme en le modélisant par un programme linéaire avec des
variables 0, 1. Aprés avoir organiser les taches en niveaux il dresse deux types de variables de
décision :

- Fjladate de fin au plus tot de la tache i.
- Xij variables bivalentes définissant I’ordre de passage des tachesiet] :

- Xjj= 1si i précede j,

- Xj; =0 sinon.

L’objectif est de minimiser la date de fin de la tache finale {Min Fy}.

Nous devons introduire des contraintes entre les dates d’achévement de deux taches i et j
qui se suivent (contrainte de type 1). Pour chaque relation de précédence :

Sii precede jonaF;>F;+t.

Pour chaque disjonction entre i et j (i < j) il faut de plus traduire les conditions
suivantes (contraintes de type 2) :

- siiprécedej (x;j=1)alors Fj > F; + tj;
- sijprécede i (xi;=0) alors Fi > Fj + t;.

La résolution de ce genre de problémes se fait par la méthode de séparation et évaluation
et les temps de calculs deviennent prohibitifs lorsque le nombre de variables entieres en {0, 1}
croit.

VI Ordonnancement multi-projet

Un environnement multi-projet comprend plusieurs projets, chacun étant défini par un
ensemble d’activités déterminées et consommant des ressources pour leur réalisation respective.
Le probleme d’ordonnancement consiste a affecter les ressources entre les projets concomitants
selon I’avancement et la priorité accordée a chacun d’eux sans excéder le niveau de disponibilité
des ressources. L’avancement d’un projet particulier n’est donc pas indépendant de I’avancement
des autres projets. Le nombre et le contenu des projets sont rarement connus avec certitude au-

dela d’un horizon de planification a court terme ce qui rend 1’environnement dynamique [VGP
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00]. La mise en ceuvre de 1I’ordonnancement dans un environnement multi-projet se situe au
niveau des arbitrages entre les projets et concernent notamment :

o I’affectation des ressources sur différents projets (coordination),
o le phasage des projets et les priorités de réalisation a donner entre les projets,
« les synergies, synchronisations et interactions entre les projets,

I1 est bien clair que ce type de problémes, qui est le plus répandu dans 1’industrie, est peu
expose dans la littérature [DUM 92]. Les recherches en planification de projet se sont surtout
concentrées sur 1’ordonnancement de projet unique et statique multi- ressource ainsi que les
modeles d’ordonnancement d’ateliers. En raison de sa plus grande complexité et de la difficulté
toujours présente de résoudre les problemes plus simples de facon optimale, il est nécessaire de
recourir en pratique a une approche heuristique pour la résolution du probléeme
d’ordonnancement dynamique multi-projet [DUM 92] [MPP 94].

L’environnement aléatoire des projets complique le processus de planification et comme
il est nécessaire d’imiter le caractére stochastique d’un tel environnement, il convient bien

d’utiliser la simulation qui offre suffisamment de flexibilité pour aborder une telle problématique.
Le lecteur pourra trouver plus de détails dans [BBK 98] [DUM 92] [OUE 88] [MPP 94].

VII. Conclusion

L'approche formelle la plus commune pour incorporer l'incertitude dans le processus
d'établissement du planning est d’appliquer le processus d'établissement de la méthode du chemin
critique puis analyser les résultats d'une perspective probabiliste. Ce processus désigné
habituellement sous le nom PERT avec trois évaluations. Cette méthode était présentée en détail
et nous avons ensuite abordé les critiques qui touchent cette fameuse méthode. Nous avons
terminé cette étude par un ensemble de suggestions que nous avons vu necessaires pour la
correction des résultats fournis par la technique PERT. Une étude d’autres techniques basées sur
les principes de la simulation a été présentée dans ce chapitre.

Nous avons présenté rapidement, parmi les extensions du probleme central de
I’ordonnancement, la méthode du PERT-colt avec ses deux techniques de diminution du colt
global du projet. La prise en compte des ressources avec des moyens limités appelé RCPSP a été
abordée. Nous avons également étudié le cas des contraintes disjonctives et 1’ordonnancement
multi-projet qui sont des problémes NP-complet.

Rappelons que la gestion de projet ne se limite pas seulement aux seuls aspects
techniques, mais elle est aussi un probléme de management.
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Chapitre V

Construction d’un graphe PERT a partir du graphe
des potentiels
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I. Introduction

Les trois représentations (le diagramme de Gantt, le graphe des potentiels et le graphe
PERT) sont utilisées pour résoudre le probleme d’ordonnancement.

Chacune d’elles comporte des avantages et des inconvénients qui font qu’elles soient en
général utilisées toutes les trois en méme temps. En outre, selon la méthode de construction

utilisée, le probléme d’ordonnancement peut étre représenté par plusieurs graphes PERT.
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Le passage d’une représentation a 1’autre est tres utile pour en profiter des avantages de
chacune d’elles et éviter ses inconvénients. Dans ce chapitre on s’intéresse aux différents
passages entre ces représentations.

Dans la section suivante, nous introduisons quelques concepts préliminaires sur les

graphes adjoints qui sont nécessaires pour 1’exposé de notre approche.

Il Liens entre le graphe des potentiels et le graphe PERT

Les praticiens de la gestion de projet préférent utiliser la méthode PERT/CPM lors de la
phase planification malgré que le graphe de la méthode des potentiels est unique et facile a
dessiner alors que les graphes PERT/CPM sont infinis, difficiles a dessiner et la majorité des
praticiens n’arrivent pas a les dessiner correctement. Cependant, la présence des taches fictives
leur rend encore le probléme plus difficile a étre abordé surtout lorsque le nombre de ces taches
fictives est tres élevé avec des réseaux de tailles tres grandes.

Malgré ces contraintes, les spécialistes insistent sur 1’utilisation du graphe PERT et ils
présentent un certain nombre d’arguments qui justifient leur choix. Selon Fink et al. [FIN 02], le
graphe PERT/CPM est plus concis. En outre, Hendrickson et al. [HEN 08] explique qu'il est a
proximité du célebre diagramme de Gantt qui est encore utilisé a nos jours, et selon Yuval et
Sadeh [CS 07], la structure du graphe PERT est beaucoup plus adaptée a certaines techniques
d'analyse et d'optimisation des formulations.

Donc, notre travail, dans ce chapitre sera ax¢é sur la recherche d’un moyen de passer d’un
graphe facile, qui est le graphe de la méthode MPM, vers le graphe PERT/CPM qui sera correct
et qui respecte les contraintes de départ, a savoir les contraintes de la table d’ordonnancement,
mais avant de donner plus de détails sur un éventuel algorithme qui résout le probléme, étudions
d’abord les graphes adjoints de graphes.

111 Le graphe adjoint de graphe

Dans I’étude des graphes, le concept de distance d'un point & un autre joue un rdle tres
important [BOR 07]. De plus, dans certains probléemes il ne faut pas seulement savoir comment
les sommets sont reliés mais aussi comment les directions sont faites. Cette observation donne
une association entre un graphe adjoint L (G) et un graphe arbitraire G donné. Dans cette section
on se réfere a [BEN 01], [MBBO 06] et [MBBE 11].
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111.1 Définition

Soit G = (X, U) un graphe orienté simple ou multiple. On construit a partir de G un
graphe noté L (G), appelé graphe adjoint ou line graphe (graphe représentatif des arcs) de G
comme suit :

(1 Les sommets de L (G) sont en correspondance biunivoque avec les arcs de G. Pour des
raisons de simplicité, on donne le méme nom aux arcs de G et aux sommets correspondants
de L (G).

(1 2 sommets u et v de L (G) sont reliés par un arc de u vers v si et seulement si les arcs u et v
de G sont tels que I’extrémité terminale de u coincide avec I’extrémité initiale de v i.e. T (u)

= 1 (V).
111.2 Exemple

Soit le graphe G suivant:

Ol
b v.\ '
© | «©

Figure V.1. Un graphe G et son graphe adjoint L (G).

Selon R. L. HEMMINGER et al. [HB 83] Si G=(X, U) un graphe direct de n
sommets: X = {X,X,,..., X, } € m arcs.

Le graphe adjoint L(G) admet »’ sommets et m’ arcs et nous avons
immédiatement :

n’=m; m= Zn:d‘(xi).d+(xi) . Deplus si x’ est un sommet de L (G) (x’=(x;j, X;)) alors:
i1
d'x’)=d (x), et d* () =d" (x).

Parmi les applications des graphes adjoints on cite la coloration des arétes. Elle consiste a
affecter a toutes les arétes du graphe une couleur de telle sorte que deux arétes adjacentes ne
portent pas la méme couleur. L'indice chromatique du graphe G est le plus petit entier k pour
lequel il existe une coloration des arétes; on le note y (G). Sur le graphe ci-dessous, on a eu
besoin de trois couleurs pour colorer les arétes de telle sorte que deux arétes adjacentes ont des
couleurs différentes. Pour colorer les arétes d'un graphe, on peut se ramener au probléme de la
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coloration des sommets ensuite les arétes. Il suffit pour cela de travailler non pas sur le graphe
lui-méme, mais sur le graphe adjoint.

a Egr_’._._ ",,’ ey Gz’z ey
. TN\ | . \ @
5
- s ey ez N\
= ] . —» @ . s
ey » * esg * e3 ! '
y . ¢ eg
F e PN ', ) ! y —
3|/ aq ¥ Ves 0l Ves - )
Un graphe G Le grapL?é)adjOint Coloration (Ee(sGs)ommets de Coloratlodnedés aretes

Figure V.2. Exemple d’utilisation des graphes adjoints dans la coloration d'arétes.

Les graphes adjoints ont été tres étudiés mais nous ne donnons dans ce chapitre que les
résultats qui nous intéressent.

Par la définition, tout graphe G admet un graphe adjoint L (G) unique. Par contre, deux
graphes non isomorphes peuvent avoir le méme graphe adjoint.

Les graphes G1, G2 et G3 suivant ont le méme graphe adjoint H:
H:L(Gl) = L(Gz) = L(G3)

PN TN T
@ © ®

Figure V.3. Les graphes G; G, et Gz du graphe adjoint H.

1.3 Le probleme inverse

On pose le probléeme inverse suivant:

Etant donné un graphe H, est-il le graphe adjoint d’un graphe? Autrement dit, existe-t-il
un graphe G tel que L (G) soit isomorphe a H, ou H =L (G)?

Avant de répondre a cette question, donnons la définition d’une configuration « Z » et

« A))_
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111.3.1 Définition de la configuration « Z » et « A »

G admet une configuration “Z” si G contient 4 sommets a,b,c et d tels que si (a,c), (b,c)
et (b,d) sont des arcs de G, alors (a,d) »est pas un arc de G.
Dans le seul but de simplicité, on donnera le nom de barre du “Z” I’arc (b,c).

La configuration “Z” apparait lorsque 2 sommets ont des successeurs communs et des
successeurs non communs ou par symétrie lorsque 2 sommets ont des prédécesseurs communs et
des prédecesseurs non communs.

G admet une configuration « &» si G contient des arcs (a, b), (b, c) et (a, ).

a, >, C -b
b Z, d .
(a) La configuration“Z” (b) La configuration « VAN

Figure V.4. Les configurations « Z » et « 4 ».

I11.4 Quelques caractérisations des graphes adjoints

Les graphes adjoints ont été largement étudiés, mais nous ne donnons dans cette section
que les résultats qui nous intéressent et qui sont tirés de [BEN 01] et [MOU 02].

1. H est le graphe adjoint d’un graphe si et seulement si H ne contient aucune configuration ‘Z°.
2. H est le graphe adjoint d’un graphe G si et seulement si les arcs de H peuvent étre partition nés
en bipartis complets Bi = (X;, Yi), i=1,..., m, telsque XiN Xj= g etYiN Yj=¢, Vi j.

Les bipartis B; de H sont alors en bijection avec les sommets notés aussi B; qui ne sont ni
sources ni puits, deux sommets B; et B; de G étant relies par un arc de B; vers B; si et seulement si
les bipartis complets B; et B; de H sont tels que Yi (1 X;= ¢.

be "
e
Figure V.5. Un biparti complet B de H I’étoile de G
associée a B
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Exemple : /vp >e |y
¢
Soit le graphe H suivant \ / /

L’exemple est tiré de [MBBO 06]) :
( p [ ) 1
g
e

s

Figure V.6. (a) un graphe H.

- —Vb° » o'h
a ': . .;
- ]
. '
C.— - v
,‘ D LN
o g
4 ' e
d

Figure V.6. (b) La partition des arcs de H en bipartis complets. Les
arcs de chaque style de trait représentent un biparti complet.

Supposons que le graphe H est le graphe adjoint d’un graphe G qu’on doit chercher. Pour
cela, partitionnons les arcs de H en bipartis complets :

B1={(a), (b)} B2={(c), (a,d)}
Bs={(d), (&)} Bs={(e. 9). (N}
Bs={(b,f). (c.h)}  Bes={(h), (9)}

Le graphe G résultant tel que H=L (G) est:

Blobx\ﬁ5
B, 4/’6"”';/‘\ N

et+—q

/B4
€

Bs

Figure V.6. (c) Le graphe G construit a partir de son
graphe adjoint H de la figure V.6. (a).
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3. H est le graphe adjoint d’un graphe sans boucles si et seulement si H ne contient aucune
configuration « Z » ou «A»,

4. H est le graphe adjoint d’un graphe si et seulement si toute paire de sommets ayant des
successeurs communs ont tous leurs successeurs communs.

5. H est le graphe adjoint d’un graphe si et seulement si toute paire de sommets ayant des

prédécesseurs communs ont tous leurs prédécesseurs communs.
6. Si G est fortement connexe alors L (G) I’est également et vice versa.

7. L (G) contient un circuit hamiltonien si G contient un circuit eulérien.

Ainsi H n’est le graphe adjoint d’aucun graphe si est seulement s’il existe une paire de
sommets ayant des successeurs communs et des successeurs non communs ou des prédécesseurs
communs et des prédécesseurs non communs.

On se pose alors le probléeme de savoir comment transformer H pour en faire un nouveau
graphe qui est le graphe adjoint d’un graphe.

Dans le cadre des problemes d’ordonnancement, les éventuelles transformations doivent
naturellement préserver les contraintes de succession.

/

e X
X ,-"“:0’

[ ] ‘_‘-“ o
° a o R

\ ."‘

\ ."0 ° y
° L4 Yy .0‘

(a) x ety ont les mémes prédécesseurs (b) x et y n’ont pas les mémes prédécesseurs,
dans un graphe H. d’out la présence des « Z ».
[
[ /
X e

Ll
Xe T,
...

-..*
[ ]

(d) x et y n’ont pas les mémes successeurs, d’ou

X nt les mém .
(c) x ety ont les memes présence des « Z ».

Successeurs.

Figure V.7. Sous graphes contenant de la configuration « Z ».
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IV Algorithme de construction du graphe PERT a partir du graphe des potentiels

Dans les problemes d’ordonnancement de projet, le suivi opérationnel des taches est trés
important. Le chef de projet dresse le planning en utilisant la modélisation par les graphes.

Le dessin du graphe des potentiels est facile a cause de son unicité malgré le nombre
important d’arcs qu’il génere. Par contre le graphe PERT est plus difficile & cause des taches
fictives qu’il génére lui aussi. Mais les praticiens préférent travailler avec le graphe PERT parce
qu’il est simple a lire (chaque tache est représenté par un arc).

Nous avons présenté une technique nouvelle de dessin du graphe PERT dans le chapitre
I, et nous présenterons dans ce chapitre une deuxieme technique de construction du graphe
PERT en utilisant quelques résultats sur les graphes adjoints.

Le probléme qui se pose est le suivant : est ce qu’il y a une technique ou une méthode qui
nous permet de passer du graphe des potentiels (facile) au graphe des PERT (difficile) et qui aide
le praticien a le faire ?

De plus, est ce qu’on peut trouver un algorithme réalisant ce travail et qui peut étre
programmé sur ordinateur ?

Le probleme de passage du graphe des potentiels au graphe PERT est un sujet nouveau. Il
sera le cceur de notre recherche dans cette these.

On se pose alors le probleme de savoir comment transformer H (qui est le graphe des
potentiels) pour en faire un nouveau graphe qui est le graphe adjoint (graphe PERT).

Le probleme qui se pose, est ce que H contient des configurations Z ou non ? S’il ne
contient pas des Z il est alors adjoint et la transformation est immédiate. Mais s’il contient des Z
on est amené a éliminer la barre de chaque Z préservant naturellement les contraintes de
succession. Etudions chaque cas a part :

IV.1 Casou le graphe des potentiels est un graphe adjoint Code | Durée | Ant.
o 0 -
Construisons le graphe PERT a partir du graphe des potentiels g 2 Z
dans le cas ou celui-ci est un graphe adjoint. c 3 |ab
En vertu des résultats du paragraphe 11.3., on procéde comme suit : 2 ; i’ b
On partitionne les arcs du graphe des potentiels en bipartis f 1 |c
complets Bi= (X, Yi). ﬁ 2 g, f, g
Dans le graphe PERT que 1’on veut construire, chaque B; est représenté par JI :2.; g: I g
un sommet encore noté B; et sera le centre de 1’étoile. o 0 h i, j

Considérons la table d’ordonnancement suivante [AKR 07] :
Table V.1. Une table

d’ordonnancement
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Figure V.8. Le graphe des potentiels de la Table VII1.1. dont
les arcs sont partitionnés en bipartis complets.

Chaque sommet B; qui est le centre de 1’étoile dans le graphe PERT représente un biparti
dans le graphe des potentiels.
B:= ({a}, {a, b}), B2= ({a.b}.{c, d}),
Bs= ({c}, {d, e}), Bs= ({d}.{g}).
Bs= ({e. f, g} {h. i, j}),
B‘?,: ({h. i, j}, {o}),

a L(B,) est le biparti : <

a y"? - @ ©
a @ X & L(B,) est le biparti :
: @__}ji@

& ®
f

L @) 1 < 2 L(B,) est le biparti : ©

i

Z, \
a % 7 ~ o @
_a VA L(B,) est le biparti :
0,

?

/f‘e\ M.

: S k::7 ~ —
_a w > L(B,) estle biparti :
g
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Figure V.9. Le graphe PERT construit a partir des
bipartis complets du graphe des potentiels.

IV.2 Casou le graphe des potentiels n’est pas un graphe adjoint

La construction du graphe PERT est cependant plus complexe dans le cas général ou le
graphe des potentiels » est pas un graphe adjoint : il n’admet pas de partition des arcs en bipartis
complets. C’est dans ce cas qu’on doit le modifier afin de le transformer en graphe adjoint en
préservant les contraintes d’antériorités.

Supposons que les taches aj,...., an précédent les taches by,...., b, . Dans le graphe des
potentiels, ces contraintes d’antériorité sont représentées par un biparti complet. Dans le graphe

PERT, elles sont représentées par une étoile.

1. » - by
Code | Antériorités
bl ala RS am am - 'bn
bn 8.1. ceey am
L le biparti complet B =({a 1,...,am}, {b 1
Le sous-tableau des anteriorites b} dans le graphe des potentiels
de bj_,.....bn 2

Le sommet B du graphe PERT
correspondant au biparti B.

Figure V.10. Correspondance entre un biparti complet
du graphe des potentiels et ’étoile dans le graphe PERT.
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Revenons au probléme de tache fictive dans le graphe PERT. Si on a par exemple 4
taches a, b, ¢ et d avec les contraintes d’antériorité suivantes : a et b précédent c, mais d est
précédee par b uniquement.

a- .C a,70
“f

Représentation dans le Transformation correspondante dans le
graphe des potentiels, c’est graphe des potentiels et la partition en
la configuration « Z ». bipartis complets.

Figure V.11. La configuration « Z » et sa transformation dans le
graphe des potentiels.

Dans le graphe des potentiels, il n’y a aucun probléme pour la représentation de ces
taches. Elle est faite comme la montre la figure VI1.11. Or, pour le passage du graphe des
potentiels (qui est considéré comme le graphe adjoint H), on est obligé a éliminer toutes les
configurations « Z ». On introduit alors, dans le graphe des potentiels une tache fictive f dans tout
Z:

L’introduction des taches fictives vise donc a éliminer toutes les configurations « Z » du
graphe des potentiels, les contraintes restant inchangées. 1l faut rappeler que les taches fictives ne
sont nullement nécessaires dans le graphe des potentiels mais ne sont introduites que pour
construire le graphe PERT.

On pose alors le probleme de la recherche des « Z » dans le graphe des potentiels, c¢’est-a-
dire des sommets ayant des successeurs communs et des successeurs non communs ou des
sommets ayant des prédécesseurs communs et des prédécesseurs non communs [BEN 00].

IV.3 Algorithme 1

Soit G, un graphe des potentiels. G, doit étre orienté, valué, connexe et sans circuit et qui
a une source et un puits. G, étant un graphe conjonctif, organisé en niveaux. On veut construire le
graphe PERT correspondant qui est appelé Ge.

Selon [MBBO 06], une premiére technique d’élimination des Z dans G, consiste a
remplacer la barre (b, c) de tout « Z » par deux arcs (b, f) et (f, c), selon la figure 11, c’est la plus
simple mais la plus mauvaise, le nombre des « Z » pouvant étre arbitrairement grand. On verra
plus tard (chap. V1) une approche optimisée de cette technique :
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Début

Si G, contient des configurations Z alors

ESi

Repérerlesz; (i=1,2, ...m)
Pour iallant de 1 a m faire

- Créer le sommet f; dans G,
- Remplacer la barre (b, ¢;) de Z; par (bi, fi), (fi, ¢i)

Fpour

Repérer les bipartis dans Gy ;
représenter chaque biparti B;dans G, par un sommet B; dans Ge ;
représenter les arcs de fagon que :

un arc est dessiné entre 2 sommets B; et Bj dans G, ssi les 2
bipartis B; et Bj dans G, sont tels que YiNY;=¢.

Vérification si la table d’ordonnancement est respectée.

Ein
Figure V.12. Algorithme (1) de passage du graphe des potentiels au graphe PERT.
IV.3.1 Exemple
Code | Anté.
a 3
Considérons le tableau des contraintes suivant A o
et le graphe des potentiels associé, les durées n'étant (B: A“B
pas représentées: D A B
E A
F D
G D
Table V. 2. La table d’ordonnancement, ';' ([:)'E:
désignations non prises. 1 | cEG
K J, K
® I, L

Figure V.13. (a). Le graphe des potentiels correspondant a la table V.2.

avec les barres de « Z » en gras.
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Figure V.13. (b). Le graphe des potentiels modifié par ’introduction
des taches fictives f;.

e == = 5—’;@ ..............
©—/ £4 / ................. N
) - % €D A
e NG >
2 A Pl @
Gd'z/' \\‘i::"‘~c | f ................. 'V
S s T .
t @

Figure V.13. (c). Le graphe des potentiels modifie par
Uintroduction des tiches fictives f;avec réorganisation des
taches en niveaux et partition des arcs en bipartis complets.

Les bipartis complets du graphe des potentiels sont:

B.=({a}, {A B}), B2 = ({A}. {C, fi}), Bs = ({B}, {f2, E}),
B4 = ({f1, 2}, {D}) Bs=({(D}, {F, G, fs}),  Be=({F}, {fs, fs}),
Bz= ({G}, {fs, f7}), Bs= ({E, f3}, {H}), Bo = ({C, fa}, {1}),
Bio = ({fs, fe}, {J}), Bu = ({f, H}, {K3}), Bz = ({J, K}, {L}),
Bz = ({l, L}, {»}),

Figure V.13. (d). Construction du graphe PERT a partir
du graphe des potentiels.
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1VV.3.2 Discussion

Nous venons de voir une technique nouvelle qui a pu introduire les graphes adjoints dans
les problémes d’ordonnancement de projet. L algorithme résultant est de complexité polynomiale
(O(n®)). L’algorithme se termine puisqu’il est constitué d’instructions séquentielles sauf dans le
cas d’existence des « Z » ou on doit créer, dans le graphe des potentiels les taches fictives f;.

V Liens entre le diagramme de Gantt et le graphe PERT

Ce paragraphe n’a en fait d’autres buts que de comprendre I’introduction des contraintes
d’antériorité dans le diagramme de Gantt.
Il peut aisément étre modifié pour construire un graphe PERT sans ou avec un nombre

¢levé de taches fictives: la contrainte ‘A précéde B’ est représentée par I’un des schémas de la

figure 1V.14., f désignant une tache fictive de durée 0.

f
| B |

()

v

(b)

v

v

Figure V.14. Introduction de la tache fictive dans le
diagramme de Gantt et modifié en un graphe PERT

Soit le diagramme de Gantt suivant :

Figure V.15. (a)
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C/7 F,4 1,5

) J,6
G,7 >
\ . ><
K,6
E,3 H.,5 :

Figure V.15. (b)
Figure V. 15. Le diagramme de Gantt de la figure
1V.15.(a)

VI Liens entre le graphe des potentiels et le diagramme de Gantt

En raison du lien étroit qui existe entre le graphe potentiels-étapes et le diagramme de
Gantt, le graphe PERT se préte mieux que I’autre a la mise en évidence des responsabilités, aux
repérage de 1’état d’avancement des travaux, a la transmission des ordres d’exécution, etc.

On peut également avoir les mémes avantages avec le graphe des potentiels, a condition
de travailler, pour ces discussions et échanges d’informations, sur un graphe appelé «graphe
planning » (cf. [ROY 70]).

A partir du graphe des potentiels on fait apparaitre les barres du diagramme de Gantt par
étirement de sommets. On donne a chacune d’elles une longueur proportionnelle a la durée
inscrite sur 1’arc et en fonction de la succession des taches, chaque barre est placée de facon a ce
gue son extrémité gauche coincide avec la tache suivante.

Prenons a titre d’exemple, considérons le graphe des potentiels suivant :

Figure V. 16. (a)
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A
C,7 F.4 1,5
A3
D,6 G,7 J.6
B,5
EIB H.,5 K,8
3 5 8 11 16 17 18 23 24 26

Figure V. 16. (b)
Figure V.16. Le graphe des potentiels et le diagramme
de Gantt résultant.

VIl Liens entre un graphe PERT et le graphe des potentiels

Puisque le graphe des potentiels est unique alors que le graphe PERT a une infinité de
formes, le passage d’un graphe PERT qui appartient a une famille de graphe de 1’ordre de I’infini,
vers le graphe des potentiels, est facile.

N’oublions pas que dans le graphe des potentiels, une tache est représentée par un
sommet, et dans le graphe PERT elle représentée par un arc.

Il suffit donc, de supprimer les sommets du graphe PERT, ensuite, mettre sur chaque arc
(sauf les arcs fictifs) un sommet, ensuite dessiner les arcs reliant ces sommets, en respectant
bien sdr les antériorités et en tenant compte des taches fictives. Notons enfin, que les sommets
dessinés doivent étre organisés en niveaux. Le graphe résultant est le graphe des potentiels.

VIl Conclusion

Rappelons, que nous avons vu dans le chapitre 1V une technique nouvelle de dessin du
graphe PERT a partir de la table d’ordonnancement.

On vient de voir , dans ce chapitre, une idée originale de construction d’un graphe PERT
par les bipartis, a partir d’un graphe des potentiels donné, en utilisant les notions de graphe
adjoint du graphe. Cette idée est transformée en algorithme de complexité polynomiale.

On verra, dans le chapitre suivant, une optimisation de cette technique en vue de
réduire les taches fictives dans le graphe PERT.
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Chapitre VI

Nouvelle approche optimisée dans la construction du
graphe PERT
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| Introduction

Nous avons vu précédemment que le graphe des potentiels est unique alors que nous
avons une infinité de graphes PERT qui correspondent au graphe des potentiels a cause de
I’introduction des taches fictives dans certaines situations. Cependant, et selon [EL 99], le graphe
PERT devient vite illisible dans le cas général ou on répertorie dans les applications réelles plus
de 40 % de taches fictives supplémentaires.

On pose alors, dans ce chapitre, le probleme de réduction des taches fictives dans le
graphe PERT construit dans le chapitre précédent a partir d’un graphe des potentiels donné.

On verra une premiére technique d’optimisation de 1’algorithme qui se base sur les sous
graphes bipartis complets, suivie d’une deuxieéme technique, & mon avis, qui est plus efficace, en
tenant compte des résultats de comparaison réalisée entre les deux techniques. Le chapitre sera
cléturé par une conclusion qui fait une synthése sur ce qu’a été fait jusqu’a ce point.

Il Premiére technique de réduction des taches fictives

Rappelons que la premiére technique présentée jusque la consiste a éliminer des Z dans le
graphe des potentiels G, en remplacant la barre (b, c) de tout « Z » par deux arcs (b, f) et (f, c),
selon la figure VI.1.
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Représentation dans le graphe
des potentiels, c’est la
configuration « Z ».

Transformation correspondante dans le graphe
des potentiels et la partition en bipartis complets.

Figure VI. 1. La configuration « Z » et sa transformation dans le
graphe des potentiels.

Selon [AKR 07], I’algorithme 1 étudié dans le chapitre précédent peut étre amélioré grace
a une technique de réduction des taches fictives car leur présence en nombre encombre le graphe
et devient illisible. Elle consiste a éliminer, dans G,, plusieurs « Z » a la fois par regroupement
des barres ayant méme extrémité initiale ou méme extrémité terminale et qui appartiennent au
méme biparti complet (Figure VI1.2. et VI.3.).

= =

(b) a et b ont des successeurs communs et des
successeurs non communs dans les deux

= =

(a) aetb ontdes prédécesseurs communs et des
prédécesseurs non communs dans les deux

Figure VI. 2. Les sommets a et b ayant des successeurs communs et
des successeurs non communs, des prédécesseurs communs et des
prédécesseurs non communs d’ou la présence des Z.

Les « Z » dans G, sont détruits, avant toute transformation, comme suit :
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.b,i-ﬁ.,.,:::::;;_' ..................
........ (b)

Figure VI. 3. Regroupement des barres de “Z”, tiches fictives et
partition des arcs en bipartis complets.

11.1 Algorithme 2

Début
Si G, contient des configurations Z alors
RepérerlesZ; (i=1,2, ..., m)
Pour tout biparti contenant 2 et plus de barre de Z faire
- Créer des sommets fictifs au nombre de barres de Z
- Regrouper les barres ayant méme extrémité initiale ou méme extrémité terminale
appartenant au méme biparti complet
Fpour
Esi
Repérer les bipartis dans G,
- Représenter chaque biparti B;dans G, par un sommet B; dans G, de fagon que :
Un arc est dessiné entre 2 sommets B; et Bj dans Ge ssi les 2 bipartis B; et B; dans G,
sont tels que Y; NY;=¢

- Vérification si la table d’ordonnancement est respectée.

1
5

Figure VI. 4. Algorithme (2) de passage du graphe des potentiels au graphe PERT.
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1.2 Exemple

Considérons le tableau des contraintes
suivant et le graphe des potentiels associe,
les durées n'étant pas représentées:

Table VI.1. La table d’ordonnancement T avec les
non prises.

Code Anté.
0 -
1 0
2 0
3 1,2
4 1,2
5 2
6 3,4
7 4
8 4,5
9 6
10 3,6,7
11 7,8
12 10, 11
13 9,12

désignations

[ — Tesmerrere Ao iy Dpmens ey

Figure VI.5. () Le graphe des potentiels correspondant a la table V.1.

Foethim s Timtorvvent Sgpie mans Optasene Auddes

Akw

Algorithme 2'70\

105

Figure V1.5. (b) Le graphe des potentiels avec ’introduction des taches fictives
(sommets 14,..., 18) avec regroupement des barres de Z appartenant au méme
biparti et organisation des sommets en niveaux.



Fromier Oezsn Trantrrnert Apphcabons Opteren

Algorithme 2

T T T
Figure V1.5. (¢) Construction du graphe PERT a partir du graphe des potentiels par

Papplication de ’algorithme 2avec 5 tiches fictives (1, 2), (3, 6), (4, 7), (5, 7), (5, 8).

L’algorithme se termine puisque la boucle Pour n’est exécutée que lorsqu’il y a des Z, et
le nombre de Z dans G, est fini. La suite de 1’algorithme est une succession d’instructions

simples. La complexité de ’algorithme est polynomiale elle est de ’ordre O (n®).

11 Deuxieme technique de réduction des taches fictives

Notre nouvelle technique agit sur le graphe PERT aprés sa construction en réduisant le
nombre des taches fictives et non pas sur le graphe des potentiels comme il est déja fait dans la
technique précédente (voir section I1).

Donc, aprés la construction du graphe PERT en utilisant ’algorithme n°® 1 (algorithme
étudié au chap. V), on applique deux astuces d’élimination de taches fictives sur le graphe PERT
résultant nommé Ge :

- Recherche des sommets (initiales des arcs fictifs) ayant les mémes successeurs ou les

mémes prédéecesseurs (terminaux des arcs fictifs) et les contracter en un seul sommet.

v

Figure VI. 6. Les sommets ayant les mémes successeurs contractés en un sommet
uniaue dans G..
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Figure VI. 7. Les sommets ont les mémes prédecesseurs contractés en un
sommet unique dans Ge.

- Contraction des sommets initial et terminal de tout arc fictif u débutant seul d’un ou

plusieurs arcs réels ou arrivant seul & un ou plusieurs arcs réels.
=4

Figure VI. 8. Contraction des sommets initial et terminal de ’arc fictif u
arrivant seul a un ou plusieurs arcs réels.

Figure VI. 9. Contraction des sommets initial et terminal de ’arc fictif u débutant seul d’un ou
plusieurs arcs réels.

I11.1. Algorithme 3

La technique vue dans la section précédente est transformée en ecriture algorithmique
suivante :

Début
Si G, contient des configurations Z alors
Repérer les Z; appartenant au méme biparti complet BC; (i = 1, 2, ...,m)
Pour i allant de 1 a m faire
- Creéer le sommet f; dans G,

- Remplacer les barres de Z € BC; les taches fictives correspondantes.
Fpour

ESi

107



- Repérer les bipartis dans Gy ;

- representer chaque biparti Bj dans G, par un sommet B; dans Ge;

- representer les arcs de facon que :
un arc est dessiné entre 2 sommets B; et B;j dans G ssi les 2
bipartis B; et Bj dans G, sont tels que Y; NY;=¢.

- Contracter, dans Ge, les sommets ayant les mémes successeurs ou les mémes
prédécesseurs.

- Contracter, dans Ge, les sommets initial et terminal de tout arc fictif débutant seul
d’un ou plusieurs arcs réels ou arrivant seul @ un ou plusieurs arcs réels.

- Vérification si la table d’ordonnancement est respectée.

Fin
Figure VI1.10. Algorithme (3) de passage du graphe des potentiels au graphe PERT.

111.2 Exemple

| Algorithme 3

Deznnes Erape :
Nemire de sommers o 1) o Ay | s

Figure VI1.11. Construction du graphe PERT a partir du graphe des
potentiels par I’application de I’algorithme 3 de la Table V1. 1.

IV Etude comparative
Pour réaliser une comparaison entre les trois algorithmes, on doit avoir un sujet de

comparaison qui est le nombre de taches fictives dans chaque graphe PERT obtenu par
I’application d’un des trois algorithmes.
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Pour cela, nous avons réalisé un logiciel qui comporte les modules suivants :
1 - Dessin de graphe: Ce module contient les fonctions habituelles de dessins de graphes qui
sont : la création et suppression de sommets, la création et la suppression d’arcs, sauvegarde
et la restauration des graphes, etc.

2 - Bibliothéque: Elle inclut les algorithmes de la théorie des graphes tels que: la connexité d’un
graphe, détection d’un circuit, I'organisation du graphe en niveaux, etc. Pour tester le graphe
dessiné dans la premiéere étape, il doit vérifier les conditions du réseau (le réseau oriente,
connexe, sans circuit, contenant une seule source a et un seul puits ®).

3 - Application des 3 algorithmes: Le software exécute les trois algorithmes étudiés
précédemment. A chaque exécution d’un des algorithmes on fait ressortir les informations
concernant le graphe PERT réalis¢ par ’application de I’algorithme (nombre de sommet dans Gy,
nombre d’arcs dans Gy, nombre d’arcs réels dans G et enfin nombre d’arcs fictifs dans G, par
I’application d’un des 3 algorithmes).

Les résultats obtenus sont rangés dans une table (voir Table VI.2.). Le méme processus
des trois étapes précédentes est répété pour un nouveau graphe avec un nombre aléatoire de
taches reelles (i.e. nombre de sommets aléatoire dans G,).
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Nbre de Nbre Nbre Nbre Nbre Nombre

sommets d’arcs d’arcs d’arcs fictifs d’arcs fictifs d’arcs fictifs Meilleur

dans G, | dans G, réels dans G, dans G dans G algorithme

dans G, Algorithme 1 | Algorithme 2 Algorithme 3

8 16 8 4 3 3 ALG2=ALG3
36 33 36 17 14 1 ALG3
14 23 14 8 5 4 ALG3
30 34 30 16 12 9 ALG3
24 45 24 11 9 8 ALG3
24 54 24 16 12 1 ALG3
40 65 40 20 18 14 ALG3
22 39 22 15 12 12 ALG2=ALG3
52 76 52 31 22 19 ALG3
30 60 30 13 10 9 ALG3
42 65 42 21 16 14 ALG3
26 43 26 10 10 10 ALG1=ALG2=ALG3
46 76 46 26 23 20 ALG3
58 80 58 30 25 24 ALG3
52 79 52 34 24 19 ALG3
68 90 68 41 35 31 ALG3
54 98 54 33 28 22 ALG3
40 84 40 17 14 13 ALG3
76 93 76 44 35 29 ALG3
90 122 90 42 36 30 ALG3
94 160 94 50 41 33 ALG3
82 143 82 39 32 26 ALG3
62 87 62 32 27 24 ALG3
36 68 36 16 13 11 ALG3
324 423 324 149 127 113 ALG3
348 480 348 179 160 143 ALG3
170 201 170 72 61 54 ALG3
28 45 28 12 11 9 ALG3
66 79 66 30 26 20 ALG3
38 63 38 17 15 14 ALG3
40 83 40 21 18 14 ALG3
26 72 26 9 8 6 ALG3
42 79 42 19 19 16 ALG3
14 41 14 6 6 6 ALG3
28 50 28 14 12 1 ALG3
200 297 200 90 81 69 ALG3
74 134 74 35 30 26 ALG3
148 188 148 65 60 53 ALG3
70 104 70 33 30 31 ALG3
60 89 60 28 28 28 ALG2=ALG3
40 75 40 19 17 13 ALG3
278 357 278 139 126 114 ALG3
96 170 96 45 41 39 ALG3
92 164 92 43 40 36 ALG3
84 153 84 40 37 35 ALG3
66 100 66 31 25 23 ALG3
84 145 84 43 40 34 ALG3
286 389 286 131 117 107 ALG3
299 405 299 139 121 114 ALG3
162 277 162 88 79 71 ALG3
90 186 90 40 36 31 ALG3
68 121 68 32 30 27 ALG3
66 99 66 24 21 16 ALG3
66 109 66 32 30 23 ALG3
78 116 78 31 27 22 ALG3
46 79 46 21 18 16 ALG3
118 180 118 53 47 40 ALG3
82 134 82 38 33 29 ALG3
78 145 78 34 30 27 ALG3
68 102 68 32 27 20 ALG3
66 97 66 30 28 21 ALG3
71 105 71 31 31 31 ALG1=ALG2=ALG3
192 278 192 88 76 69 ALG3
174 256 174 83 78 69 ALG3
218 341 218 104 94 81 ALG3
242 389 242 113 98 90 ALG3
150 245 150 71 63 57 ALG3
120 187 120 57 51 42 ALG3
184 290 184 90 84 76 ALG3
352 450 352 166 151 133 ALG3

Table VI.2. Tableau récapitulatif concernant I’exécution des trois algorithmes.
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Une lecture des résultats figurant dans la table précédente aboutie aux conclusions
suivantes (Table VI.3.) :

Nombre de Meilleur résultat des 3 alaorithmes
reseaux
ALGl=ALG2=ALG3 | ALG2=ALG3 | ALG1 | ALG2 | ALG3
75 02.66% 04% 0% 0% 93.33%

Table VI.3. Résultats de la comparaison.

On voit clairement que I’algorithme 3 fait les meilleurs résultats avec plus de 93%. Ce qui
montre la nette supériorité de cette technique.

V' Conclusion

Ce travail vient d’introduire les graphes adjoints dans les problémes d’ordonnancement
de projet avec ou sans présence des «Z» dans le graphe des potentiels et ceci pour la
construction du graphe PERT (voir Algorithme 1, chapitre 1V). Cette nouvelle approche
présentée dans ce chapitre (Algorithme 3) s’ajoute a celle citée précédemment.

Notre contribution ne s’est pas arrétée a ce stade en réalisant 1’algorithme 3 mais elle est
consolidée par une comparaison basée sur la réduction des taches fictives dans le graphe PERT,
réalisée entre plusieurs algorithmes qui tentent a optimiser 1’idée de départ (Algorithme 1).

Ce chapitre ouvre la porte grande ouverte & la recherche du graphe PERT minimal qui
reste depuis des années un sujet d’actualité chez les chercheurs dans ce domaine de

I’ordonnancement de projet.
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Chapitre VII

Le graphe PERT minimal
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I Introduction
Vu que le graphe des potentiels est trés simple a dessiner, on est amené a construire le

graphe PERT correspondant a partir du graphe des potentiels tout en réduisant le nombre de
taches fictives. Le probléme a été abordé dans le chapitre précédent mais dans un contexte
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particulier, puisque le sujet principal était de construire un graphe PERT a partir d’un graphe des
potentiels donné. La réduction des taches fictives n’était qu’un probléme secondaire qui a surgi
aprés I’amélioration faite par [AKR 07]. Cette amélioration nous a été trés bénéfique du moment
qu’elle nous a poussé a chercher une meilleure solution, néanmoins, le probléme fondamental qui
se pose maintenant de chercher un algorithme qui détermine le graphe PERT minimal. Nous
savons que ce type de probléme est NP-difficile mais nous tentons tout de méme a chercher un
nouvel algorithme facile a manipuler et meilleur que ceux qui se trouvent dans la littérature.

Nous allons présenter, d’abord, I’état de I’art du probléme du PERT minimal. Nous
présenterons également un des algorithmes célébres du dit probleme a savoir la méthode de
Sterboul et Wertheimer.

Nous présenterons ensuite notre nouvelle méthode utilisant un ensemble de résultats
des graphes adjoints étudiés au chapitre 5, qui nous permettra de construire le graphe PERT en
minimisant le nombre de taches fictives.

L’importance de cette minimisation dans le graphe PERT réside dans le fait que les
praticiens n’aiment pas utiliser le graphe des potentiels, mais ils préferent travailler avec le
graphe PERT ou chaque tache est représentée par un arc et un seul, or I’inconvénient de cette
méthode est que le graphe peut avoir un nombre élevé de taches fictives qui rendent le graphe
moins lisible et difficile a suivre lors de I’exécution du projet, d’ou la nécessité de réduire au
maximum ce nombre.

Signalons que nous travaillons, dans ce qui suit, sur des graphes non valués. On considere
que le graphe des potentiels donné, qui est tiré de la table d’ordonnancement T, est préparé, c’est
a dire que les arcs incidents extérieurement de chaque sommet sont de méme valeurs. Pour les
arcs qui ne le sont pas, nous appliquons alors, la technique vue précédemment (voir chap. 1V.).

Pour avoir une source et un puits on ajoute a T une tdche a=0 précédant toute tache
n’ayant pas de prédécesseurs et une taiche ® = n+1 n’ayant pas de successeurs. On note que s’il
existe une seule source (respectivement un seul puits), on la (resp. le) nomme « (resp. ®).

La lecture d’un graphe se fait de gauche a droite, les taches réelles, qui sont tirées de
la table T, seront appelées les arcs bleus et les arcs fictifs seront appelés les arcs rouges.

Il Etat de art
Rappelons que les réseaux de gestion de projet, comme on a vu précédemment, sont
basés sur deux types de représentation: Activités sur Arcs (AOA) qui est le graphe PERT et

activités sur les nceuds (AON) qui est le graphe des potentiels. Chague type de représentation
(AOA ou AON) a les caractéristiques qui sont propres a la méthode [LEW 95].

113



Bien que la construction du graphe AON soit relativement facile, le réseau AOA peut
contenir des arcs fictifs et sa construction est beaucoup plus difficile. Toutefois, en raison de leur
importance, les réseaux AOA ont attiré de nombreux essais de recherche pour générer des
réseaux AOA avec un nombre minimal d'arcs fictifs. Des exemples de méthodes de minimisation
utilisant des heuristiques peuvent étre trouvé dans [DIM 63], [HAY 69], [FIS 68].

Dans les années 1970 Corneil et al. [CGL 73], a affirmé avoir réaliser un algorithme
optimal qui contient le minimum d’arcs fictifs, mais Syslo [SYS 81] infirmait leur résultat.
Krishnamoorty et Deo [KDE 79] ont montré que la constatation du probléme de minimisation
d’arcs fictifs est NP-difficile.

Dans les années 1980, [SPI 80], [SYS 81], [SYS 84] ont offert plusieurs heuristiques
pour arriver au seul objectif : le graphe PERT minimal.

Dans les années 1990, [AEH, 96], [DDH 93] ont proposé des méthodes de génération de
réseaux PERT, mais ils n’ont pas tenu en compte la présence d’arcs redondants, par conséquent,
leurs travaux sont considérablement affaiblis. Une autre direction a été ouverte lorsque
Elmaghraby et Herroelen [EH 80] a élaboré un indice de complexité comme un outil de mesure
de la complexité dans les réseaux PERT. Kamburowski et al. [KMS 92], [KMS 00] chacun
d’eux développé une méthode qui génére un AOA-index avec la complexité minimale. Noter
cependant que a partir d'un seul réseau MPM on peut représenter plusieurs différents réseaux
PERT avec le méme indice minimal de complexité.

En 2007, Cohen et Sadeh [CS 07] ont présenté une nouvelle approche pour I'élaboration
d'un graphe PERT unique et qui a, d’aprés leurs conclusions, le nombre minimal d'arcs fictifs.

11.1. Algorithme de F. STERBOUL et D. WERTHEIMER
11.1.1 Notations et définitions

Soit un graphe orienté G=(X, U) ou X est I’ensemble des sommets et U I’ensemble des
arcs. (i, j) arc reliant le sommet i au sommet j.
U —V indique qu’il existe un chemin du premier arc u au dernier arc v.
vV ieXonnote:

P(i) = {je X :(j,i) eV},

Q@) = {jeX:(i,j) U},

I5(i) = {je X, Fun chemin de j versi}.
On appelle arc redondant s’il existe un chemin
de longueur supérieure a un de i vers j.

i > -]

Figure VII1.1. Un arc redondant (i, j).
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11.1.2 Graphe arc-dual d’un graphe donné

Soit G = (X, U) un graphe donné, sans circuit et sans arc redondant, et soit H=
(Y, V) un graphe.

S’il existe une application f injective: X —V telle que Vj,Vi eﬁ(j) ssi
f (i) > f(j), H seradit graphe arc-dual de G par I’application f .

Les données du probléme d’ordonnancement sont représentées par le graphe
« frangais » G = (X, U), ou les sommets représentent les taches et ou I’arc (i, j) appartienta U si

et seulement si la tdche i précéde immédiatement la tache j. Le but du probléme est donc de

construire un graphe H arc-dual de G (H est le graphe PERT ou «américain »); on doit
minimiser le nombre de sommets [SW 80].

11.1.3 Construction

A partir du graphe G = (X, U), on construit un graphe arc-dual Ho = (Yo, Vo) par
I’application f de la maniére suivante :
- pour chaque sommet i € X , on déefinit deux sommets a; et b; ;

- onpose Yo= | {a}u{bi}

ieX
- Vg est constitué des arcs (aj, b;) pour tout i € X, ainsi que des arcs (b;,a;) si i € P(j) dans
G.
Les arcs de la forme (a;, b;) seront dits réels et ceux de la forme (bj,a;) seront dits virtuels.
Posons f (i) = (aj, bj).
Les différents chemins de Hg sont formés d’arcs alternativement réels et virtuels.
Dans le graphe Hpon pose : A= u{a}, B=u{bi}
ai R ajssi P(i) = P(}j)
bi Sbyssi Qi) = Q(j)
Les deux relations R et S sont des relations d’équivalence.
Soienta, ,...,a_, b, , ..., b, les classes correspondantes sur A et B,

On appelle contraction de type 1 1’opération qui consiste dans Hy a contracter, en un sommet
unique, tous les sommets d’une méme classe.

Dans le graphe Hyp on effectue toutes les contractions possibles et 1’on note H;=(Y1,V1)
le graphe obtenu.
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L’application f induit une application de X —V,. En raison de simplifier les
notations, on continue a noter cette application par f. Les sommets de H; seront notés

a,...,a,,b,...,0, .
H; est un graphe arc-dual de G par I’application f.

.Unarc (b,a;) estun bon arc de Hy ssi :
I e Q(i)
vk,l e X {k <P(j) —keP(l)
On appelle contraction de type 2 1’opération qui, dans Hj, consiste & contracter, en un
sommet unique, le sommet origine et le sommet extrémité d’un bon arc.
Les bons arcs de H; n’ont deux a deux aucun sommet commun.
Dans le graphe H;= (Y1, V1) on effectue toutes les contractions possibles de type 2. Soit
H.= (Y2, V>) le graphe obtenu.
Pour simplifier les notations :
- on note les sommets de H, comme ceux de Hy ;
- onnote f I’application injective de X —V, induite par f : X —>V,.
H, est graphe arc-dual de G par I’application f.
Le graphe Hy= (Y2,V2) ale nombre minimal de sommets parmi tous les graphes
arc-duaux de G.

11.1.4 Exemple
Soit le graphe des potentiels G, suivant : 4
1- - —_— 7

Activity | Ant.
L ' 5
2 - 2. L 4L—>.8
3 -
4 1,2,3 6
5 1,3 3. —>.9
6 2,3 Figure VII.1. (a) L he d
- 15 igure VI1.1. (a) Le graphe des
8 6 potentiels de la Table VII.1.
9 5,6,7
T;able VII.1. Table CHER N ;_14_4_>b4___>7a7;>b7
d’ordonnancement. N 7

aL.bz/l/\' N asj_,bs,_’: > g 8 s

N

N4

823 by, dash s _ 5% 9 P

Figure VII1.1. (b) Le graphe Ho de la Figure VII.2 (b).

116



Les bons arcs dans Hy, cherchés dans la Table VI1.2, sont contractés dans le graphe H,

comme suit (Figure VII. 2 (c), Figure VII. 2 (d)):

Arc k e | e Obs.

(b,,a,) I I'"(1)={4,5} Other arc
(4)={123}

(b, ;) '5)={1,3} |I'(1)={45} Good arc

(b,.3,) I(4) I'"(2)={4,6} Other arc
={1,2,3}

(b, .a,) ') = {2 | I'(2)={46} Good arc
3}

(b;.2,) I (4) I'*(3)={4,5,6} | Other arc
={1,2,3}

(b;.2,) I (4) I'*(3)={4,5,6} | Other arc
={1,2,3}

(b,.a,) I'6) = { 2, | I'"(3)={4,5,6} | Otherarc
3}

(bs,as) (7)) = {4,|"@)={7,8} | Goodarc
5}

(b,.3,) 'Q = {4, |1°(6)={7,8} Other arc
5}

(b 3,) 9 ={} |Ir'6)={7,8} Good arc

(b,.3,) "9 ={6} |I(6)={9%} Good arc

Table VI1.2. Recherche des bons arcs dans

Figure VII. 2. (d) Le graphe H; de la figure VII1.2 (a).
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111 Nouvel algorithme de construction du graphe PERT minimal

Rappelons que chaque tache t est représentée par un sommet t dans le graphe des
potentiels G, et par un arc t dans le graphe PERT Ge. Si la tAche t précede la tache u, alors (t, u)
estunarc de G, et T (t) = T(u) dans le graphe PERT Ge.

Comme il n’y a pas de tiche qui se succede a elle méme, G, et G, ne contiennent pas
de circuit.

Un des résultats étudié dans le chapitre V indique que G est le graphe adjoint d’un
graphe H, ou G= L(H), si et seulement si G ne contient aucune configuration « Z » ou « A ».

Une conséquence de ce résultat est que G, ne contient pas une des configurations
«Z»ou « A »sietseulementsi G, =L (Ge).

Le probléme est de construire le graphe PERT G, quand le graphe des potentiels G,
contient une des configurations « Z » ou « A » ; autrement dit commet modifier G, pour avoir
un nouveau G, satisfaisant les contraintes de la table T et sans la configurations « Z » et « A ».

Le chemin le plus simple est d’introduire des taches fictives fj par la subdivision de la
barre de «Z » ou la base de « A » dans G, selon la figure V1.2, c’est la méthode la plus simple.

Dans ce qui suit, on construit un graphe PERT g, avec un nombre minimal de taches
fictives, en appliquant sept régles qu’on verra ultérieurement. Le nouvel algorithme que nous
proposons ne tient pas compte de 1’existence ou non des arcs redondants. De plus, notre objectif
est de minimiser le nombre de sommets et de taches fictives a la fois.

I11. 1 Notations et définitions

Considérons 1, 2,.., n ou n est le nombre d’activities réelles dans la table
d’ordonnancement.

G = (X, U) est un réseau. I'"(G,i) désigne les successeurs du sommet i et I' (G,i) ses
prédécesseurs dans G.

V(G) and E(G) sont, respectivement, les ensembles de sommets et d’arcs de G.

SS (G, k) (resp. SP (G, Kk)) désigne 1’ensemble maximal des sommets de G qui ont les
mémes successeurs (resp. prédécesseurs) comme k.
Nous convenons que ke SS (G, k) et ke SP (G, k). Si P is un chemin de G, alors I(G, P) et T(G,
P) designent le sommet initial et le sommet terminal de P, (P peut étre un arc).
Un arc (x, y) est appelé arc transitif s’il existe un chemin P de longueur supérieur ou égale a 2
avec I(P) =xand T(P )=Yy.
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I11. 2 Construction

On construit, a partir du graphe G, un graphe Ge; comme suit :
- tout sommet i de G, est remplacé dans Gg; par deux sommets a; et b;
- I’ensemble des arcs de Ge; est composé des arcs :
1- (aj,bi) (qui représente la tache i dans le graphe des potentiels. (N’oublions pas que la
tache i dans le graphe des potentiels G, est représentée par un arc dans le graphe
PERT Ge).
2- (bi,a) si i €P(j) dans G..
On appelle les arcs (aj,b;) les arcs réels, et les arcs (bj,a;) les arcs fictifs. Ge1 contient

2 | X| sommets et les différents chemins sont formés alternativement, d’arcs réels et fictifs.

Remarquons que le graphe G n’est autre que le diagramme de Gantt en lui rajoutant
les arcs d’antériorité. Pour plus de détails voir le chapitre VI paragraphe 1V.

Régle 1: Contraction des b; ayant les mémes successeurs

Si 1={iy,iy,.....0ip} p>1 est un ensemble de taches qui ont les mémes successeurs et
maximal pour cette propriété, alors contracter dans Ge; les sommets biy bip, ....,bip €n un sommet
unique by (voir Figure VII. 3).

Figure VI1.3. Les sommets b; ayant les mémes successeurs contractés en un sommet
unique by dans Ge;.

Eliminer les arcs rouges multiples et répéter cette régle autant de fois que possible pour obtenir le
graphe Ge.
Noter que dans Gep, il n’y a aucun arc rouge qui a b; comme extrémité initiale.
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Régle 2 : Contraction des a; ayant les mémes prédécesseurs

Si I={i,iy,.....7ip} p>1 est un ensemble de taches qui ont les mémes prédécesseurs et
maximal pour cette propriété, alors contracter dans Ge, les sommets a;s i, ....,aip €N UN sommet
unique a; (voir Figure VII. 4).

Figure VI1.4. Les sommets a; ont les mémes prédécesseurs contractés en un
sommet unique a; dans Ge,.

Eliminer les arcs rouges multiples et répéter cette régle autant de fois que possible pour
obtenir le graphe Gegs.

Ges n’a pas de sous ensembles de sommets avec les mémes successeurs ou
prédécesseurs. Aucun arc rouge n’a un a; comme extrémité initiale ou b; comme extrémité
terminale.

Les différents chemins de Ges sont formés alternativement, d’arcs bleus et rouges. 1l
n’y a pas un chemin direct de longueur >2 de méme couleur.

Régle 3: Suppression des arcs transmetteurs de type 1

On appelle arc transmetteur de type 1 tout arc fictif (rouge) qui vérifie la condition

suivante : le nombre d’arcs incidents intérieurement a a; = +1 (d_;, = +1).

K ak
v ; o~

a : /" .

L o

Figure VIL.5. Un arc transmetteur de type 1 entre deux taches i et j et sa
contraction.

120



Si le sommet a; a un seul prédécesseur b; dans Ggz alors contracter a; et b; en un
sommet unique aby; (voir Figure VII. 5).

Dans le graphe Ges, on effectue toutes les contractions possibles des sommets initial et
terminal de tout arc transmetteur. Le graphe obtenu est appelé Ges.

Deux sommets distincts a, et a,, avec un seul prédécesseur b; et b, respectivement ne
peuvent pas avoir dans Ges le méme prédécesseur b; b

Noter que Ge4 peut contenir un arc rouge (aby;, ak) obtenu de 1’arc rouge (b;, ak) de Ges.

Reégle4: Suppression des arcs transmetteurs de type 2

On appelle arc transmetteur de type 2 tout arc fictif (rouge) qui vérifie la condition

suivante : le nombre d’arcs incidents extérieurement a by = +1 (d,; = +1).

Figure VI1.6. Un arc transmetteur de type 2 entre deux taches i et j et sa
contraction.

Si le sommet b; a un seul successeur a; dans Gegs alors contracter bj; et a; en un
sommet unique bay (voir Figure VII. 6).

Dans le graphe Ges, on effectue toutes les contractions possibles des sommets initial et
terminal de tout arc transmetteur. Le graphe obtenu est appelé Ges.

Puisque la regle 3 est appliquée avant la regle 4, a; a au moins deux prédécesseurs. Si
bk by est un deuxieme prédécesseur, alors (bk, bay) est un arc rouge de Ges obtenu a partir de
I’arc rouge (bk, a;) de Gea.

En arrivant @ Ges nous remarquons qu’il a les propriétés suivantes :
- Ggs satisfait la table d’ordonnancement T
- Il n’existe aucun chemin rouge direct de longueur <2
- L’ensemble des sommets de Ges sont partitionnés en quatre types : ay, b,,abyy,, bay;.
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Régle 5 : Les sommets dont les successeurs sont inclus dans I’ensemble des successeurs

d’un autre sommet

Dans Ges cherchons s’il existe un sommet b, dont ses successeurs sont inclus dans les

successeurs d’un autre sommet b;.
Tous les arcs rouges qui sortent de b, et qui sont inclus dans les successeurs d’un autre
sommet b, seront supprimés et remplacés par un arc fictif (de couleur verte) de b, a by (voir

Figure VII. 7).

= Iy
Y w X__x- A 2 B A 2 e .
s S \\ T ¥ /f’ N
IR\ \ - =
7 ~ \‘: = f7 - :._‘ , be \
e o= b X 3 b1 7
3- 4"’,\—\ - 3 " - L - " e
}\ 7 44 I o | ~a
! .. ‘ \\ 8 [ :c'\-'. < 8 L 9% X
AL _} - 4 4 ™~ : 4 D 4 b .
— e - ‘__t- . '--.,"

Figure VII.7. Les sommets dont les successeurs sont inclus dans I’ensemble des

successeurs d’un autre sommet dans Ggs et la réduction des taches fictives dans Gee.

Répéter cette régle autant de fois que possible pour obtenir le graphe Ges.
Ges contient des chemins rouges directs de longueur <2.
Appliquer a nouveau la regle 3 pour la suppression des arcs transmetteurs qui ont

comme sommet d’extrémité terminale a;. Le graphe obtenu sera appelé Ge;.

Régle 6 : Les sommets dont les prédécesseurs sont inclus dans ’ensemble des prédécesseurs

d’un autre sommet

Si la regle 5 ne peut pas étre appliquée, alors chercher dans Ges s’il existe un sommet @,

dont ses prédécesseurs sont inclus dans les prédécesseurs d’un autre sommet a;.

Tous les arcs rouges qui arrivent & a, et qui sont inclus dans les prédécesseurs d’un
autre sommet a; seront supprimés et remplacés par un arc fictif (rouge) de a; a a; (voir Figure
VII. 8).

Répéter cette regle autant de fois que possible pour obtenir le graphe Geg.

Ges contient des chemins rouges directs de longueur <?2.
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Appliquer a nouveau la regle 4 pour la suppression des arcs transmetteurs qui ont
comme sommet d’extrémité initiale b;. Le graphe obtenu sera appelé Ge;.

ot
pa— e g .—l".v T
- = A
\* 1 6 |
voeo—>s anp &
2 yie 4 vo b
- 4 a o a -
5 \ ; A S . ’: < >
1 = = - - A
4 y 3 e
. ;"’ 3 i -

Figure VI1.8. Les sommets dont les prédécesseurs sont inclus dans I’ensemble des

prédécesseurs d’un autre sommet dans Ges et la réduction des taches fictives dans Geg.

Le graphe Ge;, qui est le résultat de 1’application de la régle 5 ou 6, satisfait les

contraintes de la table d’ordonnancement. Les chemins directs de couleur rouge sont de longueur
<2

Régle 7 : Création d’un sommet fictif

A ce stade, si la régle 5 ne peut étre appliquer, ainsi que la regle 6, alors voir dans le
graphe Ggs s’il existe un ensemble de sommets qui peut étre partitionné en deux classes X; et
X2, (X, U X, 2 5), de sorte que deux sommets de la méme classe ne soient jamais adjacents. X
contient les sommets de type b; et X, contient les sommets de type a;. Les deux classes forment un
biparti complet, en plus, de chaque sommet de X; sort un ou plusieurs arcs vers un ou plusieurs
sommet qui n’appartiennent pas & X, et a chaque sommet de X; arrive un arc d’un ou plusieurs
sommets qui n’appartiennent pas a X, comme le montre la figure (Figure VII. 9):

Figure VII. 9. Un biparti complet dans Ge; et le sommet fictive sf dans
Ges. La representation dans Geg contient moins d’arcs fictifs que dans Ge;.
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Si tel est le cas, alors créer un sommet fictif sf et supprimer les arcs multiples.
Répéter cette regle autant de fois que possible et le graphe obtenu sera appelé Geg.

Le graphe Geg satisfait les contraintes de la table d’ordonnancement T.

111.2 Démonstration

Pour montrer que notre algorithme réalise le réseau minimal PERT, laissez-nous
envisager un graphe PERT quelconque G, et a lui appliquons les sept sus citées. Pour des raisons
de démonstration appelons ces régles R';, R, ..., R'7 (voir Figure VII. 10). Gt est le graphe
PERT obtenu.

Il faut prouver que le nombre d’arcs virtuels dans Ggg est supérieur ou égal au nombre
d'arcs factifs dans Ges.

La démonstration est effectuée en deux étapes: lorsque le graphe PERT
ne contient pas darcs fictifs, donc aucune configuration «Z» ou  «A»
et lorsque le graphe PERT les contient.

Pour arriver a cet objectif, G, est comparé a un graphe PERT G; comme suit:
Ge est le résultat de réduction des taches fictives et des sommets dans les différents réseaux PERT
Get, ..., Ges = Ge, par I’application des régles Ry, Ry, ..., Ry avec Ge; obtenu du diagramme de
Gantt défini précédemment.

Gt est également le résultat de réduction des taches fictives et des sommets dans les
différents réseaux PERT Gy, ..., Gg = Gy, par ’application des régles R’,, R’y, ..., R’; avec la
différence que Gy est un graphe PERT quelconque et contient un nombre inconnu d‘arcs factifs.

Nous devons prouver que :

|E (Ge) <| |E(Gy)l

Notons que le R; et R sont des régles identiques. Les R; sont utilisés dans I'algorithme de
construction du graphe PERT minimal, tandis que les R’; sont appliquées sur des réseaux Gy
pour des raisons de démonstration et pour éviter toute ambiguité (voir Figure VII. 10).

> @
© @
© ©

Figure VI11.10. Construction de G; et Gy.
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1l.1 Lemme 1

Si (i, J) eE(Gy) n’est ni barre de ‘Z’ ni base of ‘A’ dans G,, alors:
() T(Ges, 1) = I(Ges, J),
(b) Soit T(Gs, 1) = I(Gss, J) soit 7 un graphe PERT Gsy qui satisfait la table d’ordonnancement
avec [E(Gr) < [E(Gr)l, V(Gr)l < V(Grs) et T(Grs, i) = I(Grs, j).

Preuve

Puisque (i, j) n’est pas une base de ‘A’, I'" (G, i) N T'"(Gy, ]) = & et puisque (i, j) n’est
pas une barre of ‘Z’, tout prédécesseur de j précede tout successeur de i, donc on peut
partitionner ' (G, j)en | UK et T'(Gy, i) en J UL tel que
| est I’ensemble des sommets qui ont les mémes successeurs semblables a i,

K=T"(Gy, j) -1 et
J est I’ensemble des sommets qui ont les mémes prédécesseurs semblables j,
L=T"(G, i) -J.
Si K=L=gZ alors:
(@) (b), a;) € RE(Ge3), contracté par la régle Rz en un seul sommet aby pour obtenir Geg,
(b) T(Gss, i) and I(Gss, ) sont respectivement la source le puits d’un sous graphe rouge contracté
par laregle R’s en un seul sommet, appelé ab;;. Put Gy = Ggs.

Supposons, sans tenir compte de généralisation que K = &, alors T *(G,, i) < I *(Gy, K),
pour tout keK.

Notons Kj,..., K, les sous ensembles de sommets de K avec les successeurs. Si L =
&, then T (Gy,j) cT'" (G, ), pour tout €L, notons Ly, ...,Ls les sous ensembles de sommets
de L qui ont les mémes predécesseurs. Signalons qu’il n’y aps d’arcde byabkp, p=1,..r, et
aucun arc de a_q, 9=1, ..., saay, sinon, (i, j) doit étre une base de ‘A’ dans G,.
(@) ' (Ges, b)) = T "(Ges, bip), ¥p = 1,...,r, donc on peut ajouter dans Ges des arcs rouges (bgp,
bi) et suprimer les arcs rouges (bkp, a;) par application de la régle R; pour contracter a; et by a
aby,,
(b) Dans Ggg, on considere I’ensemble @ de tous les chemins rouges de b, a a;. On verifie que tout
arc entrant ou sortant de V(®) fait partie d’un chemin sortant d’un certain bx, Ou entrant d’un
certain a,q, respectivement. Contracter V(&) abouti au graphe PERT network G qui satisfaitg la
table d’ordonnancement avec le nombre d’arcs et de sommets moins que ceux de Ggs.
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5.2.2 Lemme 2.
Si (i, j) € E (Gy) est une barre de ‘Z’ ou une base de ‘A’ dans G,, alors T(G, i) = I(G, })
dans tous les graphes PERT G et qui satisfont la table d’ordonnancement.

Preuve

Si T(G, i) = I(G, j) dans un certain graphe PERT G satisfaisant la table
d’ordonnancement, alors ¥ pe I' (Gy, j), ¥ge T (G, i), (p, 9) € E(G)), donc (i, j) e E(Gy)
n’est ni barre de ‘Z’ ni base de‘A’, contradiction.

5.2.3 Lemme 3

Si (i, j))e E(Gy) estune barre de ‘Z’ ou une base de ‘A’ et (T(Ges, 1), I(Ges, ])) €
RE(Ges), alors (T(Gro, 1) , 1(Gro, J)) € RE(Gro)-

Preuve

Partitionnons I'" (G, j) en lAi...p, des sommets qui ont les mémes successeurs
avec Isi; partitionnons T *(Gy, i) en Jcdiu...dy, des sommets qui ont les mémes
prédécesseurs avec Jj.

Puisque (i, j) est une barre de ‘Z’, alors il existe t € T (Gy, j) et ue I' (G, i) tel que (t,
u) E(G,), donc p, q > 1. Supposons sans perte de généralité que tel; et ue Ji, on obtient (r, s)
E(G)), Vrely, Vse ;.
Une conséquence du Lemme 2, T(Gg, I) # 1(Ggo, j), donc, on considére 1’ensemble P de tous les
chemins rouges de T(Ges, i) = by a I(Ges, j) = ay. If ke [1,p] / T (Gy, i) = T (G, i), alorsen
application de la regle Rs implique (T(Ges, 1), 1(Ges,j)) 2 RE(Ges), contradiction. Supposons donc
que ke[, p], T*(Gy, i) « T *(Gy, i), implique by V(®), et par symétrie, V'l<[1, q], I (Gy,
) ¢ T (Gy,]), implique aygV(®).

I11. 3 Théoréme

Ges a le nombre minimum d’arcs fictifs, en effet, selon les précédents lemmes:
|EG) | < |EGY)|
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111.4. Exemple de projet de construction d’un building industriel

AT VBRIV TR LRRER LY

]

|
e E R AR AT RTRL AR RCT LR ARY
5

o

I Natural ground

P Well

L Longitudinal beam
P! Post

F Fum

A Unit heater
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Figure VI1.11. Construction d’un building industriel.

Le projet que nous considérons, tiré de [ERN 07], consiste a réaliser un batiment
industriel comprenant cing travées et un cadre métallique sur un sol irrégulier incliné (voir Figure
VII.11).

Activité Désignation Prédécesseurs
a Démarrage du projet
1 Etude de chauffage et de cadres o
2 Scouring and installation of building site establishment a
3 Décapage et l'installation du chantier o
4 Terrassement des poutres en béton o
5 Construction de 1I’ossature 1,23
6 Transport des cadres 2,3
7 Assemblage 3,4
8 Pose charpente 1,6,7
9 Terrassement et pose des canalisations 5,6,7
10 Installation éléctrique 3,6,7
11 Peinture 6,8,9
12 Réalisation de la chaussée 7,8,9,10
Q) Cléture du projet 11,12

Table VI1.3. Table d’ordonnancement de la Figure VII.11.
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Les activités impliquées pour la construction de ce batiment sont définies dans le tableau
VIL.3 et le graphe des potentiels correspondant G, représentant les liens entre les activités du

projet est montré dans la Figure VII.11. (a)).
Gv doit étre connexe, orienté et sans circuit. Notons que les durées des taches ne sont pas

mentionnées sur les différents réseaux.

* Q

W

Figure VI1.12. (a) Le graphe des potentiels G, avec 14 sommets de
la table d’ordonnancement V1. 3.

Algorithme de MOUHOURB ¢t al.

Figure VI1.12. (b) Le graphe PERT Ge; de la Figure VI1.12. (a). Ge1
contient 29 taches fictives et 28 sommets.
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Algorithme de MOUHOURB ¢t al.

e
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Figure VI1.12. (c) Le graphe PERT Ge3 de la Figure 15. (a) obtenu en appliquant
la regle 1 ensuite la régle 2. Ges contient 23 taches fictives et 23 sommets.

Algorithme de MOUHOUB et al.

a ., -

Figure VI1.12 (d) Le graphe PERT Ggs de la Figure 12. (a) obtenu en
appliguant la regle 3 ensuite la regle 4, avec 16 taches fictives et 17 sommets.
sl

Non

Algorithme de MOUHOUBEB ¢t al.

L K

Figure VII.12 ) Le graphe PERT minimal G¢ avec le sommet fictif sf, obtenu en
appliquant les régles 5, 3 ensuite la régle 7. Geg contient 15 taches fictives et 18 sommets.
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Dans I'exemple présenté (Figure VII.12. (a)), Ge contient 2 | X | sommets et les différents
chemins sont formés alternativement, d'arcs réels et fictifs (Gey contient 28 sommets et 29 arcs
factices). Pour obtenir Ge; il suffit d’ajouter au diagramme de Gantt les arcs de précédence (arcs
rouges). Tous les réseaux Gei, Ge ..., Geg satisfont les contraintes de la table d’ordonnancement
(Tableau VII. 3).

Dans le graphe Ge7 (Figure VII. 12. (e)), notre algorithme a réduit le nombre de sommets a
18 et le nombre d’arcs fictifs a 15, c'est-a-dire 35,71% de réduction des sommets et 48,27% de
réduction des arcs fictifs.

IV. Implémentation

Pour pouvoir programmer cette méthode, il est nécessaire de la transformer en écriture
algorithmique :

Début
(Construction du graphe Ge; a partir du graphe G, )

POUR chaque sommetide X FAIRE

-on définit deux sommets ai et bi ;
- on constitué des arcs (ai, bi) pour toutide X ;
Ainsi que des arcs (bi, aj) sii € P (j) dans Gy ;
FIN POUR ;
N nombre de taches;

(Construction de graphe Ge; par la réglel)
I ensemble des tache qui en les méme successeurs.
| =] ;
POUR Pallantde1aN FAIRE
Sl ipetip:g en les mémes successeurs Alors
I=1+ip;
=1+ ip+1 ;
FINSI;
FIN POUR ;
POUR chaque ensemble 1= {iy,io,...,ip} FAIRE

Contracter dans Ge; les sommets biy, biy,....,bi, en mémes successeurs
en un seul sommet by ;
FIN POUR;

(Construction du graphe Gz par la regle 2)

I ensemble des taches qui en les mémes successeurs.
| =0,
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POUR Pallantde1aN FAIRE
Sl i etip:g enen les mémes prédécesseurs  Alors
=1+
=1+ ip+l;
FINSI;
FIN POUR ;
POUR chaque ensemble 1= {iy, io,...,ip} FAIRE

Contracter dans Ge, les sommets aiy,aiy,....,ai, ayant les mémes prédécesseurs
en un seul sommet &, ;
FIN POUR;
N nombre des taches ;
(Construction du graphe Ge4 par la regle 3)
POUR jallantOaN FAIRE
POUR iallantiaN FAIRE
POUR  chaque arc (b;,a) EAIRE
Sl da =+1 Alors

Contracter a; et b; en un sommet unique ab;; ;

FIN SI ;
FIN POUR ;
FIN POUR ;
FIN POUR ;

(Construction du graphe Ges par la regle 4)

POUR jallantOaN FAIRE
POUR iallantiaN FAIRE

POUR  chaque arc (b;,a) FAIRE
Sl d+bj =+1 Alors

Contracter a; et b; en un sommet unique abj;;

FIN SI ;
FIN POUR ;
FIN POUR ;
FIN POUR ;

(Construction des graphe Ges et Ge7 par I’application d’une des régles 5, 6 ou 7)
N nombre de taches;
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POUR iallant0aN FAIRE
POUR jallantiaN FAIRE

Tant que il existe un sommet b, succes [bi] inclus dans succes [b;] EAIRE

- supprimer les arcs fictifs qui sortent de b, et qui sont inclus dans les
successeurs de bJ.

- remplaces par un arc fictif de bi a bj ;
( Par cette boucle, on obtient le graphe Ges )

Fin Taque;

FIN POUR;
FIN POUR;

-Appliquer la régle 3 ; (pour obtenir le graphe Ge7)

POUR iallant0aN FAIRE
POUR jallantiaN FAIRE

Tant que il existe un sommet &; predé [ai] inclus dans prédé [a;] EAIRE

- supprimer les arcs fictifs qui arrivent a a et qui sont inclus dans les
prédécesseurs de a; ;

- remplacer par un arc fictif de a, a a;;
(On obtient le graphe Gegg)

Fin Taque
FIN POUR;
FIN POUR;
- Appliquer la régle 4 (pour obtenir le graphe Ge; )

X1={ by,by,......0p} et Xo ={ as,ay,.....,ap}
Tant que X; et X, deux classes formant un biparti complet FAIRE

- créer un sommet fictif sf ;
- supprimer les arcs multiples ;
(On obtient le graphe Geg )
Fin Taque
FIN.

Figure VI1.13. Implémentation du nouvel algorithme.

V. Résultats numériques

Nous avons utilisé C++ pour programmer cet algorithme qui est composé de trois
modules suivants:

132



1 — Dessin de graphe: Ce module contient les fonctions habituelles de dessins de graphes qui
sont : la création et suppression de sommets, la création et la suppression d’arcs, sauvegarde
et la restauration des graphes, etc.

2 - Bibliothéque: Elle inclut les algorithmes de la théorie des graphes tels que: la connexité d’un
graphe, détection d’un circuit, I'organisation du graphe en niveaux, etc. Pour tester le graphe
dessiné dans la premiéere étape, il doit vérifier les conditions du réseau (le réseau oriente,
connexe, sans circuit, contenant une seule source a et un seul puits o).

3 — A partir du graphe des potentiels, le troisieme module comprend Il'application de notre
algorithme et celui de Sterboul et Wertheimer [SW 80]. Le programme affiche le nombre de
sommets et le nombre d'arcs fictifs dans Ge; et o. Apres avoir lancé le premier algorithme,
puis la seconde, le logiciel affiche a la fois Gemin €t H avec I'affichage du nombre de sommets
et d'arcs fictifs dans chaque réseau. 1l affiche également le nombre de sommets et d'arcs fictifs
réduits.

En utilisant le méme processus (obtenir le nombre de sommets et d'arcs fictifs aléatoirement pour
tout nouveau réseau G,), on obtient des données qui sont stockées dans une matrice de 75 par 12
(voir Tableau VII.4). Les données contenant une étoile (*) stipule que le graphe contient un ou
plusieurs arcs transitifs ou I’algorithme de Sterboul et Werthemeir ne fonctionne pas ou bien il
donne des résultats erronés.
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Nbre Nbre Nbre Nbre Nbre de Nbre Nbre Nbre Nbre de Nbre Meilleur Meilleur

de d’arcs de d’arcs sommets d’arcs de d’arcs sommets d’arcs résultat résultat dans

somm | rouges somme | rouges suppri- rouges | somme | rouges suppri- rouges dans la la

ets dans ts dans dans més dans | suppri- | tsdans dans més dans suppri- suppres- | suppression

dans Gey OU H, H, H, més Gemin Gemin- Gemin més dans sion des d’arcs rouges

G Ho | Ho dans H, Gemin sommets

8 5 6 3 2 3 6 3 2 3 Hy =Gemin Hy =Gemin

36 50 12 9 24 41 12 6 24 44 Hy =Gemin Gemin
14 10 8 4 6 6 8 4 6 6 Hz =Gemin H2 =Gemin
30 25 13 5 17 20 13 5 17 20 Hy =Gemin Hy =Gemin
24 22 10 8 14 14 10 5 14 17 Hy =Gemin Gemin
24 23* 11 6 13 17 Gemin Gemin
40 53* 15 9 25 44 Gemm Gemm
22 18* 11 5 11 13 Gemin Gemin
52 70 35 51 17 19 35 40 17 20 Hy =Gemin Gemin
30 24 13 5 17 19 13 5 17 19 Hy =Gemin Hy =Gemin
42 40 21 15 21 35 22 14 20 26 Gemin Gemin
26 27 16 16 10 11 16 15 10 12 Hz =Gemin Gemin
56 80* 27 23 29 57 Gemin Gemin
14 9 8 3 6 6 8 3 6 6 Hz =Genmin H2 =Gemin
64 64 29 20 35 44 29 17 35 47 Hz =Gemin Gemin
128 175 49 44 79 131 48 40 80 135 Genmin Gemin
42 53 19 22 23 31 19 19 23 34 H2 =Gemin Gemin
46 55 25 26 21 29 25 22 21 33 H2 =Gemin Gemin
58 73 28 27 30 46 28 24 30 49 Hz =Gemin Gemin
52 64 28 30 24 34 27 25 25 39 Gemin Gemin
68 91 34 39 34 52 34 34 34 57 Hz =Genmin Gemin
54 67 33 37 21 30 32 31 22 36 Gemin Gemin
40 47* 25 24 15 23 Gemin Gemin
76 92 23 11 53 81 23 11 53 81 Ha =Gemin H2 =Gemin
90 105 54 49 36 56 52 45 37 60 Gemin Gemin
94 129 52 62 42 67 50 49 44 80 Gemin Gemin
82 123 35 32 47 91 32 27 50 96 Gemin Gemin
62 87 34 41 28 46 34 31 28 56 Hz =Genmin Gemin
36 40* 17 13 19 27 Gemin Gemin
324 388* 164 191 160 197 Gemin Gemin
348 392 178 223 170 169 178 218 170 174 Hy =Gemin Gemin
170 189 114 113 56 76 113 110 57 79 Gemin Gemin
28 29 17 17 11 12 17 15 11 14 Hy =Gemin Gemin
66 67 25 18 41 49 23 15 43 52 Gemin Gemin
38 57* 14 11 24 46 Gemin Gemin
40 54 15 8 25 46 14 8 26 46 Gemin Hz =Gemin
26 26 15 14 11 12 15 13 11 13 Hy =Gemin Gemin
42 41* 22 14 20 27 Gemin Gemin
14 9 9 3 5 6 8 3 6 6 Genmin Hy =Gemin
28 30 17 18 11 12 17 15 11 15 Hz =Gemin Gemin
200 313 88 111 112 202 84 85 116 228 Gemin Gemin
74 124* 28 23 44 101 Gemin Gemin
148 219 41 33 107 186 39 29 109 190 Genmin Gemin
70 97 45 70 25 27 45 60 25 37 Hy =Gemin Gemin
60 77 37 53 23 24 37 44 23 33 Hz =Gemin Gemin
40 45 22 19 18 26 20 17 20 28 Genmin Gemin
278 304* 176 179 102 125 Gemin Genmin
84 99 54 64 30 35 54 52 30 47 Hy =Gemin Gemin
66 77 39 47 27 30 38 34 28 33 Gemin Gemin
84 96* 41 32 43 64 Gemin Gemin
286 307 161 208 125 99 161 204 125 103 H, =Gemin Gemin
90 107 37 31 53 76 37 27 53 80 Hy =Gemin Gemin
68 85 38 43 30 42 38 35 30 50 H, =Gemin Gemin
66 71 43 42 23 29 40 36 26 35 Gemin Gemin
66 70* 41 38 25 32 Gemin Gemin
78 86 45 44 33 42 45 39 33 47 H, =Gemin Gemin
46 56* 26 24 20 32 Gemin Gemin
118 126 66 62 52 64 66 57 52 74 H, =Gemin Gemin
82 92 40 33 42 59 39 29 43 63 Gemin Gemin
78 105* 38 36 40 69 Gemm Gemm
68 87 40 48 28 39 40 38 28 49 Hy =Gemin Gemin
70 89 44 52 26 37 42 41 28 48 Gemin Gemin
190 233 108 151 82 82 108 141 82 92 Hy =Gemin Gemin
177 191 99 109 78 82 96 109 81 82 Genmin H2 =Gemin
205 267* 97 145 108 122 Gemin Genmin
245 280 178 161 67 119 178 159 67 121 Hy =Gemin Genmin
159 208 82 139 7 69 79 136 80 72 Genmin Gemin
121 175 71 104 50 71 71 99 50 76 Hy =Gemin Gemin
180 210* 103 99 77 111 Gemin Gemin
350 372 203 219 147 153 201 209 149 163 Gemin Gemin

Table VII1.4. Tableau récapitulatif de I’application de I’algorithme de Mouhoub et Sterboul sur 75 araphes.
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L’étude de ce tableau donne les conclusions suivantes:

N,ombre de Meilleur rapport de reduction de Meilleur rapport de réduction des
reseaux ssommets (%) arcs fictifs (%)
H, Gemin = Ha Gemin H, Gemin = H2 Gemin
75 0% 46.66% 53.33% 0% 13.33% 86.66%

Table VII.5. Résultats de la comparaison.

Nous venons de voir un nouvel algorithme de construction du graphe PERT minimal qui a
été comparé avec l'algorithme similaire de Sterboul. Le nouvel algorithme mis au point est
meilleur avec plus de 53% dans le cas de réduction des sommets et plus de 86% dans le cas de
réduction des arcs fictifs (voir Tableau VII. 5). Il s'agit d'une amélioration importante qui se
traduit par la production facile, la lecture et la compréhension des réseaux PERT, en plus de la
simplification de I'exécution de commande des projets. 1l est important de garder a I'esprit que
I'algorithme de Sterboul et Wertheimer n'est meilleur dans aucun des deux cas. En outre, notre
algorithme tourne avec I'existence d'arcs transitifs tandis que l'autre échoue selon d’aprés ce qui a
été écrit dans leur papier [SW 80].

VI Conclusion

Ce chapitre présente une nouvelle approche pour générer des réseaux PERT avec un
nombre minimum d‘arcs fictifs. En effet, en appliquant les sept régles R, Ry, ..., R7 dans ’ordre
séquentiel, l'algorithme permet de réduire un certain nombre d'arcs fictifs jusqu'a la derniére régle
qui donne le graphe PERT minimal avec le respect total des contraintes dans la table
d’ordonnancement en utilisant certains résultats des graphes adjoints.

L'algorithme a été programmé en C++ Builder et par rapport a l'algorithme de Sterboul, il
s'avere plus optimal soit en terme de réduction du nombre d'arcs fictifs soit en terme de réduction
du nombre de sommets.

Notre nouvelle approche est trés simple a appliquer. Elle donne le PERT minimal avec un
certain nombre d'arcs virtuels dans un temps trés court. Les techniques utilisées dans les sept
regles de Il'algorithme peuvent étre exploitees dans d'autres domaines par des spécialistes de la
théorie des graphes. Les résultats expérimentaux sont trés positifs, méme lorsque les réseaux sont
d'une tres grande taille.

Un autre avantage majeur, qui est intéressant, et mérite d’étre mentionné est le fait que
I'algorithme fonctionne sans aucun probléme en présence des arcs transitifs.
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Chapitre VIlI

Conclusions et perspectives

Sommaire
| Introduction 136
Il Bilan 136
[l Perspectives 138

I Introduction

Les problemes d’ordonnancement de projet figurent au rang des problémes
d’ordonnancement les plus étudiés depuis les origines de la théorie de I’ordonnancement. Malgré
les nombreux progreés réalisés par la suite, ce mémoire montre que ces problémes, en dépit de leur
simplicité apparente, constituent un challenge pour la recherche opérationnelle actuelle.

Depuis leur début d’utilisation vers la fin des années 50, PERT/CPM et MPM ont été
employés intensivement pour aider les chefs de projet dans la planification, la programmation, et
le commandement de leurs projets. Avec le temps, ces deux techniques graduellement ont
bénéficié des avantages des uns et des autres.

L'application de PERT/CPM commence en cassant le projet vers le bas en ses différentes
activités, en identifiant les prédécesseurs immédiats de chaque activité, et en estimant la durée de
chaque activité. Un réseau de projet alors est construit pour montrer visuellement toute cette
information. Le type de réseau qui devient de plus en plus populaire a cette fin est le réseau des
potentiels, ou chaque activité est représentée par un noeud.

Il Bilan
PERT/CPM et MPM produisent beaucoup d'informations d'établissement du programme
qui sont utiles pour le chef de projet, y compris la date de debut au plus t6t, la date de début au

plus tard ainsi que les différentes marges pour chaque activité. Elle identifie également le
chemin critique des activités tel que tout retard touchant une des activités le long de ce chemin
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retarde I'accomplissement du projet. Puisque le chemin critique est le plus long chemin dans le
réseau, sa longueur détermine la durée totale du projet, en supposant que toutes les activités
s’exécutent dans les délais.

Cependant, il est difficile que toutes les activités restent dans les délais parce qu'il y a
fréqguemment des incertitudes considérables au sujet de ce qu'elle sera la durée d'une activité.
PERT a trois estimations présente une approche qui mérite toute 1’admiration. Elle offre trois
genres différents d'évaluations (optimistes, pessimistes, et les plus probables) pour la durée de
chaque activité et a partir de Ia, en utilisant une distribution de probabilité, la méthode calcule la
durée pour une activité, ce qui est appliqué ensuite pour chaque activité du projet.

PERT/CPM a quelques insuffisances importantes. Celles-ci incluent les approximations
incertaines faites en estimant les durées des activités. Ces erreurs qui entachent le calcul des
durées ont été étudiés, dans cette these, le sujet d’une analyse suivie d’une critique ensuite d’un
ensemble de suggestions qui peuvent apporter des corrections a cette merveilleuse méthode.

La méthode PERT-colt permet au chef de projet d'étudier I'effet sur le codt total de
changer la durée estimée du projet en diverses valeurs alternatives. Les données importantes pour
chaque activité sont le temps et le colt lorsqu’elles sont faites de la maniére normale et puis
quand elles sont entierement accélérées.

Néanmoins, le graphe PERT/CPM reste difficile a dessiner en présence des taches fictives
qu’il engendre et qui représente plus de 40% des arcs du graphe. Notre travail s’est focalis¢ sur le
sujet et nous a offert deux nouvelles méthodes de dessin du graphe. La premiere est une
technique qui balaye la table d’ordonnancement ligne par ligne et a chaque fois elle ajoute un arc
au graphe construit au fur et a mesure. La présence de tache fictive sera vite détectée et introduite
dans le graphe.

La deuxieme méthode utilise un certain ensemble de concepts des graphes adjoints de
graphes pour dessiner, a partir du graphe des potentiels, et a travers une série de transformations,
le graphe PERT. L’idée consiste : en la recherche des sous graphes sous la forme de « Z » dans le
graphe des potentiels, éliminer ces « Z » en introduisant des arcs fictifs supprimant toute barre de
« Z ». Les bipartis complets sont ensuite localisés dans le graphe des potentiels. Chaque biparti
représente, dans le nouveau graphe qui est appelé PERT, une étoile avec un sommet au milieu
recevant et donnant des arcs incidents intérieurement et extérieurement. Le graphe est dessiné au
fur et a mesure, étoile par étoile, et a la fin on obtient un graphe PERT respectant les contraintes
figurant dans la table d’ordonnancement.

Cette nouvelle technique originale a réussi (pour la premiére fois) a introduire les graphes
adjoints dans les problémes d’ordonnancement de projet. Elle offre un algorithme simple avec
une complexité polynomiale.

137



Cet algorithme est revu a dans le chapitre VI en vue d’une optimisation dans le nombre
des taches fictives se trouvant dans le graphe PERT. Deux approches ont été présentées. La
premiére celle de [AKR 07] se basant sur le principe de regroupement des arcs fictifs appartenant
au méme biparti complet. Or, le graphe ne contient pas toujours des bipartis contenant des arcs
fictifs. 1l fallait chercher un autre moyen pour réduire les taches fictives. Une deuxiéme approche
venait donc, pour apporter une solution nouvelle a ce probleme embétant pour les managers de
projet. Une étude comparative a été realisée entre les deux approches. Cette étude montre la
superiorité de notre algorithme dans la majorité des cas.

Ce probléme de réduction des taches fictives dans le graphe PERT nous a ouvert les
portes pour chercher une solution radicale au probléme appelé dans la littérature « le graphe
PERT minimal ». Le contexte est devenu plus clair et plus général tandis que 1’objectif devient
plus précis mais plus complexe.

Notre technique de réduction nous a servi comme une ébauche a une méthode nouvelle
plus concise englobant tous les cas possibles.

La présentation de cette méthode a été suivie d’une démonstration prouvant qu’elle offre
le graphe PERT minimal en termes de taches fictives.

Notre recherche ne s’est pas arrétée a ce stade. La thése présente un des algorithmes
célebres et qui tres connu dans la littérature. En le comparant avec notre nouvelle méthode, les
résultats étaient tres satisfaisants. 1ls sont en notre faveur.

11 Perspectives

Il serait dommage de s’arréter 1a. De nombreuses pistes, pouvant apporter une véritable
aide, restent a explorer. Voici ci-dessous celles qui nous semblent les plus prometteuses.

Le PERT flou trés peu connue des utilisateurs contrairement a son analogue stochastique
pour lequel il existe de nombreux programmes commerciaux, est un axe de recherche trés
attirant.

Nous avons I'idée que le PERT flou fait appel a moins d’hypothéses de calcul que le
PERT stochastique, qu’il est également plus simple a utiliser, ne nécessitant aucun calcul de
moyenne ou variance, et que contrairement au PERT stochastique, il permet de tenir compte des
changements de chemin de durée maximale en fonction de I’incertitude sur la durée totale.

C’est ce dernier point qui le démarque le plus du PERT stochastique.

Par beaucoup d’aspects, comme la fidélité a la réalité sachant qu’une estimation de durées
est vague et non probabiliste, la commodité d’utilisation et la qualité¢ des résultats, le modeéle du
PERT flou est plus proche de la réalité et plus efficace qu’un modéele stochastique.
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Le PERT flou répond aux conditions de planning “tendu”, ce qui n’est pas le cas du PERT
stochastique qui allonge la durée des taches. Toutefois, cette méthode du PERT flou ne permet
pas (ou pas encore) de déterminer des marges de temps dans tous les cas, ce probléme étant
particulierement difficile a résoudre et toujours en cours de recherche.

Nous savons que les contraintes potentielles sont de deux types: les contraintes
d’antériorité et les contraintes de localisation temporelle. Le premier type a été pris en charge
dans cette these mais le second, reste a conquérir. La modélisation par les graphes peut résoudre
ce cas. Elle en a les moyens nécessaires pour offrir une solution globale concernant la
transformation d’un graphe des potentiels (méme avec les contraintes de durée) en un graphe
PERT.

Un autre axe de recherche qui mérite la prise en charge, c’est celui de I’ordonnancement
répétitif dans un projet. En effet, il ne faut jamais oublier que quelque soit la taille d’un projet, il
existe des taches qui se répétent jusqu’a n fois lors de I’exécution. Jusqu’a présent, on ne tient pas
compte de ce cas puisque le graphe obtenu ne doit pas contenir de circuits (une tache ne peut pas
succéder a elle-méme). Avec la regle 7 que nous avons vu précédemment par la création d’un
sommet fictif (voie chapitre VII), ce probleme peut étre pris en charge mais ¢a nécessite une
étude approfondie pour le cas général.

Un dernier axe qui me parait intéressant est celui de la modélisation par les graphes d’un
projet, en tenant en compte la présence des ressources qui sont d’ordre limité. Nous savons que
la théorie des graphes tire toutes ses forces par sa représentation binaire, ce qui est permis
actuellement, c’est la modélisation par un graphe disjonctif mais je reste quand méme optimiste
pour la recherche d’une solution radicale a ce type de probleme en utilisant cet outil puissant qui
est : la théorie des graphes.
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Annexe 1

Liste des tableaux

Tableau 11.1 Exemple de 3 algorithmes avec leurs complexites.

Tableau 1.2 Tableau récapitulatif de classification des problemes combinatoires.
Tableau 11.3 Exemple de contraintes cumulatives

Tableau I1.4 Quelques valeurs du champ oy

Tableau I1.5 Quelques valeurs du champ f

Tableau 11.6 Quelques valeurs du champ y

Tableau 11.7 Valeurs du champ « en gestion de projet

Tableau II1.1. Table initiale d’ordonnancement T.

Tableau 111.2. La table initiale d’ordonnancement T pour les traitements algorithmiques,
désignations non reprises.

Tableau I11.3. (a) Un sous-tableau des antériorités de c et d.

Tableau 111.3. (b) Nouveau sous-tableau des antériorités c, d et f.

Tableau I11.4. La table d’ordonnancement T et [’organisation des sommets en niveaux.
Tableau I11.7. Une table d’ordonnancement T.

Tableau 111.8. (a) Dates de début au plus tét du tableau de la figure I11.4.

Tableau 111.8. (b) Dates de début au plus tard du tableau de la figure 111.4.

Tableau 111.9. Tableau des données et des résultats.

Table IV.1. Table des antériorités et les durées calculées a partir de a, b et m.
Tableau 1V.2. Récapitulation de la probabilité correspondante a chaque durée totale
choisie pour le projet.

Table V. 1. Une table d’ordonnancement

Table V. 2. La table d’ordonnancement, désignations non prises.

Table VI. 1. La table d’ordonnancement T avec les désignations non prises.

Table VI. 2 Tableau récapitulatif concernant [’exécution des trois algorithmes.

Table VI.3 Résultats de la comparaison.

Table VII. 1. Table d’ordonnancement.

Table VII1.2. Recherche des bons arcs dans Hi.

Table VII.3. Table d’ordonnancement de la Figure V11.11.
Table VIL4. Tableau récapitulatif de !’application de [’algorithme de Mouhoub et Sterboul sur 75

graphes.
Table VII.5. Résultats de la comparaison.
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Annexe 2

Liste des figures

Figure I1.1 Typologie des problemes d’ordonnancement par les ressources

Figure 11.2 Machine unique réalisant des travaux.

Figure 11.3 Machines paralléles réalisant des travaux.

Figure 111.4. (a) Atelier a cheminement unique (Flowshop).

Figure 11.4. (b) Cas le plus général du « flow shop » : on peut sauter des machines, mais on les
visite toujours par numéros croissants des machines.

Figure 11.5 « Flow shop » hybride : Machines en série / gammes identiques et machines en
parallele.

Figure 11.6 Atelier a cheminement multiples : machines en série (Mi) /gammes non identiques
(Jobshop).

Figure 1. 7 Machines en série / gammes non linéaires : « Open shop ».

Aucune contrainte sur [’ordre de visite des machines

Figure 111.1. Les objectifs du projet.

Figure I11.2. Cycle de vie d’un projet.

Figure 111.3. Le diagramme de Gantt de la table I11.1.

Figure 111.4. La tache u, de durée t (u), précede la tache v

Figure I11.5. Le graphe des potentiels avec les sommets réorganises en niveaux.

Figure 111.6. Le passage du diagramme de Gantt au graphe PERT.

Figure 111.7. La tache u précéde la tache v dans le graphe PERT.

Figure I11.8. Le graphe PERT construit par ajout successif des tdches, les durées n’étant pas
inscrites.

Figure 111.9. (a) Probleme de représentation dans le graphe PERT.

Figure 111.9. (b) Introduction de la tache fictive f et représentation dans le graphe PERT.
Figure 111.10. Le graphe PERT de la table I11.4 avec un minimum de 5 taches fictives.

Figure I11.11. La modularité dans le graphe PERT.
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Figure 111.12 Calcul de doa dans le cas d’'un ou plusieurs arcs.

Figure 111.13. Calcul de daa dans le cas d’un ou plusieurs arcs.

Figure Ill.14. L’intervalle de placement d’'une tache A, les dates et les marges associées a A
représentées par le diagramme de Gantt. A, A, et Az sont les taches qui succedent a A.

Figure I11.15. Les dates de début au plus tét et au plus tard dans le graphe des potentiels.
Figure 111.16. Les dates de début au plus tot et au plus tard dans le graphe PERT

Figure 111.17. Le diagramme de Gantt.

Figure IV.1. Distribution du temps des activités tiré de [KIM 01].

Figure IV.2. La loi Béta.

Figure IV.3. Graphe des potentiels correspondant au tableau 1V.1.

Figure 1V.4 Courbe de la distribution Béta tiré de [IKA 04].

Figure IV.5. Exemple de distributions possibles.

Figure IV.6. Courbe des colts y d’une tdche A en fonction de sa durée.

Figure V.1. Un graphe G et son graphe adjoint L (G).

Figure V.2. Exemple d’utilisation des graphes adjoints dans la coloration d'arétes.

Figure V.3. Les graphes G; G, et Gz du graphe adjoint H.

Figure V.4. Les configurations « Z » et « 4 ».

Figure V.5. Un biparti complet B de H [’étoile de G associée a B

Figure V.6. (a) un graphe H.

Figure V.6. (b) La partition des arcs de H en bipartis complets. Les arcs de chaque couleur
représentent un biparti complet.

Figure V.6. (c) Le graphe G construit a partir de son graphe adjoint H de la figure V.6. (a).
Figure V.7. Sous graphes contenant de la configuration « Z ».

Figure V.8. La table d’ordonnancement et le graphe des potentiels dont les arcs sont
partitionnés en bipartis complets.

Figure V.9. Le graphe PERT construit a partir des bipartis complets du graphe des potentiels.
Figure V.10. Correspondance entre un biparti complet du graphe des potentiels et [’étoile dans
le graphe PERT.

Figure V.11. La configuration « Z » et sa transformation dans le graphe des potentiels.

Figure VI1.12. Algorithme 1 de passage du graphe des potentiels au graphe PERT.

Figure 13. (a). Le graphe des potentiels correspondant a la table VII.2. avec les barres de « Z »
en gras.

Figure 13. (b). Le graphe des potentiels modifié par l’introduction des tdches fictives f;.

Figure 13. (C). Le graphe des potentiels modifié par ’introduction des tdches fictives f; avec
réorganisation des taches en niveaux et partition des arcs en bipartis complets.

Figure 13. (d). Construction du graphe PERT a partir du graphe des potentiels.
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Figure V.14 Introduction de la tache fictive dans le diagramme de Gantt et modifié en un
graphe PERT

Figure V. 15 Le diagramme de Gantt de la figure 1V.15.(a)

Figure V.16. Le graphe des potentiels et le diagramme de Gantt résultant.

Figure V1. 1. La configuration « Z » et sa transformation dans le graphe des potentiels.

Figure VI. 2. Les sommets a et b ayant des successeurs communs et des successeurs non
communs, des prédécesseurs communs et des prédécesseurs non communs d’ou la présence des
Z.

Figure VI 3. Regroupement des barres de “Z”, tdches fictives et partition des arcs en bipartis
complets.

Figure V1. 4. Algorithme (2) de passage du graphe des potentiels au graphe PERT.

Figure VI. 5. (@) Le graphe des potentiels correspondant a la table V.1,
Figure VI. 5. (b) Le graphe des potentiels avec l’introduction des taches fictives (sommets 14, ...,
18) avec regroupement des barres de Z appartenant au méme biparti et organisation des
sommets en niveaux.

Figure VI. 5. (c) Construction du graphe PERT a partir du graphe des potentiels par
["application de I’algorithme 2avec 5 taches fictives (1, 2), (3, 6), (4, 7), (3, 7), (3, 8).

Figure VI. 6. Les sommets ayant les mémes successeurs contractés en un sommet

Figure VI. 7. Les sommets ont les mémes prédécesseurs contractés en un sommet unique dans
Ge.
Figure VI. 8. Contraction des sommets initial et terminal de [’arc fictif u arrivant seul a un ou
plusieurs arcs réels.

Figure VI. 9. Contraction des sommets initial et terminal de [’arc fictif u débutant seul d’un ou

plusieurs arcs reéels.

Figure VI. 10. Algorithme (3) de passage du graphe des potentiels au graphe PERT.

Figure VI. 11. Construction du graphe PERT a partir du graphe des potentiels par
["application de I’algorithme 3 de la Table VI. 1.

Figure VII.1. Un arc redondant (i, j).

Figure VII.1. (a) Le graphe des potentiels de la Table. VII.1.

Figure VII.1. (b) Le graphe Hode la Figure VII.2 (b).

Figure VII. 2. (c) Le graphe H; de la figure VII.2 (a).

Figure VII. 2. (d) Le graphe H; de la figure VII.2 (a).

Figure VII.3. Les sommets b; ayant les mémes successeurs contractés en un sommet unique b,
dans Ge;.
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Figure VII.4. Les sommets a; ont les mémes prédécesseurs contractés en un sommet unique a,
dans Ge,.
Figure VIL.5. Un arc transmetteur de type 1 entre deux taches i et j et sa contraction.

Figure VII.6. Un arc transmetteur de type 2 entre deux taches i et j et sa contraction.

Figure VII.7. Les sommets dont les successeurs sont inclus dans [’ensemble des successeurs d’un
autre sommet dans Ges et la réduction des taches fictives dans Geg.

Figure VII.8. Les sommets dont les prédécesseurs sont inclus dans [’ensemble des prédécesseurs
d’un autre sommet dans Ges et la réduction des taches fictives dans Ges.

Figure VII. 9. Un biparti complet dans Ge; et le sommet fictive sf dans Ges. La représentation
dans Geg contient moins d’arcs fictifs que dans Ge.

Figure VI11.10. Construction de G et Gy.

Figure VII.11. Construction d’un building industriel.

Figure VII.12. (a) Le graphe des potentiels G, avec 14 sommets de la table d’ordonnancement
VII. 3.

Figure 12. (b) Le graphe PERT Gg; de la Figure VII.12. (a). Ge; contient 29 taches fictives et 28
sommets.

Figure VI1.12. (c) Le graphe PERT Ggs de la Figure 15. (a) obtenu en appliquant la regle 1
ensuite la regle 2. Ggz contient 23 taches fictives et 23 sommets.

Figure VII.12 (d) Le graphe PERT Ggs de la Figure 12. (a) obtenu en appliquant la régle 3
ensuite la régle 4, avec 16 taches fictives et 17 sommets.

Figure VII.12 (e) Le graphe PERT minimal Gg de la figure 12. (a) avec le sommet fictif sfy
obtenu en appliquant la regle 5, la régle 3 ensuite la régle 7. Geg contient 15 taches fictives et
18 sommets.

Figure VI1.13. Implémentation du nouvel algorithme.
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Résumé de la these

Apres avoir étudié la modélisation de 1’ordonnancement de projet par le biais du diagramme de Gantt, la
méthode MPM et la méthode PERT, on conclue que les managers de projet préférent travailler avec le
graphe PERT malgré qu’il est difficile a réaliser, alors que le graphe des potentiels offre plus de
simplicité.

Le calcul des durées dans les problémes d’ordonnancement est une tache trés délicate puisqu’on n’a pas
les moyens nécessaires de détection des dates de début et de fin de chaque activité vu leur caractére
stochastique. PERT offre une technique de calcul qui, dans cette thése, est analysée, critiquée et suivie de
guelques corrections.

Ce travail présente deux idées originales de dessin du graphe PERT. La premiére consiste a balayer la
table d’ordonnancement ligne par ligne et dessiner, a chaque étape, un arc qui s’ajoute a ce qui a été
construit avant. La deuxieme consiste a localiser les bipartis complets dans le graphe des potentiels et les
transformer au fur et a mesure en étoiles adjacentes constituant le graphe PERT a ’aide d’un ensemble de
concepts et de résultats sur les graphes adjoints de graphe. Cette idée a été optimisée a deux reprises en
vue d’avoir un graphe PERT moins encombrant, facile a lire et a controler.

Enfin, la thése aborde le probleme de graphe PERT minimal, qui est un probléme NP-Complet. Elle
présente une méthode nouvelle de construction qui est comparée a une méthode similaire, connue dans la
littérature. Les résultats de cette comparaison montrent la supériorité de notre nouvelle technique.

Abstract of the thesis

After studying the project scheduling modeling through the Gantt chart, the MPM and PERT methods, we
concluded that project managers prefer to work with the PERT graph although it is difficult to achieve,
while the potentials graph offers more simplicity.

The duration calculations in scheduling problems are very delicate since we did not have the necessary
mean to detect the starting and ending of each activity given their stochastic character. PERT provides a
computational technique which, in this thesis is analyzed, criticized and followed by a few corrections.
This work presents two novel ideas for drawing PERT graph. The first is to scan the scheduling table line
by line and drawing, at each stage, an arc in addition to what has been built before. The second is to locate
the complete bipartites in the potentials graph to transform them progressively into adjacent stars forming
the PERT graph with a set of concepts and results on line graphs of graphs. This idea has been optimized
on two occasions to have a PERT graph more compact, easy to read and to control.

Finally, the thesis addresses the problem of the minimal PERT graph, which is NP-hard. It presents a new
heuristic of construction which is compared to a similar method known in the literature. The results of this
comparison demonstrate the superiority of our new technique.
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