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Résumé
Dans cette thèse, on s�intéresse à l�étude théorique (notamment la complexité polynomi-

ale) et à l�implémentation numérique d�une méthode de points intérieurs de trajectoire

centrale de type primal-dual pour résoudre les problèmes de la programmation convexe à

contraintes linéaires (PCCL). Dans notre étude, nous proposons de nouveaux paramètres

qui décrivent le paramètre barrière et le seuil qui mesure la taille du voisinage de la

trajectoire centrale. À travers ces derniers, un algorithme primal-dual à pas court et

d�itération de Newton complet bien dé�ni est présenté et de plus sa complexité est cal-

culée. L�e¢ cacité numérique de cet algorithme est con�rmée par des tests numériques.
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Introduction
Les méthodes de points intérieurs sont apparues dans les années cinquante. Ces méth-

odes reposent sur la fonction barrière logarithmique dé�nie en 1955, par Frisch ([24]).

Cette fonction barrière logarithmique était largement étudiée dans les années soixante,

par Fiacco et McCormick. Les itéres générés par les méthodes basées sur cette fonction

sont strictement réalisables: ils restent à l�intérieur du domaine réalisable, d�où la termi-

nologie de ces méthodes. L�engouement pour ces méthodes dans les années soixante est

dû au développement de méthodes performantes en optimisation sans contrainte, citons

notamment le code SUMT développé par Fiacco et McCormick, en 1968. Le problème du

mauvais conditionnement des matrices hessiennes des fonctions barrières d�abord étudié

par Murray, en 1969-1971 puis par Lootsma, en 1972 ralentit le développement de ces

méthodes au début des années soixante-dix. On redécouvrira ces méthodes plus tard

grâce à l�optimisation linéaire. Avant 1984, tout problème d�optimisation linéaire se ré-

solvait par la méthode du simplexe développé par Dantzig , en 1963 ou par une variante de

celle-ci. Des recherches ont été menées pour mettre au point une autre méthode mais au-

cune de celles proposées n�améliorait celle du simplexe. Aussi, pendant une quarantaine

d�années, cette méthode domina l�optimisation linéaire. Puis, dans les années soixante-

dix, la théorie de la complexité devient une part intégrante de l�optimisation linéaire, si

bien qu�on demanda aux méthodes développées de converger en un temps polynômial,

c�est-à-dire de résoudre le problème en un nombre d�opérations qui doit être borné par

un polynôme en fonction de la taille du problème([27]). Mais la méthode du simplexe n�a

pas cette propriété, comme l�ont montré Klee et Minty, en 1972. On se demanda alors

si un algorithme d�optimisation linéaire avait cette propriété. En 1979, Khachian pro-

posa un algorithme de programmation linéaire appelé méthode des ellipses de Khachian.

Bien que convergeant polynômialement en théorie, cet algorithme convergeait en pratique

moins vite que le simplexe([27]). Toutefois, Khachian montra théoriquement l�existence

d�algorithmes à complexité polynômiale. Il restait maintenant à en trouver qui soient ef-

�caces en pratique. Ce que �t Karmarkar en 1984 ([35]), il proposa en e¤et un algorithme
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de réduction du potentiel de points intérieurs à complexité polynômiale pour résoudre les

problèmes d�optimisation linéaire. Cela provoqua un regain d�intérêt pour les méthodes

de points intérieurs, aussi bien en optimisation linéaire qu�en optimisation non linéaire.

Dans les années 90, la naissance des méthodes primal-dual de points intérieurs de trajec-

toire centrale pour résoudre (PL). Elles sont souvent les méthodes de points intérieurs

les plus e¢ caces pour résoudre les problèmes (PL). En théorie, leurs algorithmes associés

admettant la meilleure complexité polynomiale et d�autre part ils sont de type Newton

ce qui mène donc à une e¢ cacité numérique. Leurs extensions pour d�autres prob-

lèmes d�optimisation et de la programmation mathématiques à savoir la programmation

quadratique convexe (PQC), la programmation semi dé�nie (SDO) et les problèmes de

complémentarité linéaire (PCL) sont d�une importance capitale.

Notre but dans cette thèse est de traiter la programmation convexe à contraintes linéaires

(PCCL) par les méthodes de points intérieurs de (TC) et de type primal-dual et à pas

court. La programmation PCCL est un cas particulier de la programmation non linéaire

et elle généralise la programmation linéaire et la programmation quadratique convexe.

Notre but exactement est de proposer de nouveaux paramètres notamment le paramètre

barrière et le seuil qui mesure la taille du voisinage de la trajectoire centrale. À travers ces

deux nouveaux paramètres un algorithme de TC primal-dual à pas de Newton complet

est présenté, et sa complexité est aussi calculée. L�e¢ cacité numérique de cet algorithme

est con�rmée par des tests numériques.

La thèse est présentée en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, on présente les notions de base de l�analyse convexe et de

la programmation mathématique et une idée générale sur quelques méthodes de points

intérieurs pour la programmation convexe.

Dans le deuxième chapitre, nous montrons l�existence et l�unicité de la trajectoire

centrale (suivi de chemin) pour PCCL et ainsi le principe des méthodes primal-dual de

TC pour résoudre les problèmes de la programmation convexe.

Dans le troisième chapitre, un algorithme de points intérieurs de type primal-dual de
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trajectoire centrale à pas de Newton complet et à pas court est proposé pour PCCL. Une

étude théorique complète est faite. La convergence quadratique des itérations de Newton

complet vers la trajectoire centrale est démontrée ainsi est calculée de la complexité

polynomiale de l�algorithme qui est de l�ordre O(
p
n log n

�
).

Dans le dernier chapitre, on concentre sur les expériences numériques de cet algo-

rithme sur quelques problèmes de la programmation convexe inclut les problèmes de la

programmation linéaire et quadratique, convexe. En�n, nous clôturons cette thèse par

une conclusion et des perspectives.
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Notations et terminologie
(PM) : Programmation mathématique.

(PL) : Programmation linéaire.

(PQ) : Programmation quadratique.

(SDP) : Programmation semi-dé�nie.

(PM) : Un problème mathématique primal.

(DM) : Le problème dual de (PM).

(PL) : Le problème linéaire primal.

(DL) : Le problème dual de (PL).

(PQ) : Le problème quadratique primal.

(DQ) : Le problème dual de (PQ).

(P) : Le problème convexe primal.

(D) : Le problème dual de (P).

(Tc) : Trajectoire centrale.

Algo : Algorithme.

sdp : Semi dé�nie positive.

dp : Dé�nie positive.

(PCCL) : La programmation non linéaire convexe à contraintes linéaires.

CPI : Condition de points intérieurs.

K.K.T : Karush-Kuhn-Tuker.

Faisable : Réalisable.

c.à.d : C�est à dire.

s à : sujet à.
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Opérations
x � 0 : Les composantes de x; xi � 0 pour tout i;

x > 0 : Les composantes de x; xi > 0 pour tout i;

X � 0 : X est une matrice symétrique semi-dé�nie positive;

X � 0 : X est une matrice symétrique dé�nie positive;

xz = (x1z1; : : : ; xnzn)
T (produit d�Hadamard);

x

z
= (

x1
z1
; : : : ;

xn
zn
)T (z 6= 0) ;

p
x = (

p
x1; : : : ;

p
xn)

T (x > 0) ;

x�1 = (
1

x1
; : : : ;

1

xn
)T (x 6= 0) ;

< x; z > = xT z = eT (xz) =
nP
k=1

xkzk; (le produit scalaire de deux vecteurs);

kxk1 = max1�i�n jxij ; (norme in�nie);

kxk2 =

r
nP
i=1

x2i ; (norme euclidienne).

Vecteurs
Les vecteurs sont désignés par des lettres minuscules. Si x est un vecteur de Rn; on

désigne par :

xT : le vecteur transposé de x;

xi : la i-ème composante de x;

xk : le k-ème vecteur d�une suite de vecteurs;

e : le vecteur de Rn; dont toutes les composantes sont égales à 1:
Des vecteurs sont libres c.à.d. sont linéairement indépendants.
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Matrices
Les matrices sont désignées par des lettres majuscules.

Si A est une matrice, on désigne par :

AT : La matrice transposée de A;

X = diag (x), la matrice diagonale X avec Xii = xi;

I = diag(e); la matrice identité d�ordre n;

X�1 = diag (x�1); l�inverse de la matrice X avec X�1
ii =

1

xi
(x > 0);

A est de plein rang : A est de rang m (m � n) si ses lignes sont libres;

X�2 = diag (x�2) avec X�2
ii =

1

x2i
(x > 0):

A 2 Rn�n; est Symétrique : si A = AT ; c.à.d ai;j = aj;i pour tout i = 1:::n; est j = 1:::n;

H 2 Rn�n; est dite (sdp) : si pour tout vecteur x 2 Rn; xTHx � 0; et notée H � 0;

H 2 Rn�n; est dite (dp) : si pour tout vecteur x 2 Rn; xTHx > 0; et notée H � 0:

Ensembles
Rn : L�espace euclidien des n-composantes réelles;

Rn+ : L�orthant positif de l�espace Rn;

Rm�n : L�espace des matrices réelles à m lignes et n colonnes;

Rn�n : L�espace des matrices carrées d�ordre n;

F(P) = fx 2 Rn : Ax = b; x > 0g ;
l�ensemble des solutions réalisables de (P);

riF(P) = fx 2 Rn : Ax = b; x > 0g ; l�intérieur relatif de F(P) et

l�ensemble des solutions strictement réalisables de (P);

F(D) = f(y; z) 2 Rm�n : ATy �rf(x) + z = 0; x � 0; z � 0g;

l�ensemble des solutions réalisables de (D);

riF(D) = f(y; z) 2 Rm�n : ATy �rf(x) + z = 0; x > 0; z > 0g;

l�intérieur relatif de F(D) et l�ensemble des solutions

strictement réalisables de (D):

R = [�1;+1] = R [ f�1g :
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Fonctions
Soit f : Rn ! R; une fonction di¤érentiable à plusieurs variables (x1; : : : ; xn):Alors :

5f(x) = (
@f

@x1
(x); : : : ;

@f

@xn
(x))T , (gradient de f au point x);

@f

@xi
(x) : les dérivées partielles au point x;

52f(x) :

�
@2f

@xixj
(x)

�
1�i;j�n

; la matrice Hessienne;

C1(F) : Espace vectoriel des fonctions continues et à dérivée continue sur F ;

Cq(F) : Espace vectoriel des fonctions q fois continûment di¤érentiables sur F :
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Chapter 1

Analyse convexe et programmation

mathématique

A�n de rendre facile la compréhension de cette thèse, nous avons besoin de rappeler

quelques notions et propriétés d�analyse convexe, et de la programmation mathématique

qui seront utiles par la suite.

1.1 Éléments d�analyse convexe

1.1.1 Dé�nitions

Soit f : Rn ! R

Epigraphe de f :

epi (f) =
�
(x; �) 2 Rn+1 j f (x) � �

	
:

Domaine e¤ectif de f :

ed (f) = fx 2 Rn j f (x) < +1g :

14



Ensembles de niveau � 2 R :

� Inférieur (large) :

�� =
n
x 2 Rn : ~f(x) � �

o
:

� Supérieur (large) :

�� =
n
x 2 Rn : ~f(x) � �

o
:

1.1.2 Ensemble a¢ ne

Dé�nition 1.1.1 ([37]) Un sous-ensemble F de Rn est dit a¢ ne si :

8x; y 2 F ; 8 � 2 R : (1� �)x+ �y 2 F :

Dé�nition 1.1.2 ([37]) Soit F une partie de Rn, alors il existe une partie a¢ ne unique

C � Rn contenant F appelée enveloppe a¢ ne de F et notée aff(F); c�est la plus petite

partie a¢ ne de Rn contenant F ,

aff(F) = C =
T
fCF : CF � F et CF a¢ neg:

1.1.3 Ensemble convexe

Dé�nition 1.1.3 ([37]) Un sous-ensemble F de Rn est dit convexe si :

(1� �)x+ �y 2 F ;8 x; y 2 F et 8� 2 [0; 1]:

Dé�nition 1.1.4 ([37]) On désigne par B(0; 1), la boule unité euclidienne de Rn :

B(0; 1) = fx 2 Rn : kxk � 1g;

B(0; 1) est un convexe fermé et borné. 8 a 2 Rn; et pour tout � > 0; la boule de centre a

15



et de rayon " s�écrit :

B(a; �) = a+ fx 2 Rn : kxk � �g

= a+ �B.

Pour tout F � Rn; l�ensemble des x dont la distance à F ne dépasse pas � est :

fx 2 Rn : 9 y 2 F ; kx� yk � �g = [fy + �B : y 2 Fg = F + �B.

La clôture de F notée �F ou cl (F), et son intérieur noté F0 ou int (F), peuvent donc

s�écrire sous les formes suivantes :

cl (F) = \fF + �B : � > 0g;

int (F) = fx 2 F : 9� > 0; (x+ �B)g � F .

Dé�nition 1.1.5 ([37]) L�intérieur relatif d�un sous-ensemble non vide F de Rn noté

ri (F),

ri (F) = fx 2 aff (F) : 9� > 0; (x+ �B) \ aff (F)g � F :

Propriétés :

1) int (F)�ri (F)�F �cl (F) :

2) F relativement ouvert , ri (F)=F (exemple : F a¢ ne).

1.1.4 Fonction convexe

Dé�nition 1.1.6 ([37]) Une fonction f : Rn �! R est dite convexe si :

f((1� �)x+ �y ) � (1� �) f(x) + � f(y); 8 x; y 2 F ; 8� 2 [0; 1]:

Si l�inégalité précédente est stricte pour tout x 6= y et � 2 ]0; 1[ ; alors f est dite stricte-

ment convexe.
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Dé�nition 1.1.7 ([37]) f est dite c�rcive sur F si lim
kxk�!1

f(x) = +1:

Remarque 1.1.1 Une fonction f 2 C2(F) est convexe () la matrice Hessienne

H(x) = 52f(x)

est (sdp) pour tout x 2 F .

f est strictement convexe () H est (dp) pour tout x 2 F et x 6= 0; ([37]) :

Remarque 1.1.2 Si f est une fonction quadratique :

f(x) =
1

2
xTQx+ cTx;

avec Q 2 Rn�n : Q � 0 et c 2 Rn; alors f est strictement convexe.

Dé�nition 1.1.8 ([37]) f est dite propre si ed (f) 6= ? et f (x) > �1 ,8 x 2 Rn.

Dé�nition 1.1.9 ([37]) f : Rn ! R est une fonction fermée dont l�épigraphe epi (f) est

fermé, ce qui est équivalent à sa semi-continuité inférieure. La convexité ne joue aucun

rôle ici.

Dé�nition 1.1.10 ([37]) f : Rn ! R est convexe sur epi(f) () epi(f) est un en-

semble convexe sur Rn+1 de plus ed (f) et ��(f) (8� 2 R) sont des convexes de Rn:

1.1.5 Cônes Convexes

Dé�nition 1.1.11 K � Rn est un cône () R�+K � K c.à.d :

8� > 0;8x 2 K; �x 2 K:

Dé�nition 1.1.12 Un cône K est un convexe () K +K � K:

Proposition 1 Le produit cartésien de cônes est un cône.
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Proposition 2 L�intersection quelconque de cônes est un cône.

Cônes de récession ([37])

Dé�nition 1.1.13 Soit C un convexe non vide) O+C = fv 2 Rn j C + �v � C;8� > 0g

est un convexe non vide, ce dernier est appelé cône de récession de C:

Proposition 3 C un convexe non vide, fermé ) O+C (a) = O+C (b)8a; b 2 C:

Pour toute autre notion d�analyse convexe qui n�aurait pas été précisée ci-dessus, on

pourra se référer à ([37]) :

1.2 Programmation Mathématique

Un programme mathématique est en général dé�ni comme suit :

(PM) min
x
f(x) s à : F = fx 2 Rn : gi(x) = 0 ; i = 1 : : : n; Uj(x) � 0; j = 1 : : : pg:

La fonction f : Rn �! R est appelée fonction objectif (ou économique) et F est

l�ensemble des contraintes ou bien l�ensemble des solutions réalisables.

De�nition 4 Une contrainte d�inégalité Uj(x) � 0 8j; est dite saturée (ou active) en

x� 2 F si Uj(x�) = 0:

Remarque 1.2.1 Une contrainte d�égalité gi(x) = 0; est par dé�nition saturée en tout

point x de F :

1.2.1 Solutions optimales locales et globales

� Un point x� 2 F est une solution optimale locale pour PM, s�il existe un voisinage

V(x�) de x� tel que :

f(x�) � f(x); pour tout x 2 F \ V(x�);
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et on note l�ensemble de ces solutions par loc minF f(x):

� Un point x� 2 F est une solution optimale globale pour PM si :

f(x�) � f(x); pour tout x 2 F ;

et on le note par arg minF f(x); l�ensemble des solutions optimales globales de PM et

nous avons toujours :

arg min
F
f(x) � locmin

F
f(x):

Si PM est un problème convexe, les deux ensembles sont égaux.

1.2.2 Classi�cation d�un programme mathématique

On classi�e un programme mathématique à partir de deux propriétés fondamentales à

savoir la convexité et la di¤érentiabilité de la fonction objectif et les contraintes.

� PM est un problème di¤érentiable si les fonctions f; gi; Uj sont toutes di¤érentiables.

� PM est un problème convexe si seulement si f est convexe et l�ensemble F des con-

traintes est convexe.

La convexité et la di¤érentiabilité jouent un rôle très important dans la programmation

mathématique.

1.2.3 Quali�cation des contraintes

La condition de quali�cation est satisfaite en tout x� 2 F dans les cas suivants :

� Les contraintes sont a¢ nes.

� Les gradients des contraintes saturées en x� sont libres.

� F est convexe et int(F) 6= ? (condition de Slater):

Remarque 1.2.2 On dit que le point x� est régulier si les contraintes sont quali�ées en

x�:
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1.2.4 Résolution d�un programme mathématique

La solution complète de PM est traitée dans l�ordre des points suivants :

� L�existence (et éventuellement l�unicité) d�une solution optimale.

� Caractérisation de la solution.

� Élaboration d�algorithmes pour calculer numériquement cette solution.

Existence et unicité d�une solution optimale d�un programme mathématique

Théorème 1.2.1 (Weierstrass) Si F � Rn est compact (fermé et borné) et f est une

fonction continue sur F , alors PM admet au moins une solution optimale globale x� 2 F .

corollaire 1.2.1 Si F � Rn est non vide et fermé et si f est continue et c�rcive sur F

alors PM admet au moins une solution optimale.

Proposition 5 Si f est strictement convexe et F est convexe alors si PM admet une

solution optimale, elle est unique.

Remarque 1.2.3 La stricte convexité n�assure pas l�existence de la solution mais tout

simplement l�unicité.

Condition d�optimalité

Reprenons encore une fois le programme mathématique :

(PM) min
x
f(x) s à : F = fx 2 Rn : gi(x) = 0 ; i = 1 : : :m; Uj(x) � 0; j = 1 : : : ng;

où f; Uj; gi sont continûment di¤érentiable. La théorie de (K.K.T) permet d�écrire les

conditions nécessaires d�optimalité pour tout problème d�optimisation avec contraintes,

(Voir [42]):

Théorème 1.2.2 Soit x� 2 F un point régulier alors :

x� 2 locmin
F
f (x) =) 9 � 2 Rm et v 2 Rn+;
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(�; v) des multiplicateurs de Lagrange tels que :

(K :K :T )

8>>><>>>:
rf(x�)+ < �;rg(x�) > + < v;rU(x�) >= 0;

�Tg(x�) = 0 (condition d�optimalité);

vTU(x�) = 0 (condition de complémentarité).

� Si PM est convexe et x� 2 F un point régulier alors :

x� 2 arg min
F

f(x), x� satisfait (K.K.T):

� Si la condition de régularité n�est pas satisfaite, les conditions de (K.K.T) ne s�appliquent

pas : on peut trouver des solutions optimales ne véri�ent pas les conditions, comme on

peut trouver des points non optimaux satisfaisant ces conditions. En fait, l�existence des

multiplicateurs dans ce cas n�est pas assurée.

1.3 Programmation convexe

Un problème convexe P consiste à minimiser (ou maximiser) une fonction convexe sous

contraintes linéaires. Il s�agit donc d�un programme mathématique de la forme :

(P) min
x

f(x) s à : x 2 F :

Ici, F est un polyèdre convexe fermé de la forme :

F = fx 2 Rn : Ax = b; x � 0g , fx 2 Rn : g(x) = b� Ax = 0; U(x) = �x � 0g :

A 2 Rm�n est une matrice de plein rang c.a.d rg (A) = m < n; b 2 Rm, F l�ensemble

des solutions réalisables et f : Rn �! R, est la fonction objectif.

� P est un problème di¤érentiable et nous avons en particulier la fonction f deux fois

di¤érentiable sur Rn c.à.d son gradient et son hessien rf (x) et r2f (x) existent et de
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plus on a :

rg(x) = �AT ;

rU(x) = �e:

� P est un problème convexe () f et F sont convexes.

1.3.1 Existence (unicité) d�une solution optimale

1I Si le polyèdre F est borné (donc compact) donc d�après Weirstrass, P admet au

moins une solution optimale globale.

2I Si f est strictement convexe c.à.d. r2f est une matrice (dp) et si F est non vide,

alors P possède une solution optimale unique, (voir [42]):

1.3.2 Conditions d�optimalité

Les contraintes de P sont linéaires alors pour :

x� 2 F = fx 2 Rn : Ax = b; x � 0g ;

les contraintes sont quali�ées en x� alors :

x� 2 loc min f (x) =) 9 � 2 Rm et v 2 Rn+

tels que :

(K.K.T)

8>>><>>>:
rf (x�)� AT�� v = 0;

�T (b� Ax�) = 0;

vTx� = 0:

Lorsque la fonction f est convexe alors les conditions de (K.K.T) d�ordre un, sont néces-

saires et su¢ santes.
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1.3.3 Le dual d�un programme convexe

Le dual d�un programme convexe au sens deWolfe est un programme convexe important,

(voir le monographe de Minoux [41]). En général, le dual d�un programme mathématique

au sens de Wolfe, est aussi un programme mathématique de la forme suivante :

(D)

8>>><>>>:
max(y;z) L(x; y; z) s à :

y 2 Rm; z 2 Rn+; z � 0;

rxL(x; y; z) = 0;

où L est dite la fonction de Lagrange dé�nie par :

L(x; y; z) = f(x) + yTg(x) + zTU(x):

Alors dans le cas de P, L est donnée par :

L(x; y; z) = f(x) + yT (b� Ax)� zTx

et

rxL(x; y; z) = rf (x)� ATy � z:

Donc, le dual de P est donné par :

(D)

8<: max(y;z)[b
Ty � xTrf (x) + f(x)] s à :

ATy + z �rf (x) = 0; x � 0; z � 0; y 2 Rm;

avec y est le vecteur de multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte (b�Ax); z est

le vecteur de multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte d�inégalité (�x � 0):
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1.4 Algorithme d�optimisation

Nous allons présenter un algorithme permettant de converger vers une solution optimale

du problème PM. La plupart des algorithmes d�optimisation avec contraintes exploitent

les conditions d�optimalité pour déterminer des minima locaux. Nous donnerons ici

quelques dé�nitions, ( pour plus de détails voir [15]).

1.4.1 Description

Un algorithme est dé�ni par une application Algo, de F(P) dans F(P), permettant la

génération d�une suite d�éléments de F(P) par la formule :8<: x0 2 F(P) donné, k = 0 Etape d�initialisation,

xk+1 = Algo(xk); k = k + 1 Itération.

Si on remplace F(P) par son intérieur, en supposant que intF(P) 6= ?, l�algorithme est

dit un algorithme de points intérieurs. Dé�nir un algorithme n�est autre que construire

une suite (xk); k 2 N de F(P) et réaliser une étude pour montrer sa convergence.

1.4.2 Convergence

Dé�nition 1.4.1 On dit que l�algorithme Algo est convergent si la suite (xk) k 2 N

engendrée par l�algorithme converge vers une limite x�.

Taux de convergence

Un critère de mesure de la vitesse (ou le taux) de convergence est l�évolution de l�erreur

commise à chaque itération donnée par :

ek = kxk � x�k :
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Avant de donner les notations des convergences, nous donnons les dé�nitions des nota-

tions asymptotiques suivantes :

Dé�nition 1.4.2 (Notation O) Soient deux fonctions f; g : N! R+.

- On note :

f(n) = O(g(n));

lorsqu�il existe des entiers c et n0 tels que pour tout n > n0;

f(n) 6 cg(n):

Intuitivement, cela signi�e que la valeur de la fonction f est inférieure à celle de g à

une constante multiplicative près, pour les instances (données) de tailles su¢ samment

grandes. De même on dé�nit :

Dé�nition 1.4.3 (Notations O;
;�) Soient deux fonctions f; g : N! R+:

- On note :

f(n) = O(g(n));

lorsque pour tout réel c, il existe un entier n0 tel que pour tout n > n0,

f(n) 6 cg(n):

- On note :

f(n) = 
(g(n))

lorsqu�il existe des entiers c et n0 tels que pour tout n > n0,

cg(n) 6 f(n);

- On note :

f(n) = �(g(n))
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lorsque

f(n) = O(g(n)) et f(n) = 
(g(n)):

Dé�nition 1.4.4 Soit (xk) k 2 N une suite donnée par l�algorithme Algo et convergente

vers x�. La classi�cation de la vitesse de convergence d�une suite est basée sur les notions

de comparaison des fonctions au voisinage de +1.

En e¤et, si on suppose que l�erreur ek ne s�annule pas, la vitesse de la convergence pourra

être :

Linéaire : si l�erreur

kekk = 
(kek+1k) et
kek+1k
kekk

< 1;

pour k assez grand. On dit aussi que l�erreur ek décroît linéairement c.à.d :

9 c 2 [0; 1[;9 k0 2 N; 8 k > k0; ek+1 6 cek:

Super-linéaire : si l�erreur

kek+1k = O(kek k);

où l�erreur décroît de la manière suivante : il existe f�kg une suite positive qui converge

vers 0 telle que :

ek+1 6 �kek:

D�ordre  avec  > 1; si :

kek+1k = O(kekk) et
kek+1k
kekk

< 1;

pour k assez grand, où l�erreur décroit de la manière suivante :

9 c 2 [0; 1[; 9 k0 2 N; 8 k > k0; ek+1 6 c (ek) :

Dans le cas  = 2, la convergence est dite quadratique, ([19]):
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Dé�nition 1.4.5 Si nous disons le coût d�un algorithme est O(f(L)), nous signi�ons

que pour L su¢ samment grand, le nombre d�opérations arithmétiques est borné par la

quantité cf(L) c.à.d. � cf(L) où c est une constante positive, L est la taille de la

mémoire nécessaire pour stocker les données, et f est une fonction quelconque. Autrement

l�algorithme Algo est de complexité polynômiale c.à.d résoudre le problème en un nombre

d�opérations qui doit être borné par un polynôme en fonction de la taille du problème.

1.5 Méthode de Newton-Raphson pour un système

non linéaire

Parmi les méthodes les plus populaires appliquées pour la résolution du système d�équations

non linéaire (K.K.T), est la méthode de Newton, dans ce qui suit nous décrivons son

principe. Soit F : Rn 7�! Rn une fonction non linéaire di¤érentiable telle que :

F (x) = (f1(x); f2(x); : : : ; fn(x))
T :

Cette méthode est une procédure itérative qui a pour objectif de trouver un point x 2 Rn

telle que F (x) = 0: Si J est la matrice Jacobienne de F , et à l�itération k on écrit :

F (xk +�xk) � F (xk) + J(xk)�xk;

où :

J(x) =

0BBB@
@f1
@x1

::: @f1
@xn

...
...

...
@fn
@x1

::: @fn
@xn

1CCCA
et la direction de Newton �xk; est choisie de telle façon que cette approximation linéaire

est égale à zéro. On pose donc

xk+1 = xk +�xk;
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avec

�xk = �J(xk)�1F (xk):

La convergence vers une solution est garantie à partir du moment où le point initial x0 se

trouve dans un voisinage su¢ samment proche d�un des zéros de F: Le choix de la méthode

de Newton est très important au point de vue des méthodes des points intérieurs à cause

de son e¢ cacité numérique, (voir [27]):

1.6 Méthodes de résolution d�un programme math-

ématique

On peut classi�er les méthodes de résolution d�un programme mathématique en trois

catégories :

1.6.1 Méthodes de type gradient

Gradient conjugué

Cette méthode a été proposée par Hestenes (1952) pour résoudre un système linéaire à

matrice dé�nie positive, puis généralisée par Fletcher et Reeves (1964) pour résoudre

des problèmes d�optimisation non linéaires, elle est connue par son e¢ cacité pour min-

imiser une fonction quadratique sans contraintes, ([18]):

Gradient projeté

Cette méthode a été proposée par Ros en 1960. Le principe de cette méthode est de

projeter à chaque itération le gradient sur la frontière du domaine réalisable. Il faut

signaler que cette méthode est conçue pour un programme plus général de la forme :

min
x
f (x) s à : Ax = b; x > 0;
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où f est di¤érentiable non nécessairement convexe. (Pour plus de détails le lecteur con-

sultera le monographe [18]):

1.6.2 Méthodes simpliciales

Parmi les méthodes simpliciales, on cite celle de gradient réduit dûe à Wolfe. C�est

une extension directe de la méthode du simplexe, appliquée à la programmation quadra-

tique. De ce fait elle présente les mêmes inconvénients à savoir cyclage et complexité

exponentielle.

1.6.3 Méthodes de points intérieurs

Les méthodes de points intérieurs forment une classe d�algorithmes qui permettent de

résoudre des problèmes d�optimisation mathématiques. Elles ont l�intérêt d�être polyno-

miales lorsqu�on les applique aux problèmes d�optimisation linéaire, quadratique convexe,

semi-dé�ni et plus généralement aux problèmes d�optimisation convexe. Ces algorithmes

sont des extensions des méthodes développées pour la programmation linéaire (a¢ nes,

projectives et de trajectoire centrale). Les méthodes de points intérieurs se répartissent

en plusieurs familles :

Méthodes A¢ nes (optimisation sur des ellipsoïdes)

La méthode de l�ellipsoïde, est une méthode itérative utilisée pour minimiser des fonctions

convexes. Cette méthode est connue comme étant le premier algorithme de complexité

polynomiale découvert pour résoudre les problèmes d�optimisation linéaire. L�algorithme

construit une suite d�ellipsoïdes de plus en plus petits, qui contiennent le minimum.

Arkadi Nemirovski, David B. Yudin, Shor développent en 1972, la méthode des el-

lipsoïdes pour des problèmes d�optimisation (non linéaire) convexe. Il s�agit pratiquement

de l�algorithme de Karmarkar sans fonction potentielle et sans transformation projec-

tive, on utilise une transformation a¢ ne et on remplace la contrainte de non-négativité
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par un ellipsoïde qui contient le nouveau itéré. L�algorithme est d�une structure simple,

malheureusement, il n�est pas facile de démontrer la polynômialité, ([53]).

Méthodes de réduction du potentiel

La fonction potentiel joue un grand rôle dans le développement des méthodes de points

intérieurs. L�algorithme de Karmarkar ( [35]) appliqué au programme linéaire sous

forme standard utilise une fonction potentielle de la forme :

� log(cTx� Z)�
nX
i=1

log(xi);

où � = n+1 et Z est une borne inférieure de la valeur optimale de l�objectif. Karmarkar

prouve la convergence et la polynômialité de son algorithme par monter que cette fonction

est réduite à chaque itération par au moins une constante. Depuis 1987, les chercheurs

introduisent des fonctions du potentiel de type primal-dual, parmi les quelles, celle de

Tanabe, Todd et Ye dé�nie par :

��(x; z) = � log(x
T z)�

nX
i=1

log(xizi);

Pour � > n. Cette fonction a joué un rôle très important dans le développement des

algorithmes de réduction du potentiel après 1988. Les algorithmes correspondants à ces

méthodes possèdent une complexité polynômiale, ils nécessitent O(
p
n jlog "j) itérations

pour réduire le saut de dualité ( xT z � ", " est une précision donnée). ( Les livres de Roos

et al [49], Ye [54], et Wright [53] sont importants pour le développement des méthodes

modernes de points intérieurs ).

Méthodes de trajectoire centrale (TC)

Ces méthodes sont le fruit direct d�une grande partie des études acharnées menées par

plusieurs chercheurs vers la �n des années 80, et pleinement développées au début des
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années 90. Elles possèdent les propriétés théoriques les plus esthétiques, complexité poly-

nomiale et une convergence super linéaire et des fois quadratique . Ces qualités de confort

placent cette classe de méthodes au centre de l�intérêt primordial des chercheurs, pour

résoudre e¤ectivement des programmes mathématiques avec contraintes. Les algorithmes

de TC restreintes les itérés à un voisinage du chemin central, ce dernier est un arc continu

de points strictement réalisables. Décrivons maintenant ces méthodes de points intérieurs

de TC pour PCCL.
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Chapter 2

Méthodes de points intérieurs de

type de TC pour (PCCL)

Dans ce chapitre, on s�intéresse à l�étude de la trajectoire centrale (suivi de chemin) pour

un problème d�optimisation convexe sous contraintes linéaires (PCCL).

2.1 Existence et unicité de la trajectoire centrale

(suivi de chemin) pour PCCL

Dans cette partie, nous considérons pour une deuxième fois le programme convexe primal

sous la forme standard suivante :

(P) min
x
f(x) s à : Ax = b; x � 0;

et son dual :

(D) max
(y; z)

[bTy � xTrf (x) + f(x)] s à : ATy + z �rf (x) = 0; x � 0; z � 0;
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où f : Rn 7�! R est une fonction deux fois continument di¤erentiable, et A est une

matrice de type (m;n), b 2 Rm; x 2 Rn; z 2 Rn et y 2 Rm: Le domaine e¤ectif de f sera

noté par :

ed (f) = fx 2 Rn j f (x) < +1g :

On suppose que les problèmes P et D véri�ent les hypothèses suivantes :

Hypothèse 1. Le domaine e¤ectif ed (f) est un ensemble ouvert:

Hypothèse 2. La matrice A est de plein rang, c.à.d rg (A) = m, (m < n) :

Hypothèse 3. (CPI) il existe (x0; y0; z0) tel que x0 dans ed (f) c.à.d :

Ax0 = b; ATy0 �rf
�
x0
�
+ z0 = 0; x0 > 0; z0 > 0 et f

�
x0
�
< +1

Hypothèse 4. f est une fonction au moins deux fois continûment di¤érentiable sur

ed (f) et convexe donc la matrice Hessienne r2f (x) est (sdp). Notez que puisque f est

une fonction convexe fermée propre, à partir de ces hypothèses il s�ensuit que f tends

vers +1 sur la frontière de ed(f); ([29]):

Remarque 2.1.1 L�hypothèse 3, est équivalente à : riF(P) � riF(D) 6= ; où :

riF(P)�riF(D)=
�
(x; y; z) 2 R2n+m : Ax = b; ATy + z �rf (x) = 0; x > 0; z > 0; f (x0) < +1

	
;

désigne l�ensemble des points strictement réalisables des deux problèmes P et D.

Sous nos hypothèses, et car les contraintes sont linéaires donc sont quali�ées alors les

conditions d�optimalité du premier ordre dites conditions de (K.K.T) sont nécessaires et

su¢ santes pour les deux problèmes convexes P et D. Alors résoudre les problèmes P et

D revient donc à résoudre le système d�équations non linéaire suivant :

(K.K.T)

8>>><>>>:
ATy + z �rf (x) = 0; z � 0;

Ax = b; x � 0;

xz = 0:
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2.1.1 Le problème perturbé

La méthode de barrière logarithmique appliquée à P génère une famille de problèmes

perturbés dé�nis comme suit :

(P)� min
x
B�(x) s à : Ax = b; x > 0 (2.1)

avec B� est donnée par :

B�(x) = f (x)� �
nX
i=1

lnxi;

où � > 0; est un scalaire positif dit paramètre barrière associé au problème P�:

Propriétés de la fonction B�

� Pour tout � > 0, la fonction B� est continûment di¤érentiable et strictement convexe

car la matrice Hessienne :

r2B�(x) = r2f (x) + �X�2;

est (dp) pour tout x > 0; car X�2 =diag (x�2) avec X�2
ii =

1

x2i
; xi > 0:

Sous nos hypothèses le problème (2.1), admet les propriétés suivantes :

� Pour tout � > 0 (�xé), le problème (2.1) admet une solution unique notée x(�), appelée

un point central du problème P�.

� La fonction � 7�! x(�) dé�nit la trajectoire centrale de P�.

� Quand � �! 0; x(�) �! x� (où x� est une solution optimale du problème P.

� La solution x(�) est dé�nie d�une façon unique par les conditions d�optimalité de

(K.K.T)�.

2.1.2 Les conditions d�optimalité de (K.K.T)�

Le système suivant :
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8>>><>>>:
ATy �rf (x) + �X�1e = 0;

Ax = b;

x > 0;

(2.2)

désigne les conditions d�optimalité de (K.K.T)�. On pose :

z = �X�1e;

alors, le système (2.2) devient :8>>><>>>:
ATy + z �rf (x) = 0; z > 0;

Ax = b; x > 0;

xz = �e:

(2.3)

Le système (2.3), désigne aussi les conditions d�optimalité du problème perturbé dual

D� suivant :

(D)�

8<: max(y;z)[b
Ty � xTrf (x) + f(x) + �

Pn
i=1 ln zi];

s à : ATy + z �rf (x) = 0; z > 0:

La solution du système (2.3) est appelée le point central correspondant à � > 0: Il est

noté par (x(�); y(�); z(�)). Pour chaque � > 0, la trajectoire centrale est bien dé�nie et

dépend de l�existence et de l�unicité de la solution mentionnée dans ce qui précède.

Remarque 2.1.2

1- Le système (2.3), admet une solution unique (x(�); y(�); z(�)) pour tout � > 0:

2- L�ensemble suivant :

C = f(x(�); y(�); z(�)) : � > 0g;

dé�nit la trajectoire centrale des deux problèmes P� et D� :
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2.1.3 Le chemin central est bien dé�ni

A�n d�étudier que la trajectoire centrale est bien dé�nie, nous dé�nissons la fonction

��(x) par :

��(x) =

8<: f (x)� �
Pn

i=1 lnxi; si Ax = b; x > 0 et x 2 ed (f) ;

+1 autrement,

et

~f (x) =

8<: f (x) ; si Ax = b; x > 0 et x 2 ed (f) ;

+1 autrement.

Il est facile de voir que �� et ~f sont des fonctions propres convexes et fermées et de plus

�� est strictement convexe dans son domaine e¤ectif. À partir de maintenant �(�; �) et

�� désignent les ensembles du niveau de �� et ~f respectivement, correspondant à � 2 R;

c.à.d :

�(�; �) = fx 2 Rn j ��(x) � �g ;

et

�� =
n
x 2 Rn j ~f(x) � �

o
:

�(�; �) et �� sont des sous-ensembles fermés (convexes) de Rn car �� et ~f sont des

fonctions fermées (convexes). Nous rappelons que le cône de récession d�un ensemble

convexe C � Rn; est donné par :

O+C = fv 2 Rn : C + �v � C;8� > 0g :

Nous rappelons aussi quelques résultats très connus de l�analyse convexe qui seront utiles

par la suite.

Lemme 2.1.1 ([29]) Soit C un convexe fermé non vide de Rn, alors C est borné si et

seulement si son cône de récession O+C = f0g :

Preuve. Voir Proposition 3.5, ([37]). �

36



Lemme 2.1.2 ([29]) Les ensembles de niveau non vides d�une fonction convexe propre

fermée sont soit tous bornés:

Preuve. Voir Corollaire 8.7.1, ([47]): �

corollaire 2.1.1 ([29]) Une fonction convexe propre fermée à un ensemble de niveau

borné non vide dé�nit si et seulement si l�ensemble de ses minimums est non vide et

borné :

2.1.4 Le Théorème principal de la trajectoire centrale

Maintenant, nous prouvons le théorème principal qui donne les conditions nécessaires

et su¢ santes, pour que la trajectoire centrale associée au problème P est bien dé�nie,

([29]).

Théorème 2.1.1 Les conditions suivantes sont équivalentes :

C1) L�ensemble des solutions réalisables de P ; F(P) n�est pas vide et borné.

C2) Le chemin central C = f(x(�); y(�); z(�)) : � > 0g; est bien dé�ni.

C3) Pour certains �0 > 0; le point central (x(�0); y(�0); z(�0)) est bien dé�ni.

C4) Il existe un point intérieur réalisable dual (�y; �z) 2 Rm�n :

AT �y �rf(�x) + �z = 0; �x � 0; �z � 0:

Preuve. Supposons que la condition C1 est véri�ée, et nous montrons que la condition

C2 est vraie. On à � > 0 en utilisant x0 comme dans Hypothèse 3,

on pose �� = ��(x0). Supposons que :

O+�(��; �) = f0g;

soit v 2 Rn un élément de O+�(��; �), donc pour chaque x 2 O+�(��; �) et t � 0 on a :

��(x+ tv) � �� < +1;
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alors, en vue de la dé�nition de ��, on a :

A(x+ tv) = b; (2.4)

x+ tv � 0

et

�� � ��(x+ tv) = f (x+ tv)� �
nX
i=1

ln (xi + tvi)

� f (x) + trf(x)Tv � �
nX
i=1

ln (xi + tvi) ;

où la seconde inégalité est satisfaite puisque f est convexe, donc

rf(x)Tv � 0; pour tout x 2 �(��; �)

est vraie, parce que vi � 0 par la faisabilité de x + tv, et le fait que le logarithme croît

plus lentement qu�une fonction linéaire de t. Ainsi puisque x0 + tv 2 �(��; �) pour tout

t � 0, nous avons :

rf(x0 + tv)Tv � 0; pour tout t � 0:

Par conséquent f(x0 + tv) est une fonction non croissante de t � 0, de sorte que :

f(x0 + tv) � f(x0) pour tout t � 0: (2.5)

On à x0 2 �(��; �): Donc, en utilisant (2.4) avec x = x0; il s�ensuit que x0 + tv est

réalisable pour tout t � 0. De la faisabilité de fx0 + tv j t � 0g et (2.3), nous concluons

que

fx0 + tv j t � 0g � ��! où �! = f(x0):
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D�autre part, par la condition C1 et Lemme 2.1.2, l�ensemble non vide ��! est borné,

donc v = 0 et ainsi

O+�(��; �) = f0g:

En vue du Lemme 2.1.2, il s�ensuit que �(��; �) est un (non vide) borné. Donc �� atteint

son minimum x(�), qui est unique en raison de la stricte convexe de �� dans son domaine

e¤ectif. Notez que par Hypothèse 2, la matrice AAT est régulière. Par conséquent, en

prenant :

z(�) = �X�1(�)e;

et

y(�) =
�
AAT

��1
A (rf(x(�))� z(�)) :

Alors, on déduit que (x(�); y(�); z(�)) est une solution unique du système (2.2), donc, la

condition C2 est véri�ée. La condition C3 est une conséquence évidente de la condition

C2. Si la condition C3 satisfait, alors (x(�0); y(�0); z(�0)) satisfait le système (2.2) pour

� = �0. Ainsi, la condition C4 est vraie avec :

(�x; �y; �z) = (x(�0); y(�0); z(�0)):

Supposons maintenant que la condition C4 est véri�ée et nous véri�ons la condition C1,

soit x 2 Rn tel que :

Ax = b; x � 0: (2.6)

Puis en utilisant le fait que la fonction f est convexe, (2.6) et la condition C4 nous

obtenons :

f (x) � f (�x) +rf(�x)T (x� �x)

= f (�x) + (AT �y + �z)T (x� �x) (2.7)

= f (�x)� (AT �y + �z)T �x+ bT �y + �zTx:
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De la condition C4, il existe un � 2 R tel que :

�zi � � > 0; pour i = 1; :::; n: (2.8)

En utilisant (2.7) et (2.8) nous obtenons :

~f(x) = f (x) � W + � kxk1 ; (2.9)

où

W = f (�x)� (AT �y + �z)T �x+ bT �y et kxk1 = �ni=1xi:

Par conséquent, de (2.9) et Lemme 2.1.2 nous concluons que tous les ensembles de niveau

de ~f sont bornée. Puisque ~f est une fonction convexe propre fermée, du Corollaire 2.1.1

il s�ensuit que l�ensemble des solutions strictement réalisables de P est non vide et borné.

Dans ce qui suit le principe des algorithmes primal-dual de suivi de trajectoire. �

2.2 Principe des méthodes de trajectoire centrale

Le principe de ces méthodes est basé sur l�idée d�approximer la trajectoire centrale c.à.d.

résoudre le système (2.3) approximativement en utilisant un pas de Newton. D�après, la

dernière équation du système (2.3), on déduit que : xT z = n�;

ou bien :

xT z = xTrf (x)� bTy:

La quantité xTrf (x) � bTy désigne le saut de dualité des deux problèmes P and D ,

donc il su¢ t de trouver approximativement des points sur la trajectoire centrale C quand

� ! 0. Dans ce qui suit la forme générique d�algorithme primal-dual de type suivi de

trajectoire.
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Forme générique des algorithmes primal-dual

Données : � > 0; �0 > 0 (des paramètres �xés);

k := 0;

Répéter

Trouver approximativement (x(�k); y(�k); z(�k)) par la méthode de Newton;

Choisir �k+1 < �k;

k := k + 1;

Jusqu�a : �k < �:

Remarque 2.2.1

1- La résolution de (2.3) est approximative puisqu�il est impossible de calculer le point

central (x(�k); y(�k); z(�k)); d�une façon exacte c.à.d. qui véri�e l�équation :

x(�k)z(�k)

�k
= e;

on se contente d�une solution approchée véri�ant un certain critère de proximité.

2- Cet algorithme dépend de la mise à jour du paramètre � (choix de �k+1 à chaque

itération k).

2.2.1 Concept de proximité ou de centralisation

La proximité est une distance qui mesure le lointain d�un point strictement réalisable

(x; y; z) par rapport à la trajectoire centrale et on la note par :

�(xz;�):

Cette quantité est donnée en di¤érentes formes, (voir [49], [53] ; [54]):
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2.2.2 Mise à jour du paramètre barrière �

La façon traditionnelle de mettre à jour le paramètre est de le multiplier par un facteur

� 2 [0; 1 ] c.à.d. �k+1 = ��k. Ce paramètre � peut dépendre de n. La manière de varier

ce paramètre à chaque itération entraîne :

a) Les méthodes primal-dual de suivi de trajectoire à petit pas (si � dépend de

n c.à.d. � = �(n) ).

b) Les méthodes primal-dual de suivi de trajectoire à grand pas (si � est un

constant indépendant de n la dimension du problème c.à.d. � = �(1) ).

2.2.3 Itération de Newton

Soit (x; y; z) 2 riF(P) � riF(D); � > 0 et �� = ��:En suivant ce qui précède, notre

but est de se rapprocher du point central (x(�); y(�); z(�)) pour � 2 [0; 1], on veut

plus précisément trouver (x+; y+; z+) = (x + �x; y + �y; z + �z) tel que (x+; y+; z+)

soit strictement réalisable. La méthode deNewton résout approximativement le système

(2.3) par le système suivant :8>>><>>>:
ATy+ + z+ �rf(x+) = 0;

Ax+ = b;

x+z+ = ��e:

En négligeant le terme quadratique �x�z, on aura le système d�équations linéaires

suivant : 8>>><>>>:
r2f (x)�x� AT�y ��z = 0;

A�x = 0;

X�z + Z�x = ��e�Xz:

(2.10)
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Le nouvel itéré est alors dé�ni par :

(x+; y+; z+) = (x; y; z) + (�x;�y;�z):

2.2.4 Pas de déplacement

Après la résolution du système (2.10), on obtient les directions (�x;�y;�z); et le nouvel

itéré de Newton est calculé en prenant � = 1, mais ce choix du pas de déplacement ne

donne pas toujours la stricte faisabilité. Notre but est de préserver la stricte faisabilité

et donc on doit trouver un � tel que le nouvel itéré soit strictement réalisable c.à.d.

(xk+1; yk+1; zk+1) = (xk; yk; zk) + �k(�x
k;�yk;�zk)

tels que xk+1 > 0 et zk+1 > 0:

Remarque 2.2.2 Rappelons que le nouvel itéré est dé�ni par :

x+ = x+ ��x; y+ = y + ��y ; z+ = z + ��z

pour tout � 2]0; 1] et d�après les systèmes (2.3) et (2.10) on a :

Ax+ = b;

ATy+ + z+ �r2f (x+) = 0:

Donc pour �x > 0; �z > 0; le point (x+; y+; z+ ) est strictement réalisable, alors si

� = 1; on obtient une itération de Newton complète strictement réalisable, ([5]):
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2.3 Algorithme générale primal-dual de suivi de tra-

jectoire

Début algorithme

Données :

Un paramètre de proximité 0 < � < 1 ;

un paramètre de tolérance � > 0;

un paramètre 0 < � < 1;

un paramètre de barrière �0(�xé);

un point (x0; y0; z0) véri�e la CPI tel que : �(x0z0; �0) � � et k = 0 ;

Tant que : n�k > � faire :
�k+1 = (1� �)�k;

Résoudre le système linéaire

8>>><>>>:
r2f

�
xk
�
�xk � AT�yk ��zk = 0;

A�xk = 0;

Xk�zk + Zk�xk = �ke�Xkzk;

Choisir le pas de déplacement �k 2 ]0; 1] ;

Mise à jour xk+1 = xk + �k�xk; yk+1 = yk + �k�yk; zk+1 = zk + �k�zk;

k := k + 1;

Fin tant que.

Fin algorithme.

Fig.1. Algo 2.3
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Chapter 3

Méthodes primal-dual pour (PCCL)

Rappelons que les solutions (x(�); y(�); z(�)) du problème P� et D� sont données dans

le Chapitre 2, par les conditions d�optimalité données par le système d�équations non

linéaires (2.3), qui est équivalent à :

8>>><>>>:
ATy �rf (x) + z = 0;

Ax = b;
xz

�
= e; x > 0 ; z > 0:

(3.1)

Dans ce qui suit, on développe les directions de Newton et ainsi de suite des algorithmes

priml-dual pour tracer approximativement la trajectoire centrale.

3.1 Directions de Newton

Cette section représente, la partie la plus importante de notre chapitre. On s�intéresse

essentiellement au développement du pas de Newton.

Le nouvel itéré (x+�x; y+�y; z+�z) est obtenu par le système d�équations linéaires
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suivant : 8>>><>>>:
A�x = 0;

AT�y +�z �r2f (x)�x = 0;

x�z + z�x = �e � xz:

(3.2)

Pour faciliter l�analyse de ces algorithmes proposés (voir [44]), on introduit les notations

suivantes :

les vecteurs v et d de Rn sont dé�nis par :

vi =

r
xizi
�
; et di =

r
xi
zi
;

pour tout i = 1; : : : ; n: Par la suite, on fait le changement de variable :

dx =
d�1�x
p
�
; dz =

d�z
p
�
et dy = �y:

Avec ces changements, on obtient :

x�z + z�x = �v(dx + dz); (3.3)

et

dxdz =
�x�z

�
; (3.4)

de plus, on a :

�A =
1
p
�
AD et �H = Dr2f (x)D;

avec

D = diag(d):
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Avec ces changements, le système linéaire (3.2) devient :8>>><>>>:
�Adx = 0;

� �AT dy � dz + �H dx = 0;

dx + dz = v�1 � v;

(3.5)

où �H est aussi une matrice (sdp) et �A de plein rang et sous nos hypothèses citées au

Chapitre 2, le système (3.5) admet une solution unique (dx; dy; dz): Maintenant, on

observe que :

dTx dz = dTx (
�Hdx � �ATdy) (3.6)

= dTx �Hdx > 0 (3.7)

avec �Adx = 0 et �H est une matrice (sdp).

Remarque 3.1.1 Dans le cas de la programmation linéaire, les directions primales et

duales sont orthogonales car :

dTx dz = �(�x)
T�z = 0;

tandis que dans la programmation convexe on a :

dTx dz � 0;

qui rend l�analyse de convergence de l�algorithme un peu di¤érent que la programmation

linéaire.

Notre prochain travail, une étude théorique complète de la convergence et la complexité

de l�algorithme 3.1.2.
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3.1.1 Description algorithmique

Dans ce qui suit, d�après le système (3.2) on va présenter un algorithme primal-dual à

petit pas pour tracer la trajectoire centrale. La proximité pour centrer les itérations est

donnée par :

�(xz;�) :=
kv�1 � vk

2
;

(voir [49]); de plus on a : �(xz;�) = 0() v�1 = v () xz = �e

3.1.2 Algorithme

La représentation générique de cet algorithme est donnée dans la �gure 2 comme suit :

Début algorithme

Données:

Un paramètre de tolérance � > 0;

un paramètre de proximité 0 < � < 1 (un seuil � = 1p
2
);

un paramètre 0 < � < 1 (défaut � =
1

2
p
n
);

un paramètre de barrière �0(�xé);

un point (x0; y0; z0) véri�e la CPI tel que : �(x0z0; �0) � � et k = 0 ;

Tant que: n�k > � faire :
�k+1 = (1� �)�k;

Résoudre le système linéaire

8>>><>>>:
r2f

�
xk
�
�xk � AT�yk ��zk = 0;

A�xk = 0;

Xk�zk + Zk�xk = �ke�Xkzk;

Mise à jour xk+1 = xk +�xk; yk+1 = yk +�yk; zk+1 = zk +�zk; k := k + 1;

Fin tant que.

Fin algorithme.

Fig.2. Algo.3.1.2 .
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3.2 Convergence de l�algorithme et analyse de la com-

plexité

Dans cette section, on va étudier la convergence et la complexité de l�algorithme proposé,

pour faciliter l�analyse on dé�nit les vecteurs qv et pv de Rn, (voir [1]) par :

qv = dx � dz et pv = dx + dz;

alors

dxdz =
p2v � q2v
4

(3.8)

et

kqvk � kpvk; car kpvk2 = kqvk2 + 4dTx dz:

3.2.1 Résultats préliminaires

Lemme 3.2.1 Soit (dx; dy; dz) la solution du système (3.5) et si � := �(xz;�);

et � > 0; alors, on a :

0 � dTx dz � 2�2; (3.9)

et

kdxdzk1 � �
2 et kdxdzk �

p
2�2: (3.10)

Preuve. Puisque dTx dz � 0 donc, il est facile de véri�er que :

kdxk2 + kdzk2 + 2dTx dz = kdx + dzk
2 =

v�1 � v2 = 4�2
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Pour le deuxième résultat, on utilise (3.10), donc on en peut écrire :

kdxdzk1 � 1

4
(
(dx + dz)2 � (dx � dz)21)

� 1

4
max(kpvk21 ; kqvk

2
1)

� 1

4
max(kpvk2 ; kqvk2) (car k:k1 � k:k);

=
1

4
kpvk2 =

1

4

v�1 � v2 = �2:
En utilisant encore les résultats (3.9) et (3.10), on obtient :

kdxdzk2 = eT (dxdz)
2

=
1

16
eT (p2v � q2v)2

=
1

16

p2v � q2v2
� 1

16
(
p2v2 + q2v2)

� 1

16
(kpvk4 + kqvk4)

� 1

8
kpvk4 :

D�où le résultat.

Dans les prochains lemmes, nous commençons en premier à donner des conditions qui

assurent la stricte faisabilité d�une itération de Newton complète. �

3.2.2 Analyse de la faisabilité

Lemme 3.2.2 Soit (x; z) un point primal-dual strictement réalisable. Alors

x+ > 0 et z+ > 0 si et seulement si :

e+ dxdz > 0:
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Preuve. Comme x+ = x+�x; et z+ = z +�z et on a pour chaque � 2 [0; 1] ;

x (�) = x+ ��x; z (�) = z + ��z:

Donc

x0 = x (0) = x; x1 = x (1) = x+ et la même chose pour z:

Alors

x0 z0 = xz > 0;

on a :

x (�) z (�) = xz + � (x�z + z�x) + �2�x�z;

alors par le résultat :

x�z + z�x = �e� xz;

x (�) z (�) = xz + � (�e� xz) + �2�x�z;

donc
x+z+

�
= e+ dxdz; (3.11)

et si e+ dxdz > 0, on déduit que �x�z > ��e donc

x (�) z (�) > xz + � (�e� xz)� �2�e;

= (1� �)xz +
�
�� �2

�
�e:

Alors x(�)z(�) > 0 pour tout � 2 [0; 1] : Comme x(�) et z(�) sont des fonctions linéaires

en �, donc elles ne changent pas de signe sur l�intervalle [0; 1] et on a pour � = 0 que

x > 0 et z > 0, alorsx(1) > 0 et z(1) > 0: �

Lemme 3.2.3 Si � < 1; alors l�itération de Newton complet, est strictement réalisable

c.à.d. x+ > 0 et z+ > 0:
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Preuve. D�après Lemme 3.2.2, on a vu que :

x+ > 0 et z+ > 0

si et seulement si :

e+ dxdz > 0;

ou bien si :

1 + (dx)i(dz)i > 0; pour tout i:

Alors, on a :

1 + (dx)i(dz)i � 1� j(dx)i(dz)ij

� 1� kdxdzk1 , pour tout i:

Maintenant, d�après (3.11), on déduit que :

1� kdxdzk1 > 1� �
2:

Donc, la condition e+ dxdz > 0 est satisfaite si � < 1: �

Le Lemme suivant analyse l�in�uence d�une itération complète de Newton sur la proxim-

ité.

Lemme 3.2.4 Si � < 1; alors :

�+(x
+z+;�) � �2q

2(1� �2)
:

Si � <
1p
2
; alors

�+(x
+z+;�) � �2;

donc la mesure de proximité converge d�une façon quadratique vers la trajectoire centrale.
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Preuve. Par dé�nition, et d�après (3.11) on a :

4�2+ =
(v+)�1 � (v+)2

=
(v+)�1(e� (v+)2)2

=

 dxdzp
e+ dxdz

2 :
Maintenant, d�après les deux Lemmes (3.2.1) et (3.2.3), on déduit que :

4�2+ � kdxdzk2

1� kdxdzk1

� 4�4

2(1� �2)
:

Il s�ensuit que :

�+(x
+z+;�) � �2q

2(1� �2)
:

Ce qui achève la démonstration du lemme. �

Dans le lemme suivant, nous analysons l�in�uence de l�itération de Newton par la mise à

jour du paramètre �+ = (1� �)�, sur la mesure de proximité.

Lemme 3.2.5 Si � <
1p
2
et �+ = (1� �)� où 0 < � < 1; alors :

�2(x+z+;�+) � (1� �)�2+ +
�2(n+ 1)

4(1� �) +
�

2
:

De plus, si � =
1

2
p
n
et n � 2; alors on a :

�(x+z+;�+) � 1p
2
:
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Preuve. Soit v+ =

s
x+z+

�
et �+ = (1� �)�: Alors on a :

4�2(x+z+; �+) =


 r

�+

x+z+

!
�
 s

x+z+

�+

!
2

=

p1� �(v+)�1 � 1p
1� �

v+
2

=

p1� � �(v+)�1 � v+�� �p
1� �

v+
2

= (1� �)
(v+)�1 � v+2 + �2

1� �
v+2 � 2� �(v+)�1 � v+�T v+

= 4(1� �)�2+ +
�2

1� �
v+2 � 2� �(v+)�1 � v+�T v+

= 4(1� �)�2+ +
�2

1� � kv+k
2 � 2�n+ 2� kv+k2 ;

car ((v+)�1)T v+ = n (d�après (3.11)) et (v+)T v+ = kv+k2 :

Maintenant, par Lemme 3.2.1, rappelons que :

0 � dTx dz � 2�2

et si � <
1p
2
on a :

kv+k2 =
1

�
xT+z+ � (n+ 1); (3.12)

par conséquent :

�2(x+z+;�+) � (1� �)�2+ +
�2(n+ 1)

4(1� �) +
�

2
:

Ce qui achève la preuve de la première partie du Lemme.

De plus si � <
1p
2
, alors �2+ <

1

4
donc

�2(x+z+;�+) � �2(n+ 1)

4(1� �) +
�

2
+
(1� �)
4

:
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Si on prend � =
1

2
p
n
alors �2 =

1

4n
, il s�ensuit que :

�2(x+z+;�+) �
1

4n
(n+ 1)

4(1� �) +
�

2
+
(1� �)
4

;

et puisque
n+ 1

4n
� 3

8
pour tout n � 2; on trouve :

�2(x+z+;�+) � 3

32(1� �) +
�

2
+
(1� �)
4

:

Maintenant, pour n � 2; on a 0 � � � 1

2
p
2
posons :

f(�) =
3

32(1� �) +
(1� �)
4

+
�

2
;

alors f est une fonction continue strictement croissante sur l�intervalle
�
0;

1

2
p
2

�
; car :

f
0
(�) =

96

(32� � 32)2
+
1

4
> 0 avec 0 < � < 1;

et par conséquent :

f(�) � f( 1

2
p
2
) w 0:48341 < 1

2
;8� 2

�
0;

1

2
p
2

�
;

donc �(x+z+;�+) <
1p
2
:Ce qui achève la preuve du Lemme. �

Par Lemme 3.2.5, on déduit que pour les paramètres � =
1

2
p
n
et � =

1p
2
; les conditions

x > 0 et z > 0 et �(x+z+;�+) <
1p
2
sont maintenus durant la procédure de la solution,

donc Algo 3.1.2 est bien dé�ni.

Dans le lemme suivant, on analyse l�in�uence d�un pas de Newton complet sur la mise à

jours du saut de dualité.
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Lemme 3.2.6 Soient � <
1p
2
et �+ = (1� �)�, alors le nouveau saut de dualité véri�e

:

(x+)T z+ � �(n+ 1); pour tout n 2 N: (3.13)

Preuve. Du Lemme 3.2.5, (3.12) on déduit directement que :

1

�
(x+)T z+ � (n+ 1):

Ce qui achève la preuve du Lemme. �

3.2.3 Analyse de la complexité

La détermination du nombre total d�itérations nécessaires pour trouver une solution

optimale primale-duale nécessite le calcul du nombre d�itérations externes.

Théorème de la complexité

Théorème 3.2.1 Soient � =
1

2
p
n
et �0 =

1

2
: Alors, le nombre des itérations produites

par Algo 3.1.2

O(
p
n log

n

�
)

itérations.

Pour demontré ce Théorème on a le lemme suivant, on donnera une borne supérieure sur

le nombre des itérations généré par Algo 3.1.2 avec une précision.

Lemme 3.2.7 Soient xk+1 , zk+1 désignent le (k + 1)��eme itéré produit par Algo 3.1.2

avec � := �k: Alors

(xk+1)T zk+1 � �

si :

k �
�
1

�
log

2�0n

�

�
:
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Preuve. Par Lemme 3.2.6, on a vu que :

(xk+1)T zk+1 � �k(n+ 1) (3.14)

et que :

�k = (1� �)�k�1 = (1� �)k�0:

Alors :

(xk+1)T zk+1 � (1� �)k�0(n+ 1);

puisque n+ 1 � 2n pour tout n � 1 alors on a :

(xk+1)T zk+1 � (1� �)k2�0n;

donc l�inégalité (xk+1)T zk+1 � � est satisfaite si :

(1� �)k2�0n � �;

on prend le logarithme de cette dernière inégalité, on déduit que :

k log(1� �) � log �� log 2�0n

maintenant de l�inégalité � log(1� �) � � pour tout 0 < � < 1; on obtient :

k� � log 2n�
0

�
:

Ce qui termine la preuve. �
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Chapter 4

Simulation numérique

Nous présentons dans ce chapitre quelques résultats numériques issues de la mise en �u-

vre d�algorithme Algo. Cet algorithme est programmé en Turbo-Pascal. Le point de

départ est désigné par (x0; y0; z0); la précision � 2 [10�6; 10�8] : Les solutions optimales

primales et duales sont désignées par (xoptimal) et (yoptimal, zoptimal), respectivement,

et par f(opt) et g(opt) sont les valeurs optimales de l�objectif primale et duale. Finale-

ment, on note par Iter, le nombre des itérations nécessaires pour obtenir une solution

optimale primale-duale et Temps(s), le temps de calcul en seconde.

4.1 Mise en �uvre de cet algorithme

4.1.1 Paramètre barrière

Les valeurs du paramètre barrière sont :

�k+1 = (1� �)�k:

Les valeurs du paramètre � sont : 0 < � < 1;

Sont choisis comme suit :

On prend � =
1

2
p
n
(théorique).
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De plus, on a utilisé d�autre choix relaxés de � (numérique).

Pour n � 2; on a 0 < � � 1

2
p
2
:

� =
1

3
p
n
; � =

1

5
p
n
; � =

1

7
p
n
; :::;

1

k
p
n
; k 2 N et k > 2:

4.1.2 Directions de déplacement

La direction de déplacement est calculée par la méthode de pivotage de Gauss.

4.1.3 Point d�initialisation

Pour avoir un point de départ, on passe par les étapes suivante :

1) On choisit un x0 > 0; tel que Ax0 = b:

2) Puis, on prend un y0 de Rn arbitraire.

3) En remplaçant x0; y0 calculés dans les étapes 1 et 2 dans l�équation suivante :

ATy + z �rf (x) = 0;

pour obtenir un z0 > 0:

4) Finalement, on exige que le point (x0; y0; z0); véri�e la condition de proximité :

�(x0z0;�0) � 1p
2
:
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4.2 Résultats numériques

La programmation linéaire et la programmation quadratique ce sont des cas particuliers

de la programmation convexe.

4.2.1 Programmation linéaire

Un problème de programmation linéaire (PL) consiste à minimiser une fonction linéaire

sous contraintes linéaires. Il s�agit des problèmes d�optimisation les plus célèbres, les

plus simples théoriquement. Le problème suivant est un programme linéaire sous forme

standard

(P) min
x
cTx s à : Ax = b; x � 0;

Le dual de P, est donné par :

(D) max
y

bTy s à : ATy + z = c; x � 0; z � 0;

où A est une matrice de type (m; n), c 2 Rn; b 2 Rm; x 2 Rn; z 2 Rn et y 2 Rm:

Problème 1. Soit le programme linéaire suivant :

A =

0BBBBBB@
7 2 3 1 �1 �2 4

�4 �5 �2 3 �5 9 6

2 7 �6 7 �3 4 2

6 �6 �1 7 5 �5 3

1CCCCCCA ; b =
0BBBBBB@
14

2

13

9

1CCCCCCA ;

c =
�
2:8; 1; 0:7; 2:9; 0:5; 1:4; 2:9

�T
:
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Point de départ (Initialisation) :

x0 = ( 1; 1; 1; 1; 1; 1, 1 )T ;

z0 = ( 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1 )T ;

y0 = ( 0:2; 0:1; 0:1; 0:1 )T :

La solution optimale est :

xoptimal = ( 0:9707; 0:7082; 0; 0:4934; 0; 0; 1:3239 )T ;

zoptimal = ( 0; 0; 1:3514; 0; 1:7571; 0:3954; 0 )T ;

yoptimal = ( 0:3421; 0:1388; 0:2189; 0:0871 )T ;

et

f(opt) g(opt) saut de dualité

8:6961 8:6960 7:059e� 005

Les résultats numériques obtenus pour Problème 1 sont donnés dans le tableau suivant :

� �
1

7
p
n

1

5
p
n

1

3
p
n

1

2
p
n

0:95 Iter 52 37 22 12

Temps 0:04 0:04 0:02 0:00

0:85 Iter 72 52 31 20

Temps 0:05 0:05 0:06 0:01

0:65 Iter 90 64 38 25

Temps 0:05 0:05 0:06 0:02

Tableau 1.
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Problème 2. Soit le programme linéaire suivant :

A =

0BBBBBBBBB@

0 1 2 �1 1 1 0 0 0

1 2 3 4 �1 0 1 0 0

�1 0 �2 1 2 0 0 1 0

1 2 0 �1 �2 0 0 0 1

1 3 4 2 1 0 0 0 0

1CCCCCCCCCA
; b =

0BBBBBBBBB@

4

10

1

1

11

1CCCCCCCCCA
;

c =
�
1:01; 1:09; 1:07; 1:05; 1:04; 1:02; 1:01; 1:02; 1:01

�T
:

Point de départ :

x0 = ( 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1 )T ;

z0 = ( 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1 )T ;

y0 = ( 0:02; 0:01; 0:02; 0:01; 0:01 )T :

La solution optimale est :

xoptimal = ( 0; 1:7; 0:7; 1:2667; 0:5667; 1:6; 0; 0; 0 )T ;

zoptimal = ( 1:3333; 0; 0; 0; 0; 0; 0:4167; 0:4583; 0:9583 )T ;

yoptimal = ( 1:02; 0:5933; 0:5617; 0:0517; �0:4067 )T :

f(opt) g(opt) saut de dualité

6:1533 6:1532 1:062e� 004
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Les résultats numériques obtenus pour Problème 2 sont donnés dans le tableau suivant :

� �
1

7
p
n

1

5
p
n

1

3
p
n

1

2
p
n

0:95 Iter 61 44 26 17

Temps 0:05 0:05 0:00 0:00

0:85 Iter 85 60 36 24

Temps 0:06 0:02 0:01 0:00

0:75 Iter 96 69 41 27

Temps 0:05 0:06 0:03 0:00

0:65 Iter 105 74 44 29

Temps 0:09 0:05 0:03 0:01

Tableau 2.

Problème 3. Soit le programme linéaire suivant :

0BBB@
2 1 1 0 0

1 2 0 1 0

0 1 0 0 1

1CCCA ; c =

0BBBBBBBBB@

1:6

1:8

1:2

1:2

1:2

1CCCCCCCCCA
; b =

0BBB@
4

4

2

1CCCA :

Point de départ :

x0 = ( 1; 1; 1; 1; 1 )T ;

z0 = ( 1; 1; 1; 1; 1 )T ;

y0 = ( 0:2; 0:2; 0:2 )T :
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La solution optimale est :

xoptimal = ( 1:3333; 1:3333; 0; 0; 0:6667 )T ;

zoptimal = ( 0; 0; 0:3333; 1:3333; 0 )T ;

yoptimal = ( 0:8667; �0:1333; 1:2 )T :

f(opt) g(opt) saut de dualité

5:3333 5:3333 3:882e� 005

Les résultats numériques obtenus pour Problème 3 sont donnés dans le tableau suivant :

� �
1

7
p
n

1

5
p
n

1

3
p
n

1

2
p
n

0:95 Iter 42 30 18 12

Temps 0:05 0:05 0:05 0:00

0:85 Iter 59 42 25 17

Temps 0:06 0:05 0:05 0:00

0:75 Iter 68 48 29 19

Temps 0:05 0:05 0:03 0:01

0:65 Iter 74 52 31 20

Temps 0:05 0:04 0:03 0:01

Tableau 3.
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Problème 4. Soit le programme linéaire suivant donné par :

A =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

1CCCCCCCCCCCCCCCA
; b =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

5

5

4

4

4

3

3

1CCCCCCCCCCCCCCCA
;

c = ( 0:5; 0:8; �2; �0:5; 0:82; �1:98; 0:5; 0:82; �1:98; 0:5; 0:82; �1:98; 0:5; 0:82 )T :

Point de départ (Initialisation) :

x0 = ( 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1 )T ;

z0 = ( 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1 )T ;

y0 = ( �0:5; �0:2; �3; �1; 0:02; 0:02; 1 )T :

La solution optimale est :

xoptimal = ( 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1 )T ;

zoptimal = 10�4( 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2 )T ;

yoptimal = ( 0:5; 0:8; �2; �1; 0:02; 0:02; 1 )T :

f(opt) g(opt) saut de dualité

�2:3600 �2:3601 1:506e� 004
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Les résultats numériques obtenus pour Problème 4 sont donnés dans le tableau suivant :

� �
1

7
p
n

1

5
p
n

1

3
p
n

1

2
p
n

0:95 Iter 80 57 34 23

Temps 0:09 0:07 0:06 0:06

0:85 Iter 110 78 47 31

Temps 0:11 0:06 0:06 0:06

0:75 Iter 125 89 53 35

Temps 0:11 0:11 0:05 0:04

0:65 Iter 135 96 57 38

Temps 0:17 0:05 0:05 0:05

Tableau 4.

4.2.2 Programmation quadratique

Un problème de programmation quadratique consiste à minimiser une fonction quadra-

tique sous contraintes linéaires.

Le problème suivant est un programme quadratique primal sous la forme standard suiv-

ante :

(P) min
x
[cTx+

1

2
xTQx] s à : Ax = b; x � 0;

et son dual :

(D)

8<: max(y;z)[b
Ty � 1

2
xTQx] s à : ATy + z �Qx = c;

x � 0; z � 0;

où Q est une matrice carrée symétrique d�ordre n et A est une matrice de type (m;n),

c 2 Rn; b 2 Rm; x 2 Rn; z 2 Rn et y 2 Rm:
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Problème 5. Soit le programme quadratique convexe suivant :

Q =

0BBBBBBBBBBBB@

2 1 0 0 0 0

1 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCA
; A =

0BBBBBB@
5
12

�1 1 0 0 0

5
2

1 0 1 0 0

�1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1

1CCCCCCA ; b =
0BBBBBB@

35
12

35
2

5

5

1CCCCCCA ;

c =
�
�30; �30; 0; 0; 0; 0

�T
:

Point de départ :

x0 = ( 4:7399; 4:2328; 5:1745; 1:4173; 9:3799; 0:7672 )T ;

z0 = ( 2:2411; 2:5161; 2:0281; 7:4499; 0:9415; 13:8886 )T ;

y0 = ( �2:02809; �7:4499; �0:9415; �13:8886 )T :

La solution optimale est :

xoptimal = ( 5:0000; 5:0000; 5:8333; 0:0000; 10:0000; 0:0000 )T ;

zoptimal = ( 0:0000; 0:0000; 0:0000; 6:0000; 0:0000; 9:0000 )T ;

yoptimal = ( 0:0000; �6:0000; 0:0000; �9:0000 )T ;

et

f(opt) g(opt) saut de dualité

�224:9997 �224:9997 1:6429e� 005
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Les résultats numériques obtenus pour Problème 5 sont donnés dans le tableau suivant :

� �
1

7
p
n

1

5
p
n

1

3
p
n

1

2
p
n

0:95 Iter 34 24 15 10

Temps 0:00 0:00 0:00 0:00

0:65 Iter 119 85 50 33

Temps 0:05 0:05 0:05 0:00

Tableau 5.

Problème 6. Soit le programme quadratique convexe suivant :

Q =

0BBBBBB@
2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

1CCCCCCA ; c =
0BBBBBB@

�3

�10

0

0

1CCCCCCA ; A =
0@ �1 1 1 0

2 3 0 1

1A ; b =
0@ 2

11

1A :

Point de départ :

x0 = ( 1:5000; 2:0000; 1:5000; 2:0000 )T ;

z0 = ( 2:0000; 2:0000; 5:0000; 6:0000 )T ;

y0 = ( �2:0000; �2:0000 )T :

La solution optimale est :

xoptimal = ( 1:0000; 3:0000; 0:0000; 0:0000 )T ;

zoptimal = ( 0:0000; 0:0000; 1:0000; 1:0000 )T ;

yoptimal = ( �1:0000; �1:0000 )T :
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f(opt) g(opt) saut de dualité

�22:9999 �23:0000 4:042e� 005

Les résultats numériques obtenus pour Problème 6 sont donnés dans le tableau suivant :

� �
1

7
p
n

1

5
p
n

1

3
p
n

1

2
p
n

0:95 Iter 69 49 29 19

Temps 0:01 0:01 0:00 0:00

0:65 Iter 83 59 35 23

Temps 0:05 0:01 0:01 0:00

Tableau 6.

Problème 7. Soit le programme quadratique convexe suivant :

Q =

0BBBBBBBBB@

20 1:2 0:5 0:5 �1

1:2 32 1 1 1

0:5 1 14 1 1

0:5 1 1 15 1

�1 1 1 1 16

1CCCCCCCCCA
; A =

0BBB@
1 1:2 1 1:8 0

3 �1 1:5 �2 1

�1 2 �3 4 2

1CCCA ;

c =
�
1; �1:5; 2; 1:5; 3

�T
; b =

�
9:31; 5:45; 7:06

�T
:

Point de départ :

x0 = ( 2:4200; 1:0000; 1:5500; 2:3000; 1:465 )T ;

z0 = ( 3:0600; 15:7190; 8:1750 7:2250; 7:8700 )T ;

y0 = ( 20:0000; 11:0000; 5:0000 )T :
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La solution optimale est :

xoptimal = ( 2:6604; 0:7035; 1:3244; 2:4894 1:1645 )T ;

zoptimal = ( 0:0000; 0:0000; 0:0000; 0:0000; 0:0000 )T ;

yoptimal = ( 25:0011; 12:1538 5:6674 ):

et

f(opt) g(opt) le saut de dualité

175:2458 175:2457 5:996e� 005

Les résultats numériques obtenus pour Problème 7 sont donnés dans le tableau suivant :

� �
1

7
p
n

1

5
p
n

1

3
p
n

1

2
p
n

0:95 Iter 70 50 30 19

Temps 0:05 0:03 0:01 0:00

0:65 Iter 108 76 45 29

Temps 0:11 0:06 0:02 0:01

Tableau 7.
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Problème 8. Soit le programme quadratique convexe suivant :

Q =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

30 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 21 0 1 �1 1 0 1 0:5 1

1 0 15 �0:5 �2 1 0 1 1 1

1 1 �0:5 30 3 �1 1 �1 0:5 1

1 �1 �2 3 27 1 0:5 1 1 1

1 1 1 �1 1 16 �0:5 0:5 0 1

1 0 0 1 0:5 �0:5 8 1 1 1

1 1 1 �1 1 0:5 1 24 1 1

1 0:5 1 0:5 1 0 1 1 39 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

A =

0BBB@
1 �1 1:9 1:25 1:2 0:4 �0:7 1:06 1:5 1:05

1:3 1:2 0:15 2:15 1:25 1:5 0:4 1:52 1:3 1

1:5 �1:1 3:5 1:25 1:8 2 1:95 1:2 1 �1

1CCCA ; b =
0BBB@
11:651

16:672

21:294

1CCCA ;

c =
�
�0:5; �1; 0; 0; �0:5; 0; 0; �1; �0:5; �1

�T
:

Point de départ :

x0 = ( 1:475; 0:868; 1:752; 1:637; 1:560; 1:926; 1:538; 1:416; 1:223; 0:728 )T ;

z0 = ( 23:525; 13:117; 3:001; 7:235; 15:434; 0:836; 8:723; 5:656; 23:057; 1:441 )T ;

y0 = ( 5:6566; 16:7085 3:6733 )T :
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La solution optimale est donnée par :

xoptimal = ( 0:968; 0:517; 1:746; 1:909; 1:249; 2:588; 1:339; 1:622; 0:825; 0:896 )T ;

zoptimal = ( 0:000; 0:000; 0:000; 0:000; 0:000; 0:000; 0:000; 0:000; 0:000; 0:000 )T ;

yoptimal = ( 4:1830; 22:4678; 5:2352 )T ;

et

f(opt) g(opt) saut de dualité

264:1339 264:1509 1:702e� 002

Les résultats numériques obtenus pour Problème 8 sont donnés dans le tableau suivant :

� �
1

7
p
n

1

5
p
n

1

3
p
n

1

2
p
n

0:95 Iter 118 84 50 33

Temps 0:20 0:09 0:05 0:05

0:65 Iter 157 112 66 43

Temps 0:15 0:11 0:08 0:06

Tableau 8.

4.2.3 Cas d�une fonction convexe

Soit le programme convexe suivant :8>>>><>>>>:
min f(x) =

nP
i=1

xi ln
xi
ai
s à :

xi + xi+m = bi; i = 1; : : :m (n = 2m)

x � 0:
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Où ai > 0 �xés et bi 2 R: On peut varier les dimensions m et n:

Problème 9.

ai = 1; bi = 1; n = 10;m = 5:

Point de départ :

x0 = (0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5 )T ;

z0 = 1:3068(1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1 )T ;

y0 = (�1; �1; �1; �1; �1 )T :

La solution optimale est :

xoptimal = (0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5 )T ;

zoptimal = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0 )T ;

yoptimal = (0:3068; 0:3068; 0:3068; 0:3068; 0:3068 )T ;

f(opt) g(opt) saut de dualité

�3:4657 �3:4659 1:313e� 004
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Les résultats numériques obtenus pour Problème 9 sont donnés dans le tableau suivant :

� �
1

7
p
n

1

5
p
n

1

3
p
n

1

2
p
n

0:95 Iter 107 76 45 30

Temps 0:07 0:07 0:05 0:05

0:85 Iter 100 71 42 28

Temps 0:06 0:06 0:06 0:06

0:75 Iter 86 61 36 24

Temps 0:05 0:05 0:05 0:01

0:65 Iter 15 11 7 5

Temps 0:00 0:00 0:00 0:00

Tableau 9.

Problème 10.

ai = 1; bi = 1; n = 14;m = 7

Point de départ :

x0 = ( 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5 )T ;

z0 = 1:3068( 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1 )T ;

y0 = ( �1; �1; �1; �1; �1; �1; �1 )T :

La solution optimale est :

xoptimal = ( 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5 )T ;

zoptimal = ( 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0 )T ;

yoptimal = ( 0:3068; 0:3068; 0:3068; 0:3068; 0:3068; 0:3068; 0:3068 )T ;
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et

f(opt) g(opt) saut de dualité

�4:8520 �4:8525 5:407e� 004

Les résultats numériques obtenus pour Problème 10 sont donnés dans le tableau suivant

� �
1

7
p
n

1

5
p
n

1

3
p
n

1

2
p
n

0:95 Iter 131 94 56 37

Temps 0:17 0:09 0:07 0:06

0:85 Iter 122 87 52 34

Temps 0:11 0:06 0:06 0:05

0:75 Iter 106 75 45 30

Temps 0:11 0:05 0:06 0:03

0:65 Iter 22 16 10 7

Temps 0:06 0:06 0:00 0:00

Tableau 10.

Problème 11.

ai = 1; bi = 6; n = 14;m = 7:

Point de départ :

x0 = ( 3; 2; 3; 2; 3; 2; 3; 3; 4; 3; 4; 3; 4; 3 )T

z0 = ( 0:33; 0:4; 0:33; 0:4; 0:33; 0:4; 0:33; 0:33;

1:0938; 0:33; 1:0938; 0:33; 1:0938; 0:33 )T

y0 = ( 1:7686; 1:2931; 1:7686; 1:2931; 1:7686; 1:2931; 1:7686 )T :
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La solution optimale est :

xoptimal = ( 3; 2:960; 3; 2:960; 3; 2:960; 3; 3; 3:040; 3; 3:040; 3; 3:040; 3 )
T

zoptimal = ( 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0 )T

yoptimal = ( 2:0986; 2:1306; 2:0986; 2:1306; 2:0986; 2:1306; 2:0986 )T

f(opt) g(opt) saut de dualité

46:1433 46:7163 5:730e� 001

Les résultats numériques obtenus pour Problème 11 sont donnés dans le tableau suivant

� �
1

7
p
n

1

5
p
n

1

3
p
n

1

2
p
n

0:95 Iter 101 72 43 29

Temps 0:11 0:06 0:06 0:06

0:85 Iter 103 73 44 29

Temps 0:16 0:11 0:06 0:06

0:75 Iter 117 83 50 33

Temps 0:16 0:11 0:05 0:05

0:65 Iter 129 92 55 36

Temps 0:29 0:09 0:07 0:07

Tableau 11.

Problème 12.

ai = 1; bi = 1; n = 8;m = 4:
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Point de départ :

x0 = ( 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5 )T ;

z0 = ( 0:8068; 0:8068; 0:8068; 0:8068; 0:8068; 0:8068; 0:8068; 0:8068 )T ;

y0 = ( �0:5; �0:5; �0:5; �0:5 )T :

La solution optimale est donnée par :

xoptimal = (0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5; 0:5 )T ;

zoptimal = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0 )T ;

yoptimal = (0:3068; 0:3068; 0:3068; 0:3068 )T ;

f(opt) g(opt) saut de dualité

�2:7725 �2:7728 2:9260e� 004

Les résultats numériques obtenus pour Problème 12 sont donnés dans le tableau suivant

� �
1

7
p
n

1

5
p
n

1

3
p
n

1

2
p
n

0:95 Iter 110 78 46 30

Temps 0:01 0:05 0:01 0:03

0:85 Iter 107 76 45 30

Temps 0:01 0:02 0:01 0:01

0:75 Iter 104 74 44 27

Temps 0:06 0:06 0:02 0:01

0:65 Iter 98 70 42 27

Temps 0:06 0:06 0:02 0:01

Tableau 12.
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Cette implémentation est faite enMATLAB R2010a sur un pentium.

Problème.13.

ai = 1; bi = 1; n = 200 ;m = 100

Point de départ :

x0i = 0:5 pour i = 1; ::; 200;

z0i = 1:3068 pour i = 1; ::; 200;

y0i = �1 pour i = 1; ::; 100:

La solution optimale est donnée par :

xoptimal = 0:50 pour i = 1; ::; 200;

zoptimal = 0:00 pour i = 1; ::; 200;

yoptimal = 0:3068 pour i = 1; ::; 100:

Les résultats numériques obtenus pour Problème 13 sont donnés dans le tableau suivant

� �
1

7
p
n

1

5
p
n

1

2
p
n

0:95 Iter 1356 967 383

Temps 35; 9176 25:3477 10:1947

0:65 Iter 1319 940 372

Temps 32:4777 24:5611 9; 6544

Tableau 13.

4.2.4 Commentaires

À travers les tests numériques qu�on a réalisé sur des exemples des problèmes linéaires,

problèmes quadratiques ainsi que des problèmes convexes de di¤érentes dimensions, on

remarque que les résultats numériques démontrent l�e¤et des deux nouveaux paramètres
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sur la réduction du nombre d�itérations produit par cet algorithme.

4.3 Perspectives

Dans cette section, on constate qu�à travers d�autres choix de valeurs de paramètres bar-

rières �; que le nombre d�itérations produit par l�algorithme est réduit signi�cativement.

On mentionne que ces choix ne sont pas validés théoriquement, mais elles ont besoin

d�une analyse convenable notamment la convergence de l�algorithme correspondant, en

appuyant sur la détermination d�un nouveau voisinage c.à.d. le choix du paramètre

� > 0 et par conséquent le choix d�une nouvelle mesure de proximité � > 0:

Parmi ces choix qu�on a utilisés sont :

� =
1p
n
; � =

1p
n=2

; � =
1p
n=3

; � =
1p
n=5

; � =
1p
n=7

::::;
1p
n=n0

tel que n
0
< n;

tel que :
1

2
p
2
< � < 1; n � 2:

Les résultats numériques obtenus par ces valeurs de �; pour les Problèmes précédents

sont donnés dans les tableaux suivants :

Problème 1.

� �
1p
n

1p
n=2

1p
n=3

1p
n=5

0:95 Iter 7 5 4 3

Temps 0:01 0:00 0:00 0:00

0:85 Iter 10 7 5 4

Temps 0:00 0:00 0:00 0:00

0:65 Iter 12 8 6 4

Temps 0:00 0:00 0:00 0:00

Tableau 1�
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Problème 2.

� �
1p
n

1p
n=2

1p
n=3

0:95 Iter 9 6 5

Temps 0:00 0:00 0:00

0:85 Iter 11 8 6

Temps 0:00 0:00 0:00

0:75 Iter 13 9 7

Temps 0:00 0:00 0:00

0:65 Iter 14 9 7

Temps 0:01 0:00 0:00

Tableau 2�

Problème.3

� �
1p
n

1p
n=2

1p
n=3

0:95 Iter 6 4 3

Temps 0:00 0:00 0:00

0:85 Iter 8 5 4

Temps 0:00 0:00 0:00

0:75 Iter 9 6 4

Temps 0:00 0:00 0:00

0:65 Iter 10 6 5

Temps 0:00 0:00 0:00

Tableau 3�
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Problème.4

� �
1p
n

1p
n=2

1p
n=3

1p
n=5

1p
n=7

0.95 Iter 11 8 6 5 4

Temps 0:02 0:00 0:00 0:00 0:00

0.85 Iter 15 10 8 6 5

Temps 0:06 0:05 0:00 0:00 0:00

0.75 Iter 17 12 9 7 5

Temps 0:00 0:00 0:00 0:00 0:00

0.65 Iter 18 12 10 7 6

Temps 0:02 0:00 0:00 0:00 0:00

Tableau 4�

Problème.5

� �
1p
n

1p
n=2

1p
n=3

1p
n=5

0:95 Iter 5 4 3 2

Temps 0:00 0:00 0:00 0:00

0:65 Iter 15 10 7 4

Temps 0:00 0:00 0:00 0:00

Tableau 5�
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Problème 6

� �
1p
n

1p
n=2

1p
n=3

0:95 Iter 9 6 4

Temps 0:00 0:00 0:00

0:65 Iter 10 6 5

Temps 0:00 0:00 0:00

Tableau 6�

Problème.7

� �
1p
n

1p
n=2

1p
n=3

1p
n=4

0.95 Iter 9 6 5 4

Temps 0:00 0:00 0:00 0:00

0.65 Iter 13 9 6 5

Temps 0:01 0:00 0:00 0:00

Tableau 7�

Problème.8

� �
1p
n

1p
n=2

1p
n=3

1p
n=5

1p
n=7

0:95 Iter 16 11 8 6 4

Temps 0:02 0:00 0:00 0:00 0:00

0:65 Iter 20 14 11 7 5

Temps 0:00 0:00 0:00 0:00 0:00

Tableau 8�
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Problème.9

� �
1p
n

1p
n=2

1p
n=3

1p
n=5

1p
n=7

0.95 Iter 14 10 8 5 4

Temps 0:01 0:00 0:00 0:00 0:00

0.85 Iter 13 9 7 5 4

Temps 0:05 0:01 0:00 0:00 0:00

0.75 Iter 12 8 6 5 4

Temps 0:00 0:00 0:00 0:00 0:00

0.65 Iter 3 3 2 2 2

Temps 0:00 0:00 0:00 0:00 0:00

Tableau 9�

Problème.10

� �
1p
n

1p
n=2

1p
n=3

1p
n=5

1p
n=7

0.95 Iter 18 12 10 7 6

Temps 0:02 0:00 0:00 0:00 0:00

0.85 Iter 17 11 9 7 5

Temps 0:01 0:01 0:00 0:00 0:00

0.75 Iter 15 10 8 6 5

Temps 0:05 0:01 0:00 0:00 0:00

0.65 Iter 4 3 3 2 2

Temps 0:00 0:00 0:00 0:00 0:00

Tableau 10�
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Problème.11

� �
1p
n

1p
n=2

1p
n=3

1p
n=5

1p
n=7

0.95 Iter 14 10 8 6 5

Temps 0:00 0:00 0:00 0:00 0:00

0.65 Iter 18 12 10 7 6

Temps 0:01 0:00 0:00 0:00 0:00

Tableau 11�

Problème.12

� �
1p
n

1p
n=2

1p
n=3

1p
n=5

1p
n=7

0.95 Iter 14 10 7 5 4

Temps 0:01 0:00 0:00 0:00 0:00

0.65 Iter 13 9 7 5 3

Temps 0:00 0:00 0:00 0:00 0:00

Tableau 12�

Problème.13

� �
1p
n=25

1p
n=50

0:95 Iter 32 20

Temps 0:8521 0:5748

0:65 Iter 31 20

Temps 0; 8077 0:5336

Tableau 13�
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4.4 Conclusion générale

Dans cette thèse, on a présenté une étude théorique et numérique d�une méthode de point

intérieur de type primale-duale de trajectoire centrale, pour résoudre un programme con-

vexe à contraintes linéaires. En e¤et, nous avons proposé de nouveaux paramètres notam-

ment le paramètre barrière et le seuil qui mesure la taille du voisinage de la trajectoire

centrale. A travers ces deux nouveaux paramètres un algorithme de TC primal-dual

à pas de Newton complet bien dé�ni est présenté et sa complexité est aussi calculée.

L�e¢ cacité numérique de cet algorithme est con�rmée par des tests numériques. Les ré-

sultats obtenus sont encourageants, ce qui motivent à généraliser nos travaux à plusieurs

problèmes d�optimisation tels que les problèmes de la programmation semi-dé�nie, les

problèmes de complémentarité linéaire standard et généralisé et pour les problèmes de

complémentarité semi-dé�ni. De plus notre travail dans le future est d�étudier la pro-

grammation convexe à contraintes linéaires sur les cônes symétriques notamment le cône

de Lorentz.
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  ملخص

 ه-لأطحلينوع همن ه هوزييللم هساارذلت هللم هللنقاط هللدلخلي  هلطويق  ه للعددي هعاجة  ه( هح هبالميبالدرلس  هللنظوي  ه)لا هسيما هللتعقيد هللحدحد هنهتم ه، هذه  هلأطروحة في
 هرول هقيسمعامل هللعتب  هللهي هيح هللحاجي ه همعامل هجديدين؛املين هنقترح همع هذه  ه. هفي هدرلستناخطي ل هللبرمج  هللمحدب  هغير هللخطي  هبقيود هساائلحل همللمولدف ه

 ه.بشكل هجيد هحيتم هةسااب هتعقيدذا هصغيرة همعوف  هبخطوة هذلت هتكولرة هنيوتن هللكامل  هح ه همولدف –ةيث، هيتم هتقديم هخولرزمي  هأحلي  ه للمساار هللموزيي. هجولر
 .حذي همشجع  هعددي  هقمنا هبتجاربتأزيد هللكفاءة هللعددي  هلهه  هللخولرزمي  هحل

 هخطي للمحدب هللبرمج  :الكلمات المفتاحية  هبقيود  هللترب ،   هللمحدب يللبرمج   هللخطي ؛ ،عي   هللموزيي همن هنوع هخولرزميا ،روق هللنقاط هللدلخلي  هللبرمج  ت هللمساار
  .تعقيد هللخولرزمي ،للمولدف ه-لأطحلي

 

Résumé 

Dans cette thèse, on s'intéresse à l'étude théorique (notamment la complexité polynomiale) 
et à l'implémentation numérique d'une méthode de points intérieurs de trajectoire centrale 
de type primal-dual pour résoudre les problèmes de la programmation non linéaire convexe 
à contraintes linéaires. Dans notre étude, nous proposons de nouveaux paramètres qui 
décrivent le paramètre barrière et le seuil qui mesure le voisinage de la trajectoire centrale. 
A travers ces derniers, un algorithme primal-dual à pas court et d’itération de Newton 
complet bien défini est présenté et de plus sa complexité est  calculée. L'efficacité 
numérique de cet algorithme est confirmée par des tests numériques qui sont encouragée. 

Mots clés: Programmation Convexe a contraintes linéaires,  Programmation Quadratique 
Convexe, Programmation linéaire; Méthode de Points Intérieurs, Algorithmes de trajectoire 
centrale de type primal-dual, Complexité des Algorithmes. 

 

Abstract 

 In this thesis, we are interested in the theoretical study (in particular the polynomial 
complexity) and in the numerical implementation of a primal-dual path-following method to 
solve the linearly constrained convex optimization. In our study, we propose new 
parameters which describe the barrier parameter and the threshold which measures the 
neighborhood of the central path. Through this latter, a well-defined short-step with a full-
Newton primal-dual algorithm is presented and its complexity is computed. The numerical 
efficiency of this algorithm is confirmed by some numerical tests, and they are very 
encouraging. 

Keywords: Linearly Constrained Convex Programming, Convex quadratic programming, 
Linear Programming, Interior Point Methods, Primal-dual Algorithms, Complexity of 
Algorithms. 

 


