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Introduction

Ce mémoire consiste a étudier le comportement asymptotique de la solution de
quelques problémes hyperbolique dans un domaine borné. Plus précisément, on désigne
par  un domaine borné de R™ , n > 1, a frontiére assez réguliére 0€2. Nous étudions la
décroissance de 1’énergie de la solution de quelques équations d’ondes avec amortissement

non linéaires de la forme générale :

)
e " g — Aut g (w) = f (u), ret>0
u(x,0) = ug (), z €
(P)
ut($a0):u1($)7 T €
| u(z,t)=0, z€0Q, t>0

f et g sont des fonctions données, A =) désigne le laplacien par rapport aux

variables d’espace.

Pour g(v) = 6|v|™ v, f(u) = nlul’ " avec p > 1,m > 1,6 > 0,7 > 0,1 = 2, le terme
f(u) représente une source non linéaire de type polynomial. Il est connu que cette non
linéarité empéche D'existence globale (en temps) de la solution du probléme. En faite,
elle provoque 'explosion en temps fini (voir Tsutsumi [29]) . C’est-a-dire que la solution
(plus généralement 1’énergie du probléme ) tend vers l'infini pour la norme de I’espace
considéré quand le temps t s’approche d’une valeur finie T" appelée temps d’explosion.
Pour cette raison on appelle f terme d’explosion.

La fonction g est par contre un terme qui a tendance & stabiliter de la solution du pro-



bléme c’est une dissipation linéaire si m = 1 et non linéaire pour m > 1. Il est facile de
voir que pour dissipation linéaire et en absence de sources il existe une solution locale
qu’on peut prolonger en une solution globale.

En présence de la source f(u) (i.e p > 1) et toujours dans le cas de dissipation linéaire
( i.e m = 1) plusieurs auteurs ont étudié ce probléeme par différentes méthodes, ils ont
prouvé qu il y a des valeurs de p et des conditions initiales ug(z) et ui(x) pour lesquelles
on a existence globale et d’autres valeurs pour lesquelles on a explosion en temps fini.
Des études plus poussées ont déterminé dans le cas d’existence globale des régions de
stabilité et des régions d’instabilité.

De plus, en utilisant certaines équations différentielles et intégrales, il a été possible de
trouver la vitesse de convergence (polynomiale ou exponentielle) de la solution vers la
solution stationnaire(zéro).

Pour le cas général m > 1,p > 1 il a fallu attendre ’apparition de I'article de V. Georgiev
et Todorova[6] en 1994 pour avoir des réponses convainquantes.

Dans ce travail les auteurs ont confirmé I'intuition selon laquelle on s’attendue le terme
qui a le plus grand éxposant 'emporte. En effet, ils ont montré que si p > m on a explo-
sion en temps fini et si m > p on a existence globale.

Pour le premier cas ( c’est a dire I'explosion en temps fini) une nouvelles méthode a été
mise au point pour le traitement de la dissipation non linéaire g(u;). Cette méthode a été
développée par la suite par Levine, Pucci et Serrin[11]. Il s’est avéré aussi que la méthode
en question est applicable et reste éfficace pour d’autres types des problémes et d’autres
types de non linéairités ( voir [18],[19]).

Pour le deuxieme cas ( c’est a dire ’existence globale) les auteurs ont combiné le théoréme
du point fixe de Banach avec des résultsts dans [13] pour palier a 'insuffisance de ré-
gularité des non linéarités dans f(u) et g(u;). Plus précisement, leur argument est basé
sur un choix adequat d’un espace ot la solution existe localement. Aujourd’hui ce travail
est considéré comme un article de base pour des travaux futurs. En plus des travaux de

Ikehata [4],[5], ou l'auteur utilise la méthode du puits du potentiel pour démontrer des



résultats d’explosion en temps fini pour des conditions initiales bien choisies telles que
I’énergie initiale peut étre positive, alors que I’énergie initiale dans le cas de Georgiev et
Todorova [6] est négartive.

Pour le probléme (P) une énergie (classique) négative signifie que les conditions initiales
uo(x) et ui(x) sont suffisament grandes.

Si (2 = R™, le probléme devient plus compliqué, en effet I'inégalité de Poincaré n’est plus
valable et donc la méthode du puits potentiel, par exemple ne s’applique pas.

Notre mémoire est organisé comme suit.

Le premier chapitre consiste a choisir le cadre fonctionnel . Nous introduisons les es-
paces fonctionnelles nécessaires a I’étude de notre probléme. Nous donnons aussi quelques
résultats concernant les injections entre ces espaces et leur propriétes avec les inégalités
élémentaires qui seront trés utiles par la suite.

Le deuxiéme chapitre consiste & donner un apergu sur quelques travaux concernant
au sujet de notre probleme tels que 'existence locale, globale de la solution, ainsi que la
décroissance de 1’énergie.

Dans le troisiéme chapitre nous étudions quelques exemples concernant la décrois-
sance uniforme des solutions, pour cela on utilise différentes techniques telles que la
perturbation de I’énergie, le puits du potentiel, avec les modifications imposées par la
nature du probléme.

Finalement dans le quatriéme chapitre on améliore les résultat de Benaissa et al.

2], on utilise les mémes techniques que celles du troisiéme chapitre.



Chapitre 1

RAPPELS D’ ANALYSE
FONCTIONNELLE



1.1 Introduction

L’étude des équations aux dérivées partielles nécessite 1'utilisation d’espaces de
Lebsgues et de Sobolev. Ce sont donc ces espaces et leurs propriétés que 1’on va rappeler,
dans ce premier chapitre, ainsi que d’autres résultats d’analyse fonctionnelle qui seront

d’une trés grande utilité dans notre travail.

1.2 Espaces de Lebesgue

Espace de Lebesgue L7(()
On donne ici quelques définitions et propriétés élémentaires
Définition 1.1

Soit p € R avec 1 < p < 0o et € un ensemble mesurable de R™ au sens de Lebesgue,

on definit
L?(Q) = {f: [0,T] — X; telle que f mesurable et / |f (2)|P dx < oo} .
Q
Muni de la norme suivante :
1/p
oy = [ 0 o)
Sip=o0

L*(Q)={f: Q@ —R; f mesurable et il existe une constante C' telleque |f(z)| < C p.p sur Q}



Muni de cette norme

1l = mf{C;[f(z)| < C p.p sur Q}

Notation. soit 1 < p < oo, on désigne par p' ’exposant conjugué de p i.e.
1 _
+5 =1
Théoréme 1.2 Inégalité de Holder
Soient f € LP(Q) et g € LY (Q) avec 1 < p < oo, alors f.g € L}(Q) et

1
p

/ .9l < W lhw Nl

En particulier, si f € LP(2) NLI(Q) avec 1 < p < ¢ < oo , alors f € L*(«£) pour
tout p < s <gq, et 'ona

[inégalité d’interpolation

1— N
Il < IFIE 1l ou: ==

On utilise aussi l'ijection: L"(Q2) — L%(2), pour ¢ < r. il résulte

lull, < G lfull,.-

1.3 Espaces de Sobolev

Définition
Soit m un entier naturel. On appelle espace de Sobolev d’ordre m et on note H™ ()

I’ensemble :

H™ (€2) = {u mesurable, tel que D*u € L*(2), Va € N", |a| <m}.



ou

o a‘a|u n
D= Gt 4= (010,) €N o] = o

On munit 'espace H™ (€2) du produit scalaire :

(s V) g () = Z (D%u, D*v) :Z/ D%u(z) D% (x)dx,
L2 Q

falsm N

1 1
2 2
La norme associée est donnée par: ||ul|ymq) = < > |D°‘u|2> = < > ||D0‘u||g>

la|<m la|<m

Pour m = 0, on a H° () = L% (Q), et pour tout m; > my, on a H™ (Q) C H™ (Q) avec
injection continue.

On introduit ensuite:

H; (Q) = adhérence de D () dans H' (Q)

= sous-espace de H' (Q) des fonctions “nulles” sur 0
ou

D () : T'éspace des fonctions indéfiniment défférentiable & support compact dans (2.

1.4 Reésultats généraux

Théoréme 1.3 Inégalité de Sobolev-Poincaré ( [5], lemme 2.1)

On suppose que 2 est un ouvert borné de R",de frontiére assez réguliére



Si

2<qg<2, n>3
(1)
q=>2, n=1,2
alors, H}(Q) — L) ce qui donne
lulls < C(Q,q) [Vulls,  Vu € Hy (). (2)

Ce résultat se généralise aux espaces de fonctions de H™ (R") , pour (m < %)

on a

AV
N =

H™ (R") c LP(R™) avec

3|3

N | =
[ =

avec injection continue.

1.5 Formule de Green

Rappelons qu’un ouvert borné € de R” de frontiére I' est dit de classe C*

si I est une variété de dimension n — 1 et de classe C*.

Théoréme 1.5
Soit © un ouvert régulier de R™ (par exemple € de classe Clavec I borné),

alors pour tout u,v € H! (), on a la formule de Green;

Ou vdr = — / U v dx + /uvnidl“
Q axz 0 axl I

-eme

ou n; est la ¢ cosinus directeur de la normale n sortante.

Preuve.

On poura consulter le livre de Raviart et Thomas, théoréme 1.4.2, page 27.
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Cette formule est une ”Intégration par parties généralisée ” dont I'importance est
extréme par la suite,

Comme conséquence de ce théoréme, on a:

Corollaire.

Siu € H?(Q) et v e H' (), alors;

—/ (Au) vdx:/Vu.Vvdx—/@vdF, (3)
Q Q r on

ou

0%u )
5= laplacien de u

Au:n
X5

Ox1’ Ox2’ "7 Oxn

Vu:(au Ou ﬂ):gradu

du

5o est la dérivée normale de u a I' = € dirigée vers l'extérieur.

1.6 Inégalité de young

Soit 1 < p < 0o, on désigne par p’ 'exposant conjugué de p ,

alors

1 1.
ab< —a? + =V, Va>0,Vb>0.
p p

Qu’on l'utilise aussi parfois sous la forme

1

ab < 6aP +c(8) V', avec c(8) =6 51, (4)

11



Chapitre 2

APERCU DE LITTERATURE

12



2.1 Introduction

Le sujet de la stabilité aux équations d’ondes a été abordé par de nombreux auteurs du
point de vue mathématique. De nombreux travaux sur ce sujet existent dans la littérature
et un progres important a été réalisé dans ce domaine. Dans ce chapitre on va exposer
quelques résultats d’auteurs qui ont traité ce sujet aux différentes directions par exemple ;
L’existence et 'unicité de la solution, comportement de la solution (décroissance, 'ex-
plosion de la solution).

En particulier on s’intéresse aux résultats de la décroissance (exponentielles, polyno-

miales) de I’énergie de la solution de certains problémes ( voir par exemple ([16],]20])).

Reésultats généraux

Messaoudi [16] a étudié le probléme suivant

uy — Au+g(u) + f(u) =0, z€Q, t>0
u(z,t) =0, z€dQ, t>0 (5)
w(@,0) = (), w0 (@,0)=w (), e

o f (u) = bulul?, g(u) = a (1+ |ut\m_2) U, a, b>0,m, p > 2, Q est un domaine
borné de R™ (n > 1), de frontiere réguliere 0. Il a montré la stabilité exponentielle de
I’énergie, pour n’importe quelles les données initiales.

Le cas ou g (u;) = |ug|™ *u, Nakao [21] a prouvé que le probleme (5) admet une
solution faible globale unique si 0 < p—2 < 2/(n—2), n > 3, et forte si p — 2 >
2/(n—2),n >3, (sin=1oun =2, alors la seule condition est p > 2).

Dans les deux cas 1’énergie de la solution décroit algébriquement si m > 2 et expo-

nentiellement si m = 2. Cela améliore un premier résultat obtenu par Nakao[20], ou il a

13



étudié le probléme (5) dans un cas abstrait
u — Au+p(ug) + f(u) =0, z€Q, t>0,

ol p (v) se comporte comme |v]° v, 3> —1, et f (u) se comporte comme bu |u|* , a, b > 0.

Nakao a établi la décroissance de I’énergie de la solution seulement pour m — 2 < %
pour n > 3.

Dans un travail Nakao et Ono [22],ont prolongé ce résultat au probléme de Cauchy

uy — Au+ N (p)u+p(u) + f(u) =0, xR t>0,
u(x,0) =uo(z), w(z,0)=u(z), ze&R™

ot p (u;) se comporte comme |u;|” ug, et f (u) se comporte comme —bu [u|* . Dans ce cas
les auteurs ont éxigé que les données initiales soient suffisament petites pour la norme de
H'x L2 avec un support compact.

Ono [23] a aussi étudié P'existence globale et les propriétés de la décroissance de la
solution du probléme de Cauchy relié¢ a (5), pour f = 0 et a donné une estimation exacte

de la décroissance de la solution sans aucune réstrictions sur la taille des données initiales.

Au sujet de non-existence dans (5), il est bien connu si @ = 0 alors le terme de source
f (u) = bu|ul""*cause I'explosion de la solution dans un temps fini avec énergie initiale
négative (voir[7],[8]).

L’interaction entre ’amortissement et le terme de source a été considérée pour la
premiére fois par Levine [9] dans le cas ou 'amortissement est linéaire (m = 2), Levine
a prouvé que la solution a énergie initiale négative, explose dans un temps fini .

Georgiev et Todorova [6] ont prolongé le résultat de Levine au cas ou ’amortissement
est non linéaire (g (u) = |ug |2 u;) . Dans leur travail les auteurs ont présenté une nou-
velle méthode en déterminant les relations appropriées entre m et p, pour lesquels il y a

une existence globale ou alternativement une explosion en temps fini .
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Précisément ils ont montré que la solution continue existe globalement ( en temps),
si m > p, et explose en temps fini si m < p, et I’énergie initiale suffisament négative,
ce résultat est généralisé par la suite au cas abstrait dans un domaine non borné, par
Levine et Serrin [10], Levine et Pucci et Serrin [11], Levine et Park [12]. Dans ces papiers,
Les auteurs ont prouvé qu’aucune solution & énergie initiale négative peut étre prolongé
dans[0, co[, si la non linéarité domine 'amortissement (p > m). Cette généralisation a
permis aux auteurs de prouver un résultat de non existence aux équations quasilinéaire

de la forme
|ut\p_1 uy — div (|Vul? Vu) + auy \ut|m_2 =bu \u\p_2 )

En combinants les arguments de [6] et [10], Vitillaro [28] a prolongé ces résultats aux
situations ol 'amortissement est non linéaire et I’énergie initiale est positive.
I1 est intéressant de mentionner le résultat d’explosion de [6] & été amélioré par Mes-
saoudi [17], ou la condition suffisamment négative a été remplacée par seulement négative.
Décroissance exponentielle des solutions d’une équation d’ondes a amor-
tissement
nonlinéaire.

Benaissa et al. [2] ont considéré le probléme suivant :

Uy — Au+g(u) + f(u) =0, z€Q, t>0,
u(z,t)=0, z€0Q, t>0, (6)

u(z,0) =wuo(z), u(z,0)=wu(x), €

ou f(u) = —buulP g (u) =a(l+u|™"") u, a, b>0m,p>2,

2 est un domaine borné de R"™ (n > 1), de frontiére réguliere 0.

Dans cet article, Benaissa et al ont prouvé que pour des données initiales convenable-
ment choisies le probléme (6) admet une solution faible globale, & énergie éxponentielle-

ment décroissante si m > 2.
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La démonstration de ’éxistence globale était basée sur l'utilisation de la théorie du
puits potentiel qui a été présentée par Sattinger [25], Payne et Sattinger [24], voir aussi
Todorova [26], [27] pour des travaux plus récents.

On établit un résultat d’éxistence , qui est connu comme un résultat standard (voir[2])

Proposition supposons que m > 2, p > 2 tel que

p<2n_1

>3
<2—5,  n2

et soient (ug,u;) € Hy(Q) x L*(Q) des fonctions données. Alors le probléme (1) & une

solution unique

u € C([0,T); Hy())

u; € C([0,7); L>(Q)) N L™(Q x [0,T))
pour T' < oo

Pour la démonstration de ces résultats, Benaissa et al. ont proccédé comme suit:

Posons

I(t) = I(u(t)=Vu)ll;—blu®)l}

T = @) =3IVl

B() = B(u(t)u ) =70+ Ju 0]

H = {weH)Q) / I(w)>0}u{o}.

Multiplions I’équation dans (1) par u;,intégrant sur €2, utilsant I'intégration par partie

on trouve

16



E'(t) = —a ([luc (@)ll; + lu (0)]l3 ) <0,

pour t dans [0, T].
ce qui montre que I’énergie décroit.
Lemme 1. Supposons que
n—1

2<p<2——, n>3 7
ps2—5, n23, (7)

siug € H et ug € L2(Q), tels que

% -2/
/B = bCf (mE(’uO’UI)) < 1, (8)

alors, u(t) € H pour chaque t dans [0,7].

Lemme 2. Supposons que

n—1
n—2’

2<m<2 n>3 9)

alors la solution vérifie

lu (@)l < CE(#),

pour quelques constantes C' indépendamment de ¢.

Pour la démonstration des lemmes 1 et 2 voir [2].

D’aprés les lemmes (1) et (2) Benaissa et al. ont établi deux théorémes essentieles
concernant ’existence globale de la solution, et la décroissance de 1’énergie
Théoréme 1.

Supposons que (7) est satisfaite. Si ug € H et uy € L2 () vérifiant (8)

alors la solution est globale.

17



Théoréme 2.
Supposons (7) , (8) et (9) sont vérifiées, alors il existe deux constantes positives K

et k telles que I’énergie de la solution du probléme (1) vérifie I'estimation suivante :

E(t) < Ke™™, Vt>0.

La démonstration des théorémes (1) et (2) est détaillée dans [2].

18



Existence globale et décroissance de la solution d’une équation d’ondes

quasilinéaire.

Berrimi et Messaoudi [1] ont considéré le probléme suivant :

e’ 2wy — Autalu)™ Py =bluff Pu, z€Q, t>0,
u(z,t) =0, x€0Q, t>0, (10)
u(z,0) =uo(z), wu(z,0)=ui(x), z€Q

oua,b>0,p>2 m2>p>2 Q est un domaine borné de R” (n > 1), de frontiére
réguliere 0€2. Ils ont prouvé que I’énergie de la solution décroit e xponentiellement si
p = m, et polynomiallement si p < m. La démonstration est basée essentiellement sur le
lemme de Nakao suivant :

Lemme 3. (lemme de Nakao [20]) Soit ¢ une fonction décroissante et positive

définie sur [0, 7], T > 1, telle que

() S ko (p(t) —@(t+1)), tel[0,T].
pour kg > 1 et r > 0. On a pour chaque t € [0, 7T

p () <p(0)e =" r—o,
-1
p() <{eO) " Fkor[t=1"}7, r>0,
tels que [t — 1]" = max {t — 1, 0}, k=1In <%) .
Dans cet article, Berrimi et Messaoudi ont montré ’existence globale de la solution, ils
ont établi le théoréeme de la décroissance suivant:
Théoréme 3.
2(n—1)

Supposons que 2 < p < ==—==>, n >3, m > pet

(p—2)/2
2
bl (ﬁE(uO,un) <1,

19



tel que

ou

kzln(fi—l>7 ]{;1:%{1+<E(0)

a

C = Cs {1 + (E(‘”) 4 <E<0>

Pour la démonstration voir [1].

20
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Chapitre 3

DECROISSANCE DE LA
SOLUTION DE QUELQUES
EQUATIONS D ‘ONDES

21



3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude de quelques problémes concernant la décroissance
de la solution d’équations d’ondes avec amortissement non linéaire, on utilise diférentes
techniques telles que la perturbation de I’énergie, le puits du potentiel, avec des modifi-
cations imposés par la nature du probléme. I'existence et 'unicité de la solution de ces

problémes a été démontrée dans le cas général voir par exemple ([6], [12] et [21]).

3.2 Position du probléme 1

Le premier exemple que nous allons considéré est le suivant :

uy — Au+a (14 |ug™ ) uy = bufuf’ 2 —culu|", z€Q, t>0,
u(z,t)=0, z€0(Q), t>0, (11)

u(z,0) =wuo(z), u(x,0)=wu(x), z€, t>0.

Oua,bc>0,m>2, p>q>2

3.3 Reésultats principaux

Pour simplifier les calculs posons:

I(t) = I(u(t)=Vu@®)l;—>bllu®l; (12)

IO = @) =3IVl

B(t) = B®).u) =70+l + 5ol

22



H@t) = {weH;(Q) /I(w)>0}uU{0}.

Lemme 4

L’énergie de la solution du probléme (11) vérifie

CB() = —a(luli+ lu@I7) <0, vie[0T). (13)

Preuve .

Multiplions I’équation dans (11) par w;, et intégrons par rapport a z, on trouve

/ututtdx_/utAUdz+a/ (1+ ‘Ut|m72) ujdx Z/buut\u|p2 d:)s—/cuut|u|q2 dx
Q Q Q o

Q

(14)
il vient alors
Joq wundr =5 [, 4 g |* dx = 1d f | dor = 1d 1y, (t)Hi
Jowebudr = = Jo VurVude = =3 Jo g [Vul de = =55 [Vu@)l;

—2
b [ uu|ul’" de = %fg Lul do = 1%% Ju ()7

-2
¢ fowulu|™ de = ¢ [, & |ulde = £5 u (t)]]]

d’apres (14) et (15) il résulte

d
—E(t) = / Uty dT + / wAudxr — b/ Ul |u\p*2 dx + c/ oy ‘u|q72 da
dt o 0 o

Q

_ —a/ (Jurl? + || ™) d
Q

23



= —a (||ut’|§ + Jlwe (&) [I;m) < 0.

Alors

d m
aE@)Z—aWW@+ﬁW@Nm)SOv vi e [0,T].

Lemme 5.

Supposons que:

n—1
2 <2—— > 1
<pgs2—5  nz3 (16)
siug € H et ug € L*(Q) tels que:
(p—2)/2
2 1
ﬁ:%f(%%Ewmmo <3 (17)

alors u (t) € H pour t € [0,T).
preuve.

Puisque I (ug) > 0, il existe (par continuité) 7, < T telle que I (u(t)) > 0 pour

t€10,T,), m>0,

d’autre part

I = S IVu@lE - Ol (18)

p—2 9 1
= — ||Vu(®)||5;+—-1(t),
3 Va5 + 1)

alors

24



-2
T2 5= Ve @3, e 0,T,)

ce qui implique que

IVu@®)ll; < ——5Jt) <—E()

IA
&S|
=
2

£
<C
~
m
=
el

d’apres la derniére formule, il résulte E (ug,u;) > 0.

En effet de (2), (18) et (19)

bllu@lly < bC2(Vu ()l =bCL [Vu Ol [[Vu (b))

% (p—2)/2 )
< oo (2B waw) IV

= BIVu@l < Vu@®)ll, Vte[0,Tn.
alors

IVu@)ll; =bllu @)} >0, vt e[0T

ca exprime que: [ (u(t)) >0, donc u (t) € H, Vt € [0,T,,] .

En utilisant le fait que
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% (r-2)/2
. P e <
Jim bC (p_ 5B (u(t),u (t))> <p<L

on peut tendre ¢ j'usqu a 7. On déduit que u (t) € H, Vt € [0,T].
Théoréme 4.

Supposons (16), si ug € H et u; € L* () vérifient (17),

alors la solution du (11) est globale.
preuve.

1 suffit de démontrer que la quantité ||V (£)||5-+||ue (t)||5 est bornée par une constante

indépendante de ¢, pour cela on utilise (13) et (18), il résulte:

1 1 b c
E(uo,w) 2 B(t) =5 |lu (Bl + 5 IV (Bl - p Ju (®)5 + p Ju ()

_ p=2 2 1 1 2 € g
T IIVU(t)||2+pI(U(t))+2IIUt(t)HﬁqIIU(t)Hq (20)
p—2 2 1 2
> ETS IVu @z + 5 llue @)y, (lorsque I'(u (£)) > 0)
donc
2
I9u O + s O < CE(unw),  powr € = max {2, 2 (21)
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Lemme 6.

Supposons que

n
2 < < — >3 22
m_n—27 n=9 (22)

alors la solution vérifie
lu @), < CE () (23)
¢ constante indépendente de ¢.

Preuve.

En effet de (2) et (19)

lu@llym < CrIVu@)ly <O [Vu @)y Va5

m  —

alors

lu(®)ly < CE(?)

m

(m—2)/2
2 2

avec ( = b C’:”( P E(uo,ul)) :
p
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Théoréme 6.
Supposons que (16), (17) et (22) sont vrais. Alors il existe deux constantes positives

K et k, telle que la solution globale de (11) vérifie:

E(t) < Ke™ vt>0. (24)

Preuve.
Pour la démonstration, on construit une fonction F) telle que F' équivalent & F, c’est-

a-dire
ElOél,OéQ >0 ; ar F (t) < E(t) < apF (t) .
Puis on montre que F' est décroissante exponentiellement, i.e

F(t) < M\e ™2, ou A1, A2 sont des constantes indépendant de ¢,

et par conséquent de 1’étapes président E sera aussi décroissant exponentiellement.

Nous considérons la fonction F' définie par:

F{t)=E(t) + E/Q (u () ue (t) + gu (t)2) dx, poure >0 (25)

[F () -E@)] = ¢

/Q w (8 e (1) + u (9 da

SUQ |u(t)ut(t)|dx+g/9|u(t)|2dx]

28

IN



En utilisant maintenant la formule de Green on trouve
F(t) = B <e [8u @} +ec®) lu 0 + 5 u @3]
utilisation (2) et (19) on a
FO-B@Ql < e[(8+3) lu@l}+2) B
= (6 %) C+20(8)| (1)
— HE(1) ; 9:(6+§)0+2C(5)20.

Donc

E@)-F() > —e0E (1)

S (40 E() > F (1) %)
1
= P =575

d’autre part

E(t)— F(t) < 0B (1)

alors

(1—ed) E(t) < F (1),

on choisit € assez petit de fagon que (1 — &) > 0, et on aura
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F(t). (**)

On conséquent de (), (**) que

ElOél’ Qo > 0, o F (t) < E(t) < aF (t), (26)

_ 1 1
avet a1 = Mgy 2 = [A—e0)-

La dérivation de F':

On a

GFO=5B0+eg [ (sOu)+5e0)ds

En utilisant la formule (13) il résulte que:
Flt) = —a/ - (t)\2da:—a/ e (t)|mda:+/ (us () + 1w (£) wt (1)) de
Q 0 Q
—I—sa/ut (t)u(t)dx
Q

_ —a/Q|ut(t)\2dx—a/ﬂ\ut(t)|mda:+6/9|ut(t)\2da:

+e [ /Q (w0 () uge (£) + aug (£) u (2)) d:):] .

Pour estimer le dernier terme [, (u (£) uy () + au (t) u, (t)) dz, nous multiplions I’¢-

quation dans (11) par u (t), intégrons par rapport a x, il résulte:
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/Q(u(t)utt (t) +au(t)u (t))de = /Qu(t) Au (t) dx—a/gu(t) wg (8) |ug (8)]™ " da

par suite

F'(t) =

alors

F (t)

IN

et par suite

—l—b/ﬂ\u(tﬂpda:—c/g\u(tﬂqu

=~ [ IVuOPde—a [ w0 do

—l—b/g\u(t)|pda:—c/ﬂ\u(t)|qu

—a/ﬂ\ut (t)\Qdaz—a/th (t)|mda:+6/9\ut ()2 da

—5/9\Vu(t)\ d:n—z—:a/ﬂu(t)ut (t) |ug ()™ dx

—i—eb/ﬂ\u(t)|pdx—5c/ﬂ\u(t)|qda:

—a/ﬁ\ut(tﬂmd:p—[a—z—:]/Q\ut(t)\de—e/Q|Vu(t)|2dx

+6a/ﬂ\u(t)| |ug ()™ da:—l—eb/ﬂ\u(tﬂpda:—ec/ﬂ\u(t)|qu
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) < —a/|ut (t)|mdx—[a—5]/ﬂ\ut (t)|2dg;—e/\vu(t)\2dx+sa/9u(t)\ut " da

Q

Q
+eb [ |u(t)]’ dr — EC/ lu (t)|?dz — eE (¢)
Q Q

1 2 1 2 b C
re |l 1+ 3 IV @I = 2w @I + 1]

I'inégalité de Young nous donne

[l do < 6 Ju @+ c0) Ju (77 poura >0,
Q

alors

F(O) < —alt—cc@]lu I} - |o- 3¢ lu 0l - <50

€ m 1
= [V (013 + =ad u (8) 7, + < [1 - ]—J )12

—ee(1-2) Lo,

Du lemme 5ona3¢>0; ||u(t)|” <cE(t)

on a:
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€
SV ()3 + b llu (Ol
et d’aprés Lemme 6
bllu @) < BIIVu(t);,

alors

Fi0) < —ali=ce@)]lu @17 - |- 3] lu 0]~ 11 - 0 £

e B —ﬁ] IVu @)

on choisit ¢ et ¢ tels que:

1—ec(6) >0, a—ggzo, 1 —abs >0,
il vient alors:

F'(t) < —e[1 — abs] E (¢)

et par conséquent de ’équivalence entre E et F' on écrit

F'(t) < —eaq [1 —abs] F' (1),

'intégration de cette expression entre 0 et ¢ pour ¢ € [0, 7], nous donne:
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Ft)<F(0)e™ k=cai[l—abs
alors

E(t) <ayF(t) < F(0)e ™

donc

1 K, k> 0 tels que

E(t)<Ke™ K=ayF(0), k=ca[l—ads].

Ce qui achéve la démonstration.
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3.4 Probléme 2

Soit Q toujours un domaine borné de R™ (n > 1), de frontiere réguliére 0., on

considere maintenant le probléme suivant :

Fuy =0, €, t>0
u(x,t) =0, €0, t>0 (28)
U(ZL’,O):UO(ZL'),Ut(ZB,O):ul(l’), er?

tels que a >0, m, 1 >2, u=u(zxt):Qx[0,00] — R, solution du probléme (28),

ug, 11 sont des fonctions données.

3.5 Reésultats principaux

Posons
I(t)=1(u®)=Vu@I;—lu@l,
E(t)=E(u(t),u () =1 u @)} + 5 [Vu @) (29)
H(t)={we H} (Q) /I (w)>0}U{0}.
Lemme 7.

L’énergie de la solution du probléme (28) vérifice

SB(M)=—alu®n<o, i) (30

35



Preuve.
Nous multiplions I’équation (28) par u, (t) , puis on intégre par rapport a x, en utilisant

la formule de Green et la condition au bord, on trouve

/ Uy \ut|lf2 updr — / uAudx + a/ u? |ut\m72 dr = 0.
Q Q Q

-2 1 d ! 1 d l
bl e = [ 2 (1) dz = 15l
1 [ d 1d
/QutAudaz = —/QVutVuda: =-3 /Q 7 \Vu|? dz = 57 IVul)3

Regroupons ces termes et utilisons (29)on arrive a

%E@) — @ " <0, Vtelo,T]. (31)

Lemme 8. Supposons que

2n
2 < 2
<m< -, (32)
ug € H, et uy; € L?(Q), tels que
B =Cm(2E (ug,u,))™ P <1, (33)

alors u (t) € H pour t € [0,7].
preuve.
Puisque I (ug) > 0, il existe (par continuité) 7, < T telle que I (u(t)) > 0 pour
t€[0,T4],
alors

lu ()l < IVut)ll;, vt e 0,T],
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par conséquent de (29)
IV (t)]]2 < 2E (t) < 2F (ug,u1), pour t € [0, Tj,] (34)
d’apres (2), (33) et (34) on trouve:

lu (B)|[ < C™ [[Vu ()3 = C [ Vu ()5 [ Vu (b)]]5
< O (2E (ug,w)) ™ 22 | Vu (1)) = 8| Vu (1)|]3 (35)

<|Vu(t)llz, Vtel0,T]

alors

IVu @)l = llu (@) >0 Vte[0,T], (36)
cela exprime que: I (u(t)) >0 ; donc u(t) € H, pour t € [0,T}].

Utilisons le fait que

lim C™ (2F (u(t),u ()" 22 < g <1,

t—Th

on peut tendre ¢ j'usqua a 7. On déduit que u (t) € H, Vt € [0,T] ..
Théoréme 7. Supposons [ vérifie (32), si ug € H, u; € L*(Q) satisfont (33), alors

la solution est globale.
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Preuve.
1l suffit de démontrer que | Vu (£)||2 + |lu (t)])! est borné par une constante indépen-
dante de t.
En effet d’apres (30)
1 L1 )
E (uo,u1) 2 B (t) = 7 llue @)l + 5 [V @)l

alors

g ()|} 4 | Vu (1)]|3 < CE (ug,u1), C est indépendant de ¢ (37)

Lemme 9. Supposons que

2n
2 <1 <
<l, m< — (38)

alors la solution vérifie

lu(t)l; < CE(t), pourte[0,T]. (39)
Preuve.

lu@®)l; < CLIVu®)]y=CLIVu @)y [Vu @)l

< CL(2F (ug, )22 2E (1),

donc
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us (1)||L < CE(t), ot C = 2C! (2E (ug, uq)) 272,

Théoréme 8.
Supposons m, | vérifiant 2 < [, m < 22—:;, alors pour m =1

3 K,k > 0 tels que la solution de (28) vérifie

E(t)<Ke™ Vt>0 (40)

Démonstration .
On va construire une fonction comme dans le premiér probléme, mais en prenant
quelques précautions dans le choix.

Soit la fonction H, telle que

H(t)= B (t) + & )l 0" de, (41)

pour ¢ assez petit, il existe aq, ag > 0:
aH (1) < E(t) <aH (t). (42)
On fait on a

€
[—-1

|H (t) = E(t)] =

)

/u|ut\ll dx
Q

Appliquant I'inégalité de Young, et (39), (29), on a
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[H (t) — E ()]

donc d’une part

alors

d’autre part

alors

€
[—1

IN

[l I + ¢ (6) e (D)

€
—1

[6¢E (t) + ¢ (8) LE (¢)]

o~

)

(6c+c(6)1) E ()

o~

-1

< eoE(t);

a:%(éc—%c(é)l)zo

E(t)—H(t) < eoB (1)

E(t)— H(t) > —e0E (t)

E(t) >

on choisit € assez petit de telle sorte quel — eo > 0,

alors (42) est vérifié pour ay =

1

Qg = Tteo”

l—eo?

La dérivée de H, nous donne
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IN

—aju (t)

Multiplions I’équatio

||$+l51/9ut () e (8)] da:.+6/u(t) e (8)]' % g () dae

m € -
I+ 7= e ()l /wa ey (1) e d

n (28) par u; , et intégrons par rapport a x il vient alors:

/Qu(t) lug (6)]7 " ug (t) d:)s:/Qu(t) Au (t) d:)s—/ﬂu(t) lug (E)]™ " uyg (t) dx

La formule de Green

H'(t) < —alu @)y,

m

< —allu (D)5,

m

< —allu (D),

m

A T’aide de (29) on a

d’apres 'inégalité de

et la condition au bord nous permettront d’écrire

+ % [ (t)||§ +e /Qu (t) Au (t)dx — a/ w () Jug ()™ 2wy () dx:

Q

_I_

T g ()]} + & /Q Au(t)u(t)de — a/ﬁu(t) g (£)]™ 2wy () d:zs:

+% [k (t)||§.—ey|vu(t)y|§+ga/9u(t) g (8) .

IV ()13 =28 (1) — = e (01

Young
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H() < —allue O+ 7 e O~ 2B (1) + = e (0]
ea (8 [lu (Ol + ¢ (6) e (D7)
< —alue O+ e I~ 25 (1) + o e (1)
ea (8 |lu (®)7; + ¢ (8) e (1))

grace a la condition m = [ et (29), il résulte

o) < — <a iy (% + ac (5))) lu (O™ = 22 (£) + cabeE (1)

< (o2 (g +ac®)) lu Ol -2 - 200 B,

on choisit ¢ et € de telle sorte que:

a—a(%jwzc(é)) >0, 2—dac>0,

il vient alors
H'(t) < —e(2 — bac) E (t)
D’apres (42)

H' (t) < —eay (2 — dac) H (t)

'intégration de (43) entre 0 et ¢ dans [0, 7] nous donne

H(t)<H(0)e ™ k=ea(2—dac),

42

(43)



et par conséquent

E(t) < apH (t) < apH (0) e ™.

alors

E(t) < Ke ™ K =0aH(0), k=-ca;(2—dac).
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3.6 Probléme 3

Ce probléeme est défini comme suit

|U1t|l_2 uy — Au+a (‘Ut|l_2 + |ut\m_2> u =0, €, t>0,
u(z,t) =0, €0, t>0

u(z,0) =wuo(z), w(z,0)=uy (z), z€Q

tels que:
u=u(x,t):Qx[0,00] — R™ solution du probléme (44), a > 0, m, [ > 2,

Uo,, U1 sont des fonctions données.

3.7 Reésultats principaux

Notons par

L(t) =1 (u(t)) = +[IVu @)~ lu@),

E(t) =1 lue (Ol + 5 1V @)ll3
H(t) = {we H} () /I (w)>0}U{0},
telle que F (t) est I’énergie de la solution de ce probléme vérifie

d -2 m—2
— = — <
th(t) a (||ut!| + [Je | ) <0.

lemme 9. Supposons que

2
2<l<m§—n ,
n—2
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alors la solution de (44) vérifie les lemmes (8), (9), et.le théoréme (7) précédent.

Preuve.

Méme démonstration que dans les lemmes (8), (9) et la théoreme (7).

Résultat.

En effet d’apres les lemmes (8), (9), et pour 2 < m < 2%
lu ()11 < IV @01l (47)
lu ()| < CE(t), (C constante indépendante de t) (48)

Théoréme 9.
Supposons 2 < [ <m < %, alors il existe deux constantes K, k positive,
tels que la solution globale de (44) vérifie:

E(t) < Ke™ vt>0 (49)

Preuve.

Pour la démonstration prenons la méme fonction H définie dans le probléme (2) ,i.e

Ht)=E®) +— [ ulu| " de,

-1 Jq
et pour € assez petite;
d aq, as > 0 tels que
aH(t) < E(t) < axH (t) (50)

donc
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=—a (Hut ()]l + Il (t)!|§> + Z—Ll /Qut (t) lue () da. + S/QU(t) g (8) |ug (8)|2 di.

Multiplions I’équation (44) par u (), et intégrons par rapport a x, appliquons formule
de Green

et la condition au bord on a,

/Q w (8 ey () e ()2 dz = /Q w(t) Au () dz — a / w (1) (Jue ()1 o ()72 e (1) d

Q

< —/Q|Vu (t)|2da:+a/9u(t) (jue O+ e (")

alors

H' (t)

IN

—a ([l () + Il (11) + 7= e () = = [V (D

tae /Q u (8) (e (' + e (5™ dn

I'inégalité de Young nous donne

L) (el a0 de = [ wte)n OF do+ [ @) (0 de
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< (Bl ()} + e (80) e (D11 + (B 1 () + € (8) 1 (8)7)

<6 (Jlu )1} + llu (®)l) + e (8) (lhue O + e @)17)

§ =max{6,6m},  c(6) =max{c(8),c(6m)}.
Alors
(1) < —a(llu O+l Ol) + 77 lue Ol == [Vu @)l
+aed ([[u @i + u @l5;) +aze (6) (|l O + lwe @)
< —a (lue OIZ+ e ONF) + 7 e (Ol — 268 (6) + = e (01
+azd (Jlu Ol + u ()17) +aze (©) (e O + s 017
< —a(l—ec(8)) |lu )| - (a —¢ (z f [ +ac (6))) lug (B)]; — 2¢E (1)

+agh (Hu Ol + ||u(t)!|2)

d’apres (48)
Jer, 220 lu()m S aB(t), |lul)ll < B (),
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il vient alors
! m 3 l
H'(t) <= —a(l—ec®))llu@®lly—|a—el ;=7 +ac®) ) ) llu @l
—e(2—ad(c1+ ) E(t)
on choisit € et ¢ de telle sorte que
3
1—ec(6)>0, a—c¢ (m —|—ac(6)> >0, 2—4ba(c+c)>0.
Il résulte alors
H (t) < —e(2—ad(c1+ ) E(t)

(51)

< —eap(2—ab (e + ) H(t)
L’intégration de (51) entre 0 et t € [0,7"] nous donne:
Ht)<H(0)e ™ k=-eca;(2—ad(ci+c))
et par conséquent de (50)
E(t) < asH (t) < agH (0) e "™,
Alors le résultat voulu

E@t)<Ke™; K=aH(0), k=ayH (0).
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3.8 Conclusion

Rappelons les problémes (P1), (P2) et (P3) chapitre 2

Uy — Au+a (1 + \ut\m_z) u; = bu |u\p_2, re, t>0
e Py — Aua || P uy =bluffPu, z€Q, t>0
uy — Duta (L+ Ju™ ) u +buluff > =0, z€Q, t>0,

et les problemes (P4), (P5) et (P6) chapitre 3
Uy — Au+ta (T4 |u|" ) w =buluf 2 —culu"?, z€Q, t>0

lug) Py — Autalug" Puy =0, zeQ, t>0
|Ut‘l_2 uy — Au+a <|Ut‘l_2 + ‘Ut‘m_Q) u=0, z€Q, t>0.

Par une simple comparaison on peut dire:

Le probléme (P4) est le probleme (P1) avec une antisource de la forme cu |u|?? qui

est semblable a la source, on a trouvé que le résultat de la décroissance ne change pas,

avec la condition ¢ > 0 sinon le terme sera consideré comme une source, et dans ce cas

on ne peut pas étre sur que si on a décroissance ou explosion de la solution.

Le probléme (P5), est exactement le probléme (P2) sans source, alors étudier le pro-

bleme (P5) revient juste a refaire les calculs du probléme (P1) en posant b = 0.

Concernant (P3) c’est le (P1) avec une antisource a la place d’une source de méme

forme.

Dans probléme (P6) on a démontré la décroissance de I’énergie de la solution avec des

conditions sur [ et m , et pas de source.
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Chapitre 4

QUELQUES RESULTATS
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4.1 Introduction

Considérons le probléme suivant

lug) 2wy — Au+a <|ut\l_2 + \ut|m_2) u =bulf Pu, zeQt>0
u(x,t) =0, €0, t>0 (52)
u(z,0) =wug(z), u(x,0)=u(x), z€,

a,b>0,m>1>2, € estun domaine borné, a frontiére réguliere J€). Ce probléme
a été discuteé par Benaissa et al. [2] pour [ = 2, m > 2 (voir chapitre 2), les auteurs ont
démontré que pour des données initiales convenablement choisies le probléme admet une
solution globale & énergie exponentiellement décroissante si m > 2.

Dans ce chapitre on prouve que cet résultat reste vrai pour [ > 2.
Remarque

La démonstration de I’existence globale et la décroissance est basée sur le théoréme du

puit de potentiel présenté par Sattinger [25], Payne et Sattinger [24], voir aussi Todorova,

4.2 Reésultats principaux

Nous présentons tout d’abord le suivant :

I(t) = I(u(t)=Vu@®)l;—0bllu®ly

I = Ja®) =3 IVu@ - @
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B() = Bu(t),u)=7w®)+ 7 w0l

H = {weHy(Q) /I(w)>0}uU{0}.

E (t) est I'énergie de la solution du probléme (52) .

Rappelons I'inégalité de Poincaré et les injections de Sobolev donnés dans le Chapitrel

lull, < ClIVaully s ull, < Cllull, s ull, < Cl[Vull,,
pour p > m > 2.

Lemme 10.

L’énergie de la solution du probléme (52) vérifie

d m
ZB () = —a(Jlull; + [ (1)) <0, vie[0.7]

la démonstration de ce lemme se fait comme suit :

Preuve.

Multiplions I’équation (52) par wu;, et intégrons par rapport a z, on trouve

(54)

/“t|“t‘l2“ttdx—/“tﬁudx+a/u,? (el ™ + ™) o = b/ut ul’ 2 uda
Q Q Q 0

De la formule suivante
p—2 1 p
g |l Utt:;)—(Wt\ )

on a
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-2
/ Ut |Ut‘
Q

/utAud:B = — / Vu,Vudr = —=—||Vu (t)||§
Q Q

b/u\u|p
Q

1 d 1d
gl — / Dl de = =% g ()]
Q

l

1d
2dt

9 1 d, o, 1d »
wde = [ Sl de =L@

pJadt

par conséquent de (56) — (58) on a (55)

Lemmell. Supposons que

2 <p<2t”
n_

1
—, n>3,

27

siug € H, et uy € L?(9), tels que

% (r-2)/2
6 = bCP <—2E (’UQ,Ul)) <1

alors u (t) € H, pour t € [0,7].

preuve.

(57)

(58)

(59)

Puisque 1 (ug) > 0, il existe T}, < T telle que I (u (t)) > 0, pour ¢t € [0,T}]; h > 0,

alors

Y

1 b
§HVU@W§—5HU@N§

p—2 9 1
—27HVUGW2+EI&M@)

-2
oy IVu @, e[0T
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alors

IV (1)l

IN
.
=
&S
=

IA
eS|
=
2

g

<C
~
m
=
=

En effet de (54) que:
[u (O], < CIVu (B,

alors

bllu@lly < bC”[[Vu ()l = bC” [[Vu (Ol [[Vu (b))

% (r-2)/2 ) )
< oo (B ) Vel = 8190l

< |Vu@)ly, ¥tel[0,T:]

et par suite

IVu®)ll; =bllu@)lly > 0, Ve[0T

Cest adire I (u(t)) > 0, Vtel0,T}].

En utilisant le fait que
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2p (p—2)/2
-
i o0 (o) <p<

On peut tendre ¢ j'usqu’a T. On déduire que u (t) € H, Vt € [0,T].

Théoréme 10.
Supposons (59) est satisfaite, si ug € H et u; € L* () vérifiant (60), alors la solution

est globale.

preuve.
1l suffit de démontrer que || Vu ()|5 + |Ju (t)||§ est borné par une constante indépen-

dante de t,nous utilisons (53) et (55), il vient alors

_ 1
—

b

E(ug,m) > E(t) Hut(t)HH%!|VU(75)!|§—]—)|IU(75)H£

p—2 1 1
= |V ()|[5 + ]—)I (t) + 7 us ()]); (64)

p—2 1 l
PRI Ol

Y

alors
IV ()5 + [lue (B)]; <9, 9 = 0 E (ug, u),

ol o = min{&, l}
p—2

Lemme 12. pour m vérifiant

2n
2<m< —— >3 65
m< = 0z (65)
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alors il existe une constante ¢ indépendante de ¢ telle que la solution de (52) vérifiée

lu (@l < <E (@), (66)

Preuve.

En effet de (54) que:

lu @l < C™ Va3 < C™ [Vu @)y [Vu@®)l;

m —

(m—2)/2
2 2
< cm (_p2E (uo,ul)) przE(t),

alors

O < B @ pour s = 2o (2 puu))

4.3 La décroissance exponentielle de I’énergie de la

solution

Théoréme 11. Supposons que
-1 2
2<p§2—n 5 2<l<m§—n n > 3,
n —

n—2’

alors il éxiste deux constantes positives &, k tels que la solution globale de (52) vérifie:

E(t) <ke ™ Vt>0. (67)
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Preuve.

On définit une fondtion H par

pour € assez petit
dag, as >0:a1H (t) < E(t) <axH (t).

en fait on a:

< _E
- l-1

/ w(t) Juy ()" da
Q

< 5| [l ora)

En vertu de I'inégalité de Young, et (64), (66), il vient

HE =B < 7 [slul+c) Ju @]
< - - (8B (1) + ¢ (8) LE (1))
- lfl(éc+c(5)1)E(t)
T AOR 9:%(5%0(5)020,

donc

o7

(68)

(69)



E()—H(t) > —c0E(t)

= (1+0)E(t)> H(t)
1

E{t)> —H(t *
= ()= ). ©
d’autre part

E(t)— H(t) < e0E (t)
alors
(1—€ef)E(t) < H(t),
on choisit € assez petit de fagcon que (1 — ef) > 0, il vient alors
B(t) < e H (1) (%
~ (1—¢b) '

De () et (x*) on a

doy, as >0 ;00 F (1) < E(t) < aoF (),

avec

et

PO = 17e0) & ™~ 1—29)

Dérivons la fonction H par rapport a t, on trouve




= o (lue 1+l O7) + 755 [ @) )~ (70)
+e /Q w () wg () |ue (8)] 2 do

< —a(flu ()} + e D) + 7 e (] + < / w (t) e () e (D] dor

Multiplions I’équation dans (52) par w, intégrons par rapport a z,

il vient alors

/Qu(t) e () Jus (1)) 2 dz < /Qu(t) Au (1) da:+a/u(t) <|ut O+ Jug (t)\m—l) dz

Q
+b [l ()17
donc
H(t) < —a (HUt (Ol =+ llue ()| > + o lue (¢ ) +ebllu @)L — e | Vu )3
tae /Q w (1) (Jue ()" + e (O]

En vertu de I'inégalité de Young, on a

[ (w0 +lwer)ae = [u@uG "t [v@wora @

IN

6 (Il @I+ e )l7) + ¢ (6) (llue O + e (117
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D’autre part on a

bllu@®ll; = abllu@l;+ 1 —a)blu@)l

< a[-pE @+ 5 @l + 51V @] + (1) B8 Vu(

alors:

H' (t)

IN

~alt = ec@) fu Ol - o= (727 +af +ac®) | Ju O]

te (<14 0L +8(1- @) IVu @I~ capB (1) + ozt (Ilu ()} + Ju ()17)

IN

~alt e fu Ol - oz (727 +af +ac®) | Ju O]

tela(G-1) ~€0 -] Iu®; - capB (1) + asb (Ju Ol + Ju O))

2
£ = 1-8

Prenons a proche de 1 pour

et on utilise (62) ; <||Vu B3 < 2F (t)), il vient alors

p—
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v fa(§-1) —€0-a)] L5 (0 - capBt +act (Ju O + u (1))

< —ali- @) O - o= (77 +of vac@) [ lul
~te (1 - o) =25 B (0) + acé (Ju Ol + [u (O]7).
En effet de (66), il existe ¢1, c2 > 0:
lu )l < B @) L Ju@ < eb )

donc:

() < -al-ce@)lu®l - a-c (2 +of +ac®) | ol

-{a1—@5%%Euywwaq+cgEu)

< —aﬂ—ed&ﬂWdﬂM}—P—e(li1+a§+a4®)pW45W

(74)
2p
—€ 5(1—a)f2 —a6(61+02)} E(t)
En choisissant ¢, ¢ de telle sorte que
1—ec(6) > 0,
2p
f(l—a)m—a5(01+C2) > 0 (75)

a—e(l_11+oz§+ac(6)+ac(6)) > 0
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il vient alors

H'(t) < — {5(1 — @) ]% — ab (e +c2)} E(t)

En effet de (69)

H'(t) < —emy [f (1-a) 2_p2 —abd (a1 + 62)} H (t)

L’intégration de (77) entre 0 et ¢ € [0,7] nous donne

H(t) < H(0)e ™, /{zslf(l—a)z%—aé(cﬁ—@)}

Et par conséquent de (69) on a
E(t) < aH (0) e ™.

Finalement il existe deux constantes positives K, k tes que

2
E(t) < Ke ™, avec K = aoH (0) et k =¢ f(l—a)—p2—a5(cl—|—62)

Ce qui achéve la démonstration.
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