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Introduction

Un trés grand nombre de problémes de la physique mathématique peuvent étre
"modélisés” par des équations aux dérivées partielles. Par "modeéle”, nous entendons
un ensemble d’équation (ou inéquation) qui, joints & des conditions aux limites (s’ex-
priment sur la frontiere du domaine spatial ot le phénomeéne est étudié) et, lorsque
le phénomeéne est d’évolution, & des condition initiales, permet de définir I’état du
systeme.

Les équations aux dérivées partielles constituent aujourd’hui 'un des thémes impor-
tants de la compréhension scientifique. Les raisons principale de cet état de fait sont,
d’une part, les progrés de ’analyse mathématique et, d’autre part, 'arrivée de 1’outil
de calcul numérique qui était resté, pour les équations aux dérivées partielles, presque
totalement inadéquat jusqu’aux années 1950.

Tout cela explique pourquoi, dans des sujets trés divers, la modélisation par les équa-
tions aux dérivées partielles, suivie de I'analyse théorique, puis numérique, suivie a son
tour de la confrontation & I’expérience, est devenue une démarche de base.

L’objectif principale de ce travail est I’étude théorique et numérique qui permet de
résoudre quelques problémes mécaniques d’un matériaux viscoélastique, on cite a titre
d’exemple les travaux de Shillor et Sofonea [38] qui ont travaillé sur des problémes
viscoélastiques.

L’approximation numérique de ces problémes a été le sujet de plusieurs études récentes
telle que Chen, Han & Sofonea [21] et kendri [28] pour les matériaux viscoplastiques
avec variable interne d’état, Han et Sofonea [21] ont considéré un processus quasista-
tique en viscoélasticité.

le processus d’adhésion est important dans le montage industriel ot les parties, usuel-
lement non métalliques sont collées ensemble. Récemment, les matériaux composites
ont pris une grande importance. Leurs solidité et leurs légereté font qu’ils sont d’une
grande utilité dans ’aviation, I’exploration spatiale et 'industrie automotrice. Cepen-
dant, les matériaux composites peuvent subir un décollement sous ’effet des tensions,
ou les différentes couches se détachent et bougent les unes par rapport aux autres.
Pour modéliser le processus, quand 'assemblage n’est pas permanent, et le détache-
ment peut se produire, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion a la des-
cription du contact. De tels modeles, ont été le sujet d’'un grand nombre de récentes
publications, voir par exemple [6], [7], [26], [30] et les références qui y sont citées. Dans
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4 ANALYSE VARIATIONNELLE ET NUMERIQUE EN VISCOELASTICITE

[34], un modele consistant de contact unilatéral couplant ’adhésion et le frottement a
été construit sur les idées de Frémond [17], [18]. La principale nouvelle idée dans ces
travaux est I'introduction d’une variable interne de surface appelée, champ d’adhésion,
qui prend ses valeurs entre zéro et un et qui décrit la densité fractionnaire des liens
actifs sur la surface de contact.

Ceci peut se trouver dans Cangémi [6], qui a élaboré des traitements numériques et
les a appliqués a l'interface. De tels modeéles, ont été le sujet de nombreuses récentes
publications, citons par exemple les travaux de Chau, Fernandez, Shillor et Sofonea
[7] ; Jianu, Shillor et Sofonea [26] et Matei et sofonea [30] qui ont étudié des problémes
viscoélastiques adhésifs sans frottement.

Dans ce mémoire, nous présentons une contribution & ’analyse variationnelle et nu-
mérique de quelques problémes mécaniques de contact avec adhésion. L’étude ma-
thématique des problémes de contact entre un corps déformable et une base rigide
ou déformable varie selon les propriétés du matériau ainsi que les conditions aux li-
mites. Les lois de comportement sont considérées non linéaire pour des matériaux
viscoélastiques dans des processus quasistatique et obéissant a ’hypothese des petites
transformations.

Les conditions de contact sont du type Signorini. Les résultat obtenus concernent
I’existence et 'unicité des solutions des problémes variationnels.

Pour I'analyse des estimations d’erreur, on adopte deux types d’approximation va-
riationnelle, 'approximation semi-discréte ot on ne discrétise que la variable spatial,
I’approximation compléte ol on discrétise, en plus de la variable spatiale, la variable
temporelle. Les méthodes utilisées sont des arguments classiques sur les inéquations
variationnelle, des arguments de point fixe et des techniques 'inégalités de Gronwall.
Ce mémoire est structuré comme suit :

Le premier chapitre comprend des rappels des problemes de contact unilatéral avec
compliance normale et adhésion entre un corps viscoélastique et une base déformable.
Ces probléemes ont été I'objet d’une analyse variationnelle détaillée par Hemici dans
[22] apres avoir rappelé les différents résultats, on applique une approximation semi-
discréte pour le probléme et on donne des estimations d’erreur entre la solution exacte
et le solution approchée.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie un probléme de processus quasistatique d’un
contact unilatéral, avec adhésion, entre un corps viscoélastique et une base rigide, dans
le cas ot les forces extérieures varient lentement par rapport au temps. L’évolution du
champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle ordinaire du premier ordre.
Le probléme est formulé dans la premiére section, et dans la deuxiéme, on deduit une
formulation variationnelle. On démontre un théoréme d’existence et d’unicité de la
solution dans la troisiéme section, sa démonstration est basée sur la construction des
opérateurs entre des espaces de banach appropriés, dont leurs points fixes représentent
une solution du probléme original.

Finalement, le dernier chapitre est consacré a I’étude de 'approximation semi-discrete
et compléte du probléme étudié pour obtenir des estimations d’erreur.
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Enfin, et pour rendre facile la lecture de ce document, on insére une annexe qui com-
prend un rappel des principaux outils de la théorie de la mécanique des milieux conti-
nus, de 'approximation variationnelle et des espaces fonctionnels.
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Notations principales

Si Q est un domaine de RY (N = 1,2, 3), on note par

Q I’adhérence de €2 ;

r la frontiére de €2, supposée souvent assez réguliére ;

I; (1=1,3) une partition de la frontiére T';

mesI'y la mesure de Lesbegue (N — 1) dimensionnelle de T'; ;

v la normale extérieure unitaire a I';

D(Q) espace des fonctions réelles sur ) indéfiniment dérivables et
a support compact inclus dans €2 ;

(Q) espace des distributions sur €2 ;

Cl (ﬁ espace des fonctions continiment différentiable sur Q;

S
I
©.
ik — M
Z
=2

~v:Hy — Hrp I’application trace pour les fonctions vectorielles ;
z: Hr — Hy I'inverse a droite de I'application 7 ;

~:Hy — Hf. I’application trace pour les fonctions tensorielles;
zZ:H. - H, I'inverse & droite de I’application 7.

Si X est un espace de Hilbert réel et N € N*, on a les notations suivantes :

() x le produit scalaire de X ;
(.,)xixx le produit de dualité entre X' et X ;
111l la norme de X ;
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xr, — x la convergence faible de la suite (z,) vers I’élément x dans X ;
xr, — x la convergence forte de la suite (z,) vers I’élément = dans X ;
L(X) I’espace des applications linéaires continues de X dans X.

Si de plus [0, 7] est un intervalle de temps, k € N et 1 < p < +00, on note par

C(0,T;H) 'espace des fonctions continues sur [0,7] dans H ;

-1lo. la norme de C (0,7; H) ;

C'(0,T; H) I'espace des fonctions contintiment dérivables sur [0,7] dans H ;
-1 la norme de C' (0,7 H) ;

LP(0,T; H) lespace des fonctions fortement mesurables sur [0, 7] dans H ;

||'||Lp(07T;H) 1a norme de Lp (O’ T’ H) ;
WP (0,T; H) Despace de Sobolev de paramétres k et p;
”'”Wk’p(O,T;H) la norme de W*? (0, T; H).

Pour une fonction f; on note par

f , f les dérivées premiére et seconde de f par rapport au temps;
o f la dérivée partielle de f par rapport a la iéme composante z; ;
Vf le gradient de f;

Diwf la divergence de f;

e(f) la partie symétrique du gradient de f;

of le sous différentiel (classique) de f.

Autre notations :

Sy Despace des tenseurs symétriques du second ordre sur RY ;
Iy le tenseur identité du second ordre sur RV ;

Oy le zéro de RN et Sy ;

C,c des constantes génériques strictement positives;

p.p. presque partout.
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Chapitre 1

Analyse variationnelle et numérique
d’un probléme viscoélastique avec
compliance normale et adhésion

L’approche numérique des probléemes aux limites est un domaine mathématique
qui, historiquement, a fait 'objet de nombreuses recherches et continue cependant de
rester d’actualité, par le fait quelle intéresse particuliérement des disciplines comme la
mécanique, la biologie, .etc. Il est essentiel de construire des méthodes numériques de
résolution de ces problémes qui soient & la fois simples, peu cotiteuses et efficaces. Les
méthodes modernes sont basées sur une “discrétisation” des équations et inéquations
dont 'idée est d’approcher la solution. Pour les cas quasistatiques, on distingue deux
types de discrétisation : complete et incompléte. La premiére consiste & discrétiser seul
I’espace ; cependant la deuxiéme est basée sur la discrétisation de I'espace ainsi que
I'intervalle de temps. En faite, ces approches, dans le cas des inéquations variationnelles
ont fait 'objet de plusieurs études tel que [7] dans le cas d’un probléme viscoélastique et
[21] pour des probléme viscoplastique. Dans notre étude on considére ’approximation
numérique du probléme étudié dans [22]. Nous utilisons une méthode d’approximation
variationnelle.

Dans ce chapitre, on s’intéresse & un probléme quasistatique de contact avec compliance
normale et adhésion entre un corps viscoélastique et une base déformable.Ce probléme
a été étudié par Mr. Hemici [22] dans le cadre de sujet de thése de doctorat. Pour cela
on ne rappelera que les résultats obtenues.

Le processus d’adhésion sur la surface de contact est modélisé par une variable interne
de surface appelée champ d’adhésion. Ce chapitre est divisée en quatres sections. Dans
la premiere section, nous commencons par formuler le probléme mécanique, puis nous
indiquons les hypotheses sur les données. Ensuite, dans la deuxiéme section nous don-
nons la formulation variationnelle du probléme mécanique. Le probléme est formulé
comme un systéme couplé d’'une équation variationnelle en déplacement et une équa-
tion intégro-différentielle pour le champ d’adhésion. Dans la troisiéme section, nous
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10 ANALYSE VARIATIONNELLE ET NUMERIQUE EN VISCOELASTICITE

énoncons un théoréme d’existence et d’unicité de la solution faible relatif au probléme.
Enfin, dans la quatriéme section nous donnons une approximation numérique du pro-
bléme par le schéma de discrétisation incompléte est analysé & ’aide de la méthode
des éléments finis.

1.1 Position du probléme mécanique - Hypothéses

Nous considérons un corps viscoélastique qui a I'instant ¢ = 0 occupe un domaine

borné @ C R?, d = (2,3) de frontiére réguliére de trois parties disjointes I'y, T'y, '3 tel
que mesl’y > 0. Soit T' > 0 et soit [0, 7] 'intervalle de temps en question.
Ce corps est encastré sur I'; x [0, 7], soumis a une densité de forces volumiques f
sur £ x [0,7] et & des forces surfaciques de densité fo sur I's x [0, 7] et est en contact
avec une fondation déformable le long de I's. De plus le contact, avec cette fondation,
est supposée avec adhésion.

Probléme P : Trouverle champ des déplacements u : Q x [0,T] — R%,

le champ des contraintes o : Q x [0,T] — Sy, et le champ d’adhésion
p:T3 x [0,T] — [0,1] tels que :

o= Ae(u) + Ge(u) dans Q x [0,77, (1.1.1)

Dive+ fo =0 dans Q x [0,7], (1.1.2)

u=0 sur Ty x[0,77, (1.1.3)

ov = fo sur Ty x[0,77, (1.1.4)

—0, = po(u) =7, (=R(u,))y  sur T3 x[0,7], (1.1.5)

o, =p(Brus) s Tyx[0,T], (1.1.6)

B = HualB.Co R(lul))  sur Ty x (0,77, (11.7)

u(0) = uy, dans €2, (1.1.8)

B(0) =p, sur Ts. (1.1.9)

L’équation (1.1.1) représente la loi de comportement viscoélastique, la relation (1.1.2)

représente I’équation d’équilibre ot fj est la densité des forces volumiques agissant sur
le corps déformable Q. Les conditions (1.1.3)-(1.1.4) sont les conditions de déplacement-
traction. Les conditions (1.1.5)-(1.1.7) représentent les conditions de contact avec com-
pliance normale et adhésion sur la partie I'3 de la frontiére de €2. Finalement, la relation
(1.1.8)-(1.1.9) représente les conditions initiales.

Pour I’étude du probléme mécanique (1.1.1)-(1.1.9) on considére les hypothéses sui-
vantes :
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Nous supposons que 'opérateur de viscosité A : Q) x S; — S, satisfait :

((a)Il existe Ly > 0 tel que
Az, 1) = Az, €5)]| < Laller — &
Ve, e9 €Sy, pp.x €€
(b) Il existem 4 > 0 tel que
(A(z,e1) — A(z,69)) . (61 — £2) > ma ||y — &2 (1.1.10)
V e1,69 €Sy, p.p.x € €);
(c) L’application © — A(x,¢) est Lebesgue mesurable sur €2,
Ve €Sy
| (d) L’application z — A(z,0) € H.

L’opérateur d’élasticité G : Q x S; — S, satisfait :

[ (a) 1l existe Lg > 0 tel que
|| g(l‘,€1> - 9(17,62)” S Lg ||€1 - 52” .
Ver, 69 €Sy, p.p.x €.

(b) T'application z — G(x,¢) est Lebesgue mesurable sur €2, (1.1.11)
VeeSy
| (c) lapplication + — G(z,0) € H.
De méme, nous supposons que la fonction de compliance normale
py : I's X R — R, satisfait :
((a) Il existe L, > 0 tel que
I po(w,m1) = pula,ro)l| < Ly flry — 7o
Vry,re €R, ppaxely; (1.1.12)
(b) L’application © — p,(z,r) est Lebesgue mesurable sur I's o
VrekR;
| (c) L’application # — p,(z,r) = 0 pour tout r <0
La fonction de contact tangentielle :
( p, T3 x R x RY — R? satisfait
(a) Il existe L, > 0 tel que
| pr(z,8y,7m1) — Pr(%gzﬂ“z)H < Ly (|81 = Bal + [lrr = r2l]) -
V3,8, €R, r,72 € RY ppxels; (1.1.13)

(b) L’application © — p,(x,r) est Lebesgue mesurable sur I's
VB eR,r € R%
(¢) L’application z — p,(z,0,0) € L= (I'3)";
L (d) pr (2, 8,7) v (x) =0Vr € R tel que r.v(z) =0, ppx € ls.
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La fonction d’adhésion H,y: T3 x Rx R x [-L,L] = R

[ (a) il existe L,q > 0 telle que :
|Had (ﬂf, b17 Z, ’l“) - Had ($7 b27 2, T)| S Lad ’bl - b?‘
Vb, by e R,z e Ryr € [—L, L] ,p.p. x €T3
et |Had (Ji,bl, 21,7”1) — Had (33, bg,ZQ,Tg)’ < Lad<|b1 — bg’ + |21 — 22| + |7’1 — T2|)
Wby, by € [0,1], 21,20 € R, 7y, 79 € [-L, L], p.p. v € T'3;

(b) 'application © — H,q (x,b, z,7) est Lebesgue mesurable sur I's
Vb, z e Ryr e [—L,L];

(c) Vapplication (b, z,7) +— Haq (2, b, z,7) est continue sur
RxRx[-L,L],pp. x € Ts;

(d) Hoyq (2,0,2,7) =0,Vz € R,r € [-L, L], p.p. © € T's;

() Hug(x,b,2,7) > 0,V0<0,z€ R,r € [—L,L],p.p. t € T3 et
Hyg(x,b,2,7) <0,Vb>1,z€ R,r € [-L,L],p.p. v € I's.

\

(1.1.14)
On note que si € L>®(I'3), z € L>®(I'3) et r: I's — R est une fonction mesurable,
alors les conditions (1.1.14) impliquent que x — H,q(z, f(x), z(x), Rr(z)) € L>®(T'3).
On suppose que les forces volumiques et la traction surfacique ont la régularité

fo € L®(0,T;H), fo€ L>®(0,T;L*(T5)%). (1.1.15)
Finalement, les conditions initiales satisfont

ug €V, (1.1.16)

o€ L>®([3) et 0<5,<1 pp. x€Tls. (1.1.17)

Nous notons queles conditions (1.1.14) et (1.1.17) assurent que le champ de liaison
est limité aux valeurs entre 0 et 1. En effet, si {u, 5} sont les fonctions réguliéres qui
satisfait (1.1.7) et (1.1.9) et les suppositions (1.1.14) et (1.1.17), alors on peut montrer
que 0 < B(x,t) < 1,pour x € I's, t € [0,T].

Le théoréme de représentation de Riesz, entraine 'existence d’un élément f(t) € V tel
que

(f(t),v)v = (fo(t),U)H + (fg(t),U)LQ(FQ)d Yv € V, p.p. t e (O,T) (1118)

Soit j: L®(I'3) x V xV — R la fonctionnelle :

j(ﬁ,u,v) = fpu(uu)'vu dCL - (f '.Yyﬁz(_R(uy))Jr) Uy da+

s I's

(1.1.19)
+ [ p-(B,us).v; da, Ve L>*(Ts), Yu,v e V.

I's
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Les conditions (1.1.12) et (1.1.13) entrainent que I'intégrale (1.1.19) est bien définie. On

note que la condition (1.1.18) implique

feL®0,T;V). (1.1.20)

Ou V est un sous-espace fermé de H; définit par

V={ve H telquev=0 sur I} (1.1.21)

et on le munit du produit scalaire, et de la norme défini respectivement par :

(w,v)y = (e (W), 2 (V) le @)l = lolly -

1.2 Formulation variationnelle

En utilisant la formule de Green

(0,(v))n + (Divo,v)g = /ay.v da, Y wve H,
T

on a :

Q 't I I's

En utilisant (1.1.2),(1.1.3), (1.1.4) on obtient :
/0 (t).e(v)dx — /fo (t) wdr = /fg(t).v dx +/m/.v da, YveV
Q Q I I
et puisque
ov.0 = 0,0, + 070 = —py (). v, + 7,87 (—R(w,)), v, — pr(B,ur).sr,
il vient

/}@f@mzz/h@ﬂm+/ﬁ@mm—/mmﬂmm+
Q 2

Q I's

+/ (7.8°(—R(uy))+) v, da — /pr(ﬁ,uT).vT da.

F3 FS

D’apres (1.1.18) et (1.1.19) nous obtenons

(0(t), e())n + 5 (B1), u(t),v) = (f(t),v)v, YveV, pp. tc(0,T).

/a.e(’u) dx + /Dz’va.v dx = /ay.v da + /ay.v da + /au.v da, YvelV.
Q

(1.2.1)
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De (1.1.1), (1.1.7)-(1.1.9) et (1.2.1), on obtient la formulation variationnelle du pro-
bléme P.

Probléme Py : Trouver le champ des déplacements u : [0,T] — V. le champ des
contraintes o : [0,T] — H, et le champ d’adhésion [ : [0,T] — L>*(I'3) tels que :

o(t) = Ae(u(t)) + Ge(u(t)) p.p. t€(0,T),

(1.2.2)

B(t) = Haa(B(1), Co(0), R(Ilur (D)) pp. t € (0,T), (1.2.3)

(o(t),e(w))y + J(B(),u(t),w) = (ft),w)y, YweV pp te(0,T), (1.2.4)

u(0) = wo, B(0) = By (1.2.5)

Un triplet de fonctions {u, o, 5} du probléme Py qui satisfaient (1.2.2)-(1.2.5) s’appelle
solution faible du probléme (1.1.1)-(1.1.9).

1.3 Existence et unicité de la solution

Notre intéret principal dans ce paragraphe est d’obtenir un résultat d’existence et
d’unicité pour le probléme variationnel Py .

Théoréme 1.3.1. Sous les hypothéses (1.1.10)-(1.1.17), le probléme variationnel
Pv admet une solution unique {u,o, 8} ayant la régularité suivante :

u € WHe(0,T;V), (1.3.1)
o€ L®(0,T;H,), (1.3.2)
B e Whee(0,T; L=(I's)). (1.3.3)

On conclut que, sous les hypothéses (1.1.10)-(1.1.17), le probléme P a une unique
solution faible qui satisfait (1.3.1)-(1.3.3).

Démonstration. La démonstration du Théoreme 1.3.1 sera établie en plusieurs
étapes. Elle est basée sur les résultats des équations d’évolution avec les opérateurs
monotones et les arguments du point fixe, mais avec un choix différent de ’espace V
et de la fonctionnelle j (voir[36]). |

Nous supposons dans la suite que (1.1.10)-(1.1.17) sont vérifiés.
Soit n € L*°(0,T;V)donné. Dans cette premiére étape on considére le probléme de
viscosité suivant :

Probléme P, : Trouver le champ des déplacements u, : [0,T] — 'V, tel que :
(Ae (un(t)), € (0)))y + (n(t), )y, = (f (), 0)y

YoeV, pp. te(0,7T)

(1.3.4)
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u,(0) = up. (1.3.5)
Lemme 1.3.2. Il existe une unique solution du probléme P}, et qui satisfait (1.5.1).

Démonstration. voir ([22]). |

On note par u, la solution du probleme P}, obtenue dans le lemme 1.3.2. Dans la
prochaine étape, on résout 1’équation (1.2.3) du champ d’adhésion dans le cas u = w,,.
Alors, on considére le probléme d’évolution suivant :

Probléme Qy, : Trouver le champ d’adhésion (3, : [0,T] — L>(I'3) tel que
Bu®) = Hual By, G5, (0. RlllurgD)), - t€O.T),  (136)

8,(0) = By, (1.3.7)

En utilisant la version du théoréme Cauchy-Lipschitz et les arguments du point fixe
de Banach on a le résultat suivant :

Lemme 1.3.3. Il existe une unique solution du probléme QY et qui satisfait (1.3.3).

Démonstration. voir ([22]). |

Considérons 'opérateur A : V' — V définie par :

(An(t), v)vy = (G e(uy()), e(0))n + 5 (B, (1), un(t),v),  YoeV, t<[0,T] (1.3.8)

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 1.3.4. Pour tout n € L*(0,T;V),la fonction An : [0,T] — V est
continue. En outre, il existe un unique élément n* € L>(0,T;V) tel que An* = n*.

Démonstration. voir ([22]). |

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour prouver le théoréeme 1.3.1.

Démonstration du théoréme 1.3.1.

Existence :Soit n* € L>(0,T;V) le point fixe de A défini par (1.3.8), et soit u, 3 la so-

lution des problemes Py et QY, pour n = %, i.e u = u,~, = f3,.. Nous désignons par

o la fonction donnée par (1.2.2).11 résulte que (1.2.2), (1.2.3) et (1.2.5) sont vérifiées.
De plus An* = n*, on déduit

(An*(t),v) = (n*(t),v), VYoveV, pp te(0,T),

et gardant en téte (1.3.4), (1.3.8) on déduit que 1'égalité (1.2.4) est satisfaite.
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La régularité (1.3.1) est déduite de (1.1.20) et la régularité (1.3.3) est une consé-
quence du lemme 1.3.4. En outre, puisque v € W°°(0,T;V), il s’en suit de (1.2.2),
(1.1.10) et (1.1.11) que o € L=(0, T; H).

Choisissant maintenant w = ¢ ou ¢ € D (Q)? dans (1.2.4) et utilisant (1.2.2),
(1.1.18) on trouve :

Divo(t) + fo(t) =0  pp. te€(0,T). (1.3.9)
De plus (1.3.1) et (1.3.9) impliquent que Divo € L*(0,T;H) ce qui montre que
o€ Loo(o’ T Hl)

On conclut que le triplet {u, o, 8} est une solution du probléme (1.1.1)-(1.1.9) et
qui satisfait (1.3.1)-(1.3.3).

Unicité : L’unicité de la solution est une conséquence de 'unicité du point fixe de
lopérateur A, et de l'unicité de la solution des problemes P et Q. En effet, soit
{u, o, [} la solution du probléme (1.2.2)-(1.2.5) ayant la régularité (1.3.1)-(1.3.3), et
on considére un élément n € L>°(0,7; V') défini par
n(t) = f(t) — Au(t). (1.3.10)
I s’en suit de (1.3.4)-(1.3.5) et (1.3.10)
U = Uy, (1.3.11)

Et d’apres le lemme 1.3.3, il existe une unique solution 3, du probléme QY et qui satisfait
(1.3.3), (1.2.3) et (1.2.4) impliquent que

B =5, (1.3.12)
Nous utilisons maintenant (1.3.11), (1.2.2), (1.2.4) et (1.3.12) pour voir que
(An(t),v) = (n(t),v), YveV, pp te(0,7).

Ce qui implique que An = n. Comme A a un point fixe unique, on conclut que

n=n" (1.3.13)
La partie d’unicité du théoréme 1.3.1 est maintenant une conséquence des égalités
(1.3.11)-(1.3.13) et de (1.2.1). |

1.4 Approximation numérique

Dans cette section on va présenter le probléeme approché, ensuite donner et estimer
I’erreur de la discrétisation incompléte du probléme approché, et puis on donne un
résultat de convergence pour le schéma. Le schéma de discrétisation incompléte est
analysé a ’aide de la méthode des éléments finis. En fait cette méthode est utilisée
pour discrétiser ’espace. La convergence forte de ce cas est établie sous une régula-
rité minimale de la solution. Finalement on donne une application bréve pour mieux
comprendre comment construire les espaces a dimension finie ainsi que les solutions
approchées.
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1.4.1 Approximation semi-discréte

On analyse dans cette section, une approximation semi-discréte du probleme Py,
en discrétisant le domaine spatial. On considére une position générale des espaces
arbitraires de dimension finie Vj, C V, H,C H et L} (I's) C L*(I's) utilisés pour
approcher les espaces V, H et L? (I'3), h est un parameétre de discrétisation destiné a
tendre vers zéro. Partout dans cette section, C' dénote une constante positive qui ne
dépend que de h dont la valeur peut changer d’une place & une autre.

Considérons 'approximation suivante du probléme variationnel Py;.

Probléme PY : Trouver le champ des déplacements uy, : [0,T] — Vj,, et le champ
des contraintes oy, : [0,T] — Hy, et le champ d’adhésion (3, : [0,T] — L3 (T'3) tels
que :

on(t) = As(un(t)) + Ge(un(t))  pp. t€(0,1), (1.4.1)
Bi(t) = Haa(By(t), Cs, (1), R(Jun- (1)) pp. t € (0,T), (1.4.2)
(o (1), e(wn))r + J(Bu(t), un(t), wn) = (F(t), wn)v, ¥V wn € Vi pp.t€(0,7),
(1.4.3)
un(0) = uon,  Bu(0) = By (1.4.4)

En utilisant le théoréme 1.3.1

Théoréme 1.4.1. On suppose que les conditions (1.1.10)-(1.1.14) sont vérifiées.
Alors il existe une unique solution (uy, oy, 3),)du probléme PY. De plus, elle satisfait
aup, € W (0,T;V4), o € L= (0,T;Hy), B, € WH*(0,T; L2 (T3)).

Notre objet est 'estimations des erreurs u—uy,, o —oy, —[3;,. Pour cela, soit ¢t € [0, 7],
en utilisant (1.2.2)-(1.2.5) on a :

o (t) = Ae(u(t) + G (e (u(d), (1.4.5)

B(t) = / Hoa (B (1), C5 (8), R (Jur (1)) + Bo, (1.4.6)

(o(t),e (W) +5 (B(E),ult),w) = (f(t),w)y,, VweV, vtel0,T]. (1.4.7)
et de (1.4.1)-(1.4.4), on trouve :

o (1) = Ac (i, (1)) + G (< (un (1)) | (1.4.8)
0= [ Hoa (5116). G5, 0 R (funs () + o (149)

(on(t), € (Wn))p + 7 By () yun () ,wn) = (f () ,wn)y, Ywn € Vi, YVt €[0,T].
(1.4.10)
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t
On sait que v () = u (¢) alors u (t) = [v(s)ds + ug donc on a le résultat suivant :
0

t

o (1) = As (0 (1)) +g€(/v(s) ds + ug). (1.4.11)

t

op (t) = Ae (v, (1)) + QE(/ vp, (8) ds + uop). (1.4.12)
0
En soustrayant (1.4.8) de (1.4.5), on obtient :

t

o —op=Ae (v) — Ae (v,) + Qe(/v (s)ds +up) — Qe(/ vp, (s) ds + uop).

0

D’apres (1.1.10) et (1.1.11), on trouve l'estimation d’erreur suivant :

t
7 = ulle < Clw = wnlly + oo = wanlly + [0 =) Dy ds. (1413
0

En remplagant (1.4.12) dans (1.4.10), on obtient :

Fg FS

<A€ (vn) + Ge( [ vp (8) ds + ugn), € (wh)> + (B, [ vn (s) ds + uon, wy,) =

= (f,wn)y, Yw, € Vj.

(1.4.14)
En remplagant (1.4.11) dans (1.4.7) et pour w = wy, on déduit :
<As (v) 4+ Ge( [ v (s)ds +up),e (wh)> + 7B, [v(s)ds+ ug,wp) =
T's H I’ (1.4.15)

= (fiwn)y, Yw, € V.
Maintenant, en soustrayant (1.4.14) de (1.4.15), on aura donc

(Ae (v) — Ae (vg) & (wn))g, + (B, [ v (8)ds 4+ ug, wp) — j(Bp, | vn () ds + uon, wp)

I's I's

= - <Q€(f v (s)ds+ ug) — Qe(ﬁf v (8) ds + uop), € (wh)> . Ywy, € V).

I's H
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D’apres quelques manipulations algébriques,

[ (Ae (v) — Ae (vh) e (v —vp))y =

= 7 (Bp, [ vn (5)ds + uon, v —vy) — j(B, [ v (s)ds + ug, v — vy)+
0 0

t

+7(B, [ v (s)ds 4 ug,v —wn) — j(By, [ v (s)ds + uon, v — wp)+
0 0

+ (Ae (v) — Ae (vp) e (v —wp)) 4 +

+ <Q€(ftv(s) ds + ug) — gg(jvh (s)ds + uon), € (v —wh)> +
0 0 H

¢ t
+< (Jv(s)ds+ug) — Ge([ vn (s) ds+u0h),5(v—vh)> . Vw, € V.
\ 0 0 H

La fonctionnelle j satisfait 1'inégalité suivante pour tout 3y, 3, € L* (T'3)
et uy, us, uz € V,

17 (By, ur,uz) = J (Ba, uz, us)] < C(I8y — Baf + [ur — usl) Jus] (1.4.16)
On applique 'inégalité de Cauchy et (1.4.16), (1.1.10) et (1.1.11), on déduit :

t
o= tnlly < OB = Bullzsgry + ] 10 = ) (9l ds + o — ol

(1.4.17)
+llo—wnlly),  Ywn € Vi
On a .
6 (t) = Had(ﬁ dS + Uor )) + BO (1418)
[ravooafeo
et
/Had ﬁh gﬁh , / dS + Uonr )) + ﬁ0h~ (1419)
0
Finalement en soustrayant (1.4.19) de (1.4.18), on obtient :
B=Bn=JHaulB(t),Cs(t), (f - (8) ds + uor)) + By —
0o (1.4.20)

— [ Haa(By, (), (g, (1), ) + Bon

)
t
R(|| [ vnr (s) ds + uon-
0 0
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et en utilisant les mémes techniques utilisées pour obtenir (1.1.14), on obtient :
¢t ¢
18 = Bullzwyy < C S J I =on) ()Nl ds + [11(8 = B4) ()] 2y ds+
00 0 (1.4.21)
+ 1180 = Bonll 2(ryy + lluo — wonlly -
Donc en additionnant (1.4.13), (1.4.17) et (1.4.21) on trouve :

t

[ = onlly + llo = anlly + 18 = Bull 2 ry) < C(Of (v = on) (s)]ly ds + Ofbf [(v = vn) (s)lly ds+

t
+lo = wally + [ 1108 = B) (3)||L2(r3) ds + [luo — uonlly + 180 — BOhHL?(Fg,))v Ywy, € V.
0

(1.4.22)
D’apres le lemme de Gronwall sur (1.4.22), on déduit :

v = vnlly+llo = onlly+I8 — BhHL2(I‘3) <C <||U = wally + [[uo — uonlly + 180 — BOhHL?(Fg)) :
Par conséquent, on a :

Ju— uhHWLOO(O,T;V) + o - 0h||L°°(0,T;H) + 18- ﬁhHleOO(O,T;LZ(Fg)) < CO(flu— whHWLoo(o,T;V) +

+ ||UO - uOhHWl.,oo(O’T;V) + ||60 — BOhHWLOO(O,T;L?(Fg,)))J th € Vh.
(1.4.23)
On est arrivé & démontre le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.2. soit (u,0,) la solution du probléme Py et soit (up,op, ;) la
solution du probléme P Alors on a l'estimation d’erreur suivante :

{ Ju — Uh”Wl,oo(O,T;V) +[lo — 0h||L°°(0,T;H) +15 - Bh||W1’°°(07T;L2(F3)) <

S C infwhevh ||U - whHWl*oo(O,T;V) + ||u0 - uOhHWl,OO(O,T;V) + ||/60 - 60h||W1=°°(0,T;L2(F3))> :

L’estimation (1.4.23) est la base de I'analyse de convergence de la méthode semi-
discréte. En effet, en argumentant comme dans Raviart [35], on déduit le résultat de
convergence suivant :

Corollaire 1.4.3. On suppose que (1.1.10)-(1.1.14) ont lieu. Si
Ju— wh“WLoo(o,T;V) — 0, et [|By — 50hHW1m(o,T;L2(r3)) — 0 quand h — 0,

alors lorsque h — 0

(HU - Uh“WLoo(o,T;V) +|lo - ahHLOO(O,T;H) + 18- ﬁhHWLoo(o,T;L?(rg))) — 0.
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1.4.2 Analyse de la convergence

Dans cette section, on analyse la convergence de la discrétisation incomplete des solu-

tion du probléme P.

On fait cette analyse sous les conditions de régularité v € W1 (0,T;V), o €

L>(0,T;H), B € Wb (0,T; L= (T3)).

On premier on introduit ces hypothéses dans les espaces fonctionnelles V, H, L? (T'3) C

L> (T'3) et les espaces a dimension finie V;,, Hy,, L? (T'3).

Hypotheése (S;) :

Il existe un sous espace Vy C V' dense dans V' et une fonction a (h) > 0 tel que :
hli%h a(h)=0

et

Jnf o=l Sa(® vy, Yo e Ve,

Hypothése (S,) :
Il existe un sous espace Hy C H dense dans H et une fonction 7 (h) > 0 tel que :

lim v (h) =0

h—0+
et

Jnf 2= 2l <70 . V2 € Ho.

Hypotheése (S3) :
Il existe un sous espace (L?(I's)), C L? (I's) dense dans L? (T'3) et une fonction 0 (h) >
0 tel que :

lim 6 (h) = 0

h—0+
et
inf ) = 1| oo gy < O () 10l (oc )y, - V11 € (L (T3))g -

np,€L>(I'3)

On peut maintenant étudier la convergence de la discrétisation incompléte du probléme
P donnée par l'estimation (77?).

Théoréme 1.4.4. Soit u € WH>(0,T;V), 0 € L*(0,T;H,),
B e Whee (0,T; L> (T'3)) la solution du probléme P et u;, € WH> (0, T; V),
on € L*(0,T;Hy), B, € Wh>(0,T; L? (T'3)) la solution qui correspond a la dis-
crétisation incompléte du probléme P. Ainsi sous les suppositions (S1), (Ss) et (S3)
on a :
(=l + o —oall + 18— Bal) =0 quand b — 0.

Démonstration. De (S;), (S2) et (S3) on a :

[0 = won]l = 0, 1185 = Bonll — 0 quand h — 0. (1.4.24)
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De plus W1 (0,T;V,) dense dans W (0,7;V), on a pour tout § > 0, il existe
w € WhH (0,T;V;) tel que :
. (1.4.25)

N

O E
Pour simplifier on suppose que €2 est un polygonal, on utilise I'interpolation stan-

h
dard d’élement finis qu’on note II (voir [35]), donc on a :

on obtient pour l'interpolation ’estimation d’erreur suivante :

h

~

~ ~ )
Mu — u|| < a(h) HUH §§

On en déduit :

~

rﬁ—whH <e+al(h) Hu

inf [|u— wy| < Hu—aH + inf (1.4.26)

vREV v €V

Vo

D’ou la convergence. [ |
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Chapitre 2

Etude d’un probléme viscoélastique
avec adhésion

Ce chapitre est consacré a I’étude du probléme quasistatique de contact avec adhé-
sion entre un corps viscoélastique et une base rigide. Le processus d’adhésion sur la
surface de contact est modélisé par une variable interne de surface, appelée champ
d’adhésion. Il représente également une généralisation de quelques résultats obtenus
dans [7] et [22].

Le probléme est formulé par un systéme d’équation aux dérivées partielles contenant
I’équation d’équilibre du corps, la loi de comportement du matériau, une équation
intégro différentielle modélisant le champ d’adhésion et les conditions initiales et aux
limites auxquelles il est soumis.

Ce chapitre est structuré comme suit. Dans la premiére section, nous commoncons par
formuler le probléeme mécanique, puis nous indiquons les hypothéses sur les données.
Dans la deuxiéme section nous donnons la premiére formulation variationnelle du pro-
bléme mécanique. Ensuite, dans la troisiéme section, nous énoncons et démontrons
un premier théoréme d’existence et d’unicité de la solution faible relative au pro-
bléme.Les techniques employées sont basées sur le théoréme des opérateurs maximals
monotones, suivi par des arguments de points fixes. Et puis dans la quatriéme section
nous établissons une deuxiéme formulation variationnelle du probléme mécanique. La
cingiéme section est destinée a I’étude de quelque propriété de la solution, nous don-
nons un résultat d’équivalence entre les deux formulations variationnelles précédentes.
Finalement nous énoncgons un deuxiém résultat d’existence et d’unicité.

2.1 Position du probléme - Hypothéses
Dans cette section, on décrit le modeéle pour le processus quasistatique. Le cadre
physique est comme suit :

Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné 2 C R? (d = 2, 3) avec une surface

23
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frontiére supposée assez réguliére I', divisée en trois partie disjointes I'y, I's et I's telles
que mesI’y > 0. On note par v la normale unitaire sortante a I'. Le corps est encastré
sur I'1 dans une structure fixe. Sur I's, agissent des tractions surfaciques de densité
fo et dans 2, agissent des forces volumiques de densité f, (voir figure). Soit 7' > 0 et
soit [0, T'] intervalle de temps en question. On suppose que fy et fo varient lentement
par apport au temps. Par conséquent, on impose que les accélérations dans le systéme
soient négligeables, on se place donc dans le cas quasistatique.

Le corps est soumis & des conditions de contact unilatéral et adhésion sur la partie I's
de la frontiére.

On suppose aussi que le matériau est viscoélastique avec une loi constitutive de la
forme :

o= Ae(u) + Ge (u), (2.1.1)

A et G sont des fonctions constitutives données.

Ensuite, on va décrire les conditions de contact avec adhésion sur I's, suivant [17] et [1§]
on introduit une variable interne de surface § définie sur I's, qui représente 'intensité
d’adhésion sur la surface de contact, telle que 0 < 8 < 1. Quand 5 = 1 en un point
x € I'3, 'adhésion est compléte et tout les liens sont actifs, quand S = 0 tous les liens
sont désactivés et il n’y a pas d’adhésion 0 < 8 < 1, ’adhésion est partielle et mesure
la fraction des liens.

On suppose que la contrainte normale satisfait la condition suivante :

-0, > o (B,u,) sur I's x [0,77]. (2.1.2)

On suppose que la résistance au mouvement tangentiel est générée par la colle et
que la traction tangentielle est négligeable. Ainsi, elle dépend seulement de I'intensité
d’adhésion et du déplacement tangentiel

-0, =p, (B,u;) surI'3x[0,7].
En particulier, on peut considérer le cas :

g (B)r st ||| < Lo;

Pr (ﬁ;u7> = r . (213)
G7 (B) 7 st lIrll > Lo,

I

ou Ly > 0 est la longueur caractéristique des liens, et ¢, est une fonction de rai-
deur tangentielle non négative. Le processus est gouverné par ’équation différentielle
suivante :

B = Haq (8,¢5 R (Jus])) sur Ty x [0,7]. (2.1.4)

H 4 est une fonction générale qui s’annulle quand le premier de ses variables s’annulle.
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En plus, on considére la possibilité d’une diminution de I’éfficacité du collage, quand
les cycles de collage et de décollement continuent. Par conséquent, le processus est
supposé dépendre du temps du collage, qu’on note par :

Cﬁ(x,t):/ﬁ(x,s)ds sur I's x [0,77].
0

La fonction R : R, — R, est une troncature définie par :

s si0<s<L;
R(s) = (2.1.5)
L sis>1L,

ou L > 0 est la longueur caractéristique des liens. On donne quelques exemples de
telles fonctions

Hu.q(B,r) = —fyyﬁ+7’2. (2.1.6)

ou vy, est la constante de I’énergie de collage. Un autre exemple, dans lequel H,4 dépend
de ses trois variables, est

VB (1=0),
1+ ¢? '

Haa (8,¢,7) = =7, B47° + (2.1.7)

Le probléme mécanique se formule de la maniére suivante :

Probléme P : Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,T] — R% le champ des
contraintes o : Q x [0,T] — S, et le champ d’adhésion B : '3 x [0,T] — R tels que :

o=Ae(u) +G(e(u)) dans Q x[0,7], (2.1.8

Diveo + fo =0 dans Q x [0,7], (2.1.9
u=0 dansT; x[0,7], (
ov=fy surlyx][0,T], (

u, <0,0,+p, (B,u,) <0, u, (0, +p,(B,u,)) =0 sur '3 x[0,7], (
-0, =p; (B,u;) surl's3x[0,7], (2.1.13

B = Hu (B,¢s R(|ur])) sur Ty x [0,77, (

u(0) =up dans €, (

p(0) =05, surls. (
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Pour obtenir la formulation variationnelle du probléme P, on a besoin de quelques
notations supplémentaires. Soit V' le sous-espace de H; défini par :

V ={v € H; tel que v =0 sur I'}.

On suppose que mesl'; > 0, 'inégalité de korn est satisfaite et il existe une constante
Cr > 0 qui dépend uniquement de €2 et de 'y, telle que :

le ()|ly = Cr vl 4, pour tout v € V.

On considére le produit scalaire et la norme associée définis sur V', donnés par :

(u, v}y = (e (u), € ())y 5 lle (W)l = llvlly - (2.1.17)

Il s’ensuit que les normes |||, et ||.||;, sont équivalentes sur V', donc (V ||.||;,)est un
espace de Hilbert réel. En plus, en utilisant le théoréme de trace de sobolev et (2.1.17),
il existe une constante Cy qui dépend 2, I'; et I's telle que

0]l p2pye < Co [[vlly - (2.1.18)

On considére les hypthéses suivant :
On suppose que 'opérateur de viscosité A satisfait :

A: QxS; — Sy est un tenseur symétrique positivement défini :
(a) Ayl € L™ () pour tout 4,7, k, 1 = 1,d;

(b) Ao -7 =0-Ar pour tout o, T € S;

(c) il existe my > 0 tel que Ao -0 > my|o|* pour tout o € Sy.

(2.1.19)

On suppose que l'opérateur d’élasticité G satisfait :

(G:QxS;— S, tel que :
(a) il existe Lg > 0 tel que :
G (1) =G (,e2)] < Lg(ler — e2f)
pour tout €1,e5 € Sy p.p dans €);
(b) G (+,&) est une fonction Lebesgue mesurable
sur € pour tout € € Sy;

[ (¢) G(-,0) e H.

(2.1.20)
Nous supposons que la fonction normale p, : I's x R x R? — R satisfait :

(p,: T3 xR xR =R
(a) il existe L, > 0 tel que :
|p1/ <x7617r1> — Py (x76277n2>| < LV('ﬁl - 62‘ + “Tl - TQ”)
pour tout 3,3, € R, 71,75 € R? p.p sur I's;
(b) x +— p,(x,3,7) est Lebesgue mesurable sur I's pour tout 3 € R, r € R%;
(¢) z — py(x,0,0) € L (T'5);
L (d) p(z,B8,7)-v(z) =0,Vr € R tel que r- v (x) =0, p.p sur [;.

(2.1.21)
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De méme, nous supposons que la fonction de contact tangentielle p, satisfait :

((p,: T3 xR xR — R?
(a) il existe L, > 0 tel que :
P (z, By,71) = pr (@, B3, 72)| < Le([By = Bl + |Ir1 — 72])
$ pour tout 3,3, € R, 71,75 € R p.p sur I's;
(b) =+ py(x,3,7) est Lebesgue mesurable sur I's pour tout € R, r € R?;
(¢) = p(x,0,0) € L™ (I3)*;
L (d) pi(z,B8,7)-v(z) =0,Yr € R tel que r- v (x) =0, p.psur [s.

(2.1.22)
Sip,: '3 x R x R? — R? est une fonction lipschitzienne bornée, donc la fonction de
contact tangentielle (2.1.3) satisfait la condition (2.1.22).
La fonction H,4 de taux d’adhésion H,; : T's x R x Rx [—L, L] — R satisfait les
conditions suivantes :

[ (a) il existe L,q > 0 telle que :
|Hyq (2,01, 2,7) — Hyg (2,09, 2,7)| < Lag |by — b2
Vbi,bp € R,z € R,r € [—-L,L],p.p. x €T3
et |Haa (x,01,21,71) — Hag (2, b2, 22,72)| < Lag(|b1 — ba| + |21 — 22| + |11 — 72])
Vbl,bQ € [0, 1],21,22 S R,T’l,TQ € [—L,L] ,P.p. T € Fg,

(b) 'application © — H,q4 (x,b, z,7) est Lebesgue mesurable
sur I'3,Vb,z € R, r € [-L, L];

(¢) Papplication (b, z,7) +— Hyq (x,b, z,7) est continue sur
RxRx[-L,L],pp. x €Ts;

(d) Huq (2,0,2,7) =0,Vz € R, r € [-L,L],p.p. x € I's;

() Hog (x,b,2,7) > 0,¥0 <0,z € R, re[-L,L],p.p. x € '3 et
Huq(x,b,2,7) <0,¥0>1,2€ R, r€[-L,L],p.p. x € T's.

\

(2.1.23)
On note que si f € L*®(I'3), z € L (I'3) et r : I's — est une fonction mesurable,
alors les conditions sur H,gimpliquent que & — Hyq (z,b (), 2 (z), Rr (z)) € L™ (T3).
Il est facile de voir que le coefficient d’adhsiony, € L* (I's)vérifie v, > Op.p. sur
I's, alors les fonctions H,sdonnées dans les exemples (2.1.6) et (2.1.7) vérifient les
conditions (2.1.23).
On suppose que les forces volumiques et surfacique satisfaient :

e WO T H), e W (0,75 L2 (1)) (2.1.24)
Finalement, les conditions initiales vérifient :
uy € Ugay, By € L (T'3) et 0< 5, <1  pp.x€Ts. (2.1.25)
Dans ce chapitre, nous utilisons

(1, 0) 4 = (Ae (1) & (V))gg s [l = (u )4
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ce sont respectivement un produit scalaire et une norme sur V' équivalent a (.,.),,,
|.Ily,- Notons que (V,(.,.) ,) est un espace de Hilbert et les normes ||.|| 4 , |||, sont
équivalentes. L’utilisation de produit scalaire (.,.) , simplifie certaines représentation
dans ce chapitre.

En utilisant le théoréme de représentation de Riesz, on obtient ’existence d’un élément
f(t) €V tel que:

<f (t) 7U>,A = <f0 (t) 7U>H + <f2 (t) ’U>L2(F2)d ’ Vv eV pp-te <0T> (2126)
et soit j : L™ (I'3) x V x V — R la fonctionnelle :

580 = [ 5 (Bow)vuda+ [ pr(B.ur)vnda, V5 € L% (L), Y, € V.
I's I's
(2.1.27)
On remarque que les conditions (2.1.22) entrainent que l'intégrale (2.1.27) est bien
définie, et on note que la condition (2.1.24) implique

fewht,T;V).

On note par v, et v, les compsantes normale respectivement tangentielle de v sur la
frontiére I' données par
v, = V.U, Uy = U — Uy V. (2.1.28)

Similairement, on définit les composantes normale et tangentielle du tenseur des contraintes
par
o, =(ov).v, o,=0V—0,V. (2.1.29)

En outre, on définit 1’ ensemble des ”déplacements admissibles”

Uug = {v € Hy tel que v =0 sur I'; et v, <0 sur I's}.

2.2 Premiére formulation variationnelle

On va donner une formulation variationnelle pour le probléme mécanique P.

Lemme 2.2.1. Sile triplet de fonctions (u, o, 5) est une solution réguliére du probléme
mécanique P alors pour tout t appartenant a [0,T] on a :

w(t) € Uaa, {o(t),e(v) —e(u(t))y +J(B(),u(t),v) -

—J(B@),u@),u®) =), v—u(t))y, Vv€&Uu

(2.2.1)

Démonstration. Moyennant la formule de Green et (2.1.9) on a :

{0 t),e(@) —e(u(®)))y = (folt),v—ul(t))y+ /0 (H)v.(v—u(t)) da, (2.2.2)

r
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et en utilisant (2.1.10), (2.1.11) et (2.1.26) on trouve :
(o (t),e(w) =e(u®))y = (f(t),v—ult))y+ /0 O)v.(v—u(t))da. (223
En remplagant maintenant, par les relations (2.1.28) et (2.1.29) on obtient :
(o (1) e () —e () ={f(t),v—ult)y +Ff ay (1) (v, = uy)da+
’ (2.2.4)
+rf o, (t). (v, — u,)da.

D’apres (2.1.13) on peut écrire la relation (2.2.4) sous la forme suivante :

(o(t),e()—e®))y =), v—u(? fpr Uur) . (v; —u;) da—
—fpy ) - (v, — ) da+

+ [(ou () +pu (B(1),w))- (v, — wy) da

a (2.2.5)
et moyennant (2.1.11), (2.1.12), (2.1.13), (2.1.27) et (2.2.5) il vient :
(o)) =e(u®))y+BE),ut),v=-u®) = (f{),v-ud)y,
(2.2.6)
Vu,v € Uyg p.p-t€(0,T).
|

Le Lemme précédent nous permet donc de considérer la formulation faible suivante
pour le probléme mécanique P :

Probléme Py : Trouver le champ des déplacement u : [0,T] — V, le champ des
contraintes o : [0, T] — Hy et le champ d’adhésion [ :[0,T] — L (I's) tels que :

o(t) =Ae(u(t) +G(e(u(t)), (2.2.7)

B(t) = Haa (B(t),C5(1), H)),0< /(1) <1, pp. te(0T), (2.2.8)
{u()eUad, (o(t), e(v) 8(u(t>)> +7(B(t),u(t),v) -

JB @), ut),u(t)

(2.2.9)
> <f (t),U—U(t»V, Vo € Uada

)
u (0) = ug, S(0) = f,. (2.2.10)
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2.3 Premier théoréme d’existence et d’unicité

Notre intérét principal dans cette section est d’obtenir un résultat d’existence et d’uni-
cité pour le probléme variationnel Py .

Théoréme 2.3.2.  Sous les hypothése (2.1.19)-(2.1.25) le probléme variationnel Py
admet une solution unique (u,o,3) ayant la régularité suivante :

u e Wh®(0,T;V), (2.3.11)
o€ L*(0,T;H,), (2.3.12)
B €W (0,T; L™ (T3)). (2.3.13)

Remarque 2.3.3. Si la solution faible est assez réguliére, alors le probléme varia-
tionnel Py et le probleme P sont équivalente.

Remarque 2.3.4. On conclut que sous les hypothéses (2.1.19)-(2.1.25), le probléme
P posséde une solution faible unique satisfait (2.3.11)-(2.3.13).

La démonstration du théoréme (2.3.1) sera faite en plusieurs étapes. Elle est basée sur
les résultats des inéquations d’évolution des opérateurs maximalaux monotones et en
utilisant des arguments du point fixe.

Nous supposons dans la suite que (2.1.19)-(2.1.25) sont vérifiés.

Soit n € L*(0,7;V) donné. Dans cette premiére étape on considére le probléme de
viscosité suivant :

Probleme P, : trouver le champ des déplacements w, : [0,T] — V, tels que :
(Ae (uy (1)) € (v) = & (uy (£))5 + (G (uy () & (v) — € (uy ()5, +

), v —uy )y = (f(O),0=uy(t)) g, YoeV ppte(0,T),
(2.3.14)
uy (0) = uo. (2.3.15)

Lemme 2.3.5. Sous les hypothéses (2.1.19)-(2.1.26) il existe une solution unique
uy, du probléme PY;, avec la réqularité u,, € WH>2(0,T;V), et vérifie u, (0) = uq .

Démonstration. D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, on peut définir
lopérateur G : V — V par :

(Gu,v) 4 = (Ge (u) € (V) , Yu,v e V.
D’apres les hypothéeses (2.1.19) de A et les hypothéses (2.1.20) de G on a :

L
|Guy — Gua| 4 < m—g luy —uslly,  Vur,us €V,
A
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c’est a dire G est un opérateur de lipschitz et continue. De plus, 'opérateur

L
G+91:V -V,
ma

est un opérateur monotone de lipschitz et continue dans V.
Soit la fonction indicatrice de ’ensemble U,q4

\I]Uad V- (—OO, +OO]

et soit 0¥y, le sous-différentiabilité de ¥y, .
Comme U,q est un convexe fermé de l'espace V, alors 0¥y , est un opérateur
maximal monotone dans V' et D (0¥, ,) = Uuq. De plus, on a :

L
Oy, +G+—2T:UyCV —2Y,
ma

est un opérateur maximal monotone.
sous ’hypothése (2.1.25) on applique le théoréme (A.2.26) avec H =V associé le
produit scalaire .,.) 4 ,

A:a\IfUad+G2D(A):UadCV—>2V
et

_ Lg

« .
ma

De plus, on définit 1 "élément f, (t) € V par :
{(fo @), v)y ={f ), 0)y =), v)y, Vo€ Usm
On conclut qu'’il existe un élément unique u, € W°(0,T;V) tel que :
u, (1) + 0¥y, (u, (t) + Gu, (t) 2 f, (1), p.p.te (0,7, (2.3.16)

uy, (0) = uo. (2.3.17)

On obsérve que pour tout u,g € V, on a I’hypothése suivante :
g€ Ny, = u€Uiy, (gv—u), <0, Vo € Uyg.

Donc d’aprés I'inclusion (2.3.16) on a u,, (t) € U,q et I’ inéquation variationnelle sui-
vante :

(U (1) ;0 —uy () 4 +(Guy () ;v —uy (1)) 4 = (fy (1) ;0 —uy (1)) 4,

Yo € U, p.p.t€(0,7T).
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Alors u,, satisfait u, (t) € U,q et I'inéquation
(Ae (uy (1)) ;€ (v) = & (uy (£))), + (Ge (uy (), € (v) = & (uy ()5, +

+ (), v —uy (t) 4 = (f (1), v—uy(t)) 4, Vo € Uyg pp. t € (0,7T).
(2.3.18)
Il S’ensuit de (2.3.18) et (2.3.16) que u,, est une solution du probléme variationnel PY,
et qui satisfait (2.3.11) ce qui termine la partie d’existence du lemme (2.3.3). L’unicité
de la solution u,, € Wh> (0,7;V) qui saitsfait (2.3.16) et (2.3.17) est assurée par le
théoréme (A.2.26). [ ]

On remarque, en prenant v = u,, (t) £ ¢ dans (2.3.14), Vo € D (€)%, il vient & partir
de la définition (2.1.26) pour f (¢) et la formule de Green

Divo, (t) + fo(t) =0  pp.t€(0,T). (2.3.19)

Et sachant que f, € (0,7 H), il résulte que Divo, € L*>(0,7;H), et par suite
o, € L*(0,T;H;). Ainsi, on déduit 'éxistence et 'unicité du couple (u,,o,) €
Wtee (0,T;V) x L* (0,T;H;) solution du probléme P7,.

pour tout n € L (0,7; V'), on note par u, la solution du probléme P7, obtenue dans
le lemme (2.3.4).

Dans I’étape suivante, on résout I’équation différentielle du champ d’adhésion sous
I'hypothese u = u,,.

On considére le probléme d’évolution suivant :

Probléme Qy; : trouver le champ d’adhésion 3, : [0,T] — L* (I's) tel que :

B, () = Hag (Bn (t) . Ca, (8), R (|usyr (t)|)> 7 (2.3.20)
B3, (0) = Bq. (2.3.21)

En utilisant la version du théoréme Cauchy-Lipschitz et les arguments du point fixe
de Banach on a le résultat suivant :

Lemme 2.3.6. [ existe une solution unique du probléme (¥, qui satisfait (2.3.13).

Démonstration. Pour simplifier, on supprime la dépendance des différentes fonc-
tions de x € I's, et on note que les égalités et les inégalités ci-aprés sont valides p.p.
sur I's. Soit ¢ € L™ (0,T; L*> (I's)) et soit 'application F (t,.) : L> (I's) — L* (I's)
définie p.p. sur (0,7) par :

Foe (£,8) = Haa (8,C (8) , R (|ugr (£)])) -

Il est facile de vérifier que F, est de lipschitz par rapport a la seconde variable,
uniformément en temps. En plus, pour tout § € L™ (I's), Papplication t — F,. (¢, 5)
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appartient a L™ (0,7; L (I'3)) . Ainsi, en utilisant une version du théoréme de Cauchy-
Lipschitz (voir [43]), on déduit qu’il y a une solution unique 3, . € Whee (0, T; L™ (T3))
telle que :

B (6) = Hoa (B ().C(1). R (e () ppt € (0,7), (23.22)

By (0) = By. (2.3.23)

Maintenant on prouve que f3,. vérifier la condition 0 < [, < 1, Supposant que
B¢ (to) < 0 pour to € [0,T], P'opérateur t — 3 (t) : [0,T] — R est continue, on peut
trouver t; € [0,%o) tel que 3, (t1) = 0.

Maintenant, soit ty = sup {t € [ti,to], By () = O}, alors ty < to, B, (t2) = 0 et

By (t) < 0 pour t € (ta,t0], de (2.1.23) et (2.3.22) on a 3, (t) > 0 pour t € (t, %],
donc 3, (to) > B, (t2) = 0 ceci est absurde. De la méme maniére, on prouve que
B¢ (t) <1 pour tout ¢ € [0,T7].

On conclut donc :

0< 8, (t) <1, vVt € [0,T] sur I's. (2.3.24)

On considere opérateur A, : L*> (0,7 L (I';)) — L*> (0,7; L* (I'3)) définie par :

A (L) = /ﬁnc (s)ds, vVt € [0,7], (2.3.25)

prouvons que A, posséde un unique point fixe.
Soit (;,(y € L®(0,7;L>*(I'3)) et soit s € [0,7], d’aprés (2.3.22), (2.3.23) pour
1=1,2o0n a:

B (5) = Bo+ / Hot (B (6) .G, (6) R (Jury (6)])) dB.

On utilise (2.3.24) et (2.1.23) on trouve :

5260 (5) = By (9] < Lua [ 13y, 6) = By, ©)] a0+ Lua [[16,6) = G, 0)] o
0 0

On applique I'inégalité de Gronwall

1By, () — By, (5)] < C / €0 (8) — G (6)] 6
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et on obtient :

H6n<1 (S) - 677(2 (S)HLOO(Fs) < O/ ||C1 (9> -G (9>||Loo(r3) do. (2~3~26)

Soit C' une constante positive dépend de 3, d’apres (2.3.26) et (2.3.25) on trouve :

t s

HAnCl (t) - AnCQ (t)“Loo(rg) < O/ ||C1 (0) - (2 (0)||L°°(F3) dQ, Vi e [OvT] )

0 0

pour n intégrale on a :

HAnCI - AnC2HLoo(o,T;Loo(r3)) < (2n)! (S <2||L°°(07T;L°°(Fs)) ’

2n

2n)!
A} est une contrgcti)on dans 'espace de Banach L* (0,7"; L* (I'3)) . Donc il existe un
unique ¢, € L> (0,T; L (I'3)) tel que A7(, = (.

Il est clair de voir que ¢ f] est aussi 'unique point fixe de 'opérateur A,,.

Soit 3, = B, et la solution de (2.3.22) et (2.3.23) pour ¢ = (.

On utilise (2.3.25) et la définition de (4 on obtient :

puisque le terme tend vers 0, lorsque n — o0, alors pour n assez grand ’opérateur

GO =M (0 = [ By, () ds = [ 5,(5)ds ¢, (). ¥t [0.7).

D’aprés (2.3.22)-(2.3.24) on a (3, est la solution de probleme Qy, qui satisfait (2.3.13)
et (2.3.24).

On conclut la partie d’existence de lemme (2.3.4), la partie d’unicité est une consé-
quence d’unicité de point fixe de 'opérateur A, définie par (2.3.25). [ |

Pour n € L* (0,7;V) nous notons par f3,, la solution de probleme QY obtenue dans
lemme (2.3.5). On définit 'opérateur A : L> (0,7;V) — L* (0,7, V) par :

(A (t),0)y = j (B, (6),uy () ,0),  WoeV, veeoT]. (2.3.27)
Nous avons le résultat suivant :

Lemme 2.3.7.  Pour toutn € L (0,7;V) la fonction An : [0,T] — V est continue.
En outre, il existe un unique élément n* € L> (0,T;V) tel que An* = n*.
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Démonstration. soit n € L™ (0,7;V) et soit t1,ty € [0,7], en utilisant (2.3.26),
(2.1.27), (2.1.17) et (2.1.18) on obtient :

(A (1) = An (t2) , v)y | <f|Pu n (t1) = By (t2) 1wy (t1) =ty (t2)) | [0] dat

+Ff 0 (8, (t1) = B, (t2) s tiry (t1) = try (£2)) | 0] da;

A Taide de (2.1.19)-(2.1.23) on trouve :
[{(An (1) = An (2) o)y | < Ff Ly (|8, (t1) = B, (t2)] =+ [ty (1) =ty (£2)]) 0] dat+

+Ff Ly (8, (t1) = B, (t2)] + |ury (t1) = sy (2)]) [0] da;

< (Lo + L) Co (18, (t1) = B, (82)] gy + [t (81) = g ()] ) [0l
(2.3.28)
Puis que t + u, (t) : [0,T] — V et t +— 3, (t) : [0,T] — L*®(I'3) sont des fonctions
continues, on déduit des inégalités (2.3.28) que An est une fonction continue.
Soit ¢ € [0, 7] fixé, et soit 1, et n, € L (0,T;V), et notons w,, =v; B, = 0;
pour i = 1,2, en utilisant les arguments, similaires pour montrer 'inégalité (2.3.28)
on a :

[An, (1) — An, <t>HV < (L, + L;) Cy (HUI (t) — uz (t)Hv + 181 (t) — B, (t>”L2(1"3)) :
(2.3.29)

Majorons maintenant, le terme |3y (£) = By ()| L2y -
De (2.3.20) et (2.3.21) on trouve

t) =B+ /Had (52 (s), (g, (s), R (Juir (3)|)) ds, i=1,2. (2.3.30)

On utilise (2.3.30) et (2.1.23) et la définition de R dans (2.1.5), pour obtenir :

18,(8) = By (D] < Laa / 181 () — By ()| ds + (2.331)

t
+Lad/‘§51 s) — (g, 3)|ds+Lad/|ulT(s)—UQT(3)|ds.
0 0

En utilisant la relation .

Coa,1) = / B (z,5)ds,

0
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On a l'inégalité suivante :

t t

/ 1€y (5) = Co, (3)|ds < ¢ / 181 () — By (5)| ds, (2.3.32)

0 0

D’apres (2.3.20), (2.3.21) et le lemme de Gronwall donnent :

1By (£) — B (£)] < Lygel1 0T has / fuss () — uay (5)] ds.
0

En intégrant 'inégalité précédente sur I's et en utilisant (2.1.18) on obtient :

18y (8) = B (D)l 2y < CoLigae! ot / [ur (8) = uz (s)]ly ds. (2.3.33)

En remplagant ce résultat dans (2.3.29) on trouve :

1A, (8) = Ay ()]l < (Lo + Lr) Co [lun () = w2 (8) Iy,

t
+(Ly + Ly) Cf Laae It [ lug (s) — ua (s)]|y ds.
0

(2.3.34)
D’apres (2.3.14), (2.3.33) s’écrit sous la forme :
[An, (8) = Any (B)]ly < Niny () =02 )]y + M/ I (s (s)lds,  (2.3.35)
telle que :
N=(L,+ L;)Cy
et
M = (L, + L,) C2Lgqe1 e lad
Introduisons les notations suivantes :
(Lo (t) = |y () = na (D],
ds,

171 (r) =0y ()|l drdsy...dsg—1,Vk > 2.

~
=
=
I
o o
O\
D%&
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On a, pour tout k € N

Tk
I (t) < T 7 (&) =12 D], Vk e N. (2.3.37)

En réitérant 'inégalité (2.3.35) et en utilisant (2.3.36), on déduit que :

1Ay (8) = A"y (8)l|y, < Y CRN"*M L, (1),

k=0

o A" est la niéme puissance de l'opérateur A. Moyennant maintenant (2.3.37), on
obtient

A%y (1) = A" (1) < (Z oﬁwn-k%) I () = (Bl (2339

k=0

Il est facile de vérifier que :

u M*ET*  (Nn 4+ MT)"
k atn—k
; CuN k! = n!

et par conséquent (2.3.38) implique, pour tout ¢ € [0,7] et n € N, que :
n n (Nn+ MT)"
A", — A 772||L<>°(0,T;V) < o 71 — 772||L°°(0,T;V) : (2.3.39)

1
Supposons que N = (L, + L) Cy < —, il sensuit d’aprés le critére de D’Alembert que
e

la série
= (Nn+ MT)"
Zo n! ’

est convergente, d’ou résulte que le terme général

N MTY"
w tend vers 0, lorsque n — oo. (2.3.40)
n!

On conclut de (2.3.39) et (2.3.40) que pour n suffisamment grand, opérateur A"
est une contraction dans l'espace de Banach L™ (0,T;V). Il existe un seul élément
n* € L*(0,T;V) tel que A"n* = n* et, en plus, n*est 'unique point fixe de 'opérateur
A vérifiant :

(™ (t),v), = (An*(t) ,v)y, =J (ﬁn* (1), wy (1) ,v) , YveV.

Démonstration du théoréme 2.3.2
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Existence : soit n* € L* (0,7;V) le point fixe de A définie par (2.3.27) et soit u, 8
la solution des probleme Py, et Qi pour n = n* c’est & dire u = u,~, § = j3,., nous
désignons par o la fonction donnée par (2.1.8), il résulte que (2.2.7), (2.2.10) et (2.3.11)
sont vérifiées de plus An* = n*,

on déduit :

(An* (t),v) = (n* (t),v), VoeVppte (0,T)

et d’apres (2.3.19) on conclut que le triplet {u, o, 8} est une solution du probléme Py
et qui satisfait la régularité (2.3.11)-(2.3.13) ce qui conclut ’éxistence de la solution.
Unicité : 'unicité de la solution est une conséquence de 1'unicité de point fixe de
I'opérateur A, et P'unicité des solutions des problémes PY; et QY. [

2.4 Seconde formulation variationnelle

Dans cette section, on propose une seconde formulation variationnelle notée P, du
probléme mécanique P, le probleme P5 est formulé & ’aide du champ des contraintes
et le champ d’adhésion.

Pour obtenir la formulation variationnelle on introduit la notation suivante :
Pour tout (f,w) € L*(T's) x H;, on définie le champ des contraintes admissibles
suivants :

Yad (B, u,t) = {1 € H tel que (7,¢(v))y +J(B,u,v) > (f,v),, Yv € Uy}, Vt € [0,T].
(2.4.1)

Lemme 2.4.1. Si le triplet de fonctions (u, o, 5) est une solution réguliére du probléme
mécanique P alors pour tout t appartenant o [0,T] on a :

o(t) € Xaa(Byu,t) (T—0(t),e(u(t)),y =0, V7€ 3ua(Bu,t). (2.4.2)

Démonstration. Soit ¢t € [0, 7] et supposons que (u,o) est solution de Pv. Alors
pour v = 2u (t) puis v = 0 dans (2.2.9) on obtient :

(0 (@),e(u®))y+7BE),ut),u®)={fE),ult)y, viel0,T],

u (0) = up.

(2.4.3)

en utilisant ’équation précédente et une seconde fois (2.2.9) on déduit que
o(t) € Xua (B, u,t), (2.4.4)
en utilisant la définition de X,4 (3, u,t), on obtient que :

(T—0,e(u(t), >0, VreXy(But), Vtel0;T].
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Le Lemme précedent nous permet donc de considérer la formulation faible suivante
pour le probléme mécanique P :

Probléme P, : Trouver le champ des déplacements u : [0,T] — V', le champ des
contraintes o : [0, T] — Hy et le champ d’adéhsion [ :[0,T] — L*> (I's) tels que :

o= Ae(u) + G (e (u)) p.p.t€ (0,7,

B(t) = Hoa (B(t),Cs (). R(Jus (1)) ,0< B(t) <1, pp. t € (0,T),
o (t) S Ezzd (67 u, t)
(2.4.5)
<T -0 (t) € (U’ (t))>7-[ > 07 VT € Ead (Bvuat) y D-D- le (O7T) )
u(0) =uo, [(0)=fy.
D’apres le lemme au dessus et d’aprés des arguments développés dans [16] on déduit
que (u, o, ) est solution du probléme mécanique P si et seulement si (u, o, 5) est une

solution réguliere des problemes Py et Ps.
Donc on peut dire que Py et Py sont formellement équivalents au probleme P.

2.5 Reésultat d’équivalence

On a le résultat suivant :

Théoréme 2.5.2. Sous les hypothése (2.1.19)-(2.1.25). Alors (u,0,[3) est solution
du probléme variationnel Py si et seulement si (u,o0,3) est solution du probléme va-
riationnel Po

Démonstration. Soit t € [0, 7] et supposons que (u, o, 3) est solution de Py. Alors
pour v = 2u (t) puis v = 0 dans (2.2.9) on obtient :

(0 @),e(u@®))y+iB#),ut),u®)={fE),ult))y, Vtel0,T]

u (0) = up.

(2.5.6)

en utilisant ’équation précédente et une seconde fois (2.2.9) on déduit que
0 € Yaa (B(t),u(t),t). (2.5.7)

L’inégalité variationnelle dans (2.4.5) est maintenant une conséquence de (2.5.6) et
(2.4.1). Ainsi on obtient que :

(T—o0,e(u(t), >0, VreXyBut), Vtel0;T].
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Ainsi on conclut que (u, o, 3) est une solution du probléme variationnel P,.
Réciproquement :

Supposons que (u, o, 3) est solution de P5. On commence par montre tout d’abord
que u (t) € Uyq. Supposant que u (t) ¢ U,q et notant par P (u (t)) la projection de w (t)
sur le convexe fermé U,; C V on a :

{ (P (u(t)) —u(t),v)y = (Pu(t)) —u(t), P(u(t))y > (P ut) —ul)ult),,
Yv € Uad-

(2.5.8)
il existe donc o € R tel que
(P(u(t) —u(t),v), >a>(Pu(t) —ult),u(t)),y, Yve Uiy, (2.5.9)
posons
T(t)=¢e(P(u(t) —u(t) € H. (2.5.10)
Moyennant (2.5.9) et (2.5.10), on déduit
(T(t),e(V))y > a>(T(t),e(u(t)))y, YV € U. (2.5.11)
pour v = 0 dans (2.5.11), il vient
a<0.
Supposant qu’il existe w € U,y
(7(t), e (w))y <0, (2.5.12)
sachant que A\w € U,y pour tout A > 0, il vient d’apres (2.5.11), que
AT(t),e(w)y >a, VA>0. (2.5.13)

Lorsque A — o0 (2.5.11) et (2.5.13) impliquent que @ < —o0 qui est une contradiction
avec le fait que « soit un réel. Il résulte donc que

(7(£),e(0))y, > 0, Vv € Uyg. (2.5.14)
De plus de (2.4.1) et (2.4.3),
(0 (t) e (W) +3(B() u(t),v)=(f({),v)y, Vv&Uu, (2.5.15)
en utilisant (2.5.14), (2.5.15), on deduit que
(7(t) +o(t),e () +i(BE),ut),v)=(f(t)v)y, Yv&Uu

ceci implique que
7(t) 4+ o (t) € aa(B(t), u(t), t). (2.5.16)
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En remplacant (2.5.16) dans (2.4.3), on obtient
(T(t),e(u(t)))y = 0. (2.5.17)
Les inégalités (2.5.11) et (2.5.17) constituent une contradiction et ainsi on a
u(t) € Uspg. (2.5.18)

Sachant Pappartenance de u(t) & U,q4, ceci nous permet maintenant de montrer la
seconde relation du probléme Pv en utilisant la sous différentiabilité de la fonctionnelle :

7 (B(t),u(t),.) : Uyg — R,. On obtient donc 'existence d'un élément 7(t) € H tel que :

(702 () == @®)) +3 (B, ult)v) = (BE).ut),ult) = (f (t) ;0= (),
Yv € Uad-
(2.5.19)
Pour v = 0 et v = 2u(t) dans (2.5.19) il résulte que :

(7(t)1e (u®)) +3 (B ut)u®) = (f (1) u®)y, Yol  (25.20)

de (2.5.19) et (2.5.20) on a donc

;(t) S Ead (5<t)7 u<t>’ t) :

En utilisant alors la relation du probléme P,, on montre aisement la relation suivante :

(702 (@) > (o (w By (2.5.21)
D’aprés (2.5.20) et (2.5.21) on a :
(o8 (w(®))g +3 (B @), u®),u(t)) <(f(t),u®)y (2.5.22)
Mais sachant que o € .4 (B(t), u(t),t) et u(t) € U,q on a aussi
(o (@(®))y +3(BE),u®),ut)) = (f(t),u)y - (2.5.23)
Donc on déduit la relation suivante :
(o8 () +7 (B @), u(®),ut)) = (f(t),ul®)y - (2.5.24)

de (2.5.23) et (2.5.24), on obtient :

(0,6 (v) =€ (@) +7(B(E),ut),v) =B ), u),ut)={f{),v—u),.
(2.5.25)
Ceci achéve la démonstration de ’équivalence entre les deux problémes variationnels.
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2.6 Deuxiéme résultat d’existence et d’unicité

Le principal résultat de cette partie conserne I’existence et 'unicité du probléme
variationnel P,.

Théoréme 2.6.1. Sous les hypothéses (2.1.19)-(2.1.24), le probléme Py admet une
solution unique (u,o,3) ayant la régularité :

we Wh>(0,T;V),
oeL*® (O,T;Hl) ,
B e W (0,T; L™ (T3)).

Démonstration. La démonstration est une conséquence directe du théoreme 2.3.2
et du résultat d’équivalence théoréme 2.5.2 [ |
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Chapitre 3

Approximation numérique

Dans ce chapitre, comme au chapitre 1, on va donner une approximation au pro-
bléme qui a fait I'objet d’étude théorique dans le chapitre précédente.
Ce chapitre se compose de quatre sections.
La premiére section est destinée a présenter le probléme approché, a donner et estimer
I’erreur de la discrétisation incompléte du probléme approché. Dans la seconde section
on présente et on analyse le schéma de la discrétisation compléte du méme probléme.
Dans la troisiéme section on présente un résultat de convergence pour les deux sché-
mas. Les schémas de discrétisation compléte et incomplete sont analysés a 1’aide de
la méthode des éléments finis. La convergence forte des deux cas est établie sous une
régularité minimale de la solution.

3.1 Approximation semi-discréte

On propose dans cette section, une approximation semi-discréte du probléme P,
en discrétisant le domaine spatial. On considére une position générale des espaces
arbitraires de dimension finie V;,, C V, H;, C H et L7 (I's) C L?*(T'3) utilisés pour
approcher les espaces V, H et L? (I'3), h est un paramétre de discrétisation destiné a
tendre vers zéro. Partout dans cette section, C' dénote une constante positive qui ne
dépend que de h dont sa valeur peut changer d’une place & une autre. On considére,
pour chaque h, un ensemble K; C Vj, qui approche U,, (défini au chapitre 2) et qui
vérifie les conditions suivantes :

1) K, = ensemble convexe fermé de V,

2) K}, «approche» U,, au sens suivant :

(1) Yv € Uyq, on peut trouver v, € K avec v, — v dans V;
(13) Siwup € Kp, up, — u dans V, alors u € Uyg.

Ainsi, on considére I’approximation incompléte suivante du probléme variationnel Py, .

43
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Probléme P : Trouver le champ des déplacements uy, : [0, T]— Vi, le champ des
contraintes o, : [0, T] — Hy, et le champ d’adhésion (3, : [0, T]— L3 (T's) tels que :

on (1) = Ae (i (1)) + G (e (un (1)), £ € [0,T], (3.1.1)

By (1) = Haa (B, (1) .G, () R (lurn (1)), 0 < By (8) < 1, pp- t € (0,T),  (3.1.2)
un (t) € Kn,  (on(t), € (va) — & (un (£))g +J (B (), un (£) , vn) —

{ —J (Bn () un () ,un (8)) = (f (1), vn — un (t))y,, You € Ky, VE €1[0,T7],

wn (0) = uon, By, (0) = By (3.1.4)

En utilisant des arguments similaire utilisés par la démonstration du théoréeme 2.3.1,
on montre que P¥ posséde une solution unique d’oit le théoréme suivant :

(3.1.3)

Théoréme 3.1.1. On suppose que les conditions (2.1.19)-(2.1.23) ont lieu. Alors
il existe une unique solution (un,on,3,) du probléme PY. De plus, elle satisfait
up, € WH* (0,T;V4), on € L=(0,T;Hy), 8, € WH>(0,T; L7 (T'3)).

Notre objet est de tirer des estimations d’erreur pour les différences v — uy, o — oy,
p — ). Pour cela, soit t € [0, 7], en utilisant (2.2.7)-(2.2.9) on a :

o (1) = Ac (i (1) + G (= (u (1)) (3.1.5)
B(t) = / Haa (B ()¢5 (5), R ([ur (5)])) ds + Bo, (3.1.6)
{ w(t) € U, (0(t),e () — £ (u )y +5 (B (1) ult) v) -
(3.1.7)
B, ult),u®) > (), v—ult)y, Vo Uy, Vit [0,T]
et de (3.1.1)-(3.1.4), on trouve :
on () = Ac (i (£)) + G (< (un (1)) (3.1.8)
By (1) = / Hoa (Bn (5),Cs, (), R (tirn (5)])) ds + o, (3.1.9)

{ up (t) € Kp,  (on(t),e (vn) — e (un (£)))p +3 (B, (8) sun () ,vn) —

—J (B () sun (8) ,un (1)) = (f () ;00 — un (t))y, Yor € Ky, V€ [0,T].
(3.1.10)
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En soustrayant (3.1.8) de (3.1.5), on obtient :

o) —on(t) = Ae(i(t) —in (1) + (3.1.11)
+(G(e(u(?)) =G (e(un(t)))-

De plus, en remplagant (3.1.5) dans (3.1.7), on déduit :
{ (A (u(t)) e (u(t) =)y < (G (e (u(?), e (v) =& (u®)))y +

+ (B ), u®),0) =5 (BE),ut),u®))+ (f({#),u)=v)y, Y& Uu
et en remplagant (3.1.8) dans (3.1.10), on déduit :

(3.1.12)

{ (Ae (up () ,€ (un (t)) — e (vn)) < (G (e (un (t))) e (vn) — € (un (t)))y
JBr @), un (t),vn) — 5 (By (t) un (t) ,up (t) + (f (£) ,un (t) — vn)y, , You € K.
(3.1.13)

Maintenant, en soustrayant (3.1.13) pour v = uy, (t) de (3.1.12) v, = v,(t), et apres
quelques manipulations algébriques on aura donc

((Ae (=) (1) & ((u = un) (1)))yy < (Ae ((in — 1) (1)) € ((vn = u) ()5 +
+(G (e (u®) =G (e(un (1)), ((un = u) ())y +

+(G (e (un (1)) = G (e (u(t))) & ((vn — w) (1)), +

+j (B () u(t), (un —w) (8) = J (By (8)un (£), (un —u) (1)) +

+5 (B (8) un (1), (on —u) () =3 (B (), u(t), (vn —u) (1)) +

( AR (ua(t),u(t)),  Vou(t) € K,

(3.1.14)
ou le résuduel R définie par :

{ R (on(t), u(t)) = (Ae (u(t)) + G (e (u(t)) & (on — u) ())y —
—(f @), (on—u) @)y +J (BE),u(t), (va —u)(t), Vu(t) € Kn,

donc on a :

R (on(t), w ()] < ((pr +pv) (B, 0) @ + [[F Ol + llo @) [[(on =) (O} (3.1.15)

Sachant que :

(Ae (U —up) e (u—up))y = %% (Ae (u—up) e (u—up))y -
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De (2.1.19) et I'inégalité de Korn, on a :
(Ae (1= ) & (0= )b > ma 1 — a1,

donc on a :

ma d
2 dt
La fonctionnelle j satisfait I'inégalité suivante pour tout 3,, 3, de L?(T'3) et uy, us, us
appartenant a V,

17 (B1s ur,us) = j (Ba, uz, us)] < C (|81 = Ball + llur — ual]) [|usll - (3.1.17)
D’apres (2.1.16), (3.1.15), (3.1.16) et (3.1.17), 'inégalité (3.1.14) devient :

(250 (=) () < CLg |I(w — un) (0 + CLg [1(w — un) ()| | (vn — w) ()] +

(A (w—up) e (u—up))yy > ' — wup|? . (3.1.16)

+ (Ae (i — ) (8) & ((vn = w) 1))y, +
+C [ (= un) AN (108 = B2) O+ [ (w = ua) @)]]) +
+C (I8 = Br) O + [[(u = un) @)1 [[(on = w) ()] +

( +C (- +p0) (8,0) O+ ILF O + llo @D [[(on = w) O], Voa(t) € Kn.

(3.1.18)
En integrant l'inégalité (3.1.18) de 0 a ¢ on trouve :

;

2 = ) (O + 2% o = wnl* < L [ 0= ) (]} dst

+C 1= ) Ol o = 0) @O+ € [ (1= ) Gl i~ ) 5]y dst
+0 1 (106 = 80 Oy + 100 = w) (1) I = ) ()] ) st

+0 (106 = 80 Ollmey + 1= 1) G ) 0= 0) )l ) s+

t

+C [ ((Ipr +p0) (B, 0) ()| + I ()] + llo ()ID) [[(on = u) (9)lly) ds, You(t) € K.

\ 0

En appliquant I'inégalité élémentaire

CL2 2

< 4
ab_26+ 5 0 >0,
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on aboutit &

e

t
Cllu—unl* < Lg [ |(u = un) () ds + C [|uo — uon||* +
0

O [ NG — ) ()2 ds + 1) (on — ) (] +

0

t

+C [ (1108 = B1) ()I” + [I(w — un) (S)HQ)dSJrCOftH(U—uh) (s)|I" ds+

0

t

+C [ (108 = B84) ()P + I1(w = un) (s)]%) ds + be (on — ) (s)[I* ds+

0

t

+C [ (([(p- +pv) (B, 0) ()| + I ()] + llo ()] [[(on = u) (s)[]) ds, Vun(t) € K.

\ 0

Moyennant I'inégalité de Minkowski, on obtient :

t

( t
lw = unll poo 0,11y < Cof [(w = un) ()] ds + C'|luo — uonl| + Cof [(0n = w) (s)]| ds + C'[[(vn — u) @]

t

O [ 1B~ By <s>uds+cof I — ) <s>r|ds+0f|r<vh ) (5)] ds+

0

t

|+ [ (U1 +2) (8.0 Ol + 1 G+ 0 (5D [0 = ) (3)]1F) ds, Woi(t) € Ko

0

d’apres :

[(on = w) @y, = C ([ (von = wo) | + [ (0n — ) (1)]])

Of (en — ) (s)] ds = C (||(U0h o)l + f lon — @) (3)] ds)

0

En utilisant I'inégalité de Gronwall, on trouve :
[ Nlu—unlly < Clluo = uonlly + C llon —ully, +

+C[(von = wo)lly + CNIB = Bull gy + (3.1.19)

L +C(1@r +20) (B0l + 11+ )2 llon — il =, You(t) € K
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Finalement, en soustrayant (3.1.9) de (3.1.6) on trouve :

t

6B, = / [Hot (8(5) .5 (5) , R (Jus (5)]) (3.1.20)

0

—Haa (81, (5),Cs, (5), R (|unr (5)1)] ds + By — Bon,

et en utilisant les mémes techniques utilisées pour obtenir (2.3.33), on obtient

18 = Bulsey = € [ 1 =) (Ml st | 18 = 520 (Ml € 180 = Bl
0 0

(3.1.21)
Donc en additionnant de (3.1.18), (3.1.19) et (3.1.20) on trouve :
(Nlu—unlly + 118 = Bull 2 gy < Cllon — all + Ceot+
t t
+be (e = un) (s)[ly ds + Of 1B = Br) ()l 2(ry) ds+ (3.1.22)
1 il
[ HC e +20) (Bl + IS+ MlolD? lon = all? , Vou(t) € K.
Ou
€0 = [luo — uonll + 1180 = Bonll + llvon — uoll -
D’apres le lemme de Gronwall sur (3.1.21), on déduit :
[ = unll oo, 79) 118 = Ball o r2(ry)) < € llon — ull + Ceg+
(3.1.23)

1. i
+C ([[(p- + o) B )l + (£ + lol))2 lon =l Vo(t) € K.
Par conséquent, on est arrivé & démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.2. soit (u,0,) la solution du probléme Pvyet soit (up,op,0,) la
solution du probléme P Alors on a l'estimation d’erreur suivante :

U — Up||roorn i + |15 — o (f T2 < (C inf v, — Ul + e
| wll oo,y 118 = Bull Lo 0.1:02(rs)) 1 'Uh(t)evh,(Hl n—ull + eo 5100
+ (- +p0) B )| + £l + lol)? lon — U||§> :

L’estimation (3.1.24) est la base de l'analyse de convergence de la méthode semi-
discréte. En effet, en argumentant comme dans Raviart [35], on déduit le résultat de
convergence suivant :
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Corollaire 3.1.3. On suppose que (2.1.19)-(2.1.22) ont lieu. Si
luo — uon|l = 0, 8o — Bonll — 0 quand h — 0,
alors, lorsque h — 0, on a :
[(w — un) (t)HLOO(O,T;V) + (B = B1) (t)HLOO(O,T;LOO(Fg)) — 0.
On peut estimer independament de u—uy, et 5— /3, & partir de la lui de comportement :

lo = onll < [lo =]
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3.2 Approximation compléte

On considére maintenant une approximation compléte du probléme Py. Soit 0 = to <
t; < -+ <ty = T, une partition de Uintervalle de temps [0, 7] et soit k = T/N, le
pas de discrétisation et t,, = nk les noeuds, pour n = 0,1, - -, N. Pour une fonction
continue ¢ — w (t) on utilise la notation w, = w(t,) et pour une suite {wn}szo,
on note dw, = (w, —w,_1) /k. Dans cette section, C' dénote une constante positive
indépendante des parameétres de discrétisation k et h.

La discrétisation compléte est basée sur un schéma progressif d’ Fuler et elle est donnée
sous la forme suivante :
Probléme P/** : Trouver le champ des déplacements u* = {uﬁk}nNzo C Vj, le champ

des contraintes o"* = {oh* }szo C My et le champ d’adhésion 5" = {5%}5:0 C
L2 (T3) tels que :

u™ (0) = uh, B (0) = 5, (3.2.25)

et pourn=1,--- N
otk = Ae (6ul*) + G (e (ul*))) . (3.2.26)
OB = Haa (151, Cope R ([l ) ) (3.2.27)

ult € Ky, <Uzk,6 (vh — ugk) >H +7J ( Zk,uﬁk,vh) —
(3.2.28)
_] <6Zk’u2k,ugk) Z <fn>Uh - Uhk>v, V’Uh - Kh-

En utilisant les arguments classiques des inégalités variationnelles (A.2.30), on déduit
Iexistence et I'unicité d'une solution pour le probléme P/**. Notre intérét est d’estimer
les différences u,, — u*, o, — oh* B, — ﬂzk.

Soit n € {1,---, N} et on définit u,, = u(t,), 0, = o (t,) et 3,, = B (t,) . D’abord, on
réécrit ’équation (3.2.26) sous la forme équivalente

1
ok — E.Aa (uzk — uffil) +G (e (uffil)) : (3.2.29)
et par récurrence, on trouve :
1 n—1
ot = A (u —ugt) + > G (e (u*)), (3.2.30)
=0
donc, en soustrayant (3.2.30) de (2.1.8) a ¢t = t,,, on obtient :
o — ot = %Ae (up — ul¥) — %As (uo — ug®) + (3.2.31)
n—1
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On pose
n—1
D, = 'g (2 (ua)) = Y G (e (ul¥)) (3.2.32)
j=0 H
En utilisant (2.1.19) et a I’aide de [8], on trouve 'estimation
low— o™ < € flun— a] + C|Juo — ul¥]| + (3.2.33)
+Dn+ O ([Jujr = iy
j=1
En remplagant (3.2.30) dans (3.2.28), il résulte
(A (o — ) = (0% — ) (355 o o) — 5 (B o) +
(3.2.34)

+<§;udWﬂ»dw—Mﬂ> > (b — by,

hk

ensuite, en soustrayant (3.2.34) de (3.1.12) a t = t,,, pour v = u,", on obtient

( (1 Ae (u, — ul¥) e (up, — ul¥)) < ("% — 0, + 0p,6 (V" — ) +

+<aa%»—§;udW@»d@“ww>+

(A () o (= ) 5 (B, ) —

\ _j (ﬁn7un7un) +] ( n ZkJUh) _j( Zk7uzk7 n ) + <fn7un _Uh>v'
Moyennant (2.1.18), (2.1.19), (3.1.16) et (3.2.33) et aprés quelques manipulations al-
gébriques,

Nt = o £ € (18, = 825 + o — )+ o = 251D + C = o7 +

D0+ 0 (s =) + € (o — ) +
2

1/2

L +C (|- + 1) B ) | + I fall + Nl )2 [ — 01|72, Vo € K.
(3.2.35)

Il en reste d’estimer ||Bn — 5?“ , pour cela on a de (3.2.27)

B = k> Haa (8151 G R (Julf, ) + 86 (3.2.36)
j=1



52 ANALYSE VARIATIONNELLE ET NUMERIQUE EN VISCOELASTICITE

En soustrayant (3.2.36) de (3.2.27) &t = t,,, et en effectuant quelques transformations,
on trouve

1B, = B < Yk ([1B5-1 = B + [Juja — uft L)) (3.2.37)

j=1
+Ju + |88 = Bon||

ou

ln

Iu= [ Ht (8(5) G, (5) R (e (5))) ds = 1Y Haa (8,5, o R (fugr-oe))
0 " (3.2.38)

De (3.2.33), (3.2.35) et (3.2.37), on obtient 'inégalité suivante

ot = ¥l = 84l 4 180 = 850 ey < €l =]+ € (s 4 )+

+C ZO (flujmr = o[ + 18521 = B5E4]]) + C lleol
=

1/2
L +C U+ ) G )l + [ full + lal)? [ = 0|2, W0 € K.
(3.2.39)
En adaptant des techniques similaires & celles utilisées dans [8], et en utilisant les

hypothéeses (2.1.19) et (2.1.21), on aboutit a

Dn < Ctn <||u||L°°(O7T;V)>

< ks (Hilimor + 7]

Alors, (3.2.39) devient

L“(O,T;L""(Fs)))

(Nln =il + flow = o[ + (180 = Ba[| < C JJun — "] +

ity (il + 7] +C el +

L°°(0,T;L°°(F3)))

40 R (s s+ 18500 = 5 ) +

L +C (1pr +20) B i) | + I full + N0al) 2 [ — 01| ?, V0! € K.
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L’étape finale consiste & utiliser le lemme Suivant :

Lemme 3.2.4. Soient {gn}gzl et {en}iv:l deux suites de nombres non négatifs satis-
font a

en < Cgu+ Y ke (3.2.40)
j=1
alors
en < C (gn +) lcjgj> (3.2.41)
j=1
Donc
max e, < C'max g, (3.2.42)
n<N n<N
Démonstration. Pour la démonstration, on peut consulter [28], et [8]. |

Par 'application de ce dernier lemme, on déduit ’estimation de ’erreur suivante

Irflgaﬁf Hun o quHLOO(O,T;V) + HG” - O-ZkHLOO(O,T;H) + Hﬂn - 5Zk||Loo(0,T;L2(r3)) =

Cmane (1 + ) B )|+ all + )2 [l = 07 + [ = 0"

ity (Nillmorn + 7] )+ Clal

\ L0 (0,T;L2(T3))

Cette estimation va étre utilisée pour analyser la convergence de la méthode de dis-
crétisation compléte.

3.3 Analyse de la convergence

Dans cette section, on analyse la convergence de la discrétisation compléte et incom-
plete des solution du probléme P.

On fait cette analyse sous les conditions de régularité v € Wt (0,T;V), o €
L>(0,T;H), B € WL (0,T; L= (T3)).

On premier on introduit ces hypothéses dans les espaces fonctionnelles V, H, L* (T's)
et les espaces & dimension finie Vj,, Hy,, L2 (T's).

Hypotheése (S;) :

I1 existe un sous espace Vy C V dense dans V' et une fonction « (k) > 0 tel que :

lim a(h) =0

h—0t
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et
inf [0~ vally <a(h)llolly,, Vo€ Vo

v —Vh
Hypothése (S,) :
Il existe un sous espace Hy C ‘H dense dans H et une fonction v (h) > 0 tel que :
li h)=0
g, 7 ()

et
inf ||z — znllyy < v (R) 2]y, V2 € Ho.

zp€Hp,
Hypotheése (S3) :
Il existe un sous espace (L? (I's)), C L* (I's) dense dans L? (I'3) et une fonction 6 (h) >
0 tel que :
lim 6 (h) = 0

h—07t
et

. 2
it =l <00 [l gy, - Y0 € (L2(T),

On peut maintenant etudier la convergence de la discrétisation incompléte du probléme
P donnée par l'estimation (3.1.24).

Théoréme 3.3.5. Soit v € WL (0,T;V), ¢ € L®(0,T;H,), B €
Whoe (0,T; L (T'3)) la solution du probléme P et w, € WL (0,T;V}), on €
L>(0,T;Hp), B, € WHe(0,T; L2 (T'3)) la solution qui correspond & la discrétisation
incompléte du probleme P".

Ainsi sous les suppositions (Sy), (S2) et (S3) on a :

(e = unll +llo = onll + 118 = Bul) = 0 quand  h — 0.
Démonstration. De (S;), (Sq) et (S3) on a :
|luo — uonl| — 0, |8y — Bonll = 0 quand h — 0. (3.3.43)

On a Wb (0,T;V,) dense dans W (0,7;V) donc pour tout £ > 0, il existe u €
Whee (0,T;Vp) tel que :

~

u—u -
= 27

h ~
et on a aussi par I'interpolation, pour tout 6 > 0, il existe ITu € W (0,T; V}) tel
que :

ho o ~ )
Mu — u|| < a(h) HUH < 2’
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alors , X
w—Tu|| < ||la — || + ||u— Hu|| <6, (3.3.44)
donc
! !
inf fli—un)|? <||o—ul| + inf [|[u—uvn|| <VO++/a(h)|lul| , (3.3.45)
U}Le‘/h U}LE‘/}L VO
[ |

alors la convergence est déduite de (3.3.43) et (3.3.45).
Revenons maintenant a ’analyse de la convergence pour la discrétisation complete.

Théoréme 3.3.6. Soit u € W (0,T;V), 0 € L*(0,T;H,),
B e W (0,T; L (T'3)) la solution du probléeme P et uh € W1 (0,T;V;),
ol € L®(0,T;Hy), B € Whe(0,T; L2 (T'3)) pour n = 1,N , la solution qui

correspond a& la discrétisation compléte du probléeme P.
Alors sous les suppositions (Sy), (S2) et (S3) on a :

max (||u, — ul|| + ||on — 2| + |8, = B2]]) =0  quand h—0.  (3.3.46)

Démonstration. En suivant les mémes étapes qu’au dessus on a :

L Vi ai

1
~|l2 . ~
un—uH + inf ||u—o"

1
inf Hun - vhH2 <
vhevh

vhevh

)
Vo

donc :

U, —ZH2 + inf

U — UZ
vhevy,
n

) < Vo vawi,
(3.3.47)

alors de (3.3.43) et (3.3.47) ; la relation (3.3.46) est vérifiée, ce qui termine la démons-
tration. m

max inf Hun — vhH% < max (‘
n UﬁEVh n
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Annexe A

Rappels de la mécanique des
milieux continus

Afin de faciliter la lecture de ce mémoire, il nous est paru utile de rappeler des
notions principales de la théorie de la mécanique des milieux continus, des résultats
fondamentaux d’analyse fonctionnelle non linéaire dans les espaces de Hilbert, ainsi
que les propriétés de base de 'approximation variationnelle. Ceci est 'objet de cet
annexe qui est divisé en trois sections.

La premiére section est consacrée aux rappels de quelques notions de base tels que le
tenseur des contraintes et le tenseur des déformations linéarisé. On y introduit les lois
de comportement du type élastique et viscoélastique. On y trouve aussi des conditions
aux limites de contact avec frottement d’'un corps déformable avec une base rigide.
Ainsi, on y introduit de nouvelles conditions de contact couplé & ’adhésion et les
différentes équations qui modélisent le processus d’adhésion.

La seconde section comprend des rappels sur les espaces de Hilbert et quelques élé-
ments d’analyse non linéaire et particulierement des résultats d’existence et d’unicité
concernant les inéquations variationnelles elliptiques et les opérateurs maximals mo-
notones et de Lipschitz. On y cite aussi, quelques lemmes du type Gronwall qu’'on a
utilisé dans ce travail.

La derniére section concerne les espaces fonctionnels, on y introduit des espaces de type
Sobolev associés a I'opérateur déformation et a 'opérateur divergence et on présente
leurs principales propiétés. notamment les théoremes de trace.

A.1. Rappels & préliminaires

Il s’agit dans cette section de présenter quelques rappels de mécanique des milieux
continus. Pour plus de détails sur ce sujet, on cite & titre d’exemple les ouvrages [10]
et [16] .

57
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A.1.1. contraintes & déformations

Soit un corps matériel qui occupe un ouvert borné  de R¢ (d = 2, 3), de frontiére régu-
liere 02 = I" supposée assez réguliére, rapporté a un systéme cartésien Ox; (z = 1,_d)
Du point de vue mécanique, on étudie le nouvel état d’équilibre du corps résultant de
I’application des forces volumiques dans €2 et des forces surfaciques sur une partie de
la frontiere I', dans un intervalle de temps [0, T7].
Les inconnues du probléme sont :

-Le champ des déplacements u : Q x [0,T] — R? |

-Le champ des contraintes o : Qx [0, T] — Sq ot Sq = R%*%est 1’espace des tenseurs
symétriques du second ordre sur R?,

-Le champ d’adésion 3 : '3 x [0,T] — [0, 1].
La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus exprimant 1’équivalence
entre des efforts extérieurs et le tenseur des accélérations pour un systéme quelconque,
conduit a I’équation du mouvement suivante :

Divo + fy = pu dans Q x [0,7]. (A.1.1)

Dans cette équation, p : Q — R, désigne la densité de masse, u est le champ des
accélérations, fy : Qx[0, T] — R? représente le champ des densités des forces volumique
appliquées sur le corps et qui sont des données du probléme, Divo est la divergence
du champ des contraintes.
Ces processus d’évolution modélisée par (A.1.1) s’appellent processus dynamiques,
dans certaines situations ’équation (A.1.1) peut se simplifier, par exemple dans le cas
ou u = 0, il s’agit d’un processus d’équilibre ( processus statiques), ou bien dans le cas
ol le champ des vitesses u varie trés lentement par rapport au temps, c’est-a-dire que
le terme pu peut étre negligé ( processus quasistatiques). Dans ces deux cas 1’équation
(A.1.1) devient :

Divo + fo =0 dans Q x [0,7]. (A.1.2)

Dans la suite, on va considérer des matériaux élastiques et viscoélastiques dans le cadre
des petites transformations. Dans ce cas, on a besion du champ des déformations
linéarisé € : Q x [0,T] — S, définit par :

e = (5ij) yEij = % (@ul + Glu]) dans  x [0, T] , (A13)

ou 0, représente l'opérateur de dérivation partielle par rapport a la variable x; . On
précise en outre qu’on adopte la convention de I'indice muet. Souvent, pour marquer
la dépendance du champ des déformations ¢ par rapport au champ des déplacement
u, on va le noter € (u).

Les équations (A.1.1) et (A.1.2) sont insuffisantes a elles seules pour décrire les mouve-
ment des milieux continus, elles doivent étre complétées par d’autres relations carac-
térisant le comportement de chaque matériau; ce sont les lois de comportement que
nous décrivons dans la section suivante.
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A.1.2. lois de comportement

Les lois de comportement caractérisent le comportement de chaque type de milieu
continu.

Bien qu’elles doivent respecter certaines propriétés d’invariance, leur origine est sou-
vent expérimentale et c’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour
établir une loi de comportement. Nous présentons ci-dessous les lois de comportement
¢élastique et viscoélastique traitées dans cette theése.

lois de comportement des matériaux élastiques

Nous considérons ici une catégorie de matériaux pour lesquels la loi de comportement
peut étre écrite sous la forme suivante :

o=F(c(u)), (A.14)

ou F est une application linéaire ou non linéaire. Cette loi peut modeler quelques pro-
priétés mises en évidence par les expériences de chargement monotone : linéarité de la
courbe o = o (¢) (suivant que F' soit linéaire ou non), durcissement ou adoucissement
de la courbe 0 = ¢ (¢) (suivant que F' soit monotone ou non). Par contre, ni le fluage,
ni la relaxation ne peuvent étre décrits par la loi (A.1.4). En effet, si par exemple a
I'instant ¢ = 0 on a € (0) = £¢ et on maintient la déformation constante ¢ (t) = &,
YVt > 0 il résulte o (t) = F (g9), Vt > 0. Par conséquent le modele (A.1.4) ne peut
pas décrire le phénomene de relaxation mis en évidence par les essais expérimentaux.
De méme, pour I’équation (A.1.4) les courbes charge-décharge 0 = o (¢) coincident.
Ce modeéle ne peut donc pas décrire les déformations résiduelles ce qui justifie I'intro-
duction d’autres lois de comportement capables de modéler ces phénomeénes.

En élasticité linéaire o est une fonction linéaire de ¢, c’est a dire

g = Ac‘i, (Uij = aijkl&tkl) s (A15)

ot A = (a;jp) est un tenseur d’ordre quatre.

lois de comportement des matériaux viscoélastiques

La loi de comportement est de la forme
o= Ae(u) + Ge (u), (A.1.6)

ou A et G sont des fonctions constitutives. A représente 'opérateur de viscosité et G
désigne

lopérateur d’élasticité.

Et pour un corps élastique lorsque A = 0, la loi se réduit a

o= Ge(u).
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Nous rappelons qu’en viscoélasticité linéaire, le tenseur de contraites 0 = (o;;) est
donné par :
045 = alijklgkl (U) + gi]’kl&“kl (u) s (A17)
A = (a;jp) est le tenseur de viscosité et G = (g;1) le tenseur d’élasticité, pour
1,5,k l=1,..d.
La loi de comportement (A.1.6) est une loi viscoélastique du type Kelvin-Voigt.
On utilisera cette loi dans le chapitre 1 et 2 de cette these.

A.1.3. Conditions aux limites de contact avec adhésion

Afin de compléter le modéle mathématique qui décrit I’équilibre d’un matériau, il faut
encore préciser les conditions aux limites.

Soit 2 C RY le domaine régulier occupé par le corps, I' la frontiére de ) et le v vecteur
normal unitaire extérieur & I'. Soit également I' = I'y Uy UT's, I NI, = &, pour ¢ # j,
une partition de I'. Pour simplifier, on se place dans le cas statique et par conséquent
le temps n’interviendra pas par la suite.

On considére les conditions aux limites suivantes :

u=f; surly, (A.1.8)
ov=fy, surls. (A.1.9)

La condition (A.1.8) est appelée condition auz limites de déplacement ; sa signification
consiste en ce que le champ des déplacements est imposé sur la partie I'; de la frontiere
', la fonction fy étant une donnée du probléme (par exemple, si fy = 0 le solide est
encastré par la partie I'; de sa frontiére dans une structure fixe).

La condition (A.1.9) est appelée condition auz limites de traction; sa signification
consiste en ce que le vecteur des contraintes de Cauchy ov est imposé sur la partie 'y
de la frontiere, la fonction f, représente la densité des forces appliquées de surface et
constituant une donnée du probléme.

Si I'y = @ le probléme aux limites est un prbléme de traction pure et si 'y = @ le
probléme aux limites est un probléme de déplacement pure. Si les parties I'y et I's sont
toutes les deux de mesure de Lebesqgue N — 1 dimensionnelle strictement positive, le
probléme considéré est un probléme mixte déplacement-traction.

On note par v, et v, la composante normale et respectivement tangentielle de tout
champ vectoriel v = v, v + v, o v, = v.r. De méme, soit ¢, et o, la composante nor-
male et respectivement tangentielle du tenseur des contraintes de Cauchy ov. 1l vient :
o, = (ov),, 0, = (ov)_sur I's. On consideére les conditions aux limites suivantes :

condition de contact sans frottement

On dit que le contact entre le corps et la base rigide S est sans frottement, si les
mouvements tangentiels sont libres, ce qui se traduit par

o, =0 surls. (A.1.10)
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Puisque S représente une base rigide, elle ne subira donc pas de déformations. Le
corps ne pourra donc pas y pénétrer. Cette propriété se traduit mathématiquement
par l'inégalité suivante :

u, =ur <0 surls. (A.1.11)

Aux point de I's tels que u, < 0, le corps déformable quitte la base rigide. Les
contraintes normales y sont alors nulles. Par conséquent, on a :

u, <0=0,=0 surl};. (A.1.12)

Aux point de T'3 tels que u, = 0, on suppose que la base rigide S exerce une réaction
inconnue suivant la direction de la normale et orientée vers 2. On a :

u, =0=0,<0 surl}. (A.1.13)

Pour résumer, les conditions de contact (A.1.10) - (A.1.13) s’écrivent d’une maniére
combinée de la fagon suivante :

u, <0, 0,<0, 0,=0, o,u, =0, surl;s. (A.1.14)

Les conditions aux limites de contact de la forme (A.1.14) sont aussi appelés conditions
de contact de Signorini.

Les conditions de contact de Signorini (A.1.14) modélisent le contact d’un corps dé-
formable avec une base rigide. On peut envisager donc des conditions de contact d’un
corps déformable avec une base déformable. On va en citer un exemple qui se présente
comme des conditions aux limites régularisées des conditions de Signorini (A.1.14).
Plus précisément, sur les parties I'; et I's, on impose les conditions aux limites de
déplacement-traction alors que sur la partie I's, on suppose :

o, =0 si u, <0
—-h<o,<0 si u,=0 , et o,=0, (A.1.15)
o, =—h si u, >0

ou h > 0 est un parametre a tendre vers 'infini. On remarque que les conditions aux
limites (A.1.15) tendent formellement vers les conditions aux limites de Signorini
(A.1.14) quand le parameétre h tends vers I'infini.

conditions de contact avec frottement

On présente dans ce qui suit quelques exemples de lois de frottement. On se borne au
cas statique utilisé notamment en modélisation des processus de chargement montone
(voir aussi [12] et[16]).
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Loi de Coulomb : C’est une des lois les plus répandues et elle est plus réaliste que
la précédente. Elle se caractérise par 'intervention de la contrainte normale dans le
seuil de glissement et peut s’énoncer comme suit :

07| < pelou ]
lor| < plo,| = u, =0; (A.1.16)
lo-| = plo,| = il existe A > 0 tels que 0, = —Au,,

ou  est le coefficient de frottement. A (A.1.16) on rajoute des conditions aux limites de
contact bilatéral (u, = 0) ou unilatéral (u, <0,0, <0,0,=0,0,u, =0sur ).
Laloi de Coulomb est souvent utilisée pour les corps rigides ou élastiques. On remarque
également qu’il s’agit d’une loi a seuil, tant que le seuil n’est pas atteint, il n’y a pas de
glissement. Ce seuil est variable et dépend de la contrainte normale ce qui représente
une difficulté majeure pour I’étude mathématique de cette loi de frottement, (voir par
exemple [16] et[12] ).

Loi de Coulomb avec seuil de type Stromberg : Cette loi de frottement est
une version de la loi de Coulomb proposée récemment dans [42]. On peut supposer
que le contact est bilatéral ou unilatéral. On remplace dans la loi précédente le seuil
de frottement p = |o,| par le seuil de type p(|o,|) = |o,| (1 — [ao,|), oi a est une
constante positive liée a 'usure de la surface en contact. La considération de ce seuil
de frottement est faite a partir des principes de la thermodynamique. Les essais ex-
périmentaux donnent pour o des valeurs trés petites. En résumé, cette loi s’énonce
comme suit :

o7 < pp(|o]) 5
7| < pp(ou]) = ur =0; (A.1.17)
lo.| = pp (Jo,|) = il existe A > 0 tels que o, = —\u,.

Loi de Coulomb non locale généralisée : Finalement, on présente la loi de frot-
tement qui généralise la loi précédente. Soit 'opérateur R une régularisante normale,
c’est & dire un opérateur lineaire continu R : Hz (I') — L*(I"). La régularisante R
est introduite pour des raisons techniques car la trace du tenseur des contraintes sur
la frontiére est tres irréguliere. Cette loi s’énonce comme suit :

07| < up (|Roy));
lor| < pp(|Roy|) =  u, =0; (A.1.18)
lo-| = pup (|Ro,|) = il existe A > 0 tel que o, = —Au,,

oup:I's x Ry — R, est le seuil de frottement vérifiant les conditions suivantes :

(a) il existe M > 0 tel que

p(z,m1) —p(z,72)| < M |ri— 72

pour tout r1,79 € Ry p.p. sur I's; (A.1.19)
(b) © — p(x,r) est mesurable sur I'; pour tout r € Ry;

(¢) p(x,0) =0 p.p.sur I's.
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La présence de 'opérateur R dans (A.1.18) nous conduit & appeler (A.1.18) loi de
frottement non local. Remrquons que 'hypothese (A.1.19) est satisfaite pour les deux
lois précédentes. Aux conditions (A.1.19) on rajoute des conditions de contact bilatéral
ou unilatéral.

D’un autre coté, la diversité des matériaux a conduit les chercheurs a utiliser le collage
des composites comme étant un moyen universel d’assemblage de matériaux de nature
trés différente. Pour modéliser les phénomeéne d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le
processus d’adhésion a la description du contact. En se basant sur les idées de [17] et
[18], on introduit une variable interne de surface appelée, champ d’adhésion, qui prend
ses valeurs entre zéro et un et qui décrit la densité fractionnaire des liens actifs sur la
surface de contact. Le processus est gouverné par ’équation différentielle

B = Hu (8,Cs R (|us]))  sur Ty x [0,77].

H,4 est une fonction générale qui s’annule quand le premier de ses variables s’annule.
En plus, on considére la possibilité que, quand les cycles de collage et de décollement
continuent, il y a une diminution de 'efficacité du collage. Par conséquent, le processus
est supposé dépendre du temps du collage, qu’on note par :

Cﬁ(x,t):/ﬁ(:c,s)ds, sur I's x [0,77].
0

La fonction R : R, — R, est une troncature définie par :

. < .
R(s):{s si 0<s<L;

L si s>1L,

ou L > 0 est la longueur caractéristique des liens. On donne quelques exemples de ce
genre de fonctions

Had (57 T) = —’Yyﬁ+7"27

ou v, est la constante de I’énergie de collage. Un autre exemple, dans lequel H,; dépend
de ses trois variables, est

7;_6—&- (1 - 5)4-
1+

Had (ﬁa Cvr) = _7;6+T2 +

A.2. Analyse non linéair dans les espaces de Hilbert

Cette section comporte des rappels de quelques résultats d’analyse non 1énaire utilisés
dans ce mémoire. On précise que pour avoir plus de détails sur les rappels figurants
dans cette section, on peut consulter par exemple [44], [5] et [39].
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A.2.1. Rappels sur les espaces de Hilbert

Dans la suite, H désigne un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire ainsi
que de la norme associée notés respectivement par (.,.) et |.|;. On note aussi par H '
'espace dual de H et par (.,.) 5, ; la dualité entre H' et H.

Propriétés élémentaires

Théoréme A.2.7. (théoréme de représentation de Riesz-Fréchet).
Etant donnén € H , il existe f € H unique tel que :

<777U>H/><H:<f7U>H7 V'UGH

On a de plus
|77‘H' = |f|H

Ce théoréme montre que toute forme linéaire continue sur H peut se représenter de
maniére unique a l’aide du produit scalaire. L’application n — f est un isomorphisme
isométrique qui permet d’identifier H et son dual H .
On dit que la suite (u,) C H est faiblement convergente vers I’élément u € H et on
note u,, — u si

(V,Up) gy — (V,u)y, Vv e H.

Dans ce cas, u s’appelle limite faible de la suite (u,). En utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwartz, il résulte que si v, — v dans H alors u,, — u dans H. La réciproque n’est
pas en général vraie. De plus, puisque tout espace de Hilbert est réflexif, on a le résultat
suivant :

Théoréme A.2.8. Soit (u,) une suite bornée de H. Il existe alors un élément u € H
et une sous-suite de (u,) encore notée (u,) telles que u, — u.

Un élément v € H qui est la limite faible d’une sous-suite de la suite (u,,) s’appelle
point faiblement adhérent a la suite (u,). On prouve que :

Théoréme A.2.9. Sila suite (u,) C H posséde un unique point fiablement adhérent
u € H, alors u, — u.

Autrement dit, le théoréme précédent affirme que si toute les sous-suites faiblement
convergentes d’une suite (u,) ont la méme limite faible u, alors toute la suite (u,)
converge faiblement vers wu.

Soient u et v deux éléments de H. On dit que u et v sont orthogonauzr et on note u L v
si (u,v),; = 0. Soit M un sous-espaces vectoriel de H. On pose

M*={veH\vLlu YuecM}.
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On dit que M~ est l’orthogonal de M dans H et on peut prouver le résultat suivant :

Théoréme A.2.10. Soit M un sous-espaces fermé de H. Alors M+ est un supplé-
mentaire topologique de M c’est a dire

1. M+ est sous-espace fermé de H.

2. MNM*+={0} et M+ M =H.

On va finir ce pragraphe par un résultat concernant la projection sur un convexe fermé :

Théoréme A.2.11. Soit K C H un convezxe fermé non vide. Alors pour tout f € H
il existe u € K unique tel que :

[ —uly = min|f vl (A.2.20)

ve

De plus, u est caractérisé par la propriété suivante :
uwe K, (u,v—u)y > (f,v—u),, Yvelk. (A.2.21)

Etant donné K C H un convexe fermé non-vide, le théoréme précédent nous permet
d’associer a chaque élément f € H 1'élément u définit par (A.2.20) ou (A.2.21). On
note u = Pk f. On a mis ainsi en évidence l'opérateur Px : H — K qui s’appelle
opérateur projection de H sur K.

Théoréme du piont fixe-Théoréme de Lax-Milgram

On va commencer par rappeler un résultat classique qui est le théoréme de point fixe
de Banach. Ce résultat intervient dans les démonstrations de bon nombre des résultats
d’existence et d’unicité établis dans les chapitres précédents.

Théoréme A.2.12. Soit (X,d) un espace métrique complet et soit F': X — X une
application contractante, c’est a dire qu’il existe un réel k vérifiant 0 < k < 1 tel que :

d(F(iUl),F(x2>> S kd(ﬂ?l,l'g), Vl'l,l'g € X.
L’application F' admet alors un point fize unique x € X i.e. F (x) = x.

Soit maintenant a : H x H — R une forme bilinéaire sur H x H. La forme a est dite
1) continue s’il existe un réel M > 0 tel que :

la(u,v)| < M uly|vly, Vu,ve H;
2) coercive 8’1l existe un réel m > 0 tel que :

a(u,u)>mluly, YueH.
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Remarque A.2.13. Soient A : H — H un opérateur et a : H x H — R la forme
définie par :
a(u,v) = (Au,v),, Vu,ve H. (A.2.22)

On a alors les propriétés suivantes :

1. a est bilinéaire si et seulement si A est linéaire.
2. a est continue si et seulement si A est continu.

3. a est coercive si et seulement si A est définit positif.

Le second rappel de ce paragraphe concerne le fameux théoréme de Laz-Milgram :

Théoréme A.2.14. Soit a : H x H — R une forme bilinéair, continue et coercive.
Alors pour tout f € H. Il existe un unique u € H tel que :

a(u,v) = (f,v)y, VveH. (A.2.23)

A.2.2. Fonctions convexes-semi-continuité inférieure

On considére une fonction ¢ définie sur un espace vectoriel réel X et a valeurs dans
|—00, +00]. Une telle fonction est dite propre si elle n’est pas identiquement égale a
+00, c’est a dire sil existe uy € X tel que ¢ (ug) < +00. La fonction ¢ est dite convezxe
si
ptut+ (1 =t)v) <te(u)+(1—-t)p), YuveX,telo1].

La fonction ¢ est dite strictement convexe si cette derniére inégalité est stricte pour
tout u,v € X tels que u # v.

Pour toute fonction ¢ : X — |—00,400|, on définit le domaine et I’épigraphe de ¢

respectivement par :
dome ={u € X\ p(u) < +oo},

epip = {(u,a) € X xR\ ¢ (u) < a}.
Il est claire qu’on peut établir les résultats suivants :

1. ¢ est propre si et seulment si domyp # .
2. Le domaine de ¢ est un ensemble convexe de X si ¢ est convexe.

3.  est covexe si et seulement si epip est un ensemble convexe dans X x R.

Une fonction ¢ : H — |—o00,+0o0] est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) en
ug € H si
lim inf ¢ (u) > ¢ (up) -

u—uQ
Une fonction est dite s.c.i sur K C H si elle est s.c.i. en tout point de K et elle est

dite s.c.i. si elle est s.c.i. sur tout H.
La propriété de semi-continuité inférieure peut étre caractérisée par :
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Lemme A.2.15. Soit ¢ : H — ]|—o00,+00]. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. ¢ est semi-continue inférieurement.

2. L’épmgraphe de ¢ est fermé dans H x R.

Puisque dans un espace vectoriel normé tout ensemble convexe est simultanément
fermé pour la topologie forte et la topologie faible, le lemme précédent conduit au
résultat suivant :

Théoréme A.2.16. Soit ¢ : H — |—00,+00] une fonction convexe et propre. Alors
@ est semi-continue inférieurement si et seulement si elle est semi-continue inférieu-
rement par rapport & la topologie faible de H.

Soit maitenant K un sous-ensemble de H. On appelle fonction indicatrice de K, la
fonction Uy : H — |—00, +00| définie par :

\I/K (U) =

{ 0 sl wek (A.2.24)

+00 sinon.

En utilisant cette défintion, on peut facilement prouver le résultat suivant :

Lemme A.2.17. K est un ensemble convexe, fermé et non vide de H si et seulement
st la fonction indicatrice 1) est conveze, semi-continue inférieurement et propre.

A.2.3. Différentiabilité - sous différentiabilité

On note a présent par 27 1'ensemble de toutes les parties de H.
Une fonction ¢ : H — |—o00, +00] est dite Gateauz-différentiable au point v € H §'il
existe un élément Vi (u) € H tel que :

(st~ p )
t—0 t

= (Vo (u),v),, VveH.

L’élément Vi (u) s’appelle la différentielle au sens de Géteaux de ¢ en u.

La fonction ¢ est dite Gdteaux-différentiable si elle est Gdteaux-différentiable en tout
point de H ; dans ce cas 'opérateur u +— Vi (u) : H — H s’appelle le gradient de ¢.
La convexité des fonctions Gateaux-différentiable peut étre caractérisée de la fagon
suivante :

Lemme A.2.18. Soit ¢ : H — R une fonction Gateauz-différentiable. ¢ est alors
une fonction convexe si et seulement si

o) —@(u) > (Ve(u),v—u)y, VuveH. (A.2.25)
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L’inégalité (A.2.25) suggeére une généralisation de la notion de gradient aux fonctions
convexes :

on dit que la fonction ¢ : H — |—00, +00| est sous-différentiable en un point v € H
s’il existe f € H tel que :

o) —¢(u) > (f,v—u)y,, VveH. (A.2.26)

L’élément f est alors appelé un sous-gradient de ¢ en u et ’ensemble des sous-gradients
de ¢ en u est appelé le sous-différentiel de v en u et est noté dy (u) :

Op(u)={feH\p) —¢) = (f,v-uy, Vvelj. (A.2.27)
On note par dom (Jp) 'ensemble défini par :
dom (0p) ={u € H\ dp (u) # o} . (A.2.28)

En utilisant (A.2.28), (A.2.27) ainsi que la définition du domaine d’une fonction, il
résulte
dom (0p) C domep. (A.2.29)

L’opérateur multivoque u — 9y (u) : H — 2H g’appelle le sous-différentiel de .

La fonction ¢ est dite sous-différentiable si elle est sous-différentiable en tout point de
H, c’est a dire si dom (0p) = H.

En utilisant I'inégalité (A.2.26), on obtient :

Lemme A.2.19. Soit ¢ : H — |—00,4+00] une fonction sous-différentiable. ¢ est
alors convexe, propre et semi-continue inférieurement .

Lemme A.2.20. Soit ¢ : H — |—00,400] une fonction convexe et semi-continue
inférieurement. Alors ¢ est sous-différentiable en tout point intérieur de son domaine
dome.

Dans le cas d’une fonction convexe, le lien entre l'opérateur gradient et le sous-
différentiel est donné par :

Lemme A.2.21. Soit ¢ : H — |—00,+00| une fonction convere et Gditeaux-
différentiable et Op (u) = {Vp (u)} pour tout u € H.

A.2.4. Inéquations variationnelles elliptiques

Soit A : H — H un opérateur non linéaire, ¢ : H — |—00, +00] une fonction propre et
f € H. Un nombre de problémes aux limites en équation aux dérivées partielles ainsi
qu’en mécanique des milieux continus ont un rapport avec des problémes mathéma-
tiques de la forme suivante :

we H, (Aujv—u)y+¢ (V) —¢(u) > (f,v—u),;, VveH. (A.2.30)
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Le probléme (A.2.30) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espéce
sur H. D’autres problémes rencontrés en mécanique ont un rapport avec des problémes
mathématiques similaires de la forme suivante :

{ trouver u tel que : (A.2.31)

ve K, (Au,v—u)y > (f,v—u)y, WweK,

ot K est un sous ensemble non vide de H. Le probléme (A.2.31) est appelé inéquation
variationnelle elliptique de premiére espéce sur H.

Remarquons que si ¢ =0 (ou K = H ), alors (A.2.30) (resp.(A.2.31)) est équivalente
au probléme suivant :

{ trouver u tel que : (A.2.32)

we H, (Au,v)y, = (f,v)y, YveH.

On obtient ainsi une équation variationelle. On dit que 'opérateur A défini sur un
espace de Hilbert H est :

a) fortement monotone si A vérifie

il existe m > 0 tel que :

(A(e)) — Alg) 1 — €2)y > a1 — 2], pour tout 1,65 € A;

b) de Lipschitz si A vérifie
il existe L > 0 tel que :

|A (61) — A(€2)|H S L |61 — €2|H pour tout €1,E2 € A.

On peut démentre (voir [40] ) que si A est fortement monotone et de Lipschitz alors
A est inversible et A~! est fortement monotone et de Lipschitz. En ce qui concerne les
probléemes (A.2.30) et (A.2.31), on a les résultats d’existence et d’unicité suivants :

Théoréme A.2.22. Si A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz et
@ est une fonction propre, convexe et semi-continue inférieurement alors l’'inéqaution
variationnelle elliptique (A.2.30) admet une solution unique.

Théoréme A.2.23. Si A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz et
K est un convezre fermé non wvide de H alors l'inéquatuon variationnelle elliptique
(A.2.31) admet une solution unique.

Définition A.2.24. On dit que 'opérateur A est monotone si
<U1 — Ug, W1 — ’LU2>X >0, Yw; € Aul, We € AUQ, Yui,us € D (A) .

Définition A.2.25. On dit que I'opérateur multivaleur A est maximal monotone s’il
n ’existe pas un opérateur multivaleur B : D (B) C H — 2 qui est un prolongement
de opérateur A .
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On a le résultat suivant :

si ¢ : H — R une fonction propre, convexe et s.c.i. alors le sous-différentiel dy est un
opérateur maximal monotone .

On peut voir aussi que :

si Ay : D (A;) C H — 2% un opérateur maximal monotone et Ay : D (Ay) € H — 27
un opérateur de valeur singulier, monotone et continue, alors A; + A, est un opérateur
maximal monotone.

Théoréme A.2.26. Soit H un espace de Hilbert réel et Iy : H — H ['opérateur
d’identité. Si A : D(A) C H — 2% un opérateur multivaleur tel que l’opérateur
A + aly est marimal monotone pour un réel o, alors pour f € WY (0,T;H) et
ug € D (A), il existe une fonction unique u € WH> (0, T; H) tel que :

w(t)+Au(t) s f(t) ppte(0,T),

u (0) = up.

A.2.5. Compléments divers

On présente ici des lemmes classiques du type Gronwall utilisés dans les chapitres de
ce mémoire.

Lemme A.2.27. Soient m, n € C (0, T;R) telles que m (t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t €10, T] et soit a >0. Si W e C(0,T;R) est une fonction telle que :

\D(t)§a+/m(s)d$+/n(s)\ll(s)ds, vVt € [0,7],

alors

t

U (t) < a+/m(s)ds exp /n(s)ds ,  Ytel0,T].

Lemme A.2.28. Soit m € W1 (0, T;R) une fonction telle que m (0) = 0 et m (t) >
0 pour tout t € [0,T] et soient a > 0 et b > 0 deux constantes. Si 1 € L= (0,T;R) est
une fonction telle que :

\If(t)§a+m(t)+b/\ll(s)ds, vVt € (0,77,
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alors

U (t) <m(t)+ a—i—b/m(s)ds e, vtelo,T].

Lemme A.2.29. Soient m, n € C (0,T;R) telles que m (t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t€[0,T) et soit a > 0. Si Ve C(0,T;R) est une fonction telle que :

t

%‘112 (t) < %a? + /m (s) W (s)ds+ /n(s) U2 (s)ds, Vtel0,T],

alors

t

W ()] < a+/m(s)ds exp /n(s)ds ., Vte|0,T].

0

A.3. Espaces fonctionnels

Cette partie constitue une introduction succinte aux espaces de Sobolev qui sont la
clef d'une bonne compréhension des problémes aux limites. Il rassemble les prpiétés
essentilles de ces espaces qui seront utilisées de fagons constante dans les chapitres
ultérieurs. On présente de leurs principales propriétés, notamment les théorémes de
trace. On rappelle aussi quelques espaces définis sur un intervalle réel et a valeurs dans
un espace de Hilbert. On adopte ici la convention de I’indice muet et on précise aussi
que toutes les notations ainsi que les espaces fonctionnels utiltsés dans cette thése sont
introduits dans cette section. En outre, dans la rédaction de cette section nous avons
suivi [40]. Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev et les espaces de distributions,
on renvoie le lecteur a [37], [1] et [4].

A.3.1. Espaces de distributions

Soit 2 un ouvert de RY. On note par D (Q) I'espace des fonctions réelles sur €2,
indéfiniment dérivables et & support compact inclus dans 2 et par D’ (2) 'espace des
distributions sur 2. Le produit de dualité entre D' (2) et D (2) sera naté par (., .).
On précise en outre que le produit scalaire canonique ainsi que la norme euclidienne
sur RY seront respectivement notées par “.” et |.|. Nous introduisons également les
espaces suivants :

D={p=(e)\peD(Q), i=L N} =D(@)",

D:{¢: (¢ij)\¢ij:¢jiep(9)a h,J =1
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D' ={u=(u)\u €D (Q), i=1,N}=D'(Q)",

D ={o=(04)\oij=0,€D(Q), i,j=1,N} =D Q).

S

Les dualités entre les espaces D’ et D, D' et D seront notées respactivement par
(., ) prxp €t (4 ) prop - Plus précisement on a :

(u, 90>D'xD = <ui790i>a

<(77 ¢>D'xD = <Uz’j, ¢2]> )

pour tout u € D', o € D, 0 € D' et ¢ € D avec la convention de 'indice muet.
Considérons maintenant ’opérateur défini pour les fonctions et pour les distributions
0; =0/0x;,i=1,N.
On a :

(0,0,0) = —(0,0:0)), VYOeD (Q),veD(Q). (A.3.33)

On introduit également les opérateurs différentils du premier ordre définis par :

1 o
S DHD? 8(90) = (gij (()0))7 Eij (90) = 5 (ajgoz—i_algog)a VZ,j = 17N7 ()OE D7

(A.3.34)

Div:D — D, Divg = (0;¢,;), Vi=1,N, ¢ €D. (A.3.35)

On va utiliser les mémes notations pour les opérateurs correspondants définis sur les
espaces de distributions :

1 -
e: D' =D e(u)=(e;u), &;j(u) = 5(8jui+8jui), Vi,j=1,N,ue D,

(A.3.36)
Div: D" — D', Divo = (0;045),i=1,N, 0 €D (A.3.37)
En utilisant (A.3.33), on obtient facilement
(e (), ) pryp = — (u, Divd) pr.py, Yue D, ¢peD, (A.3.38)
(Divo, @) pip = —(0,6(0))pryp, VYoeD, peD. (A.3.39)

L’opérateur ¢ défini par (A.3.34) pour les fonctions et par (A.3.36) pour les distri-
butions s’appelle opérateur déformation. Lopérateur Div défini par (A.3.35) pour les
fonctions et par (A.3.37) pour les distributions s’appelle opérateur divergence.

On va utiliser aussi les notations

H={u=(u)\w€L*Q),i=1,N}=L*(Q)", (A.3.40)

H={o=(oy)\oy=0;€ L*(Q),i=1,
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Les espaces H et H sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires
canoniques

(u,v) g = /uividx, Yu,v € H,

Q
(0,T)y = /a,-jnjdx, Vo, € H.
Q

Les normes associées a ces produits scalaires seront notées respactivement par |.|, et

C:mpte tenu de 'identification de L? (€2) & un sous-espace de distributions sur €2, on
peut considérer que H C D' et H C D’. Par conséquent, les opérateurs déformation
et divergence peuvent étre définis respectivement sur les espaces H et H. Cela nous
conduira & 'étude d’autres espaces fonctionnels, dans les sections (A.3.34) et (A.3.35).
Pour I'instant, on rappelle la définition de I'espace de Sobolev H' () défini par :

H (Q)={ueLl?Q)\duel*(Q),i=1,N}.
L’espace H' () est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire
(u, U>H1(Q) = (u, U>L2(Q) + (O, az‘U>L2(Q) , Vu,ve H'(Q).
On notera la norme associée par |.|;q). On note de plus par H} () adhérence de

D (Q) dans H' (Q). Lespace H} () est un espace fermé de H' ().

A.3.2. Espaces liés a ’opérateur déformation

Pour l'opérateur déformation défini par (A.3.36), il est naturel d’introduire 1’espace
Hi={ue H\e(u) e H}.
On considére sur H; le produit scalaire
(,0) gy = (0, 0) + (£ () 2 (0))yy, Va0 € Hy

et on note la norme associée par |.[ . On obtient ainsi que linjection H, C H et
lopérateur déformation ¢ : H; — H sont des opérateurs continus. De méme, compte
tenu de 'identification de H et H a des sous-espaces de D’et D', en utilisant (A.3.38)
il résulte

(e (u), P)prsp + (U, Divg); =0, YueH, €D, (A.3.42)

(e (u),@)g + (u,Divg); =0, Vue Hy, ¢ €D. (A.3.43)

Théoréme A.3.30. Muni du produit scalaire (., .) 1, lespace Hy est un espace de
Hilbert réel.
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On munit maintenant I’espace produit H'! (Q)N du produit scalaire canonique et de
la norme associée qu’on note respectivement par (.,.) m@)N et |.| i(0-On a alors le
résultat suivant :

Théoréme A.3.31. On a légalité algébrique Hy = H' (Q)V et ey [y sont
des normes équivalentes sur H;.

On suppose maintenant que dans toute la suite, la frontiere I' de  est de classe O,
Compte tenu du théoréme précédent, toutes les propriétés de I'espace H! (2) peuvent
étre transportées sur l'espace H; par passage aux espaces produits. Plus précisément,
on a les résultats suivants :

o (! (Q)N est dense dans H;.

e H, C H avec injection compacte ( théoréme de Rellich ).

e Il existe une application linéaire et continue v : H; — L* (F)N vérifiant I’égalité
~yu = . pour tout u € C* ().
L’application v est appelée application trace. Elle est définie comme le prolongement
par densité de I’application u + ), définie pour tout u € C ! (Q)N L’application trace
v Hy — L? () n’est pas surjective. L’image de H; par cette application est notée par
Hr ; c’est un sous-espace de L2 (F)N qui est de Hilbert pour la structure transportée
par 7. On a en outre :

e Hr C L?(T) avec injection continue.

e [l existe une application linéaire et continue z : Hr — H; vérifiant 1’égalité

v(2(§) =¢ V€€ Hr. (A.3.44)

e Le noyau de l'application trace est Hy (Q)N ie.

H ()N = {u e H \ yu=0}.

En notant par v = (v;) la normale sortante unitaire a I', on définit pour tout £ € Hr
les composantes normale et tangentielle de £ respectivement par :

¢, =tveH:(T) et & =¢—Ev e H,, (A.3.45)
ou H, est le sous-espace fermé de Hr défini par :
H.={{€ Hr\¢, =0 pp surT}.

On peut prouver de plus que I'application £ — (£,,&,) est un isomorphisme de Hrp
dans H2 (T') x H,.

Dans la suite, on va utiliser respectivement les espaces duaux H{,, H —3 (') et H. de
Hr, H 2 (Q) et H,. On notera leurs normes respectives ainsi que leurs produits de

dualite par |-y () gcanes -ty Gyt et © i (5 D,
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Pour tout ¢’ € Hy., les composantes normale et tangentielle de £ sont respectivement
définies par :

<€:”5>H’%(F)XH%(F) - <€/’€V>H£‘><HF , VEE H% (), (A.3.46)

<€:-7 £>H;><HT = <€/>€>H1L><HF ) Vf S HT' (A347)

L application & — (€, ¢") est un isomorphisme de H}. dans H~2 (T') x H' et, compte
tenu de (A.3.45)-(A.3.47), il résulte

<€/>€>H1£><Hp = <£;7£V>H*%(F)><H%(F) + <£§'7€T>H7/_XHT ) vg’ € Hf‘) g € HF' (A348)

Moyennant I’application trace, on définit pour tout v € Hy, les élément v, u € H 2 (I
et v,u € H, par :

Y= (yu), Veu = (yu),
et rappelons que si u € C! (ﬁ)N alors
VU= Uy, YU = U, You = uyp — (up.v) v

De plus, par souci de simplicité, on utilisera souvent les notations u, u,, u, au lieu de
Yu, v, u, y,u pour tout u € Hj.
On note a présent par R ’ensemble des déplacements rigides défini par :

R={ue H \e(u) =0} (A.3.49)

et soit V' un sous-espace fermé de H;. On a alors le résultat suivant :

Théoréme A.3.32. Sile sous-espace V est tel que
VNR={0}, (A.3.50)
alors linégalité de Korn est vérifiées sur V', c’est a dire
e (u)ly > Cluly,, Yuev, (A.3.51)
ou C' est une constante strictement positive ne dépendant que de €2 et V .

Supposons maintenant que I' = I'; UT'y, I'1 NI’y = & est une partition de I'et soit V
le sous-espace fermé de H; défini par

V={ue HH\yu=0 p.p. sury}. (A.3.52)

Proposition A.3.33. Simesl'y > 0 alors l'inégalité de Korn (A.3.51) est vérifiée
sur le sous-espace V' défini par (A.3.52).

En utilisant ce résultat, il vient
Si mesI'y > 0 alors “u +— |e (u)|,,” est une norme sur le sous-espace V' défini par
(A.3.52), équivalente & la norme canonique |.|, .

I



76 ANALYSE VARIATIONNELLE ET NUMERIQUE EN VISCOELASTICITE

A.3.3. Espaces liés a ’opérateur divergence
Comme dans le cas de 'opérateur déformation, il est naturel d’introduire ’espace H;
lié a I'opérateur divergence et définit par :
Hy ={oc e H\ Divo € H},
sur lequel on cosidére le produit scalaire

(0,T)p, = (0,7T)y + (Divo, Divt)y, VYo, € H;.

On note la norme associée par |.|,, . On obtient ainsi que I'injection H, C H et
Iopérateur divergence Divo : 'Hy — H sont des opérateurs continus. De plus, compte
tenu de l'identification de H et H a des sous-espaces de D’ et D', en utilisant (A.3.43),
il résulte

(Dive, @) pryp +(0,6(9))yy =0, VYo eH,peD, (A.3.53)

(Divo, @)y +(0,e(9))yy, =0, VoecHy, peD. (A.3.54)
Théoréme A.3.34. Muni du produit scalaire (., .>H1 l’espace Hi est un espace de
Hilbert réel.

On peut prouver que l’espace

NxN —

C’l(ﬁ) {O‘Z(O'Z'j)\O'ijZO'jiEcl(ﬁ),i,j:LN},

S

est dense dans H. De plus, pour tout o € C* (ﬁ)ivXN, on note par ov le vecteur de

composante (o;;;), ¢ = 1, N. Comme dans le cas de l'espace H;, on peut définir
l'application trace pour I'espace ‘H; a ’aide du résultat suivant :

Théoréme A.3.35. Il existe une application linéaire, continue et surjective : Hy —
Hi telle que :

3, &) . = /UV-Sda, (A.3.55)

r

pour tout £ € Hr et o € C* (ﬁ)ivXN. Pour tout 0 € Hy, l'image yo € HJ. est
élément de H{. vérifiant ’égalité

(7o, 7“>H§pr = (0,6 (u)y + (Divo,u),, Vuec H. (A.3.56)
De plus, il ezxiste une application linéaire et continue zZ : Hj. — H; telle que

TZ(X) =3, Ve H. (A.3.57)
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Compte tenu de ce résultat, on définit pour tout o € Hy, les éléments 7,0 € H —2 ()
et ¥,0 € H{. par
71/0- = (70)1/ ) 770- = (70)7 :

Rappelons que si 0 € C1 (ﬁ)iVXN alors, a partir de (A.3.56), (A.3.46) et (A.3.47), il
résulte

Yo = oV, Y, 0 = (O"FV)V , V0 =0V — (O’|Fl/) V.
Afin de simplifier les notations, on utilisera dans la suite la notation ov, o, et o, au
lieu de o, 7,0 et 7.0 pour tout o € H; et, moyennant (A.3.48) et (A.3.56), on peut
alors énoncer la double égalité suivante

<0Va7U>H1LxHF = <UV’UV>H*%(F)xH%(F) + <UT7uT>H1£><Hr = (0,8 (u))y, + (Divo, u)p ,
(A.3.58)
pour tout u € Hy et 0 € H;.
Supposons maintenant que I' = I'y UT'y, I'y N 'y = & est une partition de I' et soit
o € H;. On introduit les définitions suivantes :

ov=0sur 'y & (ay,fyu>H/FxHF =0, VYu€ H;telqueu=0surly, (A.3.59)

o,=0sur '] & (au,vu)H,FxHr =0, Yu€ H; tel que u, =0 sur I'set u, =0 sur I,

A.3.60
o, <0sur '} & <0u,’yu)H,FxHF >0, Yue€ H; tel que u, <0 surl'y et u, :(O sur F),

(A.3.61)
o,=0surI'; & (crl/,’yu>H,FxHF =0, Yu € H; tel que u; =0 sur I'y et u, =0 sur I'.

(A.3.62)

Ces définitions sont motivées par le souci de prolonger les définitions de ces mémes
propriétés de C! (ﬁ)iVXN vers Hi. De plus, on dit que ov = h sur I'y si ov — h =0
sur I'; est les propriétés o, = h sur I'y, 0, < h sur I'1 et 0, = h sur I'; sont définies
de maniére analogues.

On considére maintenant le sous-espace fermé )V de ‘H; défini par :

V ={o € H;\ Dive =0 dans 2, ov =0 sur I'p} . (A.3.63)

Le lien entre I'espace V' défini par (A.3.52) et lespace V donné par la résultat suivant :

Théoréme A.3.36. SimesI'y > 0 alors € (V) est un sous-espace fermé de H dont
l’orthogonal est l’espace V.

Ce théoreme conduit au résultat suivant :
Si mesI’; < 0, alors pour tout 7 € H, il existe un unique couple de fonctions (7/,v) €
Y x V tel que

T=1+¢(v), (A.3.64)
ou V et V sont respectivement donnés par (A.3.63) et (A.3.52). De plus, 'application
L : 7 +— v est linéaire et continue de H dans V.
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A.4. Approximation variationnelle

Soit H ’espace défini auparavent (de dimension infinie), on se donne un sous-espace
H;, de H de dimension finie et dépendant d’un paramétre h > 0, soit I la dimension de
H ; en pratique, H), représente une approximation de ’espace H de dimension infinie
et on aura :

lim / (h) = +o00
h—0

et soit le probléme variationnel suivant :
Probléme P : Trouver u € H tel que :

we H, (Au,v —u)y + ¢ (v) —@(u) > (f,v—u)y, Vv € H,

ot A et ¢ sont définis dans (A.2.30).

Afin d’obtenir une approximation numérique de la solution u on introduit in probléme
approché P! posé dans un espace de dimension finie. On vérifie, en premier que le
probléme P" a une solution unique puis on montre que sa solution converge vers la
solution v du probléme P.

Alors, au sous-espace Hj, de H, on associe le probléme approché P" suivant :
Probléme P" : trouver u" € Hj, tel que :

u' e Hy | <Auh,vh—uh>H—|—go(vh) —@(uh) > <f,vh—uh>H, Yol € Hy,.

I'intérét de la méthode d’approximation variationnelle est de trouver une estimation
d’erreur comise lorsqu’on approche u par u”, c’est & dire démontrer le théoréme :

Théoréme A.4.37. Il existe une constante C > 0 indépendante de Hj, tel que

Hu—uhH < (C inf Hu—vhH.
vheHy,
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