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0.1 Introduction Générale

Dans l’étude des problèmes aux limites linéaires ou non linéaire, de nombreux résultats

ont déjà été obtenus dans le cas de domaines à frontières régulières [24], [1], [2]. Ces

résultats permettent à l’heure actuelle des applications en mécanique et dans l’industrie

[11], [15]. Par contre, l’étude d’existence, de régularités et de sigularités des solutions

de problèmes aux limites dans des domaines non-réguliers, tels que des domaines avec

coins et arêtes (polygone, polyèdre) par exemple est plus complexe [17, 23, 26, 27]. Ce

domaine de recherche est l’aboutissement logique du précédent, et il est plus réaliste dans

de multiples applications industrielles, car en pratique, les hypothèses de régularité ne

sont pas toujours vérifiées, au contraire.

Des résultats d’existence et de régularité pour le Laplacien dans des domaines non

réguliers (fissurés ou non ) ont été obtenus pour le problème de Dirichlet dans un polygone

[18, 20, 21], polyèdre [19], pour les conditions de Neumann ou les condtions à dérivées

obliques [29]. Pour le système de Lamé dans une classe d’espaces de Sobolev à doubles

poids par [4]. Le cas d’un domaine non homogène par [7], [5].

Le travail de cette thèse traite différents types des problèmes pour le Laplacien et

le système d’élasticité dans différents domaines. Dans une première partie, nous nous

interessons à l’étude des régularités des dérivées secondes dans un domaine à frontière

polygonale ou polyèdrale. Dans une deuxième partie, à l’aide d’une méthode de contrac-

tion de [10] nous étudions la régularités des solutions du système de Lamé perturbé avec

des conditions aux limites non linéaires sur une partie de la frontière, on généralise ici les

traveux de [6]. Enfin, dans la dernière partie nous étudions l’analyse asymptotique d’un

problème dynamique pour l’élasticité dans un domaine borné de dimension trois avec des

conditions de frottement de type Tresca.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions sur les espaces de So-

bolev définis sur des domaines non réguliers, les opérateurs de traces associés à ce type

de domaines et quelques propriétés dont nous aurons besoin, telles que l’extension de la
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formule de Green sur un polygone ou un polyèdre, ainsi que quelques autres résultats qui

nous seront utiles.

Dans le deuxième chapitre, nous considérons un corps homogène, élastique et isotrope

occupant un domaine borné Ω de R2 à frontière polygonale rectiligne ∂Ω =
N
∪
j=1

Γj , où les

Γj sont des segments de droites ouvertes, avec

• sj = Γj ∩ Γj+1.

• ωj l’angle entre Γj et Γj+1 vers l’interieur de Ω.

Le problème est gouverné par les équations et les conditions aux limites suivantes

(p1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Θu = f , dans Ω ;

u = 0, surΓj, ∀j ∈ D ;

γj (u.η
j) = 0

γj(
P
(u)ηj.τ j) = 0

⎫⎬⎭ sur Γj, ∀j ∈ G ;

(0.0.1)

où Θ désigne le système de Lamé L ou le Laplacien ∆, f = (f1, f2) est la densité des

forces extérieures, et
P
le tenseur des contraintes qui dépend du tenseur de déformation

ε par la loi de Hook :

X
(u) = 2με(u) + λtr(ε (u))I. (0.0.2)

Nous nous intéressons à la régularité de la solution u du problème (p1), pour cela

nous cherchons les conditions sur les données et sur les angles ωj pour que u soit dans

H2 (Ω)2. Nous montrons d’abord que le problème (p1) admet une solution faible unique.

Ensuite, nous montrons, à l’aide de l’inégalité de Caccioppoli [20], une estimation a priori

dans l’espace W (Ω) (l’espace où on cherche u) . Grâce à cette inégalité nous pourrons

construire l’espace d’image de W (Ω) par Θ et son orthogonal N(Ω), nous passons à

l’alternative de Fredholm, nous montrons que l’espace N(Ω) est de dimension finie égale
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à
NX
j=1

μj, où

μj =

⎧⎨⎩ card
©
k ∈ N ; 1 ≤ k <

ωj
π

ª
si sj de type Dirichlet ;

card
n
k ∈ N ; 1 ≤ k <

2ωj
π

o
sinon.

Enfin, nous calculons explicitement les fonctions singulières pour le système de Lamé L.

Dans le troisième chapitre, nous supposons que le domaine Ω est un ouvert borné

de R3 à frontière polyèdrale, dont les ouvertures des angles des dièdres vers l’intérieur

sont notées ωj,k, avec des conditions de contact sans frottement portées par un seul côté

de la frontière. On montre que l’opérateur Θ (le Laplacien ∆ ou le système L) considéré

de W (Ω) dans L2 (Ω)3 a une image fermée et de codimension finie si tous les angles

ωj,k sont strictement inférieur à
π

2
, sinon, l’image est de codimension infinie. Ce dernier

résultat différentie le cas polyèdral du cas polygonal, à savoir que dans le cas polyèdral,

si ∆ n’est pas surjectif, il n’est pas non plus à indice.

Le quatrième chapitre, est consacré à l’étude du système de Lamé L perturbé dans

un domaine borné Ω de Rn(n = 2 ou 3) de classe C2. La frontière de Ω sera notée

Γ = Γ1 ∪ Γ2 avec mesure Γ1 > 0. On considère le problème suivant :

(p2)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−Lu+ αu = f dans Ω

u = 0 sur Γ1

−σ(u)ν + P (u) ∈ β(u) sur Γ2

(0.0.3)

où f ∈ L2(Ω)n, P un opérateur différentiel, du premier ordre à coefficients lipschitziens,

β un graphe maximal monotone tel que 0 ∈ β(0) et α un réel positif sur lequel nous

apporterons des précisions plus loin.

On considère le problème linéaire approché associe à (p2) où l’on a remplacé β par

l’approchant de Yosida βξ. Nous montrons l’existence des solutions faibles de ce problème

approché. Puis, en utilisant l’inégalité de Korn, nous obtenons des estimations a priori

indépendamment de ξ qui nous permetent de passer à la limite lorsque ξ tend vers zéro.
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Nous montrons que la solution du problème est dans H2(Ω) lorsque α vérifie la condition

(4.4.1.4).

Dans le cinquième chapitre, nous considérons un problème associé à des déforma-

tions lentes d’un corps homogène élastique et isotrope en régime dynamique avec des

conditions de frottement non linéaire du type Tresca dans un film mince Ωε ⊂ R3 :

Ωε = {(x0, x3) ∈ R3 : (x0, 0) ∈ ω, 0 < x3 < εh(x0)}.

où ω est un domaine borné de R2 d’équation x3 = 0 qui constitue la frontière inférieure

du domaine et h ∈ C 1 (R). La frontière de Ωε sera notée Γε = Γ
ε

1 ∪ Γ
ε

L ∪ ω, avec

• Γε1 est la frontière supérieure d’équation x3 = εh(x1, x2),

• ΓεL est la frontière latérale.

Le problème complet dans Ωε × ]0, T [, pour un donné T > 0, s’écrit :

(p3)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂2uε

∂t2
= div (σε) + f ε dans Ωε × ]0, T [

uε = 0 sur Γε1 × ]0, T [

uε = g sur ΓεL × ]0, T [
∂uε

∂t
.n = 0 sur ω × ]0, T [

|σετ | < kε ⇒
µ
∂uε

∂t

¶
τ

= 0

|σετ | = kε ⇒ ∃ β ≥ 0 tel que
µ
∂uε

∂t

¶
τ

= −βσετ

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ sur ω × ]0, T [
uε(x, 0) = u0(x),

∂uε

∂t
(x, 0) = u1(x) ∀x ∈ Ωε.

(0.0.4)

où f ε, kε, g sont des données du problème, et σετ est la composante tangentielle du tenseur

des contraines σε.

On montre d’abord que pour ε > 0 fixé, le problème admet une solution unique

faible. Ensuite, on étudie l’analyse asymptotique du problème en faisant un changement

d’échelle, pour ramener l’étude sur un domaine Ω indépendant de ε, sur lequel nous défi-

nissons des nouvelles inconnues. Nous obtenons des estimations a priori indépendamment

de ε sur la solution et son gradient en utilisant les inégalités de Korn, Poincaré et Young.
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Grâce à ces estimations, on obtient un théorème de convergence, qui nous permet de

passer à la limite lorsque ε tend vers zéro. Ensuite, nous obtenons le problème limite

suivant :

μ
2X

i=1

Z
Ω

∂uBi
∂z

(t) .
∂

∂z

µ
φ̂i −

∂uBi
∂t
(t)

¶
dx0dz + ĵ(φ̂)−

−ĵ
µ
∂uB

∂t
(t)

¶
≥

2X
i=1

µ
f̂i (t) , φi −

∂uBi
∂t
(t)

¶
, ∀φ̂ ∈ Π (K)

uBi (x
0, z, 0) = û0,i, ∀i = 1, 2

(0.0.5)

avec Π (K) est un convexe de H1(Ω)2,

μ |πB| < k̂ ⇒ ∂sB

∂t
= 0

μ |πB| = k̂ ⇒ ∃ β ≥ 0 tel que ∂sB

∂t
= βπB

p.p sur ω × ]0, T [ (0.0.6)

Z
ω

⎛⎝ eF − h

2
sB +

hZ
0

uB(x0, y, t)dy

⎞⎠∇ψ(x0)dx0 = 0,∀ψ ∈ H1(ω) (0.0.7)

où

s∗ = uB (x0, 0) , πB =
∂uB

∂z
(x0, 0, t)

eF(x0, t) = 1

μ

hZ
0

yZ
0

ξZ
0

bf(x0, α, t)dαdξdy− h

2μ

hZ
0

ξZ
0

bf(x0, α, t)dαdξ
Enfin, nous montrons l’unicité de uB solution du problème limite.
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Chapitre 1

Les espaces de Sobolev dans des

domaines non réguliers

Résumé

Dans ce chapitre, on donne, pour les besoins des chapitres suivants, un aperçu sur les

espaces de Sobolev définis sur des domaines non réguliers (polygone, polyèdre) [17], les

opérateurs de traces et quelques propriétés utiles, telles que l’extension de la formule de

Green au cas des problèmes aux limites linéaires et non linéaires définis sur polygone ou

polyèdre. On donnera aussi quelques résultats relatifs à cette classe de problèmes.

Contenu

1.1. Définitions de base et propriétés des espaces de Sobolev.
1.2. Résultats de densité.
1.3. Les théorèmes de trace dans un polygone.
1.4. Les opérateurs maximaux monotones.
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1.1 Définitions de base et propriétés des espaces de

Sobolev

Soit Ω un sous-ensemble ouvert arbitraire de Rn (n = 1 ou 2). L2 (Ω) l’espace des

fonctions de carrés intégrables pour la mesure de Lebesgue sur Ω. D(Ω) (resp. D(Ω))

l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à supports compacts dans Ω (resp.

l’espace des restrictions à Ω des fonctions de D(Rn)).

Dans ce qui suit, s est un nombre réel,m sa partie entière et σ sa partie fractionnaire :

s = m+ σ et 0 ≤ σ < 1.

Pour α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn, on notera |α| =
nX
i=1

αi, et

Dαi
i =

∂αi

∂xαii
, Dα = Dα1

1 Dα2
2 ..Dαn

n .

Définition 1.1.1. Hs(Ω) est l’espace de toutes les distributions u définies sur Ω et telles

que :

a) Dαu ∈ L2(Ω) pour |α| ≤ m,

lorsque s = m étant entier positif.

b) u ∈ Hm(Ω) et

Z
Ω

Z
Ω

|Dαu(x)−Dαu(y)|2

kx− ykn+2σ
dxdy < +∞, |α| = m

lorsque s = m+ σ étant réel positif non entier.

La norme (usuelle) de Hs(Ω) est définie par

kukm,Ω =

⎛⎝X
|α|≤m

Z
|Dαu(x)|2

Ω

dx

⎞⎠1/2

dans le cas (a),
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et par

kuks,Ω =

⎧⎨⎩kukm,Ω +
X
|α|=m

Z
Ω

Z
Ω

|Dαu(x)−Dαu(y)|2

kx− ykn+2σ
dxdy

⎫⎬⎭
1/2

dans le cas (b).

Les définitions précédentes sont prolongées aux valeurs des négatives s par dualité

comme suit :

Définition 1.1.2. Hs
0(Ω) est la fermeture de D(Ω) dans Hs(Ω).

Définition 1.1.3. H−s(Ω) est l’espace dual topologique de Hs
0(Ω), H

s(Ω) est aussi l’es-

pace de toutes les distributions T de la forme suivante

T =
X
|α|≤m

Dαfα où fα ∈ L2(Ω).

Définition 1.1.4. Pour tout nombre positif s, on note par eHs(Ω) l’espace des fonctions

u définies dans Ω telles que il existe eu ∈ Hs(Rn), où eu le prolongement par 0 de u.

Dans toute la suite on rappellera quelques résultats extraits dans [17].

1.2 Résultat de densité

Notons par v |Ω la restriction à Ω de toute distribution v définie sur Rn

Définition 1.2.1. Pour tout k ∈ N on note par

Ck
¡
Ω
¢
=
©
f |Ω où f ∈ Ck (Rn)

ª
,

Ck
0

¡
Ω
¢
=
©
f ∈ Ck

¡
Ω
¢
: support f copmact ⊂ Ω

ª
.
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Théorème 1.2.2. Soit ϕ ∈ Ck
0

¡
Ω
¢
avec k ≥ s, alors ϕu ∈ Hs(Ω) (resp.Hs

0(Ω), eHs(Ω) )

pour tout u ∈ Hs(Ω) (resp.Hs
0(Ω), eHs(Ω) ) et il existe une constante K(ϕ, s) telle que :

kϕuks,Ω ≤ K kuks,Ω .

Théorème 1.2.3. Soit Ω un ouvert de frontière Lipchitzienne de Rn , alors

a) D(Ω) est dense dans Hs(Ω) pour tout s ≥ 0.

b) D(Ω) est dense dans eHs(Ω) pour tout s ≥ 0.

Pour s très petit, on a un meilleur résultat à savoir :

Théorème 1.2.4. Soit Ω un ouvert Lipchitzien de Rn, alors D(Ω) est dense dans Hs(Ω)

pour s ∈
£
0, 1

2

£
.

Lemme 1.2.5. Soit Ω un ouvert borné de Rn à frontière Lipchitzienne, alors pour tout

s > 0, il existe un opérateur linéaire et continue Ps de Hs(Ω) dans Hs(Rn) tel que

Psu |Ω = u pour tout u ∈ Hs(Ω).

Ce lemme signifie que chaque fonction u ∈ Hs(Ω) est un restriction d’une fonction qui

appartient à Hs(Rn).

La preuve du lemme 1.2.5 est donnée dans [1], [30], [33].

Théorème 1.2.6. Soit Ω un ouvert borné de Rn à frontière Lipchitzienne, alors

Dαu

ρs−|α|
∈ L2(Ω), ∀u ∈ Hs

0(Ω), ρ > 0 et |α| ≤ s

à condition que s− 1
2
n’est pas entier.

Cela implique aussi
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eHs(Ω) = Hs
0(Ω), pour s−

1

2
/∈ NeHs(Ω) = Hs(Ω) = Hs

0(Ω), pour 0 ≤ s < 1
2

alors eHs(Ω) est caractérisé comme l’espace de tout u ∈ Hm
0 (Ω) où

Dαu
√
ρ
∈ L2(Ω),∀α tel que |α| = m.

Théorème 1.2.7. Soit Ω un ouvert borné de R2 à frontière Γ polygonale, supposons

que 0 ∈ Γ et V un voisinage de 0 tel que :

V ∩ Ω = {(r cos(θ), r sin(θ)) ; R ≥ r ≥ 0, a ≤ θ ≤ b} ,

pour toute R réel positif et avec b− a < 2π.

Soit u une fonction régulière dans Ω \ {0} et coïncide avec rαϕ(θ) dans V ∩ Ω où

ϕ ∈ Hs0(]a, b[), alors pour tout s < s0 on a :

• u ∈ Hs(Ω), pour Re(α) > s− 1

• u /∈ Hs(Ω), pour Re(α) ≤ s− 1
lorsque Re(α) non entier.

En dimension trois, un critère semblable à celui vu dans le cas bidimonsionel où théorème

1.2.7 est :

Théorème 1.2.8. Soit Ω un ouvet borné de R3 à frontière polyèdrale, supposons que

0 ∈ Γ et V un voisinage de 0 tel que

V ∩ Ω =
©
ρσ; R ≥ ρ ≥ 0, σ ∈ G

ª
, ∀R ≥ 0

et G ouvert à frentière Lipshitzine de S2 (la sphère unité de R3 ). Finalement soit u

une fonction régulière dans Ω \ {0} et coïncide avec ραϕ(σ) dans V ∩Ω où ϕ ∈ Hs0(G).

Alors pour tout s < s0 on a :
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• u ∈ Hs(Ω), pour Re(α) > s− 1

• u /∈ Hs(Ω), pour Re(α) ≤ s− 1
lorsque Re(α) non entier.

Les deux théorèmes sont obtenus par des calculs simples

1.3 Les théorèmes de trace dans un polygone

Théorème 1.3.1. L’application de trace

u 7−→
©
γnu, γnDu, ..., γnD

k
nu
ª

définie sur D(Rn) pour k < s− 1
2
a une extension continue unique comme un opérateur

de Hs(Ω) sur Π
0≤p≤k

Hs−p−1
2 (Rn−1).

Maintenant, nous considérons un ouvert Ω borné de Rn à frontière polygonale Γ. Nous

aurons besoin d’espaces H et eH sur les côtés Γj sur lesquels ne sont pas définis toujours.

Dans ce cas on considère Γj comme un segment de droite ouvert.

Pour une fonction régulière u défini sur Ω nous dénotons par γju sa restriction à Γj. Le

lemme 1.2.5 et le théorème 1.3.1 ci-dessus impliquent le resultat suivant :

Théorème 1.3.2. Soit Ω un ouvert borné de Rn à frontière Γ polygonale, alors pour

tout j ∈ N l’opérateur

u 7−→
(
γju, γj

∂u

∂ηj
, ..., γj

∂ku

∂ηkj

)

définit sur D(Ω) pour k < s − 1
2
, a une extension continue unique en un opérateur de

Hs(Ω) sur Π
0≤p≤k

Hs−p− 1
2 (Γj).

Ce théorème décrit les traces uniques sur un des côtés Γj d’une fonction qui appartient

à un espace de sobolev sur Ω. On voudrait une formulation qui décrit les traces à tout

prendre certainement. Cela nécessite de définir des espaces Hs−p−1
2 (Γ).
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Pour comprendre ces signification, nous décrirons les traces de fonctions qui appartiennent

à Hm(Ω) quand Ω est le quart de plan.

Théorème 1.3.3. Soit Ω le quart du plan défini par x1 > 0 et x2 > 0, alors l’opérateur

u 7−→
©
{fk}0≤k≤m−1 , {gl}0≤l≤m−1

ª
,

défini par

fk = Dk
2u |x2=0, gl = Dl

1u |x1=0,

pour u ∈ D(Ω) a une extension continue unique de Hm(Ω) sur le sous espace

T = Π
0≤k≤m−1

Hm−k− 1
2 (R+)× Π

0≤l≤m−1
Hm−l− 1

2 (R+),

défini par

(a) Dl
1fk(0) = Dk

2gl(0), k + 1 < m− 1,

(b)

+∞Z
0

|Dl
1fk(t)−Dk

2gl(t)|2
t

dt < +∞, k + 1 = m− 1.

Preuve d’un cas particulier. Dans un premier temps, nous considérons le sous espace

E de ces fonctions u ∈ Hm(Ω) tel que gl = 0 pour 0 ≤ l ≤ m− 1 ou eu ∈ Hm(Ω1) où Ω1

est le demi plan a défini par x2 > 0. Les fonctions efk sont les traces correspondantes sur
Γ1 = ∂Ω1.

Lemme 1.3.4. L’opérateur u 7−→ {fk}0≤k≤m−1 a une extension continue unique de E

sur le sous espace

Π
0≤k≤m−1

Hm−k− 1
2 (R+),

défini par

(a) Dl
1fk(0) = 0, pour k + 1 < m− 1,

(b)

+∞Z
0

|Dl
1fk(t)|
t

2

dt < +∞, pour k + 1 = m− 1.
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Lemme 1.3.5. Soit u ∈ Hm(Ω) alors f0 = u |x2et g0 = u |x1vérifie

(a) f0(0) = g0(0), si m > 1,

(b)

+∞Z
0

|f0(t)−g0(t)|2
t

dt < +∞, si m = 1.

1.4 Les opérateurs maximaux monotones

De H. Brezis [10] on a :

Définition 1.4.1. Soit H1, H2 deux espaces de Hilbert. On appelle opérateur linéaire

non-borné de H1 dans H2 toute application linéaire A : D(A) ⊂ H1 → H2.

D(A) est le domaine de A. On note par

G(A) = ∪
u∈D(A)

(u, Au).

G(A) s’appelle le graphe de A et est un sous espace de l’espace vectoriel produit H1×H2.

On dit qu’un opérateur A est fermé si G(A) est fermé dans l’espace produit H1×H2.

Remarque 1.4.2. Pour prouver qu’un opérateur A est fermé on procède en général de

la manière suivante : On prend une suite (un)n dans D(A) telle que un → u dans H1 et

Aun → f dans H2. Il s’agit ensuite de vérifier que u ∈ D(A) et f = Au. Ceci équivaut

au fait que G(A) est fermé dans H1 ×H2.

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert, I l’identité dans H et

A : D(A) ⊂ H → H est un opérateur linéaire non-borné.

Définition 1.4.3. On dit que A est monotone si

(Av, v) ≥ 0 ∀v ∈ D(A).
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A est maximal monotone si de plus R(I +A) = H, c’est à dire

∀f ∈ H, ∃u ∈ D(A) tel que u+Au = f.

Proposition 1.4.4. Soit A un opérateur maximal monotone. Alors

a) D(A) est dense dans H.

b) A est fermé.

c) Pour tout λ, (I + λA) est bijectif de D(A) sur H, (I + λA)−1 est un opérateur

borné et k(I + λA)−1k ≤ 1.

Définition 1.4.5. Soit A un opérateur maximal monotone. On pose, pour tout λ > 0,

Jλ = (I + λA)−1 et Aλ =
1

λ
(I − Jλ).

Jλ est la résolvante de A et Aλ est la régularisée Yosida de A.

Proposition 1.4.6. Soit A un opérateur maximal monotone,on a

1) Aλv = A(Jλv) ∀v ∈ H et ∀λ > 0

2) Aλv = Jλ(Av) ∀v ∈ D(A) et ∀λ > 0

3) |Aλv| ≤ |Av| ∀v ∈ D(A) et ∀λ > 0

4) lim
λ→0

Jλv = v ∀v ∈ H

5) lim
λ→0

Aλv = Av ∀v ∈ D(A)

6) (Aλv, v) ≥ 0 ∀v ∈ H et ∀λ > 0

7) |Aλv| ≤ 1
λ
|v| ∀v ∈ H et ∀λ > 0.
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Chapitre 2

Problème de contact sans

frottement-Dirichlet pour les

équations de Laplace et de Lamé

dans un polygone

Résumé

Soit Ω un polygone plan de R2, on va étudier la régularité de la solution de l’équation

de Laplace et du système de Lamé (Elasticité) avec des conditions de contact sans frot-

tement -Dirichlet. On donnera une inégalité a priori et en avec l’alternative de Fredholm

en étudie la régularité H2 (Ω)2 de la solution u relative à notre problème, enfin on calcule

l’indice de l’équation de Laplace qui nous permet de déduire l’indice pour le système de

l’élasticité et par suite les solutions singulières de ce dernier système.
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2.1 Introduction

Dans [18] P. Grisvard a étudié la régularité de la solution du problème de Dirichlet

pour l’équation de Laplace dans un polygone. La solution variationnelle du problème

considéré est régulière (c’est-à-dire dansH2) si et seulement si tous les angles du polygone

sont strictement inférieur à π. Autrement dit ce problème admet un nombre fini de

solutions singulières. Ce résultat est connu dans le cas particulier où le domaine est

convexe (cf.[24]).

Dans ce chapitre, on étudie la régularité du déplacement d’un corps homogène élas-

tique et isotrope occupant un domaine Ω borné de R2 à frontière polygonale rectiligne

(dans le cas si Ω non homogène voir H. Benseridi et M. Dilmi [5]). Ce déplacement est

nul sur certaines segment de la frontière ∂Ω et sur les segments restants le déplacement

tangentiel est libre et la traction tangentielle est nulle.

L’étude de ce problème par des techniques de P. Grisvard [18] et de B. Merouani [27]

est généralement basé sur les étapes suivantes.

Dans la première étape, on établit une inégalité à priori valable pour u dans (H2(Ω))2

vérifiant les mêmes conditions du problème considéré.

La seconde étape est consacrée à lutilisation de l’inégalité à priori, qui nous permet

d’utiliser l’alternative de Fredholm relative à notre problème et de construire l’espace

d’image et son orthogonal. On démontre qu’il est de dimension finie et on calcule cette

dimension. Enfin, en utilisant des techniques analogues à celles de P. Grisvard [22], nous

calculons l’indice du problème pour (Θ = L) par homotopie sur les coefficients de Lamé.

2.2 Notations et position du problème

On désigne parΩ un corps homogène, élastique et isotrope occupant un domaine borné

de R2 à frontière polygonale rectiligne ∂Ω =
N
∪
j=1

Γj où les Γj sont des segments de droites

ouvertes, sj est l’origine du segment Γj+1 et sj+1 son extrémité suivant l’orientation

usuelle (avec la convention sN+1 = s1).
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Fig. 2-1 —

l’ouverture de l’angle entre Γj et Γj+1 vers l’intérieur de Ω est noté ωj avec 0 < ωj <

2π pour tout j = 1 à N (dans ce cas on dit que Ω est un domaine strictement polygonal).

ηj(resp τ j) désigne la normale unitaire sortante (resp la tangente unitaire dans le

sens positif) sur Γj (fig 2.1), Ω ainsi défini est par conséquent un ouvert borné à frontière

Lipschitzienne. En coordonnées polaires d’origine sj, on note par rj la distance d’un

point M(xj, yj) de Ω à sj et par θj l’angle de Γj à Msj ; c’est -à-dire xj = rj sin(θj) et

yj = rj cos(θj).

On note aussi par u = (u1, u2), f = (f1, f2) et
P
respectivement le vecteur déplace-

ment, la densité des forces extérieures et le tenseur des contraintes avec

X
= (σij), i, j = 1, 2

matrice d’ordre 2, les éléments

(σij), i, j = 1, 2

sont donnés par la loi de Hook
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σij = 2μεij(u) + λtr(ε(u))γij, i, j = 1, 2,

où

εij =
1

2
(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

),

est appelé tenseur de déformation linéarisé associé à u et λ, μ sont les coefficients de

Lamé, avec μ > 0 et λ+ μ ≥ 0.

Finalement L désigne le système d’élasticité :

L = μ∆+ (λ+ μ)∇div,

où ∆ = D2
x +D2

y désigne l’opérateur de Laplace et div = D1 +D2 +D3 l’opérateur de

divergence.

Pour f donné dans L2(Ω)2, on cherche u dans H2 (Ω)2 solution du problème suivant :

−Θu = f , dans Ω ; (2.2.1)

u = 0, surΓj, ∀j ∈ D ; (2.2.2)

⎧⎨⎩ γj (u.η
j) = 0

γj(
P
(u)ηj.τ j) = 0

surΓj, ∀j ∈ G ; (2.2.3)

où Θ désigne un opérateur différentiel qui est le système de Lamé ou le Laplacien. D, G

sont des ensembles tels que

D∪ G = {1, 2, ..., N} .

Lemme 2.2.1. Sur Γj , j ∈ G, les conditions aux limites (2.2.3) sont équivalentes aux
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conditions : ⎧⎪⎨⎪⎩
γj (u.η

j) = 0

γj(
∂u

∂ηj
.τ j) = 0

surΓj , ∀j ∈ G ; (2.2.4)

Preuve. On a

(
P
(u).η).τ =

2P
i,j=1

σij.ηj.τ i

et comme

σij = 2μεij(u) + λtr(ε(u))γij

donc

2P
i,j=1

σij.ηj.τ i =
2P

i,j=1

2μεijηj.τ i

car
2X

i,j=1

λtr(ε(u))γijηj.τ i = λtr(ε(u))
2X

i=1

ηi.τ i = 0,

et par suite

(
P
(u).η).τ = 0⇔

2P
i,j=1

2μεijηj.τ i = 0.

Et comme μ > 0, on a

2P
i,j=1

∂ui
∂xj

.ηj.τ i +
2P

i,j=1

∂uj
∂xi

.ηj.τ i = 0,

ceci est équivalent à :
∂u

∂η
.τ +

∂u

∂τ
.η = 0,

et comme u.η = 0 implique que
∂u

∂τ
.η = 0, d’où

⎧⎨⎩ u.η = 0

(
P
(u).η).τ = 0

⇔

⎧⎪⎨⎪⎩
u.η = 0
∂u

∂η
.τ = 0
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Pour montrer une majoration à priori des dérivées secondes par les techniques de P.

Grisvard [18], on considère d’abord le problème (2.2.1)-(2.2.3) avec Θ = ∆ :

−∆u = f , dans Ω ; (2.2.5)

γju = 0, sur Γj, ∀j ∈ D ; (2.2.6)⎧⎪⎨⎪⎩
γj (u.η

j) = 0

γj(
∂u

∂ηj
.τ j) = 0

surΓj, ∀j ∈ G. (2.2.7)

On multiplie l’équation (2.2.5) par v ∈ H1 (Ω)2 , en intégrant et en utilisant la formule

de Green, on obtient

2X
i,j=1

Z
Ω

∂ui
∂xj

∂vi
∂xj

dx−
2X

i,j=1

Z
∂Ω

∂ui
∂xj

ηjvids =
2X

i=1

Z
Ω

fividx (2.2.8)

où ds désigne la mesure sur ∂Ω.

En utilisant les conditions aux limites (2.2.7) et le fait que

∂u

∂η
.v =

µ
∂u

∂η
.η

¶
(v.η) +

µ
∂u

∂η
.τ

¶
(v.τ)

en utilisant (2.2.8), il vient que

Z
Ω

∇u∇vdx−
Z
ΓD

∂u

∂η
vds−

Z
ΓG

µ
∂u

∂η
.η

¶
(v.η) ds =

Z
Ω

fvdx

L’appatenance de u à H1 (Ω)2 (resp de v ∈ H1 (Ω)2), justifie l’existenance d’une trace

pour
∂u

∂ηj
.ηj dans H̃− 1

2 (Γj) ∀j ∈ G et pour
∂u

∂ηj
dans H̃− 1

2 (Γj)
2 ∀j ∈ D (resp pour

v.ηj dans H̃
1
2 (Γj) ∀j ∈ G, et pour v dans H̃

1
2 (Γj)

2 ∀j ∈ D ). (C.f. ([25]))

la dernière relation devient alors
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Z
Ω

∇u∇vdx−
X
j∈D

D
γj

∂u
∂ηj

.γjv
E
H̃−

1
2 (Γj)

2×H̃
1
2 (Γj)

2
−

−
P
j∈G

D
γj

³
∂u
∂ηj

.ηj
´
.γj (v.η

j)
E
H̃×H̃−

1
2 (Γj)

1
2 (Γj)

=

Z
Ω

fvdx

où γj est l’application trace sur Γj.

Lorsque la fonction test v vérifie la condition

⎧⎨⎩ γjv = 0 ∀j ∈ D

γj (v.η
j) = 0 j ∈ G

nous obtenons la formulaion variationnelle suivante :

⎧⎨⎩ Trouver u ∈ V, tel que

a (u, v) = l (v) , ∀ v ∈ V
(2.2.9)

où

a (u, v) =

Z
Ω

∂ui
∂xj

∂vi
∂xj

dx, l (v) =

Z
Ω

fividx (2.210)

et

V =
©
v ∈ H1 (Ω)2 , γjv = 0, ∀ j ∈ D , γj

¡
v.ηj

¢
= 0, ∀ j ∈ G

ª
. (2.2.11)

A fin de démontrer l’existence et l’unicité de la solution faible de (2.2.5)-(2.2.7), on a

besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 2.2.2. L’espace V munit du produit scalaire de (H1 (Ω))
2 est un espace de

Hilbert.

Preuve. Il est claire que V est un sous-espace fermé de (H1 (Ω))
2, car les applications

traces γj sur Γj sont continues et puisque H
1 (Ω)2 est un espace de Hilbert, donc V est

aussi est un espace de Hilbert par rapport à la norme induite de (H1 (Ω))
2
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Théorème 2.2.3. Le problème (2.2.5)-(2.2.7) admet une solution unique u dans l’espace

V .

Preuve.

• La forme bilinéaire a (., .) est continue sur V × V . En effet, d’après l’inégalité de

Cauchy-Schwarz, il vient que

|a (u, v)| ≤ k∇uk
(L2(Ω)2)

2 k∇vk
(L2(Ω)2)

2 ≤ kukH1(Ω)2 kvkH1(Ω)2 ,

• La forme bilinéaire a (., .) est coercive sur V ×V . En effet, d’après l’inégalité de Poincaré,

il existe une constante K > 0 tel que

a (v, v) = k∇vk2
(L2(Ω)2)

2 ≥ K kvk2H1(Ω)2 , ∀v ∈ V

• La forme linéaire l est une forme linéaire continue sur V . En effet, d’après l’inégalité

de Cauchy-Schwarz, il vient que

|l (v)| ≤ c kvkH1(Ω)2 où c = kfkL2(Ω)2 .

D’après le théorème de Lax-Milgram le problème variationel (2.2.9) admet une so-

lution unique u dans V . En utilisant cette fois ci la formule de Green dans le problème

faible, on obtient l’équivalence entre les problèmes (2.2.5)-(2.2.7) et (2.2.9).

Le problème (2.2.5)-(2.2.7) n’admet pas généralement des solutions assez régulières, pour

cela on essaye pour f ∈ L2(Ω)2, de chercher des conditions sur Ω pour que u soit dans

H2 (Ω)2.

2.3 Inégalité à priori

Ce paragraphe est consacré à la démonstration de l’inégalité :

kukH2(Ω)2 ≤ c k∆ukL2(Ω)2 . (2.3.1)

25



Cette inégalité résultera en fait de l’égalité de Caccioppoli.

On introduit maintenant l’espace où on cherche u :

W (Ω) =
©
u ∈ H2 (Ω)2 : γju = 0 ∀ j ∈ D;

γj

³
∂u
∂ηj

.τ j
´
= γj (u.η

j) = 0, ∀ j ∈ G
o
.

Lemme 2.3.1. L’espace W (Ω)∩(Hm (Ω))2 est dense dans W (Ω) pour la norme induite

par (Hm (Ω))2, ∀ m ≥ 1.

Preuve. Par partition de l’unité on se ramène facilement au cas où Ω est un secteur infini

d’ouverture ω (6= π). Ensuite par un changement de variable affine on se ramène au cas

où ω =
π

2
. Pour cela les conditions aux limites qui définissent W (Ω) sont les conditions

aux limites aux dérivées obliques et l’espace W (Ω) devient :

W (Ω) =
©
u ∈ H2 (Ω)2 : αjDxu1 + βjDyu1 = 0 et u2 = 0 sur Γj

ª
,

le résultat de densité est bien connu (voir [17] ).

Théorème 2.3.2. On a :

k∆uk2L2(Ω)2 =
°°∇2u°°2(L2(Ω)2)2 , ∀ u ∈W (Ω) (2.3.2)

Preuve. Pour tout u ∈ W (Ω) tel que de plus u ∈ H3 (Ω)2, l’égalité de Caccioppoli

donne :

k∆uk2L2(Ω)2 −
°°∇2u°°2(L2(Ω)2)2 = P

j∈D

Z
Γj

n
∂u
∂ηj

. ∂
∂τj

¡
∂u
∂τj

¢
− ∂u

∂τj
. ∂
∂τj

³
∂u
∂ηj

´o
ds

+
P
j∈G

Z
Γj

n
∂u
∂ηj

. ∂
∂τj

¡
∂u
∂τj

¢
− ∂u

∂τj
. ∂
∂τj

³
∂u
∂ηj

´o
ds.

Ici, bien sûr on a posé :

¯̄
∇2u

¯̄2
=

2P
i, l=1

¯̄̄̄
∂2u

∂xi∂xl

¯̄̄̄2
.

Comme u ∈W (Ω) on a la condition u = 0 sur Γj pour j ∈ D qui implique :

∂u

∂τ j
= 0 et

∂

∂τ j

µ
∂u

∂τ j

¶
= 0,
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et par conséquent la première somme sur D est nulle.

Des conditions u.ηj = 0 et
∂u

∂ηj
.τ j = 0 sur Γj pour j ∈ G, on obtient :

∂u

∂ηj
.τ j =

∂u

∂τ j
.ηj =

∂

∂τ j

µ
∂u

∂τ j

¶
.ηj =

∂2u

∂τ j∂ηj
.τ j = 0,

et par suit :

∂u

∂ηj
∂

∂τ j

µ
∂u

∂τ j

¶
=

µ
∂u

∂ηj
.ηj
¶µ

∂

∂τ j

µ
∂u

∂τ j

¶
.ηj
¶
+

+

µ
∂u

∂ηj
.τ j
¶µ

∂

∂τ j

µ
∂u

∂τ j

¶
.τ j
¶
= 0

et

∂u

∂τ j
∂2u

∂τ j∂ηj
=

µ
∂u

∂τ j
.ηj
¶µ

∂2u

∂τ j∂ηj
.ηj
¶
+

+

µ
∂u

∂τ j
.τ j
¶µ

∂2u

∂τ j∂ηj
.τ j
¶
= 0

on constate que les intégrales de bord sont toutes nulles, donc :

°°∇2u°°2(L2(Ω)2)2 = k∆uk2L2(Ω)2 ,

pour tout u ∈W (Ω) ∩H3 (Ω)2, d’où (2.3.2) (lemme 2.3.1).

Corollaire 2.3.3. Il existe une constante c positive, telle que l’inégalité (2.3.1 ) ait lieu

pour tout u ∈W (Ω).

Preuve. D’après la coercivité de a (., .), il existe une constante c > 0 telle que

kuk2H1(Ω)2 ≤ ca (u, u) = (f, u),

comme a (u, u) ≤ kukH1(Ω)2 k∆ukL2(Ω)2 et ∆u = f on obtient

kukH1(Ω)2 ≤ c k∆ukL2(Ω)2 ∀u ∈ V,

Le théorème 2.3.1 donne le résultat directement
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2.4 Alternative de Fredholm

Dans ce paragraphe on tirera les conséquences de l’inégalité à priori (2.3.1) comme il

est indiqué dans l’introduction. On désignera par R (Ω) l’image deW (Ω) par l’opérateur

∆, c’est à dire que :

R (Ω) =
©
f ∈ L2 (Ω)2 ; f = ∆u , u ∈W (Ω)

ª
.

Grâce à l’inégalité (2.3.1), R (Ω) est un sous-espace fermé de L2 (Ω)2 et par conséquent

on cherchera son orthogonal dans l’espace L2 (Ω)2, c’est-à-dire l’espace :

N (Ω) =
©
v ∈ L2 (Ω)2 ; (v; f) = 0, ∀f ∈ R (Ω)

ª
.

Comme il est naturel on prouvera que les éléments de N (Ω) sont les solutions d’un

problème de Dirichlet-contact sans frottement strictement homogène, on a :

Lemme 2.4.1. Soit v ∈ N (Ω), alors v est solution du problème dual suivant :

∆v = 0, dans Ω ; (2.4.1)

γj (v) = 0, sur Γj ∀ j ∈ D ; (2.4.2)

⎧⎪⎨⎪⎩
γj (v.η

j) = 0

γj

µ
∂v

∂ηj
.τ j
¶
= 0

, sur Γj ∀ j ∈ G . (2.4.3)

Preuve. Soient v un élément de N (Ω) et u ∈ D (Ω)2, puisque D (Ω)2 est inclu dans

W (Ω) alors :

hv;∆ui = h∆v;ui = 0,

ceci implique que

∆v = 0, dans D0
(Ω)2 ,
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et par conséquent v ∈ D
¡
∆, L2 (Ω)2

¢
l’espace maximale de ∆.

Il reste à montrer que v vérifie les mêmes conditions que le problème (2.2.5)-(2.2.7). Pour

tout ϕj =
¡
ϕ1j , ϕ

2
j

¢
∈ D (Γj)

2 ∀ j ∈ D , ψj ∈ D (Γj) et χj ∈ D (Γj) ∀ j ∈ G, il existe

u ∈ H2 (Ω)2 tel que⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
γj (u) = 0 , γj

µ
∂u

∂ηj

¶
= ϕj , ∀ j ∈ D ;

γj (u.η
j) = 0 , γj (u.τ

j) = ψj, ∀ j ∈ G ;

γj

µ
∂u

∂ηj
.τ j
¶
= 0 , γj

µ
∂u

∂ηj
.ηj
¶
= χj, ∀ j ∈ G .

de plus u est nulle au voisinage de sj,∀j = 1, ..., N, et par conséquent, on peut appliquer

la formule de Green généralisée pour cette fonction u et v ∈ N (Ω) on obtient

X
j∈D

­
ϕj; γjv

®
+
X
j∈G

½­
χj; γj

¡
v.ηj

¢®
−
¿
ψj; γj

µ
∂v

∂ηj
.τ j
¶À¾

= 0,

et comme ϕj, χj et ψj sont arbitraires dans D (Γj)2, D (Γj) et D (Γj) respectivement, cette

égalité montre que :

⎧⎪⎨⎪⎩
γjv = 0 , ∀ j ∈ D ;

γj (v.η
j) = γj

µ
∂v

∂ηj
.τ j
¶
= 0, ∀ j ∈ G .

Le lemme 2.4.1 montre que pour tout v ∈ N (Ω) est une solution du problème homo-

gène d’adjoint. Cependant le lemme 2.4.1 ne caractérise pas complètement N (Ω).

On peut remarque que pour tout v ∈ N (Ω) et si ωj =
π

2
ou ωj =

π

2
on a :

(i)
­
v,∆(yjζj)

®
= 0 si j ∈ D et j + 1 ∈ G ;

(ii)
­
v,∆(xjζj)

®
= 0 si j ∈ G et j + 1 ∈ D ;

où ζj ∈ D
¡
Ω
¢
est une fonction de troncature qui dépend seulement de sj, tel que ζj = 1

au voisinage de sj et nulle sur toute Γk sauf pour k = j et k = j + 1.
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Lemme 2.4.2. Soit v ∈ D
¡
∆, L2 (Ω)2

¢
solution du problème dual tel que v vérifie les

conditions (i) et (ii), alors v ∈ N (Ω) .

Preuve. On va montrer que hv;∆ui = 0, ∀ u ∈ W (Ω). Actuelement d’après le lemme

2.3.1 on peut considérer u ∈ (H4(Ω))2 ∩W (Ω) pourvu que u ∈ (C2(Ω))2, et on pose

' = u−
P

j∈D, j+1∈G
Dyju(sj)yjζj −

P
j∈G, j+1∈D

Dxju(sj)xjζj.

Il est clair que hv;∆ui = hv;∆'i .

Maintenant, on a u(sj) = 0,∀ j ∈ D ou j+1 ∈ D, cela implique que '(sj) = 0∀j . Donc

5u.μj = 0 sur chaque Γj où μj = ηj, pour j ∈ G et μj = τ j, pour j ∈ D, ceci implique

que 5u(sj) = 0 a moins que μj et μj+1 soient paralleles. Cela se passe seulement quand

j ∈ G et j + 1 ∈ D ou j ∈ D et j + 1 ∈ G. Cependant quand j ∈ G et j + 1 ∈ D

on a u = 0 sur Γj+1 et par conséquent Dxju(sj) = 5'(sj) = 0. Le même chemin quand

j ∈ D et j + 1 ∈ G, on trouve 5'(sj) = 0.

Finalement on a trouver '(sj) = 5'(sj) = 0 dans tout les cas, et par suite on peut

appliquer la formule de Green généralisé pour ' et v on obtient hv;∆'i = 0, c’est- à-dire

v ∈ N(Ω).

Lemme 2.4.3. Soit v ∈ N (Ω), alors v ∈ C∞ (Ω\S), où S est l’ensemble des sommets.

Le lemme 2.4.3 exprime un résultat de régularité au voisinage des morceaux réguliers de

la frontière, qui est assez bien connu ; par la méthode de réflexions.

2.5 Régularité des dérivées secondes

Dant cette section nous allons déterminé la dimention de l’espace N (Ω), pour cela

nous allons étudier la régularité de v ∈ N (Ω). D’après le lemme 2.4.3, v est C∞ dans Ω

et jusqu’au sommets de la frontière, il nous reste alors à étudier le comportement de v

au voisinage de chaque sommet sj.

Nous avons alors dans ce cas particulier le :

Théorème 2.5.1. Si tout les angles ωj de Ω sont strictement infèrieur à
π

2
alors :
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i) N (Ω)⊂ H 2 (Ω)2 ;

ii) N (Ω) = {0}.

Preuve

i) Il reste à prouver que pour tout sj ∈ S, il existe un voisinage V de sj dans R2 tel

que v ∈ H2 (Ω ∩ V)2 dés que v ∈ N (Ω) .

Pour sj de type Dirichlet de part et d’autre on a la régularité H2 (voir [18]).

Donc, il suffit de démontrer la régularité H2 au voisinage de sommet de type mélé. On

tarnslate le point sj considéré en (0, 0) (ce qui ne change rien au problème) et on suppose

que V est une boule de centre (0, 0) et de rayon ρ assez petit pour que Ω ∩ V soit un

secteur fini d’ouverture ω. C’est-à-dire

Ω ∩ V = {x = r (cos θ, sin θ) 0 < r < ρ , θ ∈]0, ω[ } .

En définissant l’opérateur non-borné Λ sur H = L2 (]0, ω[)2 comme suit :

Λϕ = −ϕ00
,

où ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ D (Λ) , D (Λ) représente le domaine de Λ défini par

D (Λ) =
©
ϕ∈ H2 (]0, ω[)2 ϕ

0
1 (0) = ϕ1 (ω) = 0, ϕ2 (0) = ϕ2 (ω) = 0

ª
.

L’opérateur Λ est un opérateur auto-adjoint et non négatif. Nous allons noter par

ϕm,m ≥ 1 les fonctions propres normalisées et par λ2m leurs valeurs propres correspon-

dantes dans l’ordre croissant de leurs modules. Nous avons

−ϕ00
m = λ2mϕm,

et comme λm, m ≥ 1 sont solutions de l’équation transcendante
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sin (2λmω) = 0 (voir [27], [4]) alors

λm =
mπ

2ω
, m ≥ 1.

Soit maintenant v ∈ N (Ω), on a, v ∈ L2 (]0, ω[)2 pour presque tout r ∈]0, ρ[ fixé :

v
¡
reiθ

¢
=
X
k≥1

ck (r)ϕk (θ) avec ck (r) =
Z ω

0

v
¡
reiθ

¢
ϕk (θ) dθ ;

on va calculer ck en utilisant l’equation dont v est solution de :

∂2v

∂r2
+
1

r

∂v

∂r
− 1

r2
Λv = 0 , 0 < r < ρ , θ ∈]0, ω[ ;

et par conséquent c
00
k (r) +

1
r
c
0
k (r)−

λ2k
r2
ck (r) = 0 , 0 < r < ρ. Donc

ck (r) = ak r
λk + bk r

−λk , λk > 0, ak et bk sont des constantes arbitraires telle que l’on

ait : Z ω

0

¯̄
v
¡
reiθ

¢¯̄2
dθ =

X
k≥1

|ck (r)|2 p p,

donc

R
Ω∩V

|v (x)|2 dx =
X
k≥1

Z ρ

0

|ck (r)|2 rdr < +∞,

puisque v ∈ L2 (Ω)2, on voit imédiatement que bk = 0 dés que
Z ρ

0

r1−2λkdr = +∞,

c’est-à-dire : 2− 2λk < 0⇔ λk > 1.

Mais pour ω <
π

2
, on aura que λk ≥

π

2ω
> 1, il en résulte immédiatement que bk = 0 pour

tout k. Donc v
¡
reiθ

¢
=
X
k≥1

akr
λkϕk (θ) avec

Z ω

0

¯̄
v
¡
reiθ

¢¯̄2
dθ =

X
k≥1

|ak|2 r2λk ,

d’oùZ
Ω

|v (x)|2 dx ≥
X
k≥1

|ak|2
Z ρ

0

r2λk+1dr =
X
k≥1

|ak|2 ρ2+2λk

2+2λk
.

Il est maintenant essayé de vérifie que v ∈ H2 (Ω)2 au voisinage de zéro, autrement

dit pour ε assez petit on a :
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Z ε

0

°°°∂2v∂r2

°°°2
L2(]0,ω[)2

rdr +

Z ε

0

°°∂v
∂r

°°2
H1(]0,ω[)2

dr
r
+

Z ε

0

kvk2H2(]0,ω[)2
dr
r3

< +∞.

En effet, comme λk > 1 on a :Z ε

0

°°°∂2v∂r2

°°°2
L2(]0,ω[)2

rdr =
X
k≥1

|ak|2 λ2k (λk − 1)
2

Z ε

0

r2λk−3dr

=
X
k≥1

|ak|2 λ2k (λk − 1)
2 ε2λk−2

2λk − 2
.

Compte tenu du fait que λk ∼ Kk lorsque k → +∞, on en deduit que

λ2k (λk − 1)
2 ε2λk−2

2λk − 2
∼ (Kk)3 ε2Kk

2
et

ρ2+2λk

2 + 2λk
∼ ρ2Kk

2Kk
,

donc pour ε < ρ on a

λ2k (λk − 1)
2 ε2λk−2

2λk − 2
= 0

µ
ρ2+2λk

2 + 2λk

¶
, k → +∞.

Ceci prouve la convergence de la dernière série écrite. Pour estimer les autres intégrales,

on utilise l’inégalité à priori kϕk2H2(]0,ω[)2 ≤ c
°°ϕ00°°2

L2(]0,ω[)2
, d’où

kvk2H2(]0,ω[)2 ≤ c
X
k≥1

|ak|2 r2λkλ4k

donc Z ε

0

kvk2H2(]0,ω[)2
dr

r3
≤
X
k≥1

|ak|2 λ4k
ε2λk−2

2λk − 2
,

avec l’équivalence λ4k
ε2λk−2

2λk − 2
∼ (Kk)3

2
ε2Kk.

D’où la convergence de la série.

On majore la troisième intégrale de la même manière.

ii) si v ∈ N (Ω), de i) v ∈W (Ω) et l’unicité variationnelle implique que v = 0, ce qui

equivalent de dire que :

N (Ω) = {0} .
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On cherche maintenant pour ωj ≥ π
2
la contribution du sommet de type Dirichlet de part

et d’autre, et la contribution du sommet de type mêlé à l’epace des N (Ω) .

Théorème 2.5.2. La dimension de N (Ω) est
NX
j=1

μj où :

μj =

⎧⎨⎩ card
©
k ∈ N ; 1 ≤ k <

ωj
π

ª
si sj de type Dirichlet

card
n
k ∈ N ; 1 ≤ k <

2ωj
π

o
sinon.

Preuve. On introduit l’opérateur non borné Λj sur Hj = L2 (]0, ωj[)
2 comme suit :

Λjϕ = −ϕ
00
, dans D (Λj),

où D (Λj) = H2 (]0, ωj[)
2 ∩H1

0 (]0, ωj[)
2 si sj de type Dirichlet de part et d’outre, et

D (Λj) =
©
ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ H2 (]0, ωj[)

2 ϕ
0
1 (0) = ϕ1 (ωj) = 0;

ϕ2 (0) = ϕ2 (ωj) = 0}, sinon.

Nous allons noter par ϕj,m, m ≥ 1, les fonctions propres normalisées et par λ2j,m , m ≥ 1,

les valeurs propres correspondantes. Donc on a : −ϕ00
j,m = λ2j,mϕj,m

où ϕj,m ∈ D (Λj) et λj,m =

⎧⎪⎨⎪⎩
mπ

ωj
, pour j ∈ D ;

mπ

2ωj
, pour j ∈ G .

Soit maintenant v ∈ M (Ω) ⊂ L2 (Ω)2 , comme v est régulière, pour tout r > 0

(d’après le lemme 2.4.3 et la démonstration de théorème 2.5.1), alors : v
¡
reiθ

¢
∈ D (Λj) ,

pour 0 < r < ρ et

v
¡
reiθ

¢
=
X
m≥1

αj,mr
λj,mϕj,m (θ) +

X
0<λj,m<1

βj,mr
−λj,mϕj,m (θ),

où αj,m et βj,m sont des nombres réels.

Pour pouvoir continuer la démonstration, on admet provisoirement le lemme suivant :

Lemme 2.5.3. Pour tout j et pour tout λj,m ∈]0, 1[, il existe σj,m ∈M (Ω) tel que

σj,m − ζjr
−λj,m
j ϕj,m (θ) ∈ H1 (Ω)2 .
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Donc d’après le lemme 2.5.3, on a :

v
¡
reiθ

¢
−
X
m≥1

αj,mr
λj,mϕj,m (θ)−

X
0<λj,m<1

βj,mσj,m ∈ H1 (Dρ)
2 ,

où

Dρ = Ω ∩ {0 < r < ρ}

et

w =
X
m≥1

αj,mr
λj,mϕj,m (θ) ∈ H1 (Dρ)

2 .

Donc

v
¡
reiθ

¢
−

X
0<λj,m<1

βj,mσj,m ∈ H1 (Dρ)
2 .

Et par conséquent : w = v −
X

0<λj,m<1

βj,mσj,m est de classe H
1 au voisinage de sj.

Le lemme 2.4.3 montre que w ∈ H1 (Ω)2, et donc w ∈ M (Ω) ∩ H1 (Ω)2. D’après

l’unicité de la solution variationnelle, on a

M (Ω) ∩H1 (Ω)2 = {0} .

Cela montre que :

v =
X
j

⎧⎨⎩ X
0<λj ,m<1

βj,mσj,m

⎫⎬⎭ .

En d’autre sens v est une combinaison linéaire des fonctions σj,m, 1 ≤ j ≤ N et

0 < λj,m < 1.

Il est clair que ces fonctions sont linéairements indépendantes.

On déduit finalement que M (Ω) est un sous-espace de L2 (Ω)2 de dimension égale à

NX
j=1

μj .

Preuve du lemme 2.5.3. On note par uj,m la fonction
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ζjr
−λj,m
j ϕj,m (θ) , on a :

∆uj,m = fj,m ∈ D
¡
Ω
¢
,

et de plus

γkuj,m = 0 , ∀k ∈ D et γk
¡
uj,m.η

k
¢
= γk

³
∂uj,m
∂ηk

.τk
´
= 0, ∀k ∈ G .

Donc, il existe vj,m ∈ H1 (Ω)2 solution variationnelle de :

Z
Ω

∇vj,k.∇hdx = −
Z
Ω

h∆uj,mdx, ∀h ∈ V .

On pose : σj,m = uj,m − vj,m . Il est clair que

σj,m ∈M (Ω) et σj,m − ζjr
−λj,m
j ϕj,m (θ) = vj,m ∈ H1 (Ω)2 .

Corollaire 2.5.4. l’opérateur ∆ est un opérateur à indice de W (Ω) dans L2 (Ω)2, plus

précisement, ∆ est injectif et a une image fermée de codimension égale à
NX
j=1

μj dans

L2 (Ω)2.

2.6 Application au système d’élasticité

Le point central de ce paragraphe est l’obtention de la majoration (2.3.1) pour Θ = L,

où c est une constante indépendante des coefficients de Lamé. La dimenstration de cette

majoration se fait, comme dans B. Benabderrahmane, B. Merouani [3] et de P. Grisvard

[22], par une intégration par partie, on retrouve la restriction sur les coefficients de Lamé

λ ≤
√
3 |μ| pour que (2.3.1) soit vérifiée.

Donc l’opérateur de Lamé est un opérateur de type semi-Fredholm. Comme l’opérateur

L dépend continument de λ en tant qu’opérateur son indice est indépendant de λ.
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2.7 Les solutions singulières pour le système d’élas-

ticité

Il résulte du calcul de l’indice qu’il existe un nombre fini des solutions singulières

Sj pour les angles de Ω sont supérieur à π
2
. On peut calculer explicitement ces fonctions

singulières en cherchant Sj de la forme :

Sj(r , θ) = rαj Ψα(θ),

où LSj = 0 dans le secteur {0 < θ < ωj}, on trouve alors que α doit être solution de

l’equation transcendante :

1) sin2(αωj) =
α2

(3−4ν)2 sin
2(ωj), si j ∈ D et j + 1 ∈ D ;

2) sin(2αωj) =
α

3−4ν sin(2ωj), si j ∈ D et j + 1 ∈ G ou j ∈ G et j + 1 ∈ D ;

3) sin2(αωj) = sin
2(ωj), si j ∈ G et j + 1 ∈ G ;

où ν est le coefficient de poisson (0 < ν < 1
2
).

Les fonctions Ψα(θ) sont données par :

1) Ψα(θ) = {(ρ0 + ρ1) sin(α− 2)ωj + (ρ0 − 3ρ1) sinαωj}

×

¯̄̄̄
¯̄ (ρ0 + ρ1) [cos(α− 2)θ − cosαθ]

− (ρ0 + ρ1) sin(α− 2)θ + (3ρ0 − ρ1) sinαθ

¯̄̄̄
¯̄

+(ρ0 + ρ1){cos(α− 2)ωj − cosαωj}

¯̄̄̄
¯̄ − (ρ0 + ρ1) sin(α− 2)θ

− (ρ0 + ρ1) cos(α− 2)θ

+(3ρ1 − ρ0) sinαθ

+(ρ0 + ρ1) cosαθ

¯̄̄̄
¯̄ ;

si le sommet sj est de type Dirichlet de par et d’outre

2) Ψα(θ) =

¯̄̄̄
¯̄ [(ρ0 + ρ1) cosαωj] cos(α− 2)θ

[− (ρ0 + ρ1) cosαωj] sin(α− 2)θ

+ [− (ρ0 + ρ1) cos(α− 2)ωj] cosαθ

+ [−2(ρ1 − ρ0) cosαωj + (ρ0 + ρ1) cos(α− 2)ωj] sinαθ

¯̄̄̄
¯̄ ;

si le sommet sj est de type C-S-F Dirichlet

37



3) Ψα(θ) =

¯̄̄̄
¯̄ [(ρ0 + ρ1) sin(α+ 1)ωj] cos(α− 2)θ

[− (ρ0 + ρ1) sin(α+ 1)ωj] sin(α− 2)θ

− [(ρ1 − ρ0) sin(α+ 1)ωj + 2ρ1 sin(α− 1)ωj] cosαθ

− [(ρ1 − ρ0) sin(α+ 1)ωj + 2ρ1 sin(α− 1)ωj] sinαθ

¯̄̄̄
¯̄ ;

si le sommet sj est de type C.S.F de par et d’outre,

avec ρ0 =
α−1
1−2ν − 2 et ρ1 =

α+1
1−2υ + 2.

Remarque

1- On a trouvé que u ∈ H2 (Ω)2 (la régularité de la solution) dans le seul cas où Ω

est un triangle dont tous les angles sont <
π

2
.
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Chapitre 3

Problème de contact sans

frottement-Dirichlet pour les

équations de Laplace et de Lamé

dans un polyèdre

Résumé

Dans le deuxième chapitre, où Ω est un ouvert borné de R2 â frontière polygonale, on

a établi le résultat suivant : l’opérateur de laplace ∆ considéré de W (Ω) dans L2 (Ω)2 ,

a une image fermée et de codimension finie. En partculier, ∆ est surjectif si ωj <
π

2
,

∀ j = 1, 2, ..., N , que n’est verifiée que par un triangle dont tous les angles sont <
π

2
.

Nous allons donc reprendre l’étude faite dans le deuxième chapitre en supposant que Ω

est un polyèdre de R3 et aussi les conditions de contact sans frottement sont portées par

un seule côté de la frontière.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on montre que si Ω est un ouvert borné de R3 à frontière polyèdrale

dont les ouvertures des angles des dièdres (vers l’intérieur de Ω ) sont notées ωj,k , le

résultat correspondant au chapitre 2 s’énonce comme suit : ∆ considéré de W (Ω) dans

L2 (Ω)3 a une image fermée et de codimension finie, si ωj,k <
π

2
pour tout j et tout k ,si

non, l’image de ∆ est de codimension infinie.

C’est ce dernier phénomène qui différentie le cas polyèdral du cas polygonal, à savoir

que dans le cas polyèdral, si ∆ n’est pas surjectif, il n’est pas non plus¿ à indiceÀ . On

a regroupé dans ce chapitre les théorèmes concernant la régularité des dérivées secondes

et établir des estimations à priori des dérivées d’ordre deux qui différent de celle de [14]

relatives au cas bidimensionnel. Nous montrons ces estimations en utilisant des inégalités

dans le plan, puis, nous étudions la régularité des dérivées secondes.

3.2 Notations et position du problème

Dans ce chapitre, on utilisera les notations suivantes, Ω est un corps homogène,

élastique et isotrope, occupant un domaine borné de R3 à frontière polyèdrale, c’est-à-

dire ∂Ω =
N
∪
j=1

Γj, où les faces Γj sont des ouverts bornés deR2 deuxàdeuxdisjoints.Nous

supposons de plus que Ω est d’un seul côté de ∂Ω = Γ.Pour tout j ≥ 1, Γj est donc un

ouvert plan à frontière polygonale. On notera Aj,k l’arête commune à Γj et Γk

Aj,k = Γj ∩ Γk , 1 ≤ j, k ≤ N , j 6= k .

On note aussi ωj,k l’angle que forme la face Γj avec la face Γk , autrement dit l’ouver-

ture du dièdre formé par Γj et Γk vers l’intérieur de Ω. On suppose que ωj,k 6= π, on ne

considère bien entendu que les couples (i, j), tels que Aj,k 6= ∅ , (voir fig 3.1.1).

Pour tout Γj les vecteurs ηj et τ j désignent respectivement la normale unitaire ex-

térieure et la tangente unitaire à Γj, remarquons qu’en tout point de Γj, il existe une
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Fig. 3-1 —

infinité de vecteurs tangents à Γj .

On considère le problème gouverné par l’opérateur Θ. Pour f ∈ L2 (Ω)3 donné, on

cherche u si possible dans H2 (Ω)3 , solution du problème :

Θu = f , dans Ω ; (3.2.1)

γju = 0, surΓj, ∀j = 2, ..., N (3.2.2)⎧⎨⎩ γ1 (u.η
1) = 0

γ1 ((
P
(u)η1).τ 1) = 0

, sur Γ1, (3.2.3)

où Θ un opérateur différentiel, désigne le système de Lamé où le Laplacien, et u =

(u1, u2, u3), f = (f1, f2, f3) sont des vecteurs de trois composantes représentants respec-

tivements le déplacement et la densité des forces extérieures. Enfin
P
(u) = (σi,j) est une

matrice d’ordre 3 représentant le tenseur des contraintes, les éléments σi,j sont donnés
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par la loi de Hook :

σij = 2μεij(u) + λtr(ε(u))δij, i, j = 1, 2, 3 où εij =
1

2
(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

).

Un raisonnement semblable à celui vu dans le cas polygonale, permet de donner la

formulation variationnelle de ce problème, Ainsi l’existence et l’unicité d’une solution u

dans l’espace :

V =
©
v ∈ H1 (Ω)3 , γjv = 0, ∀ j ∈ D , γj

¡
v.ηj

¢
= 0, ∀ j ∈ G

ª
.

D’autre part, les conditions aux limites de contact sans frottement (3.2.3), sont équi-

valents aux conditions γ1 (u.η
1) = γ1(

∂u

∂η1
.τ 1) = 0. (la démonstration est la même que

celle de chapitre 2).

Pour montrer une majoration à priori des dérivées second par la technique de P.

Grisvard [19] on simplifie le problème (3.2.1)-(3.2.3) comme suit :

∆u = f , dans Ω ; (3.2.4)

γju = 0, surΓj, ∀j = 2, ..., N (3.2.5)⎧⎨⎩ γ1 (u.η
1) = 0

γ1 ((
P
(u)η1).τ 1) = 0

, sur Γ1, (3.2.6)

c’est-à-dire, les conditions de contact sans frottement sont portées par un seule côté Γ1.
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3.3 Inégalité à priori

On introduit l’espace W (Ω) des éliments u ∈ H2 (Ω)3 vérifiants les conditions aux

limites suivantes :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
γju = 0, surΓj, ∀j = 2, ..., N⎧⎨⎩ γ1 (u.η

1) = 0

γ1 ((
P
(u)η1).τ 1) = 0

, sur Γ1,

c’est à dire l’espace où on cherche u, et on démontre la majoration à priori suivante :

kukH2(Ω)3 ≤ c k∆ukL2(Ω)3 . (3.3.1)

Pour u dans cet espace, on commence par le résultat essentiel suivant :

Théorème 3.3.1. Pour tout u ∈W (Ω), on a :

kD2
xuk

2
+
°°D2

yu
°°2 + kD2

zuk
2
+ kDxDyuk2 + kDxDzuk2 + kDyDzuk2

≤ k∆uk2

(où la norme sans indice, sera toujours celle de L2 (Ω)3).

La démonstration de ce théorème repose sur le

Lemme 3.3.2. Soit Ω un polygone de R2 on note par Kα,β(Ω) le sous-espace de H2 (Ω)

formé des fonctions u vérifiants les conditions

αjDxu+ βjDyu = 0, sur Γj, et α
2
j + β2j 6= 0, j = 1, ..., N.

Alors :

(D2
xu;D

2
yu)0 = kDxDyuk20 , ∀u ∈ Kα,β(Ω)

(l’indice 0 signifie qu’il s’agit de la norme de L2 (Ω)).

La démonstration du lemme 3.3.2 est bien détailé dans [18].
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Preuve du théorème 3.3.1. On va expliciter les conditions aux limites vérifiées par u.

On choisit le système d’axes de coordonnées de façon que Γ1 soit porté sur le plan (xoy).

Dans ce cas, on a le vecteur normal à Γ1 est donné par η1 = (0, 0,−1) et les vecteurs tan-

gents sont τ 1 = (cosϕ, sinϕ, 0). Par conséquent les conditions γ1 (u.η
1) = γ1(

∂u

∂η1
.τ 1) = 0

devienent γ1u3 = 0 et γ1(
∂u1
∂η1

) = γ1(
∂u2
∂η1

) = 0. C’est-à-dire on découple le problème

(3.2.4)-(3.2.6) avec des conditions aux limites satisfaites pour chaque composante uk,

(k = 1, 2, 3) comme suit. Un problème de Dirichlet pour u3 et deux problème de Dirichlet-

Neumann pour u1 et u2.

On calcule maintenant explicitement k∆uk2 avec u = (u1, u2, u3). Pour cela, on écrit

k∆uk2 = k∆u1k20 + k∆u2k20 + k∆u3k20 .

Pour tout k = 1, 2, 3, on a :

k∆ukk20 =
°°D2

xuk +D2
yuk +D2

zuk
°°2
0

= kD2
xukk

2
0 +

°°D2
yuk
°°2
0
+ kD2

zukk
2
0+

+ 2(D2
xuk;D

2
yuk)0 + 2(D

2
xuk;D

2
zuk)0 + 2(D

2
yuk;D

2
zuk)0.

Il suffit de montrer que

(D2
xuk;D

2
yuk)0 = kDxDyukk20 , ∀k = 1, 2, 3.

Ainsi que des indentités analogues pour chacun des autres couples de variables.

Explicitement on a :

(D2
xuk;D

2
yuk)0 =

Z
Ω

D2
xukD

2
yukdxdydz.

On note Ωz l’intersection de Ω avec le plan de hauteur z fixé, et comme Ωz est à

frontière polygonale et les conditions aux limites satisfaites pour uk sont des conditions

de Dirichlet c’est-à-dire,

uk ∈ H2 (Ωz) ∩H1
0 (Ωz) ,
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On a uk ∈ Kα,β(Ωz). Donc d’après le lemme 3.3.2 :Z
Ωz

D2
xukD

2
yukdxdy =

Z
Ωz

|DxDyuk|2 dxdy,

pour tout z fixé, en intégrant en z on obtient :

Z
Ω

D2
xukD

2
yukdxdydz =

Z
Ω

|DxDyuk|2 dx.dydz,

d’où

(D2
xuk;D

2
yuk)0 = kDxDyukk20 ,∀k = 1, 2, 3.

Pour montrer (D2
xuk ;D

2
zuk)0 = kDxDzukk20 (resp (D2

yuk ;D
2
zuk)0 = kDyDzukk20 ), on

note par Ωy(resp Ωx), l’intersection de Ω avec le plan de largeur y (resp longueur x) fixé,

et en observant que les conditions aux limites restent les mêmes pour uk sur Ωy (resp

Ωx). Par conséquent on a toujours uk ∈ Kα,β(Ωy) pour Ωy (resp uk ∈ Kα,β(Ωx) pour Ωx),

voir [29], [19].

Finalement on a :

kD2
xukk

2
0 +

°°D2
yuk
°°2
0
+ kD2

zukk
2
0 + kDxDyukk20+

+ kDxDzukk20 + kDyDzukk20
≤ k∆ukk20 .

Pour tout k = 1, 2, 3. Et par addition on obtient le théorème

Corollaire 3.3.3. Soit u ∈ W (Ω), solution du problème (3.2.4)-(3.2.6), alors il existe

c > 0 telle que

kukH2(Ω)3 ≤ c k∆ukL2(Ω)3

Preuve. On a démontré dans le théorème précédent que :

X
|α|=2

kDαuk2 ≤ k∆uk2
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de plus la majoration variationnelle de u et l’inégalité de Poincaré montre que :

kuk2H1(Ω)3 ≤ c1 k∆uk2L2(Ω)3

ceci implique immédiatement que :

kukH2(Ω)3 ≤ c k∆ukL2(Ω)3 .

3.4 Régularité des dérivées secondes

L’inégalité (3.3.1) montre que l’image de W (Ω) par ∆ est fermée dans L2 (Ω)3 .On

désigne dans ce qui suit cette image par R (Ω).

R (Ω) =
©
f ∈ L2 (Ω)3 ; f = ∆u , u ∈W (Ω)

ª
On va maintenant déterminer N (Ω) l’orthogonale de R (Ω) dans L2 (Ω)3.

A partir de ce que nous avons vu dans le paragraphe précédent on peut découpler

le probème (3.2.4)-(3.2.6) en deux problèmes. Le problème de Dirichlet est étudié par

P.Grisvard [19]. Donc il suffit d’étudier le problème de Dirichlet-Neumann suivant :

∆u1 = f1, dans Ω ; (3.4.1)

γju1 = 0, surΓj, ∀j = 2, ..., N ; (3.4.2)

γ1(
∂u1
∂η1

) = 0, sur Γ1. (3.4.3)

Pour cela, on note par V1(Ω ) l’espace

V1(Ω ) =
©
v1 ∈ H1 (Ω) ; γjv1 = 0 surΓj, ∀j = 2, ..., N

ª
.
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et par

W1(Ω) =

½
u1 ∈ H2 (Ω) ; γju1 = 0 , surΓj, ∀j = 2, ..., N et γ1(

∂u1
∂η1

) = 0 , sur Γ1

¾
,

l’espace où nous voulons chercher u1.

D’après corollaire 3.3.3, il existe c1 > 0 tel que ku1kH2(Ω ) ≤ c1 k∆u1kL2(Ω), pour tout

u1 ∈W1(Ω). Donc on peut construire l’orthogonal N1(Ω) deR1(Ω), où R1(Ω) représente

l’image de W1(Ω) par ∆.

Une démonstration semblable à celui vu dans [14], [28] fournit les deux lemmes sui-

vants :

Lemme 3.4.1. Soit v1 ∈ N1(Ω). Alors v1 est solution du problème suivant :⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∆v1 = 0, dans Ω ;

γjv1 = 0, surΓj, ∀j = 2, ..., N ;

γ1(
∂v1
∂η1

) = 0, sur Γ1.

Lemme 3.4.2. Soit v1 ∈ N1 (Ω). Alors v1 ∈ C∞ (Ω\A), où A =
N
∪

j, k=1
Aj, k est l’ensemble

des sommets et des arêtes de Ω .

Le lemme 3.4.2 exprime un résultat de régularité au voisinage des morceaux réguliers

de la frontière, qui est assez bien connu par la méthode de réflexions. Pour plus de détails

voir [18], [19].

On va maintenant déterminer la dimension deN1 (Ω). Pour cela, nous allons introduire

les notations suivantes

On note Λ l’opérateur de Laplace-Beltrami sur S2(la sphère unité de R3), Λ s’écrit comme

suit :

Λ(ξ) =
1

sinϕ
Dϕ(sinϕDϕξ) +

1

sin2 ϕ
D2

θξ .

G est un ouvert de S2 de la forme particulière suivante : ∂G est formé d’un nombre

fini d’arcs qu’on note Tj , 1 ≤ j ≤ N. En d’outres termes, G est l’intersection avec S2
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d’un cône polyédral Ω de sommet 0 ; Ω est limité par ses faces Γj etTj = S2∩Γj. On note

ωj l’angle que font les tangentes à Tj et à Tj+1 en leurs points de rencontre, c’est-à-dire,

l’angle de Γj avec Γj+1 (vers l’intérieur de Ω ).

On va montrer ici un résultat utilisé dans la démonstration du théorème 3.4.4 ci-dessous,

qui est relatif à des problèmes bidimentionnels donc plus liés aux travaux de [18].

Lemme 3.4.3. Si ωj <
π

2
pour tout j, alors Λ est un isomorphisme de H2(G)∩ V1(G)

sur L2(G).

Il en résulte que si ξk ∈ V1(G) est une fonction propre de L, c’est-à-dire

Λξk = −λkξk, dans G,

alors ξk ∈ H2(G) si ωj <
π

2
pour tout j .

Preuve. Il sagit d’un résultat de régularité qui compte tenu de l’ellipticité de Λ, est

évident à l’intérieur de G et au voisinage des arcs Tj. Il n’y a de difficulté qu’ au voisinage

des sommets. Il suffit donc de considérer le cas où la fonction u1, dont on veut prouver

la régularité, est à support au voisinage d’un des sommets. En coordonnées locales, on

est ramené au probléme suivant :

G est le secteur plan limité par l’axe ox et la demi-droite qui fait avec ox un angle ωj

dans le sens-direct, u1 ∈ V1(G), est à support borné et de plus u1 est solution de

Λu1 = f1 ∈ L2(G)

où Λ =
P
|α|≤2

aα(x; y)D
α1
x Dα2

y avec aα fonctions régulières, on a donc :

∆u1 = f1 +Au1 +Bu1

où B est un opérateur du premier ordre et A un opérateur du second ordre dont les

coefficients s’annulent en zéro ( voir [19] ).

Si f1 ∈ L2(G), on a

g1 = ∆u1 −Au1 ∈ L2(G).
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On peut trouver un triangle coîncidant avec G au voisinage de 0 et contenant le support

de u1. Soit ∆1 la restriction de ∆ à V1(Ω1). De [14] on sait que ∆1 est un isomorphisme

de H2(Ω1) ∩ V1(Ω1) sur L2(Ω1), comme les coefficients de A tendent vers zéro lorsqu’on

diminue Ω, on voit que si Ω1 est assez petit ∆1 + A est encore un isomorphisme de

H2(Ω1)∩ V1(Ω1) sur L2(Ω1). Il en résulte que

u1 = (∆1 +A)−1g1 ∈ H2(G).

Théorème 3.4.4

(i) dim N1(Ω) =
IP

i=1

card
½
l, tel que λi, l <

3

4

¾
, si ωj,k <

π

2
, où I représente le

nombre de sommets.

(ii) dim N1(Ω) = +∞, si ωj, 1 >
π

2
.

Preuve

• ( i ) Il est bien connu que v1 ∈ N1(Ω) est analytique dans Ω et jusqu’aux parties

planes de la frontière. Ainsi on a la régularité à l’intérieur de chaque arête et sur les

sommets de type Dirichlet pur pour vu que ωj, k <
π

2
( voir [19], [3] ). Il reste donc à

étudier v1 au voisinage des sommets de type Dirichlet-Neumann. Pour cela, on choisit un

sommet de ce type, et on translate ce sommet en 0 (ce qui ne change rien au problème

) et on suppose que le voisinage V est une boule de centre 0 et de rayon R assez petit

pour que Ω∩ V soit un tronc de cône (de hauteur R ) sous-tendu par l’ouvert G de S2 :

Ω ∩ V = {x = r.ω; 0 < r < R,ω ∈ G} .

Il est clair que G est à frontière lipschitzienne dans S2.On considère l’opérateur de

Laplace-Beltrami Λ sur G avec les conditions de Dirichlet-Neumann (c’est-à-dire pour

fixer les idées Λ réalisé comme isomorphisme de V1(G) sur H−1 (G)). La compacité de

l’injection de V1(G)dans L2 (G) permet de diagonaliser Λ dans L2 (G) . Il existe donc une
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base orthonormale (ξl), l = 1, 2, ...de L
2 (G) formée de fonctions propres de L :⎧⎨⎩ ξl ∈ V1(Ω), l ≥ 1 ;

Λξl = −λlξl, l ≥ 1,

avec 0 < λ1 < λ2 < ..., λl −→ +∞.

Soit alors v1 ∈ N1 (Ω) , on a v1 ∈ L2 (G) , pour tout r ∈ ]0, R[fixé. Donc

v1 (r.ω) =
P
l≥1

cl (r) .ξl (ω) , 0 < r < R , ω ∈ G,

avec

cl (r) =

Z
G

v1 (rω) ξl(ω)dω.

On va calculer cl, en utilisant l’équation dont v1 est solution :

∂2v1
∂r2

+
2

r

∂v1
∂r

+
1

r2
Λv1 = 0, 0 < r < R, ω ∈ G.

D’après le lemme 3.4.3, on a ξl ∈ H2(G). Si ϕ ∈ D (]0, R[) , il est facile de voir que la

fonction ul définie par

ul(rω) =

⎧⎨⎩ ϕ(r).ξl(ω) , 0 < r < R , ω ∈ G ;

0, sinon,

est dans W1(Ω). De la définition de N1 (Ω), il résulte que v1 est orthogonal à ∆ul pour

tout l :
0 =

R R
0

R
G

v1 (rω)∆ul(rω)r
2drdω

=
R R
0

R
G

v1 (rω)
©
ϕ
00
(r) + 2

r
ϕ
0
(r)− λl

r2
ϕ(r)

ª
ξl(ω)r

2drdω

=
R R
0

©
r2ϕ

00
(r) + 2rϕ

0
(r)− λlϕ(r)

ª
.cl (r) dr.

=
­
r2cl;ϕ

00®
+ 2

­
rcl;ϕ

0®− λl hcl;ϕi

=
­
(r2cl)

00 − 2(rcl)
0 − λlcl;ϕ

®
=

­
r2c

00
l − 2rc

0
l − λlcl ; ϕ

®
.
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Comme l’identité ci-dessus est vérifiée pour toute ϕ ∈ D (]0, R[), on a

r2c
00
l − 2rc

0
l − λlcl = 0, dans ]0, R[

au sens des distributions. Donc

cl(r) = alr
αl + blr

βl

où

αl =
−1 +

√
1 + 4λl
2

, βl =
−1−

√
1 + 4λl
2

et al, bl sont des constantes arbitraires, telles que l’on aitZ
G

|v1 (rω)|2 dω =
X
l≥1
|cl (r)|2 , p.p.

Donc Z
Ω∩V

|v1 (x)|2 dx =
X
l≥1

Z R

0

|cl (r)|2 r2dr < +∞ .

Puisque v1 ∈ L2(Ω), on voit immédiatement que bl = 0, dès que :Z R

0

r2+2βldr = +∞ c’est-à-dire λl ≥
3

4
.

Il en résulte que :

v1 (r.ω) =
X
l≥1

alr
αl.ξl (ω) +

X
l< 3

4

blr
βl .ξl (ω)

avec Z
G

|v1 (rω)|2 dω ≥
X
l≥1
|al|2 r2αl
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d’où Z
Ω

|v1 (x)|2 dx ≥
X
l≥1
|al|2

Z R

0

r2+2αldr =
X
l≥1
|al|2

R3+2αl

3 + 2αl
.

Soit w =
P

l≥1 alr
αl .ξl (ω) .

Il est maintenant aisé de vérifier que w ∈ H1 au voisinage de zéro,c’est-à-dire que

Z ε

0

°°°°∂w∂r
°°°°2
L2(G)

r2dr +

Z ε

0

kwk2H1(G) dr < +∞.

Pour ε assez petit, on a

Z ε

0

°°°°∂w∂r
°°°°2
L2(G)

r2dr =
X
l≥1
|al|2 α2l

Z ε

0

r2αldr =
X
l≥1
|al|2 α2l

ε2αl+1

2αl + 1

Compte tenu du fait que λl ∼ Kl lorsque l −→ +∞, on déduit que

α2l ∼
√
Kl et

α2l ε
2αl+1

2αl + 1
∼
√
Klε2

√
Kl

2

et aussi

R3+2αl

3 + 2αl
∼ R2

√
Kl

2
√
Kl

donc pour ε < R, on a
α2l ε

2αl+1

2αl + 1
= ◦

µ
R3+2αl

3 + 2αl

¶
, l −→ +∞,

ceci prouve la convergence de la dernière série écrite. Pour estimer l’autre intégrale, on

utilise l’inégalité suivante :

kξk2H1(G) ≤ c kΛξk2L2(G) .

D’où
kwk2H1(G) ≤ c

P
l≥1 |al|

2 r2αlλ2l et
R ε
0

kwk2H1(G) dr

≤ c
P

l≥1 |al|
2 λ2l

r2αl+1

2αl+1

avec l’équivalence

λ2l
εαl+1

2αl + 1
∼ (Kl)

3
2 ε2

√
Kl

2
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d’où la convergence de la série.

En conclut de [3], que :

v1 (r.ω)−
P
l< 3

4

blr
βl .ξl (ω)

définit un élément de H1(Ω ∩ V ).

En répétant le même raisonnement au voisinage de chacun des sommets de type

Dirichlet -Neumann de Ω, on voit qu’il existe un sous-espace vectorielN
0
1(Ω) de dimension

IX
i=1

card

½
l, tel que λi, l <

3

4

¾

dans N1(Ω), tel que N1(Ω) ⊆ N
0
1(Ω) +H1(Ω).

L’unicité de la solution variationnelle du problème de Dirichlet -Neumann implique

que

N1(Ω) ∩H1(Ω) = {0},

on a donc N1(Ω) = N
0
1(Ω)

d’où

dimN1(Ω) =
IX

i=1

card

½
l tel que λi, l <

3

4

¾
• ( ii ) On raisonne par l’absurde, supposant que :

dimN1(Ω) = d < +∞ .

On choisit une arête d’ouverture α >
π

2
de Ω et par un choix convenable des axes de

coordonnées, on peut supposer cette arête portée par l’axe oy. On note Ω0 l’intersection

de Ω avec le plan y = 0 ; c’est un polygone plan d’angles >
π

2
et d’après Grisvard [9] on

sait qu’il existe u01 à support dans un voisinage de zéro, tel que

u01 ∈ V1(Ω0), ∆u01 = f01 ∈ L2(Ω0) et u01 /∈ H2(Ω0).
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Comme Ω est ouvert, on peut choisir un intervalle I = (a, b), tel que si ϕ ∈ D (I), la

fonction u1 définie par

u1(x, y, z) = u01(x, z)ϕ(y)

est à support dans Ω. On a donc u1 ∈ V1(Ω) et

∆u1 = f01 (x, z)ϕ(y) + u01(x, z)ϕ
00(y) = f1.

Soit {v1, ..., vd} une base de N1(Ω).On sait que si

h f1; vj i = 0, j = 1, 2, ..., d

alors u1 ∈ H2(Ω) et si ϕ 6= 0 cela implique u01 ∈ H2(Ω0) ce qui impossible. Cependant

on a évidement h f1; vj i = 0 si et seulement si hϕ ;Fj i = 0, où Fj est la distribution

définie par

Fj(y) =

Z
Ω y

f01 (x, z)vj(x, y, z)dxdz +D2
y

Z
Ω y

u01(x, z)vj(x, y, z)dxdz

et Ωy est l’intersection de Ω avec le plan de hauteur y. Il est clair que D (I) est de

dimension infinie. On peut donc trouver ϕ 6= 0, telle que hϕ ;Fj i = 0, pour j = 1, 2, ..., d

ce qui est contradictoire.

Corollaire 3.4.5. Si on peut montrer que λi, l >
3

4
, pour ωj, k <

π

2
, (le calcul des

valeurs propres de l’opérateur de Laplace-Beltrami Λ ainsi que leurs majoration reste un

problème ouvert jusqu’à présent, ).

Il résulte du théoréme 3.4.4 la relation suivante :

dimN1(Ω) = {0} , si ωi, j <
π

2
.

C’est-à-dire que ∆ est un isomorphisme de W1(Ω) dans L2(Ω). Par conséquent, on a la

régularité H2(Ω).
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Corollaire 3.4.6

(i) dim N(Ω) =
I

2
P
i=1

card
½
l tel que λi, l <

3

4

¾
, si ωj,k <

π

2
, où I représente le

nombre de sommets.

(ii) dim N(Ω) = +∞, si ωj,1 >
π

2
.

Remarque 3.4.7. Dans le cas particulier où tous les angles de Ω sont strictement

inférieurs à
π

2
, les résultats précédents permettent de conclure que l’image de W (Ω) par

∆ est un sous-espace fermé de L2(Ω)3 et de codimension égale à

2
IP
i=1

card
½

l tel que λi, l <
3

4

¾
.
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Chapitre 4

Problèmes aux limites obliques et

non lineaires pour les équations de

Lamé dans un domaine de classe C2

Résumé

Dans ce chapitre on généralise les résultats de H. Benseridi [6] pour le système de

l’élasticité avec des conditions aux limites non linéaires sur une partie de la frontière

et Dirichlet sur l’autre partie. Pour cela, on à considéré le problème approché où l’on

a remplacé β par l’approchant de Yosida βξ et on a résolu ce dernier problème en

s’inspirant d’une méthode de contraction de Brézis [10].

Contenu
4.1. Introduction et position du problème.
4.2. Préliminaire.
4.3. Résolution du problème approché.
4.4. Régularité de la solution du problème approché.

4.5. Existence d’une solution dans H2(Ω)n du problème original.
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4.1 Introduction et position du problème

Nous considérons un corps homogène, elastique et isotrope, occupant un ouvert borné

Ω de Rn(n = 2, 3) de classe C2, la frontière de Ω sera notée Γ = Γ1 ∪ Γ2 avec mesure

Γ1 > 0.

Il s’agit de résoudre le problème suivant dans H2(Ω)n, (n = 2, 3) :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−Lu+ αu = f dans (Ω)

u = 0 sur (Γ1)

−σ(u)ν + P (u) ∈ β(u) sur (Γ2)

(4.1.1)

où Ω est un ouvert borné de Rn de classe C2, f ∈ L2(Ω)n, P un opérateur différentiel, du

premier ordre à coefficients lipschitziens, β un graphe maximal monotone tel que 0 ∈ β(0)

et αun réel positif sur lequel nous apporterons des précisions plus loin.

L désigne le système de l’élasticité :

μ∆+ (λ+ μ)∇div,

où λ et μ sont les coefficients d’élasticité avec λ > 0 et λ+μ ≥ 0, et σ désigne le tenseur

de contraintes, avec σ = (σij), i, j = 1...n. les éléments σij sont donnés par la loi de

Hooke :

σij(u) = 2μεij(u) + λtr(ε(u))δij,

où εij(u) =
1
2

µ
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

¶
est le tenseur des déformations linéairisé associe à u.

Je rappelle que lorsque l’opérateur P est identiquement nul, α = 0 et Ω est un

polygone plan, le problème (4.1.1) dans ce cas est exactement étudié par B. Merauani

[26].

Ici, pour arriver au but désiré, on à considéré le problème approché où l’on a remplacé

β par l’approchant de Yosida βξ et on a résolu ce dernier problème en s’inspirant d’une

méthode de contraction de Brézis [10], pour cela on va étudier dans un premier temps le
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problème approché suivant :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−Luξ + αuξ = f dans (Ω)

uξ = 0 sur (Γ1)

−σ(uξ)ν + P (uξ) = βξ(uξ) sur (Γ2)

(4.1.2)

où βξ est l’approchant de Yosida de β, et les hypothèses sur les autres facteurs sont les

mêmes pour (4.1.1).

Et par suite une inégalité à priori basée sur la formule d’intégration par parties de

Grisvard-Looss [23], un passage à la limite donne l’existence d’une solution u appar-

tenant a H2(Ω)n de (4.1.1) pour α vérifier (4.4.1.4).

4.2 Préliminaire

Lemme 4.2.1. Ω étant un ouvert de classe C2, P un opérateur tangentiel du premier

ordre, quel que soit v ∈ L1(Ω)n tel que Pv ∈ L1(Ω)n on a :

Z
Γ

Pvds ≤ c1

Z
Γ

|v| ds (4.2.1)

où c1 dépend de l’ouvert et des coefficients de P .

Lemme 4.2.2. Soit Ω un ouvert borné de Rn à frontière Γ Lipschtzienne, si u ∈ H1(Ω)n

et si β est une fonction uniformêment Lipschtzienne alors β(u) appartient à H1(Γ)n.

Théorème 4.2.3. Soit Ω un ouvert borné de Rn de classe C0,1, ∀ � > 0 il existe C2(ε)

tel que :

kvk2L2(Γ)n ≤ ε k∇vk2L2(Ω)n×n + C2 (ε) kvk2L2(Ω)n , ∀v ∈ H1 (Ω)n . (4.2.2)

Théorème 4.2.4. Soit Ω un ouvert borné de Rn de classe C0,1, ∀ � > 0 il existe C3(ε)

tel que :

k∇ωk2L2(Γ)n×n ≤ ε kωk2H2(Ω)n + C3 (ε) kωk2H1(Ω)n , ∀ω ∈ H2 (Ω)n . (4.2.3)
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4.3 Résolution du problème approché

4.3.1 Introduction et résolution d’un nouveau système

Soit βξ =
I−(I+ξβ)−1

ξ
la régularisée Yosida de β, on posera :

γξ = −(I + ξβ)−1 la résolvante de β, qui est un application contractante, considérons le

problème suivant : ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−Lv + αv = f (Ω)

v = 0 (Γ1)

−σ(v)ν + P (v)− v

ξ
=

γξ(u)

ξ
(Γ2)

(4.3.1.1)

où u ∈ L2(Γ2)
n, les hypothèses sur les autres facteurs sont les mêmes que celle concernant

(4.1.2). On remarquera qu’un point fixe de (4.3.1.1) (i.e. si on trouve une solution : v tel

que v/Γ2 = u ) donnera une solution (4.1.2).

Théorème 4.3.1.1. Le problème (4.3.1.1) admet une solution unique v ∈ K, où

K = {w ∈ H1(Ω)n : w = 0 on Γ1} .

Preuve. On résoud (4.3.1.1) par la même méthode variationnelle, pour tout w ∈ K, on

a : Z
Ω

∂σij(v)

∂xj
.vidx+ α

Z
Ω

vi.widx =

Z
Ω

fi.widx,∀w ∈ K

En utilisant la formule de Green, on en déduit :Z
Ω

σij(v).
∂vi
∂xj

dx−
Z
Γ

(σij(v).νj).vids+ α

Z
Ω

vi.widx =

Z
Ω

fi.widx, ∀w ∈ K

et par conséquent, on a :Z
Ω

σ(v).ε(w)dx−
Z
Γ2

(σ(v).ν).wds+ α

Z
Ω

v.wdx =

Z
Ω

f.wdx

on pose sur K ×K :
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a(v, w) =

Z
Ω

σ(v).ε(w)dx+ α

Z
Ω

v.wdx− hPv,wi
H−

1
2 (Γ2)n×H

1
2 (Γ2)n

+ 1
ξ

Z
Γ2

v.wds

cette forme est bilinéaire continue, regardons si elle est coercitive.

On prend v ∈ H2(Ω)n ∩K est on fait

a(v, v) =

Z
Ω

σ(v).ε(v)dx+ α

Z
Ω

v2dx−
Z
Γ2

Pv.vds+ 1
ξ

Z
Γ2

v2ds.

Considérant l’intégrale de bord
Z
Γ2

Pv.vds, d’après le lemme 4.2.1 on a :

Z
Γ2

Pv.vds =

Z
Γ2

P (
v2

2
)ds et

Z
Γ2

Pv.vds ≤ c1

Z
Γ2

v2ds

donc on a :

a(v, v) ≥ 2μ
Z
Ω

εij(v).εij(v)dx+ λ

Z
Ω

εkk(v).εkk(v)dx+ α

Z
Ω

v2dx− c1

Z
Γ2

v2ds

≥ 2μ
P

1≤i,j≤n

Z
Ω

|εij(v)|2 dx+ α

Z
Ω

v2dx− c1

Z
Γ2

v2ds

≥ 2μ kε (v)k2L2(Ω)n×n + α

Z
Ω

v2dx− c1

Z
Γ2

v2ds

d’après l’inégalité de Korn on obtient :

a(v, v) ≥ k kvk2H1(Ω)n + α

Z
Ω

v2dx− c1

Z
Γ2

v2ds

et le lemme 4.2.2 donne que :

a(v, v) ≥ k kvk2H1(Ω)n − c1ε

Z
Ω

|∇v|2 dx+ (α− c1.c2 (ε))

Z
Ω

v2dx

a(v, v) ≥ (k − c1ε)

Z
Ω

|∇v|2 dx+ (α− c1.c2 (ε))

Z
Ω

v2dx.

Si on choisit

ε <
k

c1
et α ≥ c1.c2 (ε) = α1 (4.3.1.2)

on a alors :
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a(v, v) ≥ cte kvk2H1(Ω)n , ∀v ∈ H2 (Ω)n

et comme H2 (Ω)n ∩K est dense dans K on a :

a(v, v) ≥ cte kvk2H1(Ω)n , ∀v ∈ K,

ce qui montre la coercivité de la forme a(v, w).

Considérant maintenant la forme :

S (w) =

Z
Ω

f.wdx− 1
ξ

Z
Γ2

γξ (u) .wds

cette forme étant linéaire et continue, d’après le théorème de Lax Milgram il existe un

unique v ∈ K tel que :

a(v, ω) = S (w) , ∀w ∈ K (4.3.1.3)

Il reste à voir que (4.3.1.1) et (4.3.1.3) sont équivalents, l’implication (4.3.1.1) =⇒

(4.3.1.3) est facilement vérifiable, a-t-on (4.3.1.3) =⇒ (4.3.1.1).

Si w ∈ D0 (Ω)n , on a alors :Z
Ω

σ(v).ε(w)dx+ α

Z
Ω

v.wdx =

Z
Ω

f.wdx

=⇒−Lv + αv = f au sens de D0 (Ω)n

si on prend ω ∈ H2 (Ω)n ∩K on a :

−
Z

L

Ω

v.wdx =

Z
Ω

σ(v).ε(w)dx−
Z
(

Γ2

σ(v).v).wds

d’après Lions- Magenes [25] et v étant solution de (4.3.1.3), on a :Z
Ω

σ(v).ε(w)dx+ α

Z
Ω

v.wdx− hPv,wi
H−

1
2 (Γ2)n×H

1
2 (Γ2)n

+
1

ξ

Z
Γ2

v.wds

= −
Z

L

Ω

v.wdx+ hσ(v).ν, wi
H−

1
2 (Γ2)n×H

1
2 (Γ2)n

− hPv,wi
H−

1
2 (Γ2)n×H

1
2 (Γ2)n

+
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1

ξ

Z
Γ2

v.wds+ α

Z
Ω

v.wdx =

Z
Ω

f.wdx −
Z
Γ2

γξ(u)

ξ
.wds

=⇒ σ(v).ν − Pv +
v

ξ
= −

γξ(u)

ξ

Donc il existe une solution v ∈ H1 (Ω)n de (4.3.1.1).

Théorème 4.3.1.2. Le problème (4.1.2) admet une solution uξ ∈ K.

Preuve

On considère l’application suivante :

T : L2(Γ2)
n −→ L2(Γ2)

n

u 7−→ T (u) = v/Γ2

où v solution de (4.3.1.1).

On va montre que c’est une contraction stricte, dans ce paragraphe on peut prendre

Γ ∈ C0,1 seulement, soit v1 et v2 solutions des problèmes suivants :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−Lv1 + αv1 = f (Ω)

v1 = 0 (Γ1)

−σ(v1)ν + Pv1 −
v1
ξ
= γξ(u1) (Γ2)⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−Lv2 + αv2 = f (Ω)

v2 = 0 (Γ1)

−σ(v2)ν + Pv2 −
v2
ξ
= γξ(u2) (Γ2)

avec les mêmes hypothèses que pour (4.1.2), α vérifiant (4.3.1.2). On pose w = v2 − v1

et on voit que w est solution de

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−Lw + αw = 0 (Ω)

w = 0 (Γ1)

−σ(w)ν + Pw − w

ξ
= γξ(u2) − γξ(u1) (Γ2)

(4.3.1.4)

ce qui nous permet d’écrire que :
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Z
Ω

(−Lw + αw).wdx =

Z
Ω

σ(w).ε(w)dx+ α

Z
Ω

w2dx−
Z
Γ2

(σ(w)ν).wds = 0

ceci implique :Z
Ω

σ(w).ε(w)dx+ α

Z
Ω

w2dx−
Z
Γ2

Pw.wds+

Z
Γ2

w2

ξ
ds+

Z
Γ2

γξ(u2) − γξ(u1)

ξ
ds = 0

du lemme 4.2.1 et du théorème 4.2.3, on déduit que :

−C1ε
Z
Ω

|∇w|2 dx− C1C2(ε)

Z
Ω

|w2| dx+
Z
Ω

σ(w).ε(w)dx

+ α

Z
Ω

w2dx+

Z
Γ2

w2

ξ
ds

≤ 1

ξ

Z
Γ2

(γξ(u1)− γξ(u2))ds

=⇒ (K − C1ε)

Z
Ω

|∇w|2 dx+ (α− C1C2(ε))

Z
Ω

w2dx+

Z
Γ2

w2

ξ
ds

≤ 1

2ξ

Z
Γ2

(γξ(u1)− γξ(u2))
2ds+

1

2ξ

Z
Γ2

w2

ξ
ds.

Etant donné que γξ est une application contractante, et si ε et α vérifient (4.3.1.2)

on a alors :

inf [ξ(K − C1ε), ξ(α− C1C2(ε))] kwk2H1(Ω)n +

Z
Γ2

w2ds

≤
Z
Γ2

|u2 − u1|2 ds

et grâce aux théorèmes de traces on déduit que :

(C4 + 1) kwk2L2(Ω)n ≤ ku2 − u1k2L2(Ω)n (4.3.1.5)

cette inégalité implique que

kwk2L2(Ω)n = kv2 − v1k2L2(Ω)n ≤ 1√
C4+1

ku2 − u1k2L2(Ω)n
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et comme
1√

C4 + 1
< 1, T est une contraction stricte. Donc il existe un et seul u ∈

L2 (Γ2)
n tel que T (u) = u = v/Γ2 et donc v est solution de⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

−Lv + αv = f (Ω)

v = 0 (Γ1)

−σ(v)ν + P (v)− v

ξ
=

γξ(v)

ξ
(Γ2)

(4.3.1.6)

En fait on vient de montrer l’existence d’une solution v appartenant à H1 (Ω)n de (4.1.2).

Remarque 4.3.1.3. On a u ∈ H
1
2 (Γ2)

n car v/Γ ∈ H
1
2 (Γ2)

n

4.3.2 Régularité de la solution du problème approché

Revenons à (4.3.1.1), où le u intervenant dans les conditions aux limites, sera le u

réalisant le point fixe de T .

Théorème 4.3.2.1. Soit Ω un ouvert borné de Rn de classe C2, si f ∈ L2(Ω)n, g ∈

H1(Ω)n, P un opérateur tangentiel à coefficients Lipschtziens et α vérifiant (3.1.2), alors

il existe une unique v solution appartenant à H2(Ω)n de⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−Lv + αv = f (Ω)

v = 0 (Γ1)

−σ(v)ν + P (v) = g (Γ2)

(4.3.2.1)

Preuv. On regarde ce qui se passe localement

a) Pour les points se trouvant à l’interieur de Ω ou à la frontière Γ1,on sait que (résultat

classique) v ∈ H2 (Ω)n.

b) Pour les points appartenant à la frontière Γ2 que se passe-t-il ?

Soit σ0 et Φ ∈ D(Ω) telle que σ0 ∈suppΦ = k et Φ ≡ 1 au voisinage de σ0. Γ2 étant

une sous-variété compacte, il existe un ouvert de carte Ui tel que σ0 ∈ Ui et ψi est un

isomorphiseme de classe C2 tel que

ψi : Ui ∩K −→Wi
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où Wi est un ouvert de Rn−1.

Par ψi on transporte donc notre problème (4.3.2.1) au voisinage d’un point X0 =

ψi (σ0) appartenant à xn = 0. Ce problème devient⎧⎨⎩ −Lω + αω = f
0

(Wi)

−σ(ω)ν + P1(ω) = g
0
(xn = 0)

(4.3.2.2)

où ω = ψi ◦ v, f
0
= ψi ◦ f , g

0
= ψi ◦ g et P1 =

n−1P
k=1

ak(X)
∂

∂Xk
+ a0(X) avec donc

f
0 ∈ L2(Wi)

n, g
0 ∈ H

1
2 (xn = 0)

n, P1 opérateur différentiel du premier ordre et α vérifiant

(4.3.1.2)

ω est aussi solution de⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−Lω + αω = f

0
(Wi)

−σ(ω)ν + P1(X0)+

+ (P1 (s)− P1 (X0)) = g
0

(Wi ∩ xn = 0)
(4.3.2.3)

Etant seulement concerné par les valeurs des fonctions sur ψi (Ui ∩K ∩ Γ2), on va une

fonction ψr (X) = ψ
³x
r

´
appartenant à D(Wi) qui est égale à 1 sur ψi (K) (elle permet

d’enviter de raisonne sur ∂ψi (Ui ∩K ∩ Γ2)).

(4.3.2.3) devient alors :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−Lω + αω = f

0
(Wi)

−σ(ω)ν + P1(X0)+

+ψr (X) (P1 (s)− P1 (X0)) = g
0

(Wi ∩ xn = 0)

On considère l’opérateur

Λ : H2(Wi) −→ L2(Wi)×H
1
2 (Wi ∩ xn = 0)

ω 7→
(−Lω + αω,−σ(ω)ν + P1(X0)(ω)+

ψr (X) {P1 (s) (ω)− P1 (X0) (ω)})
et comme l’opérateur

Λ1 : H2(Wi) −→ L2(Wi)×H
1
2 (Wi ∩ xn = 0)

ω 7→ (−Lω + αω,−σ(ω)ν + P1(X0)(ω))
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est un isomorphisme voir Lions-Magenes [25] et de plus

kψr (P1 (X)− P1 (X0))kH 1
2 (Wi∩xn=0)

→ 0 quand suppψ → 0

d’après Schechter [31] , Λ sera un isomorphisme, et en revenant à Ω on aura montré que

v ∈ H2
loc (Γ)

n .

En combinant a) et b) et en utilisant une partition de l’unité on aura montré que

v ∈ H2 (Ω)n.

Remarque 4.3.2.2. La solution de (4.1.2) est dans H2 (Ω)n.

En effet d’après la remarque 4.3.1.3 et le lemme 4.2.2 on a γξ(u) ∈ H
1
2 (Γ2)

n et par

suite la solution v de (4.3.1.1), appartient à H2 (Ω)n, mais comme d’après, v est solution

de (4.1.2), on a donc la solution de (4.1.2) appartient à H2 (Ω)n. On appellera cette

solution uξ ( α vérifiant (4.3.1.2) ).

4.4 Existence d’une solution appartenant a H2 (Ω)n

4.4.1 Inégalité a priori

Soit uξ solution de (4.1.2) on a le

Théorème 4.1.1. Il existe une constante C indépendante de ξ tel que :

kuξk2H2(Ω)n ≤ C kfk2L2(Ω)n (4.4.1.1)

pour uξ solution de (4.1.2) avec α vérifiant (4.3.1.2).

Preuve. Pour plus de comodité, on posera uξ = u, alors on a

(−Lu+ αu,−Lu+ αu) = kLuk2L2(Ω)n − 2α (Lu, u) + α2 kuk2L2(Ω)n

= kLuk2L2(Ω)n + 2α
Z
Ω

σ(u).ε(u)dx

− 2α

Z
Γ2

(σ(u).ν) .uds+ α2 kuk2L2(Ω)n
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et nous avons aussi :

−2α
Z
Γ2

(σ(u).ν) .uds = −2α
Z
Γ2

Pu.uds+ 2α

Z
Γ2

βξ(u).uds

En utilisant le fait que βξ est Lipschitzienne croissante avec βξ(0) = 0, on a

−2α
Z
Γ2

(σ(u).ν) .uds ≥ −2αc1
Z
Γ2

|u|2 ds (4.4.1.2)

d’autre part on utilisons les même méthodes de [14] [32], et de Grisvard [17] [23] on

montre l’existence d’une constante c5 > 0 tel que

c5 kuk2H2(Ω)n ≤ kLuk
2
L2(Ω)n (4.4.1.3)

nous obtenons aussi (4.4.1.3) commme dans Schechter [31].

En utilisant les théorèmes de traces de Lions [25], les inégalités (4.4.1.2) et (4.4.1.3),

le théorèmes 4.2.3 et l’inégalité de Korn on obtient

(−Lu+ αu,−Lu+ αu) ≥ c5 kuk2H2(Ω)n + 2αk kuk
2
H1(Ω)n

+ α2 kuk2L2(Ω)n − 2αc1ε k∇uk
2
L2(Ω)n×n

− 2αc1c2(ε) kuk2L2(Ω)n

c’est-a-dire que

(f, f) ≥ c5 kuk2H2(Ω)n + 2α (k − c1ε) k∇uk2L2(Ω)n×n

+ (α2 − 2αc1c2(ε)) kuk2L2(Ω)n

Donc on voit que si

ε <
k

c1
et α ≥ α2 = max {α1, α2 = 2c1.c2 (ε)} (4.4.1.4)

l’inégalité (4.4.1.1) est exactement verifie.
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4.4.2 Passage à la limite

Corollaire. Pour (3.3.4) vérifie, il existe u ∈ H2 (Ω)n solution de (1.1)

D’après (3.1.1) on a kuξk2H2(Ω)n ≤ c kfk2L2(Ω)n .

Donc on peut trouver une suite ξj −→ 0 telle que,

uξj −→ u faiblement dans H2 (Ω)n

uξj −→ u fortement dans H1 (Ω)n

u = 0 sur Γ1

et on voit que :

σ(uξj)ν −→ σ(u)ν dans L2 (Γ2)
n

P (uξj) −→ P (u) dans L2 (Γ2)
n

Donc,

βξj(uξj) −→ −σ(u)ν + P (u).

Mais étant donné que

βξ ⊂ β ◦ (1 + ξβ)−1

on déduit que :

βξj(uξj) ∈ β ◦ (1 + ξjβ)
−1

et

uξj − (1 + ξjβ)
−1uξj = ξjβξj(uξj) −→ξj−→0

0

ceci implique

(1 + ξjβ)
−1uξj −→ξj−→0

u.

En combinant ce résultat avec les autres on a :

−σ(u)ν + P (u) ∈ β(u)

Donc il existe une solution u ∈ H2 (Ω)nde (1.1) avec α vérifiant (4.4.1.4)¤
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Chapitre 5

Analyse Asymptotique d’un

problème dynamique d’Elasticité

linéaire avec frottement

Résumé

Dans ce chapitre nous prouvons en premier le résultat d’existence et d’unicité d’une

solution faible, aux équations dynamique pour Elasticité linéaire dans un domaine borné

à trois dimensions avec des conditions de frottement sur une partie de la frontière et

Dirichlet sur l’autre partie ; alors nous étudions l’analyse asymptotique quand ε tend vers

zéro. La convergence forte de la vitesse est prouvée, l’équation spécifique de Reynolds est

aussi prouvée.

Contenu

5.1. Introduction et position du problème.
5.2. Formulation variationnelle du problème.
5.3. Analyse asymptotique du problème.
5.4. Etude du problème limite.
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5.1 Introduction et Position du problème

Nous considérons un problème associé à des déformations d’un corps homogène élas-

tique et isotrope en régime dynamique dans le domaine mince Ωε ⊂ R3 dont une partie de

sa frontière est soumise à des conditions de frottement et une autre partie est soumise à

des conditions de Dirichlet, où 0 < ε < 1 est un réel positif déstiné à tendre vers zéro. La

frontière de Ωε sera notée Γε = Γ
ε

1∪Γ
ε

L∪ω, avec Γε1 est la frontière supérieure d’équation

x3 = εh(x1, x2), ΓεL est la frontière latérale, ω est un domaine borné de R2 d’équation

x3 = 0 qui constitue la frontière inférieure du domaine Ωε. On suppose que h est une

fonction de classe C1 définie sur ω telle que

0 < hmin ≤ h(x0) ≤ hmax = h ∀(x0, 0) ∈ ω.

On note x = (x0, x3) ∈ R3, x0 = (x1, x2) ∈ R2. Le domaine Ωε est donné par

Ωε = {(x0, x3) ∈ R3 : (x0, 0) ∈ ω, 0 < x3 < εh(x0)}.

Soit T > 0, uε(x, t) est la vitesse de déplacement du corps élastique au point x et à

l’instant t ∈ [0, T ]. On désigne par D = (dij)1≤i,j≤3 le tenseur des taux de déformations

avec

dij (u
ε) =

1

2

µ
∂uεi
∂xj

+
∂uεj
∂xi

¶
, 1 ≤ i, j ≤ 3.

On suppose que la loi de comportement suit la loi de Hooke, écrite avec la convention

d’Einstein

σεij(u
ε) = 2μdij (u

ε) + λdkk (u
ε) δij

où λ et μ sont les coefficients de Lamé et δij est le symbole de Krönecker.

Les équations qui gouvernent les déformations d’un corps homogène élastique isotrope

en régime dynamique dans le domaine Ωε sont les suivantes [15]

∂2uεi
∂t2

= σεij,j + f εi dans Ωε × ]0, T [ (5.1.1)
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où f ε représente une densité massique des forces extérieures.

On utilise les notations usuelles

uεn = uε.n uετ = uε − uεn.n σεn = (σ
ε.n) .n, σετ = σε.n− (σεn) .n

où n désigne le vecteur unitaire normal à Γε extérieur à Ωε.

Nous supposons que la vitesse est connue sur Γε1 × ]0, T [ et sur ΓεL × ]0, T [

uε = 0 sur Γε1 × ]0, T [ (5.1.2)

uε = g sur ΓεL × ]0, T [ (5.1.3)

où g = (g1, g2, g3) est une fonction ne dépend pas de t, avec g3 = 0.

Sur ω la vitesse est supposée inconnue et elle vérifié la condition suivante

∂uε

∂t
.n = 0 sur ω × ]0, T [ (5.1.4)

Nous supposons aussi l’existence du frottement sur ω, ce frottement est modélisé par la

loi non linéaire de Tresca [15]

|σ�τ | < k� ⇒
µ
∂uε

∂t

¶
τ

= 0

|σ�τ | = k� ⇒ ∃ β ≥ 0 tel que
µ
∂uε

∂t

¶
τ

= −βσ�τ

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ sur ω × ]0, T [ (5.1.5)

où |.| désigne la norme euclidienne de R2, et k� est une fonction donnée.

Le problème consiste à trouver u� vérifiant le problème (1.1)-(1.5) avec les conditions

initiales suivantes

uε(x, 0) = u0(x),
∂uε

∂t
(x, 0) = u1(x) ∀x ∈ Ωε. (5.1.6)

Lemme 5.1.1. La condition (5.1.5) sur ω × ]0, T [ est equivalant a condition suivante :
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∂uετ
∂t

· σετ + kε ·
¯̄̄̄
∂uετ
∂t

¯̄̄̄
= 0. (5.1.7)

Peuve.

• Supposons que uε vérifie la condition aux limites de tresca (5.1.5).

B Si |σ�τ | < k�, alors
µ
∂uε

∂t

¶
τ

= 0, d’où (5.1.7)

B Si |σ�τ | = k� alors il existe β ≥ 0 tel que
µ
∂uε

∂t

¶
τ

= −βσ�τ , d’où

∂uετ
∂t

· σετ + kε ·
¯̄̄̄
∂uετ
∂t

¯̄̄̄
= −β |σ�τ |

2 + β |σ�τ |
2 = 0.

• Réciproquement, on suppose que ∂uετ
∂t

· σετ + kε ·
¯̄̄̄
∂uετ
∂t

¯̄̄̄
= 0.

B Si |σ�τ | = k�, alors de (5.1.7) on a

∂uετ
∂t

· σετ = − |σ�τ | ·
¯̄̄̄
∂uετ
∂t

¯̄̄̄

d’où l’existence d’un β ≥ 0 tel que ∂uετ
∂t

= −βσετ
B Si |σ�τ | < k�, alors

∂uετ
∂t

· σετ + kε ·
¯̄̄̄
∂uετ
∂t

¯̄̄̄
= 0 ≥ −

¯̄̄̄
∂uετ
∂t

¯̄̄̄
· |σ�τ |+ kε ·

¯̄̄̄
∂uετ
∂t

¯̄̄̄
≥
¯̄̄̄
∂uετ
∂t

¯̄̄̄
(kε − |σ�τ |)

et comme kε − |σ�τ | > 0, d’où
∂uετ
∂t

= 0.¤

5.2 Formulation variationnelle du problème

Nous supposons que la fonction vectorielle g ∈ H
1
2 (ΓεL)

3 (l’ensemble des traces deH1(Ωε)3

sur ΓεL) telle que Z
ΓεL

g.n ds = 0 (5.2.1)
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Nous pouvons alors montrer comme dans [16] que cette condition est équivalente à l’exis-

tence d’un relèvement Gε ∈ H1(Ωε)3 de g sur Ωε vérifiant

Gε = g sur ΓεL, G
ε = 0 sur Γε1, G

ε.n = 0 sur ω. (5.2.2)

Pour l’ouvert Ωε on définit l’espace et l’ensemble suivants :

H1(Ωε)3 =

½
v ∈ (L2(Ωε))

3
:
∂vi
∂xj
∈ L2(Ωε),∀i, j = 1, ..., 3

¾
l’espace de Sobolev muni de la norme k.k1,Ωε, où la norme de (L2(Ωε))

3 sera noté k.k0,Ωε,

H1
0(Ω

ε)3 désigne le sous espace vectoriel des fonctions de H1(Ωε)3 nulles sur Γε, on note

H−1(Ωε)3 son dual topologique.

Nous définissons le convexe ferme non vide de H1(Ωε)3

Kε = {v ∈ H1(Ωε)3 : v = 0 sur ΓεL ∪ Γε1, v.n = 0 sur ω} ,

Pour simplifier l’écriture du problème faible on note :

a(u, v) = 2μ

Z
Ωε
dij (u) dij (v) dx+ λ

Z
Ωε
div (u) .div (v) dx (5.2.3)

Pour v ∈ H1(Ωε)3, on définie la fonctionnelle jε par

jε(v) =

Z
ω

kε |vτ | dx0 (5.2.4)

Enfin on note

(f, v) =

Z
Ωε
fividx,∀v ∈ H1(Ωε)3.

Lemme 5.2.1. soit uε solution de (5.1.1)-(5.1.6), alors elle vérifie le problème varia-

tionnel suivant :
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Trouver uε où
∂uε

∂t
(t) ∈ Kε, ∀t ∈ [0, T ] , telle queµ

∂2uε

∂t2
(t), φ− ∂uε

∂t
(t)

¶
+ a(uε(t), φ− ∂uε

∂t
(t)) +

jε(φ)− jε(
∂uε

∂t
(t)) ≥ (f ε, φ− ∂uε

∂t
(t)), ∀φ ∈ Kε

avec uε(0) = u0,
∂uε

∂t
(0) = u1

Preuve. On multiplie l’équation (5.1.1) par φ− ∂uε

∂t
(t), où φ ∈Kε, en utilisant la formule

de Green on obtient pour t ∈ [0, T ]

µ
∂2uε

∂t2
(t), φ− ∂uε

∂t
(t)

¶
+

Z
Ωε
σεij

∂

∂xj

µ
φi −

∂uεi
∂t
(t)

¶
dx−

−
Z

Γε
σεijnj

µ
φi −

∂uεi
∂t
(t)

¶
ds =

Z
Ωε
f εi

µ
φi −

∂uεi
∂t
(t)

¶
dx,∀φ ∈ Kε .

(5.2.5)

En utilisant maintenant les conditions aux limites on trouveZ
Γε
σεn

µ
φ− ∂uε

∂t
(t)

¶
ds =

Z
ω

σεn

µ
φ− ∂uε

∂t
(t)

¶
dx0

=

Z
ω

∙
σετ

µ
φτ −

∂uετ
∂t
(t)

¶
+ σεn

µ
φn −

∂uεn
∂t
(t)

¶¸
dx0

=

Z
ω

σετ

µ
φτ −

∂uετ
∂t
(t)

¶
dx0

car φ− ∂uε

∂t
(t) sur ΓεL ∪ Γε1 et φn =

∂uεn
∂t
(t) = 0 sur ω.

Donc de (5.2.5) on obtient :µ
∂2uε

∂t2
(t), φ− ∂uε

∂t
(t)

¶
+

Z
Ωε
σεij

∂

∂xj

µ
φi −

∂uεi
∂t
(t)

¶
dx+

+jε(φ)− jε
µ
∂uε

∂t
(t)

¶
−
Z

Ωε
f εi

µ
φi −

∂uεi
∂t
(t)

¶
dx =Z

ω

∙
σετ

µ
φτ −

∂uετ
∂t
(t)

¶
+ kε

µ
|φτ |−

¯̄̄̄
∂uετ
∂t
(t)

¯̄̄̄¶¸
dx0,∀φ ∈ Kε .

et comme
Z

ω

∙
σετ

µ
φτ −

∂uετ
∂t
(t)

¶
+ kε

µ
|φτ |−

¯̄̄̄
∂uετ
∂t
(t)

¯̄̄̄¶¸
dx0 ≥ 0 d’après le Lemme

5.1.1, donc
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µ
∂2uε

∂t2
, φ− ∂uε

∂t
(t)

¶
+ a

µ
uε(t), φ− ∂uε

∂t
(t)

¶
+

jε(φ)− jε
µ
∂uε

∂t
(t)

¶
≥
µ
f ε, φ− ∂uε

∂t
(t)

¶
, ∀φ ∈ Kε

(5.2.6)

et par suit on obtient le problème variationel en vitesse suivant :

Trouver uε où
∂uε

∂t
(t) ∈ Kε, ∀t ∈ [0, T ] , telle que

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

µ
∂2uε

∂t2
(t), φ− ∂uε

∂t
(t)

¶
+ a

µ
uε(t), φ− ∂uε

∂t
(t)

¶
+

+jε(φ)− jε
µ
∂uε

∂t
(t)

¶
≥
µ
f ε, φ− ∂uε

∂t
(t)

¶
, ∀φ ∈ Kε

avec uε(0) = u0,
∂uε

∂t
(0) = u1

(5.2.7)

Théorème 5.2.2. On fait les hypothèses suivantes :

f ε,
∂f ε

∂t
,
∂2f ε

∂t2
∈ L2

¡
0, T ;L2 (Ωε)3

¢
(5.2.8)

kε ∈ C∞0 (ω), k
ε > 0 ne depend pas de t (5.2.9)

u0 ∈ H2(Ωε)3, u1 ∈ H1(Ωε)3, (u1)τ = 0 (5.2.10)

Alors, il existe une fonction u� unique solution de Pb(K�) avec

uε,
∂uε

∂t
∈ L∞

¡
0, T ;H1 (Ωε)3

¢
(5.2.11)

∂2uε

∂t2
∈ L∞

¡
0, T ;L2 (Ωε)3

¢
(5.2.12)

Preuve. Suivant [15] on a

a) L’unicité de la solution

Soient uε1, u
ε
2 deux solutions éventuelles. Prenant dans (5.2.7) φ =

∂uε2
∂t
(t) (resp φ =
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∂uε1
∂t
(t)) dans l’inéquation relative à uε1 (resp uε2) et ajoutant, il vient, en posant w

ε =

uε1 − uε2 :

−
µ
∂2wε

∂t2
,
∂wε

∂t

¶
− a

µ
wε,

∂wε

∂t

¶
≥ 0

ceci implique que

d

dt

"°°°°∂wε

∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε

+ a(wε(t), wε(t))

#
≤ 0

Donc, comme a(v, v) ≥ 0, on a

∂wε

∂t
(t) ≤ ∂wε

∂t
(0) = 0, ∀t⇒ wε(t) = 0

d’où l’unicité de la solution.

b) Existence de la solution

Supposant que kε peut dépendre de t, avec kε,
∂kε

∂t
,
∂2kε

∂t2
∈ L∞ (ω × ]0, T [)

On régularise la fonctionnelle jε, en posant

jεζ(v) =

Z
ω

kε(x, t)ϕζ (|vτ |2)dx0, où ϕζ (λ) =
1

1 + ζ
|λ|(1+ζ) ζ > 0. (5.2.13)

on considère l’équation approchée

µ
∂2uεζ
∂t2

(t) , φ

¶
+ a

¡
uεζ (t) , φ

¢
+

µ¡
jεζ
¢0µ∂uεζ

∂t
(t)

¶
, φ

¶
= (f ε (t) , φ) ∀φ ∈ Kε

avec uεζ(0) = u0,
∂uεζ
∂t
(0) = u1.

(5.2.14)

On montre d’abord l’existence d’une solution uεζ de (5.2.14) puis l’on établit des estima-

tions a priori indépendantes de ζ. On passe ensuite à la limite en ζ.

Estimation a priori (I)

On prend dans (5.2.14) φ =
∂uεζ
∂t
(t), comme

³¡
jεζ
¢0
(w) , w

´
≥ 0, ∀w ∈ Kε, on obtient

µ
∂2uεζ
∂t2

(t),
∂uεζ
∂t
(t)

¶
+ a

µ
uεζ(t),

∂uεζ
∂t
(t)

¶
≤
µ
f ε(t),

∂uεζ
∂t
(t)

¶
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d’où

1

2

d

dt

"°°°°∂uεζ∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε

+ a(uεζ(t), u
ε
ζ(t))

#
≤ (f ε(t),

∂uεζ
∂t
(t)) (5.2.15)

comme, pour ρ > 0, il existe α > 0 tel que

a(v, v) + ρ kvk20,Ωε ≥ α kvk21,Ωε

on déduit de (5.2.15) après intégration en t :

°°°°∂uεζ∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε

+ α
°°uεζ(t)°°21,Ωε − ρ

°°uεζ(t)°°20,Ωε ≤ ku1k20,Ωε +
+c ku0k21,Ωε + 2

tZ
0

µ
f ε(σ),

∂uεζ
∂t
(σ)

¶
dσ

(5.2.16)

utilisant

°°uεζ(t)°°20,Ωε ≤ c

tZ
0

°°°°∂uεζ∂t
(σ)

°°°°2
0,Ωε

dσ + ku0k20,Ωε

et comme

2

tZ
0

µ
f ε(σ),

∂uεζ
∂t
(σ)

¶
dσ = 2

tZ
0

∙
d

dσ
(f ε(σ),

¡
uεζ
¢
(σ))− 2

µ
∂f ε

∂t
(σ),

¡
uεζ
¢
(σ)

¶¸
dσ.

= 2(f ε(t),
¡
uεζ
¢
(t))− 2(f ε(0), u0)− 2

tZ
0

µ
∂f ε

∂t
(σ),

¡
uεζ
¢
(σ)

¶
dσ

on déduit de (5.2.16) que°°°°∂uεζ∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε

+
°°uεζ(t)°°21,Ωε ≤ c+ c

tZ
0

°°°°∂uεζ∂t
(σ)

°°°°2
0,Ωε

dσ + c

tZ
0

°°uεζ(σ)°°21,Ωε dσ+
2

tZ
0

µ
f ε(σ),

∂uεζ
∂t
(σ)

¶
σ ≤ c(1 +

tZ
0

"°°°°∂uεζ∂t
(σ)

°°°°2
0,Ωε

+
°°uεζ(σ)°°21,Ωε

#
dσ)+

+2(f ε(t),
¡
uεζ
¢
(t)) + 2(f ε(0), u0) + 2

tZ
0

°°°°∂f ε∂t
(σ)

°°°°
0,Ωε

°°¡uεζ¢ (σ)°°1,Ωε dσ
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d’où finalement°°°°∂uεζ∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε

+
°°uεζ(t)°°21,Ωε ≤ c

Ã
1 +

tR
0

"°°°°∂uεζ∂t
(σ)

°°°°2
0,Ωε

+
°°uεζ(σ)°°21,Ωε

#
dσ

!
par conséquant, d’après le lemme de Gronwall :

°°°°∂uεζ∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε

+
°°uεζ(t)°°21,Ωε ≤ c (5.2.17)

où c est ne constante indépendante de ζ.

Estimation a priori (II). On dérive (5.2.14) en t on obtient :µ
∂3uεζ
∂t3

(t), φ

¶
+ a

µ
∂uεζ
∂t
(t), φ

¶
+

µ
d

dt

¡
jεζ
¢0µ∂uεζ

∂t
(t)

¶
, φ

¶
=

µ
∂f ε

∂t
(t), φ

¶

on prend φ =
∂2uεζ
∂t2

(t) on obtient

µ
∂3uεζ
∂t3

(t),
∂2uεζ
∂t2

(t)

¶
+ a

µ
∂uεζ
∂t
(t),

∂2uεζ
∂t2

(t)

¶
+

+X(t) =

µ
∂f ε

∂t
(t),

∂2uεζ
∂t2

(t)

¶ (5.2.18)

où X(t) =

µ
d

dt

¡
jεζ
¢0µ∂uεζ

∂t
(t)

¶
,
∂2uεζ
∂t2

(t)

¶
mais ³¡

jεζ
¢0
(v), φ

´
=

Z
ω

kεϕ0ζ (|vτ |
2).vτ .φτdx

0 =

Z
ω

kεψζ(vτ).φτdx
0

où ψζ(vτ) = ϕ0ζ (|vτ |
2).vτ , doncµ
d

dt

¡
jεζ
¢0
(v(t)) , φ

¶
=

Z
ω

∂kε

∂t
ψζ(vτ(t)).φτdx

0+

+

Z
ω

kε lim
h→0

ψζ(vτ(t+ h))− ψζ(vτ(t))

h
.φτdx

0

ceci implique queµ
d

dt

¡
jεζ
¢0
(φ(t)) , φ0(t)

¶
=

Z
ω

∂kε

∂t
ψζ(φτ(t)).φ

0
τ(t)dx

0+

+

Z
ω

kε lim
h→0

ψζ(φτ(t+ h))− ψζ(φτ(t))

h
.
φτ(t+ h)− φτ(t)

h
dx0
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comme l’opérateur est monotone, la dernière intégrale est positif et donc

⇒

µ
d

dt

¡
jεζ
¢0
(φ(t)) , φ0(t)

¶
≥

Z
ω

∂kε

∂t
ψζ(φτ(t)).φ

0
τ(t)dx

0

=

Z
ω

∂kε

∂t
.
∂

∂t
ψζ(φτ(t))dx

0

avec cette inégalité, (5.2.18) donne

1

2

d

dt

"°°°°∂2uεζ∂t2
(t)

°°°°2
0,Ωε

+ a

µ
∂uεζ
∂t
(t),

∂uεζ
∂t
(t)

¶#
+

+

Z
ω

∂kε

∂t
.
∂

∂t
ψζ

µ
∂2uεζ
∂t2

(t)

¶
dx0 ≤

µ
∂f ε

∂t
(t),

∂2uεζ
∂t2

(t)

¶

où l’on remplace φ par
∂2uεζ
∂t2

(t).

Intégrant de 0 à t on en déduit

°°°°∂2uεζ∂t2
(t)

°°°°2
0,Ωε

+

°°°°∂uεζ∂t
(t)

°°°°2
1,Ωε
≤ +c

Ã
ku1k21,Ωε +

°°°°∂2uεζ∂t2
(0)

°°°°2
0,Ωε

!

+c

tZ
0

°°°°∂2uεζ∂t2
(σ)

°°°°2
0,Ωε

dσ − 2
tZ
0

Z
ω

∂kε

∂t
.
∂

∂t
ψζ

µµ
∂2uεζ
∂t2

¶
τ

(σ)

¶
dx0dσ

+2

tZ
0

µ
∂f ε

∂t
(σ),

∂2uεζ
∂t2

(σ)

¶
dσ

(5.2.19)

mais

tZ
0

µ
∂f ε

∂t
(σ),

∂2uεζ
∂t2

(σ)

¶
dσ =

µ
∂f ε

∂t
(t),

∂uεζ
∂t
(t)

¶
−
µ
∂f ε

∂t
(0), u1

¶

−
tZ
0

µ
∂2f ε

∂t2
(σ),

∂uεζ
∂t
(σ)

¶
dσ

et comme
∂2f ε

∂t2
∈ L2

¡
0, T ;L2 (Ωε)3

¢
, alors avec l’inégalité de Poincaré,
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tZ
0

µ
∂f ε

∂t
(σ),

∂2uεζ
∂t2

(σ)

¶
dσ ≤ c

¯̄̄̄
∂f ε

∂t
(t)

¯̄̄̄
.

°°°°∂uεζ∂t
(t)

°°°°
1,Ωε

+

+c+

tZ
0

°°°°∂2f ε∂t2
σ)

°°°°
0,Ωε

.

°°°°∂uεζ∂t
(σ)

°°°°
1,Ωε

dσ

(5.2.20)

d’où l’on déduit, à partir de (5.2.19) :

°°°°∂2uεζ∂t2
(t)

°°°°2
0,Ωε

+

°°°°∂uεζ∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε
≤ c

Ã
ku1k21,Ωε +

°°°°∂2uεζ∂t2
(0)

°°°°2
0,Ωε

!

+c

tZ
0

Ã°°°°∂uεζ∂t
(σ)

°°°°2
1,Ωε

+

°°°°∂2uεζ∂t2
(σ)

°°°°2
0,Ωε

!
dσ+

+2

¯̄̄̄
¯̄
tZ
0

Z
ω

∂kε

∂t
.
∂

∂t
ψζ

µµ
∂2uεζ
∂t2

¶
τ

(σ)

¶
dx0dσ

¯̄̄̄
¯̄

(5.2.21)

il faut maintenant estimer
∂2uεζ
∂t2

(0).

On déduit de (5.2.14) et (5.2.10) que

µ
∂2uεζ
∂t2

(0), φ

¶
= (f ε(0), φ)− a(u0, φ), ∀φ ∈ Kε (5.2.22)

et par suit °°°°∂2uεζ∂t2
(0)

°°°°
0,Ωε
≤ cte (5.2.23)

donc le dernier terme de (5.2.21), qui vautZ
ω

∂kε

∂t
.ψζ

µµ
∂2uεζ
∂t2

¶
τ

(σ)

¶
dx0 −

Z
ω

∂kε

∂t
(x, 0)ψζ

µµ
∂2uεζ
∂t2

¶
τ

(0)

¶
dx0

+

tZ
0

Z
ω

∂2kε

∂t2
.ψζ

µµ
∂2uεζ
∂t2

¶
τ

(σ)

¶
dx0dσ

On suppose maintenant
∂kε

∂t
= 0 (l’hypothèse (5.2.9)), alors (5.2.21) et (5.2.23) donnent :
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°°°°∂2uεζ∂t2
(t)

°°°°2
0,Ωε

+

°°°°∂uεζ∂t
(t)

°°°°2
1,Ωε
≤ c

⎡⎣1 + tZ
0

Ã°°°°∂2uεζ∂t2
(σ)

°°°°2
0,Ωε

+

°°°°∂uεζ∂t
(σ)

°°°°2
1,Ωε

!
dσ

⎤⎦
d’après le lemme de Gronwall on obtient°°°°∂2uεζ∂t2

(t)

°°°°
0,Ωε

+

°°°°∂uεζ∂t
(t)

°°°°
1,Ωε
≤ c (5.2.24)

Passage à la limites en ξ

D’après (5.2.17) et (5.2.24) on peut extraire de uεζ une suite notée encore u
ε
ζ, telle que

uεζ −→ uε dans L∞
¡
0, T ;H1 (Ωε)3

¢
∂uεζ
∂t
−→ ∂uε

∂t
dans L∞

¡
0, T ;H1 (Ωε)3

¢
∂2uεζ
∂t2
−→ ∂2uε

∂t2
dans L∞

¡
0, T ;L2 (Ωε)3

¢ (5.2.25)

on déduit de (5.2.14) que

µ
∂2uεζ
∂t2

, φ−
∂uεζ
∂t

¶
+ a

µ
uεζ , φ−

∂uεζ
∂t

¶
+ jεζ (φ) −

− jεζ

µ
∂uεζ
∂t

¶
−
µ
f ε, φ−

∂uεζ
∂t

¶
= jεζ (φ)−

− jεζ

µ
∂uεζ
∂t

¶
−
µ¡

jεζ
¢0µ∂uεζ

∂t

¶
, φ−

∂uεζ
∂t

¶
≥ 0

(5.2.26)

Prenant dans (5.2.26) φ = φ(t), φ ∈ L2 (0, T ;Kε), on en déduit que

TZ
0

∙µ
∂2uεζ
∂t2

(t) , φ

¶
+ a(uεζ , φ) + jεζ (φ)−

µ
f ε, φ−

∂uεζ
∂t

¶¸
dt ≥

TZ
0

∙µ
∂2uεζ
∂t2

(t) ,
∂uεζ
∂t
(t)

¶
+ a

µ
uεζ ,

∂uεζ
∂t
(t)

¶
+ jεζ

µ
∂uεζ
∂t
)

¶¸
dt

=
1

2

"°°°°∂uεζ∂t
(T )

°°°°2
0,Ωε

+ a(uεζ(T ), u
ε
ζ(T ))

#
−

−1
2

h
ku1k20,Ωε + a(u0, u0)

i
+

TZ
0

jεζ

µ
∂uεζ
∂t
)

¶
dt

(5.2.27)
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mais

lim
ξ→0

inf

⎡⎣1
2

"°°°°∂uεζ∂t
(T )

°°°°2
0,Ωε

+ a(uεζ(T ), u
ε
ζ(T ))

#
+

TZ
0

jεξ

µ
∂uεζ
∂t
)

¶
dt

⎤⎦
≥ 1
2

"°°°°∂uεζ∂t
(T )

°°°°2
0,Ωε

+ a(uε(T ), uε(T ))

#
+

TZ
0

jε
µ
∂uεζ
∂t

¶
dt

et donc (5.2.27) donne

TZ
0

∙µ
∂2uε

∂t2
, φ− ∂uε

∂t

¶
+ a

µ
uε, φ− ∂uε

∂t

¶
+ jε (φ)− jε

µ
∂uε

∂t

¶
−
µ
f ε, φ− ∂uε

∂t

¶¸
dt ≥ 0, ∀φ ∈ L2 (0, T ;Kε)

(5.2.28)

On passe de (5.2.28) à l’inégalité ponctielle (5.2.7)

Soit s ∈ ]0, T [ fixé quelconque et soitw ∈ Kε quelconque. Prenons la familleOk=
¤
s− 1

k
, s+ 1

k

£
de voisinages de s :

et soit v définie par

φ(t) =

⎧⎨⎩
∂uε

∂t
(t) si t /∈ Ok

w(t) si t ∈ Ok

Alors (5.2.28) donneZ
Ok

∙µ
∂2uε

∂t2
, w

¶
+ a(uε, w) + jε (w)− (f ε, w)

¸
dt−

−
Z
Ok

∙µ
∂2uε

∂t2
,
∂uε

∂t

¶
+ a

µ
uε,

∂uε

∂t

¶
− jε

µ
∂uε

∂t

¶
− (f ε, ∂u

ε

∂t
)

¸
dt ≥ 0

d’où encore en désignant par |Ok| la mesure de Ok :

µ
|Ok|−1

Z
Ok

∂2uε

∂t2
(t)dt, w

¶
+ a

µ
|Ok|−1

Z
Ok

uε(t)dt, w

¶
+ jε (w)−

−(|Ok|−1
Z
Ok

f ε(t)dt, w)− |Ok|−1
Z
Ok

∙µ
∂2uε

∂t2
,
∂uε

∂t

¶
+ a

µ
uε,

∂uε

∂t

¶
−jε

µ
∂uε

∂t

¶
−
µ
f ε,

∂uε

∂t

¶¸
dt ≥ 0.

(5.2.29)
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Mais d’après le Théorème de Lebesgue, on a

|Ok|−1
Z
Ok

g(t)dt→ g(s), pour presque tout s

On déduit donc de (5.2.29) queµ
∂2uε

∂t2
(s), w − ∂uε

∂t
(s)

¶
+ a

µ
uε(s), w − ∂uε

∂t
(s)

¶
+ jε(w)

−jε
µ
∂uε

∂t
(s)

¶
≥
µ
f ε(s), w − ∂uε

∂t
(s)

¶
, ∀w ∈ Kε

d’où (5.2.7), le théorème 5.2.2 est démontré.

5.3 Analyse asymptotique du problème

Pour l’analyse asymptotique du problème on utilise le changement d’échelle z = x3/ε.

Comme dans [2] cette méthode consiste à transposer le problème initialement posé dans

le domaine Ωε en un problème équivalent posé sur un domaine Ω indépendant de ε, où

Ω = {(x0, z) ∈ R3 : x0 ∈ ω, 0 < z < h(x0)}

on note Γ = Γ1 ∪ ΓL ∪ ω sa frontière. Nous définissons sur Ω des nouvelles inconnues

buεi (x0, z, t) = uεi (x
0, x3, t), i = 1, 2

buε3(x0, z, t) = ε−1uε3(x
0, x3, t)

(5.3.1)

pour les données du problème, on suppose qu’elles dépendent de ε de la manière suivante

bk = εkεbf(x0, z, t) = ε2f ε(x0, x3, t)bg(x0, z, t) = g(x0, x3, t)

(5.3.2)
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(bu0)i (x0, z) = (u0)i (x0, x3), i = 1, 2 et (bu0)3 (x0, z) = ε−1 (u0)3 (x
0, x3)

(bu1)i (x0, z) = (u1)i (x0, x3), i = 1, 2 et (bu1)3 (x0, z) = ε−1 (u1)3 (x
0, x3)

(5.3.3)

avec bk, bf, bg, bu0, (bu1) ne dépend pas de ε
Soit bG(x0, z, t) tel que bG = bg sur Γ
Ainsi on peut définir le rêlevement Gε de g précédement introduit, par

Gε
i (x

0, x3, t) = bGi(x
0, z, t), i = 1, 2

Gε
3(x

0, x3, t) = ε bG3(x0, z, t)
Posons

K = {v ∈ H1(Ω)3 : v = 0 p.p sur ΓL ∪ Γ1, v.n = 0 sur ω} ,

Π (K) = {ϕ ∈ H1(Ω)2 : ϕ = (ϕ1, ϕ2) , ϕi = 0 sur Γ1 ∪ ΓL pour i = 1, 2 }

Vz =

½
v = (v1, v2) ∈ L2(Ω)2 :

∂vi
∂z
∈ L2(Ω), i = 1, 2; v = 0 sur Γ1

¾
Vz est un espace de Banach muni de la norme

kvkVz =
Ã

2X
i=1

Ã
|vi|2 +

¯̄̄̄
∂vi
∂z

¯̄̄̄2!!1
2

En multipliant (5.2.7) par ε, et en passant au domaine fixe Ω on montre que le problème

variationel est équivalent au problème donné par :

Trouver buε où ∂buε
∂t
(t) ∈ K ∀t ∈ [0, T ] , telle que

2X
i=1

ε2
µ
∂2buεi
∂t2

(t) , bφi∂buεi∂t
(t)

¶
+ ε4

µ
∂2buε3
∂t2

(t) , bφ3 − ∂buε3
∂t
(t)

¶
+

+baµbuε (t) , bφ− ∂buε
∂t
(t)

¶
+ bj(bφ)−bjµ∂buε

∂t
(t)

¶
≥

≥
2X

i=1

µbfiε (t) , φi − ∂buεi
∂t
(t)

¶
+ ε

µbf3ε (t) , φ3 − ∂buε3
∂t
(t)

¶
, ∀bφ ∈ K

(5.3.4)
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buε(0) = bu0, ∂buε
∂t
(0) = bu1 (5.3.5)

où

bj(bφ) = R
ω
bk ¯̄̄bφτ ¯̄̄ dx0

et

baµbuε, bφ− ∂buε
∂t

¶
= με2

2X
i,j=1

Z
Ω

µ
∂buεi
∂xj

+
∂buεj
∂xi

¶
∂

∂xj

µbφi − ∂buεi
∂t

¶
dx0dz+

μ
2X

i=1

Z
Ω

µ
∂buεi
∂z

+ ε2
∂buε3
∂xi

¶ ∙
∂

∂z

µbφi − ∂buεi
∂t

¶
+ ε2

∂

∂xi

µbφ3 − ∂buε3
∂t

¶¸
dx0dz

+2με2
Z

Ω

∂buε3
∂z

.
∂

∂z

µbφ3 − ∂buε3
∂t

¶
dx0dz + λε2

Z
Ω

div (buε) .divµbφ− ∂buε
∂t

¶
dx0dz

5.3.1 Estimation a priori

Théorème 5.3.1.1. Sous les hypothèses du théorème 5.2.2, il existe une constante C

indépendante de ε telle que :

2X
i=1

Ã°°°°∂buεi∂z
(t)

°°°°2
0,Ω

+

°°°°ε∂buεi∂t
(t)

°°°°2
0,Ω

+

°°°°ε2∂buε3∂xi
(t)

°°°°2
0,Ω

!
+

2X
i,j=1

°°°°ε∂buεi∂xj
(t)

°°°°2
0,Ω

+

°°°°ε∂buε3∂z
(t)

°°°°2
0,Ω

+

°°°°ε2∂buε3∂t
(t)

°°°°2
0,Ω

≤ C

(5.3.1.1)

2X
i=1

Ã°°°°∂2buεi∂z∂t
(t)

°°°°2
0,Ω

+

°°°°ε∂2buεi∂t2
(t)

°°°°2
0,Ω

+

°°°°ε2 ∂2buε3∂xi∂t
(t)

°°°°2
0,Ω

!
+

+
2X

i,j=1

°°°°ε ∂2buεi
∂xj∂t

(t)

°°°°2
0,Ω

+

°°°°ε∂2buε3∂z∂t
(t)

°°°°2
0,Ω

+

°°°°ε2∂2buε3∂t2
(t)

°°°°2
0,Ω

≤ C

(5.3.1.2)

Preuve. Soit uε la solution du problème (5.2.7), doncµ
∂2uε

∂t2
(t) ,

∂uε

∂t
(t)

¶
+ a

µ
uε(t),

∂uε

∂t
(t)

¶
≤
µ
∂2uε

∂t2
(t) , φ

¶
+

+a (uε(t), φ) + jε(φ) +

µ
f ε,

∂uε

∂t
(t)

¶
− (f ε, φ), ∀φ ∈ Kε
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d’où

1

2

d

dt

"°°°°∂uε∂t
(t)

°°°°2 + a(uε(t), uε(t))

#
≤
µ
∂2uε

∂t2
(t) , φ

¶
+

+a(uε(t), φ) + jε(φ) +

µ
f ε(t),

∂uε

∂t
(t)

¶
− (f ε(t), φ),

comme
2X

i,j=1

|dij (v)|2 ≤ |∇ (v)|2 et |div (v)|2 ≤ 3 |∇ (v)|2, en intégrant en temps pour

s ∈ [0, t] on a,

°°°°∂uε∂t
(t)

°°°°2 + a(uε(t), uε(t)) ≤ ku1k20,Ω + (2μ+ 3λ) k∇u0k
2
0,Ω+

+2

tZ
0

µ
∂2uε

∂t2
(s), φ

¶
ds+ 2

tZ
0

a(uε(s), φ)ds+ 2Tjε(φ)+

+2

tZ
0

µ
f ε(s),

∂uε

∂t
(s)

¶
ds− 2

tZ
0

(f ε(s), φ)ds,

(5.3.1.3)

de l’inégalité de Korn, il existe CK indépendant de ε telle que

2μCK k∇uε(t)k20,Ωε ≤ a(uε(t), uε(t)) (5.3.1.4)

En appliquant les inégalités de Hölder et de Young, il vient que

2a(uε, φ) ≤
Z

Ωε
4μ |dij (uε)| . |dij (φ)| dx+ 2λ

Z
Ωε
|div (uε)| . |div (φ)| dx

≤
Z

Ωε
2

Ãr
μCK

4
|dij (uε)|

!
.

µr
16μ

CK
|dij (φ)|

¶
dx+

+

Z
Ωε
2

Ãr
μCK

12
. |div (uε)|

!
.

µ
λ

r
12

μCK
. |div (φ)|

¶
dx

≤ μCK

4

Z
Ωε
|dij (uε)|2 dx+

16μ

CK

Z
Ωε
|dij (φ)|2 dx+

+
μCK

12

Z
Ωε
|div (uε)|2 dx+ 12λ

2

μCK

Z
Ωε
|div (φ)|2 dx
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donc

2

tZ
0

a(uε (s) , φ)ds ≤ μCK

2

tZ
0

k∇uε(s)k20,Ωε ds+

+T

µ
16μ

CK
+
36λ2

μCK

¶
k∇φk20,Ωε

(5.3.1.5)

2

tZ
0

µ
∂2uε

∂t2
(s), φ

¶
ds = 2

µ
∂uε

∂t
(t), φ

¶
− 2

µ
∂uε

∂t
(0), φ

¶
≤ 1
2

°°°°∂uε∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε

+ 3 kφk20,Ωε + ku1k
2
0,Ωε

(5.3.1.6)

comme

2

tZ
0

µ
f ε(s),

∂uε

∂t
(s)

¶
ds = 2(f ε(t), uε(t))− 2(f ε(0), u0)− 2

tZ
0

µ
∂f ε

∂t
(s), uε(s)

¶
ds

en utilisant l’inégalité de Poincaré, on obtient :

kuε(t)k0,Ωε ≤ εh k∇uε(t)k0,Ωε

donc on a :

¯̄̄̄
¯̄2

tZ
0

(f ε(s),
∂uε

∂t
(s))ds

¯̄̄̄
¯̄ ≤ μCK k∇uε(t)k20,Ωε +

ε2h
2

μCK
kf ε(t)k20,Ωε +

+ε2h kf ε(0)k20,Ωε + k∇u0k
2
0,Ωε +

μCK

2

tZ
0

k∇uε(s)k20,Ωε ds+

+
2ε2h

2

μCK

tZ
0

°°°°∂f ε∂t
(s)

°°°°2
0,Ωε

ds

(5.3.1.7)

et

¯̄̄̄
¯̄−2

tZ
0

(f ε(s), φ)ds

¯̄̄̄
¯̄ ≤ ε2h

2

tZ
0

kf ε(s)k20,Ωε ds+ T k∇φk20,Ωε (5.3.1.8)
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En utilisant (5.3.1.4)-(5.3.1.8), on déduit que :

"
1

2

°°°°∂uε∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε

+ μCK k∇uε(t)k20,Ωε

#
≤ 2 ku1k20,Ωε +

+(1 + 2μ+ 3λ) k∇u0k20,Ωε + T

µ
μCK + 16μ

2 + 36λ2

μCK

¶
k∇φk20,Ωε +

+3 kφk20,Ωε + 2Tjε(φ) + ε2h kf ε(0)k20,Ωε +
ε2h

2

μCK
kf ε(t)k20,Ωε +

+
2ε2h

2

μCK

tZ
0

°°°°∂f ε∂t
(s)

°°°°2
0,Ωε

ds+ ε2h
2

tZ
0

kf ε(s)k20,Ωε ds+

+

tZ
0

"
1

2

°°°°∂uε∂t
(s)

°°°°2
0,Ωε

+ μCK k∇uε(s)k20,Ωε

#
ds

(5.3.1.9)

et comme ε2 kf εk20,Ωε = ε−1
°°° bf ε°°°2

0,Ω
et jε(φ) = ε−1bjε (φ) , en multipliant (5.3.1.9) par ε

on déduit :

ε
1

2

°°°°∂uε∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε

+ εμCK k∇uε(t)k20,Ωε ≤ A+

+

tZ
0

"
ε
1

2

°°°°∂uε∂t
(s)

°°°°2
0,Ωε

+ εμCK k∇uε(s)k20,Ωε

#
ds

où A est une constante qui ne dépend pas de ε

A = (1 + 2μ+ 3λ) k∇bu0k20,Ω + 2 kbu1k20,Ω + T

µ
μCK + 16μ

2 + 36λ2

μCK

¶°°°∇bφ°°°2
0,Ω
+

+3
°°°bφ°°°2

0,Ω
+ 2Tbj(bφ) + h

°°° bf ε(0)°°°2
0,Ω
+

h
2

μCK

°°° bf ε°°°2
L∞(0,T,L2(Ω)3)

+

+
2h

2

μCK

°°°°°∂ bf ε∂t

°°°°°
2

L2(0,T,L2(Ω)3)

+ h
2
°°° bf ε°°°2

L2(0,T,L2(Ω)3)

Utilisant maintenant le lemme de Gronwall, on obtient

ε

Ã°°°°∂uε∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε

+ k∇uε(t)k20,Ωε

!
≤ C
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d’où la majoration (5.3.1.1).

Pour montrer l’estimation a priori (5.3.1.2), en dérive (5.2.14) en t et on prend φ =
∂2uεζ
∂t2

(t)

µ
∂3uεζ
∂t3

(t),
∂2uεζ
∂t2

(t)

¶
+ a

µ
∂uεζ
∂t
(t),

∂2uεζ
∂t2

(t)

¶
+

+

µ¡
jεζ
¢00µ∂uεζ

∂t
(t)

¶
,
∂2uεζ
∂t2

(t)

¶
=

µ
∂f ε

∂t
,
∂2uεζ
∂t2

(t)

¶

où
µ¡

jεζ
¢00µ∂uεζ

∂t
(t)

¶
,
∂2uεζ
∂t2

(t)

¶
≥ 0, utilisant l’inégalité de Korn on obtient

°°°°∂2uεζ∂t2
(t)

°°°°2
0,Ωε

+ 2μCK

°°°°∇∂uεζ
∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε
≤
°°°°∂2uεζ∂t2

(0)

°°°°2
0,Ωε

+

+a

µ
∂uεζ
∂t
(0),

∂uεζ
∂t
(0)

¶
+ 2

µ
∂f ε

∂t
(t),

∂uεζ
∂t
(t)

¶
− 2

µ
∂f ε

∂t
(0),

∂uεζ
∂t
(0)

¶
−

−2
tR
0

µ
∂2f ε

∂t2
(s),

∂uεζ
∂t
(s)

¶
ds

d’où l’on déduit

°°°°∂2uεζ∂t2
(t)

°°°°2
0,Ωε

+ 2μCK

°°°°∇∂uεζ
∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε
≤
°°°°∂2uεζ∂t2

(0)

°°°°2
0,Ωε

+

+(2μ+ 3λ)

°°°°∇∂uεζ
∂t
(0)

°°°°2
0,Ωε

+
ε2h

2

μCK

°°°°∂f ε∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε

+

+μCK

°°°°∇∂uεζ
∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε

+ μCK

°°°°∇∂uεζ
∂t
(0)

°°°°2
0,Ωε

+

+
ε2h

2

μCK

°°°°∂f ε∂t
(0)

°°°°2
0,Ωε

+

tZ
0

ε2h
2

μCK

°°°°∂2f ε∂t2
(s)

°°°°2
0,Ωε

ds +

+

tZ
0

μCK

°°°°∇∂uεζ
∂t
(s)

°°°°2
0,Ωε

ds

(5.3.1.10)

il faut estimer
∂2uεζ
∂t2

(0), on déduit de (5.2.14) et (5.2.10) que

µ
∂2uεζ
∂t2

(0), φ

¶
= (f ε(0), φ)− a

¡
uεζ (0) , φ

¢
, ∀φ ∈ Kε
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¯̄̄̄µ
∂2uεζ
∂t2

(0), φ

¶¯̄̄̄
≤ kf ε(0)k0,Ωε . kφk0,Ωε + (2μ+ 3λ)

°°uεζ (0)°°1,Ωε kφk1,Ωε
≤
³
εh kf ε(0)k0,Ωε + (2μ+ 3λ)

°°uεζ (0)°°1,Ωε´ kφk1,Ωε
si on multipliant cette inégalité par

√
ε, on obtient

√
ε

°°°°∂2uεζ∂t2
(0)

°°°°
0,Ω

≤ c (5.3.1.11)

où c = h
°°° bf ε(0)°°°

0,Ω
+ (2μ+ 3λ) kbu0k21,Ωε ne dépend pas de ε.

En passant à la limite en ζ dans (5.3.1.10), alors

°°°°∂2uε∂t2
(t)

°°°°2
0,Ωε

+ μCK

°°°°∇∂uε

∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε
≤
°°°°∂2uε∂t2

(0)

°°°°2
0,Ωε

+

+(2μ+ 3λ+ μCK) k∇u1k20,Ωε +
ε2h

2

μCK

°°°°∂f ε∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε

+

+
ε2h

2

μCK

°°°°∂f ε∂t
(0)

°°°°2
0,Ωε

+

TZ
0

ε2h
2

μCK

°°°°∂2f ε∂t2
(s)

°°°°2
0,Ωε

ds +

+

tZ
0

"°°°°∂2uε∂t2
(s)

°°°°2
0,Ωε

+ μCK

°°°°∇∂uε

∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε

#
ds

(5.3.1.12)

En multipliant maintenant (5.3.1.12) par ε on obtient

ε

"°°°°∂2uε∂t2
(t)

°°°°2
0,Ωε

+ μCK

°°°°∇∂uε

∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε

#
≤ B+

+

tZ
0

ε

"°°°°∂2uε∂t2
(s)

°°°°2
0,Ωε

+ μCK

°°°°∇∂uε

∂t
(t)

°°°°2
0,Ωε

#
ds +

où B est une constante ne dépond de ε

B = (2μ+ 3λ+ μCK) k∇bu1k20,Ωε + (c)2 + h
2

μCK

°°°°°∂ bf ε∂t

°°°°°
2

L∞(0.T,L2(Ω))

+
h
2

μCK

°°°°°∂ bf ε∂t
(0)

°°°°°
2

0,Ω

+
h
2

μCK

°°°°°∂2 bf ε∂t2

°°°°°
2

L2(0.T,L2(Ω))

d’après l’inégalité de Gronwall, il existe une constante C ne dépond pas de ε telle que
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ε

°°°°∂2uε∂t2
(t)

°°°°2
0,Ω

+ ε

°°°°∇∂uε

∂t
(t)

°°°°2
0,Ω

≤ C

d’où (5.3.1.2).

5.3.2 Résultat de convergence et problème limite

Théorème 5.3.2.1. Sous les hypothèses du théorème 5.3.1.1, il existe

uBi ∈ L2 (0.T, Vz) ∩ L∞ (0.T, Vz) , i = 1, 2 tel que pour toute sous suite de buε notée encorebuε on a les résultats de convergences suivants faiblement dans L2 (0.T, Vz) et faiblement
B dans L∞ (0.T, Vz)

buεi - uBi ,
∂buεi
∂t

-
∂uBi
∂t

, i = 1, 2 (5.3.2.1)

ε
∂buεi
∂xj

- 0, ε
∂2buεi
∂xj∂t

- 0, i, j = 1, 2

ε
∂buεi
∂t

- 0, ε
∂2buεi
∂t2

- 0, i = 1, 2

(5.3.2.2)

ε2
∂buε3
∂xi

- 0, ε2
∂2buε3
∂xi∂t

- 0, i = 1, 2

ε2
∂buε3
∂t

- 0, ε
∂2buε3
∂z∂t

- 0 et ε2
∂2buε3
∂t2

- 0

(5.3.2.3)

Preuve.

D’après (5.3.1.1), il existe une cconstante C indépendante de ε telle que°°°°∂buεi∂z

°°°°2
0,Ω

≤ C (1 ≤ i ≤ 2)

utilisant cette estimation et l’inégalité de Poincaré

kbuεik0,Ω ≤ h

°°°°∂buεi∂z

°°°°
0,Ω

, i = 1, 2, 3

on déduit que la suite (buε1, buε2)ε est borné dans L2 (0.T, Vz)∩L∞ (0.T, Vz), donc le résultat
de convergence faible et faible B.
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de même d’après (5.3.1.2) et l’inégalité de Poincaré pour
∂buεi
∂t
, on déduit que

µ
∂buε1
∂t

,
∂buε2
∂t

¶
ε

est borné dans L2 (0.T, Vz)∩L∞ (0.T, Vz) et par suite converge vers une limite (l1, l2), et

comme buεi - uBi , i = 1, 2, donc (l1, l2) =
µ
∂uB1
∂t

,
∂uB2
∂t

¶
Aussi les convergences (5.3.2.2), (5.3.2.3) découlent à partir de (5.3.1.1), (5.3.1.2) et

(5.3.2.1). ¤
Théorème 5.3.2.2. Avec les mêmes hypothèses du théorème 5.3.2.1, uB vérifie

μ
2X

i=1

Z
Ω

∂uBi
∂z

(t) .
∂

∂z

µbφi − ∂uBi
∂t
(t)

¶
dx0dz +bj(bφ)−

−bjµ∂uB
∂t
(t)

¶
≥

2X
i=1

µbfi (t) , φi − ∂uBi
∂t
(t)

¶
, ∀bφ ∈ Π (K)

uBi (x
0, z, 0) = bu0,i, ∀i = 1, 2

(5.3.2.4)

−μ∂
2uBi
∂z2

(t) = bfi (t) , i = 1, 2 dans L2(Ω) (5.3.2.5)

Preuve. De (5.3.4) on a

2X
i=1

ε2
µ
∂2buεi
∂t2

(t) , bφi − ∂buεi
∂t
(t)

¶
+ ε4

µ
∂2buε3
∂t2

(t) , bφ3 − ∂buε3
∂t
(t)

¶
+

baµbuε (t) , bφ− ∂buε
∂t
(t)

¶
+ bj(bφ)− bjµ∂buε

∂t
(t)

¶
≥

≥
2X

i=1

µbfi (t) , bφi − ∂buεi
∂t
(t)

¶
+ ε

µbf3 (t) , bφ3 − ∂buε3
∂t
(t)

¶
.

(5.3.2.6)

En utilisant les résultats de convergence du théorème 5.3.2.1 et le fait que bj est convexe
et semi-continue inférieurement, on obtient
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μ
2X

i=1

Z
Ω

∂uBi
∂z

(t) .
∂

∂z

µbφi − ∂uBi
∂t
(t)

¶
dx0dz+

+bj(bφ)− bjµ∂uB
∂t
(t)

¶
≥

2X
i=1

(bfi (t) , bφi − ∂uBi
∂t
(t))

(5.3.2.7)

D’après [9], nous pouvons choisir bφ dans (5.3.2.7) tel que
bφi = ∂uBi

∂t
(t)± ϕi i = 1, 2 ∀ϕi ∈ H1

0(Ω)

donc

μ
2X

i=1

Z
Ω

∂uBi
∂z

(t) .
∂ϕi

∂z
dx0dz =

2X
i=1

(bfi (t) , ϕi) (5.3.2.8)

utilisant maintenant la formule de Green, et en choisissant ϕ1 = 0 et ϕ2 ∈ H1
0(Ω), puis

ϕ2 = 0 et ϕ1 ∈ H1
0(Ω), on obtient.

μ
∂2uBi
∂z2

(t) = bfi (t) pour i = 1, 2 dans H−1(Ω) (5.3.2.9)

et comme bfi(t) ∈ L2(Ω),∀t ∈ [0, T ], alors (5.3.2.9) devient (5.3.2.5).

Théorème 5.3.2.3. Sous les hypothèses que le théorème précédent, les traces

sB = uB(x0, 0, t) πB =
∂uB

∂z
(x0, 0, t),

vérifient

Z
ω

bk µ¯̄̄̄ψτ +

µ
∂sB

∂t

¶
τ

¯̄̄̄
−
¯̄̄̄µ

∂sB

∂t

¶
τ

¯̄̄̄¶
dx0 −

Z
ω

μπBψdx0 ≥ 0,∀ψ ∈ L2(ω)2 (5.3.2.10)

et la condition au limite de Tresca suivante

μ |πB| < bk ⇒ ∂sB

∂t
= 0

μ |πB| = bk ⇒ ∃ β ≥ 0 tel que ∂sB

∂t
= βπB

p.p sur ω × ]0, T [ (5.3.2.11)
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aussi πB, s∗ vérifient linéquation généralisée faible de Reynolds

Z
ω

⎛⎝ eF − h

2
sB +

hZ
0

uB(x0, y, t)dy

⎞⎠∇ψ(x0)dx0 = 0,∀ψ ∈ H1(ω) (5.3.2.12)

où F(x0, y, t) =
yZ
0

ξZ
0

bf(x0, α, t)dαdξ et
eF(x0, t) = 1

μ

hZ
0

F(x0, y, t)dy− h

2μ
F(x0, h, t)

Preuve. En utilisant le [9], on peut choisir bφ dans (5.3.2.4) tel que bφi = ∂uBi
∂t
(t) +ψi

pour i = 1, 2, où ψ ∈ H1
Γ1∪Γ2(Ω)

2 avec,

H1
Γ1∪Γ2(Ω) = {ϕ ∈ H1(Ω) : ϕ = 0 sur Γ1 ∪ Γ2} ,

donc

μ
2X

i=1

Z
Ω

∂uBi
∂z

(t) .
∂ψi

∂z
dx0dz + bjµψ + ∂sB

∂t
(t)

¶
− bjµ∂sB

∂t
(t)

¶
≥

2X
i=1

(bfi (t) , bφi − ψi)

et comme n = (0, 0,−1) sur ω, en utilisant la formule de Green, il vient que

2X
i=1

Z
Ω

½
−μ∂

2uBi
∂z2

(t)

¾
.ψidx

0dz +

Z
ω

bk µ¯̄̄̄ψτ +

µ
∂sB

∂t

¶
τ

¯̄̄̄
−
¯̄̄̄µ

∂sB

∂t

¶
τ

¯̄̄̄¶
dx0−

−
Z
ω

μπB (t)ψdx0 ≥
2X

i=1

Z
Ω

bfi (t) .ψidx
0dz

(5.3.2.13)

en utilisant (5.3.2.5), on déduit que pour tout ψ ∈ H1
Γ1∪Γ2(Ω)

2

Z
ω

bk µ¯̄̄̄ψτ +

µ
∂sB

∂t

¶
τ

¯̄̄̄
−
¯̄̄̄µ

∂sB

∂t

¶
τ

¯̄̄̄¶
dx0 −

Z
ω

μπBψdx0 ≥ 0
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cette inégalité reste valable pour tout ψ ∈ D(ω)2, et par la densité de D(ω) dans L2(ω)

on déduit (5.3.2.10).

Nous obtenons aussi (5.3.2.11) comme dans [9].

Pour prouver (5.3.2.12), on intégre deux fois (5.3.2.5) entre 0 et z, on obtient

−μuBi (x0, z, t) + μsBi + μzπBi =

zZ
0

ξZ
0

bfi(x0, y, t)dydξ, i = 1, 2, (5.3.2.14)

en particulier pour z = h, donc

μsBi + μhπBi =

hZ
0

ξZ
0

bfi(x0, y, t)dydξ, i = 1, 2, (5.3.2.15)

Intégrant (5.3.2.14) entre 0 et h, on obtient

−μ
hZ
0

uB(x0, y, t)dy + μsBh+ μ
h2

2
πBi =

hZ
0

F(x0, y, t)dy (5.3.2.16)

avec

F(x0, y, t) =
yZ
0

ξZ
0

bf(x0, α, t)dαdξ , i = 1, 2
de (5.3.2.15)-(5.3.2.16), on déduit (5.3.2.12).¤
Théorème 5.3.2.4. La solution uB du problème limite (5.3.2.4)-(5.3.2.5) est unique

dans L2 (0.T, Vz) ∩ L∞ (0.T, Vz).

Preuve. Supposons qu’il existe deux solutions uB et uBB de (5.3.2.4)-(5.3.2.5), alors

μ
2X

i=1

Z
Ω

∂uBi
∂z

.
∂

∂z

µbφi − ∂uBi
∂t

¶
dx0dz+

+bj(bφ)− bjµ∂uB
∂t

¶
≥

2X
i=1

(bfi, φi − ∂uBi
∂t
), ∀bφ ∈ Π (K)

(5.3.2.17)
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μ
2X

i=1

Z
Ω

∂uBBi
∂z

.
∂

∂z

µbφi − ∂uBBi
∂t

¶
dx0dz+

+bj(bφ)− bjµ∂uBB
∂t

¶
≥

2X
i=1

(bfi, φi − ∂uBBi
∂t
), ∀bφ ∈ Π (K)

(5.3.2.18)

on prend bφ = ∂uBB

∂t
(t) dans (5.3.2.17), puis bφ = ∂uB

∂t
(t) dans (5.3.2.18) et en sommant les

deux inéquations, il vient en posant W = (uB) (t) − (uBB) (t)

μ
2X

i=1

Z
Ω

∂

∂z

¡
W i

¢
.
∂

∂z

µ
∂W i

∂t

¶
dx0dz ≤ 0

ceci implique

μ

2

d

dt

°°°° ∂

∂z

¡
W
¢°°°°2

0,Ω

≤ 0

comme W (0) = 0, donc

°°°° ∂

∂z
W (t)

°°°°2
0,Ω

= 0, utilisant l’inégalité de Poincaré, on déduit

que

°°W°°
L2(0.T,Vz)

=
°°W°°

L∞(0.T,Vz)
= 0. ¥
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 الملخص بالعربية
  

.  ة مسائل التي يتحكم فيها مؤثر لابلاس وجملة المرونة في ميادين مختلفةعدعالجنا   في هذه الأطروحة،
آما برهنا ايضا عدة متراجحات قبلية على .   وحدانية الحلول الضعيفة  و فقمنا أولا بدراسة نتائج وجود

مرور لمتناوبة فريدولم و بالمرورالى  النهاية من اجل الحلول الضعيفة لهذه المسائل، التي تسمح لنا بال
في ختام هذه الأطروحة قمنا بدراسة التحليل التقاربي لمسالة حدية حرآية .  اثبات نضامية هذه الحلول

.  تتحكم فيها جملة المرونة في ميدان رقيق  
 
Résumé 
Dans cette thèse, on traitera plusieurs problèmes gouvernés par l’opérateur de 
Laplace ou le système d'élasticité dans différents domaines. On étudiera les 
résultats d’existences et d’unicités des solutions faibles. Nous montrons aussi des 
estimations a priori sur les solutions faibles, qui nous permet de passer à 
l'alternative de Fredholm et à la limite pour établir la régularité de ces solutions. 
Enfin, nous étudions l'analyse asymptotique d'un problème dynamique pour 
l'élasticité dans un film mince. 
AMS classification: 65N38, 34B60, 35B40, 35B65, 35C20, 35R35, 76E30. 
Mots clés: Espace de Sobolev, système d’Elasticité, Laplace, polygone, Polyèdre, 
régularité, singularité, graphe maximal monotone, alternative de Fredholm, 
Estimations a priori, les équations de Reynolds, conditions de Tresca, Analyse 
asymptotique. 
 
Abstract 
In this thesis, we trait several problems governed by the Laplace operator and the 
elasticity system in different fields. We study the existences and uniqueness results 
for the weak solutions. The a-priori inequalities on the weak solutions are also 
proved, which permit us Fredholm alternative and the pass to the limit for establish 
the regularity of these solutions. Finally, we study the asymptotic analysis of a 
dynamic problem for the elasticity system in a thin domain. 
Keywords: Sobolev space, Elasticity system, Laplace, polygon, Polyhedron, 
regularity, singularity, monotoneous maximal graph, Fredholm alternative, A-priori 
inequalities, Reynolds equations, Tresca conditions, asymptotic Analysis. 
AMS subject classification: 65N38, 34B60, 35B40, 35B65, 35C20, 35R35, 
76E30. 
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