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0.1 Introduction Générale

Dans I’étude des problémes aux limites linéaires ou non linéaire, de nombreux résultats
ont déja été obtenus dans le cas de domaines a frontieres régulieres [24], [1], [2]. Ces
résultats permettent & 'heure actuelle des applications en mécanique et dans I'industrie
[11], [15]. Par contre, '’étude d’existence, de régularités et de sigularités des solutions
de problemes aux limites dans des domaines non-réguliers, tels que des domaines avec
coins et arétes (polygone, polyedre) par exemple est plus complexe [17, 23, 26, 27]. Ce
domaine de recherche est ’aboutissement logique du précédent, et il est plus réaliste dans
de multiples applications industrielles, car en pratique, les hypothéses de régularité ne
sont pas toujours vérifiées, au contraire.

Des résultats d’existence et de régularité pour le Laplacien dans des domaines non
réguliers (fissurés ou non ) ont été obtenus pour le probléme de Dirichlet dans un polygone
[18, 20, 21], polyedre [19], pour les conditions de Neumann ou les condtions & dérivées
obliques [29]. Pour le systéme de Lamé dans une classe d’espaces de Sobolev a doubles
poids par [4]. Le cas d’un domaine non homogene par [7], [5].

Le travail de cette thése traite différents types des probléemes pour le Laplacien et
le systéme d’élasticité dans différents domaines. Dans une premiére partie, nous nous
interessons a ’étude des régularités des dérivées secondes dans un domaine a frontiére
polygonale ou polyédrale. Dans une deuxiéme partie, a I’aide d’'une méthode de contrac-
tion de [10] nous étudions la régularités des solutions du systéme de Lamé perturbé avec
des conditions aux limites non linéaires sur une partie de la frontiére, on généralise ici les
traveux de [6]. Enfin, dans la derniére partie nous étudions I’analyse asymptotique d’un
probléme dynamique pour I’élasticité dans un domaine borné de dimension trois avec des
conditions de frottement de type Tresca.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions sur les espaces de So-
bolev définis sur des domaines non réguliers, les opérateurs de traces associés & ce type

de domaines et quelques propriétés dont nous aurons besoin, telles que 'extension de la



formule de Green sur un polygone ou un polyedre, ainsi que quelques autres résultats qui
nous seront utiles.

Dans le deuxiéme chapitre, nous considérons un corps homogéne, élastique et isotrope
occupant un domaine borné 2 de R? & frontiére polygonale rectiligne 09 = gﬁlfj , ou les
I'; sont des segments de droites ouvertes, avec

® 5, = fj ﬂfj+1.

e w; 'angle entre I'; et I';;; vers 'interieur de (2.

Le probleme est gouverné par les équations et les conditions aux limites suivantes

Ou=rf, dans €2 ;
u =0, surl’;, Vj e D,
(p1) § - ’ (0.0.1)
5 (e ) B sur I';, VjeG;
(S ) =0

\

ou O désigne le systéme de Lamé L ou le Laplacien A, f = (fi, f2) est la densité des
forces extérieures, et > le tenseur des contraintes qui dépend du tenseur de déformation

€ par la loi de Hook :

> (u) = 2pe(u) + Mr(e (u))1. (0.0.2)

Nous nous intéressons a la régularité de la solution u du probléme (p;), pour cela
nous cherchons les conditions sur les données et sur les angles w; pour que u soit dans
H? (9)2 Nous montrons d’abord que le probléme (p;) admet une solution faible unique.
Ensuite, nous montrons, a I’aide de I'inégalité de Caccioppoli [20], une estimation a priori
dans l'espace W (€2) (I'espace ou on cherche u) . Grace a cette inégalité nous pourrons
construire I’espace d’image de W () par © et son orthogonal N(2), nous passons a

'alternative de Fredholm, nous montrons que I'espace N(€2) est de dimension finie égale



N
a E fj, ou
Jj=1

card {kr eN; 1<k< %} st s; de type Dirichlet;

MJ: 20 .
card{kEN; 1§k<73} sinon.

Enfin, nous calculons explicitement les fonctions singuliéres pour le systéme de Lamé L.

Dans le troisiéme chapitre, nous supposons que le domaine €2 est un ouvert borné
de R3 & frontiére polyedrale, dont les ouvertures des angles des diédres vers 'intérieur
sont notées w; y, avec des conditions de contact sans frottement portées par un seul coté
de la frontiére. On montre que l'opérateur O (le Laplacien A ou le systéme L) considéré
de W(Q) dans L?(Q) a une image fermée et de codimension finie si tous les angles
wj  sont strictement inférieur a g, sinon, I'image est de codimension infinie. Ce dernier
résultat différentie le cas polyedral du cas polygonal, a savoir que dans le cas polyédral,
si A n’est pas surjectif, il n’est pas non plus a indice.

Le quatriéme chapitre, est consacré a ’étude du systéme de Lamé L perturbé dans
un domaine borné © de R"(n = 2 ou 3) de classe C?%. La frontiere de ) sera notée

I' =T, UT, avec mesure I'; > 0. On considére le probléme suivant :

—Lu+au=f dans €
(p2) u=0 sur T (0.0.3)
—o(u)v + P(u) € B(u) sur I’y

ou f € L*(Q)", P un opérateur différentiel, du premier ordre a coefficients lipschitziens,
£ un graphe maximal monotone tel que 0 € (3(0) et aun réel positif sur lequel nous
apporterons des précisions plus loin.

On consideére le probléme linéaire approché associe a (p,) ou 'on a remplacé [ par
'approchant de Yosida ;. Nous montrons I'existence des solutions faibles de ce probléeme
approché. Puis, en utilisant I'inégalité de Korn, nous obtenons des estimations a priori

indépendamment de ¢ qui nous permetent de passer a la limite lorsque £ tend vers zéro.



Nous montrons que la solution du probléme est dans H?(2) lorsque « vérifie la condition
(4.4.1.4).

Dans le cinquiéme chapitre, nous considérons un probléme associé a des déforma-
tions lentes d'un corps homogene élastique et isotrope en régime dynamique avec des

conditions de frottement non linéaire du type Tresca dans un film mince ¢ C R3 :
QO ={(2/, z3) e R®: (2/,0) ew, 0<ux3<eh(z)}.

oll w est un domaine borné de R? d’équation x5 = 0 qui constitue la frontiére inférieure
du domaine et h € C' (R). La frontiére de 0 sera notée I'* =T, UT, U, avec

e 'S est la frontiére supérieure d’équation x3 = eh(xy, z2),

o ['S est la frontiere latérale.

Le probléme complet dans Q¢ x |0, T, pour un donné T > 0, s’écrit :

Al div (0°) + f° dans Q° x |0, T
o ’
u*=0 sur I'5 x 10,7
U =g sur I's x 0,7
ou®
(p,) o =Y sur w x |0, T (0.0.4)
ou®
log| < k& = < > =0
ot ) _
s sur w x 0,7
0S| =k =3 5 >0 tel que (Ot) = —foZ
ou® "
\ u®(x,0) = up(z), E(LO) =uy(z) Ve e,

ou f¢, k%, g sont des données du probléme, et o2 est la composante tangentielle du tenseur
des contraines o°.

On montre d’abord que pour ¢ > 0 fixé, le probléeme admet une solution unique
faible. Ensuite, on étudie ’analyse asymptotique du probléme en faisant un changement
d’échelle, pour ramener I’étude sur un domaine €2 indépendant de €, sur lequel nous défi-
nissons des nouvelles inconnues. Nous obtenons des estimations a priori indépendamment

de € sur la solution et son gradient en utilisant les inégalités de Korn, Poincaré et Young.
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Grace a ces estimations, on obtient un théoréme de convergence, qui nous permet de

passer a la limite lorsque € tend vers zéro. Ensuite, nous obtenons le probleme limite

suivant :

Q; / 88“; (t) -% <€b¢ - 8(;? (t)> do'dz + )(3)—
~ (aaf (t)) > 22: (f (1), ;- agf (t)) . Vo eI(K) (0.0.5)

l’,Z,O):ﬂQi, VZ:1,2

avec I1 (K) est un convexe de H'(2)?,

~ Os*
plr*| < k= =0
X ot Os* p.p sur w x]0,T]| (0.0.6)
plm*| =k =35>0 tel que T = fr*
) h
/ F— 58* + /u*(x',y,t)dy Vip(a')da' =0,V € H(w) (0.0.7)
w 0
o
ou*
L / O L / 0 t
S u (I Y ) Y ™ 82 (:L' ? )

(o', a, t)dad€

B
&\
=
I
==
O\;"
O\
O\
=)
&\
e
=
QU
Q
IS
I
I
T
2|
O\Q“
—
=)

Enfin, nous montrons I'unicité de u* solution du probléme limite.



Chapitre 1

Les espaces de Sobolev dans des

domaines non réguliers

Résumé

Dans ce chapitre, on donne, pour les besoins des chapitres suivants, un apercgu sur les
espaces de Sobolev définis sur des domaines non réguliers (polygone, polyedre) [17], les
opérateurs de traces et quelques propriétés utiles, telles que 'extension de la formule de
Green au cas des problémes aux limites linéaires et non linéaires définis sur polygone ou

polyeédre. On donnera aussi quelques résultats relatifs a cette classe de problémes.

Contenu

1.1. Définitions de base et propriétés des espaces de Sobolev.
1.2. Résultats de densité.

1.3. Les théorémes de trace dans un polygone.

1.4. Les opérateurs maximaux monotones.



1.1 Définitions de base et propriétés des espaces de
Sobolev

Soit € un sous-ensemble ouvert arbitraire de R™ (n = 1 ou 2). L?(Q) l'espace des
fonctions de carrés intégrables pour la mesure de Lebesgue sur Q. D(€) (resp. D(Q2))
'espace des fonctions indéfiniment différentiables & supports compacts dans €2 (resp.
'espace des restrictions a 2 des fonctions de D(R")).

Dans ce qui suit, s est un nombre réel, m sa partie entiére et o sa partie fractionnaire :
s=m+oc et 0<o <.
n
Pour a = (a1, g, ..., ) € N™, on notera |a| = E a;, et
i=1

. %
D= — D° = DPD§.Dg

7

Définition 1.1.1. H*(Q2) est l’espace de toutes les distributions u définies sur §) et telles
que :

a) Du € L*(Q) pour |a] < m,

lorsque s = m étant entier positif.

b) u e H™(Q) et

«a Do 2
/ /|D u(@) — Duy)) dxdy < +o0, |a| =m

lz =yl

Q Q

lorsque s = m + o étant réel positif non entier.

La norme (usuelle) de H*()) est définie par

1/2

Z | Du(z)|*da dans le cas (a),

o] <m Q

[l =



et par

1/2

D%y D 2
Jull,q = § lullng + Z/ /’ Hnéi(y” dxdy dans le cas (D).
-y

lal=m" q

Les définitions précédentes sont prolongées aux valeurs des négatives s par dualité
comme suit :
Définition 1.1.2. H§(Q2) est la fermeture de D(Y) dans H*(S2).
Définition 1.1.3. H *(Q2) est l’espace dual topologique de HS(Y), H*(Q2) est aussi ['es-

pace de toutes les distributions T de la forme suivante

T= > D'foou f[,€L*Q)

la|<m

Définition 1.1.4. Pour tout nombre positif s, on note par H 5(§2) Uespace des fonctions
u définies dans € telles que il existe u € H*(R™), ou u le prolongement par 0 de u.

Dans toute la suite on rappellera quelques résultats extraits dans [17].

1.2 Reésultat de densité

Notons par v | la restriction a Q de toute distribution v définie sur R"

Définition 1.2.1. Pour tout k € N on note par

C*(Q)={flg ou feC"R"},

C’k( ) {f € Ck( ) : support f copmact C ﬁ}

10



Théoréme 1.2.2. Soit ¢ € Cf (Q) avec k > s, alors pu € H*(Q) (resp.Hi (), H5(Q) )
pour tout u € H*() (resp.HZ(Q), H*() ) et il existe une constante Ky, s) telle que :

lpull,o < K lJull,q-

Théoréme 1.2.3. Soit Q2 un owvert de frontiére Lipchitzienne de R™ | alors

a) D(Q) est dense dans H*(Q) pour tout s > 0.
b) D(Q) est dense dans H*(Q) pour tout s > 0.

Pour s trés petit, on a un meilleur résultat a savoir :

Théoréme 1.2.4. Soit Q un ouvert Lipchitzien de R™, alors D(2) est dense dans H*({2)

pour s € [O,%[.

Lemme 1.2.5. Soit Q un ouvert borné de R™ a frontiére Lipchitzienne, alors pour tout
s > 0, il existe un opérateur linéaire et continue Ps; de H*(Y) dans H*(R") tel que
P |q = u pour tout u € H*().

Ce lemme signifie que chaque fonction u € H*()) est un restriction d’une fonction qui
appartient a H*(R™).

La preuve du lemme 1.2.5 est donnée dans [1], [30], [33].

Théoréme 1.2.6. Soit ) un ouvert borné de R™ a frontiére Lipchitzienne, alors

D%u
psf\a|

€ L*(Q),Yu € Hi (), p>0cet |a| <s

a condition que s — 5 n’est pas entier.

Cela implique aussi

11



H5(Q) = H(Q), pour s — % ¢ N
H#(Q) = H*(Q) = H(2), pour 0 < s < 3

alors H*(Q) est caractérisé comme Pespace de tout u € HI(Q) ou

D%y
VP

€ L*(Q),Va tel que |a| = m.

Théoréme 1.2.7. Soit Q un ouvert borné de R? a frontiére I' polygonale, supposons

que 0 € T et V' un voisinage de 0 tel que :
VNQ={(rcos(d),rsin(f)); R>r>0, a<0<b},

pour toute R réel positif et avec b —a < 2.
Soit u une fonction régquliére dans 2\ {0} et coincide avec r*p(6) dans V N Q ou

v € H*(Ja,b]), alors pour tout s < sy on a :
o u € H*(Q), pour Re(a) >s—1

o u ¢ H*(Q), pour Re(a) <s—1
lorsque Re(«) non entier.

En dimension trois, un critére semblable a celui vu dans le cas bidimonsionel ol théoréme
1.2.7 est :
Théoréme 1.2.8. Soit Q un ouvet borné de R? a frontiére polyédrale, supposons que

0T etV un voisinage de 0 tel que
VNnQ={po; R>p>0, c€G}, YR>0

et G ouvert a frentiere Lipshitzine de S? (la sphére unité de R® ). Finalement soit u
une fonction réguliere dans Q\ {0} et coincide avec p*p(c) dans V N ou ¢ € H*(G).

Alors pour tout s < so on a :

12



o u € H*(Q), pour Re(a) >s—1

o u ¢ H*(Q), pour Re(a) <s—1
lorsque Re(«) non entier.

Les deux théoréemes sont obtenus par des calculs simples

1.3 Les théorémes de trace dans un polygone
Théoréme 1.3.1. L’application de trace

définie sur D(R"™) pour k < s — % a une extension continue unique comme un opérateur

1
de H*(Q) sur 11 H* P 3(R"1).
0<p<k
Maintenant, nous considérons un ouvert 2 borné de R™ & frontiére polygonale I'. Nous
aurons besoin d’espaces H et H sur les cotés I'; sur lesquels ne sont pas définis toujours.
Dans ce cas on considere I'; comme un segment de droite ouvert.

Pour une fonction réguliere u défini sur 2 nous dénotons par y;u sa restriction a I';. Le

lemme 1.2.5 et le théoréme 1.3.1 ci-dessus impliquent le resultat suivant :

Théoréme 1.3.2. Soit ) un owvert borné de R™ a frontiére I' polygonale, alors pour

tout 7 € N lopérateur

ou oFu
J J

1
définit sur D(Q)) pour k < s — o7 @ une extension conlinue unique en un opérateur de
H*(Q) sur TI H* P 3(T;).
() sur I ()
Ce théoreme décrit les traces uniques sur un des cotés I'; d'une fonction qui appartient
a un espace de sobolev sur 2. On voudrait une formulation qui décrit les traces a tout

prendre certainement. Cela nécessite de définir des espaces H* P2 (D).

13



Pour comprendre ces signification, nous décrirons les traces de fonctions qui appartiennent

a H™(£2) quand € est le quart de plan.
Théoréme 1.3.3. Soit ) le quart du plan défini par x1 > 0 et x5 > 0, alors l'opérateur
[ {{sz}ogkgm—l ) {gl}ogzgm—1} )
défini par
Je = D§U |22=0, 91 = Dﬁu |21=0,
pour u € D(Q) a une extension continue unique de H™(Q) sur le sous espace
T= 0 H™ =3 (Ry) X ol H™ 3 (Ry),

défini par
(@) Difi(0) = D5gi(0), k+1<m—1,

“+o0o
l _DE 2
(b) / PO DO gy« oo, k1 =m— 1.
0

Preuve d’un cas particulier. Dans un premier temps, nous considérons le sous espace
E de ces fonctions u € H™(2) tel que g =0 pour 0 <! <m —1ouwu € H™(;) ou
est le demi plan a défini par x5 > 0. Les fonctions ﬁ sont les traces correspondantes sur
Iy =00,.

Lemme 1.3.4. L'opérateur u—— {fi}ocp<,n_1 @ une extension continue unique de E

sur le sous espace

défini par

(a) D f.(0) =0, pour k+1<m — 1,
+o0

l 2
(b) /Mdt<+oo,pourk+1:m—l.
0

14



Lemme 1.3.5. Soit u € H™(Q) alors fo=u|set go = u |, vérifie
(@) fo(0) = go(0), si m > 1,
+o0

) /wdx +oo, sim = 1.

0

1.4 Les opérateurs maximaux monotones

De H. Brezis [10] on a :

Définition 1.4.1. Soit H,, Hy deux espaces de Hilbert. On appelle opérateur linéaire
non-borné de Hy dans Hs toute application linéaire A : D(A) C H; — Hs.
D(A) est le domaine de A. On note par

G(A) = uelL)J(A)(u, Au).

G(A) s’appelle le graphe de A et est un sous espace de l’espace vectoriel produit Hy X Ho.
On dit qu’un opérateur A est fermé si G(A) est fermé dans l’espace produit Hy x Hs.

Remarque 1.4.2. Pour prouver qu’'un opérateur A est fermé on procede en général de
la maniére suivante : On prend une suite (u,,), dans D(A) telle que u,, — u dans H; et
Au,, — f dans H,. 1l s’agit ensuite de vérifier que u € D(A) et f = Au. Ceci équivaut
au fait que G(A) est fermé dans Hy x Ho.

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert, I 'identité dans H et

A:D(A) C H— H est un opérateur linéaire non-borné.

Définition 1.4.3. On dit que A est monotone si

(Av,v) >0 Vv e D(A).

15



A est mazximal monotone si de plus R(I + A) = H, c’est a dire
Vfe H, FJue D(A) tel que u+ Au = f.

Proposition 1.4.4. Soit A un opérateur mazximal monotone. Alors

a) D(A) est dense dans H.

b) A est fermé.

¢) Pour tout X\, (I + \A) est bijectif de D(A) sur H, (I + MNA)™! est un opérateur
borné et ||(I +MA)7|| < 1.

Définition 1.4.5. Soit A un opérateur mazximal monotone. On pose, pour tout A > 0,
1 1
JA:(I—F)\A) et A)\Zx(I—J)\)

Jy est la résolvante de A et A, est la régularisée Yosida de A.

Proposition 1.4.6. Soit A un opérateur maximal monotone,on a
1) Ayv = A(Jyw) Vve HetVA>0
2) Ayv = Jy\(Av) Vv € D(A) et VA >0

3) |Axv| < |Av| Vv € D(A) et VA >0
4) %\%Jw:v Yve H

5) {\i_}rrgAw = Av Vv € D(A)

6) (Ayv,v) >0 Vv e HetVA>0
7) |Aw| < 3 vl Vo € H et VA > 0.

16



Chapitre 2

Probléme de contact sans
frottement-Dirichlet pour les
équations de Laplace et de Lamé

dans un polygone

Résumé

Soit 2 un polygone plan de R?, on va étudier la régularité de la solution de 1’équation
de Laplace et du systéme de Lamé (Elasticité) avec des conditions de contact sans frot-
tement -Dirichlet. On donnera une inégalité a priori et en avec l'alternative de Fredholm
en étudie la régularité H> (Q)2 de la solution u relative & notre probleme, enfin on calcule
I'indice de I’équation de Laplace qui nous permet de déduire I'indice pour le systéme de

I’élasticité et par suite les solutions singuliéres de ce dernier systéme.
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2.1 Introduction

Dans [18] P. Grisvard a étudié la régularité de la solution du probléme de Dirichlet
pour I’équation de Laplace dans un polygone. La solution variationnelle du probléeme
considéré est réguliere (c’est-a-dire dans H?) si et seulement si tous les angles du polygone
sont strictement inférieur & 7. Autrement dit ce probléme admet un nombre fini de
solutions singuliéres. Ce résultat est connu dans le cas particulier ot le domaine est
convexe (cf.[24]).

Dans ce chapitre, on étudie la régularité du déplacement d’un corps homogene élas-
tique et isotrope occupant un domaine ) borné de R? & frontiére polygonale rectiligne
(dans le cas si 2 non homogene voir H. Benseridi et M. Dilmi [5]). Ce déplacement est
nul sur certaines segment de la frontiere 02 et sur les segments restants le déplacement
tangentiel est libre et la traction tangentielle est nulle.

L’étude de ce probléme par des techniques de P. Grisvard [18] et de B. Merouani [27]
est généralement basé sur les étapes suivantes.

Dans la premiére étape, on établit une inégalité a priori valable pour u dans (H?(2))?
vérifiant les mémes conditions du probléme considéré.

La seconde étape est consacrée a lutilisation de I'inégalité a priori, qui nous permet
d’utiliser 'alternative de Fredholm relative & notre probléme et de construire I’espace
d’image et son orthogonal. On démontre qu’il est de dimension finie et on calcule cette
dimension. Enfin, en utilisant des techniques analogues a celles de P. Grisvard [22], nous

calculons I'indice du probléme pour (O = L) par homotopie sur les coefficients de Lamé.

2.2 Notations et position du probléme

On désigne par €2 un corps homogene, élastique et isotrope occupant un domaine borné
N —
de R? A frontiére polygonale rectiligne 9 = ‘U1Fj ot les I'; sont des segments de droites
j:
ouvertes, s; est l'origine du segment I';;; et s;;; son extrémité suivant l'orientation

usuelle (avec la convention sy 1 = $1).
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S
jﬂl Ty Siea

Fic. 2-1 -

I'ouverture de I'angle entre I'; et I';1; vers I'intérieur de 2 est noté w; avec 0 < w; <
27 pour tout j = 1 a N (dans ce cas on dit que 2 est un domaine strictement polygonal).

7/ (resp 77) désigne la normale unitaire sortante (resp la tangente unitaire dans le
sens positif) sur I'; (fig 2.1), © ainsi défini est par conséquent un ouvert borné a frontiere
Lipschitzienne. En coordonnées polaires d’origine s;, on note par r; la distance d'un
point M (x;,y;) de 2 & s; et par 0; 'angle de I'; & Ms;; c’est -a-dire x; = r;sin(6;) et
y; = r;cos(f;).

On note aussi par v = (uy, uz), f = (f1, f2) et >_ respectivement le vecteur déplace-

ment, la densité des forces extérieures et le tenseur des contraintes avec

Y =(oy), i.j=12

matrice d’ordre 2, les éléments

sont donnés par la loi de Hook
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O-ij = 2:“’57«] (U) + )\t?"(g(U))’}/U, Za] = 1a 27

ou
1,0u; Ou;
e =5+ 5)
2 8xj al'z
est appelé tenseur de déformation linéarisé associé a u et A, pu sont les coefficients de

Lamé, avec > 0 et A+ p > 0.

Finalement L désigne le systéme d’élasticité :
L = pA + (A + p)Vdiv,

ou A = D?+ DZ désigne l'opérateur de Laplace et div = Dy + Dy + D3 'opérateur de
divergence.

Pour f donné dans L2(2)2, on cherche u dans H? (Q)? solution du probléme suivant :

—Ou=f, dans Q; (2.2.1)

u=0, surl';, Vj e D; (2.2.2)
(uny) =0

7 () surl;, Vj € G; (2.2.3)

7w’ r) =0
ol © désigne un opérateur différentiel qui est le systéme de Lamé ou le Laplacien. D, G

sont des ensembles tels que
DuG=A{1,2,..,N}.

Lemme 2.2.1. Sur I'; , j € G, les conditions auz limites (2.2.3) sont équivalentes aux
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conditions :

Y (U-nj) =0 .
ou surl’;, VjeG; (2.2.4)
%(8_77J"TJ> =0

Preuve. On a

(S(wn)r = 3 01T

i,7=1

et comme

Oij = 2:“5ZJ< ) + Atr(e(u ))'sz
donc

2 2

DT Ti = Y 2UEiN;Ti

ij=1 ij=1
car

2

Z)\tr u))y;;n;-Ti = Atr(e(u ))ann =0,

i,7=1 =1
et par suite
(Swn)r =0 3 ey, 7 = 0.
17‘7

Et comme p > 0, on a

ceci est équivalent & :

0
et comme u.n = 0 implique que gu . =10, dou

or

u.n =0 u.n =0
&< oy ]
(>2(u)m).m =0 o T
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Pour montrer une majoration & priori des dérivées secondes par les techniques de P.

Grisvard [18], on considére d’abord le probleme (2.2.1)-(2.2.3) avec © = A :

—Au=f, dans € ; (2.2.5)
=0, surl'y, Vj € D; (2.2.6)
Y ('L“?j) =0 .
du surl';, VjedG. (2.2.7)
%(8—773"T ) =

On multiplie Péquation (2.2.5) par v € H' (Q)*, en intégrant et en utilisant la formule

de Green, on obtient

2 Ou; Ov; 2 ou; 2
Z/axj oz, dv — Z/a_mjnjvids = Z/flvzdm (2.2.8)
W=t LI=150 =17

ou ds désigne la mesure sur 0f).

En utilisant les conditions aux limites (2.2.7) et le fait que

g_:;-'” - (g—z.n) (v.n) + (g—Z.T) (v.T)

en utilisant (2.2.8), il vient que

ou ou
/Vqudx - 8_77Ud8 - / (6—7777) (v.m)ds = /fvdm
Q o Q

INe]
L’appatenance de u & H' (Q)* (resp de v € H' (2)?), justifie I'existenance d’une trace
pour %.ni dans H~3 (I';) Vj € G et pour % dans H~3 (I‘j)2 Vj € D (resp pour
o _on
v dans H2 (T;) Vj € G, et pour v dans H2 (T;)* Vj € D). (C.f. ([25)))

la derniére relation devient alors
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_ Ou -
/VuV’UdQ? Z <73 on "Yﬂv>g%(rj)2xﬁ%(1“j)2

jeD

_Z <7J (877? ) oy <v'nj)>HxH%(Fj)%(Pj) = /fvdaj

Q

ou v, est 'application trace sur T';.

Lorsque la fonction test v vérifie la condition

vv=0 VjeD
v (o) =0 jed

nous obtenons la formulaion variationnelle suivante :

Trouver u € V, tel que

(2.2.9)
a(u,v)=1(), VvoeV
ou
ou; 81}1
a(u,v) = axj 8% /flvzdx (2.210)
et
V={veH Q) =0 VjeD, v (vf) =0, VjeG}. (2.2.11)

A fin de démontrer lexistence et I'unicité de la solution faible de (2.2.5)-(2.2.7), on a
besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 2.2.2. L’espace V munit du produit scalaire de (H'())* est un espace de
Hilbert.

Preuve. Il est claire que V est un sous-espace fermé de (H* (Q))Q, car les applications
traces 7, sur I'; sont continues et puisque H 1 (9)2 est un espace de Hilbert, donc V' est

aussi est un espace de Hilbert par rapport a la norme induite de (H* (Q))2 [ ]
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Théoréme 2.2.3. Le probléme (2.2.5)-(2.2.7) admet une solution unique u dans [’espace
V.

Preuve.

e La forme bilinéaire a(.,.) est continue sur V' x V . En effet, d’aprés l'inégalité de

Cauchy-Schwarz, il vient que

la (u,v)] < ”VUH(Lz(mz)? ||VU”(L2(Q)2)2 < ||UHH1(Q)2 ||UHH1(Q)2>

e La forme bilinéaire a (., .) est coercive sur V' x V. En effet, d’apres I'inégalité de Poincaré,

il existe une constante K > 0 tel que
2 2
e La forme linéaire [ est une forme linéaire continue sur V. En effet, d’aprés 'inégalité

de Cauchy-Schwarz, il vient que

L) < cllollgap ot e=Ifll@:-

D’apreés le théoreme de Lax-Milgram le probléme variationel (2.2.9) admet une so-
lution unique u dans V. En utilisant cette fois ci la formule de Green dans le probleme

faible, on obtient ’équivalence entre les problémes (2.2.5)-(2.2.7) et (2.2.9). m

Le probléme (2.2.5)-(2.2.7) n’admet pas généralement des solutions assez réguliéres, pour
cela on essaye pour f € L?(0)?, de chercher des conditions sur Q pour que u soit dans
H? ().
2.3 Inégalité a priori

Ce paragraphe est consacré a la démonstration de I'inégalité :

[ull g2z < cllAull 2y - (2.3.1)
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Cette inégalité résultera en fait de 1’égalité de Caccioppoli.
On introduit maintenant 1’espace ot on cherche w :
W(Q) ={ue H*(Q)® :yu=0 VYje D;
v; (%.T]) =, (un?) =0, Vje G}.
Lemme 2.3.1. L’espace W (Q)N(H™ (Q))* est dense dans W (Q) pour la norme induite

par (H™(Q))*, ¥ m > 1.

Preuve. Par partition de I'unité on se rameéne facilement au cas ot €2 est un secteur infini
d’ouverture w (# 7). Ensuite par un changement de variable affine on se rameéne au cas
ol w = g Pour cela les conditions aux limites qui définissent W (§2) sont les conditions

aux limites aux dérivées obliques et 'espace W (2) devient :
W (Q) = {ue H? (Q)* : a;Dpuy + ;Dyuy = 0 et up = 0 sur T'; },

le résultat de densité est bien connu (voir [17] ).

Théoréme 2.3.2. On a :
2
|8ullzzye = [[V2ull{ 2oy ¥ u € W(Q) (232)

Preuve. Pour tout u € W (Q) tel que de plus u € H? (9)2, I’égalité de Caccioppoli

donne :

||AU||%2(Q)2 - HvzuH?B(Q)Z)2 - j;)/ {%‘% (%) B %'% <%>}d8
Ly

Ou 9 (Ou) _ Ou 0 (9u
+Z {anj'c'?fj (871) otd " oTI (Br]j>}d8'
JjEG
Ly
Ici, bien str on a posé :

2 2

}V2u’2 = >

i, =1

0%*u
Ox;0x;

Comme u € W () on a la condition v = 0 sur I'; pour j € D qui implique :

ou 0 ou
o Vet %(%)4”
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et par conséquent la premiére somme sur D est nulle.

. U .
Des conditions u.n/ = 0 et =—.77 = 0 sur I'; pour j € G, on obtient :

oni’

Ou j_0u ;0 (ou) ;_ Ou ;_ g
o " on T T o \or )T T v T
et par suit :
Ou 9 (ou) _(Ou ;N\ (O (Ou) ;).
opori\ori) ~ \og" ) \or \ar )"
I A W A U W
o J\or\ori )" ) T
et

ou  0%u [ Ou 0%*u i) 4
oriorioy  \ar" ) \oron "

N ou i 9%u A —o

orTi d 8Tj877f'7 N

on constate que les intégrales de bord sont toutes nulles, donc :

HVQUHELZ(Q)Q)Z = HAuHi?(Q)Z;

pour tout u € W (Q) N H? (Q)*, d’ou (2.3.2) (lemme 2.3.1).
Corollaire 2.3.3. I existe une constante c positive, telle que l'inégalité (2.3.1) ait lieu
pour tout u € W ().

Preuve. D’apreés la coercivité de a (., .), il existe une constante ¢ > 0 telle que

2
||IUJHH1(Q)2 S ca (uv U,) = (f? U),

comme a (u, u) < [[ull 1) [[Au||12(q)2 et Au = f on obtient

HUHHl(Q)2 S & ||AuHL2(Q)2 Vu € ‘/,
Le théoréme 2.3.1 donne le résultat directement m
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2.4 Alternative de Fredholm

Dans ce paragraphe on tirera les conséquences de 'inégalité a priori (2.3.1) comme il
est indiqué dans l'introduction. On désignera par R (€2) I'image de W (€2) par 'opérateur

A, c’est & dire que :
RQ)={fel*Q)*; f=Au,uc W(Q)}.

Grace a l'inégalité (2.3.1), R () est un sous-espace fermé de L? () et par conséquent

on cherchera son orthogonal dans Pespace L? (Q)°, c’est-a-dire I'espace :
N(Q) ={veL*(Q)*; (v;f) =0, VfeR(Q)}.

Comme il est naturel on prouvera que les éléments de N (£2) sont les solutions d’un
probléme de Dirichlet-contact sans frottement strictement homogeéne, on a :

Lemme 2.4.1. Soit v € N (R2), alors v est solution du probléme dual suivant :

Av =0, dans Q; (2.4.1)
v; (v) =0, sur T; VjeD; (2.4.2)
Y (U-nj) =0
o . , sur'; Vjed. (2.4.3)
Vi (a_nj.ﬂ) =

Preuve. Soient v un élément de N (Q) et u € D (2)°, puisque D (Q)* est inclu dans
W (Q) alors :
(v; Au) = (Av;u) =0,

ceci implique que

Av =0, dans D' (Q)*,
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et par conséquent v € D (A, L? (Q)Q) I’espace maximale de A.

Il reste & montrer que v vérifie les mémes conditions que le probleéme (2.2.5)-(2.2.7). Pour
tout ¢, = (ph,9?) € DT)*V je D, ¢, € D(Iy) et x; € D(I;) V j € G, il existe
ue H?(Q)” tel que

(

ou )
v (w) =0, 7, ((w):soj, VjeD;

v (un’) =0, v (u.r?) = Vv, VjeG;
ou . ou .
| (5) =0 () = i

de plus u est nulle au voisinage de s;,Vj = 1,..., N, et par conséquent, on peut appliquer

la formule de Green généralisée pour cette fonction u et v € N (2) on obtient

v
> (e5iv5v) +Z{ X7, (v?)) = <¢j;7j (ﬁ TJ)>} =0,
JjeD jEG
et comme ;, x; et 1; sont arbitraires dans D (T;)%, D(T;) et D(T;) respectivement, cette

égalité montre que :

;v =0, VjeD;
, ov ‘
v (way') = (_a - rﬂ) =0, Vjed.

Le lemme 2.4.1 montre que pour tout v € N (€2) est une solution du probléme homo-
géne d’adjoint. Cependant le lemme 2.4.1 ne caractérise pas complétement N (€2).
. ™ T
On peut remarque que pour tout v € N () et si wj = 5 ou w; = 5 on a:
i) (v,A(y;¢;)) =0 si jeDet j+1€G;
(i1) (v,A(x;¢;)) =0 si jeGet j+1€D;
ou¢; €D (ﬁ) est une fonction de troncature qui dépend seulement de s;, tel que (; =1

au voisinage de s; et nulle sur toute Ty sauf pour k=jet k=j+1.
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Lemme 2.4.2. Soit v € D (A, L? (Q)2) solution du probléme dual tel que v vérifie les
conditions (i) et (ii), alors v € N ().

Preuve. On va montrer que (v; Au) = 0, V u € W (£2). Actuelement d’apres le lemme

) =
2.3.1 on peut considérer u € (H*(Q))2N W () pourvu que u € (C%(2))2, et on pose

wo=u— Z Dyju(sj)ijj — Z iju(5j>xjgj-

JED, j+1eG Jj€G, j+1eD

Il est clair que (v; Au) = (v; Aw) .

Maintenant, on a u(s;) =0,V j € Dou j+1 € D, cela implique que w(s;) = 0Vj . Donc
Vu.p; = 0 sur chaque I'; ou p; = 7, pour j € G et pi = 74, pour j € D, ceci implique
que S/u(s;) = 0 a moins que j; et y;,, soient paralleles. Cela se passe seulement quand
jeGet j+1 € Douje Det j+1 € G. Cependant quand j € Get j+1€ D
on awu=0sur';;; et par conséquent D, u(s;) = Vw(s;) = 0. Le méme chemin quand
j€Det j+1€G, on trouve yyw(s;) = 0.

Finalement on a trouver w(s;) = yw(s;) = 0 dans tout les cas, et par suite on peut
appliquer la formule de Green généralisé pour w et v on obtient (v; Aw) = 0, c’est- a-dire
ve N(Q).

Lemme 2.4.3. Soit v € N (), alors v € C*™ (2\S5), ot S est l’ensemble des sommets.
Le lemme 2.4.3 exprime un résultat de régularité au voisinage des morceaux réguliers de

la frontiére, qui est assez bien connu; par la méthode de réflexions.

2.5 Reégularité des dérivées secondes

Dant cette section nous allons déterminé la dimention de l'espace N (2), pour cela
nous allons étudier la régularité de v € N (). D’aprés le lemme 2.4.3, v est C* dans
et jusqu’au sommets de la frontiére, il nous reste alors a étudier le comportement de v
au voisinage de chaque sommet s;.

Nous avons alors dans ce cas particulier le :

™
Théoréme 2.5.1. Si tout les angles w; de §) sont strictement inférieur a 5 alors :
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i) N(Q)C H?(Q)?;

ii) N (Q2) = {0}.
Preuve

i) Il reste a prouver que pour tout s; € S, il existe un voisinage V de s; dans R? tel
que v € H2(QNV)* dés que v € N (Q).
Pour s; de type Dirichlet de part et d’autre on a la régularité H? (voir [18]).
Donc, il suffit de démontrer la régularité H? au voisinage de sommet de type mélé. On
tarnslate le point s; considéré en (0, 0) (ce qui ne change rien au probléme) et on suppose
que V est une boule de centre (0,0) et de rayon p assez petit pour que 2 NV soit un

secteur fini d’ouverture w. C’est-a-dire
QNY ={x=r(cosb,sinf) 0<r<p, 0€l0,w}.

En définissant Popérateur non-borné A sur H = L? (]0,w|)* comme suit :

AQOZ_SO7

ol ¢ = (¢1,95) € D(A), D (A) représente le domaine de A défini par
2 !
D (A) = {pe H*(J0,w])” ¢} (0) =¢; (w) =0, 5 (0) = ¢, (w) = 0}.
L’opérateur A est un opérateur auto-adjoint et non négatif. Nous allons noter par
©m, M > 1 les fonctions propres normalisées et par )\fn leurs valeurs propres correspon-

dantes dans ’ordre croissant de leurs modules. Nous avons

_90;’n - )‘iﬁf)ma

et comme )\,,, m > 1 sont solutions de 1’équation transcendante
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sin (2A\,w) = 0 (voir [27], [4]) alors

/\m:m7 m > 1.
2w

Soit maintenant v € N (), on a, v € L? (]0,w[)? pour presque tout r €]0, p[ fixé :

') = ch (r) ¢ (0) avec ¢ (r) = /wv (re) ¢, () db;

k>1 0

on va calculer ¢; en utilisant ’equation dont v est solution de :

v 10v 1
—+————=Av=0, 0<r< 0 €|0,wl;
or2  ror r? v ’ r<p, 0€)0,w];

12 ! 2
et par conséquent ¢;, (1) + Lc, (1) — %ck (r)=0, 0 <r < p. Donc
cp (1) = ag ™ by M\, > 0, ay, et b, sont des constantes arbitraires telle que ’'on
ait :

[ Genfan =Y jamr pe.

0 k>1

donc

[ () dm—Z/ lex ()| rdr < 400,

QﬁV k>1

P
puisque v € L2 (Q)?, on voit imédiatement que by = 0 dés que / r1=2Mdr = 400,

0
cest-a-dire : 2 — 2\, <0 A\, > 1.

T ™
Mais pour w < 5, on aura que A\, > 0 > 1, il en résulte immédiatement que b, = 0 pour
w

w
tout k. Donc v re Z@kr/\k%; avec / ‘v (reie) }2 df = Z |ak|27“2)"“,

=1 0 1
d’o
2+2)\
/ v (x | dx > Z |ak| / 2ty = Z |ak| 2+2/\:
>1 >1

Il est maintenant essayé de vérifie que v € H? (Q)2 au voisinage de zéro, autrement

dit pour ¢ assez petit on a :
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€
82
/ or?

0

2 €
2 dr
L2(]0,w])? Tdr_'_/ H ||H1 (Jow)? * "’/ ||UHH2(]O70JD2T—3<+OO.
0

En effet, comme A\, > 1 on a :

€

. rdr = Z lag* X2 (A — 1)° / P23y
L2(J0w]? k>1 0
Z A » £20 -2
= Qg )\ )‘k -1
= 20 — 2

Compte tenu du fait que A\, ~ Kk lorsque kK — 400, on en deduit que

_ 3
2 (= 17 S22 N (Kk)? 25K o Pasl N Rk
B Ak 2\ — 2 2 2+2)\, 2Kk
donc pour € < pon a
2 _1)\2 2202 242X
A (e = 1) —o0(L— , k — +o0.

Ceci prouve la convergence de la derniére série écrite. Pour estimer les autres intégrales,

on utilise I'inégalité a priori HQDH?JQGOMD < I

2, d,Ofl

(J0.w)

2 2
[0l zr2gowp2 < CZ Jar]* 22N

E>1
donc

e 2>\k —2
[ 1ol <Z| ol N

0

20, —2 KE)?
avec 1’équivalence )\i ;}\k —5 ( 5 )

D’ou la convergence de la série.
On majore la troisieme intégrale de la méme maniere.
ii) siv e N(Q), dei) v € W (Q) et 'unicité variationnelle implique que v = 0, ce qui

equivalent de dire que :

N () = {0}
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On cherche maintenant pour w; > 7 la contribution du sommet de type Dirichlet de part

et d’autre, et la contribution du sommet de type mélé a l'epace des N (2) .

N
Théoréme 2.5.2. La dimension de N () est Z,uj ol :
j=1

card {k € N; 1 <k <} sis; de type Dirichlet
card{keN; 1§k<%} sinon.

Preuve. On introduit I'opérateur non borné A; sur H; = L? (]0,w;[)* comme suit :

"

ANp=—¢, dans D (A;),

ot D (A;) = H?(]0,w;[)> N HE (]0,w;[)? si s; de type Dirichlet de part et d’outre, et
D (A;) = {¢ = (p1,92) € H*(10,0;)” ¢1(0) =y (w;) = 0;
¢ (0) = 5 (w;) = 0}, sinon.

Nous allons noter par ¢, ,,, m > 1, les fonctions propres normalisées et par N om >,

J,m
les valeurs propres correspondantes. Donc on a : —go;:m = /\imcpjm
mm ,
—, pour j € D;
. wj
o, €D(Nj) et N =< '
— pour j €G.
QO.)j

Soit maintenant v € M (Q) C L? (Q)Q, comme v est réguliere, pour tout r > 0
(d’apres le lemme 2.4.3 et la démonstration de théoréme 2.5.1), alors : v (re’) € D (A;),

pour 0 <7 < p et

v (re?) = i, (0)+ Y By e, (0),

m>1 0<Xjm<1

ou ajm, et 3, sont des nombres réels.
Pour pouvoir continuer la démonstration, on admet provisoirement le lemme suivant :

Lemme 2.5.3. Pour tout j et pour tout \; ., €]0,1[, il eziste o, € M () tel que

Osm = Gy "0 m (0) € H' ()7
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Donc d’apres le lemme 2.5.3, on a :

v (re”) =Y o (0) = Y Bimoim € H (D),

m>1 0<Xjm<1
ou
D,=Qn{0<r<p}
et
w=3 0y, 0) € H' (D,

m>1
Donc

i 2

v (re’) — Z BimTim € H (D,)".
0</\j,m<1

Et par conséquent : w =v — Z B m0j,m est de classe H ! au voisinage de s;.

0<A;m<1

Le lemme 2.4.3 montre que w € H'(Q)?, et donc w € M (Q) N H' (Q)>. D’apres

I'unicité de la solution variationnelle, on a
M Q)N H (Q)2 ={0}.

Cela montre que :
v=> 40 D BimOim
J 0<A; ,m<1
En d’autre sens v est une combinaison linéaire des fonctions o ,,, 1 < j < N et
0<Ajm<Ll
Il est clair que ces fonctions sont linéairements indépendantes.

On déduit finalement que M () est un sous-espace de L? () de dimension égale a

N
Z/’v’ :
j=1

Preuve du lemme 2.5.3. On note par u; ,, la fonction
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—Aj,m

;T ©im (f),on a:
Auj,m = fj7m eD (ﬁ),

et de plus

Njm =0, Yk e D et v, (ujmn*) = (0;‘;7'»,;".719) =0, Vked.

Donc, il existe v;,, € H' (22)* solution variationnelle de :

/ijjk.Vhdx = _/hA'U/j7mdm, VheV.
Q Q

On pose : 0 m = Ujm — Vjm - Il est clair que
Ojan € M () €6 04— (i1 "0 (6) = Vi € H' ()7 .

Corollaire 2.5.4. l'opérateur A est un opérateur o indice de W (Q) dans L? (Q)*, plus
N

précisement, A est injectif et a une image fermée de codimension égale a g p; dans
Jj=1

L2 ().

2.6 Application au systéme d’élasticité

Le point central de ce paragraphe est ’obtention de la majoration (2.3.1) pour © = L,
ou ¢ est une constante indépendante des coefficients de Lamé. La dimenstration de cette
majoration se fait, comme dans B. Benabderrahmane, B. Merouani [3] et de P. Grisvard
[22], par une intégration par partie, on retrouve la restriction sur les coefficients de Lamé
A < V3| pour que (2.3.1) soit vérifice.

Donc l'opérateur de Lamé est un opérateur de type semi-Fredholm. Comme 1’opérateur

L dépend continument de A\ en tant qu’opérateur son indice est indépendant de A.
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2.7 Les solutions singuliéres pour le systéme d’élas-
ticité

Il résulte du calcul de I'indice qu’il existe un nombre fini des solutions singuliéres
S; pour les angles de €2 sont supérieur & 7. On peut calculer explicitement ces fonctions

singuliéres en cherchant S; de la forme :
Sj(r, 0) = r¥a(0),

ot LS; = 0 dans le secteur {0 < 0 < w;}, on trouve alors que a doit étre solution de
I’equation transcendante :

1) sin®(aw;) = ﬁsirﬂ(wj), sijeDet j+1€D;

2) sin(2aw;) = 7% sin(2w;), sije€ Det j+1e€GoujeGet j+1€D;

3) sin*(aw;) = sin*(w;), si j € Get j+1€G;
ot v est le coefficient de poisson (0 < v < 3).

Les fonctions ¥, (6) sont données par :
1) Wo(0) = {(po + p1) sin(a — 2)w; + (pg — 3py) sin aw; }

(po + p1) [cos(ax — 2)8 — cos b
= (po + py)sin(a = 2)8 + (3py — py) sinad
+ (0o + py){cos(a — 2)w; — cosaw;}| (po ) sin(a =20
= (po + p1) cos(a —2)6
+(3p1 — py) sin af

+ (po + p1) cos af
si le sommet s; est de type Dirichlet de par et d’outre

+ py) cos aw;| cos(ar — 2)0
2) W, () = [(po + 1) 7] cos( )
[— (po + p1) cos aw;] sin(a — 2)0
+[= (py + p1) cos(a — 2)w;] cos ab .
+ [—2(py — po) cos aw; + (py + pq) cos(a — 2)w,] sin 7
si le sommet s; est de type C-S-F Dirichlet
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3) U, (0) = [(po + p1) sin(a + 1)w;] cos(a — 2)6
[— (po + p1) sin(a + 1)w;] sin(e — 2)0

—[(p1 = po) sin(a + 1)w; + 2p; sin(a — 1)w;] cos af
—[(p1 — po) sin(a + 1w, + 2p; sin(a — 1)w,| sin af ’
si le sommet s; est de type C.S.F de par et d’outre,

_ oa—1 _ a+l
avec pg = 15, — 2 et p; = 75+ 2.

Remarque
1- On a trowvé que u € H?(Q)* (la régularité de la solution) dans le seul cas ou

. T
est un triangle dont tous les angles sont < 5
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Chapitre 3

Probléme de contact sans
frottement-Dirichlet pour les
équations de Laplace et de Lamé

dans un polyédre

Résumé

Dans le deuxiéme chapitre, otl Q est un ouvert borné de R? 4 frontiére polygonale, on
a établi le résultat suivant : Popérateur de laplace A considéré de W () dans L? (Q)?,
a une image fermée et de codimension finie. En partculier, A est surjectif si w; < 5
Vj=1,2,..,N, que nest verifiée que par un triangle dont tous les angles sont < g
Nous allons donc reprendre 1’étude faite dans le deuxiéme chapitre en supposant que €2
est un polyedre de R? et aussi les conditions de contact sans frottement sont portées par

un seule coté de la frontiére.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on montre que si §2 est un ouvert borné de R? & frontiére polyédrale
dont les ouvertures des angles des diedres (vers l'intérieur de € ) sont notées w;y , le
résultat correspondant au chapitre 2 s’énonce comme suit : A considéré de W(£2) dans
L? (Q)?’ a une image fermée et de codimension finie, si w;; < g pour tout jet tout k si
non, 'image de A est de codimension infinie.

C’est ce dernier phénomeéne qui différentie le cas polyeédral du cas polygonal, & savoir
que dans le cas polyedral, si A n’est pas surjectif, il n’est pas non plus < a indice>> . On
a regroupé¢ dans ce chapitre les théorémes concernant la régularité des dérivées secondes
et établir des estimations a priori des dérivées d’ordre deux qui différent de celle de [14]
relatives au cas bidimensionnel. Nous montrons ces estimations en utilisant des inégalités

dans le plan, puis, nous étudions la régularité des dérivées secondes.

3.2 Notations et position du probléme

Dans ce chapitre, on utilisera les notations suivantes, {2 est un corps homogeéne,
élastique et isotrope, occupant un domaine borné de R? & frontiére polyedrale, c’est-a-
dire 0f) = jglfj’ ou les faces I'; sont des ouverts bornés de R? deux a deux disjoints. Nous
supposons de plus que 2 est d'un seul coté de 9€2 = I'. Pour tout j > 1, I'; est donc un

ouvert plan a frontiére polygonale. On notera A, 'aréte commune a fj et Ty

On note aussi w, ; I'angle que forme la face I'; avec la face I' , autrement dit I'ouver-
ture du diedre formé par I'; et I';, vers I'intérieur de €2. On suppose que w;j 7# 7, on ne
considére bien entendu que les couples (7, j), tels que A, # @ , (voir fig 3.1.1).

Pour tout I'; les vecteurs 7’ et 77 désignent respectivement la normale unitaire ex-

térieure et la tangente unitaire a I';, remarquons qu’en tout point de I';, il existe une
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Base rigide

Fic. 3-1 -

infinité de vecteurs tangents a I'; .
On considére le probléme gouverné par I'opérateur ©. Pour f € L? (9)3 donné, on

cherche u si possible dans H? (9)3 , solution du probléme :

Ou = f, dans Q; (3.2.1)

yu=0, surl'y, Vj=2,.. N (3.2.2)
unt) =

7 (wr) , sur I'y, (3.2.3)

ol © un opérateur différentiel, désigne le systéme de Lamé ou le Laplacien, et u =
(u1,us,us), f = (f1, f2, f3) sont des vecteurs de trois composantes représentants respec-
tivements le déplacement et la densité des forces extérieures. Enfin » (u) = (0, ;) est une

matrice d’ordre 3 représentant le tenseur des contraintes, les éléments o; ; sont donnés
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par la loi de Hook :

1 ﬁul an

05 = 2ueg(u) + Mr(e(u))dy,i,j =1,2,3 ou g =

Un raisonnement semblable & celui vu dans le cas polygonale, permet de donner la
formulation variationnelle de ce probléme, Ainsi I'existence et I'unicité d’une solution «

dans 'espace :
V= {UEHl(Q)?’,’yj'U:O, VieD, v (v.nj) =0, VjEG}.

D’autre part, les conditions aux limites de contact sans frottement (3.2.3), sont équi-

valents aux conditions v, (u.n) = ~,( 1) = 0. (la démonstration est la méme que

U
—.T
on!
celle de chapitre 2).

Pour montrer une majoration a priori des dérivées second par la technique de P.

Grisvard [19] on simplifie le probléme (3.2.1)-(3.2.3) comme suit :

Au=f, dans Q; (3.2.4)

v;u =0, surl';, Vj=2,...,N (3.2.5)
unt) =0

7 (wrr) , sur ['y, (3.2.6)

c’est-a-dire, les conditions de contact sans frottement sont portées par un seule coté I';.
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3.3 Inégalité a priori

On introduit Pespace W (Q) des éliments u € H? (Q)® vérifiants les conditions aux

limites suivantes :

v,u =0, surl’;, Vj=2,..,N
71 (unt) =0
, sur I'y,
1 (Zwnt).mh) =0

c’est & dire I'espace ot on cherche u, et on démontre la majoration & priori suivante :
||u||H2(Q)3 <c HAU||L2(Q)3 : (3.3.1)

Pour u dans cet espace, on commence par le résultat essentiel suivant :
Théoréme 3.3.1. Pour tout u € W(Q2), on a :
2 2 2 2 2 2
IDZul” + ||Djul|” + [1D2ull” + | Do Dyul|” + | Dy Do + || Dy D

2
< || Aul|

(o la norme sans indice, sera towjours celle de L* (Q)%).
La démonstration de ce théoréme repose sur le
Lemme 3.3.2. Soit Q un polygone de R?* on note par K, 5(Q) le sous-espace de H* (Q2)

formé des fonctions u vérifiants les conditions
ajDyu+ B;Dyu =0, sur T';, et 0432 + 632 #£0, j=1,...,N.

Alors :
(D3u; Dyu)o = [|DeDyully, Vu € Koys(€2)

(I'indice 0 signifie qu’il s’agit de la norme de L*(Q)).

La démonstration du lemme 3.3.2 est bien détailé dans [18].
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Preuve du théoréme 3.3.1. On va expliciter les conditions aux limites vérifiées par w.
On choisit le systéme d’axes de coordonnées de fagon que I'y soit porté sur le plan (xoy).
Dans ce cas, on a le vecteur normal & I'y est donné par n' = (0,0, —1) et les vecteurs tan-

u
gents sont 7' = (cos ¢, sin , 0). Par conséquent les conditions v, (u.n') = v, (55.7") =0

In
0 0
a_:;i) = yl(a—zf) = 0. Cest-a-dire on découple le probléme

devienent v,uz = 0 et v,(
(3.2.4)-(3.2.6) avec des conditions aux limites satisfaites pour chaque composante uy,
(k = 1,2, 3) comme suit. Un probléme de Dirichlet pour us et deux probléme de Dirichlet-
Neumann pour u; et us.

On calcule maintenant explicitement ||Au||* avec u = (uy, ug, us). Pour cela, on écrit
1Aul® = [|Au g+ | Ausllg + [[Aus]lg -
Pour tout £k =1,2,3,0n a :

2 2
HAukHO = "Dﬁuk+D§uk+D§uk||O
2 2 2
= IDZuellg + || Dyurl|o + 1D2uxllg +
+ 2(D§uk, Diuk)o + 2(D§uk, Dguk)o + Z(Dium Dguk)o

Il suffit de montrer que
(D2uy; D2wg)o = || Dy Dyl , Vh = 1,2,3.

Ainsi que des indentités analogues pour chacun des autres couples de variables.
Explicitement on a :

(D2uy; Diuk)o = /DiukDgukda:dydz.
Q

On note €2, l'intersection de §2 avec le plan de hauteur z fixé, et comme €2, est a
frontiére polygonale et les conditions aux limites satisfaites pour u; sont des conditions
de Dirichlet c’est-a-dire,

ug € H? (QZ) N Hé (92)7
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On a u, € K,3(2,). Donc d’aprés le lemme 3.3.2 :

/ D2 D2 uydady = / | D, Dyuy|” dxdy,
Qz Qz

pour tout z fixé, en intégrant en z on obtient :

/DiukDiukdxdydz = / |D$Dyuk|2 dz.dydz,
Q

Q
d’ou
(D?Euk, D;uk)o = ||D1Dyuk:”(2) 7VI€ =1,2,3.
Pour montrer (D2uy ;D%uy)o = ||DyD.ugllZ (vesp (DZuy ;D3ug)o = HDyDzung ), on

note par €2, (resp €2,), 'intersection de 2 avec le plan de largeur y (resp longueur z) fixé,
et en observant que les conditions aux limites restent les mémes pour uy, sur €2, (resp
€2,). Par conséquent on a toujours u;, € K, 5(§,) pour €, (resp uy € K, 5(£2,) pour €2,),
voir [29], [19].

Finalement on a :

2 2 2 2
||Dg2guk||o + HDsukHo"‘ ||Dfuk||0+||Dnyuk||0—i—
2 2
+ HDzDzukHO + HDyDzuk”o

2
< [Aulg -

Pour tout k£ = 1,2,3. Et par addition on obtient le théoréme m
Corollaire 3.3.3. Soit u € W(Q), solution du probléme (3.2.4)-(3.2.6), alors il existe
c > 0 telle que

[ull 2y < cllAull 2

Preuve. On a démontré dans le théoréeme précédent que :

DD u)” < flAw]?

|af=2
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de plus la majoration variationnelle de u et 'inégalité de Poincaré montre que :
2 2
[l 7y < e l|Aulfz gy

ceci implique immédiatement que :

[ull 2z < e[| Aull 2y -

3.4 Reégularité des dérivées secondes

L’inégalité (3.3.1) montre que Pimage de W(Q) par A est fermée dans L? (©2)*.On

désigne dans ce qui suit cette image par R (£2).
RQ)={fel*Q)°; f=Au,ucW(Q)}

On va maintenant déterminer N (Q) I'orthogonale de R (Q) dans L? (Q)°.
A partir de ce que nous avons vu dans le paragraphe précédent on peut découpler
le probéme (3.2.4)-(3.2.6) en deux problémes. Le probléme de Dirichlet est étudié par

P.Grisvard [19]. Donc il suffit d’étudier le probléme de Dirichlet-Neumann suivant :

Auy = f1, dans Q; (3.4.1)

vjur =0, surly, Vj=2,.., N; (3.4.2)
ou

71(8—771) =0, surl}. (3.4.3)

Pour cela, on note par V;(€2) 'espace

Vi(Q) ={vi e H (Q);7;u1 =0 surl;, Vj=2,.. N},

47



et par

B
Wi (Q) = {m € H?(Q);v,u1 =0, surTy, ¥j =2, N et 71(8—;;1) —0, sur rl} :

I’espace ot nous voulons chercher .

D’aprés corollaire 3.3.3, il existe ¢1 > 0 tel que [[u1] g2y < a1 [|Aui | 12(q), pour tout
uy € W1 (€2). Donc on peut construire 'orthogonal N;(€2) de R1(£2), ot Ry(€2) représente
I'image de W1 (Q2) par A.

Une démonstration semblable a celui vu dans [14], [28] fournit les deux lemmes sui-
vants :

Lemme 3.4.1. Soit v; € N1(R2). Alors vy est solution du probléme suivant :

Avy =0, dans € ;

7,1 =0, surl’;, Vj=2,..,N;
31}1

Wl(a—nl) =0, surl}.

lAj7 r est l'ensemble

Lemme 3.4.2. Soit vy € Ny (2). Alors vy € C* (Q\A), ou A=

Js

C=

des sommets et des arétes de () .

Le lemme 3.4.2 exprime un résultat de régularité au voisinage des morceaux réguliers
de la frontiére, qui est assez bien connu par la méthode de réflexions. Pour plus de détails
voir [18], [19].

On va maintenant déterminer la dimension de N; (€2). Pour cela, nous allons introduire
les notations suivantes
On note A I'opérateur de Laplace-Beltrami sur S?(la sphére unité de R3), A s’écrit comme

suit :

1 1
A(€) = Dy (sin D) + .—ggngg-

~ sing sin
G est un ouvert de S? de la forme particuliére suivante : G est formé d’un nombre

fini d’arcs qu'on note 7; , 1 < j < N. En d’outres termes, G est I'intersection avec S?

48



d’un cone polyédral  de sommet 0; € est limité par ses faces I'; et T; = S*>NT;. On note
w; 'angle que font les tangentes a T; et a T4 en leurs points de rencontre, c’est-a-dire,
I'angle de I'; avec I';4; (vers l'intérieur de €2 ).

On va montrer ici un résultat utilisé dans la démonstration du théoréme 3.4.4 ci-dessous,
qui est relatif a des problémes bidimentionnels donc plus liés aux travaux de [18].
Lemme 3.4.3. 5i w; < g pour tout j, alors A est un isomorphisme de H*(G)N V1(G)
sur L*(Q).

Il en résulte que si &, € V1(G) est une fonction propre de L, c’est-a-dire
Agk = _Akgka dans G;

alors &, € H*(G) st w; < g pour tout j .
Preuve. Il sagit d'un résultat de régularité qui compte tenu de Dellipticité de A, est
évident a I'intérieur de G et au voisinage des arcs Tj. Il n’y a de difficulté qu’ au voisinage
des sommets. Il suffit donc de considérer le cas ou la fonction uy, dont on veut prouver
la régularité, est & support au voisinage d’un des sommets. En coordonnées locales, on
est ramené au probléme suivant :

G est le secteur plan limité par I’axe oz et la demi-droite qui fait avec ox un angle w;

dans le sens-direct, vy € V1(G), est & support borné et de plus u; est solution de
Auy = f € L*(G)

ot A= > an(z;y)Dg* D;y? avec a, fonctions réguliéres, on a donc :
o] <2

Auy = f1 + Auqg + Buy

ol B est un opérateur du premier ordre et A un opérateur du second ordre dont les

coefficients s’annulent en zéro ( voir [19] ).
Si fi € L*(G), on a
g1 = Auy — Auy € LP(G).
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On peut trouver un triangle coincidant avec G au voisinage de 0 et contenant le support
de wu;. Soit A la restriction de A a V4(€4). De [14] on sait que A; est un isomorphisme
de H*(Q4) N Vi(Qy) sur L?(£2;), comme les coefficients de A tendent vers zéro lorsqu’on
diminue 2, on voit que si €}y est assez petit A; + A est encore un isomorphisme de

H?(Q)N Vi(y) sur L2(©y). 1l en résulte que
Uy = (Al +A)_1gl € H2(G> |

Théoréme 3.4.4

I
(i) dim N;(QQ) = ;card{l, tel que \; ; < %}, 5t wip < il

5 ot I représente le

nombre de sommets.

(i) dim N1(Q) = +oo, si wj1 > g
Preuve

e (i) Il est bien connu que v; € N;(2) est analytique dans 2 et jusqu’aux parties
planes de la frontiére. Ainsi on a la régularité a l'intérieur de chaque aréte et sur les
sommets de type Dirichlet pur pour vu que w; < g( voir [19], [3] ). Il reste donc a
étudier v, au voisinage des sommets de type Dirichlet-Neumann. Pour cela, on choisit un
sommet de ce type, et on translate ce sommet en 0 (ce qui ne change rien au probléme

) et on suppose que le voisinage V' est une boule de centre 0 et de rayon R assez petit

pour que 2NV soit un tronc de cone (de hauteur R ) sous-tendu par Pouvert G de S? :
ONV={r=rw; 0<r<RweG}.

Il est clair que G est a frontiére lipschitzienne dans S2. On considére 'opérateur de
Laplace-Beltrami A sur G avec les conditions de Dirichlet-Neumann (c’est-a-dire pour
fixer les idées A réalisé comme isomorphisme de V;(G) sur H ! (G)). La compacité de

I'injection de V4 (G) dans L? (G) permet de diagonaliser A dans L? (G) .1l existe donc une
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base orthonormale (¢,), 1 =1,2,...de L? (G) formée de fonctions propres de L :

e, [1>1;
Afl = _)\l£l7 l 2 17

avec 0 < A\ < A9 < ..., A} — +00.

Soit alors v; € Ny (Q),0n a v; € L? (G), pour tout r € |0, R[ fixé. Donc
v (rw)=>¢q(r).¢ w),0<r<R,weQq,
i1

avec

(1) = [or () ()
€]
On va calculer ¢;, en utilisant I’équation dont vy est solution :

82111 + 2%
or?2  r Or

—Av1 0,0<r< R,weqG.

D’aprés le lemme 3.4.3, on a &, € H*(G). Si ¢ € D (|0, R[), il est facile de voir que la

fonction wu; définie par

o(r).&w),0<r<R,weq;

0, sinon,

est dans W1 (€2). De la définition de Ny (€2), il résulte que vy est orthogonal a Awu; pour

tout [ :
0 = fRfvl (rw) Avy(rw)ridrdw

= f fm rw {(p )+ 24'(r) ()} & (w)ridrdw
= f {rgo )+ 2ro (1) — )\lgp(r)}.cl (r)dr.

- (rPc; @) +2(res ') — N (cis )
— ((r?a)" = 2(ra) — \as @)
— < 7"202/ — 27‘62 — N ‘P> .
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Comme l'identité ci-dessus est vérifiee pour toute ¢ € D (]0, R|), on a

r¢, — 2re; — N = 0, dans 0, R]
au sens des distributions. Donc
a(r) = ar®t 4 byrP

ou

ay

1T AN 5 — —1—V1+4\
- 2 roE 2

et a;, by sont des constantes arbitraires, telles que ’on ait

/ or (r) P de = 3 et (D], pp.
G

>1

Donc

/ oy ()2 dar — Z/R o ()2 r2dr < +oo.

onv 121

Puisque v; € L*(f), on voit immédiatement que b; = 0, dés que :

w

R
/ r2t28idy = 400 Clest-a-dire \; > T
0

Il en résulte que :

v (rw) = Z ar.&; (w) + Z b€ (w)

3
1>1 1<3

avec

/ vy (rw)|* dw > Z |ay|* 72
G

>1
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d’ou
9 R3+20¢l

242« o
/|v1 Pz > S faf? / dr =Y 7

>1 >1

Soit w = o ar.§ (w).

Il est maintenant aisé de vérifier que w € H' au voisinage de zéro,c’est-a-dire que

ow ||? c
o r2dr +/ Hw||12ql(G) dr < +o0.
"2 ) 0
Pour ¢ assez petit, on a
ow ||? , gZortd
o er—Z!aﬂ al/ 206ld7~—2|a1| 0452 11
L*(G) I>1 I>1

Compte tenu du fait que A\, ~ K1 lorsque | — +o00, on déduit que

o o 220,41 \/mgm/ﬁ
204[ +1 2

et aussi
R3+2a R2VEKI
3+ 20 2VKl
252m+1 R3+2al
donc pour € < R, on a 210414-1 =o (3—1-2041), [ — 400,

ceci prouve la convergence de la derniére série écrite. Pour estimer ’autre intégrale, on
utilise I'inégalité suivante :

1716y < 1ALl -

D’ou

IN

2 2 2
w5 e ¢ sy lar] 7“2‘”)\126%5 [wl|5 ) dr

2 2a;+1
CZZZI |y )‘122:;+1

IN

avec ’équivalence
) 6aerl (Kl)%€2m
e +1 0 2
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d’ou la convergence de la série.

En conclut de [3], que :
vy (rw) — S brfig, (w)

3
l<Z

définit un élément de H'(Q NV).
En répétant le méme raisonnement au voisinage de chacun des sommets de type

Dirichlet -Neumann de €2, on voit qu’il existe un sous-espace vectoriel N, (Q2) de dimension

! 3
anrd {l, tel que \;; < Z}

=1

dans N;(Q), tel que Ni(Q) C N,(Q) + H*(Q).

L’unicité de la solution variationnelle du probléme de Dirichlet -Neumann implique
que

Ni(Q) N HY(Q) = {0},
on a donc N;(Q) = N, (Q)
d’ou
! 3
dimN; () = ;card {l tel que \; | < Z}

e (i ) On raisonne par I’absurde, supposant que :

T

On choisit une aréte d’ouverture @ > 5 de € et par un choix convenable des axes de

coordonnées, on peut supposer cette aréte portée par I’axe oy. On note €2y I'intersection
T .

de Q) avec le plan y = 0; c’est un polygone plan d’angles > 5 et d’apreés Grisvard [9] on

sait qu’il existe u{ & support dans un voisinage de zéro, tel que

ul € Vi(Q), Aud = fY € L*(Q) et ul ¢ H*(Qy).
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Comme € est ouvert, on peut choisir un intervalle I = (a,b), tel que si ¢ € D (I), la

fonction u; définie par

ui (2, y, 2) = ui(2, 2)p(y)

est a support dans 2. On a donc u; € V1(Q) et

Auy = f)(z,2)e(y) + u}(z, 2)¢" (y) = f1.

Soit {vy,...,v4} une base de N;(2). On sait que si

alors u; € H%(Q) et si ¢ # 0 cela implique Y € H?*(Qy) ce qui impossible. Cependant
on a évidement ( fi;v; ) = 0 si et seulement si (p ; F; ) = 0, ot F} est la distribution

définie par

Fi(y) :/ ff(x,z)vj(x,y,z)dxdz + D;/ u?(x,z)vj(x,y,z)dxdz
Qy Qy

et €, est 'intersection de € avec le plan de hauteur y. Il est clair que D (/) est de
dimension infinie. On peut donc trouver ¢ # 0, telle que (¢ ; F; ) =0, pour j = 1,2, ....d
ce qui est contradictoire. m

Corollaire 3.4.5. Si on peut montrer que A; ; > Z, pour wj i < g, (le calcul des
valeurs propres de l’opérateur de Laplace-Beltrami A ainsi que leurs majoration reste un
probléme ouvert jusqu’a présent, ).

1l résulte du théoréme 3.4.4 la relation suivante :

dZ’ITLNl(Q> = {0}, St Wi, 5 <

bo |

C’est-a-dire que A est un isomorphisme de W1(Q2) dans L*(Q). Par conséquent, on a la

régularité H?(Q).
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Corollaire 3.4.6

(1) dim N(Q) = 2élcard{l tel que \;; < %}, st wjg < g , ot I représente le
nombre de sommets.

(i) dim N(Q) = +oo, si w;, > g

Remarque 3.4.7. Dans le cas particulier ot tous les angles de ) sont strictement
inférieurs a g , les résultats précédents permettent de conclure que l'image de W () par
A est un sous-espace fermé de L*(Q2)3 et de codimension égale a

I
2> card{ [ tel que \;;; < 2}
=1
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Chapitre 4

Problémes aux limites obliques et
non lineaires pour les équations de

Lamé dans un domaine de classe (2

Résumé

Dans ce chapitre on généralise les résultats de H. Benseridi [6] pour le systéme de
I’élasticité avec des conditions aux limites non linéaires sur une partie de la frontiére
et Dirichlet sur 'autre partie. Pour cela, on & considéré le probleme approché ou 'on
a remplacé [ par I'approchant de Yosida [, et on a résolu ce dernier probléme en

s’inspirant d’une méthode de contraction de Brézis [10].

Contenu
4.1. Introduction et position du probléme.
4.2. Préliminaire.
4.3. Résolution du probléme approché.
4.4. Régularité de la solution du probléme approché.

4.5. Existence d’une solution dans H#2(Q)" du probléme original.
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4.1 Introduction et position du probléme

Nous considérons un corps homogeéne, elastique et isotrope, occupant un ouvert borné
Q de R*(n = 2,3) de classe C?, la frontiére de Q sera notée I' = I'; U T, avec mesure
I't > 0.
Il s’agit de résoudre le probléme suivant dans H2(Q)", (n = 2,3) :

—Lu+au=f dans (Q)
u=20 sur (T'y) (4.1.1)
—o(u)v + P(u) € B(u) sur (I'9)

ou £ est un ouvert borné de R" de classe C?, f € L?(2)", P un opérateur différentiel, du
premier ordre & coefficients lipschitziens, § un graphe maximal monotone tel que 0 € 5(0)
et aun réel positif sur lequel nous apporterons des précisions plus loin.

L désigne le systéeme de 1’élasticité :
pA + (A + p)Vdiv,

ol A et u sont les coefficients d’élasticité avec A > 0 et A+ > 0, et o désigne le tenseur
de contraintes, avec o = (0;;),4,j = 1...n. les éléments o;; sont donnés par la loi de

Hooke :
oij(u) = 2ueii(u) + Atr(e(u))dij,

oz, o

Je rappelle que lorsque l'opérateur P est identiquement nul, = 0 et ) est un

ol &55(u) = 3

1 (8% an

) est le tenseur des déformations linéairisé associe a u.

polygone plan, le probléme (4.1.1) dans ce cas est exactement étudié par B. Merauani
[26].

Ici, pour arriver au but désiré, on a considéré le probléme approché ou 'on a remplacé
3 par I'approchant de Yosida f3; et on a résolu ce dernier probléme en s’inspirant d’une

méthode de contraction de Brézis [10], pour cela on va étudier dans un premier temps le
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probléme approché suivant :

—Lug 4+ aug = f dans (92)
ue =0 sur  (I') (4.1.2)
—o(ug)v + Plug) = felug)  sur (I'y)

ou 3¢ est 'approchant de Yosida de 3, et les hypothéses sur les autres facteurs sont les
mémes pour (4.1.1).

Et par suite une inégalité a priori basée sur la formule d’intégration par parties de
Grisvard-Looss [23], un passage a la limite donne lexistence d’une solution u appar-

tenant a H%(Q)" de (4.1.1) pour « vérifier (4.4.1.4).

4.2 Préliminaire

Lemme 4.2.1. Q étant un ouvert de classe C?, P un opérateur tangentiel du premier

ordre, quel que soit v € L*(Q)" tel que Pv € L'(Q)" on a :

/Pvds < cl/ lv|ds (4.2.1)
r

T

ol ¢1 dépend de l'ouvert et des coefficients de P.

Lemme 4.2.2. Soit Q un ouvert borné de R™ a frontiére I Lipschtzienne, si u € H(Q)"
et si 3 est une fonction uniformément Lipschizienne alors 3(u) appartient o H(T)™.
Théoréme 4.2.3. Soit Q un ouvert borné de R" de classe C*',V ¢ >0 il existe Cy(e)
tel que :

2 2 2 n
[v[[z2my < € IVO[[L2qynxn + C2 () 0]l 72(q)n - Vv € H (Q)". (4.2.2)

Théoréme 4.2.4. Soit Q un ouvert borné de R"™ de classe C%', ¥ € >0 il existe C3(e)

tel que :

9l ey < & lllfragaye + Cs (€) lllfngaye Vo € H2 Q)" (423
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4.3 Reésolution du probléme approché

4.3.1 Introduction et résolution d’un nouveau systéme

Soit 8, = I*(HTEB)‘I la régularisée Yosida de 3, on posera :

Ve = —(I+£B8)7! 1a résolvante de 3, qui est un application contractante, considérons le

probléme suivant :

—Lv+av=f (Q)
v=20 <F1) (4.3.1.1)
—o(v)v + P(v) — g _ @ (Ts)

ouu € L?(T')", les hypothéses sur les autres facteurs sont les mémes que celle concernant
(4.1.2). On remarquera qu’un point fixe de (4.3.1.1) (i.e. si on trouve une solution : v tel
que v/T'y = u ) donnera une solution (4.1.2).

Théoréme 4.3.1.1. Le probléeme (4.3.1.1) admet une solution unique v € K, ou
K={we HQ)":w=0o0nT,}.

Preuve. On résoud (4.3.1.1) par la méme méthode variationnelle, pour tout w € K, on

a .

Q @ °

Ly
En utilisant la formule de Green, on en déduit :

/aij(v).%dx — /(Uij(v).yj).vids + Oz/vi.widx = /fi.widx,Vw e K
J
r Q Q

Q

et par conséquent, on a :

/ o(v).e(w)dr — / (0(v).v).wds + / vavde = / Favdz

Q ' Q

on pose sur K x K :
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a(v,w) = /a(v).s(w)dx + oz/v.wdx - (Pv,w)H,%(m)an%(FQ)n + %/v.wds
Q Q Iy

cette forme est bilinéaire continue, regardons si elle est coercitive.

On prend v € H2(2)" N K est on fait

a(v,v) = / o (v).£(v)dz + o / VRd — / Pu.uds + 1 / W2ds.

Q Q Iy s

Considérant I'intégrale de bord / Pv.vds, d’apres le lemme 4.2.1 on a :

s
02
/Pv.vds = /P(?)ds et /Pv.vds < 01/1)2ds
FQ Fz PQ FZ
donc on a :

a(v,v) > 2 / v).gij(v)dr + )\/gkk(v).skk(v)d:c + a/dex — cl/vzds
Q Q Q Ty
>2u Y [ Jeij(v )|2dm+a/v2dx—cl/1;2ds

1<2,5<n
Q Q Iy
> 2u|e ('U)Hiz(g)nxn + oz/dex — Cl/’U2d8
0 T,

d’apres I'inégalité de Korn on obtient :

a(v,v) >k Hv||§{1(ﬂ)n + a/vgdx — Cl/UQdS
Q

2

et le lemme 4.2.2 donne que :

a(v,v) >k Hszl(Q)n — cls/ Vo> dz + (a — ¢1.¢5 (€)) /v2dx
0

Q
a(v,v) > (k — 015)/ IVo|* dz + (o — ¢1.¢5 (€)) /U2dl’.
Q Q
Si on choisit
e < cﬁl et a>c.c(e) = (4.3.1.2)

on a alors :
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a(v,v) > cte ||v||§{1(mn , Yo e H? ()"
et comme H? ()" N K est dense dans K on a :
a(v,v) > cte Hv”ip(mn Yo e K,

ce qui montre la coercivité de la forme a(v, w).

Considérant maintenant la forme :

S (w) = / Favdz — % / e (u) awds
Q I's

cette forme étant linéaire et continue, d’apres le théoreme de Lax Milgram il existe un
unique v € K tel que :
a(v,w) =S (w), Ywe K (4.3.1.3)

Il reste a voir que (4.3.1.1) et (4.3.1.3) sont équivalents, 'implication (4.3.1.1) =
(4.3.1.3) est facilement vérifiable, a-t-on (4.3.1.3) = (4.3.1.1).

Siw e D' (Q)", on a alors :

/ o(v).e(w)ds + o / vavds = / Fawda

0 0 0
— —Lv+av=f ausens de D' (Q)"

si on prend w € H* ()" NK on a :

—/Lv.wdx = /a(v).&t(w)dx — /(a(v).v).wds

Q Q T2

d’apres Lions- Magenes [25] et v étant solution de (4.3.1.3), on a :

1
/U(v).s(w)dx + oz/v.wdx - (Pv,w>H_%(F2)an%(F2)n + E/v.wds
Q Q Iy

= —/Lv.wdaj + (o(v).v,w) — (Pv,w) T

Q

1 1 1 1
H™3(Ta)"xH32 (Tg)" H™3(Tg)"xHZ (Tg)"
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s
= o(v).v — Pv+ % = —#

Donc il existe une solution v € H' (Q)" de (4.3.1.1).
Théoréme 4.3.1.2. Le probléme (4.1.2) admet une solution ue € K.
Preuve

On considére I'application suivante :

T: L2(1“2)n — L2<P2)n
u — T'(u) =v/Ty
ou v solution de (4.3.1.1).

On va montre que c’est une contraction stricte, dans ce paragraphe on peut prendre

I' € O%! seulement, soit v; et v, solutions des problémes suivants :

(

—Lvy +oav; = f (Q)

—Lvy + v = f (Q)

U2:0

(
—0(va)v + Py — 2 = 7¢(ug) (T)

\ 3
avec les mémes hypothéses que pour (4.1.2), a vérifiant (4.3.1.2). On pose w = vy — vy

et on voit que w est solution de

—Lw+ow =0 (Q)
w =0 (Ty) (4.3.1.4)
—o(w)v + Pw — % — () —e(w) (T)

ce qui nous permet d’écrire que :
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/ (=L + aw).wde = / o(w).e(w)dz + a / wide — / (o/(w)v).wds = 0

Q Q Q Iy

ceci implique :

o(w).e(w)dr + a [ widr — | Pw.wds + w—2d3—|— e(ta) _vg(ul)ds:o
/ R L L

(9] Q I'a I'a 1)

du lemme 4.2.1 et du théoreme 4.2.3, on déduit que :

—Cle/|Vw| dz — C1Cy(e /|w2|dx+/ (w).e(w)dx
+ / 2dx—|—/—ds
< 5/%W — e(u2))ds

2
= (K — C’la)/ \Vw|* dz 4 (o — C1Cy(e /w%x%—/%ds
0 0

1 o1 [u?
< ifmwo~mw»w+¥!%w.

Etant donné que 7, est une application contractante, et si € et a vérifient (4.3.1.2)

on a alors :

it [§(K — i) €la — (o)) oy + [wds

s
< / |ug — u1|2 ds

T2
et grace aux théorémes de traces on déduit que :

2 2

(Cat+1) ||wHL2(Q)" < Jlue — U1||L2(Q)" (4.3.1.5)
cette inégalité implique que
2 2 2
w72y = vz = villz2@n < T e — willza
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et comme \/C':H < 1, T est une contraction stricte. Donc il existe un et seul u €
4

L2 (T3)" tel que T'(u) = u = v/r, et donc v est solution de

—v+av=f (Q)
v=0 (I'1) (4.3.1.6)
ol + ) - F =220 (ry

En fait on vient de montrer I’existence d'une solution v appartenant & H' ()" de (4.1.2).

Remarque 4.3.1.3. On a u € Hz (Iy)" car v/pr € H? (Ty)"

4.3.2 Reégularité de la solution du probléme approché

Revenons a (4.3.1.1), ou le u intervenant dans les conditions aux limites, sera le u
réalisant le point fixe de T'.
Théoréme 4.3.2.1. Soit Q un ouvert borné de R™ de classe C?, si f € L*(Q)", g €
HY(Q)"™, P un opérateur tangentiel a coefficients Lipschtziens et « vérifiant (3.1.2), alors

il existe une unique v solution appartenant a H?*()" de

—v+av=f (Q)
v=0 (Ty) (4.3.2.1)
—o(y+Pv) =g (I')

Preuv. On regarde ce qui se passe localement

a) Pour les points se trouvant a 'interieur de € ou a la frontiere I';,on sait que (résultat
classique) v € H* (Q2)".

b) Pour les points appartenant a la frontiére I's que se passe-t-il ?

Soit gy et ® € D(Q) telle que o¢ Csupp® = k et ® = 1 au voisinage de 0. I'y étant

une sous-variété compacte, il existe un ouvert de carte U; tel que oy € U; et 9, est un

isomorphiseme de classe C? tel que
v, Uy NK — W,
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ou W; est un ouvert de R* 1.
Par 1, on transporte donc notre probléme (4.3.2.1) au voisinage d’un point Xy =

¥, (09) appartenant & z,, = 0. Ce probléme devient

—Lw+aw=f | (W3) (4.3.2.2)
—U(O.))V + P (CU) =4g

! A n_l a
olw =Y, ov, [ =1,0f g =11,oget P = Zak(X)aT + ap(X) avec donc
k=1 k
f e LAW,)", ¢ € Hz(x, = 0)", P, opérateur différentiel du premier ordre et « vérifiant
(4.3.1.2)

w est aussi solution de

—Lw+aw=f (W)
—o(w)v + P (Xo)+ | (Wi, = 0) (4.3.2.3)
+(P1(s) = P (Xo)) =g

Etant seulement concerné par les valeurs des fonctions sur ¢; (U; N K NI'y), on va une
fonction v, (X) =9 <§> appartenant a D(W;) qui est égale & 1 sur 1, (K) (elle permet
d’enviter de raisonne sur 0y, (U; N K NTy)).
(4.3.2.3) devient alors :
~Lw+oaw=f (W3)
—o(w)v + P (Xo)+ (Wi, = 0)

+1, (X) (P (s) = P (Xo)) = ¢
On considére 'opérateur

A: H2W) — L2(W;) x H2(W; Nz, = 0)
(—Lw + aw, —o(w)v + Pi(Xo)(w)+
U, (X){P1 (s) (W) = 1 (Xo) (w)})

w —

et comme 'opérateur
Ay HXW;) —  L2(W;) x H3(W;Nx, =0)
w = (—Lw + aw, —o(w)v + P1(Xp)(w))
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est un isomorphisme voir Lions-Magenes [25] et de plus

[0, (P (X) = P1 (X)) — 0 quand suppy) — 0

1
H2 (W;Nzn=0)

d’apres Schechter [31] , A sera un isomorphisme, et en revenant a {2 on aura montré que

veHE ().

loc

En combinant a) et b) et en utilisant une partition de l'unité on aura montré que
ve H*(Q)".

Remarque 4.3.2.2. La solution de (4.1.2) est dans H?* ()",

En effet d’aprés la remarque 4.3.1.3 et le lemme 4.2.2 on a v,(u) € Hz (Ty)" et par
suite la solution v de (4.3.1.1), appartient & H? (2)", mais comme d’aprés, v est solution
de (4.1.2), on a donc la solution de (4.1.2) appartient & H?(€)". On appellera cette
solution ug ( o vérifiant (4.3.1.2) ).

4.4 Existence d’une solution appartenant a H” ()"

4.4.1 Inégalité a priori

Soit wu¢ solution de (4.1.2) on a le

Théoréme 4.1.1. [I existe une constante C' indépendante de & tel que :

el Zz gy < ClIF 120 (4.4.1.1)

pour ug solution de (4.1.2) avec o vérifiant (4.5.1.2).

Preuve. Pour plus de comodité, on posera ug = u, alors on a

(—Lu+ aqu, —Lu + au) = HLuHZLQ(Q)n —2a (Lu, u) + o ”UH2L2(Q)"

= HLuHQLQ(mn + 2a/0(u).€(u)dx
Q

— 2a/ (o(u).v) .uds + o? HuHiz(Q)n
1)
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et nous avons aussl :

%0 / (o(u) ) uds — —2 / Pu.uds + 20 / B (u).uds

F2 1—‘2

En utilisant le fait que 3, est Lipschitzienne croissante avec 3¢(0) = 0, on a
—Za/ (o(u).v) .uds > —2a01/ |ul” ds (4.4.1.2)
F2 FZ

d’autre part on utilisons les méme méthodes de [14] [32], et de Grisvard [17] [23] on

montre ’existence d’une constante c5 > 0 tel que
2 2
¢ |[ulli2iqyn < (1 Lull72 gy (4.4.1.3)

nous obtenons aussi (4.4.1.3) commme dans Schechter [31].
En utilisant les théorémes de traces de Lions [25], les inégalités (4.4.1.2) et (4.4.1.3),

le théorémes 4.2.3 et I'inégalité de Korn on obtient

(—Lu+ au, —Lu + au) > Cs ||U|\§{2(Q)n + 2ak ||UH§{1(Q)”
2 2
+ o HUHLz(Q)" —2ace HquLz(Q)"X"

2
_ 2acy109(¢) HUHL2(Q)”

c’est-a~dire que

(S, f) = o ||U||§12(Q)” +2a (k — cie) ||VU||%2(Q)”X”

2
N (@® = 2acica(e)) [ull 2oy

Donc on voit que si

k
e< — et a>ay=max{a,a =2c.c0(¢)} (4.4.1.4)
C1

I'inégalité (4.4.1.1) est exactement verifie.
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4.4.2 Passage a la limite

Corollaire. Pour (3.3.4) vérifie, il existe u € H* ()" solution de (1.1)
D’aprés (3.1.1) on a Hu£||§{2(mn <c ||f||iz(9)'n :

Donc on peut trouver une suite {; — 0 telle que,

ug, — u faiblement dans ~H? (Q)"
ug, — u fortement dans  H'(Q)"

u=2~0 sur Iy

et on voit que :

o(ug,)v — o(u)v dans L*(Ty)"

P(ug,) — P(u) dans L*(Ty)"
Donc,

ﬁgj (ugj) — —o(uw)v + P(u).
Mais étant donné que
Be CBo(L+E8)7
on déduit que :
B (ug,) € Bo (1+€,5)7"

et

Ug, — (1 + é.jﬁ)ilufj - é.jﬁfj (ufj) g:)o 0
ceci implique
-1
(1 + 5]6) ufj 5;30 .

En combinant ce résultat avec les autres on a :
—o(u)v + P(u) € f(u)
Donc il existe une solution v € H? (Q)"de (1.1) avec « vérifiant (4.4.1.4)0
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Chapitre 5

Analyse Asymptotique d’un
probléme dynamique d’Elasticité

linéaire avec frottement

Résumé

Dans ce chapitre nous prouvons en premier le résultat d’existence et d’unicité d’une
solution faible, aux équations dynamique pour Elasticité linéaire dans un domaine borné
a trois dimensions avec des conditions de frottement sur une partie de la frontiére et
Dirichlet sur ’autre partie ; alors nous étudions I’analyse asymptotique quand € tend vers
zéro. La convergence forte de la vitesse est prouvée, I’équation spécifique de Reynolds est

aussi prouvée.

Contenu

5.1. Introduction et position du probléme.
5.2. Formulation variationnelle du probléme.
5.3. Analyse asymptotique du probléme.
5.4. Etude du probléme limite.
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5.1 Introduction et Position du probléme

Nous considérons un probléme associé a des déformations d’un corps homogene élas-
tique et isotrope en régime dynamique dans le domaine mince Qf C R? dont une partie de
sa frontiére est soumise & des conditions de frottement et une autre partie est soumise &
des conditions de Dirichlet, ot 0 < £ < 1 est un réel positif déstiné a tendre vers zéro. La
frontiere de QO sera notée I'* = T, UT,; UG, avec I'% est la frontiére supérieure d’équation
x3 = eh(z1,13), ['5 est la fronticre latérale, w est un domaine borné de R? d’équation
x3 = 0 qui constitue la frontiére inférieure du domaine 2°. On suppose que h est une

fonction de classe C* définie sur w telle que
0 < huin < A(2') < hpax = b V(2',0) € w.
On note x = (2, x3) € R3, 2/ = (21, 73) € R?. Le domaine Q¢ est donné par
QF={(2,23) eR?: (2/,0) ew, 0<z3<eh(z)}.

Soit T > 0, u®(x,t) est la vitesse de déplacement du corps élastique au point z et a
I'instant ¢ € [0,7]. On désigne par D = (d;j)1<; j<3 le tenseur des taux de déformations

avec

I g
(3ui auj

1
ey <ii<3.
dij (u?) 2 ((%Uj 8xi>’ l<ssj<3

On suppose que la loi de comportement suit la loi de Hooke, écrite avec la convention

d’Einstein
05 (u%) = 2pd;; (u®) + Adyy, (u) 6
ot A et 1 sont les coefficients de Lamé et J;; est le symbole de Kronecker.

Les équations qui gouvernent les déformations d’un corps homogene élastique isotrope

en régime dynamique dans le domaine €° sont les suivantes [15]

a2uf € > 13
52 = Tiid + ff  dans ° x 0,7 (5.1.1)
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ou f€ représente une densité massique des forces extérieures.

On utilise les notations usuelles

g _
n =

u, =utn  ul=u"—u,n o, = (c"n).n, oo =0"n— (o

ol n désigne le vecteur unitaire normal a I'® extérieur a €2°.

Nous supposons que la vitesse est connue sur I'] x 0,77 et sur I'; x |0, 7]

u® =0 sur I'] x 0,7 (5.1.2)

u® =g sur I'; x 10,7 (5.1.3)

ot g = (g1, 92, g3) est une fonction ne dépend pas de t, avec g3 = 0.

Sur w la vitesse est supposée inconnue et elle vérifié la condition suivante

ou’
ot

n=0sur wx]0,T[ (5.1.4)

Nous supposons aussi ’existence du frottement sur w, ce frottement est modélisé par la
loi non linéaire de Tresca [15]
ouf
ot < k= =0
o] (5 )

lo¢| = k=3 8 >0 tel que <5;

€
T

c sur w x |0, 7| (5.1.5)
=

ou |.| désigne la norme euclidienne de R?, et k¢ est une fonction donnée.

Le probléme consiste a trouver u¢ vérifiant le probléme (1.1)-(1.5) avec les conditions

initiales suivantes

u®(x,0) = up(z), %(m, 0) =ui(x) Voer. (5.1.6)

Lemme 5.1.1. La condition (5.1.5) sur w x ]0,T[ est equivalant a condition suivante :
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€
ou:.

ot

€
ou:.

=Z| = 0. (5.1.7)

oL+ kS

Peuve.
e Supposons que u° vérifie la condition aux limites de tresca (5.1.5).

> Si |o¢| < k€, alors (85; > =0, d’ou (5.1.7)

)

> Si |o¢| = &k alors il existe § > 0 tel que (65; ) = —fo¢, d’ou

ous ous 2 9
T . ~€ k.s . T — € € — O
ot 4 k|5 = Bt + o]
L. us ouZ.
e Réciproquement, on suppose que 5% o. +k*- E‘ = 0.
> Si |o¢| = k¢, alors de (5.1.7) on a
ous o | Ous
o 0= Tl
&g
d’ou l'existence d'un 8 > 0 tel que (%T = —fo2
> Si |o¢| < k€, alors
ous ous out out
Tt ke |l =0 > | T e ke |2
ot TN o TR R T
out
> T ka _ €
> | S| (b — Jos)

o
et comme k° — |o¢| > 0, d’'ou —- = 0.00

ot

5.2 Formulation variationnelle du probléme

Nous supposons que la fonction vectorielle g € H2 (T'5)? ('ensemble des traces de H'(Q°)?

sur I'5) telle que

/ gnds=0 (5.2.1)
r

5
L
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Nous pouvons alors montrer comme dans [16] que cette condition est équivalente a I'exis-

tence d’un relévement G° € H(2°)3 de g sur QF vérifiant
GE=gsurI',,G° =0 sur I'],G°.n = 0 sur w. (5.2.2)

Pour I'ouvert ¢ on définit I'espace et ’ensemble suivants :

HY()? = {v e (L2())* : % € L2(Q9), Vi, j = 1, 3}

Zj

I’espace de Sobolev muni de la norme ||.[|; ., ot la norme de (L2())” sera noté [-1lo.0¢
H}(92¢)? désigne le sous espace vectoriel des fonctions de H'(€°)3 nulles sur ', on note
H~1(Q¢)3 son dual topologique.

Nous définissons le convexe ferme non vide de H*(Q)?
Ke={ve HY(O)? :v=0sur I3 U I, v.n =0 sur w},

Pour simplifier I’écriture du probléme faible on note :

£

a(u,v) =2u /5 di; (u) dij (v) dx + /\/ div (u) .div (v) dx (5.2.3)

Pour v € H'(Q°)3, on définie la fonctionnelle j¢ par

J5(v) :/ks v, | da’ (5.2.4)

Enfin on note

(f,v)= [ fidze, Yo e H(F).
Qe

Lemme 5.2.1. soit u® solution de (5.1.1)-(5.1.6), alors elle vérifie le probléme varia-

tionnel suivant :
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( 13

Trouver uf ou g (t) € K¢, Vt €0, T] telle que
(G 0:0- 5 0) ateet0.6 - Grien +
ot 7 5 ot o
F6) = F (G 0) 2 (72,6 = S (1), V6 € K
ou®
| avec u®(0) = ug, —— oy (0) = uy

S

0
Preuve. On multiplie I'équation (5.1.1) par ¢— a—i(t), ol ¢ € K¢, en utilisant la formule
de Green on obtient pour t € [0, 7]

(%(tw-agf(t)% [ 7z (- 9;7))@_
5

t
. ou; _
_/Fsaijnj (@ at())ds_/mfi ( )) dx Vo € K° .

En utilisant maintenant les conditions aux limites on trouve

o (gb _ %(t)) ds — /w oo (¢ -2 )) da’

(5.2.5)

B ()SurFsLUFi et ¢, = —=(t) = 0 sur w.
Donc de (5.2.5) on obtient :

(Gr0.6-500) + [ o (6.~ Gkw) ot
o) - (o) - [ n ( - agf <t>) o =

/ ) [ai (¢T - %‘f <t>) +k° <|¢T| -
et comme /w [ai (d)T - a(;f( )> + k* (|¢ | —

5.1.1, donc
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Cﬁw¢ F0)+a(ww.o- o) +
f@?y<gﬁ0><ﬁ é¥@§ Vo € K

et par suit on obtient le probléme variationel en vitesse suivant :
15

- (t) € K&, Vte€[0,T], telle que

Trouver u® ou

ot
' (ﬁﬁ@>¢ &f@)+a(<w¢—ifm)+
+7°(¢) — ( < a; (t)> Vo € K¢
\ avee  u(0) = ug, 2 61% “0) =

Théoréme 5.2.2. On fait les hypothéses suivantes :

8f5 82f6

e ZJ 2 .72 0¢8)\3
f78t78t2 €L (OvTaL (Q))

k€ C5°(w), k* > 0 ne depend pas de t

Uy € H2<Q€)3, U € H1<Q€)3, (ul)T =0
Alors, il existe une fonction u® unique solution de Pb(K¢) avec

88 o0 1 €
,ateL (0,7 H' (9°)°)
a2ua

5 € L= (0,T; L% ()%)

Preuve. Suivant [15] on a
a) L’unicité de la solution

Soient u§,u§ deux solutions éventuelles. Prenant dans (5.2.7) ¢ =

76

(5.2.6)

(5.2.7)

(5.2.8)

(5.2.9)

(5.2.10)

(5.2.11)

(5.2.12)

(1) (resp & =



oui
8151 (t)) dans 'inéquation relative & u§ (resp u§) et ajoutant, il vient, en posant w® =

uj —uj
(P 0w\ (e 2
o2’ ot ot )~

ceci implique que

d ow® 2
— (t)
dt ||| ot |y

Donc, comme a(v,v) > 0, on a

+ a(we(t), we(t))] <0

ow® ow®
< p— 6 p—
By (t) < T (0) =0, Vt = w°(t) =0

d’oll 'unicité de la solution.

b) Existence de la solution
) oks 0%k*
Supposant que k° peut dépendre de t, avec k°, TR € L*®(wx]0,T)

On régularise la fonctionnelle j¢, en posant

€ 13 / \ 1
je(v) = / k (@, t) e ([vr[)da!, ot o (A) = T+¢ N ¢ >0, (5.2.13)

on considere I’équation approchée

(agf () ’¢> +a(ug(t),9) + (( i) (ﬁf <t>) ,¢> — (f*(t),6) Vo € K°

avec  ug(0) = uy, E(O) = u.
(5.2.14)

On montre d’abord I'existence d une solution u¢ de (5.2.14) puis I'on établit des estima-
tions a priori indépendantes de (. On passe ensuite a la limite en (.

Estimation a priori (I)

oug
On prend dans (5.2.14) ¢ = 825( (t), comme (( jg), (w) ,w) >0, VYw € K*, on obtient

otz 77 ot

7



d’ou

2

(t) o

Buzi
ot

+alug(t), ug(t)| < (), (1)) (5.2.15)

2 U
comme, pour p > 0, il existe a > 0 tel que

a(v,v) + p ||UH3,QE >« ”UH?QE
on déduit de (5.2.15) apres intégration en ¢ :

2

1520+l g = ol < Nl +

e ¢ (5.2.16)

relullo +2 [ (£0).550)) do
utilisant 0

Il <[ [ e do s ol
et comme 0
2] (F0) %) )ao - 27 [%(f%o), (1) (o)) — 2 (%ﬁ (@), () ()] .
= 2(7°(1). (ug) (1)) — 20/ / (S () () do

on déduit de (5.2.16) que

ous 2 ow
500, e <o c/ 5| ao+ / (@) g do
' ous 2 ous 2 O
€ c 2
o[ (0150 o <cn+ | \ a;m )] | dot
0 0

8f€

N6 @] o

FRUPE(0), (1) (8)) + 2(75(0), o) + 2 / H
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d’otl finalement

ous 2
¢
70|,

t
P, <e (1 .
Qe 0

a 2
() o + HUE(@Her] da)

<c (5.2.17)

par conséquant, d’apreés le lemme de Gronwall :

oug |
(1)
at 0,0¢

+ ||U2:<t)||fge

ol ¢ est ne constante indépendante de (.

Estimation a priori (II). On dérive (5.2.14) en ¢ on obtient :

(8;;;2 .0) +a(GEw.0) + (5 () (50) 0) = (% 0.0)
82u‘2
ot?

(t) on obtient

(G )+ (G, k) +

wxt= (Lo ko)

0
ot X(t) = (% (55) (8512 (t)) , a;gg (t))

mais

on prend ¢ =

(5.2.18)

(( jf)/ (U)’¢) = / keeq (Jvrl*)vr.¢,da’ = /w ke (vr). ¢, da’

w

ot Y (v7) = ¢t ([7[*).07, done

(% (i) () ,¢) -/ O (v (1) '+

+/ ka}lliil[lbe(vT(t + h)f)b ¢C<UT< ))

Q. dx’

ceci implique que

ok®

(% (32 (60) v¢’<t>) = w ()6, (t >dx T

h—0 h
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comme l'opérateur est monotone, la derniére intégrale est positif et donc

Ok*®

5 Vc(0:-(1)-0:(t)d2’

3/{:5 0 ,
= wﬁ-ad}g(@(ﬂ)dm

(cclit (Jc)l(éb(t)),qﬁ’(t)) >
=

avec cette inégalité, (5.2.18) donne
2,,€ 2
0%ug

1d Qug - Oug
2dt ” T 0.0¢ T ( TAT <t)>
Ok* g . (of, . 0%
, ot ath ( o )> = ( or e (t))

2,,.€
ou l'on remplace ¢ par < (1).

ot?
Intégrant de 0 & ¢ on en déduit

\
of

2,,E
8u<

ous
BTe (t) -

O%us
¢
T (t)

o )

| ‘

2 2
< +e (nulnfm n ‘ )
196 .
Ok® 82u2
_ 2 .
0,0¢ do // at 8t C(( o2 >T<U)> dx'do

42 / (%J; (o), a;;C (0)) do

0

OQuC
ot?

U

Z (T ) o = (0. 510) - (Fronu)
/(a%z“ ) 2 )>da

e L?(0,T; L (Q2)? ), alors avec I'inégalité de Poincaré,

2f€
ot?

et comme
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¢
ofe . . ug afe dug
< .
[ (Gror ) o <e|r0| |500| -
0 (5.2.20)
82fa auz
+C+/’ 8t2 0795 ot (0> 1,0¢ do
d’ou 'on déduit, a partir de (5.2.19) :
2us|1? ous || 2us|I°
¢ ¢ < 2 ¢
|50, |50, < (nulnl,gs +|50)
t
ous |I? 0*us 2
¢ ¢
—l—C/ (‘ 8t( ) 1,0 ‘ ot (J> O7Qe> dot (5'2'21)
ok* ug ,
+ // ot ((om), ) awar
il faut maintenant estimer at; (0).
On déduit de (5.2.14) et (5.2.10) que
82”2 (3 (=
5-0).0) = (7(0.6) ~ aun,0). Vo & K (5.222)
et par suit
82’&2 0 <ct 5.2.23
8t2()0’95_66 (5.2.23)

donc le dernier terme de (5.2.21), qui vaut
Ok* ?ug , Ok* 9?ug ,
() o) - [ Greow(G2), 0)

/ [ ((8;ZC>T<0>> dr'do

£

On suppose maintenant = 0 (I'hypothese (5.2.9)), alors (5.2.21) et (5.2.23) donnent :
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2 2 2 t 2 2
e I e I ey ) e Xl I
<c o o o
ot? 0,0¢ ot 1,0¢ g ot? 0,0¢ ot 1,08
d’apres le lemme de Gronwall on obtient
T O o (5.2.24)
or? 0,0¢ ot L0 ‘ o

Passage a la limites en &

D’apres (5.2.17) et (5.2.24) on peut extraire de ug une suite notée encore ug, telle que

wi — ¢ dans L (0,T; H (¢)°)

s €
“tC — aa“t dans L% (0,T; H' (€)*) (5.2.25)

azauz aQUJE 00 . T2 )3

e o dans L> (0,T; L? (£)°)

on déduit de (5.2.14) que

82u‘2 8u< aug
_ {Oug ug .
- it (F) - (f‘iqﬁ— RACE (5.2.20

out out ous
e ¢\ =\ [ ¢ N ¢

Prenant dans (5.2.26) ¢ = ¢(t),¢ € L*(0,T; K¢), on en déduit que

o2 s
K a;C ) >+a(uz,¢)+j§(¢)— (fg,qﬁ— ;Cﬂdtz

(o S Fa) s

/
4
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mais

et donc (5.2.27) donne

T
Ous ou® e us e )€ ou”
{[(Eﬁ*¢—at>+ac“¢‘e%>*”<@'” (m> (5.2.28)
8 £
- (fs’ ¢ - aut

On passe de (5.2.28) a 'inégalité ponctielle (5.2.7)

)} dt >0, Vo € L?(0,T; K°)

Soit s € ]0, T'[ fixé quelconque et soit w € K¢ quelconque. Prenons la famille Oy= } 5 — %, 5+ % [
de voisinages de s :

et soit v définie par

ou® .
¢(t){ () sitg O

w(t) site O

Alors (5.2.28) donne
o) KW’M) +a(ut, w) + 5 (w) = (f ,w)} dt—

0%ué Ous out us out
_ - £ _ ~E _ £ R >
/OkKat?’at)Jra(“’at) j(m) <f’8t)]dt—0

d’otl encore en désignant par |O| la mesure de Oy, :

(1o T by, w)ra(lo0™ [ wiw) i) -

o, Ot? o

4, ) L, PuE s _ o
n /Okf (£)dt, w) — | O] /Ok KW’E) +a(u, 8t> (5.2.29)
)R

ot
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Mais d’aprés le Théoréme de Lebesque, on a

|(9k|1/ g(t)dt — g(s), pour presque tout s
Oy,

On déduit donc de (5.2.29) que

(G- 5006) +a (w00 - 20 ) + )

5 (5) 2 (Few-5e), wer

d’ou (5.2.7), le théoréeme 5.2.2 est démontré.

5.3 Analyse asymptotique du probléme

Pour I'analyse asymptotique du probléme on utilise le changement d’échelle z = x3/¢.
Comme dans [2] cette méthode consiste a transposer le probléme initialement posé dans

le domaine §2° en un probléme équivalent posé sur un domaine €2 indépendant de &, ou
Q={(2,2) eR®: 7' ew, 0<z<h()}

onnote I' =T'; UT';, UW sa frontiere. Nous définissons sur 2 des nouvelles inconnues

us (2!, 2, t) = us (2!, xs,t), i =1,2

(5.3.1)

uz(a', z,t) = e tus(af, w3, 1)

pour les données du probléme, on suppose qu’elles dépendent de £ de la maniére suivante

~

k= ek®
f@',2,t) = 2f°(a! 23, 1) (5.3.2)
/g\(xla z, t) - g(l’l, I3, t)
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(o), (2, 2) = (uo); (2", 23), i =1,2 et (o) (2',2) =" (uo)s (2, 73)
(5.3.3)

(@), (', 2) = (ua); (2, 5), i = 1,2 et (Un)y (2, 2) = &7 (un)s (2, 73)

avec E, ]?, g, Ug, (u1) ne dépend pas de €
Soit G(x’, 2,t) tel que G =g sur I

Ainsi on peut définir le rélevement G* de g précédement introduit, par
Gs (2!, x3,t) = @i(x/,z,t), i=1,2
G52/, w5, t) = £G3(2, 2, 1)

Posons

K={ve H(Q)?:v=0ppsur T, UTy, v.n =0 sur w},
I(K) ={®p € H(Q)?: @ = (p1,¢5) 0, = 0sur T1 UT', pour i = 1,2 }
V, = {v: (v1,v2) € L*(Q)*: i € L*(Q),i=1,20v=0sur [y

0z
V. est un espace de Banach muni de la norme
1
0z
En multipliant (5.2.7) par ¢, et en passant au domaine fixe 2 on montre que le probléme

lv

2
. (z (w s
=1

variationel est équivalent au probléme donné par :

€

- (t) e K Vt €0,T], telle que

ot

N AT NN 7 TP 7

S (Ga 0655 0) e (FR0.5-F0)+

= ot /o (5.3.4)
5 0) 430 -7 (G o) >

> (BT 0) +e (B 06— 0) voex

=1

Trouver uf ol

+a (a (), —

e
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(0) = (5.3.5)

ol

et

[~ O 2 o 0w\ 9 o\
(o) =2 (G w) - (5 ) e
ow;  Louz\ [0 ([~ 0w ~  Oug .
2], (525 3 (- ) o (3 ) o
+2ue? /Q aau;% (253 — a(;j;’) dr'dz + \e? /Q div (0®) .div ((b _du > dx'dz

5.3.1 Estimation a priori

Théoréme 5.3.1.1. Sous les hypothéses du théoréme 5.2.2, il existe une constante C

dépendante de ¢ telle que :

2 2

2 ~, ~,
ou; ou;
Z(’ 5 1 Q+ == || ('3@ )
it o . 2’ (5.3.1.1)
Z 0% oI" 119 " 1 2% | <c
byt ax] 0.0 0z 0.0 ot 00
2 ~ 2 ~, 2 2
025 0 L T
2 (‘ rEA W el I el >+
= T Ty o (5.3.1.2)
0% 28 TN
+2_ |eama ), H Al I SOl

3,j=1
Preuve. Soit u° la solution du probléme (5.2.7), donc
0*us du® du® 0*ue
Z - il e(t) 2 < [ Z 2
(G 0.5 @) +a (w5 0) < (G 0:.0) +

Fal@),.0)+5°0) + (1.5 0) - (£0). Yo € K
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d’ou

0%uf

E a<u€<t>,u€<t>>] < (G w.0)+

ou®

rae),0) + 50) + (£, G 0)) = (F(01.0),

1d
2dt ||| ot *)

2

comie Z di; (0)]> < |V ()] et |div(v)]> < 3|V ()], en intégrant en temps pour
ij=1

s € [0,t] on a,

+2] (a;tf (s), ¢) ds +2 ] a(u(s), p)ds + 2Tj*(¢)+ (5.3.1.3)

+2] (770 50 ) s =2 ](f%s), o)ds,

de I'inégalité de Korn, il existe C'x indépendant de ¢ telle que
2WCi [V ()12 < alur (1), (1)) (5.3.14)

En appliquant les inégalités de Holder et de Young, il vient que

2a(uf, ¢) < Apldiy (u)] - [dij ()] dx +2A |div (v)] . |div (¢)| dx
Qe Qe

< /z( %Wuw)( e lds @) dot
+/952< %.ummn).@ ;TQK"M(@') iz

C 16

I sl G2 [l ) dos
4 Qe O[){\'2 Qe

pnCr . 2 12 / . 2

+— div (us)|* dz + div dz
o [ v eyPde o [ i)
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donc

C
2 [aur(s),0)ds < 25" / 90 (5) 3 e s+

(5.3.1.5)
1610 36\ 5
+T (C_K + MCK> IVoll5.a:
t
0%*uf ous ous
0 ) (5.3.1.6)
1||0u®
<350, - 31elha  hulia

comime

2] (770 G 9)) s = 20(0.0°0) = 2(7°0) ) —2 / (5 o)) as

en utilisant 'inégalité de Poincaré, on obtient :

e @) lloqe < b VU (t)llp g

donc on a :

N €2h2
))ds| < puCre [[Vus(t)[5 - +

2
()lo.0- +

s

0

+e%h || f5(0 )!\ogs+\|VuO||ogs+—/HV $)5 e ds+ (5.3.1.7)

252h / H 8]"5
HCK

et

_2 <
< [5G e ds + TVl (53.18)

2 7(f8(8)>¢)d8

0
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En utilisant (5.3.1.4)-(5.3.1.8), on déduit que :

1
2
C + 1612 + 367
(14 20+33) [Tl + 7 (22 Mcf‘K ) 1960 +

ous 2
(t)
ot 0.0

2 2
+uCxk [[VE(@®)llgo: | < 2[[ualloo: +

+3 16 llg. +275°(0) + 7R [ f2(0) 5 - + ||f5( log: +

252h are  |I? —
/ || s / ||f8<s>||§,95 ds+
0

(5.3.1.9)

NOK 0,Q

o

0

2

ous
5 (s)

2

0,0¢

+ 1C ||w<s>||3,m] ds

2
-1 ’ ¢ 0 et j5(¢) = e715°(¢) , en multipliant (5.3.1.9) par ¢

et comme &2 Hf5||g@5 =

on déduit :

ou’ 2
5 (t)
t

0,08
. 1
6_
2
0

ou A est une constante qui ne dépend pas de e

+euCie |Vur (t) |5 o < A+

55’

ou®

(s) ds
ot 0.0

+epC ||V (s)If o

- - Cr + 161° + 36
A=(1+2p1+3)) |\Vu0|\379+2||u1|\3,9+T<M KT8 >‘

nCx
e S P R T PN
) quHO’QJF J(¢)+2 ’f() 00 jCx U PR
—9 ~
2h" ||OFf¢ ol 112
uCx é]; +h I
K L2(0,T,L2(Q)3) L2(0,T,L2(Q)3)

Utilisant maintenant le lemme de Gronwall, on obtient

i

ou’ 2
50|

+ I\Vua(t)l\g,gs> <C
Qe
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d’ou la majoration (5.3.1.1).

Pour montrer l'estimation a priori (5.3.1.2), en dérive (5.2.14) en ¢ et on prend ¢ =
O*us

(1)
ot?

ot3 (®) ot? ot?

(0 (50) ) (4 220)

Oue aQue
ol ((jg)” ( ;C (t)) : 8752( (t)) > 0, utilisant 'inégalité de Korn on obtient

(ﬁ y, 2 (t)) +a (&f (t), o (t)) +

2 2

dug g
a 6 a 80’96 +2/4LCKafv 8'[: (t) 0.0° ‘ 8_gf<0) 038—’_
Uu¢ U¢ - ug
v (0.5 0) +2 (0. 55 0) -2 (0.5 0) -

t 82]05 8U<
2«[)[(&2 TG >)d8

2,,€ 2
@u<

o

d’ou 'on déduit

O%us 2 ous 2 O%us 2
¢ ¢ ¢
t
‘ ot () 0,0¢ + 20k HV ?t " 0,0° ‘ or? ©) o,ge+
ous ofe
A ¢ t
+(2u+3 )HV By (0) . Cr || 7t ( €+
ous 2 ous 2
Ok |[V==(¢ C <0
0k ||V (0) maﬂb K|V O+ (5.3.1.10)
afe ans
d
/JJCK QE IJJCK 012 (5) . s +
au 2
¢
+/,LLCK ot ( ) o ds
0
82u2

il faut estimer (0), on déduit de (5.2.14) et (5.2.10) que

ot?

0?us
( at; 0), ¢) = (f%(0),¢) —a (uz (0),9¢), V¢ € K°
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2
0 ug
ot?

(

<o>,¢) ' <1 Ol 19l + (2

+3) [[uz (O)]], . 19l 0

< (RSO e + 212+ 3N [[uf O], . ) 61

si on multipliant cette inégalité par /e, on obtient

2,,€
8u<

Ve ot?

(0)

0,0

oﬁc:h‘

En passant a la limite en ¢ dans (5.3.1.10), alors
! -
2 €2E2
+ (2u + 3N+ pCk) [|Vur || g + ——
’ MCK

) T
+/
0,0e
’ 0

2

2 2

O%uf

ot?

ous

v(‘)t

(t)

+ ,UCK
0,Q¢

(t)

0,0¢

27
pCre

2R
pC're

t

of

0

e
ot

82 fs

+ o2

(0)

(s)

ou’

v@t

()

+ NCK
0,Q¢

BT (t)

’ 0?us

En multipliant maintenant (5.3.1.12) par € on obtient
€ ” BTe (1)

t 0*uf
+/6 ‘
0

ot?
ol B est une constante ne dépond de ¢

0?us 2

ou®
ot

+,MCK \Y

0,0¢

(s)

\Y

+ ,UOK
0,Q¢

ot

B = (2pu+ 3\ + uCr) |V |3 o + (c)® +

2

2 2

0 f
ot?

S

puCr

of
ot

RO

nCx

(0)‘

0,0

d’apres I'inégalité de Gronwall, il existe une constante
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aQus
ot?
ofe
0

(t)

ous

RO

puCr

(5.3.1.11)

fe(O)HO o + (2u + 3N) HﬂOHiQE ne dépend pas de e.

2

) +

0,0¢

2

(t) Y

2

+
t

(5.3.1.12)
ds +
0,02

2
ds
0,0°

2

0,0¢

(t) 2 ds +

0,0¢

) 2

of
ot

) Lo (0.T,L2(%))

L2(0.7,L2(%))

C ne dépond pas de € telle que



2 2

a2us

ou’
oz !

<
V(1) C

0,0

+é
0,0

3

d'ot (5.3.1.2).

5.3.2 Résultat de convergence et probléme limite

Théoréme 5.3.2.1. Sous les hypothéses du théoréme 5.8.1.1, il existe
wr e L2(0.T,V,)NL>®(0.T,V,),i = 1,2 tel que pour toute sous suite de U° notée encore
U° on a les résultats de convergences suivants faiblement dans L? (0.T,V,) et faiblement

* dans L™ (0.T,V,)

Looi=1,2 (5.3.2.1)

O 0%ue
2l L, e 2 g g j=1,2
Or; d;0t (5.3.2.2)
5(9“? 0 582%5 0, :=1,2
—\ —\ Z
ot 2 ’ ’
8’\6 82/\5
29U g 29U g ;19
0 O Ot (5.3.2.3)
aae 82@5 82’\5
23 10, e—=2 2 0et 2—2 0
ot 0z0t ot?

Preuve.

D’apres (5.3.1.1), il existe une cconstante C' indépendante de ¢ telle que

utilisant cette estimation et I'inégalité de Poincaré

o ||

]

0z

<C (1<i<?2)
0,Q

€
ou;

0z

L i=1,2,3

1@ oq < ﬁ‘
0,0

on déduit que la suite (45, u5), est borné dans L? (0.7, V,) N L*>® (0.7, V), donc le résultat

de convergence faible et faible .
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ous . ous ous
* . on déduit que 1 2

de méme d’apres (5.3.1.2) et I'inégalité de Poincaré pour

ot ot ot
est borné dans L2 (0.7, V,) N L> (0.T,V,) et par suite converge vers une limite (I1,[s), et
ouy 0us
us —uri=1,2,donc (Ih,lp) = [ =5, =2
comme U — u}, i ,2, donc (ly,12) 5 Bt

Aussi les convergences (5.3.2.2), (5.3.2.3) découlent a partir de (5.3.1.1), (5.3.1.2) et

(5.3.2.1). O
Théoréme 5.3.2.2. Avec les mémes hypothéses du théoreme 5.3.2.1, u* vérifie

ot

-J (6(;1? (t)) > Z:: (ﬁ- (), i — 85? (t)) . Vel (K) (5:324)

(CL",Z,O) = ao’l', VZ = 1,2

)5z (5= G ) do'dz 4 50)-

*
U

2 ur .
_“%z2 (t) = fi(t), i=1,2dans L*(Q) (5.3.2.5)

Preuve. De (5.3.4) on a

)+

) (5.3.2.6)

).

2 —~ ~,
0*us A ous
E 2 ? 4
i=1 ) < atQ ’ i at (t)> e ( 8t2 ( )
R ~  Out AA
2

zz(ﬁa),&—‘a’g()) (ﬁ() a

i=1

En utilisant les résultats de convergence du théoréme 5.3.2.1 et le fait que } est convexe

et semi-continue inférieurement, on obtient
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our J [~ ouf ,
MZ/Q i (t).&( -2 (t)) da’d+
i=1 ) o (5.3.2.7)
_ > _
563 () 2 Xk 5o
D’aprés [9], nous pouvons choisir ?#E dans (5.3.2.7) tel que
~  ouf . 1
¢; = It (t) Ly, i=1,2 Vo, € Hy(Q)
donc
8g0 LN
o da'dz = S (1)) (5.3.2.8)

=1
utilisant maintenant la formule de Green, et en choisissant ¢, = 0 et p, € HJ(f2), puis

0y =0 et p; € H(S), on obtient.

82 *
# 022

et comme ﬁ(t) € L*(0),Vt € [0,T), alors (5.3.2.9) devient (5.3.2.5).

L(t) = f;(t) pouri=1,2 dans H () (5.3.2.9)

Théoréme 5.3.2.3. Sous les hypothéses que le théoréme précédent, les traces

ou*
*: * /Ot *: /Ot
s u*(2’,0,1t) T (%(x, 1),

vérifient

[g ( @?St*)T _'(?t*>7

et la condition au limite de Tresca suivante

) da’ — /mwdx’ >0,¥y € L*(w)®  (5.3.2.10)

~  0s*
plr*| < k= =0

ot Os* p.p sur w x]0,T]| (5.3.2.11)
plm*| =k =35>0 tel que = pr*

ot
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aussi 7, s* vérifient linéquation généralisée faible de Reynolds

h
/ (,}N" - gs* + /u*(x', y,t)dy) Vip(a')dx' = 0,V € H (w) (5.3.2.12)
0

S
[~
Bl
8\
=
~
~—
I
O\
O\
)
—_
&\
L
~
~—
QU
Q
QL
Iy
S

*

ou;

Preuve. En utilisant le [9], on peut choisir ¢ dans (5.3.2.4) tel que ¢, =

pour i = 1,2, on ¢ € Hf p, (2)? avec,
H%lum(Q) ={pecH'(Q): ¢ =0sur Iy UL},

donc

our o, ~ 0s* ~ [ Os*
L(t).—dz'd ' t)y)—j t
by [ GE 0 Gt 43 (v G 0) -3 (5 0)
et comme n = (0,0, —1) sur w, en utilisant la formule de Green, il vient que

2 O*u} . ~ 0s* 0s* .
> [ G afvaras [& (o (5) |-|(5) ) -

- / pr* () vda! > Z / Qﬁ(t) abyda’dz
) (5.3.2.13)

w

en utilisant (5.3.2.5), on déduit que pour tout ¢ € Hf p, ()
~ ds* ds* , ,
— — * >
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cette inégalité reste valable pour tout 1) € D(w)?, et par la densité de D(w) dans L?(w)

on déduit (5.3.2.10).

Nous obtenons aussi (5.3.2.11) comme dans [9].

Pour prouver (5.3.2.12), on intégre deux fois (5.3.2.5) entre 0 et z, on obtient

z &
—pur (a2, t) + psy + pamr —// 2y, t)dyds, i = 1,2,
00

en particulier pour z = h, donc

h &
st it = [ [ Bty apd, =12,
0 0

Intégrant (5.3.2.14) entre 0 et h, on obtient

h
h2
—M/U*(x’,y,t)dy +psTh+pm = /f(fr’,y,t)dy
0 0

avec

y &

F(a'y, 1) =//f(x',a,t)dad§ Li=1,2
0 0

de (5.3.2.15)-(5.3.2.16), on déduit (5.3.2.12).00

(5.3.2.14)

(5.3.2.15)

(5.3.2.16)

Théoréme 5.3.2.4. La solution u* du probléme limite (5.3.2.4)-(5.8.2.5) est unique

dans L? (0.T,V,) N L*> (0.7, V).

Preuve. Supposons qu'il existe deux solutions u* et u** de (5.5.2.4)-(5.5.2.5), alors

DR AT

50 -3 (%) 2 SR~ 2, Vo)

i=1

) dx'dz+
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our 0 ([~ our ,
“Z/ o <¢i— > )dxdz+

PR ~ Ou* 2 R our* R
1503 (%) 2 X~ %), Vo en )

=1

(5.3.2.18)

Kk *

.~ Ou
T (t) dans (5.3.2.17), puis ¢ = T

deux inéquations, il vient en posant W = (u*) (t) — (u*) (t)

2 —
o —. 8 (OW:\ .,

on prend 5 =

(t) dans (5.3.2.18) et en sommant les

ceci implique

wd ‘ 0 —
—— ||= (W <0
2dt |0z ( ) 0.0
— 0— |
comme W (0) = 0, donc 8_W (t) = 0, utilisant I'inégalité de Poincaré, on déduit
z 0,9
que
HWHLz(o.T,vZ) - HW”LOO(O.T,VZ) =0.1
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Résumé

Dans cette thése, on traitera plusieurs problémes gouvernés par 1’opérateur de
Laplace ou le systeme d'¢lasticité dans différents domaines. On étudiera les
résultats d’existences et d’unicités des solutions faibles. Nous montrons aussi des
estimations a priori sur les solutions faibles, qui nous permet de passer a
l'alternative de Fredholm et a la limite pour établir la régularité de ces solutions.
Enfin, nous ¢tudions I'analyse asymptotique d'un probléme dynamique pour
I'¢lasticité dans un film mince.

AMS classification: 65N38, 34B60, 35B40, 35B65, 35C20, 35R35, 76E30.

Mots clés: Espace de Sobolev, systeme d’Elasticité, Laplace, polygone, Polyedre,
régularité, singularité, graphe maximal monotone, alternative de Fredholm,
Estimations a priori, les équations de Reynolds, conditions de Tresca, Analyse
asymptotique.

Abstract

In this thesis, we trait several problems governed by the Laplace operator and the
elasticity system in different fields. We study the existences and uniqueness results
for the weak solutions. The a-priori inequalities on the weak solutions are also
proved, which permit us Fredholm alternative and the pass to the limit for establish
the regularity of these solutions. Finally, we study the asymptotic analysis of a
dynamic problem for the elasticity system in a thin domain.

Keywords: Sobolev space, Elasticity system, Laplace, polygon, Polyhedron,
regularity, singularity, monotoneous maximal graph, Fredholm alternative, A-priori
inequalities, Reynolds equations, Tresca conditions, asymptotic Analysis.

AMS subject classification: 65N38, 34B60, 35B40, 35B65, 35C20, 35R35,
76E30.
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