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Introduction générale

La théorie des équations aux dérivées partielles stochastiques (EDPS) connaît ac-

tuellement un développement important, faisant intervenir des concepts et des résultats

nouveaux aussi bien en théorie des probabilités qu�en analyse.

Les EDPS servent à modéliser de nombreux phénomènes dans des domaines variés

tels que les phénomènes de propagation d�ondes en milieux aléatoires, la dispersion en

milieux poreux, la turbulence, les études de populations en biologie, les modèles de taux

en �nance etc....

En schématisant, on peut dire qu�une EDPS est constituée de deux termes : une

équation aux dérivées partielles (terme déterministe) et un bruit aléatoire.

Dans de nombreuses modélisations, le bruit est introduit a�n de rendre compte du

fait que l�on ne peut pas décrire parfaitement le système à partir des grandeurs dont on

dispose. Ceci est le cas par exemple en économie, où certaines grandeurs sont inobser-

vables. Les systèmes évoluant de façon déterministe au cours du temps et pour un temps

�continu�sont souvent décrits par une EDO ou une EDP si l�évolution temporelle est liée

à des �uctuations spatiales. On peut alors rendre compte de l�incertitude sur l�état du

système, par exemple l�évolution d�une particule en présence de �uctuation de la tempé-

rature ou la valeur d�un produit �nancier, par un terme de bruit dans l�équation. Nous

sommes alors en présence d�équations di¤érentielles stochastiques (EDS) ou aux dérivées

partielles stochastiques (EDPS). Prenons le cas des équations aux dérivées partielles du

type d�évolution. Ces équations sont souvent valables pour une certaine plage de valeurs

des paramètres. Elles décrivent l�évolution dans des milieux idéalisés et ne tiennent pas

compte, par exemple, des impuretés et des �uctuations des propriétés du milieu notam-

ment en fonction des �uctuations de la température. Elles correspondent aussi à des

approximations de modèles plus complexes et négligent des termes d�ordre supérieur. Le

terme aléatoire peut alors rendre compte des termes que l�on a négligés et ou des �uctua-

tions du milieu. De ce point de vue, il est intéressant d�évaluer la robustesse des résultats

qualitatifs obtenus pour ces modèles idéalisés en présence d�une petite perturbation.

L�étude des équations aux dérivées partielles stochastiques (EDPS) paraboliques in-

tervient dans des problèmes aussi variés que la théorie du �ltrage, l�étude de l�évolution
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du potentiel électrique d�un réseau de neurones ou la description de modèle de pollution

atmosphérique. La plupart des travaux e¤ectués dans ce domaine concernent des EDPS

dirigées par un bruit blanc. Ainsi, dans son cours à l�école de probabilités de St-Flour en

1984 [21], Walsh présente une étude détaillée de l�équation :8>><>>:
@V
@t
= @2V

@x2
� V + f(V; t)

:

W t > 0; 0 < x < L
@V
@x
(0; t) = @V

@x
(L; t) = 0 t > 0

V (x; 0) = V0(x)

;

où
:

W est un bruit blanc basé sur [0;+1[� [0; L] : Cette équation intervient en neurophy-
siologie, lors de l�étude de l�évolution d�un potentiel électrique neuronique. La resolution

est basée sur la recherche d�une solution par la méthode itérative de Picard.

Plus généralement, il est possible d�étudier des EDPS dirigé par une semi-martingale

quelconque. Une des possibilités de résolution consiste à rechercher une solutionXt comme

une fonction du temps à valeurs dans un espace des fonctions. Une EDPS se ramène alors

à une équation di¤érentielle stochastique à valeurs dans un espace vectoriel de dimension

in�nie, généralement un espace de Hilbert ou de Banach, [7],[15],[19],[5],[13].
Les EDPS paraboliques peuvent être dirigées par di¤érents types de bruits : bruit

blanc en espace et en temps, bruit coloré (c.à.d bruit blanc en temps avec une certaine

corrélation en espace) [18],[6], bruit poissonnien [3]et bruit fractionnaire [11].
Dans ce travail, nous étudions le cas de l�équation de la chaleur stochastique qui est

une équation aux dérivées partielles stochastique parabolique dirigé par un bruit blanc en

espace et en temps. Nous considérons le cas d�une variable spatiale à une seule dimension.

Comme dans le cas du bruit blanc unidimensionnel, le bruit blanc dépendant de deux

(ou plusieurs paramètres) n�existe pas au sens usuel. C�est un processus aléatoire gaussien

centré de fonction de corrélation (ou covariance) de la forme �(t � s)�(y � x), ou �(:)

désigne la fonction de Dirac et en particulier ses valeurs en deux points di¤érents sont

non corrélées (et donc indépendantes puisque le processus est gaussien).

Les équations aux dérivées partielles stochastiques paroboliques qui nous intéressent

sont de la forme :

(
@
@t
u(t; x) = k @2

@x2
u(t; x) + f(t; x; u(t; x)) + g(t; x; u(t; x)) @2

@t@x
W (t; x)

u(0; x) = u0(x)
(0.1)

sur [0;+1[� R; où W (t; x) est un drap brownien. On considère aussi les cas où les

variables temporelle et spatiale sont dans un intervalle borné en ajoutant des conditions

aux limites.
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L�équation (0.1) est formelle car W n�est pas di¤érentiable. Il y a deux manières

de donner une signi�cation rigoureuse à l�équation (0.1). La première consiste à écrire

l�équation sous la forme faible et la seconde à l�écrire sous la forme intégrale en utilisant

le noyau de la chaleur Gt(x; y):

Dans ce travail, on montre que les deux formulations sont équivalentes.

En 1984, J.B. Walsh a dé�ni une intégrale stochastique de la forme
ZZ

f(t; x)M(dtdx)

pour une large classe des fonctions f prédictibles (par rapport à une mesure martingale)

et le même auteur avec R. Cairoli [4] ont dé�nit une intégrale stochastique pour des
processes à deux paramètres (dans le plan).

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à l�existence et l�unicité de la solution de

l�équation de la chaleur stochastique sous di¤érentes conditions sur les coe¢ cients f et g

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions liées à la théorie des équations

aux dérivées partielles stochastiques telle que le bruit blanc, le drap brownien et la mesure

martingale.

Au second chapitre, on dé�nit l�intégrale stochastique et on montre l�équivalence entre

les deux formulations.

Le troisième chapitre est consacré à présenter quelques théorèmes concernant l�exis-

tence et l�unicité de la solution pour l�équation de la chaleur stochastique dans les cas

lipschitzien et non lipschitzien ainsi que dans le cas où l�équation est dirigée par un bruit

blanc basé sur une mesure quelconque, le cas classique correspondant à la mesure de

Lebesgue.
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Chapitre 1

Généralités

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions essentielles du calcul stochastique

sans entrer dans les détails. La théorie des probabilités s�intéresse aux expériences dont

les résultats dépendent du hasard. Si ces résultats sont des scalaires ou des vecteurs, on

a des variables aléatoires réelles ou vectorielles, par contre si les résultats de l�expérience

sont des fonctions, alors on parle de fonction ou de processus aléatoire.

1.2 Processus aléatoire

En général, on dé�nit une fonction aléatoire de la manière suivante :

Soit (
;F ; P ) un espace probabilisé, (E;B) un espace mesurable et I un ensemble
quelconque. On appelle fonction aléatoire, une fonction qui associe à chaque � de I
(ensemble d�indices) une variable aléatoire sur (
;F ; P ) et à valeurs dans E:

Nous nous intéressons plus particulièrement au cas où I = [0; T ] est un intervalle de
R (ou R+ ou même R en entier) et E = Rd muni de sa tribu borélienne. Dans ce cas,
la fonction aléatoire est appelée processus aléatoire et t 2 [0; T ] est interprété comme le
temps. Si I � Rm, on a la notion de champ aléatoire.

Dé�nition 1.2.1 [10]On appelle tribu des évenements prédictibles, la sous tribu PT de
B([0; T ]) 
F engendrée par les ensembles

� ]s; t]� F; 0 6 s < t � T et F 2 Fs:
� f0g � F; F 2 F0:
où (Ft)t�0 est une �ltration c.à.d une famille croissante de sous tribus de F et F0

contient les sous-ensembles A 2 F tels que P (A) = 0 (F0 est appelée tribu initiale):
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Un processus est dit prédictible s�il est mesurable relativement à PT : On note L2P ([0; T ]� 
)
le sous espace de L2 ([0; T ]� 
) formé des processus prédictibles de carré intégrable.

Un processus X(s; x; !) dépendant de la variable d�espace x sera alors dit prédictible

s�il est mesurable relativement à la tribu P = PT 
 BE:

1.3 Bruit blanc

Soit (E;BE; �) un espace mesuré,où � est �-�nie. Un bruit blanc basé sur � est une
fonction aléatoire W sur les ensembles A 2 BE de ��mesure �nie telle que :

i) W (A) est une variable aléatoire N (0; �(A)):
ii) si A\B = ; alorsW (A) etW (B) sont indépendants etW (A[B) =W (A)+W (B):

p.s.

La condition (ii) signi�e que la fonctionW est une fonction additive d�ensembles. Dans

la plupart des cas, E est un espace euclidien et � est la mesure de Lebesgue. Pour voir

qu�un tel processus existe, on peut le considérer comme un processus aléatoire gaussien

indexé par les ensembles de BE de �-mesure �nie fW (A); A 2 BE; �(A) <1g ; d�après
(i) et (ii) , ceci signi�e que c�est un processus aléatoire gaussien centré de fonction de

covariance C donnée par

C(A;B) = E(W (A)W (B)) = �(A \B):

Grace à un théorème général sur les processus aléatoires gaussiens, si C est semi-dé�nie

positive, alors il existe un processus aléatoire gaussien fW (A); A 2 BEg de moyenne zéro
et de fonction de covariance C.

Il y a d�autres manières de dé�nir le bruit blanc. Dans le cas ou E = R et � est la
mesure de Lebesgue, il est souvent décrit comme la dérivée du mouvement brownien. Une

telle description est possible en dimension supérieure en utilisant le drap brownien au lieu

du mouvement brownien.

1.4 Drap brownien

Le drap brownien joue pour Rn+ le rôle que joue le mouvement brownien pour R+:
Dans le cas E = Rn+ = f(t1; ::::; tn) ; ti > 0; i = 1::::ng et � est la mesure de Lebesgue,

si t = (t1; ::::; tn) 2 Rn+ , posons ]0; t] = ]0; t1]� ]0; t2]� ::::� ]0; tn].

Dé�nition 1.4.1 [21]On appelle drap brownien sur Rn+ tout processus aléatoire
�
Wt; t 2 Rn+

	
dé�ni par Wt = W (]0; t]); où W est un bruit blanc: C�est un processus aléatoire gaussien
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centré, sa fonction de covariance est donnée par : si s = (s1;::::; sn) et t = (t1; ::::; tn) :

E(WsWt) = (s1 ^ t1)::::(sn ^ tn)

avec s ^ t = min(s; t)

Si nous considérons W (A) comme une mesure, Wt est sa fonction de distribution.

Notons que nous pouvons représenter le bruit blanc dans Rn+ à partir de Wt. En e¤et si

R est un rectangle, W (R) est donné par la formule habituelle, si n = 2 et 0 6 u 6 s; 0 6
v 6 t : W (]u; s]� ]v; t]) =Wst �Wsv �Wut +Wuv:

Le drap brownien a été présenté la première fois par un statisticien J. Kitagawa en

1951 a�n de faire l�analyse de la variance en temps continu. Dans le cas n = 2 et � est la

mesure de Lebesgue. Considérons quelques propriétés dans R2 :
1) W s�annule sur les axes.

2) Si s = s0 est �xé, fWs0t; t > 0g est un mouvement brownien parce que c�est un
processus aléatoire gaussien centré de fonction de covariance C(t; t

0
) = s0(t ^ t

0
):

3) Le long de la diagonale, le processus Mt = Wtt est une martingale et même un

processus à accroissements indépendants.

4) Le processus Est = Ws0+s;t0+t �Ws0+s;t0 �Ws0;t0+t +Ws0t0 est un drap brownien

Es;t indépendant de la tribu Fs0t0 = � fWuv; u 6 s0; v 6 t0g : Pour voir cela, il su¢ t
de remarquer que Es;t = W (]s0; s]� ]t0; t]) et utiliser les propriétés (i) et (ii).

1.5 Le bruit blanc comme distribution

Sur R le bruit blanc est la dérivée aux sens des distributions du processus du mouve-
ment brownien. Dans le cas de deux paramètres ou plus, le bruit blanc peut être considéré

comme la dérivée aux sens des distributions du drap brownien.

Le drap brownien Wst n�est nulle part di¤érentiable dans le sens ordinaire mais ses

dérivées partielles existent au sens des distributions. On pose :

:

Wst =
@2Wst

@s@t

c.à.d si �(s; t) est une fonction test à support compact dans R2+;
:

W est la distribution

dé�nie par :

:

W (�) =

ZZ
R2+

�(u; v)
@2Wuv

@u@v
dudv =

ZZ
R2+

Wuv
@2�

@u@v
(u; v)dudv:
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Formellement, si �(u; v) = If06u6s , 06v6tg; alors :

:

W (�) =

Z s

0

Z t

0

@2Wuv

@u@v
dudv = Wst =

ZZ
�dW:

Si nous considérons la mesure W comme une distribution, alors on a :

W (�) =

ZZ
�dW:

En d�autre termes
:

W (�) =W (�) de sorte que
:

W et W soient la même distribution.

Dans le cas de Rn; on a :

:

W =
@n

@t1:::::@tn
Wt1::::tn :

1.6 Mesure aléatoire

Soit (E;BE) un espace de Lusin. On suppose que U(A; !) est une fonction aléatoire
dé�nie sur A�
 (A � BE est une algèbre) telle que E (U(A)2) <1; 8A 2 A: On suppose
que U est additive c.à.d si A;B 2 A et A \B 6= 0, alors :

U(A [B) = U(A) + U(B) p.s

Dans la plupart des cas, U n�est pas �-additive si nous la considérons comme une fonction

d�ensembles à valeurs réelles. Cependant, elle peut véri�er la condition de �-additivité si

nous la considérons comme une fonction d�ensembles à valeurs dans un espace de fonctions

par exemple L2(
;F ; P ): C�est le cas du bruit blanc.
Soit kU(A)k2 = (E (U(A)2))

1
2 la norme de U(A) dans L2(
;F ; P ): On dit que U

est �-�nie, s�il existe une suite croissante fEngn�1 d�éléments de A dont la réunion est

l�ensemble E et telle que pour tout n � 1 :
i) BEn � A; où BEn = BEjEn :
ii) supfkU(A)k2 ; A 2 BEng <1:

Dé�nissons une fonction d�ensembles � par :

�(A) = kU(A)k22 :

Proposition 1.6.1 Une fonction d�ensembles additive �-�nie U est �-additive sur BEn
ssi pour toute suite fAjgj�1 de BEn décroissante vers �; on a limj!1 �(Aj) = 0:

Preuve. )) Supposons que U est �-additive sur BEn et que fAjgj�1 est une suite
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de BEn tel que Aj # �:
Puisque U est �-additive, alors :

U(

1\
j=1

Aj) = lim
j!1

U(Aj);

et donc :

lim
j!1

�(Aj) = lim
j!1

kU(Aj)k22 =




 limj!1U(Aj)





2
2

=






U(
1\
j=1

Aj)







2

2

= kU(�)k22 = 0:

() Supposons maintenant que pour toute suite fAjgj�1 de BEn décroissante vers �; on
a limj!1 �(Aj) = 0 et montrons que U est �-additive c.à.d si Bn \ Bm = � pour tous

n 6= m; alors :

U(
1[
i=1

Bi) =

1X
i=1

U(Bi):

On a Bi 2 BEn et donc B =
S1
i=1Bi 2 BEn : Posons :

Aj = B �
j[
i=1

Bi;

alors Aj 2 BEn et Aj # � et donc :

U(Aj) = U(B �
j[
i=1

Bi) = U(B)�
jX
i=1

U(Bi);

et puisque :

lim
j!1

�(Aj) = lim
j!1

kU(Aj)k22 =




 limj!1U(Aj)





2
2

= 0) lim
j!1

U(Aj) = 0;

alors :

lim
j!1

(U(B)�
jX
i=1

U(Bi)) = 0) U(B)�
1X
i=1

U(Bi) = 0

) U(

1[
i=1

Bi) = U(B) =

1X
i=1

U(Bi):
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1.7 Mesure martingale.

Nous nous intéressons à l�intégrale stochastique par rapport à des mesures martin-

gales.

Dé�nition 1.7.1 [21]Soient (Ft)t>0 une �ltration et A une algèbre incluse dans BE. Un
processus aléatoire fMt(A); (Ft)t>0; A 2 Ag est une mesure martingale si :

i) M0(A) = 0;8A 2 A.
ii) Si t > 0;Mt est une mesure �-�nie sur A à valeurs dans L2(
;F ; P ):
iii) Pour A �xé dans A, fMt(A); (Ft)t>0g est une martingale.

Dé�nition 1.7.2 Une mesure martingale M est orthogonale si pour deux ensembles dis-

joints A;B 2 A; les martingales fMt(A); t > 0 g et fMt(B); t > 0 g sont orthogonales.

Remarque 1.7.3 M est orthogonale ssi le produit Mt(A)Mt(B) est une martingale pour

deux ensembles disjoints quelconques A;B 2 A:

L�exemple canonique d�une mesure martingale orthogonale est le bruit blanc. Si W

est un bruit blanc sur E�R+;on aMt(A) =W (A� [0; t]) pour A 2 BE tel que �(A) <1:

Il est clair que M est une mesure martingale car si A\B = 0; alors Mt(A) et Mt(B) sont

indépendants et donc orthogonaux.

Dé�nition 1.7.4 On appelle fonctionnelle de covariance de la mesure martingale M , la

fonctionnelle Qt dé�nie sur A�A par :

Qt(A;B) = hM(A);M(B)it

Notons que Qt est symétrique en A et B et biadditive : pour A �xé Qt(A; :) et Qt(:; A)

sont des fonctions additives d�ensembles.

Dé�nissons une fonction d�ensembles Q sur les rectangles A � B � ]s; t] ; où A;B 2
A par :

Q(A�B � ]s; t]) = Qt(A;B)�Qs(A;B):

Remarque 1.7.5 On peut prolonger Q par addivité aux réunions �nies disjointes de

rectangles c.a.d si Ai �Bi � ]si; ti] , i = 1::n , sont disjoints deux à deux, on pose

Q(
n[
i=1

Ai �Bi � ]si; ti]) =
nX
i=1

(Qti(Ai; Bi)�Qsi(Ai; Bi)):
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Q est dé�nie positive c.à.d si a1; :::::; an 2 R et A1; :::::; An sont disjoints, alors pour tous
s < t; on a :

nX
i=1

nX
j=1

aiajQ(Ai � Aj � ]s; t]) � 0:

Dé�nition 1.7.6 Une mesure signée K(dxdyds) sur BE 
 BE 
 BR+ est dé�nie positive
si pour chaque fonction mesurable bornée pour laquelle l�intégrale suivante à un sens , on

a : ZZZ
E�E�R+

f(x; s)f(y; s)K(dxdyds) � 0

Pour une mesure signée K dé�nie positive, posons :

(f; g)K =

ZZZ
E�E�R+

f(x; s)g(y; s)K(dxdyds):

Notons que (f; f)K � 0:

Remarque 1.7.7 Si K est symétrique en x et y; alors on a les inégalités de Schwartz et

de Minkowski :

(f; g)K � (f; f)
1
2
K(g; g)

1
2
K :

(f + g; f + g)
1
2
K � (f; f)

1
2
K + (g; g)

1
2
K :

Il n�est pas toujours possible de prolonger Q à une mesure sur BE 
BE 
BR+ : Pour
cela, on considère une classe de mesures martingales pour lesquelles ce prolongement est

possible.

Dé�nition 1.7.8 [21]Une mesure martingaleM est worthy (digne) s�il existe une mesure

aléatoire �-�nie K(�; !), où � 2 BE 
 BE 
 BR+ et ! 2 
 telle que :
i) K est dé�nie positive et symétrique en x; y:

ii) Pour A;B �xés, fK(A�B � ]0; t]); t � 0g est prédictible.
iii) Pour tout n;E fK(En � En � [0; T ])g <1:

iv) Pour tout rectangle �; jQ(�)j � K(�):

K est dite mesure dominante de la mesure martingale M:

Proposition 1.7.9 Une mesure martingale worthy est orthogonale ssi :

supp Q � �(E)� R+;

où �(E) = f(x; x) : x 2 Eg est la diagonale de E � E:

11



1.8 Théorème de décomposition de Doob

Soit ( Xt; t 2 R+ ) une sous-martingale (par rapport à une �ltration (Ft)t�0) continue.
Alors il existe un unique processus ( At; t 2 R+ ) croissant, continue et adapté à (Ft)t�0
tel que A0 = 0 et ( Xt � At; t 2 R+ ) est une martingale.

Soit fMt(A); A 2 Ag une mesure martingale continue de carré intégrable. AlorsM2
t (A)

est une sous-martingale et donc d�après le théorème ci-dessus, il existe un unique processus

Nt(A) croissant, continue et adapté à (Ft)t�0 tel que N0(A) = 0 et (M2
t (A)�Nt(A)) est

une martingale. On note par Nt(A) = hM(A);M(A)it et on appelle ce processus variation
quadratique de Mt(A):

1.9 Critère de Kolmogorov pour la continuité des

trajectoires

Le résultat suivant permet de montrer la continuité presque sûre des trajectoires des

processus aléatoires. Il est fondamental pour l�étude des équations stochastiques et est

appelé critère de Kolmogorov.

Théorème 1.9.1 [10]Soit X = fX(t; x); t 2 [0; T ] ; x 2 Dg ; où D est un ouvert de Rd;
un processus aléatoire à valeurs réelles. On suppose qu�il existe des constantes C > 0; � > 1

et " > 1 telles que :

E
�
jX(t; x)�X(s; y)j�

�
� C(jt� sj+ jx� yj)1+" pour t; s 2 [0; T ] et x; y 2 D;

alors pour tout � 2
�
0; "

�

�
, il existe une modi�cation de X(t; x) dont les trajectoires

sont presque sûrement ��hölderiennes sur [0; T ] �D: En particulier X(t; x) admet une
modi�cation continue sur [0; T ] �D:

12



Chapitre 2

Intégrale stochastique et notions de
solutions pour les EDPS

2.1 Intégrale stochastique par rapport à une mesure

martingale

Soient M une mesure martingale "worthy" sur l�espace de Lusin (E;BE), QM sa

mesure de covariance et KM sa mesure dominante.

Dans le cas classique, on construit l�intégrale stochastique comme un processus ou une

variable aléatoire c.à.d on construit
nR t

0
fdBs; t � 0

o
pour tout t, on peut alors montrer

que l�intégrale est une martingale. L�analogue d�une martingale dans notre cadre est la

mesure martingale. Ainsi intégrale stochastique sera une mesure martingale.

Rappelons que nous nous limitons à un intervalle �ni de temps [0; T ] et à l�un des En
de sorte que M soit �nie. On commence d�abord par dé�nir l�intégrale pour des fonctions

élémentaires puis pour des fonctions simples et en�n pour les fonctions dans une certaine

classe.

Dé�nition 2.1.1 Une fonction f : E � [0; T ] � 
 �! R est dite élémentaire si elle est
de la forme :

f(x; s; !) = X(!)I]a;b](s)IA(x); (1)

où 0 � a < b;X est une variable aléatoire bornée Fa�mesurable et A 2 BE. f est dite
simple si elle est combinaison linéaire �nie de fonctions élémentaires. Notons par S la
classe des fonctions simples.

Dé�nition 2.1.2 On appelle tribu prédictible sur E�[0; T ]�
 et on note P tribu engen-
drée par les fonctions simples. Une fonction f est dit prédictible si elle est P�mesurable.

13



Si KM est la mesure dominante pour la mesure martingale M; alors on peut dé�nir

pour toute fonction prédictible f :

kfkM = E [(jf j ; jf j)K ]
1=2 =

0B@E
264 ZZZ
E�E�]0;T ]

jf(x; t)j jf(y; t)jKM(dxdydt)

375
1CA
1=2

:

On a utilisé la valeur absolue de f pour de�nir kfkM de sorte que :

(f; f)Q � kfk2M :

Soit PM la classe de toutes les fonctions prédictibles f pour lesquelles : kfkM <1:

Proposition 2.1.3 k:kM est une norme sur PM et PM est complet et par conséquent

c�est un espace de Banach.

Preuve. [21].

Proposition 2.1.4 S est dense dans PM :

Preuve. [21].
Maintenant, nous pouvons construire l�intégrale stochastique.

Si M est une mesure martingale et f une fonction élémentaire de la forme (1), alors

on peut dé�nir l�intégrale stochastique de f par :

(f:M)t(B) = X(!) [Mt^b(A \B)�Mt^a(A \B)] (!):

Si f 2 S; alors nous pouvons écrire f = c1f1 + :::: + ckfk; où c1; :::; ck 2 R; et f1; ::::; fk
sont élémentaires et on pose :

(f:M)t(B) =

kX
j=1

cj(fj:M)t(B):

Proposition 2.1.5 On suppose que f 2 S et M est une mesure martingale. Alors

E
�
((f:M)t (B))

2� = E

264 ZZZ
B�B�]0;t]

f(x; s)f(y; s)Q(dxdyds)

375 :
Preuve. Première étape :
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Puisque X est une variable aléatoire Fa�mesurable et bornée par la dé�nition de la
variation quadratique, on démontre que :

E
�
X2(M2

t^b(A \B)� hM(A \B);M(A \B)it^b)
�

(2)

= E
�
X2(M2

t^a(A \B)� hM(A \B);M(A \B)it^a)
�
:

Soit Mt^b(A \ B) une martingale continue de carré intégrable alors M2
t^b(A \ B) est

une sous-martingale et donc d�après le théorème de décomposition de Doob, il existe un

unique processus croissant, continue et adapté noté hM(A \ B);M(A \ B)it^b appelé
variation quadratique de Mt^b(A \ B) tel que M2

t^b(A \ B) � hM(A \ B);M(A \ B)it^b
soit une martingale. Puisque X est Fa�mesurable et bornée et en utilisant la propriété
de l�espérance condionnelle :

"si X est B�mesurable et bornée alors E(XY=B) = XE(Y=B)",
on obtient :

E
�
X2(M2

t^b(A \B)� hM(A \B);M(A \B)it^b)=Fa
�

= X2E
�
(M2

t^b(A \B)� hM(A \B);M(A \B)it^b)=Fa
�

= X2(M2
t^a(A \B)� hM(A \B);M(A \B)it^a):

Alors :

E
�
E
�
X2(M2

t^b(A \B)� hM(A \B);M(A \B)it^b)=Fa
��

= E
�
X2(M2

t^a(A \B)� hM(A \B);M(A \B)it^a)
�
:

D�autre part, on a E [E(X=B)] = E(X) et donc :

E
�
E
�
X2(M2

t^b(A \B)� hM(A \B);M(A \B)it^b)=Fa
��

= E
�
X2(M2

t^b(A \B)� hM(A \B);M(A \B)it^b)
�

= E
�
X2(M2

t^a(A \B)� hM(A \B);M(A \B)it^a)
�
:

En utilisant la même démonstration, on obtient :

E
�
X2(Mt^b(A \B)Mt^a(A \B)� hM(A \B);M(A \B)it^a)

�
(3)

= E
�
X2(M2

t^a(A \B)� hM(A \B);M(A \B)it^a)
�
:

Deuxième étape :
Soit f une fonction élémentaire de la forme :
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f(x; s) = X(!)I]a;b](s)IA(x) =

(
X(!); si (x; s) 2 A� ]a; b]
0 si non

:

Donc :

f(x; s)f(y; s) = X2(!)I]a;b](s)IA(x)IA(y) =

(
X2(!); si (x; y; s) 2 A� A� ]a; b]
0 si non

:

D�où : ZZZ
B�B�]0;t]

f(x; s)f(y; s)Q(dxdyds)

=

ZZZ
B�B�]0;t]

X2I]a;b](s)IA(x)IA(y)Q(dxdyds)

= X2Q(A� A� ]a; b] \B �B � ]0; t])
= X2Q [(A \B)� (A \B)� ]t ^ a; t ^ b]]
= X2

�
Qt^b(A \B;A \B)�Qt^a(A \B;A \B)

�
= X2 [hM(A \B);M(A \B)it^b � hM(A \B);M(A \B)it^a]

et donc :

E

264 ZZZ
B�B�]0;t]

f(x; s)f(y; s)Q(dxdyds)

375
= E

�
X2 (hM(A \B);M(A \B)it^b � hM(A \B);M(A \B)it^a)

�
:

D�un autre côté, on a :

E
�
((fM)t (B))

2�
= E

�
X2(Mt^b(A \B)�Mt^a(A \B))2

�
= E

�
X2M2

t^b(A \B)
�
� 2E

�
X2Mt^b(A \B)Mt^a(A \B)

�
+ E

�
X2M2

t^a(A \B)
�

= E
�
X2(M2

t^b(A \B)� hM(A \B);M(A \B)it^b + hM(A \B);M(A \B)it^b)
�

�2E
�
X2(Mt^b(A \B)Mt^a(A \B)� hM(A \B);M(A \B)it^a

+hM(A \B);M(A \B)it^a)] + E
�
X2M2

t^a(A \B)
�
:

D�après (2) et (3), on a :
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E
�
((fM)t (B))

2�
= E

�
X2(M2

t^a(A \B)� hM(A \B);M(A \B)it^a)
�

+E
�
X2hM(A \B);M(A \B)it^b

�
�2E

�
X2(M2

t^a(A \B)� hM(A \B);M(A \B)it^a)
�

�E
�
X2hM(A \B);M(A \B)it^a

�
+E

�
X2(M2

t^a(A \B)� hM(A \B);M(A \B)it^a
�

= E
�
X2 (hM(A \B);M(A \B)it^b � hM(A \B);M(A \B)it^a)

�
:

Finalement si f est élémentaire et M est une mesure martingale, alors on a :

E
�
((fM)t (B))

2� = E

264 ZZZ
B�B�]0;t]

f(x; s)f(y; s)Q(dxdyds)

375
= E

�
X2 (hM(A \B);M(A \B)it^b � hM(A \B);M(A \B)it^a)

�
:

Si f 2 S, alors on peut écrire f = C1f1 + :::::: + Ckfk, où f1; ::::; fk sont des fonctions

élémentaires et C1; ::::; Ck sont des nombres réels, alors :

E
�
((f:M)t (B))

2� = kX
j=1

C2jE
h�
(fjM)t (B)

�2i
:

Proposition 2.1.6 Si M est une mesure martingale worthy de mesure de covariance et

dominante QM et KM respectivemant et f 2 S; alors (f:M) est une mesure martingale
worthy. Les mesures de covariance et dominante sont données par :

Qf:M(dxdyds) = f(x; s)f(y; s)QM(dxdyds) (4)

Kf:M(dxdyds) = jf(x; s)f(y; s)jKM(dxdyds) (5)

Preuve. [14].
A partir de la proposition 2.1.5, on a :

E
�
(f:M)2t (B)

�
� kfk2M ;

pour tous t � T; f 2 S et B 2 BE:
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Supposons maintenant que f 2 PM . D�après la proposition 2.1.4, il existe une fonction
fn 2 S telle que kfn � fkM ! 0: Si A 2 BE et t � T; on a :

E
�
((fm:M)t(A)� (fn:M)t(A))2

�
� kfm � fnk2M ! 0

quand m;n!1: Il en suit que f(fn:M)t(A)g est de Cauchy dans L2(
) de sorte qu�elle
converge dans L2(
) vers une martingale que nous notons (f:M)t(A). La limite est indé-

pendante du choix de la suite ffng :

Théorème 2.1.7 SoitM une mesure martingale worthy. Alors pour toute f 2 PM ; (f:M)
est une mesure martingale worthy et satisfait (4) et (5). SiM est orthogonale, alors (f:M)

est orthogonale. De plus, pour tous t � T et A;B 2 BE;on a :

h(f:M)(A); (f:M)(B)it =
ZZZ

A�B�]0;t]

f(x; s)f(y; s)QM(dxdyds): (6)

E
�
(f:M)2t (A)

�
� kfk2M : (7)

Preuve.
(f:M)t(A) est la limite dans L2(
) des martingales (fn:M)t(A) et par conséquent,

c�est une martingale de carré intégrable. Pour chaque n :

(fn:M)t(A):(fn:M)t(B)�
ZZZ

A�B�]0;t]

fn(x; s)fn(y; s)QM(dxdyds); (8)

est une martingale (fn:M)t(A) et (fn:M)t(B) convergent dans L2(
) et par conséquent,

leur produit converge dans L1(
): De plus :

E

264
�������
ZZZ

A�B�]0;t]

(fn(x; s)fn(y; s)� f(x; s)f(y; s))QM(dxdyds)

�������
375

� E

264 ZZZ
E�E�]0;T ]

jfn(x; s)j jfn(y; s)� f(y; s)jKM(dxdyds)

375

+E

264 ZZZ
E�E�]0;T ]

jfn(x; s)� f(x; s)j jf(y; s)jKM(dxdyds)

375
18



� E [(jfnj ; jfn � f j)K + (jfn � f j ; jf j)K ]

� (kfnkM + kfkM) kfn � fkM ! 0:

Notons que nous avons utilisé l�inégalité de Cauchy Schwartz. Ainsi, l�expression (8)

converge dans L1(
) vers :

(f:M)t(A):(f:M)t(B)�
ZZZ

A�B�]0;t]

f(x; s)f(y; s)QM(dxdyds)

qui est donc une martingale. La dernière intégrale étant prédictible doit donc être égale à

hf:M(A); f:M(B)it qui véri�e (4) et (5). Pour voir que (f:M) est une mesure martingale,
on doit véri�ier la ��additivité. Si An 2 BE; An # �; alors :

E
�
(f:M)t (An)

2
�
� E

264 ZZZ
An�An�]0;T ]

jf(x; s)f(y; s)jKM(dxdyds)

375
qui tend vers zéro à cause de la convergence monotone.

Si M est orthogonale, alors supp QM � �(E)�R+ et par conséquent et en utilisant
(4), on a supp Qf:M � �(E)� R+ et par la proposition 1.7.9 (f:M) est orthogonale.

On peut dé�nir maintenant l�intégrale stochastique sur A� ]0; t] par :ZZ
A�]0;t]

fdM = (f:M)t(A):

L�intégrale stochastique sur E � R+ est dé�nie par :ZZ
E�R+

fdM = lim
t!1

(f:M)t(E):

En cas de nécessité, nous indiquerons les variables d�intégration. Par exemple :ZZ
A�]0;t]

f(x; s)dMxs ou bien
Z t

0

Z
A

f(x; s)M(dxds):

L�intégrale stochastique ainsi dé�nie possède la propriété de Fubini-Tonelli.

Théorème 2.1.8 Soit M une mesure martingale worthy de mesure dominante K: Soit

(A;A; �) un espace mesuré et f : E �R+�
�A �! R une fonction P 
A�mesurable
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telle que :

E

264 ZZZZ
E�E�[0;T ]�A

jf(x; s; !; u)f(y; s; !; u)jK(dxdyds)�(du)

375 <1:

Alors presque sûrement,

Z
A

0B@ ZZ
E�[0;T ]

f(x; s; :; u)M(dxds)

1CA�(du) =

ZZ
E�[0;T ]

�Z
A

f(x; s; :; u)�(du)

�
M(dxds):

Preuve. [21]

2.2 Notions de solution pour l�équation de la chaleur

stochastique

Considérons un bruit blanc W = fW (A); A 2 BR2 ; jAj <1g, où jAj est la mesure de
Lebesgue de A:

Rappelons que W est une fonction aléatoire gaussienne centrée de fonction de cova-

riance :

E(W (A)W (B)) = jA \Bj :

Si on poseW (t; x) =W ([0; t]�[0; x]) pour t; x � 0; alorsW =
�
W (t; x); (t; x) 2 [0;+1[2

	
est un processus de Wiener à deux paramètres ou drap brownien caractérisé par la rela-

tion :

W (
i
t; t

0
i
�
i
x; x

0
i
) =W (t

0
; x

0
)�W (t

0
; x)�W (t; x

0
) +W (t; x):

Soit (
;F ; P ) un espace de probabilités. Pour tout t � 0; on noteFt la tribu engendrée
par les variables aléatoires fW (s; x); 0 � s � t; x � 0g et les ensembles de P�mesure nulle.
On dit qu�un champ aléatoire fu(t; x); t � 0; x � 0g est adapté si pour tout x; u(t; x) est
Ft�mesurable.

Considérons l�équation aux dérivées partielles stochastique suivante sur [0;+1[ �
[0; 1] :

@u

@t
(t; x) =

@2u

@x2
(t; x) + f(u(t; x)) + g(u(t; x))

@2W

@t@x
(t; x) (I)

avec la condition initiale u(0; x) = u0(x) et les conditions aux limites de Dirichlet
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u(t; 0) = u(t; 1) = 0: Les fonctions f et g sont des fonctions continues de R dans R: Sup-
posons que u0 2 C([0; 1]) avec u0(0) = u0(1) = 0:

L�équation (I) est formelle parce que la dérivée @
2W
@t@x

n�existe pas. Ainsi, la formulation

de l�équation (I) doit être précisée. Il y a deux manières de donner une signi�cation

rigoureuse à l�équation (I).

La première consiste à écrire l�équation sous la forme faible et la seconde à l�écrire

sous la forme intégrale en utilisant le noyau de la chaleur Gt(x; y):

Dé�nition 2.2.1 [23]On dit qu�un processus aléatoire continu fu(t; x); t > 0; x 2 [0; 1]g ;
est une solution forte de l�EDPS (I) avec l�état initial u0, si pour un bruit blanc donné

(W;
;F ; (Ft)t>0; P ); le processus u(t; x) est Ft�adapté et satisfait :Z 1

0

u(t; x)'(x)dx =

Z 1

0

u0(x)'(x)dx+

Z t

0

Z 1

0

u(s; x)'
00
(x)dxds (II)

+

Z t

0

Z 1

0

f(u(s; x))'(x)dxds+

Z t

0

Z 1

0

g(u(s; x))'(x)W (dxds)

pour tout t > 0; x 2 [0; 1] et pour toute � fonction test �' appartenant à C1([0; 1]) telle
que '(0) = '(1) = 0:

Dé�nition 2.2.2 [23]On dit qu�un processus aléatoire continu fu(t; x); t > 0; x 2 [0; 1]g ;
est une solution mild de l�EDPS (I) avec l�état initial u0, si pour un bruit blanc donné

(W;
;F ; (Ft)t>0; P ); le processus u(t; x) est Ft�adapté et satisfait l�équation intégrale
stochastique suivante : pour tous t > 0; x 2 [0; 1] :

u(t; x) =

Z 1

0

Gt(x; y)u0(y)dy +

Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)f(u(s; y))dyds (III)

+

Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)g(u(s; y))W (dyds),

où Gt(x; y) est la solution fondamentale de l�équation de la chaleur homogène avec les

conditions aux limites de Dirichlet :

@G

@t
=
@2G

@y2
; G0(x; y) = �x(y) = �(x� y); Gt(x; 0) = Gt(x; 1) = 0:

Le noyau Gt(x; y) est donné par la formule explicite suivante :

Gt(x; y) =
1p
4�t

+1X
n=�1

�
exp

�
�(y � x� 2n)2

4t

�
� exp

�
�(y + x� 2n)2

4t

��
:

21



D�autre part, Gt(x; y) peut être interprété comme la densité de probabilités au point y

du mouvement brownien de variance 2t commençant en x et disparaissant dès qu�il quitte

l�intervalle [0; 1] :

Gt(x; y) =
d

dy
Ex (Bt 2 dy;Bs 2 ]0; 1[ ;8s 2 [0; t]) :

Ceci implique que :

Gt(x; y) �
1p
4�t

exp

 
�jx� yj2

4t

!
: (9)

Par conséquent, pour tout � > 0; on a :

Z 1

0

G�t (x; y)dy � (4�t)��=2
Z
R
exp

 
�� jzj

2

4t

!
dz = C�t

(1��)=2:

La solution dans le cas particulier u0 = 0 ; f = 0 et g = 1 est donnée par :

u(t; x) =

Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)W (dyds):

Cette intégrale stochastique existe, c�est une variable aléatoire gaussienne centrée de va-

riance :

E
�
u(t; x)2

�
=

Z t

0

Z 1

0

G2t�s(x; y)dyds =

Z t

0

G2s(x; x)ds <1;

car en utilisant (9) et les propriétés du semi groupe Gt(x; y) suivantes :Z 1

0

Gt(x; y)Gs(y; z)dy = Gt+s(x; z) et Gt(x; y) = Gt(y; x);

on trouve que G2s(x; x) � Cs�1=2:

Notons que dans le cas où la dimension de la variable d�espace d � 2; on a G2s(x; x) v
Cs�d=2 et la variance est in�nie car le noyau de la chaleur �(t; x) est donné par :

�(t; x) =
1

(4�t)d=2
exp

�
�kxk2 =4t

�
;

et par conséquent, pour tout x 2 Rd :

E
�
u(t; x)2

�
=

Z t

0

Z
Rd
G2t�s(x; y)dyds =

Z t

0

G2s(x; x)ds =

Z t

0

Cs�d=2ds =1:

Pour cette raison, l�étude des équations paraboliques dirigées par un bruit blanc en espace
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et en temps se limite au cas où la variable d�espace est de dimension un.

Remarque 2.2.3 La formulation (III) est la plus utile car c�est elle qu�on utilise pour
prouver l�existence et l�unicité de la solution.

Proposition 2.2.4 Les formulations (II) et (III) sont équivalentes.

Preuve.
En multipliant l�équation (I) par '(x); ' 2 C1([0; 1]) avec '(0) = '(1) = 0 et en

intégrant, on obtient :Z 1

0

u(t; x)'(x)dx =

Z 1

0

u0(x)'(x)dx+

Z t

0

Z 1

0

@2u

@x2
(s; x)'(x)dxds

+

Z t

0

Z 1

0

f(u(s; x))'(x)dxds+

Z t

0

Z 1

0

g(u(s; x))'(x)W (dxds):

L�intégrale stochastique est bien dé�nie, mais comme @2u
@x2

n�est pas dé�ni, on intègre

formellement deux fois par parties et puisque '(0) = '(1) = 0 et u(t; 0) = u(t; 1) = 0; on

obtient : Z t

0

Z 1

0

@2u

@x2
(s; x)'(x)dxds =

Z t

0

Z 1

0

u(s; x)'
00
(x)dxds:

Ainsi, on obtient une formulation correcte.

On cherche la solution u telle que pour tous ' 2 C1([0; 1]) avec '(0) = '(1) = 0, on

ait :Z 1

0

u(t; x)'(x)dx =

Z 1

0

u0(x)'(x)dx+

Z t

0

Z 1

0

u(s; x)'
00
(x)dxds

+

Z t

0

Z 1

0

f(u(s; x))'(x)dxds+

Z t

0

Z 1

0

g(u(s; x))'(x)W (dxds):

D�un autre côté, si u satisfait (II), alors pour toute fonction  (t; x) 2 C1([0; 1] � R+)
avec  (t; 0) =  (t; 1) = 0; on a :Z 1

0

u(t; x) (t; x)dx =

Z 1

0

u0(x) (0; x)dx+

Z t

0

Z 1

0

u(s; x)

�
@2 

@x2
(s; x) +

@ 

@s
(s; x)

�
dxds

+

Z t

0

Z 1

0

f(u(s; x)) (s; x)dxds+

Z t

0

Z 1

0

g(u(s; x)) (s; x)W (dxds):

En e¤et, en multipliant l�équation (I) par une fonction  (t; x) 2 C1([0; 1] � R+) avec
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 (t; 0) =  (t; 1) = 0; on trouve :Z 1

0

�Z t

0

@u

@s
(s; x) (s; x)ds

�
dx =

Z t

0

Z 1

0

@2u

@x2
(s; x) (s; x)dxds

+

Z t

0

Z 1

0

f(u(s; x)) (s; x)dxds

+

Z t

0

Z 1

0

g(u(s; x)) (s; x)W (dxds):

Et donc : Z 1

0

u(t; x) (t; x)dx�
Z 1

0

u(0; x) (0; x)dx�
Z t

0

Z 1

0

u(s; x)
@ 

@s
(s; x)dxds

=

Z t

0

Z 1

0

u(s; x)
@2 

@x2
(s; x)dxds+

Z t

0

Z 1

0

f(u(s; x)) (s; x)dxds

+

Z t

0

Z 1

0

g(u(s; x)) (s; x)W (dxds):

Finalement :Z 1

0

u(t; x) (t; x)dx =

Z 1

0

u0(x) (0; x)dx+

Z t

0

Z 1

0

u(s; x)

�
@2 

@x2
(s; x) +

@ 

@s
(s; x)

�
dxds

+

Z t

0

Z 1

0

f(u(s; x)) (s; x)dxds+

Z t

0

Z 1

0

g(u(s; x)) (s; x)W (dxds):

Soit Gt(x; y) la solution fondamentale de l�équation de la chaleur homogène satisfai-

sant les conditions aux limites de Dirichlet.

Dé�nissons pour toute fonction régulière ' : [0; 1] �! R

Gt('; y) =

Z 1

0

Gt(x; y)'(x)dx:

Si t � 0 et G0('; y) =
R 1
0
G0(x; y)'(x)dx =

R 1
0
�(x � y)'(x)dx = '(y); on peut intégrer

(I) (avec ( f � 0 et g � 0 ) par parties pour toute fonction ' 2 C1([0; 1]) telle que

'(0) = '(1) = 0 et on obtient :

Gt('; y) = '(y) +

Z t

0

Gs('
00
; y)ds: (10)

Fixons t > 0 et posons  (s; x) = Gt�s('; x); alors  (t; x) = G0('; x) = '(x) et
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 (0; x) = Gt('; x) et grâce à (10),  est une solution de l�équation :

@2 

@x2
(s; x) +

@ 

@s
(s; x) = 0:

En e¤et, on a :

Gt�s('; x) = '(x) +

Z t

u=s

Gu�s('
00
; x)du

,  (s; x) =  (t; x) +

Z t

u=s

@2Gu�s('; x)

@x2
du

,  (t; x)�  (s; x) = �
Z t

u=s

@2 (u; x)

@x2
du

,
Z t

u=s

@ 

@u
(u; x)du =

Z t

u=s

�@
2 (u; x)

@x2
du

,
Z t

u=s

�
@2 

@x2
+
@ 

@u

�
(u; x)du = 0

, @2 

@x2
(u; x) +

@ 

@u
(u; x) = 0:

Ainsi toute solution u(t; x) de (II) satisfait :Z 1

0

u(t; x)'(x)dx =

Z 1

0

u0(y)Gt('; y)dy +

Z t

0

Z 1

0

f(u(s; y))Gt�s('; y)dyds

+

Z t

0

Z 1

0

g(u(s; y))Gt�s('; y)W (dyds)

pour toute fonction ' 2 C1([0; 1]) telle que '(0) = '(1) = 0 :

Par conséquent, on a :Z 1

0

u(t; x)'(x)dx =

Z 1

0

u0(y)

�Z 1

0

Gt(x; y)'(x)dx

�
dy

+

Z t

0

Z 1

0

f(u(s; y))

�Z 1

0

Gt�s(x; y)'(x)dx

�
dyds

+

Z t

0

Z 1

0

g(u(s; y))

�Z 1

0

Gt�s(x; y)'(x)dx

�
W (dyds):

En utilisant le théorème de Fubini et en rassemblant les termes, on trouve :Z 1

0

u(t; x)'(x)dx =

Z 1

0

�Z 1

0

u0(y)Gt(x; y)dy +

Z t

0

Z 1

0

f(u(s; y))Gt�s(x; y)dyds

+

Z t

0

Z 1

0

g(u(s; y))Gt�s(x; y)W (dyds)

�
'(x)dx:
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Donc :

u(t; x) =

Z 1

0

Gt(x; y)u0(y)dy +

Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)f(u(s; y))dyds

+

Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)g(u(s; y))W (dyds)

pour presque tous les (t; x) (par rapport à la mesure de Lebesgue).

Il reste à prouver que si u véri�e (III) et pour toute fonction ' 2 C1([0; 1]) avec

'(0) = '(1) = 0; alors le processus u véri�e (II).

Par constuction, le processus u véri�e :

u(t; x) = u0(t; x) +

Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)f(u(s; y))dyds

+

Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)g(u(s; y))W (dyds);

avec

u0(t; x) =

Z 1

0

Gt(x; y)u0(y)dy

:

On peut donc écrire pour toute fonction ' 2 C1([0; 1]) avec '(0) = '(1) = 0 :

hu(t; :); 'i =


u0(t; :); '

�
+

Z t

0

Z 1

0

hGt�s(:; y); 'i f(u(s; y))dyds (11)

+

Z t

0

Z 1

0

hGt�s(:; y); 'i g(u(s; y))W (dyds)

où h:; :i désigne le produit scalaire dans L2([0; 1]): Or u0 véri�e :



u0(t; :); '

�
= hu0; 'i+

Z t

0

D
u0(s; :); '

00
E
ds . (12)

De la même façon et en utilisant (10), on a :

hGt�s(:; y); 'i = '(y) +

Z t

u=s

D
Gu�s(:; y); '

00
E
du (13)

En reportant (12) et (13) dans (11) et en utilisant le théorème de Fubini, on obtient :
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hu(t; :); 'i = hu0; 'i+
Z t

0

D
u0(s; :); '

00
E
ds

+

Z t

0

Z 1

0

�
'(y) +

Z t

u=s

D
Gu�s(:; y); '

00
E
du

�
f(u(s; y))dyds

+

Z t

0

Z 1

0

�
'(y) +

Z t

u=s

D
Gu�s(:; y); '

00
E
du

�
g(u(s; y))W (dsdx):

Donc :

hu(t; :); 'i = hu0; 'i+
Z t

0

D
u0(s; :); '

00
E
ds+

Z t

0

Z 1

0

f(u(s; y))'(y)dyds

+

Z t

0

Z 1

0

g(u(s; y))'(y)W (dsdx)

+

Z t

0

�Z t

u=s

Z 1

0

D
Gu�s(:; y); '

00
E
f(u(s; y))dyds

�
du

+

Z t

0

�Z t

u=s

Z 1

0

D
Gu�s(:; y); '

00
E
g(u(s; y))W (dsdx)

�
du

, hu(t; :); 'i = hu0; 'i+
Z t

0

D
u(s; :); '

00
E
ds+

Z t

0

Z 1

0

f(u(s; y))'(y)dyds

+

Z t

0

Z 1

0

g(u(s; y))'(y)W (dsdx):

Par conséquent, u véri�e :Z 1

0

u(t; x)'(x)dx =

Z 1

0

u0(x)'(x)dx+

Z t

0

Z 1

0

u(s; x)'
00
(x)dxds

+

Z t

0

Z 1

0

f(u(s; x))'(x)dxds+

Z t

0

Z 1

0

g(u(s; x))'(x)W (dxds)

et donc le processus u(t; x) est bien solution de (II).
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Chapitre 3

Théorèmes d�existence et d�unicité
de la solution de l�équation de la
chaleur stochastique.

3.1 Cas lipschitzien

Dans cette section, nous étudions l�existence et l�unicité de la solution pour l�équa-

tion de la chaleur stochastique dirigée par un bruit blanc en espace et en temps où les

coe¢ cients f et g satisfont les conditions de Lipschitz.

Considérons l�équation aux dérivés partielles stochastique sur [0;+1[� [0; 1]

@u

@t
(t; x) =

@2u

@x2
(t; x) + f(u(t; x)) + g(u(t; x))

@2W

@t@x
(t; x) (1.1)

avec la condition initiale u(0; x) = u0(x) et les conditions aux limites de Dirichlet

u(t; 0) = u(t; 1) = 0; où fW (t; x) , t > 0 , x 2 [0; 1]g est un drap brownien dé�ni sur l�es-
pace de probabilités (
;F ; (Ft)t>0; P ) muni d�une �ltration (Ft)t>0 telle que F0 contienne
tous les ensembles de P�mesure nulle. On rappelle que c�est un processus aléatoire gaus-
sien centré adapté à la �ltration (Ft)t>0 de fonction de covariance :

E [W (s; x)W (t; y)] = (s ^ t)(x ^ y)

pour tout s; t � 0 et x; y 2 [0; 1].
- les fonctions f et g sont des fonctions continues de R �! R véri�ant les propriétés :

1) 9K1 > 0 tel que 8u; u
0 2 R :���f(u)� f(u

0
)
���+ ���g(u)� g(u

0
)
��� 6 K1

���u� u
0
��� :
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(condition de Lipschitz).

2) 9K2 > 0 tel que 8u 2 R :

jf(u)j2 + jg(u)j2 6 K2(1 + juj2):

(condition de restriction sur la croissance).

- u0(x) est F0�mesurable pour tout x 2 [0; 1] et sup0�x�1E
�
ju0(x)j2

�
<1:

Comme on l�a déjà vu, il y a deux manières de donner une signi�cation rigoureuse à

l�EDPS (1.1).

La première consiste à écrire l�équation sous la forme faible, c.à.d fu(t; x)g est une
solution si pour toute ' 2 C2([0; 1]) avec '(0) = '(1) = 0; on a :

Z 1

0

u(t; x)'(x)dx =

Z 1

0

u0(x)'(x)dx+

Z t

0

Z 1

0

u(s; x)'
00
(x)dxds (1.2)

+

Z t

0

Z 1

0

f(u(s; x))'(x)dxds

+

Z t

0

Z 1

0

g(u(s; x))'(x)W (dxds)

La seconde consiste à écrire l�équation sous la forme intégrale en utilisant le noyau de la

chaleur Gt(x; y): Dans cette formulation fu(t; x)g est une solution si elle véri�e l�équation
intégrale stochastique suivante : pour tous (t; x) 2 R+ � [0; 1]

u(t; x) =

Z 1

0

Gt(x; y)u0(y)dy +

Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)f(u(s; y))dyds (1.3)

+

Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)g(u(s; y))W (dyds);

où Gt(x; y) est la solution fondamentale de l�équation de la chaleur homogène avec les

conditions aux limites de Dirichlet.

On a déja démontré que les deux formulations sont équivalentes.

Théorème 3.1.1 (Existence et unicité)
Supposons que les coe¢ cients f et g satisfont les conditions de Lipschitz globale et de

restriction sur la croissance, u0(x) est F0�mesurable pour tout x 2 [0; 1] et

sup
0�x�1

E
�
ju0(x)j2

�
<1:

Alors il existe un unique processus aléatoire adapté u = fu(t; x) ; t � 0 , x 2 ]0; 1[g sa-
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tisfaisant (1.2) tel que pour tout T > 0 :

sup
0�t�T

sup
0�x�1

E
�
ju(t; x)j2

�
<1: (1.4)

Pour la démonstration, on a besoin de quelques résultats qui constituent des outils

essentiels.

Lemme 3.1.2 (Lemme de Gronwall)
Soit t! X(t) une application de [0; T ] dans R, telle qu�il existe a; b 2 R avec

X(t) � a+ b

Z t

0

X(s)ds;

alors :

X(t) � aebt:

Lemme 3.1.3 (Isométrie de Itô)
Soit fh(t; x); (t; x) 2 R+ � [0; 1]g un processus aléatoire Ft�mesurable et tel queZ t

0

Z 1

0

E
�
h(s; x)2

�
dsdx <1;

pour tout t > 0; on a l�isométrie de Itô :

E

"�Z t

0

Z 1

0

h(s; x)W (dsdx)

�2#
=

Z t

0

Z 1

0

E
�
h(s; x)2

�
dsdx:

Lemme 3.1.4 (H�older) [2]
Soient f et h deux fonctions dé�nies sur R et � une mesure positive telles que f:h 2

L1(�): Alors pour tout q > 1; on a :����Z f jhj d�
����q � �Z jf jq jhj d�

�
(jhj d�)q�1 :

Lemme 3.1.5 [2]
Soient � > 0; ffn; n 2 Ng une suite de fonctions positives sur [0; T ] et �; � deux

nombres réels positifs tels que pour tous 0 � t � T et n � 1 :

fn(t) � �+

Z t

0

� fn�1(s)(t� s)��1ds:

Si sup0�t�T f0(t) = M; alors supn�0 sup0�t�T fn(t) < 1 et si � = 0 alors
P

n�0 fn(t)

converge uniformément sur [0; T ] .
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Preuve. (Unicité)
Supposons que u et v satisfont (1.3) et la condition d�intégrabilité (1.4).

Soit d(t; x) = u(t; x)� v(t; x); alors :

E
�
d2(t; x)

�
� 2E

"�Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y) [f(u(s; y))� f(v(s; y))] dyds

�2#

+2E

"�Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y) [g(u(s; y))� g(v(s; y))]W (dyds)

�2#
:

En utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwartz sur le premier terme et l�isométrie de Itô sur

le deuxième et la condition de Lipschitz pour f et g; on obtient :

E
�
d2(t; x)

�
� 2K2E

�Z t

0

Z 1

0

G2t�s(x; y) [u(s; y)� v(s; y)]2 dyds�
Z t

0

Z 1

0

dyds

�
+2K2E

�Z t

0

Z 1

0

G2t�s(x; y) [u(s; y)� v(s; y)]2 dyds

�
� 2K2(t+ 1)

Z t

0

Z 1

0

G2t�s(x; y)E
�
d2(s; y)

�
dyds:

Posons :

H(t) = sup
0�s�t

sup
0�x�1

E
�
d2(s; x)

�
:

D�après ce qui précède, on a :

H(t) � 2K2(t+ 1)

Z t

0

H(s)

�Z 1

0

G2t�s(x; y)dy

�
ds:

En utilisant (9) et les propriétés du semi groupe Gt�s(x; y) suivantes :Z 1

0

Gt(x; y)Gs(y; z)dy = Gt+s(x; z) et Gt(x; y) = Gt(y; x);

on obtient : Z 1

0

G2t (x; y)dy = G2t(x; x) � Ct�1=2:

Par conséquent :

H(t) � 2K2C(t+ 1)

Z t

0

H(s)p
t� s

ds:
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Par itération, on obtient :

H(t) � (2K2C)2(s+ 1)(t+ 1)

Z t

0

Z s

0

H(u)p
(t� s)(s� u)

duds:

On interchange l�ordre d�intégration et on pose � = t� u et � = s� u; alors :Z t

u

dsp
(t� s)(s� u)

=

Z �

0

d�p
(�� �)�

=
2

�

Z �

0

d�q
1� ( 2

�
� � 1)2

:

Finalement, on obtient :

2

�

Z �

0

d�q
1� ( 2

�
� � 1)2

=

Z 1

�1

d
p
1� 
2

= [arcsin]1�1 = �;

et donc :

H(t) � �(2K2C)2(s+ 1)(t+ 1)

Z t

0

H(s)ds:

Appliquons le lemme de Gronwall pour b = �(2K2C)2(s + 1)(t + 1) et a = 0; on trouve

H(t) � 0; d�où E [d2(t; x)] = 0 et donc on a :

u(t; x) = v(t; x) p.s 8t � 0; x 2 [0; 1] :

(Existence)
Nous désignerons dans cette démonstration par C une constante positive, dépendante

de T . La valeur de C peut changer sans que ce soit indiqué.

On cherche une solution de l�équation (1.3) qui sera aussi solution de l�équation (1.2)

grâce à l�equivalence entre les deux formulations.

Soit l�itération de Picard :(
u0(t; x) =

R 1
0
Gt(x; y)u0(y)dy

un+1(t; x) = u0(t; x) + An(t; x) +Bn(t; x);

où

An(t; x) =

Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)f(u
n(s; y))dyds

Bn(t; x) =

Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)g(u
n(s; y))xW (dyds):

1�ere étape :
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Montrons que pour t > 0 :

sup
n�0

sup
0�s�t

sup
0�x�1

E
�
jun(s; x)j2

�
<1: (1.5)

On a :

E
h��un+1(t; x)��2i � C

n
E
h��u0(t; x)��2i+ E

�
jAn(t; x)j2

�
+ E

�
jBn(t; x)j2

�o
:

Considérons chacun des trois termes du second membre.

Grâce au lemme de Hölder pour f = u0(y) et h = Gt(x; y); on a :

��u0(t; x)��2 � �Z 1

0

Gt(x; y) ju0(y)j2 dy
�
:

Prenons l�espérance et appliquons le théorème de Fubini, on obtient :

E
h��u0(t; x)��2i � E

�
ju0(y)j2

� Z 1

0

Gt(x; y) � sup
0�y�1

E
�
ju0(y)j2

�
:

Puisque sup0�x�1E
�
ju0(x)j2

�
<1; alors :

sup
0�s�t

sup
0�x�1

E
h��u0(s; x)��2i <1:

D�un autre côté :

E
�
jAn(t; x)j2

�
= E

"����Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)f(u
n(s; y))dyds

����2
#
:

En appliquant le lemme de Hölder pour f = f(un(s; y)) et h = Gt(x; y) et la condition

de restriction sur la croissance pour f; on obtient :

E
�
jAn(t; x)j2

�
� E

��Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y) jf(un(s; y))j2 dyds
��Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)dyds

��
� tK

Z t

0

�
1 + E

�
jun(s; y)j2

��
ds

� C

Z t

0

�
1 + sup

0�s�t
sup
0�y�1

E
�
jun(s; y)j2

��
ds
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Par ailleurs :

E
�
jBn(t; x)j2

�
= E

"����Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)g(u
n(s; y))W (dyds)

����2
#
:

En utilisant l�isométrie de Itô et la condition de restriction sur la croissance pour g; on

obtient :

E
�
jBn(t; x)j2

�
� E

��Z t

0

Z 1

0

G2t�s(x; y) jg(un(s; y))j
2 dyds

��
� C

Z t

0

�
1 + E

�
jun(s; y)j2

��
(t� s)�1=2ds

� C

Z t

0

�
1 + sup

0�s�t
sup
0�y�1

E
�
jun(s; y)j2

��
(t� s)�1=2ds:

Finalement, on a :

E
h��un+1(t; x)��2i � C

�
E
h��u0(t; x)��2i+ Z t

0

�
1 + sup

0�y�1
E
�
jun(s; y)j2

�� �
(t� s)�1=2 + 1

�
ds

�
;

et donc :

sup
0�s�t

sup
0�x�1

E
h��un+1(s; x)��2i � C

�
1 +

Z t

0

sup
0�s�t

sup
0�y�1

E
�
jun(s; y)j2

�
(t� s)�1=2ds

�
;

où C est une constante positive.

Soit Hn une fonction réelle croissante dé�nie sur [0; T ] par :

H(t) = sup
0�s�t

sup
0�x�1

E
h��un+1(s; x)��2i :

Il est clair que H0 est bornée sur [0; T ], alors d�après le lemme 3.1.5, on a :

sup
n�0

sup
0�t�T

Hn(t) <1;

ce qui implique que :

sup
n�0

sup
0�s�t

sup
0�x�1

E
�
jun(s; x)j2

�
<1:

2�eme étape :
Montrons que fun(t; x) ; n � 0g est une suite convergente dans L2(
;F ; P ): Soient
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n � 0 et 0 � t � T: On dé�nit la fonction Mn sur [0; T ] par :

Mn(t) = sup
0�s�t

sup
0�x�1

E
h��un+1(s; x)� un(s; x)

��2i :
Posons dn(t; x) = un+1(t; x)� un(t; x), alors :

E
�
jdn(t; x)j2

�
� 2E

"�Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)
��f(un(s; y))� f(un�1(s; y))

�� dyds�2#

+2E

"�Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)
��g(un(s; y))� g(un�1(s; y))

��W (dyds)�2# :
Grâce à la condition de Lipschitz sur f et g et en utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwartz

sur le premier terme et l�isométrie de Itô sur le deuxième, on obtient :

E
�
jdn(t; x)j2

�
� 2K2E

��Z t

0

Z 1

0

G2t�s(x; y)
��un(s; y)� un�1(s; y)

��2 dyds� Z t

0

Z 1

0

dyds

��
+2K2E

��Z t

0

Z 1

0

G2t�s(x; y)
��un(s; y)� un�1(s; y)

��2 dyds��
� 2K2C(t+ 1)

Z t

0

E
h��un(s; y)� un�1(s; y)

��2i (t� s)�1=2 ds

� Ct

Z t

0

E
�
jdn(s; y)j2

�
(t� s)�1=2 ds;

où Ct = 2K2C(t+ 1) est une constante positive.

Ceci implique :

sup
0�s�t

sup
0�x�1

E
�
jdn(s; x)j2

�
� Ct

Z t

0

sup
0�s�t

sup
0�y�1

E
�
jdn(s; y)j2

�
(t� s)�1=2 ds;

et donc on a :

Mn(t) � Ct

Z t

0

Mn�1(t) (t� s)�1=2 ds:

D�autre part, à partir de (1.5), on a sup0�t�T M0(t) < 1 et puisque � = 0; alors

d�après le dernier lemme 3.1.5, la série
P

n�0 Mn(t) converge uniformément sur [0; T ] :

La suite fun(t; x) ; n � 0g est donc de Cauchy dans L2(
;F ; P ) et par conséquent la
suite fun(t; x)g converge dans L2(
;F ; P ) uniformément relativement à t et x vers une
limite u(t; x): Il est facile de voir que u(t; x) satisfait (1.4).
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Posons :

�(u)(t; x) =

Z 1

0

Gt(x; y)u0(y)dy +

Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)f(u(s; y))dyds

+

Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)g(u(s; y))W (dyds):

De la même manière, il est facile de montrer que si

u(t; x) 2 L2(
;F ; P ); alors �(u)(t; x) 2 L2(
;F ; P );8(t; x) 2 [0; T ]� [0; 1] :

Il reste à démontrer que si

sup
0�t�T

sup
0�x�1

E
�
jun(t; x)� u(t; x)j2

�
! 0; alors sup

0�t�T
sup
0�x�1

E
�
j�n(u)(t; x)� �(u)(t; x)j2

�
! 0:

Posons 	n(u)(t; x) = �n(u)(t; x)� �(u)(t; x); alors on a :

E
�
j	n(u)(t; x)j2

�
� 2E

"�Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y) jf(un(s; y))� f(u(s; y))j dyds
�2#

+2E

"�Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y) jg(un(s; y))� g(u(s; y))jW (dyds)
�2#

:

Grâce à la condition de Lipschitz sur f et g et en utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwartz

sur le premier terme et l�isométrie de Itô sur le deuxième, on obtient :

E
�
j	n(u)(t; x)j2

�
� 2K2E

��Z t

0

Z 1

0

G2t�s(x; y) jun(s; y)� u(s; y)j2 dyds�
Z t

0

Z 1

0

dyds

��
+2K2E

��Z t

0

Z 1

0

G2t�s(x; y) jun(s; y)� u(s; y)j2 dyds
��

� 2K2C(t+ 1)

Z t

0

E
�
jun(s; y)� u(s; y)j2

�
(t� s)�1=2 ds

� Ct

Z t

0

E
�
j	n(u)(t; x)j2

�
(t� s)�1=2 ds;

où Ct = 2K2C(t+ 1) est une constante positive. Ceci implique :

sup
0�t�T

sup
0�x�1

E
�
j	n(u)(t; x)j2

�
� Ct

Z t

0

sup
0�s�t

sup
0�y�1

E
�
jun(s; y)� u(s; y)j2

�
(t� s)�1=2 ds! 0:

Ainsi, la suite�n(u)(t; x) converge uniformément dans L2(
;F ; P ) vers une limite�(u)(t; x)

36



et donc on a :

un+1(t; x) = �n(u)(t; x)) lim
n!1

un+1(t; x) = lim
n!1

�n(u)(t; x)) u(t; x) = �(u)(t; x):

Finalement u(t; x) satisfait l�équation (1.3) et pour T > 0 :

sup
0�t�T

sup
0�x�1

E
�
ju(t; x)j2

�
<1;

ce qui prouve l�existence de la solution.

Remarque 3.1.6 On peut montrer, en utilisant le critère de Kolmogorov, qu�il existe une
modi�cation continue de u(t; x) de l�EDPS (1.1).

3.2 Cas non lipschitzien

Dans cette section, nous étudions l�existence et l�unicité de la solution pour l�équation

de la chaleur stochastique quand les coe¢ cients f et g ne sont pas lipschitziens mais

véri�ent quelques conditions plus faibles.

Considérons l�équation de la chaleur stochastique suivante :(
@
@t
u(t; x) = 1

2
@2

@x2
u(t; x) + f(t; x; u(t; x)) + g(t; x; u(t; x)) @2

@t@x
W (t; x); t > 0; x 2 R

u(0; x) = u0(x); t > 0; x 2 R;
(2.1)

où fW (t; x); t > 0; x 2 Rg est le drap brownien dit recto-verso [22] dé�ni sur l�espace
de probabilités (
;F ; (Ft)t>0; P ). C�est un processus aléatoire gaussien centré adapté a la
�ltration (Ft)t>0 de fonction de covariance :

E [W (s; x)W (t; y)] =
1

2
min(s; t)(jxj+ jyj � jx� yj)

pour tous s; t > 0; x; y 2 R.
W peut étre considéré comme la composition de deux draps browniens indépendants,

l�un est dans la direction positive de la variable d�espace et l�autre dans la direction

negative.

Les coe¢ cients f; g :[0;+1[ � R � R! R sont des fonctions continues mais non

linéaires en général.

Précisons maintenant la notion de solution pour cette équation.

Un processus aléatoire prédictible fu(t; x); t > 0; x 2 Rg est une solution mild de
l�EDPS (2.1) s�il satisfait l�équation intégrale stochastique suivante :
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u(t; x) =

Z
R
Gt(x; y)u0(y)dy +

Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y)f(s; y; u(s; y))dsdy (2.2)

+

Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y)g(s; y; u(s; y))W (dsdy);

où Gt(x; y) = (2�t)�1=2 exp(�(x � y)2=2t) est la solution fondamentale du problème

de Cauchy homogène associé à (2.1).

Considérons les espaces suivants :

SoitBr; r 2 R; l�espace des fonctions mesurables� dé�nies surR; telles que j�(x)j e�rjxj

soit bornée presque sûrement.

On munit Br de la norme k�kr = ess sup
x2R

j�(x)j e�rjxj:

Soit Cr = C(R) \Br où C(R) est l�espace des fonctions continues dé�nis sur R:
Soit Sr;p;T ; r 2 R; p > 2; T > 0 l�espace des processus aléatoiresfX(t; x); t > 0, x 2 Rg

dé�ni sur (
;F ; P ) tels que sup
(t;x)2[0;T ]�R

e�rjxjE [jX(t; x)jp] <1.

On munit Sr;p;T de la norme kXk r;p;T = sup
(t;x)2[0;T ]�R

e�rjxjE [jX(t; x)jp] :

Sr;p;T est un espace de Banach pour chaque r > 0 et p > 2. Pour p = 2; on note Sr;T
et k:kr;T .

Pour assurer l�existence et l�unicité de la solution de (2.1), on impose l�hypothèse

suivante sur les coe¢ cients f et g.

On dit que l�hypothèse (A) est satisfaite, s�il existe un entier p > 12 tel que :

A1) Il existe une fonction positive '(t; v) dé�nie sur [0; T ] � R+; à valeurs dans R
croissante, continue en v 2 R+ pour t 2 [0; T ] �xé et intégrable sur [0; T ] pour
v 2 R+ �xé, telle que pour r > 0 :

E [jf(t; x;X(x))jp] + E [jg(t; x;X(x))jp] � erjxj'
�
t; e�rjxjE [jX(x)jp]

�
pour t 2 [0; T ] et X(x) 2 Lp (
;F ; P ) , où x 2 R:

A2) Pour tout nombre � positif, l�équation di¤érentielle �
0
(t) = �'(t; �(t)) avec

�(0) = �0 � 0 admet une solution globale dans [0; T ] :
A3) Il existe une fonction positive 	(t; v) dé�nie sur [0; T ]� R+ telle que :

E [jf(t; x;X(x))� f(t; x; Y (x))jp] + E [jg(t; x;X(x))� g(t; x; Y (x))jp]
� erjxj	

�
t; e�rjxjE [jX(x)� Y (x)jp]

�
pour t 2 [0; T ] et X(x); Y (x) 2 Lp (
;F ; P ); où x 2 R:

A4) L�application v ! 	(t; v) est continue, croissante pour t 2 [0; T ] �xé et
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t! 	(t; v) est intégrable sur [0; T ] ; pour v 2 R+ �xé. De plus
	(t; 0) � 0;8t 2 [0; T ] :

A5) Pour tout � > 0; la seule fonction positive Z(t) satisfaisant :

Z(t) � �

Z t

0

	(s; Z(s))ds , 8t 2 [0; T ]

est la fonction Z � 0:

Théorème 3.2.1 Supposons que les coe¢ cients de l�équation (2.1) véri�ent l�hypothèse
(A) et que fu0(x); x 2 Rg est une variable aléatoire F0�mesurable à valeurs dans Cr,
telle que sup

x2R
e�rjxjE [ju0(x)jp] < 1. Alors il existe un unique processus aléatoire continu

fu(t; x) : t > 0; x 2 Rg à valeurs dans Cr satisfaisant l�équation (2.2) et u 2 Sr;p;T .

Avant de démontrer le théorème, on commence par présenter quelques inégalités fon-

damentales concernant le noyau de la chaleur Gt(x; y).

Lemme 3.2.2 [22]
1) Pour tous r 2 R et T > 0; il existe une constante C dépendant seulement de T et

r telle que : Z
R
Gt(x; y)e

rjyjdy � Cerjxj , 8x 2 R , 80 � t � T:

2) Si 0 < q < 3; alors il existe une constante positive C telle que :Z t

0

Z
R
jGt�s(x; y)jq dsdy � Ct

3�q
2 , 8x 2 R ; 80 � t � T:

Preuve. (Existence)
A�n de simpli�er les notations, on omettra souvent les dépendances de f et g en s et

y pour ne garder que celle en u qui est la plus importante dans les calculs.

La constante C denote une constante positive dépendant de r; T et p qui peut changer

d�une ligne à l�autre.

Soit la fonctionnelle � dé�nie par :

�(u)(t; x) =

Z
R
Gt(x; y)u0(y)dy +

Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y)f(u(s; y))dsdy

+

Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y)g(u(s; y))W (dsdy) :

= �0(t; x) + �1(t; x) + �2(t; x):
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� est une application continue dans Sr;p;T : En e¤et pour u 2 Sr;p;T ; on a :

E [j�(u)(t; x)jp] � 3p�1 fE [j�0(t; x)jp] + E [j�1(t; x)jp] + E [j�2(t; x)jp]g :

En appliquant les inégalités de Burkholder et de Hölder, on obtient :

E [j�2(t; x)jp] � CE

"�Z t

0

Z
R
G2t�s(x; y)g

2(u(s; y))dsdy

� p
2

#

� C

�Z t

0

Z
R
G

2p�2
p�2
t�s (x; y)dsdy

� p�2
2
�Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y)E [jg(u(s; y))jp] dsdy

�
:

Puisque u 2 Sr;p;T , d�après le lemme et la condition (A1), on a :

E [j�2(t; x)jp] � Ct
p�4
4

Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y)e

rjyj'(s; e�rjyjE [ju(s; y)jp])dsdy

� C1e
rjxj
Z t

0

'(s; sup
y2R

e�rjyjE [ju(s; y)jp])ds;

où C1 est une constante positive dépendante de T et p:

De manière analogue, on a :

E [j�1(t; x)jp] � tp�1
Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y)E [jf(u(s; y))jp] dsdy

� tp�1
Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y)e

rjyj'(s; e�rjyjE [ju(s; y)jp])dsdy

� tp�1erjxj
Z t

0

'(s; sup
y2R

e�rjyjE [ju(s; y)jp])ds:

D�après le lemme de Hölder, on a :

E [j�0(t; x)jp] �
Z
R
Gt(x; y)E [ju0(y)jp] dy � erjxj sup

x2R
e�rjxjE [ju0(x)jp] :

En rassemblant les trois inégalités, on obtient :

E [j�(u)(t; x)jp] � 3p�1erjxj sup
x2R

e�rjxjE [ju0(x)jp]

+C2e
rjxj
Z t

0

'(s; sup
y2R

e�rjyjE [ju(s; y)jp])ds;

où C2 = 3p�1(C1 + T p�1).

Puisque u; u0 2 Sr;p;T et ' est intégrable et monotone, alors �(u) 2 Sr;p;T :
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Soient u1 et u2 2 Sr;p;T . En utilisant les mêmes techniques et les conditions (A3) et
(A4), on obtient :

E [j�(u1)(t; x)� �(u2)(t; x)jp] � 2p�1E [j�1(u1)(t; x)� �1(u2)(t; x)jp]
+2p�1E [j�2(u1)(t; x)� �2(u2)(t; x)jp] :

En utilisant les inégalités de Burkholder et Hölder ainsi que la condition (A3) et le lemme

3.2.2 on obtient :

E [j�2(u1)� �2(u2)jp] = E

�����Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y) (g(u1(s; y))� g(u2(s; y)))W (dsdy)

����p�
� C

Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y)e

rjyj	(s; e�rjyjE [ju1(s; y)� u2(s; y)jp])dsdy

� Cerjxj
Z t

0

	(s; sup
y2R

e�rjyjE [ju1(s; y)� u2(s; y)jp])ds:

De manière analogue, on a :

E [j�1(u1)� �1(u2)jp] = E

�����Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y) jf(u1(s; y))� f(u2(s; y))j dsdy

����p�
� Cerjxj

Z t

0

	(s; sup
y2R

e�rjyjE [ju1(s; y)� u2(s; y)jp])ds:

D�où :

E [j�(u1)(t; x)� �(u2)(t; x)jp] � Cerjxj
Z t

0

	(s; sup
y2R

e�rjyjE [ju1(s; y)� u2(s; y)jp])ds;

où C est une constante positive dépendante de p et T:

Par conséquent, on a :

k�(u1)� �(u2)kr;p;t � C

Z t

0

	(s; ku1 � u2kr;p;s)ds;8t 2 [0; T ] :

Grâce à la condition (A4) et la continuité de 	 ainsi que le théorème de la convergence

dominé, on conclut que � est continue dans Sr;p;T :
On dé�nit la suite des approximations successives fungn�0 ; par :8><>:

u0(t; x) =
R
RGt(x; y)u0(y)dy

un(t; x) = u0(t; x) +
R t
0

R
RGt�s(x; y)f(s; y; u

n�1(s; y))dsdy

+
R t
0

R
RGt�s(x; y)g(s; y; u

n�1(s; y))W (ds; dy):
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On montre par récurrence que un est uniformement bornée dans Sr;p;T . En utilisant les
arguments similaires à ceux utilisés précédemment, on a :

kunkr;p;t � 3p�1 sup
x2R

e�rjxjE [ju0(x)jp] + C2

Z t

0

'(s;


un�1



r;p;s
)ds; 8t 2 [0; T ] :

Soit �(t) une solution de l�équation di¤érentielle ordinaire décrite dans la condition (A2)

avec �0 > 3
p�1 sup

x2R
e�rjxjE [ju0(x)jp] et � = C2: Puisque '(t; x) est positive, alors ku0kr;p;t �

�(t), 8t 2 [0; T ] :
Supposons que pour n;on a kunkr;p;t � �(t), 8t 2 [0; T ] , alors :

�(t)�


un+1



r;p;t
> C2

Z t

0

'(s; �(s))ds� C2

Z t

0

'(s; kunkr;p;s)ds � 0;

ce qui implique que �(t) > kun+1kr;p;t, 8t 2 [0; T ] et par conséquent sup
n
kunkr;p;t � �(t),

8t 2 [0; T ] et donc un est uniformément bornée dans Sr;p;T :
Il reste à prouver que la suite fungn�0 est de Cauchy dans Sr;p;T :
Soit n;m deux nombres entiers. De manière analogue, on a :

E jun(t; x)� um(t; x)jp � 2p�1E

����Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y)

�
f(un�1(s; y)� f(um�1(s; y)

�
dsdy

����p
+2p�1E

����Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y)

�
g(un�1(s; y)� g(um�1(s; y)

�
W (dsdy)

����p
� Cerjxj

Z t

0

	(s; sup
y2R

e�rjyjE
���un�1(s; y)� um�1(s; y)

��p�)ds:
Donc :

kun � umkr;p;t � C

Z t

0

	(s;


un�1 � um�1




r;p;s
)ds; 8t 2 [0; T ] :

Puisque fungn�0 est uniformément bornée dans Sr;p;T alors sup
n;m

kun � umkr;p;T <1:

Grâce à la continuité de 	 en v et en appliquant le lemme de Fatou, on a :

lim
n;m!1

kun � umkr;p;t � C

Z t

0

	(s; lim
n;m!1



un�1 � um�1



r;p;s
)ds;8t 2 [0; T ] :

Comme t ! lim
n;m!1

kun � umkr;p;t est positive et monotone sur [0; T ], alors grâce à la
condition (A5), on a lim

n;m!1
kun � umkr;p;t = 0; 8 t 2 [0; T ] : Ceci signi�e que fungn�0

est une suite de Cauchy dans l�espace de Banach Sr;p;T : Par conséquent la suite fungn�0
converge dans Sr;p;T vers u: Il est clair que le processus aléatoire fu(t; x); t 2 [0; T ] ; x 2 Rg
satisfait l�équation (2.2) et donc par dé�nition u(t; x) est une solution de l�EDPS (2.1).
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Preuve. (Unicité)
On suppose que u1 et u2 sont deux solutions de L�EDPS (2.1). Par les mêmes tech-

niques utilisées dans la démonstration de l�existence, on montre que :

E [ju1(t; x)� u2(t; x)jp] � 2p�1E

����Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y) ((f(u1(s; y)� f(u2(s; y))) dsdy

����p
+2p�1E

����Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y) ((g(u1(s; y)� g(u2(s; y)))W (dsdy)

����p
� Cerjxj

Z t

0

	(s; sup
y2R

e�rjyjE [ju1(s; y)� u2(s; y)jp])ds:

Par conséquent, on déduit qu�il existe une constante positive C telle que :

ku1 � u2kr;p;t � C

Z t

0

	(s; ku1 � u2kr;p;s)ds;8t 2 [0; T ] ;

et grâce à la condition (A5), on obtient :

ku1 � u2kr;p;t � 0;8t 2 [0; T ] ;

ce qui implique que u1(t; x) = u2(t; x);8t 2 [0; T ] et 8x 2 R:

Remarque 3.2.3 On montre que la solution de l�équation (2.1) admet une modi�cation

continue à valeurs dans Cr:

Pour cela, on utilise les lemmes :

Lemme 3.2.4 [22]
1) Si 3

2
< q < 3; alors il existe une constante C telle que pour tout t � 0 :Z t

0

Z
R

���Gt�s(x; y)�Gt�s(x
0
; y)
���q dsdy � C

���x0 � x
���(3�q) ;8x; x0 2 R:

2) Si 1 < q < 3; alors il existe une constante C telle que pour tous 0 � t � t
0
:Z t

0

Z
R

��Gt�s(x; y)�Gt0�s(x; y)
��q dsdy � C

���t0 � t
��� (3�q)2

;8x 2 R;

et Z t
0

t

Z
R

��Gt0�s(x; y)��q dsdy � C
���t0 � t

��� (3�q)2
;8x 2 R:
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Lemme 3.2.5 (Kolmogorov)[22] On suppose que fu(t; x) : t > 0; x 2 Rg est un champ
aléatoire à valeurs réelles. S�il existe des constantes � > 0; � > 2 et cr > 0 telles que pour

tout sous-ensemble compact K;

E [ju(s; x)� u(t; y)j�] � cre
rjxj
�
js� tj� + jx� yj�

�
;

pour jt� sj � 1 et x; y 2 K; alors u(t; :) admet une version continue à valeurs dans Cr:

Remarque 3.2.6 Le théorème d�existence et d�unicité reste valable pour p = 2 si on

remplace les conditions A1-A5 par les conditions B1-B3 suivantes :

B1) Il existe une constante K > 0 telle que :

jf(t; x; v)j+ jg(t; x; v)j � K (1 + jvj) , 8v 2 R:

B2) Il existe une fonction strictement positive �(t) croissante et continue dé�nie sur

[0; T ] et une fonction croisssante �(v) dé�nie sur R+ telles que :���f(t; x; v)� f(t; x; v
0
)
���2 + ���g(t; x; v)� g(t; x; v

0
)
���2 � �(t)�(

���v � v
0
���2):

B3) � est une fonction concave telle que �(0) = 0 et �(v) > 0 , 8v > 0 telle que :Z
0+
(� � �)�1(v)dv =1:

3.3 Cas de l�équation de la chaleur stochastique diri-

gée par un bruit blanc non homogène.

Nous considérons l�équation de la chaleur stochastique dans le cas d�une variable

spatiale unidimensionnelle avec un drift singulier dirigé par un bruit blanc en espace et en

temps non homogène. La mesure de la variation quadratique de ce bruit blanc n�est pas

obligatoirement la mesure de Lebesgue et n�est pas absolument continue ni dans l�espace

ni dans le temps. Sous quelques conditions, nous donnons des résultats sur l�existence et

l�unicité des solutions continues.

On considère l�équation aux dérivées partielles stochastique suivante :(
@
@t
u(t; x) = 1

2
�u(t; x) + f(t; x; u(t; x))�(dtdx)

dtdx
+ g(t; x; u(t; x)) @2

@t@x
W'(t; x)

u(0; x) = �(x); t > 0; x 2 R
(3.1)

à qui une signi�cation précise sera donnée dans les dé�nitions suivantes.
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� = @2

@x2
; f; g : [0;+1[ � R� R �! R et � : R �! R sont des fonctions continues,

�(dtdx) et '(dtdx) sont des mesures de radon positives sur [0;+1[ � R; �(dtdx)
dtdx

est la

densité de Lebesgue de �(dtdx) qui n�existe qu�au sens généralisé (comme distribution),

W' : [0;+1[ � R�
 ! R; est un mouvement brownien dépendant de deux paramètres
(drap brownien) non homogène basé sur '(dtdx) et caractérisé par la relation :

W'(
i
t; t

0
i
�
i
x; x

0
i
) =W'(t

0
; x

0
)�W'(t

0
; x)�W'(t; x

0
) +W'(t; x);

où W' est un bruit blanc �mesure�basé sur '(dtdx):

Walsh [21] construit W' comme un processus gaussien sur l�algèbre A;
où A =

S
n�1 B([0; n] � [�n; n])� B([0;+1[ � R): Si '(dtdx) = �(dtdx) = dtdx;

alors �(dtdx)
dtdx

= 1 et W' est juste le mouvement brownien dépendant de deux paramètres

homogène W sur [0;+1[� R: Dans ce cas, l�équation (3.1) devient :(
@
@t
u(t; x) = 1

2
�u(t; x) + f(t; x; u(t; x)) + g(t; x; u(t; x)) @2

@t@x
W (t; x)

u(0; x) = �(x); t > 0; x 2 R+
:

Cette équation à été étudiée par plusieurs auteurs[2],[21],[14],[22] qui se sont inté-
ressés à l�existence et l�unicité des solutions.

Dans cette section, on s�intéresse à l�existence et l�unicité des solutions continues de

l�EDPS (3.1) avec les coe¢ cients f et g satisfaisant les conditions de Lipschitz et de

restriction sur la croissance, les mesures '(dtdx) et �(dtdx) satisfont certaines conditions.

Soit E un espace métrique. Notons parM(E) l�espace des mesures de Radon positives

sur E: On pose :

Muni(R) =
�
� 2M(R)= sup

x2R
�(B(x; 1)) <1

�
:

Dé�nition 3.3.1 [23] On dit que la mesure �(dtdx) 2 M([0;+1[ � R) satisfait la
condition (A) respectivement (B) si �(dtdx) = �1(t; dx)�2(dt); où �1 est le noyau de

[0;+1[ dans R avec �1(t; dx) 2 Muni(R); 8t � 0 et �2(dt) 2 M([0;+1[) tel que
9�1; �2 2 [0; 1] ; 8T > 0; 9CT > 0 :

(a) supt�T supx2R �1(t; B(x; r)) � CT r
�1 8 r 2 ]0; 1] :

(b) supt�T �2([0;+1[ \B(t; r)) � CT r
�2 8 r 2 ]0; 1] :

(c) �1=2 + �2 > 1 (respectivement �1=2 + �2 > 1=2)

Soit C(R) l�espace des fonctions continues sur R:
Soit l�ensemble Ctem(R) =

n
	 2 C(R)= j	j(��) <1;8� > 0

o
;

où j	j(��) =


e��j:j	(:)

1 et k:k1 est la norme usuelle. Nous équipons Ctem(R) avec

des métriques
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dtem(�;	) =
P

k�1 2
�k(j��	j(� 1

k
) ^1) et h�;	i =

R
R�(x)	(x)dx:

L�équation (3.1) est formelle. D�une part la densité de Lebesgue de �(dtdx) n�existe

pas au sens usuel et d�autre part W' n�est pas di¤érentiable. Pour cela, on interprète

l�EDPS (3.1) comme une équation intégrale stochastique.

Dé�nition 3.3.2 [23] Un processus aléatoire continu fu(t; :) ; t > 0 g à valeurs dans
Ctem(R) est une solution forte de l�EDPS (3.1) avec l�état initiale � 2 Ctem(R), si donné
le bruit blanc (W';
;F ; (Ft)t>0; P ); il est Ft�adapté et satisfait :

hu(t; :);	i = h�;	i+
Z
R
hu(s; :); 1

2
�	ids (3.2)

+

Z t

0

Z
R
f(s; x; u(s; x))	(x)�(dsdx)

+

Z t

0

Z
R
g(s; x; u(s; x))	(x)W'(dsdx)

pour tous t > 0 et 	 2 C1c (R):

Dé�nition 3.3.3 [23] Un processus aléatoire continu fu(t; :) ; t > 0 g à valeurs dans
Ctem(R) est une solution mild de l�EDPS (3.1) avec l�état initial � 2 Ctem(R), si donné
le bruit blanc (W';
;F ; (Ft)t>0; P ); il est Ft�adapté et satisfait l�équation intégrale sto-
chastique suivante :

u(t; x) =

Z
R
Gt(x; y)�(y)dy +

Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y)f(s; y; u(s; y))�(dsdy) (3.3)

+

Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y)g(s; y; u(s; y))W

'(dsdy)

où Gt(x; y) = (2�t)�1=2 exp(�(x� y)2=2t) est la solution fondamentale de l�équation de la
chaleur homogène associé à (3.1).

Maintenant, on peut énoncer le théorème principal :

Théorème 3.3.4 Supposons que les coe¢ cients f et g sont continues et que pour chaque
T > 0; il existe des constantes CT ; LT > 0 telles que pour tous t � T et x; u; u0 2 R :

jf(t; x; u)j+ jg(t; x; u)j � CT (1 + juj) (1)

jf(t; x; u)� f(t; x; u0)j+ jg(t; x; u)� g(t; x; u0)j � LT ju� u0j (2)

Soit � 2 Ctem(R); '(dtdx) satisfait la condition (A) avec �1; �2 et �(dtdx) satisfait la
condition (B) avec �1; �2. Alors l�EDPS (3.1) avec l�état initial � admet une unique solu-
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tion forte. De plus la solution est localement 
�höldérienne pour tous 
 2 ]0; (�=2) ^ �[ ;
où � = �1=2 + �2 � 1 ; � = �1=2 + �2 � 1=2:

Avant de démontrer le théorème, on commence par présenter quelques resultats qui

sont des outils principaux.

Proposition 3.3.5 Supposons que la condition (1) du théorème est véri�ée et
supt�T supx2R �(B(t; 1) � B(x; 1)) < 1; pour tous T > 0 et � 2 f'; �g : Alors toute

solution forte de l�EDPS (3.1) avec l�état initial � dans le sens de la dé�nition 3.3.2 est

une solution mild avec l�état initial � dans le sens de la dé�nition 3.3.3 et vice versa.

Preuve. [20]

Lemme 3.3.6 (Kolmogorov) Soit X = fX(t; x) : t > 0 , x 2 Rg un processus aléa-
toire à valeurs réelles tel que X(t; 0) 2 Ctem(R). On suppose que q; " > 0 sont des

constantes telles que pour tous �; T > 0; il existe une constante C�;T > 0 satisfaisant :

E
�
jX(t; x)�X(t0; x0)jq

�
� C�;T

�
jt� t0j2+" + jx� x0j2+"

�
e�jxj;

pour tous t; t0 � T et x; x0 2 R où jx� x0j � 1:
Alors X admet une modi�cation continue

s
X tel que

n s
X(t; :) : t > 0

o
soit à valeurs

dans Ctem(R): De plus,
s
X est localement 
� höldérienne pour 
 2 ]0; "=q[ :

Lemme 3.3.7 Soit �1(dx) 2 Muni(R); �1 2 ]0; 1] ; 
 > 0 et soient les a¢ rmations

suivantes :

(a) 9C > 0 : supx2R �1(B(x; r)) � Cr�1 ; r 2 ]0; 1] ;
(b) 9C > 0 : supx2R

R
R e

�(x�y)2=r�1(y) � Cr�1=2 ; r 2 ]0; 1] ;
(c) 9C� > 0 : supx2R e��jxj

R
R e

�(x�y)2=re�jyj�1(y) � C�r
�1=2 ; r 2 ]0; 1] ;

(d) 9C� > 0 : supx;x02R e��jx�x
0j��jxj R

R e
�(x0�y)2=re�jyj�1(y) � C�r

�1=2 ; r 2 ]0; 1] :
Alors (a),(b))(c),(d), pour tout � > 0:

Preuve. [24]

Lemme 3.3.8 Soit �2(dt) 2 M([0;+1[): S�il existe �2 2 ]0; 1] tel que :
8T > 0 9CT : supt�T �2([0;+1[ \B(t; r)) � CT r

�2 ;8 r 2 ]0; 1],
alors pour tous T > 0; il existe une constante CT > 0 telle que pour tout 0 � t � T;

on ait :

(a)
R t
s
(t� r)�
�2(dr) � CT (t� s)�2�
;8
 2 [0; �2] ; 0 � s � t;

(b)
R v
s
(t� r)�
�2(dr) � CT (t� v)�2�
;8
 2 ]�2;1[ ; 0 � s � v < t;
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(c)
R t
0
r�(t� r)�
�2(dr) � CT (t� s)���2�
(�� + (1� �)

�2�
 );8
 2 [0; �2] ; � > 0;
� 2 [0; 1] ;

(d)
R T
0
e�
r�2(dr) � CT


��2 ;8
 > 0:

Preuve. [23]

Lemme 3.3.9 Supposons que '(dtdx) satisfait la condition (A) avec �1; �2 et �(dtdx)
satisfait la condition (B) avec �1; �2: Alors pour tous � � 0 et T > 0; il existe une

constante C�;T > 0 telle que pour tous 0 � t � t0 � T et x; x0 2 R;Z t

0

Z
R
(Gt�s(x; y)�Gt0�s(x

0; y))
2
e�jyj'(dsdy) (4)

� C�;T

�
jt� t0j� + jx� x0j2�

�
e�jxje�jx�x

0j;

Z t

0

Z
R
(Gt�s(x; y)�Gt0�s(x

0; y)) e�jyj�(dsdy) (5)

� C�;T

�
jt� t0j� + jx� x0j2�

�
e�jxje�jx�x

0j;

où � = �1=2 + �2 � 1 ; � = �1=2 + �2 � 1=2:

Preuve. [24]

Lemme 3.3.10 Soient k � 1 et �i2(dt) 2 M([0;+1[); (1 � i � k): On suppose qu�il

existe �i2 2 ]0; 1] ; (1 � i � k) tel que 8T > 0 9
s
CT > 0 :

supt�T �
i
2([0;+1[ \B(t; r)) �

s
CT r

�i2 ;8 r 2 ]0; 1] ; (1 � i � k):

Soit gn : [0;+1[ ! [0;+1[ une suite de fonctions mesurables (n � 1) et g1 est

bornée. S�il existe des constantes 
i 2 [0; �i2[ ; (1 � i � k) et C0 � 0 telles que pour tout
T > 0; il existe une constante CT > 0 avec :

gn+1(t) � CT (C0 +

kX
i=1

sup
s�t

sZ
0

1

(s� r)
i
gn(r)�

i
2(dr);8t � T; n � 1; (6)

alors pour tout T > 0; il existe une constante qT 2 ]0; 1[ et une constante
s
CT > 0

(dépendante de T;CT ;
s
CT ; �i; 
i; kg1k1 et indépendante de C0) telles que

sup
t�T

gn(t) �
s
CT (C0 + qnT );8n � 1:
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Dans le cas particulier où gn = g;8n � 1; l�inégalité (6) implique :

sup
t�T

g(t) �
s
CTC0;8T > 0:

Preuve. [23]
Preuve.
Soit P l�espace des fonctions prédictibles u : [0;+1[�R�
! R; avec kuk�;T;m <1;

pour tous �; T > 0 et m � 1; où :

kuk�;T;m =
�
sup
0�t�T

sup
x2R

e��jxjE
�
ju(t; x)j2m

��1=2m
;

muni de la métrique dP(f; f 0) =
P1

k;l;m=1 2
�(k+l+m)(1 ^ kf � f 0k 1

k
;l;m) pour laquelle P est

complet.

On dé�nit la fonctionnelle suivante :

�(u)(t; x) =

Z
R
Gt(x; y)�(y)dy +

Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y)f(s; y; u(s; y))�(dsdy)

+

Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y)g(s; y; u(s; y))W

'(dsdy)

= �0(t; x) + �1(u)(t; x) + �2(u)(t; x):

Pour u 2 P ; l�intégrale stochastique par rapport à W' est bien dé�nie.

En e¤et, en utilisant la condition (1) et le lemme 3.3.7((a))(c)) et le lemme 3.3.8
(a), on obtient :

E

"����Z t

0

Z
R
Gt�s(x; y)g(s; y; u(s; y))W

'(dsdy)

����2
#

� E

�Z t

0

Z
R
G2t�s(x; y)g

2(s; y; u(s; y))hW'i(dsdy)
�
'1(s; dy)'2(ds)

� C

Z t

0

Z
R
G2t�s(x; y)e

�jyje��jyjE
�
(1 + ju(s; y)j2

�
'(dsdy)

� C

Z t

0

Z
R

1

2�(t� s)
e�(x�y)

2=(t�s)e�jyj
�
1 + sup

0�s�t
sup
y2R

e��jyjE
�
ju(s; y)j2

��
'1(s; dy)'2(ds)

� C 0
�
1 + kuk21;t;1

�Z t

0

1

t� s

�Z
R
e�(x�y)

2=(t�s)e�jyj'1(s; dy)

�
'2(ds)

� C 0t

Z t

0

1

t� s
e�jxj(t� s)�1=2'2(ds) � Ctt

�1=2��2�1e�jxj <1;8t � 0:

Etape 1 : On démontre que �(u) est continue à valeurs dans Ctem(R) quand u 2 P .
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En utllisant les inégalités de Burkholder et de Hölder pour (m�1
m
+ 1

m
= 1); (1) et (4),

on obtient : pour tous � > 0; 0 � t � t0 � T et x; x0 2 R :

E
h
j�2(u)(t; x)� �2(u)(t0; x0)j2m

i
� CE

"�����
Z t0

0

Z
R
(Gt�s(x; y)�Gt0�s(x

0; y))2g(s; y; u(s; y))2'(dsdy)

�����
m#

� C 0

 Z t0

0

Z
R
(Gt�s(x; y)�Gt0�s(x

0; y))2'(dsdy)

!m�1

�
 Z t0

0

Z
R
(Gt�s(x; y)�Gt0�s(x

0; y))2E
��
1 + ju(s; y)j2m

��
'(dsdy)

!
� CT

�
jt� t0j� + jx� x0j2�

�m�1
�
 Z t0

0

Z
R
(Gt�s(x; y)�Gt0�s(x

0; y))2e�jyje��jyj
�
1 + E

�
ju(s; y)j2m

��
'(dsdy)

!
� CT

�
jt� t0j� + jx� x0j2�

�m�1
�
 Z t0

0

Z
R
(Gt�s(x; y)�Gt0�s(x

0; y))2e�jyj
�
1 + kuk2m�;s;m

�
'(dsdy)

!
� C�;T

�
jt� t0j� + jx� x0j2�

�m
e�jxje�jx�x

0j:

Par le lemme de Kolmogorov, �2(u) admet une modi�cation continue à valeurs dans

Ctem(R):
De manière analogue, en utllisant les inégalités de Hölder pour (2m�1

2m
+ 1

2m
= 1); (1)

et (5), on obtient : pour tous � > 0; 0 � t � t0 � T et x; x0 2 R :

E
h
j�1(u)(t; x)� �1(u)(t0; x0)j2m

i
� C�;T

�
jt� t0j� + jx� x0j2�

�2m
e�jxje�jx�x

0j:

Par conséquent, �1(u) admet une modi�cation continue à valeurs dans Ctem(R):
De plus, on a :

j�0(t; x)j �
Z
R
Gt(x; y) j�(y)j dy �

Z
R
Gt(x; y)e

�jyj sup
y2R

e��jyj j�(y)j dy � e�jxj j�j(��)

) sup
0�t�T

sup
x2R

e��jxj j�0(t; x)j � j�j(��) <1:

Ainsi, �0(t; x) est continue à valeurs dans Ctem(R):
En rassemblant les inégalités ci-dessus, on voit que �(u) admet une modi�cation
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continue à valeurs dans Ctem(R): Par conséquent et grâce aux estimations ci-dessus, �(u)
est localement 
�höldérienne sur [0;+1[� R pour tout 
 2 ]0; (�=2) ^ �[ ;

où � = �1=2 + �2 � 1 ; � = �1=2 + �2 � 1=2:
Etape 2 : On dé�nit l�itération de Picard :8>>><>>>:

u0(t; x) =
R
RGt(x; y)�(y)dy

un+1(t; x) = �(un)(t; x) = u0(t; x) +
R t
0

R
RGt�s(x; y)f(s; y; un(s; y))�(dsdy)

+
R t
0

R
RGt�s(x; y)g(s; y; un(s; y))W

'(dsdy)

= �0(t; x) + �1(un)(t; x) + �2(un)(t; x):

On démontre que un 2 P, pour tout n � 0 et en particulier :

sup
n�1

kuk�;T;m � C�;T;m <1;8�; T > 0;m � 1

quand � 2 Ctem(R):
Pour cela, il su¢ t de démontrer que pour tous �; T > 0 et m � 1; on a �(u) 2 P

quand u 2 P :
Soit u 2 P. En utilisant les inégalités de Burkholder et de Hölder pour (m�1

m
+ 1
m
= 1);

(1), le lemme 3.3.7 ((a),(b))(c)) et le lemme 3.3.8 (a), on obtient :

k�2(u)k2m�;T;m = sup
0�t�T

sup
x2R

e��jxjE
�
j�2(u)(t; x)j2m

�
� sup

0�t�T
sup
x2R

e��jxjE

"����Z t

0

Z
R
G2t�s(x; y)g

2(s; y; un(s; y))'(dsdy)

����2m
#

� sup
0�t�T

sup
x2R

e��jxj
�Z t

0

Z
R
G2t�s(x; y)'1(s; dy)'2(ds)

�m�1
�
�Z t

0

Z
R
G2t�s(x; y)e

�jyje��jyjE
��
1 + ju(s; y)j2m

��
'1(s; dy)'2(ds)

�
� CT;m

�
1 + sup

0�t�T
sup
x2R

Z t

0

e��jxj
�Z

R
G2t�s(x; y)e

�jyj'1(s; dy)

�
kuk2m�;s;m '2(ds)

�
� C�;T;m

�
1 + sup

0�t�T

Z t

0

1

(t� s)1��1=2
kuk2m�;s;m '2(ds)

�
:

De manière analogue, en utilisant l�inégalité de Hölder pour (2m�1
2m

+ 1
2m

= 1); (1), le

lemme 3.3.8 (a), on obtient :
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k�1(u)k2m�;T;m = sup
0�t�T

sup
x2R

e��jxjE
�
j�1(u)(t; x)j2m

�
� C�;T;m

�
1 + sup

0�t�T

Z t

0

1

(t� s)1��1=2
kuk2m�;s;m �2(ds)

�
:

D�autre part, on a :

E
�
j�0(t; x)j2m

�
= E

"����Z
R
Gt(x; y)�(y)dy

����2m
#
�
Z
R
Gt(x; y)e

�jyje��jyjE
�
j�(y)j2m

�
dy

� e�jxj sup
y2R

e��jyjE
�
j�(y)j2m

�
, k�0(t; x)k2m�;T;m � k�k

2m
�;m <1:

Alors d�après ce qui précède, on a : pour tous �; T > 0 et m � 1 :

k�(u)k2m�;T;m � C�;T;m

�
1 + sup

0�t�T

Z t

0

1

(t� s)1��1=2
kuk2m�;s;m �2(ds)

+ sup
0�t�T

Z t

0

1

(t� s)1��1=2
kuk2m�;s;m '2(ds)

�
:

Ce qui implique que �(u) 2 P : En particulier un 2 P pour tout n � 0:
D�un autre côté, on a :

kun+1k2m�;T;m � C�;T;m

�
1 + sup

0�t�T

Z t

0

1

(t� s)1��1=2
kunk2m�;s;m �2(ds)

sup
0�t�T

Z t

0

1

(t� s)1��1=2
kunk2m�;s;m '2(ds)

�
:

Alors d�après le lemme 3.3.10, on a : pour tous �; T > 0 et m � 1; il existe une constante
C�;T;m telle que :

sup
n�1

kuk�;T;m � C�;T;m <1:

Etape 3 : On démontre que limn!1 kun+1 � unk�;T;m = 0; pour tous �; T > 0 et m � 1:
De manière analogue à celle utilisée dans l�étape 2, mais en utilisant la condition de

Lipschitz (2) au lieu de la condition de restriction sur la croissance (1), on obtient :

k�1(un)� �1(un�1)k2m�;T;m � C�;T;m sup
0�t�T

Z t

0

1

(t� s)1��1=2
kun � un�1k2m�;s;m �2(ds);
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et

k�2(un)� �2(un�1)k2m�;T;m � C�;T;m sup
0�t�T

Z t

0

1

(t� s)1��1=2
kun � un�1k2m�;s;m '2(ds):

En rassemblant les inégalités et puisque un+1 = �(un); alors pour tous �; T > 0 et m � 1;
il existe une constante C�;T;m > 0 indépendante de n telle que :

kun+1 � unk2m�;T;m � C�;T;m

�
sup
0�t�T

Z t

0

1

(t� s)1��1=2
kun � un�1k2m�;s;m �2(ds)

+ sup
0�t�T

Z t

0

1

(t� s)1��1=2
kun � un�1k2m�;s;m '2(ds)

�
:

Grâce au lemme 3.3.10, on a : limn!1 kun+1 � unk�;T;m = 0; pour tous �; T > 0 et m � 1:
Ceci implique que fungn�0 est de Cauchy dans l�espace complet (P ; dP): Par consé-

quent fungn�0 est convergente dans P vers une limite u: D�après l�étape 1, �(u) admet

une modi�cation continue à valeurs dans Ctem(R); alors u(t; x) = �(u)(t; x) pour tout

(t; x); P�presque sûrement. Par conséquent, u satisfait l�équation (3.3). Par dé�nition et
grâce à la proposition 3.3.4, u est une solution forte continue à valeurs dans Ctem(R) de
l�EDPS (3.1): De plus u est localement 
�höldérienne pour tous 
 2 ]0; (�=2) ^ �[ ; où
� = �1=2 + �2 � 1 ; � = �1=2 + �2 � 1=2:

Etape 4 : Il reste à démontrer l�unicité de la solution.
Soient u et u0 deux solutions de l�EDPS (3.1). De manière analogue à celle utilisée

dans l�étape 3 et puisque u = �(u); on obtient :

ku� u0k2�;T;1 = k�(u)� �(u0)k2�;T;1 � C�;T;1

�
sup
0�t�T

Z t

0

1

(t� s)1��1=2
ku� u0k2�;s;1 �2(ds)

+ sup
0�t�T

Z t

0

1

(t� s)1��1=2
ku� u0k2�;s;1 '2(ds)

�
;

pour tous �; T > 0:

Grâce au lemme 3.3.10, on a : ku� u0k�;T;1 = 0; pour tous �; T > 0: Ce qui implique

u(t; x) = u0(t; x) pour tous �; T > 0; P�presque sûrement.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié les solutions des équations aux dérivées partielles

stochastiques et plus particulièrement le cas de l�équation de la chaleur stochastique. Nous

avons accordé une attention particulière à l�intégrale stochastique relative à une mesure

martingale car c�est elle qui permet de donner un sens rigoureux à la notion de solution.

Nous avons présenté ensuite quelques théorèmes d�existence et d�unicité des solutions

pour l�équation de la chaleur stochastique dans di¤érents cas : cas lipschitzien, cas non

lipschitzien et le cas où l�équation est dirigée par un bruit blanc non homogène basé sur

une mesure non absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.

Nous avons utilisé une documentation classique et des articles récents et complété et

détaillé de nombreuses démonstrations.

Le thème des équations aux dérivées partielles stochastiques o¤re de nombreuses pers-

pectives de recherche et ce dans di¤érentes directions correspondant aux di¤érents choix

du type des équations (hyperbolique par exemple) et de la nature du bruit (poissonien

ou fractionnaire par exemple). L�étude des EDPS nécessite de développer une intégrale

stochastique convenable qui peut être un thème de recherche intéressant dans le cas de

certains bruits. une autre direction de recherche consiste à étudier les EDPS fraction-

naires.[1],[8],[9]
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Résumé. 

Dans ce travail, nous étudions les solutions des équations aux dérivées partielles    
stochastiques et plus particulièrement le cas de l’équation de la chaleur stochastique. 
Nous accordons une attention particulière à l’intégrale stochastique relative à une 
mesure martingale qui est nécessaire pour donner un sens rigoureux à la notion de 
solution. Nous présentons ensuite quelques théorèmes d’existence et d’unicité des 
solutions pour l’équation de la chaleur stochastique dans différents cas. 

Mots clés :  

bruit blanc spatio-temporel, drap brownien, mesure martingale, intégrale              
stochastique, équations aux dérivées partielles stochastiques, équation de la chaleur 
stochastique. 

Abstract. 

In this work, we study the solutions of  stochastic partial differential equations and 
more particularly  the case of the stochastic heat equation. We give a particular      
attention to the stochastic integral relative to a martingale measure because it is   
necessary to give a rigorous sense to the concept of solution. Then, we presente 
some theorems of existence and uniqueness of the solutions of the stochastic heat 
equation  in different cases. 

Key words: 

space-time white noise, brownian sheet, martingale measure, stochastic integral,  
stochastic  partial differential equations, stochastic heat equation. 
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