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Introduction générale

La théorie des équations aux dérivées partielles stochastiques (EDPS) connait ac-
tuellement un développement important, faisant intervenir des concepts et des résultats
nouveaux aussi bien en théorie des probabilités qu’en analyse.

Les EDPS servent a modéliser de nombreux phénoménes dans des domaines variés
tels que les phénomeénes de propagation d’ondes en milieux aléatoires, la dispersion en
milieux poreux, la turbulence, les études de populations en biologie, les modéles de taux
en finance etc....

En schématisant, on peut dire qu'une EDPS est constituée de deux termes : une
équation aux dérivées partielles (terme déterministe) et un bruit aléatoire.

Dans de nombreuses modélisations, le bruit est introduit afin de rendre compte du
fait que I'on ne peut pas décrire parfaitement le systéme a partir des grandeurs dont on
dispose. Ceci est le cas par exemple en économie, ol certaines grandeurs sont inobser-
vables. Les systémes évoluant de fagon déterministe au cours du temps et pour un temps
”continu” sont souvent décrits par une EDO ou une EDP si ’évolution temporelle est liée
a des fluctuations spatiales. On peut alors rendre compte de l'incertitude sur 1’état du
systéme, par exemple I’évolution d’une particule en présence de fluctuation de la tempé-
rature ou la valeur d’un produit financier, par un terme de bruit dans ’équation. Nous
sommes alors en présence d’équations différentielles stochastiques (EDS) ou aux dérivées
partielles stochastiques (EDPS). Prenons le cas des équations aux dérivées partielles du
type d’évolution. Ces équations sont souvent valables pour une certaine plage de valeurs
des paramétres. Elles décrivent 1’évolution dans des milieux idéalisés et ne tiennent pas
compte, par exemple, des impuretés et des fluctuations des propriétés du milieu notam-
ment en fonction des fluctuations de la température. Elles correspondent aussi a des
approximations de modeéles plus complexes et négligent des termes d’ordre supérieur. Le
terme aléatoire peut alors rendre compte des termes que ’on a négligés et ou des fluctua-
tions du milieu. De ce point de vue, il est intéressant d’évaluer la robustesse des résultats
qualitatifs obtenus pour ces modeéles idéalisés en présence d’une petite perturbation.

L’étude des équations aux dérivées partielles stochastiques (EDPS) paraboliques in-

tervient dans des problémes aussi variés que la théorie du filtrage, I’étude de 1’évolution



du potentiel électrique d’un réseau de neurones ou la description de modeéle de pollution
atmosphérique. La plupart des travaux effectués dans ce domaine concernent des EDPS
dirigées par un bruit blanc. Ainsi, dans son cours a 1’école de probabilités de St-Flour en
1984 [21], Walsh présente une étude détaillée de 1’équation :

WPV _y 4 f(V, W t>0,0<z<L

V(z,0) = Vo(x)

ot W est un bruit blanc basé sur [0, +-00[ x [0, L] . Cette équation intervient en neurophy-
siologie, lors de I’étude de 1’évolution d’un potentiel électrique neuronique. La resolution
est basée sur la recherche d’une solution par la méthode itérative de Picard.

Plus généralement, il est possible d’étudier des EDPS dirigé par une semi-martingale
quelconque. Une des possibilités de résolution consiste a rechercher une solution X; comme
une fonction du temps & valeurs dans un espace des fonctions. Une EDPS se rameéne alors
a une équation différentielle stochastique a valeurs dans un espace vectoriel de dimension
infinie, généralement un espace de Hilbert ou de Banach, [7],[15],[19],[5],[13].

Les EDPS paraboliques peuvent étre dirigées par différents types de bruits : bruit
blanc en espace et en temps, bruit coloré (c.a.d bruit blanc en temps avec une certaine
corrélation en espace) [18],[6], bruit poissonnien [3]et bruit fractionnaire [11].

Dans ce travail, nous étudions le cas de I’équation de la chaleur stochastique qui est
une équation aux dérivées partielles stochastique parabolique dirigé par un bruit blanc en
espace et en temps. Nous considérons le cas d’une variable spatiale & une seule dimension.

Comme dans le cas du bruit blanc unidimensionnel, le bruit blanc dépendant de deux
(ou plusieurs parameétres) n’existe pas au sens usuel. C’est un processus aléatoire gaussien
centré de fonction de corrélation (ou covariance) de la forme 6(t — s)d(y — x), ou J(.)
désigne la fonction de Dirac et en particulier ses valeurs en deux points différents sont
non corrélées (et donc indépendantes puisque le processus est gaussien).

Les équations aux dérivées partielles stochastiques paroboliques qui nous intéressent

sont de la forme :

{ %u(t,x) = k%u(t, x) + f(t,z,u(t,z)) + g(t, z, u(t,x))a‘?;:CW(t,x) 0.1)

u(0,x) = ug(x)

sur [0, +oo[ x R, ou W (t,z) est un drap brownien. On considére aussi les cas ou les
variables temporelle et spatiale sont dans un intervalle borné en ajoutant des conditions

aux limites.



L’équation (0.1) est formelle car W n’est pas différentiable. Il y a deux maniéres
de donner une signification rigoureuse a ’équation (0.1). La premiére consiste a écrire
I’équation sous la forme faible et la seconde & ’écrire sous la forme intégrale en utilisant
le noyau de la chaleur Gy(z,y).

Dans ce travail, on montre que les deux formulations sont équivalentes.
En 1984, J.B. Walsh a défini une intégrale stochastique de la forme / / f(t, x)M (dtdz)

pour une large classe des fonctions f prédictibles (par rapport & une mesure martingale)
et le méme auteur avec R. Cairoli [4] ont définit une intégrale stochastique pour des
processes a deux parameétres (dans le plan).

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a l’existence et 1'unicité de la solution de
I’équation de la chaleur stochastique sous différentes conditions sur les coefficients f et g

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions liées & la théorie des équations
aux dérivées partielles stochastiques telle que le bruit blanc, le drap brownien et la mesure
martingale.

Au second chapitre, on définit I'intégrale stochastique et on montre 1’équivalence entre
les deux formulations.

Le troisiéme chapitre est consacré a présenter quelques théorémes concernant 1’exis-
tence et 1'unicité de la solution pour ’équation de la chaleur stochastique dans les cas
lipschitzien et non lipschitzien ainsi que dans le cas ou I’équation est dirigée par un bruit
blanc basé sur une mesure quelconque, le cas classique correspondant a la mesure de

Lebesgue.



Chapitre 1
Généralités

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions essentielles du calcul stochastique
sans entrer dans les détails. La théorie des probabilités s’intéresse aux expériences dont
les résultats dépendent du hasard. Si ces résultats sont des scalaires ou des vecteurs, on
a des variables aléatoires réelles ou vectorielles, par contre si les résultats de ’expérience

sont des fonctions, alors on parle de fonction ou de processus aléatoire.

1.2 Processus aléatoire

En général, on définit une fonction aléatoire de la maniére suivante :

Soit (2, F, P) un espace probabilisé, (E,5) un espace mesurable et Z un ensemble
quelconque. On appelle fonction aléatoire, une fonction qui associe a& chaque a de 7
(ensemble d’indices) une variable aléatoire sur (2, F, P) et a valeurs dans F.

Nous nous intéressons plus particuliérement au cas ou Z = [0, 7] est un intervalle de
R (ou R* ou méme R en entier) et £ = R? muni de sa tribu borélienne. Dans ce cas,
la fonction aléatoire est appelée processus aléatoire et ¢ € [0, 7] est interprété comme le

temps. Si Z C R™, on a la notion de champ aléatoire.

Définition 1.2.1 [10]/On appelle tribu des évenements prédictibles, la sous tribu Pr de
B([0,T]) ®F engendrée par les ensembles

—Js,t] x FFOSs<t<T et FeF.

- {0} x I, F € Fy.

ot (Fy)eo est une filtration c.a.d une famille croissante de sous tribus de F et Fy

contient les sous-ensembles A € F tels que P(A) = 0 (Fy est appelée tribu initiale).



Un processus est dit prédictible s’il est mesurable relativement a Pr. On note L% ([0,T] x Q)

le sous espace de L? ([0,T] x Q) formé des processus prédictibles de carré intégrable.
Un processus X (s, x,w) dépendant de la variable d’espace x sera alors dit prédictible

s’il est mesurable relativement & la tribu P = Pr @ Bg.

1.3 Bruit blanc

Soit (F, Bg, 1) un espace mesuré,on /i est o-finie. Un bruit blanc basé sur p est une
fonction aléatoire W sur les ensembles A € By de pu—mesure finie telle que :

i) W(A) est une variable aléatoire N (0, u(A)).

ii) si ANB = () alors W(A) et W(B) sont indépendants et W(AUB) = W (A)+W (B).

p.S.

La condition (ii) signifie que la fonction W est une fonction additive d’ensembles. Dans
la plupart des cas, E est un espace euclidien et p est la mesure de Lebesgue. Pour voir
qu'un tel processus existe, on peut le considérer comme un processus aléatoire gaussien
index¢ par les ensembles de Bg de p-mesure finie {W(A), A € Bg, u(A) < oo}, d’apres
(i) et (ii) , ceci signifie que c’est un processus aléatoire gaussien centré de fonction de

covariance C' donnée par
C(A,B) = E(W(A)W(B)) = n(AN B).

Grace a un théoréme général sur les processus aléatoires gaussiens, si C' est semi-définie
positive, alors il existe un processus aléatoire gaussien {W(A), A € Bg} de moyenne zéro
et de fonction de covariance C.

Il y a d’autres maniéres de définir le bruit blanc. Dans le cas ou £ = R et pu est la
mesure de Lebesgue, il est souvent décrit comme la dérivée du mouvement brownien. Une
telle description est possible en dimension supérieure en utilisant le drap brownien au lieu

du mouvement brownien.

1.4 Drap brownien

Le drap brownien joue pour R’} le role que joue le mouvement brownien pour R,.
Dans le cas E = R = {(t1,.....,t,),t; > 0,4 = 1...n} et p est la mesure de Lebesgue,
sit=(ti,....,tn) € R} , posons |0,t] =]0,t1] x ]0,t5] x ... x |0, %,].

Définition 1.4.1 [21]On appelle drap brownien sur R’} tout processus aléatoire {Wt, te Ri}

défini par Wy, = W(]0,t]), oo W est un bruit blanc. C’est un processus aléatoire gaussien



centré, sa fonction de covariance est donnée par : si s = (s1,.,5,) et t = (t1,....t,) :
E(WSWt) = (81 VAN tl)(sn AN tn)
avec s At = min(s,t)

Si nous considérons W (A) comme une mesure, W; est sa fonction de distribution.
Notons que nous pouvons représenter le bruit blanc dans R’ & partir de W;. En effet si
R est un rectangle, W(R) est donné par la formule habituelle, sin =2 et 0 < u < 5,0 <
v<t: W (Ju,s] x o, t]) = Wy — Wey — Wi + W

Le drap brownien a été présenté la premiére fois par un statisticien J. Kitagawa en
1951 afin de faire I'analyse de la variance en temps continu. Dans le cas n = 2 et y est la
mesure de Lebesgue. Considérons quelques propriétés dans R? :

1) W s’annule sur les axes.

2) Si s = s est fixé, {W,,t > 0} est un mouvement brownien parce que c’est un

processus aléatoire gaussien centré de fonction de covariance C(t,t') = so(t At).

3) Le long de la diagonale, le processus M; = W}, est une martingale et méme un

processus & accroissements indépendants.

4) Le processus Eg = Wyits o+t — Wsorsito — Waoito+t + Wiot, €st un drap brownien

E,; indépendant de la tribu Fy, = 0 {W,, u < so,v < to} . Pour voir cela, il suffit

de remarquer que E,; = W(]so, s] X Jto,t]) et utiliser les propriétés (i) et (ii).

1.5 Le bruit blanc comme distribution

Sur R le bruit blanc est la dérivée aux sens des distributions du processus du mouve-
ment brownien. Dans le cas de deux parameétres ou plus, le bruit blanc peut étre considéré
comme la dérivée aux sens des distributions du drap brownien.

Le drap brownien W, n’est nulle part différentiable dans le sens ordinaire mais ses

dérivées partielles existent au sens des distributions. On pose :

0*Wy
0sot

Wst =

c.a.d si ®(s, ) est une fonction test & support compact dans R? W est la distribution

//[R2 U, v Ouavd udv = //R2 Wuv@u@ (u, v)dudv.

définie par :




Formellement, si ®(u,v) = Ijo<u<s , 0<o<t}, alors :

. s t 82W
d) = “ dudv = = dIWV.
W(®) /0 /0 5ude udv = Wy // W.

Si nous considérons la mesure W comme une distribution, alors on a :

W (®) = // AW

En d’autre termes W (®) = W (®) de sorte que W et W soient la méme distribution.

Dans le cas de R", on a :

1.6 Mesure aléatoire

Soit (F, Bg) un espace de Lusin. On suppose que U(A,w) est une fonction aléatoire
définie sur Ax Q) (A C Bg est une algebre) telle que E (U(A)?) < oo, VA € A. On suppose
que U est additive c.a.dsi A,B€ Aet AN B # 0, alors :

U(AUB) = U(A) + U(B) ps

Dans la plupart des cas, U n’est pas o-additive si nous la considérons comme une fonction
d’ensembles a valeurs réelles. Cependant, elle peut vérifier la condition de o-additivité si
nous la considérons comme une fonction d’ensembles & valeurs dans un espace de fonctions
par exemple L?(Q, F, P). C’est le cas du bruit blanc.

Soit ||U(A)||, = (E (U(A)Q))% la norme de U(A) dans L?(Q2, F, P). On dit que U
est o-finie, s’il existe une suite croissante {E,}, ., d’éléments de A dont la réunion est
I’ensemble E et telle que pour tout n > 1 : B

i) Bg, C A, ou Bg, = Bg,, -

ii) sup{||U(A)|l,,A € Bg,} < cc.

Définissons une fonction d’ensembles p par :
u(A) = U (A)]]5-

Proposition 1.6.1 Une fonction d’ensembles additive o-finie U est o-additive sur Bg,

ssi pour toute suite {A;},., de B, décroissante vers ¢, on a lim;_.o pi(A;) = 0.
Preuve. =) Supposons que U est o-additive sur Bg, et que {Aj}j>1 est une suite

8



de B, tel que A; | ¢.

Puisque U est o-additive, alors :

ﬂA = lim U(4;),

j=1 Jee
et donc :
) 2
lim p(4y) = lim [U(4)]3 = | lim U(4,)|| = ﬂA —Wf|b—0

2

<) Supposons maintenant que pour toute suite {Aj}j>1 de Bg, décroissante vers ¢, on
a lim;_ o f1(A;) = 0 et montrons que U est o-additive c.a.d si B, N B,, = ¢ pour tous

U(UBi):ZU(B)

On a B; € Bg, et donc B = J;°, B; € Bg,. Posons :

n % m, alors :

Aj—B—UBi,

=1

alors A; € Bg, et A; | ¢ et donc :

et puisque :
2
lim ju(4;) = lim [|U(A))]; = || lim U(4;)|| = 0= lim U(4;) =0,
Jj—00 j—o00 00 9 j—00
alors :
J )
lim (U(B) =Y U(B))) = 0=U(B)=)> U(B)=0
e i=1 i=1
= UUB)=UB) =) UB)
i=1 =1
|



1.7 Mesure martingale.

Nous nous intéressons a l'intégrale stochastique par rapport & des mesures martin-
gales.

Définition 1.7.1 [21]Soient (F;)i=o une filtration et A une algébre incluse dans Bg. Un
processus aléatoire { Mi(A), (Fi)i=0, A € A} est une mesure martingale si :

i) My(A)=0,VA € A.

i) Sit >0, M, est une mesure o-finie sur A a valeurs dans L*(Q), F, P).

iii) Pour A fizé dans A, {M(A), (Fi)i=0} est une martingale.

Définition 1.7.2 Une mesure martingale M est orthogonale si pour deux ensembles dis-
joints A, B € A, les martingales {M;(A),t >0} et {My(B),t > 0} sont orthogonales.

Remarque 1.7.3 M est orthogonale ssi le produit M,(A)M(B) est une martingale pour

deux ensembles disjoints quelconques A, B € A.

L’exemple canonique d’'une mesure martingale orthogonale est le bruit blanc. Si W
est un bruit blanc sur £ xR ,on a M;(A) = W(Ax[0,t]) pour A € Bg tel que pu(A) < oo.
Il est clair que M est une mesure martingale car si AN B = 0, alors M;(A) et M,;(B) sont
indépendants et donc orthogonaux.

Définition 1.7.4 On appelle fonctionnelle de covariance de la mesure martingale M | la

fonctionnelle Q, définie sur A x A par :

Q,(A, B) = (M(A), M(B))

t

Notons que Q, est symétrique en A et B et biadditive : pour A fivé Q,(A,.) et Q,(., A)

sont des fonctions additives d’ensembles.

Définissons une fonction d’ensembles @) sur les rectangles A x B x |s,t], ou A, B €
A par :
Q(A x B x |s,t]) = Q,(A, B) — Q (A, B).

Remarque 1.7.5 On peut prolonger ) par addivité aux réunions finies disjointes de
rectangles c.a.d si A; X B; X |s;,t;] , i = 1.n, sont disjoints deuzx & deux, on pose

n

Q(U Ai x By x Jsi i) = Y (@4, (Ai, By) — Q,(Ai, By)).

=1

10



Q est définie positive c.a.d si ay, .....,a, € R et Aq, ....., A, sont disjoints, alors pour tous

s<t,ona:

Zn:zn:ai%Q(Ai x Aj x s, t]) > 0.

i=1 j=1

Définition 1.7.6 Une mesure signée K (dvdyds) sur Bg @ Bg ® Br, est définie positive

st pour chaque fonction mesurable bornée pour laquelle 'intégrale suivante & un sens , on

// f(z,8)f(y,s)K(dxdyds) > 0

ExExR4

Pour une mesure signée K définie positive, posons :

<ﬁmn:// £(x.8)g(y, )K (dzdyds).

ExExRL

Notons que (f, f)x >0

Remarque 1.7.7 Si K est symétrique en x et y, alors on a les inégalités de Schwartz et
de Minkowsk: :

Nwh—t

(f:9)x < (f, Nk (9, 9)k

I%(
Fra.f+9)i<(f.DE+(9.9)0

Il n’est pas toujours possible de prolonger () a une mesure sur By ® Bg ® Br, . Pour
cela, on consideére une classe de mesures martingales pour lesquelles ce prolongement est

possible.

Définition 1.7.8 [21]Une mesure martingale M est worthy (digne) s’il existe une mesure
aléatoire o-finie K(A,w), ot A € By ® Bg @ Br, et w € ) telle que :

i) K est définie positive et symétrique en x,y.

it) Pour A, B fizés, {K(A x B x]0,t]), t > 0} est prédictible.

iii) Pour tout n, E{K(E, X E, x[0,T])} < occ.

iv) Pour tout rectangle A, |Q(A)| < K(A).

K est dite mesure dominante de la mesure martingale M.

Proposition 1.7.9 Une mesure martingale worthy est orthogonale ssi :
supp @ C A(E) x Ry,
ot A(E) = {(z,z) : x € E} est la diagonale de E x E.

11



1.8 Théoréme de décomposition de Doob

Soit ( Xy, t € RT ) une sous-martingale (par rapport a une filtration (F;);>0) continue.
Alors il existe un unique processus ( A, t € R ) croissant, continue et adapté a (F;)i>o
tel que Ag =0et ( X; — A;,t € RT ) est une martingale.

Soit {M;(A), A € A} une mesure martingale continue de carré intégrable. Alors M?(A)
est une sous-martingale et donc d’aprés le théoreme ci-dessus, il existe un unique processus
N;(A) croissant, continue et adapté a (F;);>o tel que No(A) = 0 et (MZ(A) — Ni(A)) est
une martingale. On note par N;(A) = (M(A), M(A)); et on appelle ce processus variation
quadratique de M;(A).

1.9 Critére de Kolmogorov pour la continuité des

trajectoires

Le résultat suivant permet de montrer la continuité presque sire des trajectoires des
processus aléatoires. Il est fondamental pour I’étude des équations stochastiques et est
appelé critére de Kolmogorov.

Théoréme 1.9.1 [10]Soit X = {X(t,z),t € [0,T],x € D}, ot D est un ouvert de R?,
un processus aléatoire a valeurs réelles. On suppose qu’il existe des constantes C' > 0,6 > 1

et € > 1 telles que :

E <|X(t,m) — X(s,y)|6> <O(t—s|+ |z —y)'** pourt,s € [0,T] etx,y € D,

alors pour tout @ € [O, %[ , il existe une modification de X (t,x) dont les trajectoires
sont presque stirement a—holderiennes sur [0,T] xD. En particulier X (t,x) admet une

modification continue sur [0,T] xD.
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Chapitre 2

Intégrale stochastique et notions de

solutions pour les EDPS

2.1 Intégrale stochastique par rapport a une mesure

martingale

Soient M une mesure martingale "worthy" sur l'espace de Lusin (E,Bg), Qu sa
mesure de covariance et K, sa mesure dominante.

Dans le cas classique, on construit 'intégrale stochastique comme un processus ou une
variable aléatoire c.a.d on construit { fg fdBg,t > O} pour tout ¢, on peut alors montrer
que l'intégrale est une martingale. L’analogue d’une martingale dans notre cadre est la
mesure martingale. Ainsi intégrale stochastique sera une mesure martingale.

Rappelons que nous nous limitons & un intervalle fini de temps [0, 7] et & I'un des E,,
de sorte que M soit finie. On commence d’abord par définir I'intégrale pour des fonctions
élémentaires puis pour des fonctions simples et enfin pour les fonctions dans une certaine

classe.

Définition 2.1.1 Une fonction f : E x [0,T] x Q@ — R est dite élémentaire si elle est

de la forme :
(@, s,w) = X (W) p(s)La(z), (1)

ot 0 < a < b, X est une variable aléatoire bornée F,—mesurable et A € Bg. [ est dite
simple si elle est combinaison linéaire finie de fonctions élémentaires. Notons par S la

classe des fonctions simples.

Définition 2.1.2 On appelle tribu prédictible sur Ex[0,T]x Q) et on note P tribu engen-

drée par les fonctions simples. Une fonction f est dit prédictible si elle est P—mesurable.
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Si K, est la mesure dominante pour la mesure martingale M, alors on peut définir

pour toute fonction prédictible f :

1/2

1l = E10A D2 = | B /// @)1 (5, 8)] K (dadydt)

ExEx]0,T]

On a utilisé la valeur absolue de f pour definir || f]|,, de sorte que :

(. o < IF15s -
Soit Py la classe de toutes les fonctions prédictibles f pour lesquelles : || f1],, < 0.

Proposition 2.1.3 ||.||,, est une norme sur Py et Py est complet et par conséquent

c’est un espace de Banach.
Preuve. [21]. ®
Proposition 2.1.4 S est dense dans Pyy.

Preuve. [21]. =

Maintenant, nous pouvons construire I'intégrale stochastique.

Si M est une mesure martingale et f une fonction élémentaire de la forme (1), alors
on peut définir 'intégrale stochastique de f par :

(f.M)(B) = X(w) [Mins(AN B) — Mipa(AN B)] (w).

Si f € S, alors nous pouvons écrire f = c1f1 + ... + ¢ fr, o cq,...,c € R, et fi1, ..., fx

sont élémentaires et on pose :

(FM:(B) = Y ey(f;-M):(B).

Jj=1

Proposition 2.1.5 On suppose que f € S et M est une mesure martingale. Alors

E[((f.M), (B)?] = E / / / £(.9) 1 (4, $)Q(dudyds)

BxBx]0,t]

Preuve. Premiére étape :
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Puisque X est une variable aléatoire F,—mesurable et bornée par la définition de la

variation quadratique, on démontre que :

B [X2(MZ,(AN B) — (M(AN B), M(AN B))i)] (2)

Soit Miny(A N B) une martingale continue de carré intégrable alors M2, (A N B) est
une sous-martingale et donc d’apreés le théoreme de décomposition de Doob, il existe un
unique processus croissant, continue et adapté noté (M (A N B), M(A N B))in appelé
variation quadratique de M; (A N B) tel que M2, (AN B) — (M(ANB), M(AN B))in
soit une martingale. Puisque X est J,—mesurable et bornée et en utilisant la propriété
de l'espérance condionnelle :

"si X est B—mesurable et bornée alors E(XY/B) = XE(Y/B)",

on obtient :

E[X*(MZ,(ANB) — (M(ANB), M(AN B))in)/Fa)
= X°E[(Mj,(ANB) = (M(AN B), M(AN B))ns)/Fa]
= X*(MZ2,(AN B) = (M(AN B), M(AN B))ina).

Alors :

E [E [X*(M2,(ANB) — (M(ANB), M(AN B)))/Fa]]
= E[X*(M2,(ANB)— (M(ANB),M(ANB))n.)] -

D’autre part, on a F [E(X/B)] = E(X) et donc :

E[E [X*(M\(ANB) — (M(ANB), M(AN B))ix)/Fal]
= E[X*(M},(ANB)— (M(ANB), M(ANB))n)]
= E[X*(M2,(AN B) = (M(AN B), M(AN B))ina)]

En utilisant la méme démonstration, on obtient :

E [X*(Mynp(AN B)Mipa(AN B) = (M(AN B), M(AN B))ina)] (3)
= E[X2M2,(ANB) — (M(AN B), M(ANB))n,)] -

Deuxiéme étape :

Soit f une fonction élémentaire de la forme :
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f(@,8) = X(w)hap(s)La(x) = { XO(M’ T As?r]lz’nb] '

Donc :

X2(w), si (z,y,s) € Ax Axla,b

0 si non

@ 5)1(05) = X2 o (5)La () 1a(y) = {

D’ou :

/// [, 5)(y, 5)Q(dxdyds)

BxBx]0,t]

_ / / / X2L5)(5) La(2) La(y) Q(ddyds)

Bx Bx]0,t]
= X?Q(Ax Ax]a,b]NB x B x]0,t])
= X?Q[(ANB)x (ANB) x|t Aa,t Ab]|
= X?[Qu(ANB,ANB) — Q. (ANB,AN B)]
= X?[(M(AN B), M(AN B))jnp — (M(AN B), M(AN B))ial

et donc :

] #9590y

BxBx]0,t]

— B[X2((M(AN B), M(AN By — (M(AN B), M(AN B))ina)]

D’un autre coté, on a :

E [((fM),(B))"]
= E[X? MW, (AN B) — Myo(AN B))?
= E[X’M2,(ANB)| —2E [X*M;n(AN B)Mipo(AN B)| + E [ X*M}, (AN B)]
= E[X*(M{,(ANB) = (M(AN B), M(AN B))in, + (M(AN B), M(AN B))i)]

—2E [X*(Mypy(AN B)Mino(AN B) = (M(AN B), M(AN B))tna
+(M(ANB), M(AN B))ina) + E [ XM}, (AN B)] .

D’aprés (2) et (3), on a :
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E[(fM),(B))]
= E[X*(M,(ANB) — (M(ANB), M(AN B))ina)]
+E [X*(M(AN B), M(AN B))n]
—2F [X?*(M},,(AN B) = (M(AN B), M(AN B))na)]
—-F [X2<M(A NB),M(AN B))Ma}
+E [X*(M} (AN B) — (M(ANB), M(AN B))na)
= E[X?((M(ANB),M(ANB))in, — (M(AN B), M(AN B))ina)] -

Finalement si f est élémentaire et M est une mesure martingale, alors on a :

E[(fM),(B)Y] = E / // £, 5)f (g, 5)Q(dudyds)

BxBx]0,t]

= E [XQ (<M(AHB)7M<AQB)>t/\b - <M(AHB)7M(AQB)>t/\a)] :

Si f € S, alors on peut écrire f = Cif; + ...... + Ci fr, ou fi,...., fr sont des fonctions
élémentaires et C', ...., C} sont des nombres réels, alors :

E[((F20), (B)*] = Y- C2E | (5,01, ()]

Proposition 2.1.6 Si M est une mesure martingale worthy de mesure de covariance et
dominante Qy et Ky respectivemant et f € S, alors (f.M) est une mesure martingale

worthy. Les mesures de covariance et dominante sont données par :

Qr.u(drdyds) = f(x,5)f(y, s)Qu(drdyds) (4)

Kpn(dedyds) = [f(x,5)f(y, s)| Ku(dedyds) ()

Preuve. [14]. =
A partir de la proposition 2.1.5, on a :

E [(£M); (B)] < [If1I3;
pour toust < T, f e Set B € Bg.

17



Supposons maintenant que f € P,;. D’apres la proposition 2.1.4, il existe une fonction
fn € S telle que ||f, — fll,;, = 0.SiAeBgett<T,ona:

E [((fr- M)o(A) = (fu. M)(A)] < | fin = fullZy — 0

quand m,n — oo. Il en suit que {(f,.M);(A)} est de Cauchy dans L*(€2) de sorte qu’elle
converge dans L*() vers une martingale que nous notons (f.M);(A). La limite est indé-
pendante du choix de la suite { f,}.

Théoréme 2.1.7 Soit M une mesure martingale worthy. Alors pour toute f € Py, (f.M)
est une mesure martingale worthy et satisfait (4) et (5). Si M est orthogonale, alors (f.M)
est orthogonale. De plus, pour toust < T et A, B € Bg,on a :

(A0, (FAEN = [[[ 1(@.5)50.5)Qu(dsdyds) ©
AxBx]0,t]
B [(£A0; (4)] < 171 )

Preuve.
(f.M);(A) est la limite dans L?(Q2) des martingales (f,.M);(A) et par conséquent,

c’est une martingale de carré intégrable. Pour chaque n :

(fu M) (A)(fu M / / f(, ) a(y, $)Q@ar (drdyds), (8)

AxBx]0,t]

est une martingale (f,,.M);(A) et (f,,.M)(B) convergent dans L*(2) et par conséquent,
leur produit converge dans L'(£2). De plus :

/ / (Fals ) ful 8) — (2, ) (3. 8))Qur(ddyds)

AxBx]0,t]

<F /// Fal@9)| [y, 5) — £y, )| Kn(dadyds)

EXEXOT

+E /// () — £, 9)[ 1, 9)| Kne(dodyds)

| ExEx]0,T]
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< E{(Ifal s 1o = fDr + (fn = 11D
< (fallar + WS la) 1o = Fllag = 0

Notons que nous avons utilisé l'inégalité de Cauchy Schwartz. Ainsi, l'expression (8)
converge dans L'(Q) vers :

(FAALIE) = [[[ 190 9)Quldzdyas)
AxBx]0,t]

qui est donc une martingale. La derniére intégrale étant prédictible doit donc étre égale a
(f.M(A), f.M(B)), qui vérifie (4) et (5). Pour voir que (f.M) est une mesure martingale,
on doit vérifiier la c—additivité. Si A,, € Bg, A, | ¢, alors :

lran, @ <& | [[[ 1res5w.s) Kuldodyds)

AnxAnx]0,T]

qui tend vers zéro a cause de la convergence monotone.
Si M est orthogonale, alors supp @y C A(E) x R, et par conséquent et en utilisant
(4), on a supp Qsn C A(E) x Ry et par la proposition 1.7.9 (f.M) est orthogonale. m
On peut définir maintenant U'intégrale stochastique sur A x ]0,¢] par :

[[ rart = rania.
Ax]0,t]
L’intégrale stochastique sur E/ x R™ est définie par :

[[ rars = 200 (8).

ExR+

En cas de nécessité, nous indiquerons les variables d’intégration. Par exemple :

// f(z,s)dM,s ou bien /Ot/Af(x,s)M(da:ds).

Ax]0,t]

L’intégrale stochastique ainsi définie possede la propriété de Fubini-Tonelli.

Théoréme 2.1.8 Soit M une mesure martingale worthy de mesure dominante K. Soit
(A, A, i) un espace mesuré et f: E xR, x Qx A — R une fonction P @ A—mesurable
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telle que :

//// (z,8,w,u) f(y, 8, w, )| K(dvdyds)p(du) | < oo.

ExEx[0,T]xA

Alors presque strement,

/ //f .5, u)M(dxds) | p(du) // </f du))M(dxds).

Ex[0,T] Ex[0,T]

Preuve. [21] =

2.2 Notions de solution pour I’équation de la chaleur

stochastique

Considérons un bruit blanc W = {W(A), A € Bg2, |A| < oo}, ot |A] est la mesure de
Lebesgue de A.
Rappelons que W est une fonction aléatoire gaussienne centrée de fonction de cova-

riance :

E(W(AW(B)) = AN B.

Si on pose W (t,z) = W([0,¢]x[0,z]) pour ¢,z > 0, alors W = {W (¢, z), (¢, z) € [0, +oo[2}
est un processus de Wiener a deux paramétres ou drap brownien caractérisé par la rela-

tion :

W(]t, t’] X ]mb — W)~ W, x) - W(ta) + W(tz).

Soit (£2, F, P) un espace de probabilités. Pour tout ¢ > 0, on note F; la tribu engendrée
par les variables aléatoires {W (s, x),0 < s < t,z > 0} et les ensembles de P—mesure nulle.
On dit qu’un champ aléatoire {u(t,z),t > 0,2 > 0} est adapté si pour tout z, u(t, x) est
Fi—mesurable.

Considérons 'équation aux dérivées partielles stochastique suivante sur [0, +oo[ x
[0,1] :

0 t,2) = 24(02) + flult, ) + (ult. ) S0 (1) 0

avec la condition initiale u(0,z) = ug(z) et les conditions aux limites de Dirichlet
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u(t,0) = u(t,1) = 0. Les fonctions f et g sont des fonctions continues de R dans R. Sup-
posons que ug € C([0,1]) avec u(0) = up(1) = 0.

2w
dtox

de l'équation (I) doit étre précisée. Il y a deux maniéres de donner une signification

L’équation (I) est formelle parce que la dérivée n’existe pas. Ainsi, la formulation

rigoureuse & 1’équation (I).
La premiére consiste a écrire I’équation sous la forme faible et la seconde a I’écrire

sous la forme intégrale en utilisant le noyau de la chaleur Gy(z,y).

Définition 2.2.1 [23]On dit qu’un processus aléatoire continu {u(t,z),t > 0,z € [0,1]},
est une solution forte de '’EDPS (I) avec l'état initial ug, si pour un bruit blanc donné
(W, Q, F, (Ft)i=0, P), le processus u(t,z) est Fy—adapté et satisfait :

(KMWWWW::/ M+// 5, 2)¢" () dzds (1)
t//j’sx aMM&iéAg@@@M@WMMﬂ

pour tout t > 0,z € [0,1] et pour toute “ fonction test ” ¢ appartenant a C*([0,1]) telle
que p(0) = ¢(1) = 0.

Définition 2.2.2 [23/On dit qu’un processus aléatoire continu {u(t,z),t > 0,z € [0,1]},
est une solution mild de ’EDPS (1) avec l’état initial ug, si pour un bruit blanc donné
(W, Q,F, (Ft)i=o0, P), le processus u(t,x) est Fi—adapté et satisfait l’équation intégrale

stochastique suivante : pour toust > 0,z € [0,1] :

u(t,z) = /OGt(a:,y)uo(y)dy+/0 /0 Gi—s(z,y) f(u(s,y))dyds (IT7)
+/0 /0 Gis(z,y)g(u(s, y))W (dyds),

ot Gy(z,y) est la solution fondamentale de l'équation de la chaleur homogéne avec les
conditions aux limites de Dirichlet :

oG 9*G

E = a—y2, Go(x,y) = 590(3/) = (5(1‘ - y)aGt<x70) = Gt(xv 1) = 0.

Le noyau Gy(x,y) est donné par la formule explicite suivante :
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D’autre part, Gi(x,y) peut étre interprété comme la densité de probabilités au point y
du mouvement brownien de variance 2t commencant en x et disparaissant dés qu’il quitte
'intervalle [0, 1] :

d
Gi(z,y) = d—yE”’ (B: € dy, B; €]0,1[,Vs € [0,¢]) .

Ceci implique que :

Gt(x,y) S \/i%exp <_|[E ;ty| ) . (9)

Par conséquent, pour tout 5 > 0, on a :

1 2
/ G (z,y)dy < (4mt)~P/? / exp <_BZ| ) dx = Cy0-P12.
0 R

La solution dans le cas particulier ug =0, f =0 et g = 1 est donnée par :

u(t,z) = /Ot /01 Gi_s(z, y)W (dyds).

Cette intégrale stochastique existe, c’est une variable aléatoire gaussienne centrée de va-

riance :

t 1 t
E [u(t,z)?] —/0 /O G?_(z,y)dyds —/O Gas(x, 2)ds < 00,

car en utilisant (9) et les propriétés du semi groupe Gy(z,y) suivantes :

1
/ Gt(‘r7 y)Gs(yv Z>dy = Gt-l—s(xv Z) et Gt(‘ra y) = Gt(ywr)a
0

on trouve que Ga,(z,2) < Cs™Y2.

Notons que dans le cas ou la dimension de la variable d’espace d > 2, on a Gog(x, )

Cs~%? et la variance est infinie car le noyau de la chaleur 6(t, ) est donné par :

)= W exp (— [lo]* /4t) .

et par conséquent, pour tout z € R¢ :

t t t
E [u(t,z)?] :/o /Rd G? (z,y)dyds :/0 Gos(x,x)ds :/ Cs™¥2ds = oo.

0

Pour cette raison, I’étude des équations paraboliques dirigées par un bruit blanc en espace
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et en temps se limite au cas ol la variable d’espace est de dimension un.

Remarque 2.2.3 La formulation (III) est la plus utile car c’est elle qu’on utilise pour

prouver l’existence et ['unicité de la solution.
Proposition 2.2.4 Les formulations (II) et (III) sont équivalentes.

Preuve.
En multipliant ’équation (I) par ¢(z), ¢ € C*°([0,1]) avec p(0) = ¢(1) = 0 et en

intégrant, on obtient :

/Olu(t,x)go(x)dx _ / d.r+// (s )ela)duds
//f u(s, ) a:)dxds—i—/o/og(u(s,:c))go(x)W(dxds).

L’intégrale stochastique est bien définie, mais comme g— ‘est pas défini, on intégre
) =

formellement deux fois par parties et puisque ¢(0) = (1) = 0 et u(¢,0) = u(t,1) =0, on

obtient :
// d:vds—// u(s, x)e (z)dxds.

Ainsi, on obtient une formulation correcte.
On cherche la solution u telle que pour tous ¢ € C*([0,1]) avec ¢(0) = ¢(1) =0, on

ait :

/Olu(t,x)go(x)dx _/ dx+// 5, 2)¢" () dzds
//f u(s, ) x)d:cds—l—/()/()g(u(s,m))go(:c)W(da:ds).

D’un autre coté, si u satisfait (II), alors pour toute fonction ¥ (t,xz) € C*([0,1] x RT)
avec ¥ (t,0) = 1(t,1) =0, on a :

/Olu(t,x)¢(t,x)dx = / o() 0xdw+// s, [_SI)+(2—1§( )| dads

//f $, ) sxdxds+// (s, )W (dxds).

En effet, en multipliant I’équation (I) par une fonction ¢ (¢,z) € C*°([0,1] x R") avec
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¥(t,0) =(t, 1) = 0, on trouve :

/Ol [ Ot%(&xw(s T ds} / / 8:02 (s,z)dzds
54%1@@@W@mmw
! (s, )b (s, )W (dads).

Et don :
/1 ult, 2)w(t, x)dx—/ (0, ) Oxdx—// u(s, 7) sa:)da:ds
// sva sxdxder//f 5, 2))0(s, 2)dads
# [ [ otutsmts, o dads),

Finalement :

/Olu(t,x)z/z(t,a:)da: = / Omdx—i-// S, {% x)+aaf( ,x) | dxds

//f u(s,z) sxdxder// (s, 2)W (dzds).

Soit Gi(z,y) la solution fondamentale de 1’équation de la chaleur homogene satisfai-
sant les conditions aux limites de Dirichlet.

Définissons pour toute fonction régulieére ¢ : [0,1] — R

Gi(,y) :/o Gi(z,y)p(r)d.

Sit>0et Golp,y) = fol Go(z,y)p(z)dr = fol d(z —y)p(x)dxr = p(y), on peut intégrer
(I) (avec ( f = 0et g =0 ) par parties pour toute fonction ¢ € C*([0,1]) telle que
©(0) = ¢(1) = 0 et on obtient :

Gilp,y) Zw(y)+/0 Gy(¢",y)ds. (10)

Fixons ¢ > 0 et posons ¥(s,z) = Gi_s(p,x), alors P(t,z) = Go(p,x) = p(z) et
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¥(0,2) = Gi(p, z) et grace a (10), ¢ est une solution de ’équation :

0? 9]
a—;ﬁ(s,x) + a—f(s,x) =0.

En effet, on a :
t "
Gilp) = w)+ [ Gule o)

! a2G'(u—s )
& YP(s,x) =P(t,x) + /_ #du

bo%p(u,
= w(tvx)_w(&:c):—/ %

booy b 0PP(u,2)
~ /u:s %(U, x)du = /u:s —Tdu

t 82¢ a¢ -
= /uzs <@+%) (U,ZE)CZU—O

du

Ainsi toute solution u(t, z) de (IT) satisfait :

/Olu(t,x)SO(:v)dx = /l o)) G,y dy+//f w(s,9))Go_s(0, y)dyds
/ / (5,9))Gi—s(p, y)W (dyds)

pour toute fonction ¢ € C*°([0,1]) telle que ¢(0) = p(1) =0 .

Par conséquent, on a :

/ u(t, (e = / o) ( / e y)w(az)dm) dy
+/0t/01f(u(s,y)) (/01 Gt_s(:x,y)go(x)dzv) dyds
w [ [ atwtson ([ Getompptoe) wiasas),

En utilisant le théoréme de Fubini et en rassemblant les termes, on trouve :

/Olu(t,:v)SO(a:)da: = /1 [/ uo(y)Gi(z,y dy+/ / Fu(s,y))Ges(z, y)dyds

/ / u(s,y))Gi—s(x, y)W(dyds)} o(x)dx.
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Donc :

) = [ G, y)uo(y)dy + [ () s, ) dyds
v/ t / G g, )W (dyds)

pour presque tous les (¢,x) (par rapport a la mesure de Lebesgue).

Il reste a prouver que si u vérifie (IIT) et pour toute fonction ¢ € C°°([0, 1]) avec
©(0) = p(1) = 0, alors le processus u vérifie (II).

Par constuction, le processus u vérifie :

u(t,x) = uo(t,x)+/0 /0 Gi_s(z,y) f(u(s, y))dyds
+/0 /O Gi—s(z,y)g(u(s, y)) W (dyds),

avec

1
w(t.a) = [ Gilo.pualwy
0
On peut donc écrire pour toute fonction ¢ € C*([0, 1]) avec p(0) = ¢(1) =0:

(uft,.),p) = <u0(t,.)790>+/0/0 (Gioly) @) fluls, y))dyds a1
+/0/0 (Gios(, ), 0) g(u(s,y)) W (dyds)

ou (.,.) désigne le produit scalaire dans L*([0,1]). Or u° vérifie :

(1000, ) = o) + [ (105,96} ds. (12)

De la méme fagon et en utilisant (10), on a :

(Gies(y),0) = oly) + /uts <GH(-, y), <p"> du (13)

En reportant (12) et (13) dans (11) et en utilisant le théoréme de Fubini, on obtient :
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Donc :

Gus(-Y); <p"> f(us, y))dyds} du

G aluls )W (o) |

& (ult,),9) = (ug +A %+//J*sy y)dyds
// o(y)W (dsdz).

Par conséquent, u vérifie :

/Olu(t,x)go(x)dx = / dm—l—// x)dxds
//f u(s, x) dxds—l—// W (dxds)

et donc le processus u(t, x) est bien solution de (II). m
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Chapitre 3

Théorémes d’existence et d’unicité
de la solution de I’équation de la

chaleur stochastique.

3.1 Cas lipschitzien

Dans cette section, nous étudions l’existence et 1'unicité de la solution pour I’équa-
tion de la chaleur stochastique dirigée par un bruit blanc en espace et en temps ou les
coefficients f et g satisfont les conditions de Lipschitz.

Considérons I’équation aux dérivés partielles stochastique sur [0, 4+o00[ x [0, 1]

Ot = Tlt,0) + flu(t, ) + glult, )T (1) (1)
ot 0x2’ ’ T otor

avec la condition initiale u(0,x) = ug(x) et les conditions aux limites de Dirichlet
u(t,0) =u(t,1) =0, ou {W(t,z) ,t >0, x €[0,1]} est un drap brownien défini sur I'es-
pace de probabilités (Q, F, (Fi)=0, P) muni d’une filtration (F;):o telle que Fy contienne

tous les ensembles de P—mesure nulle. On rappelle que c’est un processus aléatoire gaus-

sien centré adapté a la filtration (F;):o de fonction de covariance :
EW (s, 2)W(t,y)] = (s At)(xAy)
pour tout s,t > 0 et z,y € [0,1].
- les fonctions f et g sont des fonctions continues de R — R vérifiant les propriétés :
1) 3K, > 0 tel que Vu,u € R:

! ’

uUu—u

Fw) = )]+ [g(w) = 9] < Ko
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(condition de Lipschitz).
2) JK3 > 0 tel que Yu € R :

@)+ lg(w)l” < KoL+ Juf).

(condition de restriction sur la croissance).

- ug() est Fo—mesurable pour tout = € [0, 1] et supyc,«; E [|uo(x)|2} < 00.

Comme on I'a déja vu, il y a deux maniéres de donner une signification rigoureuse &
I'EDPS (L.1).

La premiére consiste a écrire I’équation sous la forme faible, c.a.d {u(t,z)} est une

solution si pour toute ¢ € C*([0,1]) avec p(0) = ¢(1) =0, on a :

/Olu(t,x)so(x)dx :/ dx—l—// u(s,x)¢" (v)dads (1.2)
/ / f(u(s, @) p(x)dzds
i / / g(u(s,))p()WV (dads)

La seconde consiste & écrire I’équation sous la forme intégrale en utilisant le noyau de la
chaleur G¢(z,y). Dans cette formulation {u(t, )} est une solution si elle vérifie I’équation

intégrale stochastique suivante : pour tous (¢,z) € Ry x [0, 1]

/01 Gi(z, y)uo(y)dy + /Ot /01 Gis(z,y) f(u(s,y))dyds (1.3)
+/Ot/01 Gis(x,y)g(uls, y)) W (dyds),

o Gy(z,y) est la solution fondamentale de 1’équation de la chaleur homogene avec les
conditions aux limites de Dirichlet.

On a déja démontré que les deux formulations sont équivalentes.

Théoréme 3.1.1 (Existence et unicité)
Supposons que les coefficients f et g satisfont les conditions de Lipschitz globale et de

restriction sur la croissance, ug(x) est Fo—mesurable pour tout x € [0,1] et

sup E [|uo(x)|2} < 00.
0<z<1

Alors il existe un unique processus aléatoire adapté v = {u(t,z) , t >0, x €]0,1[} sa-
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tisfaisant (1.2) tel que pour tout T > 0 :

sup sup E [|u(t,m)|2] < 00. (1.4)
0<t<T 0<z<1

Pour la démonstration, on a besoin de quelques résultats qui constituent des outils
essentiels.

Lemme 3.1.2 (Lemme de Gronwall)

Soit t — X(t) une application de [0,T] dans R, telle qu’il existe a,b € R avec

¢
Xt)Sa—i—b/ X(s)ds
0

X(t) < ae”.

alors :

Lemme 3.1.3 (Isométrie de Ito)
Soit {h(t,z),(t,x) € RT x [0,1]} un processus aléatoire F,—mesurable et tel que

/ / dsd:):<oo

pour tout t > 0, on a lisométrie de Ito :

([ [ #s.owiasia) ] [ [ o] e

Lemme 3.1.4 (Hélder) [2/
Sotent f et h deux fonctions définies sur R et p une mesure positive telles que f.h €
LY(u). Alors pour tout ¢ > 1, on a :

\ [rima] < ( / |f|q|h|du) (Ih )
Lemme 3.1.5 [2]

Soient 0 > 0,{f,,n € N} une suite de fonctions positives sur [0,T] et o, deux

nombres réels positifs tels que pour tous 0 <t <T etn>1:

fu(t) <a+ /Otﬁ fu_1(s)(t — 5)?tds.

Si supg<i<r fo(t) = M, alors sup,,»qsuPg<i<r fu(t) < 00 et sia =0 alors ) . fult)
converge uniformément sur [0,7T] .
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Preuve. (Unicité)
Supposons que u et v satisfont (1.3) et la condition d’intégrabilité (1.4).
Soit d(t,z) = u(t,z) — v(t,x), alors :

(/ot/ol Gis(z,y) [fuls,y)) — Fu(s,y))] dyds>2]

(/ot /01 Ges(@,y) [9(uls,y)) = 9(v(s,9))] W(dyd8)>2] .

E[d*(t,z)] < 2E

+2F

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz sur le premier terme et I'isométrie de It6 sur
le deuxiéme et la condition de Lipschitz pour f et g, on obtient :

Ewwm}sZK%L[lVﬁAamW@w—wamwmmg[A%wﬁ
+ﬂ@EL[[f@guwnwaw—wawF@@]
< 2w(en) [ [ B 0] duds.

Posons :
H(t)= sup sup E [d*(s,)].

0<s<t 0<z<1

D’apres ce qui précede, on a :

H(t) < 2K*(t+1) /Ot H(s) (/01 Gf_s(x,y)dy) ds.

En utilisant (9) et les propriétés du semi groupe G;_4(x,y) suivantes :

1
/ ol y)Caly, 2)dy = Guaalz,2) et Gila,y) = Guly, 2),
0

on obtient : .
| oy = Guloz) < 002,
0

Par conséquent :

H(t) §2K2C(t+1)/t (5) ds.
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Par itération, on obtient :

H(u)

Vit —3)(s—u)

On interchange 1'ordre d’intégration et on pose « =t —u et § = s — u, alors :

H(t) < 2K*C)*(s+1)(t+1) /t / duds.

Finalement, on obtient :

2) a 1

_/ df :/ _Y = [arcsin]il =,
o Ji-@Gs-12 Javied

et donc :

H(t) < m(2K*C)?*(s + 1)(t + 1) /t H(s)ds.

Appliquons le lemme de Gronwall pour b = 7(2K2C)?(s + 1)(t + 1) et a = 0, on trouve
H(t) =0, d’ou E[d*(t,z)] = 0 et donc on a :

u(t,z) =v(t,z) ps Vt>0,z€0,1].

(Existence)

Nous désignerons dans cette démonstration par C' une constante positive, dépendante
de T . La valeur de C peut changer sans que ce soit indiqué.

On cherche une solution de I’équation (1.3) qui sera aussi solution de I’équation (1.2)
grace a I’equivalence entre les deux formulations.

Soit litération de Picard :

uo(t’ x) = f()l Gt(xv y)UO(y)dy
ut(t, x) = ul(t, x) + An(t, z) + By(t, o),

At z) = / / Groa(,y) F(u™ (5, y))dyds
B(t.x) = / / Goes(a,9)g(u" (5, 4)) W (dyds).

1¢7¢ étape :
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Montrons que pour ¢t > 0 :

sup sup sup E [|u”(s,a7)|2] < 00. (1.5)
n>0 0<s<t 0<z<1

On a:
E Uu”“(t, x)ﬁ] <C {E Duo(t,x)|2] + E[|An(t, )] + E [|Ba(t, )] } .

Considérons chacun des trois termes du second membre.

Grace au lemme de Holder pour f = ug(y) et h = Gy(z,y), on a:

Wt ) < ( / Gey) |U0(?J)|2dy> |

Prenons 'espérance et appliquons le théoréme de Fubini, on obtient :

1

B [lut2)] < B [luo)f] | Gilr) < sup E [luo) ]

0 0<y<1

Puisque supy<,<; F [|u0(x)|2} < 00, alors :

sup sup E [‘uo(s,x)ﬂ < 00.
0<s<t 0<z<1

D’un autre coté :

E[|Au(t,2)]] = E / / Goeu(, y) f (4" (5, y))dyds

2]
En appliquant le lemme de Holder pour f = f(u"(s,y)) et h = Gy(x,y) et la condition

de restriction sur la croissance pour f, on obtient :

EllAto)f] < E [( / t / Gr(ey) |f<u”<s,y>>|2dyds) ( / t / 1 Gt_sos,y)dyds)}

< tK/O (1+E[\u”(3,y)]2})ds

t
< C'/ (l—i- sup sup E[|u"(s,y)|2}> ds
0

0<s<t 0<y<1
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Par ailleurs :

E [|Bu(t,2)["] = Gt s(,y)g(u” (s, y))W (dyds)

|

En utilisant 1'isométrie de It6 et la condition de restriction sur la croissance pour g, on

obtient :
[(/ / Gi(w,y) lg(u (s, m)I* d?ﬂﬂs)]

< C'/ (1+ E [Ju™( sy)”)(t—s)_lﬂds

E[|Bu(t,2)"] <

=

< o[ {1+ s s Bl ) (6 o) .

0<s<t 0<y<1

Finalement, on a :

E [\Wl(t,m)ﬂ < C{E [|u°(t,x)|2] +/Ot (1+ sup E [|un(s,y)|2]) ((t—s)_1/2+1)ds},

0<y<1

et donc :
) t
sup sup E [|u”+1(s,x)’ } <C <1 +/ sup sup £ [|u”(s,y)|2} (t — s)_l/st) ,
0<s<t 0<a<1 0 0<s<t0<y<l

ou C' est une constante positive.

Soit H,, une fonction réelle croissante définie sur [0, 7] par :

H(t) = sup sup E [‘u"ﬂ s x)ﬂ :

0<s<t 0<x<1

Il est clair que Hy est bornée sur [0, 7], alors d’aprés le lemme 3.1.5, on a :

sup sup H,(t) < oo,
n>0 0<t<T
ce qui implique que :

sup sup sup E [Ju"(s,7)|’] < o0.
n>0 0<s<t 0<w<1

2¢me gtape :

Montrons que {u"(t,x) , n > 0} est une suite convergente dans L?(2, F, P). Soient
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n>0 et 0 <t<T.On définit la fonction M, sur [0, T] par :

M, (t) = sup sup E [{u”“(s,m) - u”(s,m)ﬂ .
0<s<t 0<w<1

Posons d"(t,z) = u" (¢, x) — u"(t, ), alors :

E[|d"(t,2)]’] < 2F

() [ ot lsrcan - seoe.m dyd8>2]

+2F

(/Ot /01 Gis(w,y) 9(u"(s,9)) = g(u" " (5,9))] W(dyd5)> 2] .

Gréace a la condition de Lipschitz sur f et g et en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz

sur le premier terme et 'isométrie de Itd sur le deuxiéme, on obtient :

Bl < 2k |( [ [ el =l s < [ ldyds)}

vace|( [ Y o) | (s,) — (5,0 ayis )|

< 2K*C(t+ 1)/0 E [‘u”(s,y) — u”fl(s,y)ﬂ (t—s)"*ds

< G [ Bl = s

ou C; = 2K?C(t + 1) est une constante positive.

Ceci implique :

t
sup sup F Ud”(s,x)ﬂ < Ct/ sup sup F Ud"(s,y)\z] (t—s)_1/2 ds,
0<s<t 0<z<1 0 0<s<t0<y<l
et donc on a : .
M,(t) < C, / M, 1(t) (t — s)"* ds.
0

D’autre part, a partir de (1.5), on a supg<;<p Mo(t) < oo et puisque o = 0, alors
d’apres le dernier lemme 3.1.5, la série > ., M,(t) converge uniformément sur [0,77].
La suite {u,(t,z), n >0} est donc de Calzchy dans L?(2, F, P) et par conséquent la
suite {u,(t,z)} converge dans L?(Q2, F, P) uniformément relativement a ¢ et x vers une

limite u(t, x). Il est facile de voir que u(t, x) satisfait (1.4).
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Posons :
1 t pl
ba)(t.r) = [ Gilrpuids+ [ [ Geeg)fluts,)duds
0 0o Jo
t 1
[ [ Geagtuts, widyds)
0o Jo
De la méme maniére, il est facile de montrer que si
u(t,r) € L*(Q, F, P), alors ®(u)(t,z) € L*(Q,F, P),V(t,z) € [0,T] x [0,1].
Il reste & démontrer que si

sup sup E [[u"(t,z) — u(t,x)|2] — 0,alors sup sup E [|®"(u)(t,z) — @(u)(t,x)m — 0.
0<t<T 0<z<1 0<t<T 0<a<1

Posons V" (u)(t,z) = ®"(u)(t,x) — ®(u)(t,x), alors on a :

(fot /01 Gz, y) | F(u"(s,9)) — fluls,y))| dyd3>2]
</ot /01 Gis(z,y) [g(u"(s,y)) — g(u(s,y))] W(dyds)>2] |

Gréace a la condition de Lipschitz sur f et g et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz

E[|[¥"(u)(t,2)]’] < 2F

+2F

sur le premier terme et 'isométrie de It6 sur le deuxiéme, on obtient :

B0t n)f] < 2K°F [( / / G2 () [u"(5, ) — u(s, ) dyds X / /Oldyds)}
oy [(/ / G2 o) o (5.1) = s ) ds )|

< 2K%C(t + 1)/ [|u (s,y) — u(s,y)ﬂ (t — s)_l/2 ds

0

< ct/o E [0 (u)(t,z)[*] (t — 5) " ds,

ou Cy = 2K?C(t + 1) est une constante positive. Ceci implique :

t
sup sup B ([0 (0)(t. )] <o [ sup sup B [[a"(5,9) ~ uls.g)] (¢ = 5) 2 ds 0.
0

0<t<T 0<z<1 0<s<t 0<y<1

Ainsi, la suite ®"(u)(t, x) converge uniformément dans L*(§2, F, P) vers une limite ®(u)(t, x)
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et donc on a :

w1 (t, x) = " (u)(t,r) = lim v (t,x) = lim ®"(u)(t,x) = u(t,v) = ®(u)(t, ).

n—oo n—oo

Finalement u(t, x) satisfait 1’équation (1.3) et pour 7' > 0 :

sup sup E [|u(t,x)|2] < 0,
0<t<T 0<a<1

ce qui prouve l'existence de la solution. m

Remarque 3.1.6 On peut montrer, en utilisant le critére de Kolmogorov, qu’il existe une
modification continue de u(t,x) de ’EDPS (1.1).

3.2 Cas non lipschitzien

Dans cette section, nous étudions I’existence et 'unicité de la solution pour I’équation
de la chaleur stochastique quand les coefficients f et g ne sont pas lipschitziens mais
vérifient quelques conditions plus faibles.

Considérons I’équation de la chaleur stochastique suivante :

{ Du(t,z) = %aa—;u(t,a:) + f(t,z,u(t,x)) + g(t,x,u(t,x))%W(t,x),t >0,z €R
uw(0,z) = up(x),t = 0,2 € R,

(2.1)

ou {W(t,x),t > 0,z € R} est le drap brownien dit recto-verso [22] défini sur 'espace

de probabilités (Q, F, (F;)is0, P). C’est un processus aléatoire gaussien centré adapteé a la

filtration (F;)s>o de fonction de covariance :

B[W (s, 2) W (5, )] = 5 mins, )] + ly| — |z~ yl)

pour tous s,t > 0,z,y € R.

W peut étre considéré comme la composition de deux draps browniens indépendants,
I'un est dans la direction positive de la variable d’espace et l'autre dans la direction
negative.

Les coefficients f,g :[0,+00o[ x R x R — R sont des fonctions continues mais non
linéaires en général.

Précisons maintenant la notion de solution pour cette équation.

Un processus aléatoire prédictible {u(t,z),t > 0,2 € R} est une solution mild de

I'EDPS (2.1) s’il satisfait 1’équation intégrale stochastique suivante :
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u(t,z) = / Gl y)uo(y)dy + / / Groslo ) f(soy uls,y)dsdy  (2.2)
+/0 /RGts('rvy).g(Svy:u(Svy))W(dey)a

ot Gy(z,y) = (2mt) Y2 exp(—(x — y)?/2t) est la solution fondamentale du probléme
de Cauchy homogene associé a (2.1).

Considérons les espaces suivants :

Soit B,,r € R, 'espace des fonctions mesurables ® définies sur R, telles que |®(x)| eI
soit bornée presque stirement.

On munit B, de la norme ||®|| = ess sup |®(z)| el
reR
Soit C,. = C'(R) N B, ou C(R) est I'espace des fonctions continues définis sur R.

Soit S, 7,7 € R,p > 2, T > 01'espace des processus aléatoires{ X (¢, z), t > 0, x € R}

défini sur (Q, F, P) tels que  sup e "PIE[|X(¢,2)]"] < oo.
(t,a})E[O,T]XR

On munit S,, 7 de la norme || X|| ,,7= sup e "FIE[|X(t ).
(t,z)€[0,T]xR
S,.pr est un espace de Banach pour chaque r > 0 et p > 2. Pour p = 2, on note S, r

et I-I,.r -
Pour assurer 'existence et 1'unicité de la solution de (2.1), on impose I’hypothése
suivante sur les coefficients f et g.
On dit que 'hypothése (A) est satisfaite, s’il existe un entier p > 12 tel que :
A1) 1I existe une fonction positive ¢(t,v) définie sur [0,7] x Ry, a valeurs dans R
croissante, continue en v € Ry pour ¢t € [0,7] fixé et intégrable sur [0,7] pour

v € R, fixé, telle que pour r > 0 :
E[[f(t,z, X(@)["] + Elg(t, 2, X ())|"] < eVl (t, e E[| X (2)["])

pour t € [0,T] et X(x) € L? (2, F,P) ,onx € R.

A2) Pour tout nombre ¢ positif, I'équation différentielle 8 (t) = Cp(t, 8(t)) avec
B(0) = B, > 0 admet une solution globale dans [0,7].

A3) 1l existe une fonction positive ¥(¢,v) définie sur [0,7] x R telle que :

Elf(tx, X(x)) = f(t, 2, Y ()] + Ellg(t, z, X () — g(t, 2, Y ())["]
< W (teME[|X(2) - Y(2)])

pour t € [0,7] et X(z),Y(x) € L (Q,F,P), ouz € R.
A4) L’application v — W(t,v) est continue, croissante pour ¢ € [0, T fixé et
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t — U(t,v) est intégrable sur [0, 7], pour v € R, fixé. De plus
U(t,0) =0,Vt € [0,7].
A5) Pour tout a > 0, la seule fonction positive Z(t) satisfaisant :

2(t) < a / (s, Z(s))ds . Vi e [0.7]

est la fonction Z = 0.

Théoréme 3.2.1 Supposons que les coefficients de ’équation (2.1) vérifient I’hypothése
(A) et que {ug(x),x € R} est une variable aléatoire Fo—mesurable & valeurs dans C,,

telle que sup e "\ E [Jug(x)|?] < oo. Alors il existe un unique processus aléatoire continu
TeR
{u(t,z) : t > 0,2 € R} a valeurs dans C, satisfaisant I’équation (2.2) et u € S, 1.

Avant de démontrer le théoréme, on commence par présenter quelques inégalités fon-

damentales concernant le noyau de la chaleur Gy(x,y).

Lemme 3.2.2 [22]
1) Pour tousr € R et T > 0, il existe une constante C' dépendant seulement de T et

r telle que :
/Gt(x,y)ewldy <Cel VreR ,VO<t<T.
R

2) Si0 < q < 3, alors il existe une constante positive C' telle que :
t -
/ / |Gi_s(x,y)|Ydsdy < Ct=z ,VxeR,VO<t<T.
0o Jr

Preuve. (Existence)

Afin de simplifier les notations, on omettra souvent les dépendances de f et g en s et
y pour ne garder que celle en u qui est la plus importante dans les calculs.

La constante C' denote une constante positive dépendant de r,T" et p qui peut changer
d’une ligne a l'autre.

Soit la fonctionnelle ® définie par :

@www::/@mm%@@f/é@smwmmmmm

//aﬂw u(s, )W (dsdy)
= Dy(t,x) + D1(t,z) + Do(t, x).
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® est une application continue dans S, , r. En effet pour u € S, , r, on a :
E[|®(u)(t,2)]"] < 3" H{E[|@o(t, 2)|"] + E[|Pu(t, 2)["] + E [|2(t, 2)[]}.

En appliquant les inégalités de Burkholder et de Holder, on obtient :

</ /Gt s(T,y)g (s,y))dsdy)g
<o/ el <x,y>dsdy)p;2 (/ [ G Ellgtuts. P! sy ).

Puisque u € S, , 1, d’apres le lemme et la condition (Al), on a :

Byt 2)"] <

B[yt 2)] < Cf'F / / Groa(, )™ p(s, W E [ju(s, )P dsdy

< Gt / (s, 5up e WIE [Ju(s, y)|"))ds

yEeR

ou (] est une constante positive dépendante de T et p.

De maniére analogue, on a :

E(®y(t,2)f] < / / Greal, ) E [|f (uls,y))|P) dsdy
< o / / Gre(,y)eMp(s, e WIE [Ju(s, y)|))dsdy

t
< el [ (s supe W Ju(s, o) )ds
0

yER

D’apres le lemme de Holder, on a :

E[|®o(t, 2)["] < /RGt(fG,y)E [luo(y) ") dy < e sup e 1E [Jug(2)[").

zeR

En rassemblant les trois inégalités, on obtient :

E(leu)(t,x)l") < 3 sup e E [Jug(2)[]

zeR

t
—0—026T$|/ o(s,sup e "M E [Ju(s, y)["])ds
0

yEeR

ou Cy = 3 1(Cy +TP71).
Puisque u,ug € S, 1 et ¢ est intégrable et monotone, alors ®(u) € S, 1.
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Soient u; et us € S, , 7. En utilisant les mémes techniques et les conditions (A3) et
(A4), on obtient :

E[|®(u)(t,x) = (u)(t,2)["] < 277 E[|Pu(un)(t,7) — a(ua)(t, 2)["]
2B (|2 (un)(E, 2) — Pa(ua)(t, 2) 7]

En utilisant les inégalités de Burkholder et Holder ainsi que la condition (A3) et le lemme

3.2.2 on obtient :
]

t
< c / / Grosl, ) MU (s, WIE [Juy (s, y) — ua(s, y)|"))dsdy
0 R

E[|®(uy) — ®a(ug)[] = E[/O /RGts(:E?y) (9(ur(s,y)) — g(ua(s,y))) W(dsdy)

t
< C’er|””/ U (s,supe "ME [Jui(s,y) — ua(s,y)|"])ds.
0

yEeR

De maniére analogue, on a :

E|®(ur) — ®1(uz)|’]

d

< Ce”x/ U(s,supe "WE [Jui(s, y) — ua(s,y)F])ds.
0

y€R

]

/0 /RGts(:U,yﬂf(ul(s,y)) — f(uz(s,v))| dsdy

D’ou :

E{|®(u1)(t, x) = ®(ug)(t, 2)["] < 06”"”/0 U(s,supe VE [Ju(s,y) — ua(s, y)["])ds,

yeR

ou C' est une constante positive dépendante de p et T.

Par conséquent, on a :

t
[®(ur) — B(un)],,, < C / (s, lur — sl )ds. Vi € [0,
0

Gréace a la condition (A4) et la continuité de ¥ ainsi que le théoréme de la convergence
dominé, on conclut que ® est continue dans S, 7.

On définit la suite des approximations successives {u"} ., par :

WOt x) = [ G, y)uo(y)dy
u'(t, @) = Ot x) + [y [y Geos(@,y) f (s, 5,4 (s,y))dsdy
S8 o G o, y)g (s, ys un~ (s, 9))W (ds, dy).
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On montre par récurrence que u" est uniformement bornée dans S,, 7. En utilisant les

arguments similaires & ceux utilisés précédemment, on a :

w1l

t
<3t supe B [Juo(@)’] + G, / oo [[ul . )ds, Ve € 0,77
z€ 0 77

Soit A(t) une solution de 'équation différentielle ordinaire décrite dans la condition (A2)
avec By > 3P~ sup e " E [Jug(2)[P] et € = Cy. Puisque ¢(t, ) est positive, alors ||u°]|, , <
z€R

B(t), Vt € [0,T].

Supposons que pour n,on a ||u

7D,

", < B(t), vt €10,T] , alors :

r,p,t —

B0) = [, Co [ s, 86Dds = o [ ot s = 0

ce qui implique que 3(t) > ||u™*| Vt € [0,T] et par conséquent sup [u”]], . < B(),

mp,t?
Vt € [0,T] et donc u™ est uniformément bornée dans S, 1.
Il reste & prouver que la suite {u"}, ., est de Cauchy dans S, r.
Soit n, m deux nombres entiers. De maniére analogue, on a :

p

Elu™(t,z) —u™(t,z)f < 2P7'E

i Gis(z,y) (f(u" ' (s,y) — f(u" (s,y)) dsdy

p

+2P'E | Crs(ay) (9(u" " (s,y) — g(u™ (s, y)) W (dsdy)

t
< Ce?"'””/ U(s,supe "WE [Ju" (s,y) —u™ (s,y)| ] ds.
0

yER

Donc :
HW—umm_C/ (s, [un= = w1, Jds, Vi € [0,7].

Puisque {u"}, ., est uniformément bornée dans S, alors sup ||u™ — u™||
- n,m

r,p, T < 0.

Grace a la continuité de ¥ en v et en appliquant le lemme de Fatou, on a :

lim " —u™],,,, < C’/ (s, lim |[u""— um_Ian’s)dS,W €[0,17.

n,m—00 n,m—0o0

Comme ¢t — lim |[u™ —u™],. , est positive et monotone sur [0,7], alors grace a la

n,Mm—00
condition (A5), on a lim [ju" —u
, [eS)

est une suite de Cauchy dans I’espace de Banach S, r. Par conséquent la suite {u"}, .,

T?p’t

", e = 0,V t € [0,T]. Ceci signifie que {u"}, .,

converge dans S, ,, v vers u. Il est clair que le processus aléatoire {u(t,z),t € [0,T],2 € R}
satisfait I’équation (2.2) et donc par définition u(t, z) est une solution de 'EDPS (2.1). m
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Preuve. (Unicité)
On suppose que u; et uy sont deux solutions de L’EDPS (2.1). Par les mémes tech-
niques utilisées dans la démonstration de I’existence, on montre que :

p

Ellu(t,z) - ws(t.2)] < 2B / / Gl y) (F(ur(s, ) — Flua(s,y))) dsdy

p
+or-lp

/0 / Gres(, ) ((glun(s, ) — glua(s, 9))) W (dsdy)

t
< C’e”/ U(s,supe "M E [Jui(s,y) — ua(s, y)|])ds.
0

yER

Par conséquent, on déduit qu’il existe une constante positive C' telle que :
t
s = el <€ [ WG =l s, v € 0.7,

0

et grace a la condition (A5), on obtient :
||U1 — u2||7‘,p,t = O,Vt € [O,T] s

ce qui implique que uy(t,x) = us(t,x),Vt € [0,T] et Ve € R. m
Remarque 3.2.3 On montre que la solution de l'équation (2.1) admet une modification
continue ¢ valeurs dans C,.

Pour cela, on utilise les lemmes :

Lemme 3.2.4 [22]
1) Si g < q < 3, alors il existe une constante C' telle que pour tout t > 0 :

(3—¢

t
! 1 ) 1
//\Gt_smy)—Gt_s<w,y>\qudysG]x — a7 vaa e R
0 R

2) Sil < q< 3, alors il existe une constante C' telle que pour tous 0 < t < t:

(B=q)

t B=q)
/ / ‘ths(x7y) - this(ﬂj,y)‘qdé’dy S C t/ - t‘ ’ ,Vx € Ra
0 JR

et

t/
/ /}Gt/_s(x,y)}qudy§0‘t'—t * VzeR.
t R
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Lemme 3.2.5 (Kolmogorov)[22] On suppose que {u(t,x) : t > 0,z € R} est un champ
aléatoire a valeurs réelles. S’il existe des constantes o > 0,0 > 2 et ¢, > 0 telles que pour
tout sous-ensemble compact K,

B [Ju(s.2) = u(t,)|] < ere’™ (Js =t + la = y1").
pour |t —s| <1 etz,y€ K, alors u(t,.) admet une version continue & valeurs dans C,.

Remarque 3.2.6 Le théoréme d’existence et d’unicité reste valable pour p = 2 si on

remplace les conditions A1-A5 par les conditions B1-B3 suivantes :

B1) Il existe une constante K > 0 telle que :
[f(t @0+ gt z,v)] < K(1+]v]) , VveR.

B2) 1l existe une fonction strictement positive A(¢) croissante et continue définie sur

[0, 7] et une fonction croisssante ®(v) définie sur R, telles que :

2

ft,x,v) — f(t,x,v/) ’ + )g(t,m,v) - g(t,x,vl) ”2).

< )\(t)CID(‘v —

B3) & est une fonction concave telle que ®(0) =0 et (v) > 0, Yo > 0 telle que :

/0+(<D o &)~ (v)dv = oo.

3.3 Cas de I’équation de la chaleur stochastique diri-

gée par un bruit blanc non homogéne.

Nous considérons 1’équation de la chaleur stochastique dans le cas d’une variable
spatiale unidimensionnelle avec un drift singulier dirigé par un bruit blanc en espace et en
temps non homogene. La mesure de la variation quadratique de ce bruit blanc n’est pas
obligatoirement la mesure de Lebesgue et n’est pas absolument continue ni dans I’espace
ni dans le temps. Sous quelques conditions, nous donnons des résultats sur I’existence et
I"unicité des solutions continues.

On considére ’équation aux dérivées partielles stochastique suivante :

(3.1)

Su(t,x) = Ault, v) + f(t, 2, u(t, 2) G + g(t, 2, ult, ©)) Foz W (L, )
u(0,2) =n(z),t >0,z €R

a qui une signification précise sera donnée dans les définitions suivantes.
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A=2 f,9:[0,400[ x RxR — R et n: R — R sont des fonctions continues,

=2
e o(dtdz)
o(dtdr) et ¢(dtdr) sont des mesures de radon positives sur [0, +oo[ x R, Z7== est la

densité de Lebesgue de o(dtdx) qui n’existe qu’au sens généralisé (comme distribution),
W* :[0,400] x Rx) — R, est un mouvement brownien dépendant de deux parameétres

(drap brownien) non homogeéne basé sur p(dtdzr) et caractérisé par la relation :

Wv@t,t’] x }m m’b — Wt 2y — W x) — W(t,2)) + W(t,z),

ot W% est un bruit blanc "mesure” basé sur p(dtdz).
Walsh [21] construit W% comme un processus gaussien sur ’algebre A,
o A=, B([0,n] x [-n,n])C B([0, +oo[ x R). Si ¢(dtdz) = o(dtdz) = dtdz,

o(dtdz)
dtdz

homogene W sur [0, +oo[ x R. Dans ce cas, ’équation (3.1) devient :

alors =1 et W¥ est juste le mouvement brownien dépendant de deux parametres

%U(t, iL‘) = %Au(ta ‘T) + f(ta x,u(t, :U)) + g(ta xau(t? w))%w(tﬂ)
uw(0,z) =n(x),t >0,z € Ry

Cette équation a été étudiée par plusieurs auteurs[2],[21],[14],[22] qui se sont inté-
ressés & l’existence et I'unicité des solutions.

Dans cette section, on s’intéresse a ’existence et I'unicité des solutions continues de
I'EDPS (3.1) avec les coefficients f et g satisfaisant les conditions de Lipschitz et de
restriction sur la croissance, les mesures ¢(dtdx) et o(dtdx) satisfont certaines conditions.

Soit E un espace métrique. Notons par M (E) I'espace des mesures de Radon positives

sur . On pose :

Mni(R) = {,u e M(R)/ su]]l_:gu(B(:c, 1) < oo} :
e

Définition 3.3.1 [23] On dit que la mesure p(dtdx) € M([0,4+o00[ x R) satisfait la
condition (A) respectivement (B) si p(dtdx) = py(t,dz)uy(dt), o uy est le noyau de
0, +oo] dans R avec uy(t,dz) € Myu(R), YVt > 0 et py(dt) € M([0,+00]) tel que
dag, a0 € [0,1], VT >0, 3Cr > 0 :

(a) SUP¢<T SUPger M1 (t’ B(xa T)) < CTTC” Vre ]07 1] :

(b) sup;<r ([0, +oo[ N B(t, 7)) < Crre2 ¥V re]0,1].

(c) a1/2+ ag > 1 (respectivement oy /2 + s > 1/2)

Soit C'(R) I’espace des fonctions continues sur R.
Soit I’ensemble Ci.,, (R) = {\IJ € CR)/ [Py <00, VA > O} ,
ou [¥]_,) = He*’\H\II(.)HOO et ||.||, est la norme usuelle. Nous équipons Cie,, (R) avec

des métriques
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diem (P, V) = Zk>1 (| - \Il| 1 Al) et (@, W) = [, O( x)dr.
L’équation (3.1) est formelle. D’une part la densité de Lebesgue de o(dtdzr) n’existe
pas au sens usuel et d’autre part W% n’est pas différentiable. Pour cela, on interpréte

I'EDPS (3.1) comme une équation intégrale stochastique.

Définition 3.3.2 [23] Un processus aléatoire continu {u(t,.) , t >0 } a valeurs dans
Ciem(R) est une solution forte de ’EDPS (3.1) avec l’état initiale ) € Cler(R), si donné
le bruit blanc (W*,Q, F, (Fi)i=0, P), il est Fi—adapté et satisfait :

w(t.). ) = (o, >+/k<> L Aw)ds (3.2)

//fsxusx )0 (2)o(dsdz)

+/ /g(s,x,u(s,x))\IJ(x)W“"(dsdx)
0o Jr
pour tous t > 0 et U e C°(R).

Définition 3.3.3 [23] Un processus aléatoire continu {u(t,.) , t >0 } a valeurs dans
Ciem(R) est une solution mild de ’EDPS (3.1) avec l’état initial n € Cier(R), si donné
le bruit blanc (W¥,Q, F, (Fi)i=o0, P), il est Fy—adapté et satisfait I’équation intégrale sto-

chastique suivante :

/bﬂw @+//bmxwﬂﬂh@w)W@) (3.3)
+/0 /RGH(:E,y)g(s,y,U(s,y))W“”(dsdy)

ot Gy(x,y) = (2mt) Y2 exp(—(x — y)?/2t) est la solution fondamentale de I’équation de la

chaleur homogéne associé & (3.1).
Maintenant, on peut énoncer le théoréme principal :

Théoréme 3.3.4 Supposons que les coefficients f et g sont continues et que pour chaque
T > 0, il existe des constantes Cr, Ly > 0 telles que pour toust <T et x,u,u’ € R:

[F(t 2, u)] + g (t, 2, u)| < Cr(1+ |u]) (1)

[f(t,@,u) = ft,z,a)| + [g(t, z,u) — g(t, x,u")| < Ly Ju— | (2)

Soit 1 € Ciem(R), @(dtdz) satisfait la condition (A) avec oy, et o(dtdx) satisfait la
condition (B) avec By, B,. Alors 'EDPS (8.1) avec l’état initial n admet une unique solu-
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tion forte. De plus la solution est localement v—holdérienne pour tous vy € |0, (a/2) A 5],
obta=a1/24as—1,0=03,/2+4+F,—1/2.

Avant de démontrer le théoréme, on commence par présenter quelques resultats qui

sont des outils principaux.

Proposition 3.3.5 Supposons que la condition (1) du théoréme est vérifiée et
Sup;<p SUp,ep #(B(t,1) X B(x,1)) < oo, pour tous T > 0 et pn € {p,0}. Alors toute
solution forte de ’EDPS (3.1) avec l’état initial n dans le sens de la définition 3.3.2 est

une solution mild avec ’état initial n dans le sens de la définition 3.3.3 et vice versa.
Preuve. [20] =

Lemme 3.3.6 (Kolmogorov) Soit X = {X(t,z) : t >0,z € R} un processus aléa-
toire a waleurs réelles tel que X(t,0) € Ciem(R). On suppose que q,e > 0 sont des

constantes telles que pour tous A\, T > 0, il existe une constante Cyr > 0 satisfaisant :
E []X(t,x) . X(t',x')]q] < C/\,T <’t . t/‘2+€ + |IL’ . $/‘2+E> eAlzr\’

pour tous t,t’ <T et x,2’ € R o |x — 2’| < 1.
Alors X admet une modification continue X tel que {X(t, ) t=0 } soit a valeurs

dans Ciem(R). De plus, X est localement y— holdérienne pour v € |0,¢/q].

Lemme 3.3.7 Soit u,(dz) € Myu(R), aq € ]0,1], v > 0 et soient les affirmations
suivantes :
(a) 3C >0 : supxeR,ul(B( r)) < Cr*rel0,1];
(b) 3C >0 : sup,ep e v)? /T,u (y) < Cr*vzrel0,1];
(c) 3C\ >0 : sup,ep e M [ e (=Y 2 ’\‘y|,u (y) < Cyrovz r e]0,1];
(d) 3C) > 0 : sup, yeg e N2l e WPl () < Car®rz, e €10,1] .
Alors (a)&(b)=(c),(d), pour tout A\ > 0.

Preuve. [24] =

Lemme 3.3.8 Soit ji,(dt) € M([0,+00]). S’il existe as € 10, 1] tel que :
VT >0 3Cr : supscp pio([0, +oo[ N B(t, 7)) < Cpre2,V r €0, 1],
alors pour tous T' > 0, il existe une constante Cr > 0 telle que pour tout 0 <t < T,

(a) [H(t —r)Vpy(dr) < Cr(t — 5)*277, ¥y € [0,09],0 < s < ¢
(b) [J(t—r) T py(dr) < Cp(t —v)*2™7,Vy € Jag,00[,0 < s < v < ¢
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(c) fo (t — 7)Yy (dr) < Cp(t — s)2727(0° + (1 —6)™ "), ¥y € 0,a0], 0 > 0,
6 €0,1];
(d) Jy e pa(dr) < Cry=o2, ¥y > 0.

Preuve. [23] =

Lemme 3.3.9 Supposons que ¢(dtdz) satisfait la condition (A) avec oy, s et o(dtdz)
satisfait la condition (B) avec (3, [0,. Alors pour tous A > 0 et T > 0, il existe une
constante Cxp > 0 telle que pour tous 0 <t <t' <T et z,2’ € R,

/0 /R (Gr-s(,y) = Gus(a',y))* MMop(dsdy) (4)

< CA,T <|t . t/|a + |l‘ . $/|2a) 6/\|ar|€)\|a:—ac'|7

/0 /R(Gt_s(x,y) — Gy_s(a',y)) NV (dsdy) (5)

< Ch\r <|t — t’|ﬂ + |z — x/|2ﬂ> 6)\|$|8>\|J;—x’|,
011(1:(11/2+()52—1 , 5251/2_{'62_1/2-
Preuve. [24] =

Lemme 3.3.10 Soient k > 1 et pb(dt) € M([0,+o0[), (1 < i < k). On suppose qu’il
eziste oy €10,1], (1 <i < k) tel que VT >0 EIC’NT >0 :

supy< t15([0, +oo[ N B(t,r)) < 5TT“§,V relo,1], (1<i<k).

Soit g, : [0,+00[ — [0,+00] une suite de fonctions mesurables (n > 1) et gy est
bornée. S’il existe des constantes v' € [0, 5], (1 < i < k) et Cy > 0 telles que pour tout
T > 0, il existe une constante Cp > 0 avec :

k S
1 .
gn+1(t) < Cr(Co + ZSUP/W%(T)ME(W):W <T,nz>1, (6)
i=1 sSSP
alors pour tout T > 0, il existe une constante qr € 10,1[ et une constante é} > 0

(dépendante de T, Cr, 5T, i, Vs, 11l et indépendante de Cy) telles que

sup g, (t) < Cr(Co + ¢),¥n > 1.
t<T
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Dans le cas particulier ot g, = g,Yn > 1, linégalité (6) implique :

sup g(t) < C’NTC'O,VT > 0.

t<T

Preuve. [23] =
Preuve.
Soit P I'espace des fonctions prédictibles u : [0, +00[xRxQ — R, avec ||ul|, 1, < 00,

pour tous \,T">0et m > 1, ou :

1/2m
il =  s0p swp e E e f])
Y 0<t<T z€R

muni de la métrique dp(f, /) = 5,y 27 (LA f — F'll1 4.m) our laquelle P est
complet.

On définit la fonctionnelle suivante :

P(u)(t,z) = /RGt(fﬂ,y)n(y)der/o /RGts(%y)f(s,y,u(s,y))a(dsdy)

+/U /RGt_s(x,y)g(s,y,u(s,y))W“’(dsdy)
= Dy(t,z) + @1 (u)(t, z) + Po(u)(t, z).

Pour u € P, I'intégrale stochastique par rapport a W% est bien définie.
En effet, en utilisant la condition (1) et le lemme 3.3.7((a)=-(c)) et le lemme 3.3.8
(a), on obtient :
2]

B[ [ 6ttt W s s et

E / / Goa(, y)g (s, v, uls,y))W* (dsdy)

IN

IN

c / / G2 (2, )MV B [(1+ Ju(s, y)[?] o(dsdy)

IA

t 1 2
C / / —— e @V (t=s) Al (1 + sup supe IR UU(S,y)ﬂ) ©1(s, dy) gy (ds)
o Jr2m(t - s)

0<s<t yeR

b1 2
C’ (1 - HM\iJ/ (/ e ) /(”)@y'sol(s,dy)) 0s(ds)
b o t—s R

t
1
G /0 Wt — )2y (ds) < Cp /27N < o0, > 0

IA

IA

Etape 1 : On démontre que ®(u) est continue a valeurs dans Cie,,(R) quand v € P .
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En utllisant les inégalités de Burkholder et de Holder pour (21 +

“m = 1)7 (1) et (4)7
on obtient : pour tous A > 0,0 <t <t <Tetz,2’ €eR :

L
m

EWMW@—%@W@W

< l//amxy Go_(a',y))? @%@w>wmn]
< (//Gmxy @(xW¢W@0
X</‘AKhA%w—GwAﬂwaﬂlHM&wWﬂwwww>
< CT \t—t| —Hx—x\ )
(/L/G”xy>c%<xway*wu+Emen])ww@0
< CT |t—t| + |z — |2a>

(/ / (Gi_s(z,y) — Gu_y(2',y))?e ( - ||u||“m> go(dsdy))

< Chr (’t — "+ |z — :C']m) eAelAle=a'l

Par le lemme de Kolmogorov, ®s(u) admet une modification continue & valeurs dans

Crem(R).
De maniére analogue, en utllisant les inégalités de Holder pour (221 4+ .= = 1), (1)
et (5), on obtient : pour tous A > 0,0 <t <t/ <Tetz,2’ eR:

2m ,
E [[@4(u)(t,2) = 1 (u)(t', )" | < Onr (It =81 + o = a[P) 7 eXeledee

Par conséquent, ®;(u) admet une modification continue & valeurs dans Ci,, (R).

De plus, on a :

|®o(t, )] < /Gt(x,y) In(y)ldyS/Gt(:r,y)e”” sup e M n(y)| dy < N ]y,

yeR

= sup supe N D(t, x)| < 7l (_y < o0
0<t<T zeR

Ainsi, ®¢(t,x) est continue & valeurs dans Cie, (R).

En rassemblant les inégalités ci-dessus, on voit que ®(u) admet une modification
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continue a valeurs dans Cl.,,,(R). Par conséquent et grace aux estimations ci-dessus, ®(u)
est localement y—holdérienne sur [0, +00[ X R pour tout v € 10, (a/2) A 5],
ola=wm/24+as—1,08=0,/2+5y—1/2.
Etape 2 : On définit I'itération de Picard :

uo(t, x) = [ Gelw, y)n(y)dy

Unt1(t, ) = ®(up)(t, x) = ug(t, z) + f(f Jo Gi—s(z,9) f(s,y, un(s,y))o(dsdy)
+ fot Je Gi—s(@,9)g(s, 4, un(s,y))W*(dsdy)
= ®y(t,x) + Py (uy)(t, 7) + Po(uy,)(t, ).

On démontre que u,, € P, pour tout n > 0 et en particulier :

Slilf [ullyzm < Carm <00, VAT >0,m > 1
n>

quand 1 € Cien(R).
Pour cela, il suffit de démontrer que pour tous \,7 > 0 et m > 1, on a ®(u) € P
quand u € P.
Soit u € P. En utilisant les inégalités de Burkholder et de Holder pour (2 +

o =1),
(1), le lemme 3.3.7 ((a)<(b)=(c)) et le lemme 3.3.8 (a), on obtient :

1
m

1@2(w) |37, = sup supe E [|@g(u)(t, )]
0<t<T z€R
2m
< sup supe g c&mm%wwwmmw]

0<t<T z€R

m—1
< sup Supefwc| (/ /Gt s\ T 3/ 901 S dy)ng(dS))
0<t<T x€eR
(/ /Gt (@ y)eMe B T(1 + |u(s,y) ™)) sol(s,dy)%(dS))
<

%ﬁwwmw/ﬂﬂ/@xwwmw@mmeﬂ
0<t<T z€R J0
1

t
< Cagmil - d
~ AT, { + sup /0' (t—S)l_a1/2 HUH)\stDQ< S)}

0<t<T

De maniére analogue, en utilisant 1'inégalité de Holder pour (2221 + ;L = 1), (1), le

2m
lemme 3.3.8 (a), on obtient :
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D’autre part, on a :

E[|®o(t, )] =

/R Gi(z,y)n(y)dy

m] < /RGt(a:,y)eMye_)"y'E [|77(y)‘2m} dy
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Alors d’aprés ce qui précede, on a : pour tous A, 7 >0et m > 1 :
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0<t<T

t
1 2

—_— " d .

+0§1:1£T/0 (t _ 3)1—a1/2 ||U||,\sm 902( 8)}

Ce qui implique que ®(u) € P. En particulier u,, € P pour tout n > 0.
D’un autre coté, on a :

t
fonsilih < Comn {1+ sup [ Wuunnm (i)

0<t<T

t 1
_— d
OilifT/ (t—s)i-o/2 ( s)}

Alors d’apres le lemme 3.3.10, on a : pour tous A\, 7" > 0 et m > 1, il existe une constante

Crm telle que :

sup [[ully 7., < Carm < 00
n>1

Etape 3 : On démontre que lim,_ o ||tnt+1 — Un||, 7, = 0, pour tous A\, 7" > 0 et m > 1.
De maniére analogue & celle utilisée dans 1’étape 2, mais en utilisant la condition de

Lipschitz (2) au lieu de la condition de restriction sur la croissance (1), on obtient :

0<t<T

t
1
191 (un) = 1 (tn-1)l[3 7 < Crrm sUD /U m”lW Un-1[3sm 02(ds),
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et

t
1
2 2
@2 (un) — q)2(un—1)||>\7,7%7m < Cirim Oiltl?T/o (t — s)l—o1/2 [ tn — un—1||>\2,m o (ds).
En rassemblant les inégalités et puisque wu, 1 = ®(u,), alors pour tous A, 7" > 0 et m > 1,

il existe une constante C) 1., > 0 indépendante de n telle que :

t
2 1 2
[tnr = tnll N < Chmm {OiltlET/o (t — 5)=hi/2 [t — U135, o2(ds)

t
Grace au lemme 3.3.10, on a : lim,, .o ||tp1 — Un”A,T,m =0, pour tous A\, T > 0 et m > 1.

Ceci implique que {u,}, -, est de Cauchy dans I'espace complet (P, dp). Par consé-
quent {u,},-, est convergen’;e dans P vers une limite u. D’apres I’étape 1, ®(u) admet
une modification continue & valeurs dans Crem(R), alors u(t,z) = ®(u)(t,z) pour tout
(t,z), P—presque sirement. Par conséquent, u satisfait I’équation (3.3). Par définition et
grace a la proposition 3.3.4, u est une solution forte continue & valeurs dans Cy.,,,(R) de
I'EDPS (3.1). De plus u est localement y—holdérienne pour tous v € |0, (a/2) A 5[, o
a=a1/24+a—1,0=0/2+3,—1/2.

Etape 4 : Il reste & démontrer 'unicité de la solution.

Soient u et v’ deux solutions de I'EDPS (3.1). De maniére analogue a celle utilisée

dans I’étape 3 et puisque u = ®(u), on obtient :

t
1
o 2 . B N2 o ) .
lu—ulx7y = [1®(w) —@W)|y\7, < Crra {OiltlET/o (E =) A2 [u = u'[[} ;1 02(ds)
t
+ sup / ; ||u_u/||2 0 (ds)}
0<t<T Jo (t—3)1—01/2 A\,s,1 F2 )

pour tous A\, T" > 0.
Grace au lemme 3.3.10, on a : ||u — /||, 7, = 0, pour tous \,7" > 0. Ce qui implique

u(t,x) = v (t,z) pour tous \, T > 0, P—presque siirement. m
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié les solutions des équations aux dérivées partielles
stochastiques et plus particuliérement le cas de I’équation de la chaleur stochastique. Nous
avons accordé une attention particuliere & l'intégrale stochastique relative & une mesure
martingale car c’est elle qui permet de donner un sens rigoureux a la notion de solution.
Nous avons présenté ensuite quelques théorémes d’existence et d’unicité des solutions
pour I’équation de la chaleur stochastique dans différents cas : cas lipschitzien, cas non
lipschitzien et le cas ol ’équation est dirigée par un bruit blanc non homogéne basé sur
une mesure non absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Nous avons utilisé une documentation classique et des articles récents et complété et
détaillé de nombreuses démonstrations.

Le théme des équations aux dérivées partielles stochastiques offre de nombreuses pers-
pectives de recherche et ce dans différentes directions correspondant aux différents choix
du type des équations (hyperbolique par exemple) et de la nature du bruit (poissonien
ou fractionnaire par exemple). L’étude des EDPS nécessite de développer une intégrale
stochastique convenable qui peut étre un théme de recherche intéressant dans le cas de
certains bruits. une autre direction de recherche consiste a étudier les EDPS fraction-
naires.[1],[8],[9]
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Résumeé.

Dans ce travail, nous étudions les solutions des équations aux dérivées partielles
stochastiques et plus particuliérement le cas de |'équation de [a chaleur stochastique.
Nous accordons une attention particuliére 3 l'intégrale stochastique relative 3 une
mesure martindale qui est nécessaire pour donner un sens rigoureux 3 la notion de
solution. Nous présentons ensuite quelques théorémes d’existence et d’unicité des
solutions pour 'équation de la chaleur stochastique dans différents cas.

Mots clés :

bruit blanc spatio-temporel, drap brownien, mesure martingale, intégrale
stochastique, équations aux dérivées partielles stochastiques, équation de la chaleur
stochastique.

Abstract.

In this work, we study the solutions of stochastic partial differential equations and
more particularly the case of the stochastic heat equation. We give a particular
attention to the stochastic integral relative to 3 martingale measure because it is
necessary to give a rigorous sense to the concept of solution. Then, we presente
some theorems of existence and uniqueness of the solutions of the stochastic heat
equation in different cases.

Key words:

space-time white noise, brownian sheet, martingale measure, stochastic integral,
stochastic partial differential equations, stochastic heat equation.
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