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CHAPITRE 1

INTRODUCTION GENERALE

La mécanique des fluides est un domaine trés vaste qui nécessite un large
spectre des connaissances physiques et mathématiques pour modéliser et puis
résoudre un probléme d’écoulement posé.

Dans notre mémoire, on va faire une synthése fondamentale nécessaire a
I’étude des écoulements des fluides. On donne une notion bréve sur le modeéle
de la mécanique des milieux continus en générale, puis on se limite aux fluides
dits newtoniens pour I’établissement des équations mathématiques.

Dans le chapitre 2, sans distinguer les fluides des autres matériaux étudiés
dans le large domaine de la mécanique des milieux continus, on donne le concept
du milieu continu et les deux modes de descriptions : la description lagrangienne
et la description eulérienne. L’équivalence des deux descriptions est établie. Les
notions de particule, du point matériel et autres notions fondamentales telles que
lignes de courant et trajectoires sont mises en évidence.

Le chapitre 3 est consacré a I’analyse dimensionnelle : un outil fondamental &
la modélisation en générale et & la mécanique des fluides en particulier. Les trois
objectifs de I’analyse dimensionnelle sont :

1. rendre les variables et les parameétres du modele mathématique obtenu sans
dimensions physiques.

2. réduire le nombre des paramétres d’un probléme.

3. par similitude, construire des prototypes miniatures faciles & la manipula-
tion expérimentale.

Le chapitre termine par le théoréme Pi de Buckingham, qui exprime la pos-
sibilité de réduire un probléme physique quelconque dimensionnellement <<bien
posé>> & un probleme mathématique, dont les variables et les parametres sont
sans dimensions. De plus, le nombre des parametres dans le probléme mathé-
matique adimensionnel est inférieur au nombre des paramétres dans le probléeme
physique original. Un exemple d’application pour illustrer le théoréme est donné.

Le chapitre 4 est I'objectif principal de ce mémoire : on utilise les notions et
concepts prérequis vus dans les chapitres précédents pour établir les équations
du mouvement adiabatique d’un fluide newtonien. On utilise deux principes de
conservation :

1. principe la conservation de la masse.



2. et le principe la conservation de la quantité de mouvement (la loi fonda-
mental de la dynamique de Newton).

Si le mouvement n’est pas adiabatique (ce que nous ne considérons pas dans
ce mémoire), le principe de la conservation de 1’énergie pour établir I’équation de
la chaleur est utilisé.

Avec le principe de la conservation de la quantité de mouvement, on établit
I’équation vectorielle générale du mouvement. Les tenseurs des contraintes et des
déformations sont définis et la relation linéaire qui lie les deux tenseurs est justifiée.
Les fonctions d’états ou les lois de comportement sont expliquées et la loi de
comportement des fluides newtoniens est donnée comme exemple. Pour les fluides
newtoniens, 1’équation du mouvement se réduit a 1’équation de Navier-Stokes.
L’équation de Navier-Stokes, étant non linéaire, est difficile & résoudre méme pour
des cas assez simples, des simplifications sont nécessaires. L’équation de Stokes est
une forme linéarisée de 1’équation de Navier-Stokes et I’équation d’Euler est une
simplification dans le cas ou le fluide est parfait (viscosité nulle). Comme pour
tout probléme mathématique des équations aux dérivées partielles, les conditions
initiales et les conditions aux limites doivent étres connues. On donne a la fin les
différentes conditions aux limites qui peuvent étres considérées dans un probléme
d’écoulement.

Les problémes de la mécanique des fluides sont trés difficiles a résoudre. Les
problémes résolus exactement n’ont qu’'un intérét académique. Dans les cas réel, on
est toujours amener a faire des approximations. Deux grands types d’approxima-
tion : approximation numérique et approximation analytique. Parmi les méthodes
d’approximations analytiques se place ’analyse asymptotique qui, en quelques
sortes, étudie les cas "limites" (quand une variable ou un parameétre tend vers une
valeur critique). Dans le chapitre 5 on fait une synthése des notions fondamentales
de 'analyse asymptotique. On donne les notions de base de grand O, petit o, et
équivalent, puis on définie les suites, les séries et les développements asymptotiques
tout, en donnant une comparaison d’approximation par une série convergente et
une série asymptotique d’une méme fonction. A la fin de ce chapitre, on donne une
synthese sur les méthodes de perturbation et leurs utilisations dans la résolution
des différents probléemes. Comme la méthode des couches limites a son origine
dans la mécanique des fluides, cette méthode est illustrée par un exemple et le
principe de raccordement de Van Dyke est utilisé.

Le chapitre 6 est le noeud des quatre chapitres précédents. Un probléme d’écou-
lement d’un fluide réel en contact d’un solide est modélisé, rendu sans dimension
faisant apparaitre le parameétre sans dimension : le nombre de Reynolds Re, et
puis traité par les méthodes d’analyse asymptotique (perturbation) pour essayer
de le résoudre. Deux cas sont étudiés : le cas Re tend vers l'infini et le cas Re tend
vers zéro.
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CHAPITRE 2

FLUIDE COMME MILIEU CONTINU

La mécanique concerne en générale 1’étude dynamique ou statique des corps
rigides ou déformables. L’étude du mouvement d’une voiture, d’une fusée ou d'un
obus fait 'objet de la mécanique des corps rigides, tandis que le mouvement d’un
fluide, la déformation d’un corps élastique fait I’'objet de la mécanique des milieux
continus.

La mécanique des milieux continus tente a expliquer des phénomeénes des corps
déformables. La mécanique des milieux continus ignore les détails de la structure
moléculaire ou atomique et suppose que les structures discontinues des matériaux
réels peuvent étre remplacer par un milieu hypothétique continu.

L’observation de la déformation d’un solide donne la notion de milieu continu
déformable. Elle signifie que I'observateur retire de ces expériences 1'idée que cer-
tains problémes peuvent étre traités & une échelle macroscopique en assimilant
cette matiere & un milieu continu, sans contredire les modélisations de la physique
microscopique.

En mécanique des milieux continus, on identifie le domaine occupé par le mi-
lieu & un domaine €2 purement mathématique. Tout point X € () est identifié & une
particule du milieu continu. Toutes les propriétés quantitatives du milieu continu
seront des fonctions de la variable spatiale X € 2 et de la variable temporelle
t €10, T], T peut étre = oc.

Dans ce mémoire, on ne s’intéresse qu’aux fluides qui sont des milieux continus
déformables. Par exemple, de 'eau circulant autour d’un bateau navigant dans
les océans, de I’eau s’écoulant dans un canal, de I’air sortant d’un ventilateur sont
des milieux continus déformables, car la distance entre deux particules du milieu
peut varier au cours du mouvement. On va donc s’intéresser aux mouvements,
déformations, efforts intérieurs et extérieurs et aux lois qui les relient.

Les lois fondamentales utilisées en mécanique des milieux continus sont celles
traduisant la conservation d’une caractéristique quantitative. elles sont au nombre
de trois :

1. L’équation de la continuité traduisant la conservation de la masse.

2. Les équations de Navier-Stokes traduisant la conservation de la quantité de
mouvement et se basant sur la loi de Newton.

3. L’équation de l’énergie traduisant la conservation de l’énergie.



2.1. DESCRIPTION DU MOUVEMENT 4

2.1 Description du mouvement

Dans la démarche expérimentale, pour suivre I’écoulement d’un fluide ou les
déformations d’un solide, ’observateur est conduit & procéder au marquage d’élé-
ments matériels constitutifs du systéme a l'instant donnée et a repérer ensuite
leur évolution. Il est évident que le marquage d’un tel élément, aussi fin soit-il,
concerne un <<petit domaine matériel>>, qui sera réputé infinitésimaux a 1’échelle
macroscopique, mais qui se situe au-dessus de 1’échelle microscopique : ce qu’on
appelle échelle mésoscopique.

Du point de vue géométrique, la modélisation du milieu continu part de 1'idée
que le systéme considéré est représenté par un volume €2 dont les volumes infini-
tésimaux <<df2>> représentent les constituants élémentaires appelés <<particules>>
qui seront identifiées & des points intuitifs mathématique. L’état géométrique de
ces particules est caractérisé uniquement par leur position. Ceci explique la ter-
minologie de <<point matériel>> employé aussi pour désigner les particules.

L’état du systéme a linstant ¢ est appelé <<configuration>> de ce systéme
et occupe un volume ();. Dans le volume {; la position de chaque particule est
x = (21,29, x3), la frontiére est dénotée par 9. L’état initial du fluide est noté
par € et chaque particule & cet état occupe la position X = (X7, Xs, X3) € Q.

Il y a deux différentes modes de description en mécanique. L’une consiste &
identifier toutes les particules du systéme puis donner les caractéristiques méca-
niques et thermodynamiques de chaque particule du systéme, c’est ce qu’on ap-
pelle la description lagrangienne. L’autre consiste a donner les champs des carac-
téristiques mécaniques et thermodynamiques en fonction des points du domaine
), indépendamment des particules qui les occupent. Dans cette description, la
connaissance des positions des particules n’est pas nécessaire <<description eulé-
TIENNE>>.

2.1.1 Description lagrangienne
La description lagrangienne consiste & :

> Identifier les particules constitutives du systéme par leur position géomé-
trique dans une configuration initiale de celui-ci, prise comme référence,
c’est-a-dire par la variable vectorielle X = (X7, Xs, X3).

> Exprimer la valeur de toute grandeur physique dans la configuration ac-
tuelle en fonction de la particule a laquelle elle est attachée et de I'instant
actuel, c’est-a-dire en fonction des variables X et t.

Ainsi, le vecteur-position z <<pour X fixé>> (FIG. 2.1) de la particule située
initialement en M, est donnée par :

r=¢(X,t), (2.1)
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2.1. DESCRIPTION DU MOUVEMENT 5
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Fic. 2.1 — L’évolution au cours du temps ¢t de la configuration.

et la valeur d’une grandeur physique ¢ attachée a cette particule, est :

‘90 - QO(th) :

Dans la formule (2.1), ¢ est une fonction vectorielle définie sur €2, Vt, et qui
vérifie évidement :

o(X,0)=X.

Ainsi, la vitesse et 'accélération dans la description lagrangienne sont données
par :
1. la vitesse,
9o(X, 1)
X, )= ——-7F

v(X,t) o’

2. l'accélération,
(X, 1)
(I(X, t) — T.

2.1.2 Description eulérienne

On va voir maintenant les conditions mathématiques sur ¢ qui permettent de
rendre compte convenablement du concept intuitif de continuité. On propose les
hypothéses suivantes :

> ¢ est bijective de g sur €2; (on suppose que la particule en X se déplace
vers une position unique x et vice-versa) :

Vt, VMo € Qo @ =¢(X,1)] & [V, VMyeQy X = ¢ " (z,1)].

> ¢ et ¢ ' sont continues par rapport a 'ensemble des variable de I’espace
et de temps.

> ¢ et ¢ sont supposées de classe C" voire C2.
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2.2. EQUIVALENCE DES DEUX DESCRIPTIONS 6

En ce qui concerne la grandeur physique typique ¢, la fonction ¢ est supposée
continue et, en régle générale, de classe C* ou C? par rapport a l'ensemble des
variables X et t.

> Nous adoptons la continuité et la continue différentiabilité de ¢ par mor-
ceaux de quelques phénomeénes : c’est le cas d'un corps déformable constitué
par deux ou plusieurs matériaux non homogene.

Dans la description lagrangienne, 'identification prise de chaque particule au
fil de I’évolution est une condition nécessaire. Cette condition est pratiquement
impossible pour tout milieu déformable. Ce qui rend cette description inutilisable.

En remeéde, la description eulérienne donne 1’état d’évolution macroscopique
du milieu déformable sans identifier ses particules. Elle consiste & définir les fonc-
tions et les champs de vecteurs décrivant ’évolution en fonction de la variable
espace x et la variable temps ¢ sans donner I'identité a la particule qui occupe la
position x au temps t.

Ainsi pour l'aspect géométrique eulérienne, on définit le mouvement du sys-
téme par la donnée & l'instant t, de la vitesse v de la particule située au point
géométrique M dans (2, :

Vt,VM € Q. v =uv(z,t) ‘

On retrouve les quatre 4 variables scalaires © = (x1, 79, x3) et ¢ mais, a la
différence de la description lagrangienne, les variables spatiales z1, x5, z3 sont
relatives & la configuration actuelle et non plus a une configuration de référence :
elle n’identifie donc plus les particules au cours du temps.

Toute grandeur physique est ainsi définie sur €2; sous la forme :

VEYM Qo= pla.t) .

2.2 Equivalence des deux descriptions

Supposons qu’on connait la description de Lagrange du mouvement d’un mi-
lieu continu, et la configuration de référence le domaine géométrique €2y. La posi-
tion actuelle des particules est donnée par :

r=¢(X,1).

Alors la vitesse d’une particule (identifiée par sa position de référence M)
est :

96X
o p) = 250,

v(X, t) est le champ des vitesses dans la description de Lagrange. Pour obtenir
la description de vitesses d’Euler, il faut donner le champ des vitesses en fonction
des positions actuelles.
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2.3. TRAJECTOIRE ET LIGNE DE COURANT 7

La transformation ¢(X,t) étant inversible, on peut écrire :
X = ¢ (1)

En substituant X par sa valeur, on en déduit la description du champ des
vitesse en fonction de leur position actuelle z et de ¢ :

0p(¢”" (2, 1). 1)
ot

ce qui est la description d’Euler du mouvement.

= v(z,t),

> Il est claire qu’en égalant les deux expressions de la vitesse de la particule
a l'instant ¢, puis les deux expressions de la grandeur ¢ pour la particule a
I'instant ¢, il vient (pour les deux descriptions) :

U(l‘,t) = U(¢_1(x’t)7t)’
(P(xat) = (P(th):90<¢71<x7t)vt>7

v est continfiment différentiable par morceaux, si ¢ est C? par morceaux.

Inversement, supposons qu’on connaisse la description d’Euler du mouvement
d’un milieu continu sur le domaine géométrique €2;. On connait donc le champ des
vitesses :

v =uv(z,t).

Les positions = sont solution de I’équation différentielle vectorielle suivante
(systéme de 3 équations différentielles scalaires) :

dx
— =v(x,t
dt ( )7

avec les conditions initiales en M. La solution de ce systéme différentiel avec
ses conditions initiales donne les positions M des particules en fonction de M et

de t, ce qui est la description de Lagrange.
> La description eulérienne, est bien équivalente a la description lagrangienne.

> De 13, on s’intéresse par la suite aux écoulements des fluides, par conséquent

on se limite aux notions et équations de la mécanique des fluides (noté
MDF).

2.3 Trajectoire et ligne de courant

De nombreuses techniques expérimentales sont utilisées pour visualiser la
structure d’un écoulement. Elles conduisent & introduire les notions de trajec-
toire de particules, de ligne d’émission, de ligne de courant. Il y a alors des divers
concepts qui peuvent étre employés pour la visualisation et ’analyse des champs
d’écoulement.
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2.3. TRAJECTOIRE ET LIGNE DE COURANT 8

2.3.1 Les trajectoires (pathlines).

On appelle trajectoire de la particule, ’ensemble des positions occupées par
la particule au cours du temps.

1. La description de Lagrange donne directement la trajectoire, en effet :
r = P(X,1),

est I’équation paramétrée par t de la trajectoire de la particule identifiée
par X.

2. Si le mouvement est décrit par la méthode d’Euler la connaissance des
trajectoires revient a la description de Lagrange selon la méthode d’équiva-
lence. Les trajectoires sont alors solution du systéme différentiel :

de _
dt

v,

alors :

d d d
doy _dep _dzy _ 0
U1 (%) V3

2.3.2 Ligne de courant (streamline).

On appelle lignes de courant a 'instant ¢ les lignes de champ du champ des
vitesses a l'instant ¢, c’est-a-dire les courbes qui sont tangentes au champ vecteur
vitesse a 'instant ¢ donné, en chacun de leur point, c’est une ligne théorique qu’il
est difficile d’observer expérimentalement mais que 'on peut calculer a l’issue
d’une simulation.

> Si le mouvement est décrit par la méthode d’Euler. Il découle de la défini-
tion des lignes de courant qu’on cherche les courbes de point courant M tel
que dM est partout colinéaire a v, i.e. v X dM = 0. En posant :

dM = dx = (dxla d.’lfg, dﬂfg),

les lignes de courant sont les courbes solution du systéme différentiel :

%_ dry  drs

Y

U1 U2 U3

ou t est un parametre.

Remarque.

Dans tout ce qui suit, on adopte la description d’Euler. Toutes caractéris-
tiques quantitatives du fluide sont données en fonction de la variable spatiale
x = (x1, T2, x3) € 4 et la variable temporelle ¢.
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2.4. DEFINITIONS 9

2.4 Définitions
2.4.1 Fluide incompressible.

On dit qu’un fluide est incompressible si le volume de chaque particule du
fluide ne varie pas au cours du mouvement, i.e., la masse volumique p de chaque
particule se conserve au cours du mouvement (donc sur chaque trajectoire, p est
constante). Il ne faut pas confondre un tel fluide avec un fluide & masse volumique
constante ou p a la méme valeur, constante, dans tout le domaine occupé par
I'écoulement (Fluide homogéne).

2.4.2 Fonction de courant (stream function) dans le cas d’un écou-
lement plan.

On appelle écoulement plan si toutes les caractéristiques de ’écoulement sont
dépendantes que de deux variables spatiales considérés (z1, ), et au préalable de
la variable temporelle ¢. Si ¢ est une fonction de I’écoulement, on a alors :

0 . .
—dj =0, et v3=0, ou v=wi+ vyj+ v3k.
8.733

Pour un écoulement plan incompressible nous allons voir que I’hypothése de
conservation de la masse conduit a 1’équation dive = 0, on montre alors qu’il
existe une fonction v (1, x2,t), appelée fonction de courant, tel que 'on ait :

O O

vy = 8—3:2,112 = " om i.e., v =rot (¢Yk) =rot (0,0,7) .

La fonction ¢ vérifie :

1. Les lignes qui vérifient ¢y = Cte, sont & chaque instant t, les lignes de
courant du champ wv.

2. La différence entre deux lignes de courant aux points A, B, (¢4 — ¢¥g)
représente le débit volumique passant entre A et B.

2.4.3 FEcoulement stationnaire.

On appelle écoulement stationnaire ou encore écoulement permanent, un écou-
lement dont toutes les caractéristiques quantitatives sont indépendantes du temps.
En particulier pour la vitesse, dv(xy, zo,x3,t) /Ot = 0 et cela ne signifie pas que
la particule n’est pas accéléré. Cela signifie simplement que les lignes de courants
n’évoluent pas au cours du temps.

Il est facile de voir que dans un écoulement stationnaire, les lignes de courant
sont les mémes que les trajectoires.
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2.4. DEFINITIONS 10

2.4.4 Ecoulement uniforme.

On appelle écoulement uniforme si les composantes de vitesse sont indépen-
dantes des coordonnées d’espace, sinon il est non-uniforme.

2.4.5 Débit volumique et débit massique.

1. Soit S une surface fixe dans un domaine du fluide en mouvement. On
suppose S orientable et on appelle n sa normale unitaire en un point N
de S. On appelle débit volumique (ou flux du vecteur vitesse) a travers la
surface S le scalaire )y défini par :

Qv:/v(N,t)-nds; N eSs.
s

2. On appelle débit massique (ou flux de la quantité du mouvement) a travers
la surface S le scalaire (), défini par :

Qu = [ pNuN 1) mds s N e,
S

ol p est la masse volumique du fluide.

2.4.6 Dérivée particulaire.

En description eulérienne, on distingue deux dérivées partielles temporelles
différentes. Soit une quantité d’écoulement du fluide ¢(x1, 29, x3,t) attachée au
point spatial (x1, 22, x3) et au temps t. Alors dp/0t ne décrit pas la variation de
la quantité ¢ rattaché a une particule du fluide.

Pour décrire la variation de la quantité ¢ rattaché a une particule, on définit
une autre dérivation partielle temporelle, noté D/ Dt, comme suit :

La particule de fluide au temps ¢t + At sera au point de coordonnées (x; +
Axy, 29 + Ao, x5 + Axz) = (21 + 0y AL, To + Uy AL, 23 + 0y AL).

Alors, par le développement de Taylor :

3
o(x1+ Az, 2o+ Axg, w3+ Aw3, t+AL) = (21, T2, T3, t)—l—z

=1

Oy Oy

dt_|_...,

Puisque Ax; = v,,At, i =1,2,3, on trouve :

ANy = @(x1+ Axy, 29 + Az, x3 + Axs, t + At) — (a1, 29, 23, 1),

Oy g Oy Dy
= 8x1vat + R Uy A+ s Vg ANt + 5 At+---.
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On divise les deux membres par AAt, et on fait tendre At — 0 :

. Ap Dy Op

Par conséquent, [’accélération en description eulérienne est donnée par :

D
v o= F:: (v.grad)v+a—;],

2
= 8v+v<v_) +rotv X v.

(2.3)

ot 2
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CHAPITRE 3

ANALYSE DIMENSIONNELLE ET SIMILITUDE

A 1a base de tous les phénomeénes physiques se trouvent plusieurs parameétres
ou quantités variables dimensionnelles soumises & certaines relations d’interdé-
pendance. Il y a égalité numérique de deux quantités physiques si ces quantités
sont semblables qualitativement, c’est-a-dire qu’elles ont les mémes dimensions.
La notion d’homogénéité dimensionnelle fait intervenir la technique qui s’appelle
analyse dimensionnelle, laquelle représente une méthode pour réduire le nombre
de parameétres expérimentaux affectant un phénomeéne physique.

[’analyse dimensionnelle est I’étude de la forme générale des équations phy-
siques. Elle permet d’obtenir des informations sur un phénoméne physique en
tenant seulement compte du fait qu’il doit étre décrit par une équation dimen-
sionnellement correcte par rapport & certaines variables. Les équations scienti-
fiques sont en effet des relations entre différentes grandeurs ou encore entre les
mesures de ces grandeurs. Si le systéme d’unités utilisé est cohérent, les équations
sont homogenes, c’est-a-dire indépendantes du systéme d’unités. Les méthodes
de l'analyse dimensionnelle conduisent alors & étudier les <<dimensions>> qui se
trouvent attribuées a ces grandeurs (vitesse, surface, accélération...), compte tenu
des dimensions de certaines grandeurs prises comme fondamentales.

La portée de 'analyse ne se limite pas & ces considérations; elle constitue
aussi un outil de valeur dans I’établissement des programmes d’essais des diverses
disciplines de la technique. Elle permet de réduire le nombre et la durée des expé-
riences sans rien perdre de la généralité des informations attendues des résultats.
De ce point de vue, I'analyse dimensionnelle d’'un probléme permet de réduire
le nombre des parameétres, par la considération des paramétres sans dimensions
formées a partir des premiéres. Par le recours a ces variables sans dimension, il est
alors possible d’envisager le probleme considéré intégralement a ’aide seulement
d’un nombre limité d’expériences.

L’analyse dimensionnelle est employée principalement pour obtenir des infor-
mations sur des phénomeénes physiques trop compliqués, et pour obtenir des infor-
mations sur les solutions mathématiques. Elle permet de prévoir le comportement
d’un systéme (Prototype ou le modeéle physique réel) par une représentation de
celui-ci (Modeéle ou maquette). Donc de composer plus facilement des expériences
réalisées dans des conditions tres différentes. C’est un outil (ou technique) trés im-
portant pour la modélisation mathématique des phénomeénes. La mécanique des
fluides est I'un des champs d’application les plus importants de ’analyse dimen-
sionnelle.

12



3.1. POURQUOI L'’ANALYSE DIMENSIONNELLE ? 13

Les conceptions de base de ’analyse dimensionnelle furent exposées pour la
premiére fois par Joseph Fourier (1768-1830) dans son traité Théorie analytique
de la chaleur (1822). James Clerk Maxwell (1831-1879) publia un article sur la
question en 1863. Mais ’analyse dimensionnelle n’a pris toute son importance que
depuis les années 1930.

3.1 Pourquoi I'analyse dimensionnelle ?

On considére dans une expérience le cas d’une sphére se déplacant a la vitesse
v dans un fluide de masse volumique p. Etudions la force de trainée F' que le fluide
exerce sur la sphere.

Il faut d’abord dénombrer les variables qui interviennent dans le probléme : la
force de trainée F', la vitesse v de la sphére, son diameétre d, la masse volumique
p et la viscosité dynamique g du fluide. Il y a donc une relation de la forme
f(F,v,d,p,1n) = 0; les grandeurs fondamentales sont la masse M, le temps T et
la longueur L, et on a :

[v] = L/T,

[d] =L,

(o] =M/ (L),

(] =M/ (LxT),

[Fl=(MxL)/(T)".

Maintenant, on considére le fait qu’on veut savoir une relation entre la force
F et la vitesse v = v (d, p, 1), nous considérons alors I’équation :

F=F(v,d,p,p).

Cette équation donne 'idée de faire beaucoup d’expériences et de tracer beau-
coup de courbes pour trouver comment F' varie par rapport a v, d, p et p.

Pour trouver une relation entre F' et les autres quatre variables expérimenta-
lement, il faut fixer trois valeurs des quatre variables, pour obtenir la variation de
F par rapport a la quatriéme variable (v par exemple), et il faut faire 'expérience
a chaque fois avec chacune des trois variables. Mais cela peut étre trés cotiteux :

> On a besoin de beaucoup de temps pour le faire.

> On a la difficulté de fixer des paramétres sans fixer les autres. Dans cet
exemple, si on change la viscosité dynamique p il faut changer le fluide,
donc la densité p change. La solution de ce probléme est qu’on va faire les
expériences sur des nombres sans dimensions, a la place de ces éléments.

Alors pour trois valeurs différentes de chacun de d, p, p. On trouve neufs gra-
phiques différents, chacun de ces graphiques contient trois courbes. Cette accu-
mulation des données (et du travail), fournit une illustration graphique du besoin
de 'analyse dimensionnelle.


Administrateur
Line


3.2. THEOREME Pl DE BUCKINGHAM 14

> L’analyse dimensionnelle est utilisée aussi pour minimiser le nombre des
parameétres dans une expérience.

> L’analyse dimensionnelle permet de considérer la consistance dimension-
nelle des équations (soit que ces équations écrite par des variables dimen-
sionnelle, ou des paramétres ou par des groupes dimensionnelles), donc de
considérer des dimensions appropriées pour décrire un probléme de modéli-
sation. Elle permet d’éviter des erreurs.

Pour faire ’homogénéité dimensionnelle, nous vérifions premiérement les di-
mensions de toutes les grandeurs dérivées pour voir qu’ils sont représentés correc-
tement en termes des grandeurs primaires. Puis on définie les groupes des variables
sans dimensions ; pour ¢a il y a une méthode pour définir des groupes sans dimen-
sions ; c’est le théoréme Pi de Buckingham.

3.2 Théoréme Pi de Buckingham

Le théoréme Pi de Buckingham est un théoréme fondamental & I'analyse di-
mensionnelle, il a été énoncé et publié par Vaschy et Buckingham en 1914. Il peut
étre énoncé comme suit :

Toute équation physique compléte de la forme générale :

f(qla(JQa"'aQn):Oa

ol les g; représente n variables physiques choisies pour la description du probléme,
exprimées en termes de k£ unités physiques indépendantes peut étre réécrite sous
la forme :

F (I, I, ..., 1I,) = 0,

ou les II; sont des variables sans dimensions construites a partir des ¢; parp = n—k
équations de la forme :

\Hizqinlqéw..-q?” ,

ol les m; sont des constantes.
Nous allons appliquer le théoréme Pi comme suit :

> On considére les n grandeurs dérivées qi, o, . .., ¢, dans un probléme.

> On choisit de ces grandeurs dérivées, k grandeurs (variable de référence)
telles qu’elles contiennent toutes les dimensions primaires et indépendantes,
par exemple pour k£ = 3 on prend ¢, g2, 3. Des groupes sans dimensions
sont alors constitués en permutant chacune des n — k variables restantes
alternativement (qu, gs, .- ., qn, pour k = 3), et on a :
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3.2. THEOREME Pl DE BUCKINGHAM 15
N A—
h P.&H |A
l J— *

Fi1G. 3.1 — Fluide sortant d’un récipient

_ a1 ,.b1 c1
I =416 45" qa
H2 as ba co

=4q17492°95°G5

I, = q\"¢5 45 an
de Hi7 [Hz] = [LOMOTO]

et choisir les coefficients numériques a;, ¢;, b; tels que ’on ait pour la dimension
est un parametre (grandeur ou produit) réduit sans dimension.
récipient)

[1]. La dimension de II; est alors nulle et on dit que II;

3.2.1 Exemple d’application du théoréme Pi. (Fluide sortant d’un

dm
m

Comme exemple d’application du théoréme Pi & la mécanique des fluides,
d’un récipient (FIG. 3.1). Pour ce probléme on a :

considérons un fluide (& viscosité dynamique i et de masse volumique p) sortant

Tt

=f(p.g,h A p)

Dans ce cas n = 6 et £k = 3, alors r = 3. Selon le théoréme Pi il y a 3
parameétres sans dimensions. Choisissons ’hauteur h, la viscosité dynamique p, et

la densité p comme des variables de référence (k = 3), et on permute alors m, g
et A pour obtenir les trois groupes sans dimensions Ily, II, et I3.

On doit faire I'inventaire des grandeurs qui interviennent dans le probléme :

= ﬁ’
M
L, [u]=
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3.2. THEOREME Pl DE BUCKINGHAM

16

On a alors :

b1 c1..

I = h"p”p™m,
M = h™u"p>y,
Iy = h%u’p=A.

En termes des dimensions primaires :

M = L (MxL ' xT )" (MxL3)*Mx T,

M, = L2(MxL ' xT ) (MxL?)?LxT?,
My = L (MxL ' xT )" (Mx L)L

Afin que II;, I et II5 soient sans dimensions, les exposants pour chacune des

trois dimensions primaires doivent disparaitre. Ainsi, pour II; :

L : &1—1)1—301:0,
M bl—i—al—I—l:O,

T : —b—-1=0,
pour Il :
L : ag—b2—302+1:0,
M b2+02:O,
T —62—2:0
et pour Il3 :

L a3—b3—303—|—2:0,
M bg +c3 = 0,
T - bg =0.
On résout les deux équations (3.1), (3.2) et (3.3), on trouve :
a = bh=-1,6=0,
s = 3, b2 = —2, Coy = 2,

as = —2,b3203:0.

Alors, les trois groupes sans dimensions pour cet exemple sont :

Hl = hiluilpom = Hl = ﬁ,

hu
_ hp*g  hig
My = Wp?plg=Th=—3==—v=n/p
1 v
A

H3 = h_z,quOA = Hg = ﬁ

(3.1)

(3.2)

(3.3)
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3.2. THEOREME Pl DE BUCKINGHAM 17

Finalement, on trouve :

m

I, = —
1 m

= f (Ily, I13) . (3.4)

Notons que cette expression a été obtenue sans utiliser explicitement les équa-
tions du mouvement. Mais il est tout de méme essentiel pour ’établir de bien
connaitre toutes les grandeurs qui peuvent a priori intervenir dans ’expression
cherchée (la solution).

Le probléme n’est bien stir pas complétement résolu, mais on sait déja qu’il
n’intervient dans ’expression sans dimensions de la variation de m seulement deux
parametres Ily, II3 et non cing comme on pouvait le croire du début. Cela sera
tres utile du point de vue expérimental il reste a déterminer une relation (par
Pexpérience) entre 11y, 1y et 5.

L’intérét de ’analyse dimensionnelle est de définir les régles de similitude,
indispensables au point de vue expérimental pour préciser les conditions qu’il faut
respecter afin de pouvoir déduire d’'une étude sur maquette les valeurs réelles que
I’on mesurerait sur le modeéle en vraie grandeur : on dit alors qu’il y a "similitude"
entre les deux écoulements.

Le résultat est le suivant (la condition de similitude) :

Pour qu’il y ait similitude entre deux écoulements correspondant auzr deux
expériences distinctes, il suffit que chacun des parcmétres sans dimension, inter-
venant explicitement dans les relations finales du mouvement, ont mémes valeurs
dans les deux expériences (on dit dans ce cas que les deux problémes sont simi-
laires), ce qu’on appelle "la loi de modéles".
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CHAPITRE 4

ETABLISSEMENT DES EQUATIONS DE MDF

Dans ce chapitre, nous allons formuler ’équation de la continuité (conserva-
tion de la masse), et les équations régissant 1’écoulement d’un fluide sous effet
des divers forces de pression, de gravité, de viscosité, etc... Nous établissons les
équations de Stokes, de Navier-Stokes (pour un fluide visqueux), et d’Euler (pour
un fluide parfait).

On ne considére que des systemes adiabatiques, ot il n’y a pas un transfert
important d’énergie. [.’équation de la conservation de ’énergie est ignorée. L.’équa-
tion de la conservation de I’énergie est nécessaire si on considére le transfére de la
chaleur.

Dans tout ce qui suit, considérons un fluide occupant un volume €2; a I'instant
t et de densité p(x,t), de frontiere une surface fermée S; et d’élément d§2; =
dz1dzrodrs entourant un point x de coordonnées (1, T2, x3).

4.1 Conservation de la masse

Elle traduit le fait que la masse n’est ni crée ni détruite (sauf en des cas parti-
culiers en présence des puits ou des sources), et par conséquent elle est conservé.

Considérons un fluide occupant un volume de contréle V' (un volume fixé dans
les coordonnées eulériennes) de densité p (z,t) et de frontiére une surface fermée

S.

La masse du fluide contenues dans V' (FIG. 4.1) est donnée par :

m(t):/vp(x,t)dv.

La variation de la masse contenue dans V' est donnée par :

dﬂ;_it) = %/vp(x,t)dv. (4.1)

D’autre part, la variation de la masse est égale au bilan du flux massique a
travers la surface S. Soit n le vecteur extérieur unitaire normal & un élément de
surface de S et v (z,t) le vecteur vitesse alors le flux massique est donné par :

j{gpv (x,t) - nds. (4.2)

18



4.1. CONSERVATION DE LA MASSE 19

ds

Volume de Contréle V'

Surface S

Fi1c. 4.1 — Volume de Controle.

Puisque la relation (4.1) indique que la masse augmente a 'intérieur de S si
dm (t) /dt > 0. Tandis la relation (4.2) indique que la masse augmente a I'intérieur
de S'si §g pv (z,1) -nds < 0, dott on a :

dm(t) d
Rl U th———% ) -nd
pn o Vp(x, ) Spv (x,t) - nds,

d
& —/ p(x,t)dV+j{p’U (z,t) -nds =0,

la continuité de p(z,t) et dp(z,t)/Ot montre que :

_/ (z,8)dV = /apggt)dv,

/V ap(ai ) av + ]{ pv (z,t) - nds = 0. (4.3)

D’apreés le théoréme de divergence (Gauss-Ostrogradsky) :

/ V- pvdV = 7{ pv (x,t) - nds,
v S

I’équation (4.3) peut étre écrite sous la forme :

dp | ..
[/(a—l-dlvpv) av =0.

Puisque le volume V' étant arbitraire, on a donc :

d’ou :

0
a—f—{—divpv = 0,

0
& 8—'§+pdivv+vgradp:0,
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4.2. CONSERVATION DE LA QUANTITE DU MOUVEMENT 20

on a alors : 5
Fi + pdive =0
c’est [’équation de continuité, ou de la conservation de la masse qui traduit le fait

que la masse n’est ni crée ni détruite au cours d’un écoulement.

: (4.4)

Si le fluide est incompressible (ie : Dp/Dt = 0), I’équation (4.4) devient :
dive =0/|.

4.1.1 Conservation de la masse et jacobienne.

Soient p(z,t) la densité du volume €, et py(X,0) la densité du volume 2.
Alors le principe de la conservation de la masse permet d’écrire :

/Q )0, = / PO, 0, )X, 1)d% = [ mxdse

Qo
Alors :
p(O(X, 1), 1) - J(X, 1) = po(X). (4.5)
D’ou I’équation de continuité (sous forme différentielle <<lagrangienne>>) :
d(pJ)
—= =0 4.6

L’équation (4.5) donne :

ds  po
=t 4.

4 _2 Conservation de la quantité du mouvement

Appliquons maintenant le deuxiéme principe de Newton sur un systéme ma-
tériel constitué des particules fluides contenues dans §2;. Pour cela, il nous faut
d’abord faire I'inventaire des efforts extérieurs appliqueés a €, délimité par S; (FIG.
4.2).

On distingue deux types de forces :

1. Les forces volumiques qui agissent sur tout élément élémentaire de la ma-
tiere a lintérieur du volume (gravité, électrique ou forces électromagneé-
tiques, etc...). Elles sont données par la formule :

Fext = / Pfth,
Q4

ou pf est la force par unité de volume.
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4.2. CONSERVATION DE LA QUANTITE DU MOUVEMENT 21

forces surfaciques

\ forces volumiques

F1G. 4.2 — Milieu fluide de volume €2; délimité par la surface S;.

2. Les forces surfaciques qui agissent uniquement & la surface S; du volume
;. Elles sont données par :

Fsurf:/ f(z,n)ds,
St

ou f(z,n) est la force par unité de surface.

3. En mécanique des fluides la contrainte f est une fonction linéaire de la
normale n. Il existe donc une matrice o d’ordre 3, appelée tenseur des
contraintes, tel que :

f(z,n) :a-n‘.

Une conséquence importante de ce résultat est que, si les neuf composants
du tenseur des efforts (des contraintes) sont connues en un point, alors la trac-
tion exercée sur n’importe quelle surface infinitésimal centrée a ce point peut étre
évaluée en termes de vecteur normal unitaire, simplement en effectuant une mul-
tiplication de matrice-vecteur, i.e. : Le tenseur o est défini de fagon intrinséque
au point de surface, c’est-a-dire, en particulier, indépendamment de la surface S;
choisie.

Pour établir les équations de la mécanique des fluides nous appliquons le prin-
cipe fondamental de la dynamique :

La variation de la quantité de mouvement = Somme des forces extérieures.

La quantité du mouvement est donnée par :

La masse x La vitesse = / pudSy,
Qy

ol pv décrit la densité de la quantité du mouvement. Le principe de la conservation
de la quantité du mouvement est :

D
Les forces extérieurs = — [ pvdSl,
Dt Jq,
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4.2. CONSERVATION DE LA QUANTITE DU MOUVEMENT 22

1.e. :

D
Dt / PUth Fext + Fsurf .

4.2.1 Forme intégrale des équations. Equation du mouvement.
D’apres ce qui a précédé, 'application du principe fondamental de la dyna-
mique conduit a :

D
pdet /pfth—i-/ f(x,n)ds,
Dt oy s,

la supposition de la mécanique des fluides donne :

D
/pdet /pfthJr/ o-ndS,
Dt Q, s,

en appliquant le théoréme de la divergence a 'intégrale de surface du membre a
droite, on obtient :

D
/ pvdQy = / (pf + div o) dS,. (4.8)
Dt Q,
Théoréme.
D Dv
— d$), = p—dS2; .
Di /Q t puas Ly o, D t
Preuve. On a :
D D
s pdet = o . pvJdSy, (de (4.5) et (4.7))
D
_ [ Pvd)
0, Dt

D (pJ) Dv
= T 4 pJ =) dQ
/S;o (U Dt " Dt) "

d’apres (4.6), on trouve :

D d Dv .
Dt/ pvd§d; = E/ Jﬁdﬁo, (puis de (4.5) et (4.7))

D Dv
D’ou : E/s;tpvdgt = o, Eth |

Donc d’apres ce théoréme,(4.8) devient :

Do

Ftdﬂt /Qt (pf + div (7) th .
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4.2. CONSERVATION DE LA QUANTITE DU MOUVEMENT 23

Comme elles doivent étre vérifies quelque soit le volume matériel €2;, on en
déduit I’équation de quantité de mouvement qui s’écrit :

Dv v .
P~ p(a—i—v'gradv)—pf—i—dlva,

Dv_@v
Dt ot

D’ou l’équation du mouvement :

1
+v-gradv = f+ —divo.
p

1
%_‘_U.gradf():f#—;divg. (49)

> Dans un fluide au repos, les contraintes sont purement normales et sont
données par la pression, f = —pn. dés que des contraintes de cisaillement
sont appliquées, elles entrainent ’apparition d’'un écoulement. On posera

alors :
o=—-pl+71,

l’équation (4.9) du mouvement devient :

v

ot

le tenseur 7 est appelé le tenseur des contraintes visqueuses. Pour un fluide le
tenseur 7 ne dépend que du tenseur des taux de déformation D et des variables

p, p, etc....

1 1
+v-gradv=f—--Vp+ -V,
p p

4.2.2 Equation de Navier-Stokes.

Lorsqu’'une particule de fluide de déplace, elle effectue en général une trans-
lation combinée & une rotation et subit en plus une certaine déformation. La
différence de vitesse d’un point a I’autre de I’écoulement est & I’origine de ces mou-
vements de rotation et de déformation. Les dérivées des composantes de vitesse
constituent également un tenseur pouvant se décomposer en une partie antisymé-
trique R et une partie symétrique comme suite :

gradv=D+ R .

1. Le tenseur des taux de déformation, ou tenseur de vitesse de déformation :

1 . 1 (0v; Ov;
D = 3 (gradv + (gradv)’), di; = 3 (8xj + 81’]@) ;

il se décompose de méme en deux termes, le premier terme est la trace du
tenseur gradient de vitesse traduisant la dilatation (variation du volume) :

Tr (gradv) = Tr (D) = divv,
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4.2. CONSERVATION DE LA QUANTITE DU MOUVEMENT 24

et le second c’est la vitesse des déformations angulaires de la particule (ils
ne modifient pas le volume de la particule fluide).

2. Le tenseur antisymétrique R traduit une rotation globale de la particule
fluide sans variation de forme ni de volume. Il est alors le tenseur des taux
de rotation local :

R:

(gradv — (gradv)’) ,r; = ! (avi 8Uj) )

1

il est lié au rotationnel {2 = rot v du champ v par :

1
R-wzﬁﬁxw, Yw.

> Pour un fluide visqueux, la loi de comportement, est :
o=-—-pl+T.

Définition.

Un fluide newtonien est un fluide pour lequel I’hypothése :

‘7': 2uD + ndivo ,

est vérifiée.

> Les coefficients p (viscosité dynamique) et n (second coefficient de viscosité)
sont appelés les coefficients de viscosité de Lamé. Ils dépendent essentielle-
ment de la température et dans une moindre mesure de la pression.

> On leur adjoint généralement ’hypothése de Stokes :

2
py =n+3pn=0,

Iy, est appelée la viscosité volumique.
Alors pour un fluide newtonien on a :

o= [—-p+ndivv] + 2uD,
alors, I’équation (4.9) devient :

Dv
"Dt

c’est ce qu’on appelle ’équation de Nawier-Stokes.

= pf +div([-p+ndive] +2uD) .

Avec I'hypothése du comportement adiabatique les coefficients p et 17 sont des
constantes, et on a alors :

Do

Py = P/ —eradp +ngrad (dive) + pdiv (Vo + (Vo))
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4.2. CONSERVATION DE LA QUANTITE DU MOUVEMENT 25

en utilisant 'identité :
div (grad’ v) = grad (divv),
On obtient alors :

Dv
"Dt
c’est I'équation de Navier-Stokes, pour le cas adiabatique.

=pf=Vp+pV-(Vv)+n+p) V(V-v), (4.10)

Pour un fluide visqueuz newtonien pour le cas adiabatique et lorsque 1’écoule-
ment est incompressible (dive = 0), on a alors :

Do
Dt

1
= —;Vp + vV + f, (4.11)

v = u/p est la viscosité cinématique. Qui est 'équation de Navier-Stokes pour
un fluide incompressible newtonien.

4.2.3 Cas particulier. Equation d’Euler.

Définition.

Un fluide est dit idéal « ou parfait » s’il est possible de décrire son mouve-
ment sans prendre en compte les effets de viscosité, c’est un fluide sans viscosité.

Le fluide parfait ne peut étre qu’une approximation quand on fait tendre cette
viscosité vers zéro. Cela revient a faire tendre le nombre de Reynolds vers I'infini.

Pour un écoulement d’un fluide idéal, il y a une seule force p(x,t) appelé
la pression tels que si S; est une surface de volume fluide, p(x,t) est la force
perpendiculaire exercée sur la surface S; en un point x € S; au temps t. Dans ce
cas il n’y a pas des forces tangentielles.

les forces sur §2; (sur S;) sont égales a :

— / pndS = — / grad pd€);, (n la normale unitaire extérieure).
S o

— / pndS,
St

il y a des force extérieures, comme des forces volumique (massique) qu’on note
F = p f, par exemple le poids :

La force totale est alors :

ov Vp
a—lﬂ).gradv——?—l—f. (4.12)

C’est [’équation d’Euler pour un fluide parfait.
On arrive & la méme équation a partir de (4.11) pour v = 0.
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4.3. ADIMENSIONNEMENT DE L'EQUATION DE NAVIER-STOKES 26

4 .3 Adimensionnement de |'équation de Navier-Stokes

Pour un fluide newtonien incompressible, on a I’équation de Navier-Stokes
dimensionnée :

1
@—I—U-Vv:——ijLuV%H—f.
ot P

En choisissant une longueur caractéristique L, une vitesse caractéristique vy,
une pression de référence py, on adimensionne les variables par :

= tyg x X * v * D *
t:—7 T = —, V= —, = = F7
7 7 w P =17
ou les termes L et vy, po et G (en général f = g = ¢G) sont des constantes
dimensionnées et les termes avec une étoile les variables sans dimension. On peut
remplacer dans I’équation de Navier-Stokes et I’'on obtient :
RO 2. VoV E Sk x

2
= Po &
—+—v-Vo=—-—V —V G.
LaerLv v oL p+L2 v+g

Soit si on fait apparaitre un coefficient unité devant le terme inertiel (on divise
les deux membres sur v3 /L) :

Lrbovi=-Lvp+ Lvi+ S (4.13)
ot UG voL g

> Le rapport de la force d’inertie et de la force de pression c’est le nombre
d’Fuler, il apparait souvent dans les écoulements non visqueux, précisément
en aérodynamique :

. force d’inertie pva
u = = —
force de pression  pg
Po 1
= ==
pvd  Eu

> Dans le cas, ou la compressibilité du fluide peut étre négligée et en I’absence
d’un écoulement & surface libre, par exemple un écoulement de fluide dans
une pipe, un sous-marin dans un conduit d’eau, on a seulement I'importance
de la force de viscosité et de la force d’inertie. Ce rapport de la force d’inertie
et de la force de viscosité c’est le nombre de Reynolds :

R force d’inertie pvol  voL
e = = =
force de viscosité n v
v 1

vl Re
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4.3. ADIMENSIONNEMENT DE L'EQUATION DE NAVIER-STOKES 27

> Le rapport de la force d’inertie et de la force de pesanteur c¢’est le nombre :

force d’inertie va

force de gravite LG’

la racine carrée de ce rapport, v2 /LG, est connue sous le nom de nombre de
Froude, il apparait dans les écoulements aux canaux ouverts :

F 10
I _—
v LG
N LG 1
vi  Fr?
On conclut alors :
O st 1 = 122, 1.
—?:—FU'V’U = —E—Vp+—Vv+—2g
ot u Re Fr
3
ov 1 1 1
— Vv = ——V —V? —=q.
(%—i—v v Fu p+Re U+Fr29

Si on pose dans I’équation de Navier-Stokes, la pression de référence py = pvZ,

on trouve : 5 ] ]
v
—40v-Vo=-Vp+—Viu+—g.
BN +v v p+Re U+Fr29

L’équation de continuité :
V-v=0.

En général on a :

V.-v=0,

(4.14)
&4 Vu=-Vp+ V0 + 259
ot Re Fr?

D’autres nombres sans dimension, plus utilisés en mécanique des fluides sont :

> Nombre de Mach M (la racine carrée du rapport entre les forces d’inertie et
les force dues a la compressibilité) : il parait quand 1’écoulement du fluide &
vitesse élevée, ou quand un corps solide se déplace a grande vitesse dans un
fluide au repos. La compressibilité du fluide est alors importante de sorte
que le rapport de la force d’inertie a la force d’élasticité est non négligeable :
une grande vitesse est une vitesse de 'ordre ou dépasse la vitesse du son
dans le fluide considéré.

> Nombre de Weber We (le rapport entre les forces d’inertie et les forces de
tension superficielle) : il apparait dans les interfaces, quand un liquide est
en contact avec un autre fluide.
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4.4. CONDITIONS AUX LIMITES ET INITIALES 28

> Si dans un écoulement le fluide est en contacte avec un obstacle en oscilla-
tion, on a le nombre de Strouhal S. Si on s’intéresse aux vibrations élastiques
d’obstacle sous 'effet de ’écoulement (vibration des aubes de turbine), on
a le nombre de Cauchy C. Comme on peut définir d’autres nombres sans di-
mensions et cela selon la nature du probléme & étudier : Nombre de Thomas
(ou paramétre de cavitation) Ca, nombre de Stokes St, nombre de Peclet
Pe, nombre de Prandtl Pr, etc.

Enfin ces nombres sans dimension ménent a la régle de similitude suivante :

On dit qu’il y a similitude entre deux écoulement correspondant & deux ex-
périences distinctes, s’ils ont les mémes nombres sans dimensions et qui ont les
mémes valeurs.

4.4 Conditions aux limites et initiales

Pour résoudre un probléme d’écoulement d’un fluide modélisé par des équa-
tions mathématiques, on doit savoir son état initial et son comportement aux
frontiéres du domaine qu’il occupe. L’établissement de 1’état initial est donné par
la condition initiale et celui du comportement aux frontieres est donné par les
conditions aux limites.

4.4.1 Conditions initiales

On doit donner I'état de I’écoulement (du fluide) dans tout le domaine occupé
Q2 a l'instant ¢ = 0, choisi comme instant initial : v(x,0) = v (z), p(z,0) = p(z),
p(z,0) =p(x) et T (z,0) =T (z), etc.

4.4.2 C(Conditions aux limites

Dans un écoulement réel le fluide est en contact avec :

1] Paroi rigide : L’expérience montre qu’au contact d’une paroi rigide les
particules juste en contact s’accroche a la paroi rigide. De ce fait, si on
considére que la paroi rigide est fize et imperméable, la vitesse des particules
au contacte est nulle, i.e.

v(2,1)| coq = 0.

€D

2] Paroi rigide perméable : Dans ce cas, on doit savoir la perméabilité
de la paroi, c’est & dire la quantité du fluide qui traverse la paroi rigide,
supposons qu’elle est égale a ()/s. D’ou la condition aux limite considere
que la paroi rigide est fixe et perméable, la condition de perméabilité est :

ov
on =@
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4.4. CONDITIONS AUX LIMITES ET INITIALES 29

3] Une surface entre deux fluides : Sil’écoulement est de plusieurs fluides
non miscibles des surfaces séparatrices (appelées interfaces) entre les diffé-
rents fluides se crées. A Pinterface il y a discontinuités des fonctions des diffé-
rents fluides, il faut exprimer une condition sur la continuité des contraintes
a la surface de séparation entre les deux fluides. En effet, on doit avoir
équilibre entre les contraintes a 'intérieur de chacun des deux fluides et les
contraintes sur l'interface, cet équilibre est traduit par 1’équation de Ber-
noulli.

443 Conditions d’Entrée et de Sortie

Cette condition signifie qu’il faut connaitre la distribution des fonctions de
I’écoulement, dans le cas ol I’écoulement a une section d’entrée et de sortie.

444 Conditions a l'infini

Lorsque le domaine §2 s’étend & l’infini, on suppose connu 'état du fluide &
I'infini, & chaque instant. Ces conditions s’écrivent généralement sous la forme :

xgriloov(;v,t) = Ux(t),
im p(z,1) = peo(t),
im p(z,1) = poo(t),
mgrfooT(x,t) = T (1).

Notons toutefois, que certaines de ces limites, lorsque x croit indéfiniment,
peuvent ne pas exister ; il faut alors connaitre le comportement en = de ces fonc-
tions au voisinage du point & Uinfini.
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CHAPITRE 5

ANALYSE ASYMPTOTIQUE

L’analyse asymptotique est une collection des méthodes d’analyse qui permet
de classer les comportements de fonctions dans un voisinage donné en se concen-
trant sur certaines tendances caractéristiques. On I’exprime en générale au moyen
des relations grand o <<O>>, petit o <<0>> et équivalent <<~>>.

5.1 Notions de base
5.1.1 Relation d’ordre <<O, 0, ~>>.

Dans tout ce qui suit, on se donne un domaine D C R, xq € D. Deux fonctions
o(z) et Y(x) définies dans D.

5.1.1.1 Relation grand o <<O>>.

On dit que p(z) est grand O de ¥(z) quand = — zo dans D, s’il existe un
voisinage v(xg) et une constante k£ > 0 tel que :

()l < k@), Vo e Drw(z),

On écrit alors : p(z) = O (¢¥(z)) quand © — g, x € D, i.e., |p(x)/(x)] est
bornée dans le domaine DNv(xp).

5.1.1.2 Relation petit o <<o0>>.

On dit que () est petit o de ¥(z) quand = — z dans D, si Ve > 0, 3 v(zo)
( un voisinage de ) tel que :

(@) <elp(z), Vo e DNo(xo),

et on écrit :
o(z) =o((x)), x — xo, x € D.

Si lim (¢(x)/¢(x)) existe la définition est équivalente & :
T—T0
z€D

Tim (p(a) /() = 0.

On dit alors que ¢(x) est négligeable par rapport a ¢ (z) au voisinage de zo,
dans D.

30
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5.1.1.3 Relation équivalent & <<~>>.
Si p(z) —Y¥(z) = o(p(r)) quand x — x¢ dans D, ou bien ¥(x) — ¢(x) =
o (¢(z)). On dit que ¢(z) est équivalente a ¥ (z) au voisinage de x, et on écrit :

o(@)~(r), x—mx0, TED.

Si lim (¢(x)/v(x)) existe alors :

Tr—X0
xz€D

5.1.1.4 Relation uniforme.

Si les fonctions ¢ et 1) dépendent de la variable x € D et d’un parameétre & € [
(e, p = (2,8), v =1 (2,£), z € D, £ € I), alors dans les relations précédentes
si les constantes et les voisinages sont indépendantes du parameétre £. Alors les
relations sont dites uniformes, sinon elles sont non-uniformes.

5.1.2 Opérations sur les relations d’ordre.

Dans tout ce qui suit, le domaine D et le point zy € D sont fixés la phrase
<««quand x — xg, x € D>> est toujours sous entendue.

1. ¢ =0 (¥), si >0 alors : [p|* = O (||Y).

2. ¢, =0 (1;),i=1,...,n, pour des constantes a; on a :

S ap =0 (Zw w) -
1=1 1=1

3. ¢, =0 (1;),i=1,...,n, et sl existe ¥ tel que |¢;| < 1. Alors :

n

Zaz’% =0 (),

=1

a; sont des constantes.

4.9, =0 (), i=1,...,n alors H?:l ;=0 (H?:l V).
5. Soit z € R, D =]a,b[ et ¢ (x) = O (¢ (x)) quand = — b, si de plus ¢ et 9
sont mesurable sur D, alors :

/:so(t)dtzo(/:wa)mt),quandg;_>b,
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5.2. SUITES ASYMPTOTIQUES 32

6. Soit a < £ < b un parameétre et ¢ (z,&) = O (¢ (x,§)) uniformément quand

x — xo . Alors :

b b
[ewoie=o (/ |¢<x75>|d§)  quand 7 — 0.

Remarque.
1. Toutes les opérateurs 1-6 sont aussi vrais pour <<o>> et <<~>>.

2. L’opération dérivée n’est pas valable ni par rapport & la variable ni par
rapport au parametre.

5.2 Suites asymptotiques

Définition.

Soit (d; (z)) une suite définie au voisinage d'un point zo. (9; (7)), est dite
une suite asymptotique, si on a :

‘ Vi, 0;41 () = 0(d; (x)), © — xq .

Exemples.

1. On prend o =0 et §; (x) =2°, on a :
b1 () =2 =0 (xl) =0(0;(z)), x—0,

cette suite est appelée suite des puissances.

2. On prend xy = 400 et §; (r) =1/2', on a :
dip1 (z) = 2" =0 ($Z> =0(0;(z)), z—0,

d; () est une suite asymptotique au voisinage de +oo. c’est la suite des
puissance.
Remarque.

1. Une suite asymptotique n’est pas obligatoirement convergente vers 0.
8; (x) = 27, * — +0oo donne un exemple.

2. Si f(x) est une fonction continue au point zg, et J; (x) une suite asymp-
totique au point xg. Alors : f () - d; () est aussi une suite asymptotique.

Théorémes.
1. Toutes sous suite d’une suite asymptotique est une suite asymptotique.
2. Si (0; (7)), est une suite asymptotique quand x — o et a > 0, alors :

(10; (x)]%);>, est aussi une suite asymptotique.
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5.3. SUITES EQUIVALENTES 33

5.3 Suites équivalentes

Définition.

Soient (6; ());, et (v; ());5, deux suites asymptotiques au voisinage de o,
siVi:d;(x) =0y (x)) et %( ) = O(d;(x)) alors les deux suites sont dites
équivalentes.

Théoréme.

Soient (6; (7));5, et (7; ());5, deux suites équivalentes au voisinage de xo, si
I'une est asymptotique quand z — xy 'autre 1’est aussi.
Théoréme.

Soit (¢; (7,1));5, une suite asymptotique uniforme et a < t < § lorsque
T —xo:

1. ¢, (z,t) mesurable Vi.
2. ¢, (z,t) est intégrable par rapport a t, c’est a dire : fﬁ |y (z, )| dt est fini.
Alors : 4, (z) = [ g |¢; (x,1)| dt existe Vi, de plus (¥, (7)), forment une suite

asymptotique quand T — Zog.

Théoréme.

Soit (¢; (7));», une suite asymptotique définie sur l'intervalle a < x < g
lorsque © — x4. Supposons que ¢, (x) sont mesurables et ¢, (x) est intégrable,

e.: [Ty (x)] dx < co. Alors : 1, (2) = [ |¢; ()| dt existe Vi, de plus (¢, (x)),5,

forment une suite asymptotique quand x — x;.

5.4 Développement asymptotique
5.4.1 Série asymptotique.

Soit (0; ());», une suite asymptotique lorsque x — xg, (a;),5, une suite nu-
mérique. La série Z ) a;0; (x) est appelée une série asymptotique quand x — .
5.4.2 Développement asymptotique.

Soit f (x) une fonction définie dans D, xg € D et (; (7)), une série asymp-
totique lorsque © — zo. On dit que f (x) admet un développement asymptotique
a Pordre N par rapport a (;) i>1 quand x — xg, ¢’il existe des constantes a;,
1=1,...,N tel que :

—Zai&(w) = 0(0n(2)),

= O (0ps1(2)), 2 = xpetn=1,...,N.
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5.4. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE 34
> SiN=1:f(x)—ad(x) =0(d; ()), c’est & dire :
f () = a10y (x) +0(01 (2)) -
> Si le développement asymptotique est valable VN = 1,2,3,... on écrit

alors :

+oo
f(z)~ Zai& (), x—x.
i=1

Théoréme.

Le développement par rapport & une suite asymptotique (d; (r)),., d'une fonc-

tion donnée f (x) -s’il existe- il est unique.

5.4.3 Calcul des coefficients d’un développement asymptotique.

Soit (d; (7));5, une suite asymptotique, x — zo, f (v) une fonction définie

sur D, gy € D. Supposons que f (z) admet un développement asymptotique par

rapport a d; (z), T — g :
+oo

[ (@)~ Zaiéi (z) = a101 () + az0s (z) + . . .,

i=1

on divise les deux membre par d; (x) (on suppose toujours que les limites existent),

on trouve :
f (@) dz (2)
~ a+a + ..., quand x — =z,
5 (x) 1 261 (x) q 0
. f () d2 ()
s l —
= @ :ELI?O ((51 (.Z') a2(51 (ﬂf) + ’
donc : f (@) 5, (@)
T T
= 1li , puisque lim ——<% =0, n > 2,
N sy () P N S (@)
de méme :
f (%) —a10, (x) o2 ()
~ as+a + ..., quand x — xq,
5 (:1:) 2 351 (x) q 0
T / (@ — a0y (x)
= 2= ach—>na;10 < (52 (.I) ’
et par récurrence :
n—1
f(z) = > aid; (z)
a; = lim f<x),an— lim =1 ,n=2,3,

T—T0 (51 (l’) a T—T0 5n (:C)
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5.4. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE 35

5.4.4 Opération sur les développements asymptotiques.

On considere la suite asymptotique (d; (7)), et supposons que f (z) et g ()

ont des développements asymptotiques au voisinage de x :

f(x) ~ Zai&-(x), T — Xg,

=1

on a les propriétés suivantes :
1. L’addition et produit avec constante :

“+00

Ozf(SC)—i-ﬁg(iL‘)NZ[O&ai—l—ﬁbi]éi(x), x — g et o, f = Cte.

i=1

2. L’intégration :

faie)~ Y a@) &), e =0,

si f(z,¢€), a; (z) intégrables par rapport & z, on a :

/jf(a:,s)dxwggn(g)Lﬁai(m)’ e —0.

De méme, si f (z,¢), a; (x) intégrables par rapport a &, on a :

£ +0o 55
/O f(w)dwgai(x)/o () dz, € — 0.

3. Le produit de deux fonctions :

f(x)-g(x) ~ (Z a;0; (x)) . (Z b;0; (x)) , T — Xg.
~ aph6F (z) + ...

4. La différentiation n’est pas permise :

f@e) ~ Y m@)ae).e— 0% DD LS i @)h (). -0

i=1 i=1
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Théoréme.

Si f(zye) ~ > Y a;(z)d6;(e),e — 0etsi:

Of (7)<~
ag; ;bi(x)éz(g)’g—)[),
alors :
b (z) =a (z) = da;i@.

5.4.5 Comparaison de série asymptotique avec une série conver-
gente.

Une série asymptotique est un développement asymptotique comprenant une

infinité de termes (i.e. N — +00), cette série peut étre convergente dans un sens

classique pour un certain voisinage de x, ou divergente. La fonction f (x) écrite

sous forme d’une série convergente de la maniére suivante :

f(z) = lim Z a;0; (z) , pour une valeur fixe de x.

Dans le cas ou la série de f(x) est divergente, on peut représenter par un

développement asymptotique, avec un petit x qui tend ver 0, et on a :

x—0

N
f(z) = lim Z a;0; (z) , pour une valeur fixe de N.
i=1

Exemple.

On considére :

“+o00 ¢
F(:c):a:ez/ ert, r — +00 ,
> Utilisation d’une série convergente :

o0 eft +o0
/ Tdt = / G_td ln t,

+o0

= e_tlnt|:_°z+/ e 'Intdt,

+o0o x
= —exlnx—l—/ etlntdt—/ e 'Intdt,
0 0
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remarquons que :

+o00 m
/ e 'Intdt = — lim [Z (1/n) —In( )] ~ —0.5772156649. . .,
0

m—-+00
n=1

v c’est la constante d’Euler.

On trouve donc :

+o0 eft 1 T
/ Tdt = —e lnx—vy-— / e tlntdt — / e 'lntdt,
T 0 1

1 T
= —exlnm—”y—/ e tlntdt + e*tlnﬂf:l —/ Intde™,
0 1

1 T €_t
= —7—/ e_tlntdt—/ —dt,
0 1t

puisque la série e~ = Y% [(—

+oo —t
e
[
" t

t)" /n!] est absolument convergente, alors :

+oo

o0 n +o0
(=1) / I / /5” -1
= —7-) Intdt™*t — E "t
7 — (n+1)! n ’

n=1
+o0 n
(—1)" = (1)
— 1 _ n_1
la série Zn . nn, (:C — 1) est absolument convergente Yz, alors :
+00 e ( 1)n+1 +oo (_1)n+1 +o00 (_1)n+1 .
/z Tdt - T lnx—i—z_: n-n! _nzz:l n-n! +n2::1 nonl

+o0 (_1)n+1
= —’y—lnf—i—ZWlﬁ.

n=1

On trouve finalement :

F(z) = { Inx —~ +Z — :L‘ x } : (5.1)

n=1

malgré que la série (5.1) est convergente, elle est trés lentement convergente. Pour
calculer par exemple, F'(10) on somme 40 termes pour obtenir une précision de
10”2 La situation devient plus grave lorsque z — +o0.
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> Utilisation d’une série asymptotique :

Pour faciliter les calculs, on prend :

1 +oo —t
Leop@) = 1) = / "

xT
B _/+oo d(e_t) B e_—t
B t=x t B t =

si on fait n-intégrations on trouve :

—t

I(x):e_xz(_lzl (i—l)!—l—(—l)"n!/ M;T

- T
=1

dt,

on est tenté d’écrire : [ (z) = e~ Y 1 [((—1)i+1 /xl> (i — 1)!], mais ¢a est faux

car la série est divergente Vx. Mais la série est asymptotique lorsque r — 400,

avec d; () = 1/x" une suite asymptotique lorsque x — +oc.

On doit montrer que :

+00 i+1
-1
I(z)~e" ( ) (i—1), z— oo,
xl
i=1
d’ou : .
—x - (_1)l+1
I(z)=e — (i — D!+, (2),
:Lv'L
i=1
ou :

On estime le terme 7, (z) :

+oo eft
i (2)] = |n! / tn+1dt‘
T
1 oo
< nl n+1/ e tdt

x X

nle™® e 7

anrl = n ’ L — 00

n+1

Si on prend 7, (z) = nle™* /2™, on voit que si = est fixé :

lim |r, (z)] = +o0,

n—o0
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mais si on fixe n, alors on trouve :

lim |r, (x)| = 0.

r—00

Alors :
+oo n
(—=1)"n!
F = T ~ 5.2
(x) xeI (x) nZ:O s (5.2)
(-0,
1=0
avec :
n!
R4 < .
Supposons que R (z) = n!/z" :
1. Pour x = xq fixé :
Etude de R (z) en fonction de n :
1
Rf (.730) = x_())
1 2 2
RA - - .2 _ —RA
5 (20) Zo To  Zo 1 (w0),
1 2 3 3
RA - - .2 .= — —RA
3 (o) Zo Tg o  Zg 5 (o)
on a donc :
2
— < 1= R (z) < R (x0),
Zo
3
— < 1= R{(w) < Ry (o),
Zo
T . A A
- < 1= R; (v0) <Ry, _;(20),
ng + 1
Ox > 1= R2 . (z0) > R (w),
0

a partir de certain nombre n, = ng + 1, le reste R2 (x) de la série asymptotique
(5.2) croitre vers l'infini (puisque z est fix¢), pendand que le reste RS (x) de la
série convergente (5.1) tend vers 0 lorsque n — oo (FIG. 5.1 et 5.2).
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r =13

|
]
1
1l H ] :
123 N (21) s (z2)  n (w3) n

FiG. 5.1 — Etude de R () en fonction de n et = : 2 < x5 < 23.

123 n

FI1G. 5.2 — Etude de RS (z) en fonction de n et = : z1 < 25 < 3.

FiG. 5.3 — Comportement de R“ pour n fixé lorsque x — oo.
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FIG. 5.4 — Comportement de RS pour n fixé lorsque z — oo.

2. Pour n fixé :

On voit que, le reste R () tend vers 0, et que le reste RS (z) tend vers une
valeur fixée lorsque z — oo (FIG. 5.3 et 5.4). Pour trouver F'(10) dans (5.2), on
somme 2 termes pour obtenir une précision de 1072, La série asymptotique (5.2)
elle donne une bonne approximation dans les premiers termes pour des valeurs de
x suffisamment larges, mais a partir d’une certaine valeur de n la série devient
divergente.

5.5 Probléme de perturbation

D’un point de vue heuristique, la théorie des perturbations est une méthode
mathématique générale qui permet de trouver une solution approchée d’un pro-
bléme mathématique P. dépendant d’un parameétre € lorsque la solution due pro-
bleme Py ( probléeme réduit P (u,0) = Py (u) lorsque € = 0), correspondant a la
valeur € = 0, est connue exactement. Le probléme mathématique P. peut étre une
équation algébrique, une équation différentielle, ... La méthode consiste a cher-
cher la solution approchée du probléme P. sous la forme d’un développement en
série asymptotique du parametre e, cette solution approchée étant supposé étre
une approximation d’autant meilleure de la solution exacte, mais inconnue, que
la valeur absolue du parameétre ¢ est plus petit.

De fagon générale, on va trouver une fonction u (x), x € D C R", qui satisfait

un certain probléme P (u,e) = P- (u) avec des conditions aux limites; en terme
d’un développement asymptotique, c’est a dire :

u(x;e) ~ug () +uy ()61 (6) +uz (z) 02 (€) + ..., — 0, (5.3)

ou u;(i =0,1,...) ne dépendent pas de ¢, et ug est la solution du probléeme réduit
pour ¢ = 0. La suite (J; (7)), est une suite asymptotique, on commence souvent
d’essayer la suite des puissances. x est une variable appartenant a un domaine D
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de R" et 0 < € < g1, &1 étant un nombre positif fixé aussi petit que souhaité, ¢ est
sans dimension, ce qui implique que le probléme a été, au préalable, rendu sans
dimension.

5.5.1 Perturbation réguliére et singuliére.

Si la série (5.3) est valable uniformément, lorsque ¢ — 0 et z € D. Alors : on
dit qu’on a un probléme de perturbation réguliére. Sinon le probléme est singulier
(On ne peut pas représenter la solution u (x, €) en un développement asymptotique
uniformément valable VY € D et ¢ > 0).

5.5.2 Symptome de singularité.

La singularité apparait en générale lorsque :
1. Si Py (u) est de nature différente de P. (u) (type différent).

2. lim. g u(z,€) # up (z).

5.5.3 Exemple de perturbation réguliére.

Considérons 1’équation algébrique :
2% 4+ (0.001) 2 — 1 =0,
on pose € = 0.001, le probleme perturbé est :
P(r,e): 2°+ex—1=0, (5.4)
le probléme réduit est :
P(z,0): 2°—-1=0=1=ay= =1,
Pour z = 1, on choisit :
T () ~ ag+ are + axe® +asze® + ...,
avec ap = 1. En remplagant cette forme de = dans I’équation (5.4), on trouve :
(1-1)e’+ (2a1 + 1) e + (a1 + af + 2az) €% + (az + 2a1a + 2a3) £* + ... = 0.

Ca sera :

pourc®: 1—-1=0,

pour ! : 2a1+1:0:>a1:_%7

pour €2 : a;+ai +2a; =0=ay = g,

pour €2 :  as + 2a1as + 2a3 = 0 = a3z = 0,


Administrateur
Line


5.5. PROBLEME DE PERTURBATION 43

on trouve alors :

1 1
ri(e)=1—Ze+-2+0-8+0 (") ,

2° 73
dou: 0.001  0.0001
= 71 (0.001) ~ 1 — '2 + — S = 0.99951,

en remplacant par € = 0.001, on trouve la racine x; avec une erreur d’ordre 10712

On fait la méme chose pour x = —1, pour trouver la deuxiéme solution x5 (&)
du probléme (5.4).

5.5.4 Exemple de perturbation singuliéere.
On considére maintenant le probléme :
P(r,e): ex®+x—-1=0, (5.5)
le probléme réduit est :
P(z,0): z—-1=0=z=1,

on constate que P (x,¢) est une équation du deuxiéme degré tandis que P (z,0)
est une équation du premier degré, donc c’est un probléme singulier.
Supposons que x1 (g) ~ ag + a;e + ase® + ..., on trouve ag = 1, a; = —1,
ay = 2. Alors :
‘331(6) =1-e422+0(e%) .

Si e =0, on a une seule racine z = 1, tandis que pour ¢ # 0 le probleme (5.5)
admet deux solutions, on a donc un probléme de perturbation singuliére. Une
idée trés utile pour des problémes de perturbation singuliére est de changement
d’échelle (rescale) avant de faire d’une développement asymptotique, dans ce cas,
on pose :

X
T= Bk 9 (e) — 0 lorsque € — 0,
alors : .
£
; o (Xse): X2 X —-1=0,
P (z;¢) & Ps(e) (X;e) 5 © + 5(0)

en multipliant les deux membre par § (¢) on trouve :
5

P(X;e): 5

X2+ X —6() =0,

pour capter la solution singuliére on pose 0 (¢) = ¢ :

P(Xie): X4 X —e=0, (5.6)
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et le probléme réduit :
P(X;0): X’+X=0&X=00uX=—1,

X = 0 donne la solution réguliére, et X = ag = —1, on fait un développement

de la forme :
X =c-23(e) ~ =1+ a1e+ase® +aze® +---.

Si on remplace cette formule dans 1’équation (5.6) on trouve :

(1-1)e"+ (—a1 — 1) e+ (a] — a2) € + (2a1a2 —az) e* + ... = 0,
d’ou :
((poure®: 1-1=0,
pouret: —a;—1=0=a; = —1,
2. 2 _ _
poure”: aj—ay=0=ay =1,
| pour €% : 2a1a; —az = 0= a3 = -2,
donc :
X = e am(e)~v—1+—-c+-2"40 ("),
1
= xg(s):—g+—1+5—252—|—0(53),
finalement :

= 15 (0.001) ~ —1000 + —1 + 0.001 — 0.000002 = —1001. 0,

en remplacant par € = 0.001, on trouve la racine x5 avec une erreur d’ordre 1077,

5.5.5 Problémes de perturbations pour les EDOs.
5.5.5.1 Exemple de perturbation réguliére.

On considére I’équation et les conditions initiales :

u” + 2eu’ +u =0,
P (use) : : (5.7)
u(0,e) =0, v (0,e) =1,
La solution exacte du probléme est :

—EXx
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Reésolvons I'équation par la méthode des perturbations. Si on pose € = 0, on
trouve :

v +u=0, u(0)=0, u'(0)=1,

la solution est :
u(r) =sinz,

est la limite de la solution exacte du probléeme (5.7) lorsque € — 0 :

e=0 \ /1 — g2

On va cherche maintenant une solution sous la forme :

lim <e— sin [\/1 — 6%]) =sinz.

u(w;€) ~ ug (z) +eup () + 2ug (¥) + ..., e — 0,
en substituant dans ’équation (5.7), on trouve :
[ pour €% 1 (0) =0, u)(0) =1 et u)+ ug =0 = ug () = sinz,

pour &' 1wy (0) =} (0) =0 et uf +u; = —2u) = uy (z) = —wsinz,

| pour &’ wf 4wy = —2uj_; =0, u; (0) = wj(0) =0, i >1,

d’ou :

‘u(x;e) =sinz —exsinz + O (°2°) .

De ce que nous avons vu sur les propriétés des séries asymptotiques, notam-
ment que le terme suivant doit étre négligeable devant le terme précedent, on voit
que, cette approximation est uniformément valable sur tout intervalle de temps
fini, 0 < x < 7, ou 7 indépendant de ¢; ceci n’est plus vrai lorsque z — oo, on
utilise dans ce cas la méthode des échelles multiples (MEM), (multiple scale).

5.5.5.2 Exemple de perturbation singuliére.

On considére le probléme aux limites suivant :

eu 4+ (1+2e)u' +2u =0,
P (use) : (5.8)
u(0,e) =0, u(l,e) =1,

on recherche la solution sur 'intervalle 0 < x < 1, le probléme réduit pour ¢ = 0,
s’écrit :
up + 2ug = 0 = ug (v) = Ce™ >,

ou C' est une constante qu’il faut déterminer avec deux conditions aux limites ce
qui n’est, en générale, pas possible.
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En 2 = 0, on obtient, ug (z) = 0. Cette approximation ne peut étre uniformé-
ment valable puisque, ug (1) = 1.

De méme, en vérifiant la condition en = = 1, on obtient :

Ug (iL’) = 62(1_36)5
qui est telle que, ug (z) = exp (2), la condition a l'origine n’est pas vérifie. Ce qui
indique nécessairement une zone de non-uniformité.

La solution exacte s’écrit :

e 2T _ e—m/e

u(r) = ———Fr (5.9)

e—2 _ e 1/e"

Dés que x > 0, on voit qu'une bonne approximation de la solution exacte (5.9)

est donnée par :
u(z) ~ 2179, (5.10)

Ceci montre qu’il fallait se placer dans le second cas est vérifier, pour le pro-
bléme réduit, la condition en x = 1.

L’approximation (5.10) est dite solution externe :

‘uext ('I) - 62(1_m) )

au voisinage de x = 0, on va changer ’échelle, et on pose :

= %, d (e) — 0 lorsque € — 0.

Le probléme (5.8) devient :
u (X)) + (1+2e)u (X) 4+ 2eu(X) =0, pour 0 () =&,
on trouve, le probléme réduit :
u" (X)) + 4 (X) =0, u(0)=0.

Alors :
Uint () = Ay [1 — e””/s] ,

Wint () dite solution interne au voisinage D. de x = 0, ce voisinage est appelé
couche limite (boundary layer).

Le principe de matching (sera précisé au paragraphe 5.5.5.3) donne :

Umatch (IL‘) = glgll% Uegt (:L‘) y

= 1 . f—y f— 2
- )}1—r>noo Uint (X) Al €,
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d’ou :
Uyni f (1") = Uegt (ZIZ’) + Uint (SIZ’) — Umatch (ZIZ’) .
Donc :
Uynif () = e2(1=) 4 o2 [1 — e’m/‘f] — e
on trouve :
Uninif ((L’) — e2(1—x) _ 62 . 6—1’/5,

(5.11)
Uyni f (O) =0, Ui f (1) =1- 6271/5.

Dans (5.11) wyn;s (z) dite solution uniformément valable.

5.5.5.3 Le principe du raccordement de Van Dyke (Van Dyke’s matching rule).

Ce principe permet de déterminer les constantes arbitraires qui apparaissent
dans la solution interne et d’écrire la solution sous une seule forme uniformément
valable. Dans sa globalité, le principe de Van Dyke indique que : la limite de la
solution interne écrite en fonction de la variable externe lorsque ¢ — 0, est égale
a la limite de la solution externe écrite en fonction de la variable interne. i.e. :

Umatch — lll% Uext (X, 5) - ll_r)% Uing ('f; 5) )
X fixé x fixé
)

Umatch = ili% Ueqt (l‘) = )}1—I>noo Uint <X> :

La solution ,,q¢n, joue le role d’un raccord entre la solution interne est la
solution externe.

> Cette méthode de perturbation est dite : méthode des développements asymp-
totiques raccordés (MDAR).

5.5.5.4 Exemple d’application de la méthode des développements asymptotiques
raccordés.

Soit & résoudre le probléme aux limites suivant(!) :

e+ (1+z)u +u=0,
P (u;e) : (5.12)
u(0,e) =1, u(l,e) =1,

puisque a () =1+ x > 0, on a alors une couche limite au voisinage de 0.

1) Pour des équations différentielles ordinaires du second ordre a coefficient variable de la
forme : eu” + a(x)u' 4+ b(x)u = 0, avec des conditions aux limites u (0,e) = a et u(1l,e) = B,
si a(x) > 0 on a une couche limite au voisinage de 0 et si a (x) < 0 on a une couche limite au
voisinage de 1 (voir par exemple [12], [19]).
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1. La solution externe :
Uegt (;U,EI) ~ Ug (.’13) +euy ('I> + €2U2 ('I) +... y € = Oa
on substitue dans (5.12), on trouve :

pour e’ :  (1+x)uf(x) +ug(z) =0, uy(0) =wug (1) =1,

pour € :  (1+z)u}(z) +u; (z) = —uf (x), u;(0)=1u;(1)=0,

)

cette équation est de premier ordre avec deux conditions, puisque la couche
limite est en 0, on prend la condition en x = 1, ceci implique :

(1+ @)y () + o () = 0, o (1) = 1,

(1 +2)uj () + wi () = —ui (x), wi (1) =0,4i>1,

2

Alors :
up (2) = 2(1 +2)7",
w(r)=2(1+2)° =11 +a)",
) =6~ H 0 - H )
Donc :
2 2 1
ue$t<x;€> = 1+x+€[(1+$)3_2(1+x):|

[ 6 11 3
e {(1+x>5 2(1+2)° 4(1”)}*0( ):

2. La solution interne :

Dans D. (au voisinage de 0) on pose :

W (X)+(1+eX)u (X)+eu(X)=0,

d’ou :

Wing (X58) ~ g (X) +euy (X) +2uy (X) +..., e =0,
pour €% wuf (X) +uo(X) =0, wuy(0)=1,

pour € : u/(X)+u; (X)=-X-u/,(X), u(0)=0,
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on trouve :

Uo(X) = 1—|—A0<€_X—1),
u (X) = =X+ A4 <—%X2e‘X+X>+A1(e—X—1),

1
uy (X) = X?—2X + A (§X4€_X - X%+ QX)

—|—A1 (—%Xzex + X) + AQ (eiX - 1) .

3. La solution intermédiaire :

Pour déterminer les constantes Ay, A; et A,, ..., on utilise le principe de
matching, en écrivant la solution interne sous la forme :

Uing (X5 €) ~ g (X) + euy (X) +%ug (X)) +..., € =0,

en faisant un développement limité pour les deux solutions ., (z;¢) pour € — 0,
x — 0 et uy (X;e) pour X — 400, eX =x — 0, alors :

3 11 21
Ueg (1) = 2 — 22 + 227 + ¢ (5 — 71’) + ZEQ + 0 (53,62x,59€2,$3) ,

et :

Uegt () = 1 — Ay —ex +eAgr — eAy + 2 X? — 282X — 24, X?
+26? Ao X + 241X — 24y + O (€%, &%, ea®, 2%)

tel que, O (3, &%x,ex?,23) = O (%) + O (e%z) + O (ez?) + O (2*), on obtient par
identification :

AO = —1, Al = —3/2 et AQ = —21/4

La condition qui se pose dans ce cas, est que la limite de toutes les deux
solutions Ueyy (;€) et wyy (X;e) existe et tend vers la méme limite wyqpen (),
sinon le principe de matching n’est plus valable.

> Donc, la solution uniforme du probléme (5.12) qui est vraie dans tout le
domaine [0, 1] est donnée par :

Uunif (:1:) = Uegt (l’) + Uint (l’) — Umatch (l’) .
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Dans ce cas on a :

_ 2 —z/e 2 1 127 3 —z/e
Uunif (T) = 1+z © +5[(1+x)3 2(1—|—x)+ 22 2)°

L [ 6 1 1 <x4 322 N 21) _I/E}
€ - — - — +—]e€
1+z)° 2(1+2)° 41+

+0 (¢),

les conditions aux limites sont vérifices a I'ordre de O (3).
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CHAPITRE 6

METHODE DE PERTURBATION EN MDF

La formulation sous forme adimensionnelle des équations de Navier-Stokes
a déja été présentée. En choisissant une longueur caractéristique L, une vitesse
caractéristique v, une pression de référence pv2 , les équations de Navier-Stokes
stationnaire sans dimensions pour un mouvement de fluide en présence de parois,
mais en 1’absence de forces de masse (pour alléger la présentation) donne :

v-Vv=-Vp+ ﬁv%.
(6.1)
V-v=0.

Il ne reste plus dans I’équation de Navier-Stokes qu’un seul parameétre sans
dimension. Le nombre de Reynolds, Re = vyL /v qui présente le rapport des effets
d’inertie & ceux visqueux. En I'absence de la viscosité, Re est infinie et en absence
de tous les effets d’inertie (masse négligeable ou v = cte ) Re est nulle. Pour un
écoulement donné, Re est compris entre ces deux limites. Dans le cas d’un fluide
passant au dessus d’un objet donné, la nature de I’écoulement dépend de la valeur
de Re, s’il est petit I’écoulement est dominé par les effets d’inertie et s’il est élevé
I’écoulement est dominé par les effets visqueux. La structure de 1’écoulement ne
dépend alors que de la valeur du nombre de Reynolds Re. On a alors, en particulier,
deux cas limites :

> Re — 0, les effets visqueux sont dominants, les écoulements rampants
(modele de Stokes et d’Oseen).

> Re — 400, les effets inertiels dominent, L’aérodynamique (les équations
d’Euler) et la théorie de la couche limite de Prandtl.

En particulier, lorsque cela est le cas, on dit que ’on a affaire & un probléme
de perturbations singuliéres. Les régions sont, en général, en mécanique des fluides
des voisinages viennent se placer prés de U'instant initial (couches initiales), prés
des parois solides délimitant I’écoulement (couches limites), ou encore, a l'infini
(couches distales).

6.1 Domaine de validité de |'"approximation de fluide parfait

Lorsque Re — +0o0, les équations de Navier-Stokes se simplifient pour don-
ner les équations d’Euler qui décrivent le mouvement de fluide parfait, mais les
solutions de fluide parfait ne vérifiant pas les conditions requises a la paroi (la

51
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F1a. 6.1 — Développement d’une couche limite le long d’une plaque plane (profil
de vitesse).

condition v = 0), il en résulte que 'approximation de fluide parfait n’est pas va-
lable au voisinage des parois. La raison physique se trouve dans le fait que Av est
trés grand pres de la paroi de sorte que le terme en (1/Re) Av ne peut plus étre
négligés, le produit (1/Re) Av peut devenir du méme ordre de grandeur que les
termes d’inertie.

La question qui se pose peut se formuler de la facon suivante : existe-t-il
une autre approximation permettant de décrire ’écoulement dans les zones ou
I’approximation de fluide parfait n’est plus valable? Nous allons voir, dans le pa-
ragraphe qui suit, qu’il faut, au voisinage d’'une paroi, remplacer les équations
d’FEuler non valables, par les équations de Prandtl, encore appelées équations de
la Couche Limite (mis de 'avant par Prandtl en 1904) : C’est une <<région>>ou
couche enveloppant un corps ou les effets visqueux sont trés importants; & 'ex-
térieure de cette couche le fluide se comporte essentiellement comme s’il est non
visqueux.

6.2 Approximation de Prandtl lorsque Re — +o0

Pour illustrer le phénomeéne de la couche limite et pour donner une approxi-
mation des équations de Navier-Stokes dans celle-ci, on prend un écoulement & un
nombre de Reynolds élevé autour d’'un solide.

6.2.1 Cas d’une plaque plane.

Pour simplifier, on considére un écoulement stationnaire bidimensionnel de
fluide visqueux incompressible uniforme a l'infini v, pso, au dessus d’une plaque
plane. Prenons ce plan pour plan z, z, 'axe des x étant dirigé suivant la direction
de I’écoulement. La distribution des vitesses est indépendante de z ; la composante
z de la vitesse est absente (FIG. 6.1).

Supposons que Re = v, L/v est trés grand, les équations de Navier-Stokes
prennent la forme des équations d’Fuler, qui permettent de déterminer le champ


Administrateur
Line


6.2. APPROXIMATION DE PRANDTL LORSQUE RE — 40 53

de v et p, en particulier lorsque y — 0 sur 'obstacle. Mais donc la condition (v = 0
sur la paroi) n’est plus satisfaite, ce qui impose qu’au voisinage de la plaque, une
épaisseur évanescente lorsque Re — 0, dans laquelle les équations d’Euler ne sont
plus valables. Dans cette zone la composante v, de la vitesse varie trés rapidement
de v, (y = 90) = v (la vitesse longitudinal loin de la plaque, en réalité ne vaut
pas U, exactement) a zéro v, (y = 0) = 0; pour ¢a la condition sur la paroi soit
satisfaite (6 1'épaisseur de la couche limite).

On décompose la recherche de la solution en deux problémes :

1. Un probléme extérieur, ou est valable 'approximation de fluide parfait, en
résolvant les équations d’Euler avec la condition de vitesse normale a la
paroi nulle.

2. Un probléme intérieur au voisinage immédiat de la paroi, ou est valable
une autre approximation dite approximation de couche limite, qui doit se
<<raccorder>>avec la solution extérieur.

Pour décrire ce voisinage immédiat de la paroi, il faut introduire de nouvelles
références qui caractérisent I’ordre de grandeur des diverses quantités dans cette
région :

> L’épaisseur de la zone étudiée, § < L (au voisinage immédiat de la paroi,
L longueur caractéristique de la plaque), de méme une vitesse vy qui est
beaucoup plus petite que v, car on attend des vitesses v, trés petites dans
cette région, v, < v,.

La vitesse hors de la couche limite est connue et prescrite comme une fonction

de x. L’écoulement hors de la couche limite est non visqueux et par conséquent,
il peut généralement se calculer par I'intégration de [’équation d’Euler, et on a :

dVoo dPoo
Voo™ = ——F
p dx dx
= Do + pv2, = Cte,

= ‘poo:O(pvgo) :

(6.2)

Rappelons que v, et p sont respectivement la vitesse et la pression prévues
par I’écoulement externe & la paroi. De plus :

Uy =0 (Vo) , Az =0 (L) et Ay=0(6) .
L’équation de continuité donne :

Ov,  Ovy Voo | Uy
R e A (6:3)
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On a donc les nouvelles variables, pour I’adimensionalisation des équations :

* * * ’Uoo5 * *
€T = an Yy = 5y> Vg = Voo Ugy Uy = Tvyu b= Pvzop, 5/[/ < 1>

L’équation de continuité :
(%f N 81?
ox oy

=0, (6.4)

I’équation de quantité du mouvement dans la direction de x :

L Oy o« OUy, Op 1 (0%, L20%,
Ug * + Uy * x E %2 2 *2 ) (65)
ox Jdy  Ox €\ or 0 dy
I’équation de quantité du mouvement dans la direction de ¥ :
« v, .« v, Lue,dp 1 (0%, L?0%
Vg Qiy + vy U*y + —U——f =5 fgy 2 fzy (6.6)
Ay gy Owoay Re\ gy 07y

La quantité § n’est pas connue & priori le raisonnement est le suivant : I’équa-
tion de Navier-Stokes dimensionnelle est donnée par :

ov,, N v, 1 9p N 0%v, N 9%v,
Vgp——— Vy— = ——— v v ,

ox Y oy pOx 0x? oy?

I I I I I

OWx/L)  0o@x/L) O@x/L) OWRA/L)) 0 (v /5%

si on divise par v [v% /§%], on voit que le terme v (v /L?) /v [0, /6] est de 'ordre
de (0/L)> < 1, on peut donc négliger le terme v (9%v,/d2?) devant le terme
v (0*v,/0y?). L’approximation d’épaisseur de la couche limite est donc :

vl L
R 0(1),
1 L2
— —==0(1
7 Re & (1),
L
= :O ,
<\/Re)
on peut prendre :
0~ L
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Les équations (6.4), (6.5) et (6.6) deviennent :

( * *

)t a0y
L oy Re® o2 Re By )

si Re — 00, on trouve les équations de Prandtl dans la couche limite :

( 81)9; + 8’Uy — 0
z 0 ’
* 90 * 90 o _ 9%
T ox Y ay Ox 65;2 ’
o _
\ 9y

Il faut ajouter a ce systéme :

1. La condition limite sur la paroi :
ean:O, ;}x:;}y:O.

2. La condition de raccordement de solution de ce dernier systéme avec la
solution de fluide parfait exprime I’existence d’une couche intermédiaire, ot
les deux solutions sont asymptotiquement équivalentes :

. * * ok . * * —
hmz_mvm x,y :hmg_@vx T,y ) = Ve,

oty =1y/8, & =x/L et y=1y/L. De méme pour p.

* *

. o ey * * . ,
3. Un profil de vitesse initial, v,, = v, <fL‘0, y), dans une section donnée, par

* * *
exemple en z = 0, v, = v, = 0.

6.2.2 Cas d’un corps de forme quelconque.

Dans ce cas, on peut aussi établir les équations de Prandtl; il suffit de définir
un systéme de coordonnées curvilignes. Les équations de Prandtl restent valables
sous la condition que, x désigne ’abscisse curviligne le long de la paroi de corps
et la variable y est la distance normale & la paroi (FIG. 6.2).
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profil de vitesse: (1)

vitesse externe:U__

F1G. 6.2 — Profil de vitesse dans une couche limite.

6.3 Approximations d'Oseen-Stokes lorsque Re — 0

Dans ce qui suit nous nous intéressons principalement aux formes limites prises
par les équation de Navier-Stokes pour un écoulement de petit nombre de Reynolds
et lorsque le nombre de Reynolds tends vers zéro. On consideére un écoulement plan
stationnaire d’un fluide incompressible uniforme a I'infini de vitesse v, suivant la
direction i (i, j, k sont les vecteurs de base en coordonnées cartésiennes) et autour
d’une obstacle rigide.

6.3.1 Approximation de Stokes.

Les équations de Navier-Stokes (6.1) montre que lorsque Re — 0 I’écoulement
est entierement commandé par I’équilibre entre le gradient de pression et force
visqueuse. Ce type d’écoulement s’observé trés fréquemment dans des écoulements
a travers des matériaux poreux, des écoulements prés d’obstacles (couches limites
laminaires), des problémes de sédimentation de particules fines, etc...

Pour Re — 0, I’équation de Navier-Stokes (6.1) donne :

V=0, V-v=0.

Mais la pression dans un écoulement & petit nombre de Reynolds n’est pas de
l'ordre de pv2, (si le fluide par exemple est incompressible, fortement visqueux,
contenu dans un récipient dont les parois sont animées d’un mouvement imposé,
cela signifie que v doit satisfaire & V*v = 0, a lintérieur et prend une valeur
donnée sur le bord du récipient, mais il est bien connu que ce probléme a la
limite détermine complétement v, puisqu’il revient & résoudre trois problémes de
Dirichlet relativement a I’équation de Laplace, pour les trois composantes de la
vitesse. De ce fait il n’y a aucune raison que la solution satisfasse de plus a V-v = 0
sauf pour des cas exceptionnels de v), cette difficulté se résout trés simplement en
effectuant un changement d’échelle dans I’équation de Navier-Stokes. Dans ce cas
on a de I’équation (4.11) :

‘p ~ LuV*v =0 (Voo /L)

Y
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Donc, on pose :

* * MU0 *
ZE’ZLQZ‘, V="VV, P=—F"P)

L

En substituant ces changement d’échelle dans I’équation de Nawier-Stokes
(4.11), on trouve :

Re-[v-Vv] = —Vp+ V?v. (6.7)

Lorsque Re — 0, le terme inertiel v- Vv = o (VV2U), I'équation (6.7) se réduit
a une approximation linéaire de ’équation de Nawier-Stokes dite [’équation de
Stokes :

~Vp + V0 =0,
(6.8)
Vo = 0.

Proposée par Stokes en 1851. Les écoulements & faible nombre de Reynolds
«fortement visqueux>>, ou a faible vitesse sont appelés les écoulements rampants.

Dans le cas d’écoulements rampants, stationnaire uniforme (I’exemple le plus
connu : est I’écoulement autour d’une sphére ou d’un cylindre), il faut remarquer
que, ’approximation de Stokes v-Vv = o (I/V%), n’est pas valable loin de la paroi
du corps, ou les gradients de vitesse disparaissent, et par conséquent les forces
d’inertie devient comparables aux forces visqueuses. C’est le paradoxe céleébre de
Stokes (cas d’un obstacle cylindrique) et de Whitehead (cas d’écoulement autour
d’une sphére immobile).

On remarque dans ce cas, qu’il n’existe pas d’écoulement plan stationnaire so-
lution des équations de Stokes (6.8) satisfaisant a la condition d’adhérence sur la
paroi (cas d’un cylindre ou d’une sphére), et tendant vers un écoulement uniforme
a l'infini. Cela veut dire que la limite de la solution de Stokes n’est pas unifor-
mément valable si le domaine d’écoulement est I'infini. On doit, au voisinage de
I'infini, rechercher une autre représentation <<asymptotique>> caractérisée par un
passage a la limite différent de celui de Stokes dite approximation d’Oseen (Oseen
en 1910).

Remarquons, que le paradoxe de Stokes (pour le cylindre) <<a savoir que les
conditions physiques permettant de ramener 1’équation de Navier-Stokes a 1’équa-
tion de Stokes ne sont pas nécessairement réalisées dans tout le domaine de solu-
tion, a priori. Le cas par exemple "a I'infini" ot souvent le terme inertiel finit par
Iemporter sur le terme visqueux>> et de Whitehead (pour la sphére) est valable
pour un obstacle tout entier a distance finie (avec Re < 1). La raison en est que
les résultats sont liés au comportement & I'infini des solutions des équations de
Stokes et que ce comportement, dans sa forme, ne dépend pas de la nature de
I’obstacle.


Administrateur
Rectangle

Administrateur
Rectangle

Administrateur
Line


6.3. APPROXIMATIONS D'OSEEN-STOKES LORSQUE RE — 0 58

6.3.2 Approximation d’Oseen et le probléme de raccordement avec
la solution de Stokes.

Rappelons, que le nombre de Reynolds dans les équations de Navier-Stokes
(4.9), Re = vooL/v, a été construit a partir de 1'échelle de longueur L caractérise
une dimension de ’obstacle et qui ni trop petite ni trop grande. De méme on voit
que la théorie de Stokes, qui conduit au systéme (6.8) n’est pas adéquate pour
représenter, méme pour Re tres petit, 'écoulement & des grandes distances d’un
obstacle de dimensions finies.

Pour étudier I’écoulement en des points trés éloignés de 1'obstacle, il convient
de choisir une nouvelle échelle de longueur caractéristique Ly, de I'ordre de gran-

deur de la distance de ces points de l'obstacle donc tres grande relativement &
L:

L
S 1
Lo 0>>’

si bien que le nombre de Reynolds correspondant :

Re = Voo Lo

= (50Re s

v

n’est plus trés petit devant 'unité, méme si la viscosité est grande ou les vitesses
petites.

Cette idée explique comment on peut trouver une solution asymptotique des
équations de Navier-Stokes, valable aux grandes distances (dg > 1).

Si Lo = dgL, il est logique de changer 1’échelle, on pose donc, dans ’équation
(6.1) :

I'équation de Navier-Stokes a la place de (6.1) donne :

% v =0,
(6.9)

* * * 2
v-Vu+Vp= %V v,
et on voit effectivement, apparaitre le nombre de Reynolds (dit distal) :
1 . . .
Re = dpRe = |0p =~ Te & Les termes d’inertie = O (Les termes visqueux)
e
Ce qui est la théorie d’Oseen valable trés loin de 1'obstacle considéré.

Ainsi, le nombre de Reynolds, trés petit, s’introduit implicitement dans les
conditions aux limites et nous sommes ainsi conduit a étudier un écoulement
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uniforme de vitesse i. De ce fait, nous pouvons effectuer au niveau d’équations
(6.9) le changement de fonction suivant :

v=1i+4+0(Re)v', p=10(Re)p.

En substituant ces expressions dans (6.9), on trouve :

2

(i-%) v+ Vp' — LV o/ = O (5 (Re)).

Lorsque Re — 0, on trouve les équations stationnaires d’Oseen :

Vv =0,
(6.10)

* * * 2
(i-V> v+ Vp' = %V v,
On note que 0 (Re) reste arbitraire et seul le raccord avec la solution de Stokes
(stationnaire) doit permettre de le déterminer.

Finalement on est conduit & résoudre deux problémes :
1. Un probléme intérieur, ou est valable l’approximation de Stokes.

2. Un probléeme extérieur, o est valable une autre approximation dite ap-
proximation d’Oseen, qui doit se <<raccorder>>avec la solution intérieur,
pour trouver une solution uniformément valable. Cette théorie uniformé-
ment valable est due initialement a Kaplun (1957), mais on notera aussi
les travaux de Proudman et Pearson (1957) qui ont utilisée la méthode des
développement asymptotique raccordés, dans le cas d’écoulement autour
d’une sphere et le cas d'un cylindre.

6.3.3 Ecoulement plan autour d’un cylindre.

Considérons maintenant un probléme d’écoulement bidimensionnel infini au-
tour d’'un cylindre. Le fluide est considéré comme étant incompressible et irrota-
tionnel (FIG. 6.3).

Remarquons que, dans ce cas, en coordonnées polaires on doit utiliser une
autre définition de la fonction de courant ; puisque 1’écoulement est plan on a en
coordonnées cylindriques (r,0, z) de base {e,,eg,e.}, v, = v, (1,0), vy = vy (1,0)
et v, = 0, I’équation de la continuité en coordonnées cylindriques est :

10 (rv,) N 10vg  Ov,
r  Or r 00 0z

=0,
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Z

FI1G. 6.3 — Ecoulement bidimensionnel autour d’un cylindre.

d’ot, puisque v, = 0, on obtient :

0 (rvy) N Ovg

Z9%_p
or a0 ’
la fonction de courant dans ce cas ou la fonction de Stokes 1 (r,6), est donnée
par :
TV, = % vp = _o%¥
TTa0 T o

Considérons, un écoulement plan, incompressible stationnaire, uniforme a I’in-
fini autour d’un cylindre de rayon a.

En coordonnées cylindriques (r, 6, z), la fonction de courant ) est donnée par :

_ 1@ o)) (6.11)

e i e Y or

On utilise pour 'addimensionalisation de v, 1 et r :

‘UIUOOU, r=ar, Y =1v.a .

Rappelons de ’équation (2.3), que 1’équation de Navier-Stokes (6.7), prise la
forme :

2
Re - [grad (%) + rotwv X v] + grad p = Aw,

calculons le rotationnel de cette expression, il vient :

2
Re - {rot grad (%) + rot (rot v X ’U):| + rot grad p = rot (Av),

puisque, rot grad = 0, et Av = grad divv — rotrot v, on trouve :

Re-V x ([V xv] xv) ==V xV x(Vxv),
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| Re-V x (vx[Vxuv]))=VxVx(Vxuv). (6.12)

Dans ce cas, en coordonnées cylindriques, on a :

r

1 [0(rvg) Ovy
v xw ‘[ or _86’} &

rappelons qu’en coordonnées cylindriques (r,6), on a :

VAR ECLCU LT DS L) DRSS A oL
v ZU ©r 0z or o ror o r 06 =

de (6.11), on trouve :

1 a [\ o [10¢
Vxvo= o {87’ (T(?r)_89 (raeﬂez’
[ o 10%
-y [rﬁ+E+FW}
or2  ror r2op*| 7

= _E2weza

et donc :
V xv=—E%je,, (6.13)

ou :

92 10 1 02
=2 22 g2,
Or? * ror * r2 99? v

Maintenant, pour simplifier le second membre, on calcule :

Vx(Vxv) = Vx(—E%e,),
19(E™) 0

i 2
rag ot (EY)e
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Pour calculer V x V x (V x v), on a :

10U 28 )

VXxVx(Vxv) = Vx(

ro 90 7 Or
r 2 2
1o (0@ 1o (1]
|7 Or or rofd \r 00

| Or2 r  Or 2 9p?
[ 02 10 1 02

= |—+ =+ ——_| E?

| Or? e TR 892] ves,

= E*(E*)e. = E%e,,

200, 100, 1P E),

et alors :

V xV x(Vxv)=E*(E*)e, = E%e,. (6.14)

Reste la simplification de premier membre Re -V X (v X [V x v]), d’apres
(6.13) :

vx [V xo] = (%g—lg,—g—qf,(g x (0,0, —E*p),
_ 0¥ 10y
= lEE 1/1} e, + {;%E 1/1} €s,
alors :
10 (0 10 (0
Vx(@wx[Vxuv) = {;E (a—ng%) ~ 90 (a—quZI/))} €,
1[0y (E*)) 0y 0(E*Y)
F{% ar  or o0 }ez'
Donc :

Re-V x (v x [V xv]) =

Re [0y 8 (E2Y)  0v 8 (E*)
7?&% or _Efﬁﬁ_l%‘ (6.15)

Finalement, en substituant (6.14) et (6.15) dans (6.12), on obtient, I’équation
de Navier-Stokes :

Re [0y 8 9% 07 5 5o,
| _ T " |E = FE“F >1. .
r [ae ar o ae] v vzl (6.16)
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Avec les conditions aux limites suivantes :

[v=0, lorsque r =1] < [v, =0 et vy = 0],
[v — 1, lorsque 1 — o] < [v, — cosf et vy — —sinf)],

puisque [v, = 0] < [0 /00 = 0] et [vy = 0] < [01/Or = 0], puis on integre les
deux équations :

N oY
~ 90 sinf = 5

on trouve finalement les conditions aux limites :

cosf =

Y =0v¢/0r =0, lorsque 7 = 1,
(6.17)
1 — rsind, lorsque r — o0,

On va donc résoudre, le systéme (6.16), (6.17). Dans ce cas on a les deux
approximations :

1. Approximation interne : Lorsque Re — 0 et r fixé, on cherche & une
approximation asymptotique du probléme sous la forme :
¥ (r,0; Re) = ¢ (1,0) + ¢y (r,0) Re+ O (Re?), (6.18)
ou v, est la solution du probléme réduit :
E*E*), =0,
on prend dans cette zone la condition au limite de non-glissement sur la
paroi du cylindre :
o
v =— =0, lorsque r =1,
or
en substituant 1, dans I’équation (6.18), puis (6.18) dans (6.16) on trouve ;.
Le raccord d’approximation interne avec l'approximation externe, permet de dé-

terminer les constantes d’intégrations (les constantes arbitraires qui apparaissent
dans cette solution).

2. Approximation externe : Dans la région externe, on pose p = Re-r et
U = Re- 1, le développement dans la région externe pour p fixé et Re — 0,
ou la solution d’Oseen est donnée par :

U (0,60;Re) = Vo (0,0)+ ¥ (0,0) Re+ O (Re?), (6.19)
g
V0 R) = W (0,0)+ W (0.6) + O (R,
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qui vérifie la condition & I'infini :
[ — rsin@, lorsque r — oo] < [U — psind, lorsque Re — 0],

le changement d’échelle, p = Re-r et ¥ = Re-1), permet de réduire I’équation
(6.16) a I’équation :

1 [8\11 g oY o

%

030 6—9%} EXV = EXEXD (6.20)

tel que :
2 10 1 02
FP=_—"— 4+ 4=
=92 000 P or
Puisque ¥ — psin#, lorsque Re — 0, on peut prendre Wg = psinf (remar-
quons que ES\IIO =0), ce qui donne :

U (p,0; Re) ~ osin@ + ¥ (p,0) Re, Re— 0,

substituons dans I’équation (6.20), et on fait tendre Re — 0, on trouve :

0w d (E2W) oW,  0v, 1 0(EX)
—_—— ~Y 021
96 o [aa 0 Re} Do (6:21)
0(E}%:) , 00,0 (B30)
= pcosf 90 Re + 20 9o Re”,
de méme :
0w 0 (E2W) ov, 0v, _]0(BX,)
_ET e 22
20 o0 {8@ T, Re} ao (6.22)
O (BgW) o 9w 0 (EQW) oy
= —sinf 50 Re — 30 20 Re”,
maintenant, en substituant (6.21), (6.22) dans (6.20), on obtient :
1 o (E*V O (E*w
5 [Q cos G(a—ggl) — sin 9% = E2E20,,
alors, on a ’équation d’Oseen :
0 sinf 0
B2, — — — | 20, = 2
( SV cos@ag—l— . 89) 2 v1=0, (6.23)

Si 1’équation d’Oseen décrit mieux 1’écoulement que 1’équation de Stokes loin
de la cylindre, elle est incorrecte prés de celle-ci, car 1’estimation des termes non
linéaires ou d’accélération est erronée. La méthode des développements asympto-
tiques raccordés est nécessaires pour raccorder les deux types de solutions.
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Abstract:

The main objective of this work is to give the fondamental background of fluid
mechanics. Different related subjects as mechanics of continuum media, dimensional
analysis and asymptotic analysis are given as they are important in understanding and
solving fluid mechanic problems. Finaly, a real flow problem is treated using the

technics given in this thesis.

Résumeé:

L'objectif principal de ce travail est de donner un résumé des différentes
notions et techniques utilisées en mécanique des fluides. La mécanique des milieux
continus, lanalyse dimensionnelle et ['analyse asymptotique sont données car elles
sont trés importantes pour comprendre et traiter des problémes de la mécanique des
fluides. Enfin, un probléeme d‘écoulement réel est traité en utilisant les différentes

techniques données dans ce mémoire.
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