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Résumé

Ce travail de magister présente une étude sur la représentation des filtres numériques RIF
par la courte convolution rapide. Il consiste également a implémenter les algorithmes
paralleles de filtre numérique RIF, sur I’architecture systolique et étudier leur
performance par rapport a I’architecture VLSI de Parhi.

Les tests ont révélé la complexité des structures VLSI de Parhi durant la phase
d’implémentation. Nous avons alors proposé I’'implémentation des filtres RIF sur
I’architecture systolique afin d’améliorer la complexité des structures de filtrage RIF.

La procédure d’implémentation est basée sur un algorithme itératif de filtrage qui effectue
la multiplication des matrices.

Les tests de simulation de I’architecture systolique démontrent ses bonnes performances

en terme de temps d’exécution et complexité de mise en ceuvre.
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INTRODUCTION GENERALE

Un filtre numérique peut étre implémenté sur un ordinateur a usage géneral, ou sur
un microprocesseur soigneusement programmé. On peut également realiser un
filtre numérique construit specifiguement pour appliquer I’algorithme de filtrage
désiré au signal d’entrée. Toutefois, la vitesse de traitement maximale proche de
celle des filtres analogiques ne peut étre atteinte que par les circuits numeriques
dediés concus spécifiqguement pour réaliser un seul algorithme de filtrage. Les
applications de traitement de signaux en temps reel peuvent étre actuellement
satisfaites efficacement par la technologie VLSI d’intégration a tres grande échelle
et a un codt raisonnable [1, 2, 3,4 ,5]. Le réseau processeur VLSI, ayant un grand
nombre d’élements processeurs (PE) réguliéerement connectés entre eux et utilisant
un traitement concurrent, est devenu une architecture tres attirante pour la
réalisation des systemes de traitement du signal[6, 7]. Parmi les réseaux
processeurs VLSI, la structure systolique a regu une attention particuliere ces
dernieres années pour les bonnes performances qu’elle offre en terme de temps
d’exécution et complexité de mise en ceuvre[8, 9,10,11,12].

Des progrés considerables ont été réalisés pour le développement de structures
paralléles destinées aux calculs les plus complexes tels que : la convolution, la
corrélation, la transformée de Fourier rapide, la triangularisation [13, 14, 15, 16].
Le produit matriciel, opérateur fondamental de la plupart des algorithmes de calculs
linéaires, a eté intensivement étudié dans les applications de réseaux de
processeurs. La majorité des algorithmes de traitement du signal utilise des
opérations matrice/vecteur qui peuvent étre effectuées a I’aide d’architectures
paralleles [3,4,12,17,18]. La vitesse de ces opérations matrice/vecteur est
proportionnelle a la dimension des matrices. Pour une matrice N x N, une opération
matrice/vecteur est proportionnelle a la dimension des matrices. Pour une matrice N

X N, une opération matrice/vecteur, utilisant N multiplieurs en paralléle, peut étre

6
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réalisee en O(N) unités de temps. Malheureusement, pour les grandes valeurs de N,
cette vitesse de calcul n’est pas toujours adaptée aux applications en temps réel [12,
19,20].

L’objectif de ce travail consiste a adapter des architectures systoliques, aussi
performantes que possible, pour la réalisation des filtres numériques RIF qui
nécessitent des calculs non récursifs. Les architectures paralléles dediées aux filtres
RIF ont fait I’objet d’un grand nombre de travaux publiées par Parhi et autres ces
derniéres années [1, 4, 9, 21, 22, 23,24].

Dans ce travail, nous utilisons une autre méthodologie de mise en ceuvre des filtres
non récursifs basée sur les réseaux systoliques qui permettent de calculer le produit
d’une matrice par une colonne de I’algorithme de filtrage demandant moins de
calculs.

Le mémoire s’articule autour de trois chapitres. Le premier chapitre présente une

description sur les différentes méthodes de synthése des filtres numeériques RIF.

Le second chapitre est réservé a I’étude de la technique d’implémentation de la
convolution rapide par différents algorithmes de calcul et I’utilisation de la

technologie VLSI selon la technique de Parhi.

Le troisieme chapitre illustre le principe d’application des réseaux systoliques
conventionnels a I’implémentation des filtres non récursifs représentés sous forme
matricielle, le principe d’implantation VLSI des processeurs élémentaires du réseau
et I’estimation du temps d’exécution. L’objectif de ce chapitre consiste a
déterminer les architectures les plus performantes en termes du temps d’exécution,

et de la complexité de la mise en ceuvre.
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Chapitre |

Les filtres numériques RIF et leur méthode de synthese

Introduction

Le traitement numérique du signal est une discipline scientifique destinée a I’étude des systemes
et signaux par rapport aux contraintes imposées par la machinerie de calcul numérique. Il est
devenu un élément essentiel de la technologie moderne surtout dans des domaines comme le
filtrage, la communication de données numériques, le traitement d’images, la biomédecine, la
parole, le radar, le sonar, et encore d’autres disciplines[25].

On distingue deux grandes classes de filtres numériques : Les filtres a réponse impulsionnelle
finie (RIF) et les filtres a réponse impulsionnelle infinie (RII). Un filtre RIF répond toujours a
une impulsion appliquée a son entrée par un signal de sortie de durée finie, c'est-a-dire formé
d’un nombre fini de valeurs numériques. Les filtre RIF sont stables et présentent I’avantage de
posséder une phase exactement linéaire. Par contre, ils ont I’inconvénient de nécessiter un grand
nombre de multiplications comparées aux filtres RIl qui satisfont des spécifications similaires.
Mais, le progresse dans la technologie des semi-conducteurs a rendu I’opération d’implantation
matérielle directe plus rapide et moins chére. C’est pourquoi, les filtres RIF ont pris de
I’importance ces dernieres années. Dans I’implantation matérielle directe, la précision dans la
représentation des coefficients du filtre par différentes méthodes et techniques est nécessaire
[26, 27, 28, 29].

Il existe plusieurs méthodes permettant de déterminer les valeurs des coefficients de fagon
appropriée pour satisfaire la réponse fréquentielle spécifiée. Parmi ces techniques, on peut citer la
synthese par série de Fourier, I’échantillonnage en fréquence [25,29], la méthode des fenétres
[26, 29,25], la transformation Mc-Clellan [27, 30,31], I’approximation numérique, etc.

En général, un filtre RIF peut étre réalisé soit sous forme récursive (avec boucle de retour) soit
sous forme non récursive. Les RIF non récursifs sont stables, ont une architecture simple et sont
insensibles aux conditions extérieures (chaleur, humidité, etc.). Le grand avantage des structures
RIF est leur capacité d’engendrer une phase linéaire dans leur comportement fréquentielle. Cette
propriété est d’un grand usage dans les domaines d’applications, comme :

- Le traitement de la parole,

- Le traitement d’images,
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- L égalisation de phase pour les systémes de communications numériques.

Toutefois, on peut également signaler certains inconvénients liés au filtre RIF. Le plus important
de ses inconvénients est son incapacité a engendrer une réponse fréquentielle en amplitude
sélective, a moins que I’ordre du filtre soit tres élevé.

Dans ce chapitre, nous allons présenter les notions fondamentales et les caractéristiques des
filtres RIF a phase linéaire, ainsi que les différentes méthodes de synthese des filtres RIF.

1.1. Caractéristiques des filtres RIF a phase linéaire [25, 31, 32,33]

Soit {h(n)} une séquence causale a durée finie définie sur I’intervalle 0 < n < N-1.

La transformée de Fourier de {h(n)} est:

H(e!) :fh(n)e-iwn (1.1)
Posons H (e1?) =\H (eiw)\.e—if’(@ (1.2)

Avec | H(e”) | et 6(w) respectivement I’amplitude et la phase de H(e™).
Pour qu’un filtre RIF ait une phase exactement linéaire, il faut que la phase 6(w) soit de la forme
suivante :

Ow)=—a.0 avec—r<w<r (1.3)
Ou « est un retard de groupe constant.

En combinant (1.1) et (1.2), nous avons

. N_l . . .
H(e!) =Y h(n)e " =|H (e")[e (1.4)
n=0
Nous obtenons
N-1
D" h(n).sin wn
tan(a.) =—"~ (1.5)

h(0)+>_h(n).coswn

Il existe deux solutions possibles :
- a= 0 : qui entraine que h(0) est arbitraire et h(n) =0 pour n =0, résultat peu utile.
- a =0 : qui entraine que I’équation (1.5) s’écrit

N-1

h(n).sin(a —n) =0 (1.6)
2

n=l
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La solution de (1.6) si elle existe est unique et est de la forme a = (N-1)/2 eth (n) = h (N -1- n)

avecO<n <N-1.
Remarque :

Pour chaque cas N, il y a une seule valeur de retard de groupe ‘a=(N-1)/2°, la réponse

impulsionnelle doit étre d’une symétrie spéciale.

- Si ‘N’est impaire, ‘o’ est entier, alors, le centre de symétrie de la réponse impulsionnelle du
filtre & phase linéaire est I’échantillon du milieu (figure.l.1).

- Si ‘N’est paire, alors, le centre de symétrie de la réponse impulsionnelle du filtre a phase
linéaire est le milieu entre deux échantillons (figure.l.2).

On dit qu’un filtre est a phase exactement linéaire, s’il possede un retard de groupe constant et un
retard de phase constant. Si on désire seulement que le retard de groupe soit constant (comme

c’est souvent la cas), alors le filtre a phase linéaire se définit comme suit
H(e!) =[H(e!)[e (1.7)
Les seules nouvelles solutions pour {h(n)}, cet gsont :
a=(N-1)2,p=+r2 et  h(n)=-h(N-1-n) avec 0 <n <N-1 (1.8)

Les filtres solutions ont un retard de (N-1)/2 échantillons avec des réponses impulsionnelles
antisymétriques autour du centre de la séquence opposeée a la séquence réelle a phase linéaire.

- Pour N impaire, h(N-1)/2 doit égale a 0. Le centre de symétrie de la réponse impulsionnelle du
filtre a phase linéaire est I’échantillon du milieu égal a 0 (figure.l.3).

- Pour N paire, le centre de symétrie de la réponse impulsionnelle du filtre a phase linéaire est le
milieu entre deux échantillons (figure.1.4).

Dépendant de la valeur de N (paire ou impaire) et du type de la symétrie de la séquence a réponse
impulsionnelle (symétrique ou antisymétrique), il existe quatre cas possibles des filtres RIF a
phase linéaire [25,34].

1.2. Réponse en fréquence des filtres RIF a phase linéaire
Soit la réponse impulsionnelle (1.7), nous posons :
H*(”) = |H(E™)| . o, B sont définies suivant I’équation (1.8).

10
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H(e’”) peut étre exprimée en terme des coefficients de la réponse impulsionnelle pour chacun des
quatre cas du filtre a phase linéaire.

- cas 1 (réponse impulsionnelle symétrique et symétrie impaire) :
X . N-1
H(e)) =€ 1*M"2%" a(n)cos wn (1.9)
n=0

avec a(0)=h((N-1)/2) et a(n) =2h((N-1)/2-n) pour n=L1...... (N-1)/2
- cas 2 (réponse impulsionnelle symétrique et symétrie paire) :

N-1
H(€'”) =€ ™23 h(n)cosw(n-1/2) (1.10)
n=0

avec b(n) =2h(N/2-n) pour n=1...... (N)/2

a w = mnous avons H*(e™) = 0, ce qui signifie que les filtres passe- haut ne peuvent pas étre
évalués avec ce type de filtre.

- cas 3 (réponse impulsionnelle antisymétrique et symétrie impaire) :

. ) . N-1
H (') =€ "M '2@Jm2%" ¢(n).cos wn (1.11)
n=0

avec c(n) =2h((N-1)/2-n) pour n=1...... (N-1)/2
Ce filtre a phase linéaire posséde une réponse en fréquence imaginaire.

- cas 4 (réponse impulsionnelle antisymétrique et symétrie paire) :

X X . N-1
H(e'”) =g *(2el72%" d(n)sinw(n -1/ 2) (1.12)
n=0
avec d(n) =2h(N/2-n) pour n=1...... N/2
hifi 4-Hn)
‘ 5 1 n
0 123 45 g7 o 1 2 3 4956
Fig.1.1. Réponse impulsionnelle Fig.1.2. Réponse impulsionnelle symétrique et symétrie
symeétrique et symétrie impaire. paire.
11
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Fig.1.3. Antisymétrique et symétrie impaire. Fig.1.4. Antisymétrique et symétrie paire.

Les figures (1.1., 1.2, 1.3. et 1.4) représentent la réponse impulsionnelle de chaque cas étudié pour
les filtres RIF a phase linéaire. Le trait en pointillé représente I’axe de symétrie. La répartition
des coefficients est relative au cas considéré.

En pratique, on impose que la réponse impulsionnelle h(n) soit réelle, ce qui veut dire que la
partie réelle de H(w) doit étre paire, tandis que sa partie imaginaire doit étre impaire. La
contrainte de linéarité par la phase 0(w) conduit a quatre types possibles de filtres RIF.

Les propriétés des filtres RIF sont résumées dans le Tableau.l.1 [25].

H (w) ou Ho (w)
RIF | N h (n) Ho (w) 0 (w)
w =10 W=7
- Symétrique (N-4)/2 Sans
1 |3 Y a > a,.cos[na] N -1
2, h{n]=h[N -1-n] h-0 o contr | Sans contr
Symétrique N/2 _ Sans
2 | g Sb,.cos[(n-1/2)w] | N1, 0
= h[n]=h[N -1-n] =i 2 contr
Anti-symétrique
- (N-1)/2 7/2-[(N-
3 |3 h[n] =-h[N -1-n] Y. a,.sin[no] I 0 0
5 ~ 12]w
h[(N -1)/2]=0
Anti-symétrique N2 7/2-[(N-
4 |3 > b,.sin[(n-1/2)w] I 0 Sans contr
= h[n]=-h[N —1-n] = 1)2]w

Tableau.l.1. Propriétés des filtres RIF.
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Les coefficients a; et bj sont donnés par:

aozh(%), an:2.h(¥)—n ,n:1,¥, bn:2.h(%—n), nzl,%

Les filtres de type 1 et 2 sont généralement utilisés pour des applications de filtrage a proprement
parlé, alors que les modeles 3 et 4 sont souvent utilisés pour des applications de filtrage avec
déphasage (intégrateur, différentiateur, transformateur de Hilbert) [25].

Conformément au tableau.l.1, on peut réécrire H (w) du filtre de type 1 sous la forme :

N-1

H(w) = %h(n)e‘j”” = e_"¥“’i a, cos(nw) = e'j%M () (1.13)
n=0 n=0

Ces filtres conservent leur stabilité pour tout jeu de coefficients, ce qui les rend tres adéquats pour

la réalisation des systemes adaptatifs. Au niveau de synthése, il est a noter également qu'il est

possible d'obtenir facilement des filtres RIF d'ordre élevé par combinaison de plusieurs cellules

élémentaires [25,35].

N.B : Si N -1 est l'ordre du filtre.

N : la dimension du filtre (longueur) ou nombre de coefficients.

La conception d'un filtre RIF comporte trois grandes phases [25].

e L'élaboration des spécifications du filtre.

e La détermination des parametres du filtre pour satisfaire ces spécifications (la synthése).

e La réalisation du filtre par une structure spécifique.
1.3. Méthodes de synthése

Les méthodes de conception d'un filtre RIF peuvent étre regroupées en trois classes [25, 27,29]:
e La méthode des fenétres.
e La méthode de I'échantillonnage en fréquence.

e Les méthodes d'optimisation.
1.3.1. La méthode des fenétres [25, 26,28]

Dans ce chapitre, nous allons décrire deux techniques de synthése des filtres RIF a phase
linaire : la méthode des fenétres et celle dite des bandes étroites. Cette derniére est une méthode

simple et rapide. Elle a été proposée en 1988 par P.Janardhanan et M.N. Neelakantan. [26].
1.3.2. Synthese par la méthode des fenétres

1.3.2.1 Généralité

13

This PDF was created using Adolix PDF Converter PRO. Register to remove this watermark!



Sachant que la fonction de transfert (réponse en fréquence) d’un filtre numérique H(w) est une
fonction périodique de période 2z, une méthode immédiate pour le calcul d’un filtre non récursif
consiste en un simple développement en séries de Fourier. A partir des spécifications Hy(w) du

filtre désiré, on détermine la réponse impulsionnelle hy(n) du filtre par [25,28] :
h, (n) = (1/2;:)} Ha(w)e'"dw (1.14)
La relation liant Hy(w) & hg(n) est donné par :
Ha(0) =Y hy(@)e ™ (1.15)
h=0

L’évaluation de I’intégrale (1.14) permet d’obtenir la réponse impulsionnelle hy(n) du filtre. Cette
derniére sera d’ordre infinie (n=0 a ). Il est nécessaire, pour rendre ce filtre utilisable, de la
tronquer a un ordre fini N. Le principe de troncature est équivalent a multiplier la réponse
impulsionnelle hy(n) par la fenétre rectangulaire définie par :
1 pour n=01..,N-1
W (n) :{ P (1.16)

0 ailleurs
L’expression de la réponse impulsionnelle devient :

h,(n) pour n=01..,N-1

1.17
0 ailleurs (117)

h(n) = h, (M)w(n) ={

Cette troncature se traduit pour la réponse en fréquence H(w) du filtre par la convolution de
Hg(w) par W{(w) donnée par [1] :

H (@) =/ 27) [ Hy(n)W (0-7)dy (1.18)

-

Remarque

La troncature du développement en séries de Fourier de la réponse en fréquence du filtre souhaité
conduit au phénomene de Gibbs. L approximation sera d’autant meilleure que la fonction fenétre
W sera constituée par des impulsions aussi étroites que possible. Ceci entraine un choix du
nombre d’échantillons N suffisamment grand. Il faut donc rechercher un compromis entre la
précision de I’approximation et le degré aussi faible que possible pour la transmitance du filtre.
Ce compromis est d’ailleurs conditionné par un choix judicieux de la fonction fenétre.

Parmis les fenétres les plus utilisees on peut citer [25,28] :

14
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La fenétre de Hanning définie par :

Whan(n) = 0.5[1—cos(2zn/ N)] avec n=0,1,...,N-1 (1.19)
La fenétre de Hamming :

Wham(n) = 0.54—-0.46cos(2zn/N) avec n=0,1,...,N-1 (1.20)

La fenétre de Kaiser :

Wk(n) = (8 “1|(1(_ﬂn)/ Ns)") sio<n<N (1.21)

0 sinon

Avec ly: fonction de Bessel.
S . paramétre de forme de la fenétre

Ns = N/2 : point de symétrie de la fenétre.

La fenétre de Blackman :

Wb(n) =0.42+0.5cos(27 /(N —1)) + 0.08 cos(4z /(N —1)) (1.22)

avecn=0,1,...N-1.

1.3.3. Technique des bandes [26]

1.3.3.1. Description et principe.

La figure.l.5 représente la réponse en fréquence idéale d’un filtre numérique a bande étroite. La
largeur de la bande de transition est nulle, w; la fréquence centrale de la bande, les valeurs
désirées dans la bande passante (w1-dw/2 a w1+dw/2) et les bandes affaiblies sont respectivement

D et zéro. La largeur de la bande étroite est dw.
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Fig. 1.5. Réponse en fréquence idéale d’une bande étroite.

La caractéristique de phase est supposée linéaire ; elle est définie par O(w) = k w radians ou k est
une constante et w une fréquence numérique variable.

Quand ow est trés petit, les coefficients du filtre hq(n) sont donnés par [26] :

h, (n) = ((D.ow) I 7)[cos{(n+Kk).wi}] (1.23)
L’équation (1.23) représente un filtre RIl non causal qui est sans aucune utilité pratique.
Cependant, en utilisant (1.23), les coefficients du filtre RIF causal d’ordre N approximant la

réponse idéale de la figure. 1.5. peuvent étre obtenus comme suit [26] :

h,(n) = (D/k).cos{wi[n—(N —-1)/ 2]} (1.24)
Oun=0,1,...,N-1 avec N un entier impair.
(N-2)/2
et k=(N+1)/2+ Z cos{2m,[n— (N -1)/2]} (1.25)
n=0

Le retard de phase pour un tel filtre est égal & w(N-1)/2.
La largeur de la bande de transition est prise comme une valeur finie Tw, donnée par la relation
empirique [26] :

Tw = 6.2197/N (1.26)
Le principe d’approximation d’une bande étroite d’un filtre RIF peut étre utilisé pour la
conception des filtres RIF a phase linéaire avec des caractéristiques arbitraires de la réponse en

fréquence.

Pour mieux comprendre cette technique de conception, on considére un filtre passe-bande dont
les limites inférieure et supérieure de la bande passante sont notées respectivement o, et w,.Tw
est la largeur de la bande de transition, ¥ est la valeur désirée de la réponse fréquentielle dans la

bande passante et zéro dans les bandes atténuées.
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La figure.l.6 représente la décomposition de la réponse en fréquence d’un tel filtre en un nombre
fini noté J de réponses fréquentielles individuelles. Chaque réponse individuelle peut étre

approximée par une bande étroite Ou w1, w,, ...,j sont les fréquences centrales de chaque bande

étroite. A
D Iwis Sy Yy Sz Grp SdW
(5] ﬁ :. .I B II I| I. ll b -I k\
oS ] I | T B
a I Yo I| 5 L I II < |I i 1
%_ KII .. 'I I'; ] III Il.I l II
£ RN T R A S S
< I i pho o
| 5" r s i 1 S d ] | 1
[ I B te &L I | i
I R
1||I Ly I Lo o] Illk —_—
o w Fréquence wy 4

Fig.1.6. Réponse fréquentielle d’un filtre passe-bande divisée en J parties.

La valeur de J, représentant le nombre de réponse individuelle, est calculée suivant la relation
[23,37]:
J= partie entiere de {(w,-w)/Ty11} (1.27)
Les fréquences centrales w1, wy, ws, ..., wj sont données par [26] :
on=w+(M-0.5)Bw+(m-1)Tw (1.28)
Oum =1,2,....J. Bw est la largeur de la bande passante du J "™ filtre & bande étroite. Elle est
donnée par I’expression [37] :
Bo=[w,- o - (3-1) Tw]/J (1.29)
Les coefficients hy (n) (m=1,2,..., J et n=0,1,..., N-1) de chaque filtre a bande étroite sont

obtenus en utilisant (1.24), (1.25), (1.27), (1.29)
Les coefficients du filtre passe-bande seront la somme de tous les coefficients de chaque bande

étroite. lls sont donnés par [37] :

hm:imm (1.30)

17

This PDF was created using Adolix PDF Converter PRO. Register to remove this watermark!



La figure.l.7 montre I’organigramme détaillé de ce programme.

Début

A 4

Lecture des spécifications du filtre :

Ordre du filtre, fréquence d’échantillonnage Fe,
limite supérieur de la bande passante (w,),
limite inférieur de la bande passante (®,) ,
largeur de la bande de transition (Tw) ,

valeur désirée dans la bande passante (D)

A 4

Nombre des bandes étroites :
J = partie entiére de ((w, - @ )/T w)+1

Largeur de la bande passante d’une bande étroite
Bw=[w,- o —J-1) Tw]/d

A 4

Fréquences centrales :
o(Mm).=w + (M-0.5)Bw + (M-1)Tw,
m=1,...,J

A 4

k(m)=(N+1)/2+ (Ni)lzcos{Zco(m)[n -(N-=-1)/2]}

n=0

m=1,...,J

A 4

Coefficients de la m i*™ bande étroite
hm () = [D/k(M)] cos[e(m)(n-(N-1)/2)]

A 4

Coefficients du filtre : () = ZJ: h, (n)

m=1

A\ 4
fin

Fig.1.7. Organigramme de synthese par la technique des bandes étroites.
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1.3.3.2. Exemples de synthése d’un filtre RIF

1.3.3.3. Synthése d’un filtre passe-bande par la méthode de fenétrage pour N = 24, 64-taps
Les spécifications du filtre sont :

f; = 3000 Hz: premiére fréquence de coupure, f,= 7000 Hz: deuxieme fréquence de coupure,
fo = 10000Hz: fréquence d’échantillonnage.

Les figures.1.8 et 1.9 représentent les réponses fréquentielles en amplitude des filtres passe-bande
synthétisés par la méthode des fenétres pour N = 24, 64-taps, et la réponse impulsionnelle donnée
sur le tableau.l.2.

Rectangulaire Hamming

= h0: h 23— 00328, h6: h 17= 00262, hl =h 22 :-0.0137, hoz h23: 00025, h6: h17: 00144,h1: h22:-0.0013,
24 h7: h 16 200320, h2:h 21 = 00152, hg =h 15— 01079, h7: h16: 00214, h2: hz]_: 00021, hg = h15: 0.0834
h3 =h 20 :-0.0444, hg =h 14 :-0.1867, h4: h 19 :-0.0622, h3 = hzo :-0.0096,h9 = h14 :'0.1608,h4: h]_g = '00196,
th =h 13 :-0.2517, h5 =h 18 200581, h 11— h 12 =0.2884 h10: h13 :-0.2326,h5 = hlg = 00249, hll = h12 =0.2759

ho =h 63— 00117, h16 =h 47— -00091, hl =h 62— -00046, ho =h 63— 00009,h1:h 62 — '00004,h2 =h 61— 00004,
h17 =h 46 = -00097,h2 =h 61 200048, hlg = h45 = -00273, h3 =h 60 :-0.0013,h4 =h 59 :'0.0019,h5 =h 58 200019,
h3 =h 60 :-0.0129, h]_g =h 44= 00364, h4 =h 59 — -00166, he =h 57 :00009, h7 =h 56— 00011,h8 =h 55— 00034,
h20: h 43 200320, h5 =h 58 — 00139, h21 =h 402 = -00134, hgz h 54:-0.0051,h10 =h 53 :-0.0049,h11: h 52— 00022,
- he =h 57— 00055, hzz =h 4= 00148, h7 =h 56 — 00057, h12 =h 51 :-0.0027,h13 =h 50 200082, h14:h 49 — 00118,
64 h23 =h 40 :-0.0433, hg =h 55 :0.0157, h24 =h 39— -00607, h15 =h 48 :-0.0llz,hm:h 47 :-0.0050,h17:h 16 :-0.0057,
hgz h 54— -00202, h25: h 38— 00567, th =h 53— -00171, hlg = h45:-0.0173, hlg =h 4420.0247,h20: h 4320.0231,
h26: h 37— 00256, hll =h 5= 00069, h27: h 36 — 00313, hz]_: h 42 :-0.0134,h22 =h 1 :-0.0102,h23:h 40 :-0.0362,
h12 =h 51 =-0.0072, hzg =h 35 =0.1052, h13 =h 50— 0.0199, h24:h 39 :-0.0527,h25: h 38— 0.0508,h26:h 37— 0.0236,
hzg =h 34 :-0.1821, h14: h 49 200260, h30 =h 33= -02456, h27: h 3620-02951h28 =h 35 20.1012,h29 =h 34 = -01776,
h15 =h 18= -00223, h31 =h 3P= 02814, h30 =h 33= -02417, h31 =h 3P= 02782,

Tableau.l.2. Réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bande RIF par la méthode de
fenétrage pour N = 24, 64-taps.

Amplitude (dB)
Amplitude (dB)

-60 T S e R A i-

0 1591.55 31831 477465 63662 795775 95483 0 1581.55 31831 477465 63662 795775 9549._3
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)
(a) Rectangulaire (b) Hamming
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Amplitude (db)

Amplitude (db)

] P R
0 159155 31831 477465 63662 795775 95433

Fréquence (Hz)

1 1 I I 1 I
0 159155 31831 477465 63662 795775 95493

Fréquence (Hz)

(c) Hanning (d) Blakman
Fig.1.8. Synthese par la méthode de fenétrage pour N = 24-taps.
10 T T T T T 10 T ‘ T !
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2 =
= aodty S B
£ E -
< <
-60
o I S I — F— ] : :
0 159155 31831 4774685 63662 795775 854893 0] 159155 31831 477465 63662 795775 05493
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)
(a) Rectangulaire (b) Hamming
10 . . . , . . , .
: 0 ;
=20
o) o)
= T
[<B] [<B]
= 8 s
= =
E e
< < 100
TN LE LA SR AR WO ) B | : P A O NSNS SO SO W R 4
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(c) Hanning (d) Blakman

Fig.1.9. Synthese par la méthode de fenétrage pour N = 64-taps.
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1.3.3.4. Synthése d’un filtre passe-bas Par la méthode de fenétrage pour N = 24, 64-taps
Les spécifications du filtre sont :

f;= 3000 Hz : fréquence de coupure.

fe = 10000Hz : fréquence d’échantillonnage.

Les figure.l.10 et 1.11 représentent les réponses fréquentielles en amplitude des filtres passe-bas

synthétisés par la méthode des fenétres pour N = 24, 64-taps, et la réponse impulsionnelle donnée
sur le tableau.l.3.

Rectangulaire

Hamming

24

ho =h 23 :-0.0277, hl =h 2 =-0.0140 ,hz =h 21 =0.0154
h3 =h 20— 00375, h4: h 19 :00304,h5 =h 18 =-0.0078

he =h 17 :-0.0523, h7 =h 16— -00639,h8 =h 15 =-0.0144
hg =h 1©= 00913, th =h 13— 02125,h 11:h 1°”= 0.2930

ho =h 23 :-0.0022,h1 =h 2 :-0.0013, h2: h 21— 00022,
h3 =h 20 :0.0084,h4: h 19 :00099,h5 =h 18 :-0.0034,

he =h 17 :-0.0295,h7:h 16 :-0.0438,h8 =h 15 = -0.0115
hg =h 14 20.0809,h10 =h 13— 02020,h 11 =h 12 =0.2884.

64

ho =h 63— -OOlOO,hl =h 62 = -00048,h2 =h 61— 0.0049
h3 =h 60 — OOlll,h4 =h 59 = 00082,h5 =h 58— -0.0019
he =h 57— -00112, h7 =h 56 :-0.0116, hg =h 55 =-0.0021
hgz h 5420.0101, th =h 53— 00147, hll =h 52 = 0.0071
h12 =h 51 = -0.0075,h13 =h 50 :-0.0l7l,h14:h 49:-0.0129
h15 =h 48— 00030, h16 =h 47 = 00184, h17 =h 46— 0.0197
hlg = h45: 00037, h]_g =h 44= -0.0181,h20:h 43— -0.0275
hz]_:h 0= -0.0138,h22 =h 41 = 00153,h23 =h 40 — 0.0372
h24 =h 39— 0.0302,h25: h 38 :-0.0077,h26: h 37— -0.0519
h27: h 36:-0.0634,h28 =h 35 = -0.0143,h29 =h 34— 0.0906
h30 =h 33= 02109,h31 =h 3P= 0.2908,

ho =h 63 :-0.0008,h1 =h 62 :'0.0004,h2 =h 61— 0.0004
h3 =h 60 = 00011,h4 =h 59 200010,h5 =h 58— -0.0003
he =h 57— -00018,h7 =h 56:'0-00221 hg =h 55 =.0.0005
hgzh 5420.0025, th =h 53— 0.0042, h11: h 50 = 0.0023
h12 =h 5:-0.0028,h13:h 50:-0.0071,h14: h 49— -0.0059
h15:h 48 20.0015,h16 =h 4720.0101, h17 =h 26 = 0.0117
h18:h45:0.0024,h19:h 44:-0.0124, h20: h 43= -0.0199
hz]_:h 42 =-O.0106,h22=h n= 00123,h23 =h 20 = 0.0312
h24:h 3920.0263,h25:h 38 :-0.0069, h26:h 37:'0.0481,
h27:h 36:-0.0602,h28 =h 35— -0.0138,h29:h 34— 00888,
h30 =h 33— 02086,h31 =h P = 0.2890

Tableau.l.3. Réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bas RIF par la méthode de fenétrage
pour N = 24, 64-taps.

Amplitude (db)

Amplitude (db)

169; 55 316;31 477‘4.66 636|6.2 796%.76 964;9.3
Fréquence (Hz)
(@) Rectangulaire
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Fig.1.10. Synthése par la méthode de fenétrage pour N = 24-taps.
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Fig.1.11. Synthése par la méthode de fenétrage pour N = 64-taps.
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1.3.3.5. Synthése d’un filtre multi-bande par la méthode de fenétrage pour N = 65,
120-taps
Les spécifications du filtre sont :

f,= 1000Hz : 1% fréquence de coupure, f,= 3000Hz : 2°™ fréquence de coupure.

f; = 6000Hz: 3°™ fréquence de coupure, f; = 8000Hz : 4°™ fréquence de coupure, f, = 10000Hz.
Les figure.l.12 et 1.13 représentent les réponses fréquentielles en amplitude des filtres Multi-
bandes synthétisés par la méthode des fenétres pour N = 65, 120-taps, et la réponse

impulsionnelle donnée sur le tableau.l.4.

Rectangulaire

ho =h 63 :-0.0138, hl =h 62 :-0.0016, hz =h 61— 00016, h3 =h 60 200153, h4:h 59— -00111,h5 =h 58 = -00152,
- h6 =h 57— -00014, h7 =h 56 :-0.0452, hg =h 55— -00100, hg: h 54— 00135, hlozh 53 :'0.0051, h11: h 5 = 00065,
65 h12:h 51 :-0.0069, h13:h 50 200060, h14 =h 49 = -00174, h15 =h 48— 00142, h16 =h 47 :00715, h17: h 46 =0.0025
hlg = h45: 00299, hlg =h 4= 00244, h20:h 43— -00379, h21:h 42 :'0.0045, h22:h 41:0.0050, h23 =h 40 =0.0513
h24:h 39 :-0.0406, h25:h 38 :-0.0622, h26:h 37— -00066, h27: h 36— -O.2463,h28 =h 35 :-0.0669,h29:h U= 0.1218
h30: h 33 = -00737, h31: h P = 0.2678.

ho =h 60 :-0.0024, hl =h 61 :OOOZO,hz =h 62 :-0.0057,h3: h 63= 00045,h4 =h 64 200215,h5 =h 65— 0.0007 y

he =h 66:0-00811 h7 =h 67 = 00063, hg =h 68 :'00091 hgz h 69= '00010, th = h70 -0.0010 y hll =h n= 00097,

hlz =h 72 :-0.0069, h13 =h 73 :-0.0094,h14: h 74:-0.0009,h15 =h 75 :-0.0268,h16: h 76 :-0.0058, h17 =h 7= 00077,

hlg = h73:'0.0029, hlg = h 79— 0.0036 y hzoz h 30:'0.0037, hzl = h 81— 00031, hzz = h 32:'0.0088,
- h23 =h 83= 00069, h24 =h 84 -0.0336 ,h25: h g5:0.0011,h26: h 86 20.0130,h27: h 87= OOlOl,hzg =h 88 --0.0149 y

120 | hyy=h 49--0.0017, hgg=h 49--0.0017 h33=h ,-0.0165,h3, = h g = -0.0119,hs3= h g3 --0.0164 N3, = h 44 --0.0015 ,

h35:h 95:-0.0488, h36:h 96 :-0.0107,h37 =h 97 :0.0146,h33 =h 98 :-0.0055,h39 =h 99 :0.0070,h40 =h 100 :'0.0074,

h41 =h 101:0.0064, h42:h 10— -0.0188,h43 =h 103:0.0153,h44 =h 10420.0771,h45 =h 10520.0027,h46 =h 10620-03221

h47:h 107:0.0263, h43:h 108:-0.0408,h4g =h 109:-0.0049, h50 =h 110= 00054,h51 =h 111= 00552,

h52: h 112:-0.0438, h53:h113:-0.0670, h54:h114:-0.0071, h55:h115:-0.2654,h56:h 116:'0-07211

h57 =h 117 20.1313,h58 =h 118:'0-07951 h59 =h 119 = 0.2886

Tableau.l.4. Réponse impulsionnelle d’un filtre multi-bandes RIF par la méthode de
fenétrage pour N = 65, 120-taps.

Amplitude (db)
Amplitude (db)

i i i i i i i i i i i i
a 1581.85 31831 MFABS  B3WE.2  T9STFS 05403 0 1581.55 31831 477465 6366.2 7957.75 95483

Frequence (Herz) Frequence (Hertz)
(a) Rectangulaire (b) Hamming
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Fig.1.12. synthése par la méthode de fenétrage pour N = 65-taps.
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Fig.1.13. synthése par la méthode de fenétrage pour N = 120-taps.
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1.3.4. La méthode de I’échantillonnage en fréquence [25,28]
Pour cette méthode, uniquement N échantillons de la fonction Hoo(w) sont pris en compte :

H (k) = Hx(w) avec @ =k(27z/N) k=0,...,N-1 (1.31)
Ensuite, la réponse impulsionnelle du filtre RIF correspondant est calculée comme la TFD

inverse de la séquence H(k). La fonction de transfert du filtre congu sera donnée par :

H () = e S A(@,k).Hs(K) (1.32)

k=0

Ou Hq(K) représente les échantillons de la fonction de transfert de phase nulle du modéle idéal et :

sm[ - kJ
Aw,k) = S ( —k%) (1.33)

i)

Il en résulte la fonction de transfert de phase nulle du filtre RIF :

Ho(o) :%Ni Ho(K).S, (a) k%”j (1.34)

Il est a noter que Ho(w) s’obtient par une procédure d’interpolation de la réponse en
fréquence échantillonnée, a savoir que chaque échantillon Hy(k) pondére une fonction Sy(w),
centrée sur la position de I’échantillon. Par conséquent, I’erreur d’approximation sera nulle pour

les fréquences wy = k(2x / N) et finie entre elles.

| spécifications du type et caractéristiques du filtre

v

échantillonnage de la réponse en fréquence avec
un pas s (ordre du filtre)

v v v
fenétre rectangulaire fenétre de Hanning fenétre de Hamming
v v v
v v
réponse symétrique réponse antisymétrique
v v
v v
réponse impulsionnelle réponse en fréquence
[ ]

représentation des résultats courbe de réponse en
fréquence et impulsionnelle

fin

Fig. 1.14. Organigramme de synthése par la méthode d’échantillonnage en fréquence.

25

This PDF was created using Adolix PDF Converter PRO. Register to remove this watermark!



1.3.4.1. Exemple de synthese d’un filtre RIF

1.3.4.2. Synthése d’un filtre passe-haut par la méthode d’échantillonnage en fréquence pour
N = 25, 65,129-taps
Les spécifications du filtre sont : f; = 6000Hz : fréquence de coupure, f, = 10000Hz.

la figure.l.15 représente la réponse fréquentielle du filtre RIF passe-haut synthétisé par la

méthode d’échantillonnage en fréquence pour N = 25, 65, 129-taps, et la réponse impulsionnelle

donnée sur le tableau.l.5.

Meéthode d’échantillonnage en fréquence

25-taps

hoz h 13= OOOOl,hlzh 14:-0.0027,h2 =h 1520.0022, h3 =h 16 20.0055,h4: h 17:'0.0106,h5 =h 13:'0.0052,
he =h 19— 00286,h7 =h 20:-0.0104,h8 =h 21 :-0.0533,h9 =h 2 20.0645,h10:h 2320.0752,h 1= h 24— '03025,
h 12 204160,

65-taps

ho =h 33 :'0.0006,h1: h U= -0.0003,h2=h 35 :00009,h3 =h 36 :'0.0002,h4: h 37 :'0.0011,h5: h 38— 00010,
he =h 39— 0001O,h7 =h 40 :-0.0022,h3: h 11 :-0.0001,h9:h 42:0.0033,hlo:h 43 :-0.0019,h11:h 44 :-0.0036,
h12: h 45 20.0049,h13 =h 46 :0.0020,h14 =h 47 :-0.0079,h15 =h 48 20.0021,h16:h 49 :0.0094,h17:h 50 :'0.0085,
hlg = h51 :'0.0075,h19: h 52:0.0158,h20: h 53— 00005,h21 =h 54 :-0.0212,h22:h 55 20.0122,h23:h 56— 0.0211,
h24 =h 57 :-0.0295,h25:h 58:'0-01111h26 =h 59 — 0.0489,h27:h 60:-0.0150,h28:h 61:'0.0668,h29 =h 62 =0.0731,
h30 =h 63— 00794,h31 =h 64 — -O3066,h 32= 0.4160

129-taps

ho =h 65— 00003,h1 =h 66 =-0.0002 ,hz =h 67 :-0.0002,h3 =h 68 =0.0004 ,h4:h 69 :0.000].,hs =h 70 :-0.0005,
he =h 7= 0.0002 y h7 =h 72 200004, hgzh 73 :'0.0005, hgzh 74:'0.0002,h10 =h 75 :0.0007,h11:h 76 :'0.0001,
h12: h 77:'0.0008,h13:h 78 20.0006,h14:h 79 :0.0007,h15:h 80 :'0.0011, h16 =h 81 :'0.0001,h17 =h 82 200015,
h18:h83:-0.0007,h19:h 34:-0.0014,h20:h 35:0.0016,h21: h 86 :00007, h22:h87 :'0.0023,h23 = hgg:0.000S,

h24 = hgg 20.0025,h25: h90:-0.0020,h26: hgl :-0.0019,h27: h92:0.0034,h23 = h93 :0.0003,h29 = h94 :'0.0041,
h30 :h95 :O.0020,h31:h96:0.0037,h32:h 97 :-O.0044,h33:h93:-0.0018,h34 = hgg :0.0061,h35 :hloo :'0.0013,
h36:h 101:-0.0063,h37:h 102:0.0050,h33:h10320.0044,h39:h 104:'0.0083,h40:h105:'0.0005,h41:h106:0.0098,
h42 =h 107:-0.0050,h43:h 103:-0.0086,h44:h 109:0.0106,h45:hllo:0.0040,h46:h111:-0.0146,

h47: h112:0.0036,h48 = h113:0.0151,h49 = h114:-0.0127,h50:h115 :-0.0106,h51:h116 20.0213,h52 = h117 :00006,
h53:h 118:-0.0262,h54:h 119:0.0145,h55:h12020.0243,h56:h 121:-0.0329,h57:h122:-0.0121,h58 = h123:0.0520,
h59 = h124 :-0.0156,h60 :h125 :-0.0686,h61 = h126 :0.0742,h62 = h127 :0.0800,h63 = h123 :-O.3071,h64: 04160,

Tableau.l.5. Réponse impulsionnelle d’un filtre passe-haut RIF par la méthode

d’échantillonnage en fréquence pour N = 25, 65, 129-taps.

Amplitude(bB;)

Amplitude(bB)

i i i i i i i i i | i i
158155 21831 477465 G3B62 795775 95483 1} 159155 31821 477465 63662 795775 95493

Frequence [Hertz) Freguence (Hertz)
(@ N =25-taps (b) N =65-taps
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Fig.1.15. Synthése par la méthode d’échantillonnage en fréquence.

1.3.5. Les méthodes d’optimisation [25, 30, 31,38]

Pour améliorer la qualité de I’approximation dans la méthode de I’échantillonnage en fréquence,
on peut utiliser de 1 a 3 échantillons situés dans la bande de transition comme variables
supplémentaires, qui peuvent étre utilisées dans une procédure d’optimisation de la solution, en
vue de minimiser I’erreur. On obtient alors la méthode des moindres carrés pour la conception
des filtres RIF lorsque cette procédure est utilisée pour I’optimisation. Cette méthode est
également tres utile dans le cas ou les échantillons ne sont pas uniformément espacés [29,25].

Une autre méthode tres utilisée de la conception des filtres RIF par optimisation est la méthode
de Remez, qui est basée sur le théoreme de I’alternance [27,30]. Cette méthode réalise la
meilleure approximation, au sens de Chebychev, de la fonction Hy(w). Cette troisieme classe de
méthodes, basée sur des outils CAO(calcul assisté par ordinateur), permet donc I’optimisation de
la solution a partir d’un critere d’erreur donné et d’un ensemble de contraintes initiales.
L’utilisation de ces outils réclame néanmoins une bonne compréhension des méthodes de base

afin d’étre capable d’une attitude critique face aux résultats.

1.3.5.1. Méthode de Parks-McClellan [27, 30,40]

L’approche mathématique la plus utilisée jusqu’a présent dans le cas des coefficients a précision
infinie est celle de Parks-McClellan (P.M.C.). Le filtre de P.M.C. possede la meilleure
approximation au sens de Chebyshev. Son fondement mathématique et ses propriétés sont

développés dans la section suivante.
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1.3.5.1.1. Calcul des coefficients d’un filtre a phase linéaire par Parks-McClellan (P.M.C)

Le filtre RIF & phase linéaire congu par Parks-McClellan utilisant I’algorithme de Remez
représente la meilleure approximation au sens de Chebyshev avec des coefficients a précision
infinie. Auparavant, plusieurs chercheurs ont étudié les problemes de conception (RIF) pour
certains types de filtre en utilisant des algorithmes différents.

L’importance de cette nouvelle approche réside dans la combinaison entre la rapidité de la
procédure de Remez avec la capacité de conception d’une grande classe de types de filtre, avec
des filtres peu communs tels que les filtres passe bande a bandes multiples, filtre avec la
transformée de Hilbert et les différentiateurs et des filtres plus communs tels que les filtres passe
bande, coupe bande, passe bas et passe haut. La réponse en fréquence peut ainsi étre approximée.
Dans cette section, nous allons présenter le fondement mathématique de la méthode P.M.C. pour

des coefficients a précision infinie.

1.3.5.1.2. Formulation du probléme d’approximation

Soit la réponse en fréquence d’un filtre RIF :
N-1 )
H(f)=> h(k)e > (1.35)
k=0

La réponse en fréquence d’un filtre R.1.F & phase linéaire s’écrit :
H(f):G(f)ej(Ln/Z—((N—l)/Z).erf) (|36)

G(f) : fonction a valeur réelle. L= 0 ou 1.

Il existe quatre cas de filtre RIF a phase linéaire, qui dépendent de la parité de la longueur et de la

symeétrie de la réponse impulsionnelle (paire ou impaire), (positive (L = 0) ou négative (L = 1))

respectivement.

Par symétrie positive, nous avons h(k) = h(N-1-k).

Par symétrie négative, nous avons h(k) = -h(N-1-k).

Dans tous les cas, on ne s’intéresse qu’a G(f) fonction réelle qui est utilisée pour approximer les

spécifications de I’amplitude idéale désirée, puisque le terme de la phase linéaire n’a aucun effet

sur la réponse en amplitude. Auparavant, tous les algorithmes déja établis, se sont concentrés sur

le cas 1. Dans cette approche, on a pu combiné les quatre cas dans un seul algorithme en notant

que G(f) s’écrit comme :

28

This PDF was created using Adolix PDF Converter PRO. Register to remove this watermark!



G(f)=Q(f).P(f) (1.37)

Ou P(f) est une combinaison de fonctions cosinus qui dépend de chaque cas.
r-1
P(f)= Z(X(k)COS(Zﬂ'kf) (1.38)
k=0

et « (k) est une réponse implusionnelle dépendante du cas considéreé.

Les quatre cas ont été écrits sous une forme commune afin que I’algorithme de Remez

s’accomplisse convenablement. Le probleme d’approximation d’origine réside dans la

minimisation du maximum de I’erreur absolue pondérée définie comme :
||E(f)||=max{\N(f)|D(f)—G(f)|} avec f eF (1.39)

W(f) : fonction de pondération.

F : sous ensemble de fréquences dans les bandes d’intérét (bande passante et bande atténuée).

D(f) : réponse en amplitude désirée.

En remplagant G(f) par sa valeur, on aura :

|ECE)|=maxfw’(f)|D'(f)-P(f)} avec feF (1.40)

avec W’(f) =W() Q(f), D’(f) =D(f) /IQ(f) et F’ cF.

1.3.5.1.3. Théoréme de I’alternance

Soit G(f) et P(f) des fonctions définies respectivement suivant(1.37) et (1.38). Une condition
suffisante et nécessaire pour que P(f) soit I’'unique et meilleure approximation au sens de
Chebyshev a une fonction continue D’(f ) dans une gamme de fréquence F’ est que :

E(f)= (W’ ()| D’(f) - P(f) ), expose r +1 fréquences extrémes dans F’ notées par ‘F;’.
i=1,2,..,r+1,

OuFi<F<....<F <Fp1.

avec E(F) =-E(Fi+1), i=1,...r.

et | E(F)| = max (E(f)) pour f € F’.

Un algorithme peut donc étre congu pour satisfaire la condition sur I’erreur du filtre dans le
théoréme d’alternance [6].
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1.3.5.1.4. Description de I’algorithme de conception du filtre de Parks-McClellan sous

I’algorithme d’échange de Remez [27]

La conception de cet algorithme consiste en une section de lecture des données, formulation du
probleme par une approximation appropriée équivalente, solution du probleme d’approximation
en utilisant la méthode de Remez, et enfin le calcul de la réponse impulsionnelle du filtre. La

figure.1.16 représente I’organigramme général de L’algorithme de Parks-McClellan

Début
!

Introduire les
spécifications du filtre

Typesl'de filtre

| Passe bande | | Différentiateur | | Transformée de Hilbert |
1
La fonction de La grille dense
pondération pour Pensemble F | | amplitude désirée |
1 !

Formulation du probleme de
I'approximation équivalente

l

Choix initial pour les r+1
fréquences extrémes

l

La résolution du probléme
d’approximation par la
méthode Remez

|

La réponse impulsionnelle
calculée

l

Sauvegarder la réponse
Impulsionnelle et I'erreur
optimale

fin
Fig. 1.16. Organigramme de conception de filtre de Parks-McClellan a I’aide de la méthode

Remez.
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L algorithme d’échange de Remez comporte quatre étapes :

1. Spécifications de la réponse en fréquence désirée D(w), de la fonction pondération W(f) et du
degré N du filtre.

2. Détermination du probléme d’approximation équivalent par calcul de W’ (f), D’ (f), et P (f).

3. Solution du probléme d’approximation en utilisant I’algorithme d’échange de Remez.

4. Calcul des coefficients du filtre par transformée discréte de Fourier inverse.

Dans la premiére étape, il existe une ambiguité. N étant fixé, rien n’assure que la solution
optimale satisfera le gabarit imposé. Il existe des formules empiriques qui donnent une valeur
approximative de N minimal. Ensuite, par augmentation ou diminution de celui-ci en fonction des

résultats, on pourra trouver la valeur de N optimal. La figure.l.17 décrit I’organigramme de

| Choix initial de (r+1) |

-
18 4

I’algorithme d’échange de Remez.

Calcul du E(Fi) optimal Sur
I’ensemble des extrémales
v
Interpoler sur r points pour
calculer P(w)

v

Calculer I’erreur E(w) et
rechercher les extrémales

v

Conserver le r+1
les plus grands

y-a-t’il plus que
r+1 extrémales ?

Oul| es fréquences des extrémales
ont-elles changé

Non l

Meilleur approximation

Fin

Fig. 1.17. Organigramme de I’algorithme d’échange de Remez.
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Cet organigramme présente I’approche utilisée par I’algorithme d’échange de Remez pour
obtenir une solution au probléme d’approximation.

Le filtre de Parks-McClellan (PMC) sous I’algorithme d’échange de Remez présente la meilleure
approximation au sens de Chebyshev pour les coefficients a précision infinie. 1l peut concevoir
une large variété de filtres standard pour n’importe quelle réponse en amplitude désirée spécifiée
par I’utilisateur. La rapidité de cet algorithme lui offre I’intérét d’un large domaine d’application.

1.3.5.1.5. Exemple de synthése d’un filtre RIF

1.35.15.1. Synthése d’un filtre passe-bande Par la méthode de Parks-McClellan pour
N = 24, 64,128-taps

Les spécifications du filtre sont: f; = 1500Hz, f, = 2000Hz, f; = 3000Hz, f; = 3500Hz,
fe = 10000Hz : Fréquence d’échantillonnage.

La figure 1.18 représente la réponse fréquentielle du filtre RIF passe-bande synthétisé par la
méthode de Parks-McClellan pour N = 24, 64,128-taps et la réponse impulsionnelle donnée sur le
tableau.l.6.

méthode de Parks-McClellan

hoz h 3= 00003, hl =h 22:-0.0037, h2: h 21 = -00117,
N=24 h3=h 5=0.0244, h,=h9=0.0405, hs=h15=-0.0607,
h6: h 17 :-0.0851, h7: h 16 — 01115, hgz h 15 :01368,
hg =h 14 :-0.1585, th =h 13— -01748, h 1n-= h 12 =0.1837.

hoz h 63— -0.0002, h]_: hez =0.0006, h2: h61 =0.0012,
h3: heo :-0.0020, h4: h59:'0.0029, h5 = h53 200038,

he = h57 :00042, h7 = h56 :-0.0042, hg = h55 :'0.0030,

hg :h54:O.0011, th =h 53:-0.0019, h 11 =h 52 =0.0055,

h 12 =h 51 =0.0090, h 13 =h 50 =-0.0119, h 14 =h 49 =-0.0127;
N = 64 h 15 =h 48 :00113,h 16 =h 47 = 00065,h 17 =h 46 =0.0007,

h 18 =h 45 :00102,h 19 =h 44 :-00204,h 20 =h 43 :'0.0289,
h 21 =h 42 :00339,h 2 =h Mn = 00323,h 23 =h 40 :-0.0234,
h 24 =h 39 :-00055,h 25 =h 38 :'00205,h 26 =h 37 =-0.0530,
h 27 =h 36— 00894,h 28 =h 35 201251,h 29 =h 34 :-0.1572,
h 30 =h 33 :-01807,h 31 =h 3P= 0.1934.

Tableau.l.6. Réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bande RIF par la méthode
de Parks-McClellan pour N = 24, 64-taps.
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Fig.1.18. Synthése par la méthode de Parks-McClellan.

1.3.6. La méthode des moindres carrés
1.3.6.1. Calcul des coefficients par la méthode des moindres carrés [29,31]

Soit a calculer les N coefficients h; d’un filtre RIF de maniéere a ce que la fonction de transfert
approche une fonction donnée suivant un critére des moindres carrés. La Transformée de Fourier
Discréte appliquée a la suite h;, avec (0 < i < N -1), fournit une suite Hi telle que:

N-1

Hk :%Zhl e—j27zik/N (|41)
i=0

L’ensemble des Hy, 0 < k < N -1, constitue un échantillonnage de la réponse en fréquence du
filtre avec le pas f. /N. Réciproquement les coefficients h; sont liés a I’ensemble des Hy par la
relation.
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N_l . .
h =) H,ezn (1.42)

k=0
Par suite le probléme du calcul des N coefficients est équivalent au probléme de la détermination
de la réponse en fréquence du filtre en N points de I’intervalle (0, f;). La fonction H(f) est ensuite
obtenue par la formule d’interpolation qui exprime le produit de convolution de la suite

d’échantillons Hy o( f - k/IN f)) par la transformée de Fourier de la fenétre rectangulaire

sin{ﬂN(f—k)}
(] f. N
H(f)=> H :
k=0 . k
Nsm{ }

")

e

échantillonnée :

(1.43)

Il faut remarque que cette expression constitue simplement un autre type de développement en
série de la fonction H(f), a nombre limité de termes.
La fonction a approcher D(f) étant donnée, une premiére possibilité consiste a choisir les H tels

que :
He = D(%.fe) Pour0< k < N-1 (1.43)

La fonction de transfert du filtre H(f), obtenue par interpolation, présente des ondulations en

bandes passante et affaiblie, comme le montre la figure 1.19.

H(f)4

>

| | VYANEEYAN,
U VA VAR

Fig. 1.19. Fonction de transfert interpolée.

L’écart entre cette fonction et celle qui est donnée représente une erreur &(f) = H(f) - D(f) qu’il est

possible de minimiser au sens des moindres carrés.
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La procédure commence par une évaluation de I’erreur quadratique E qui est la norme L, de la
fonction d’écart. A cet effet la réponse H(f) est échantillonnée avec un pas de fréquence A
inférieur a f./N, de facon a faire apparaitre les valeurs interpolées, par exemple :

A =1, I NL avec L entier supérieur a 1.

La fonction ¢ (f) est calculée aux fréquences multiples de A.

En général dans I’évaluation de I’erreur quadratique, E une partie seulement de la bande
(0,fe/2)

est a prendre en compte : pour un filtre passe-bas ¢a peut étre la bande passante, la bande affaiblie
ou I’ensemble des deux. Pour exposer le principe du calcul, on suppose que la minimisation porte

sur la bande passante (0, f;) d’un filtre passe-bas. Il vient dans cette hypothése :

No—1

E= Za(n e) avec (f1/f.) NL < No< (f /f) NL+1 (1.44)

De plus il est souvent utile d’affecter un coefficient de pondération Py (n) a I’élément d’erreur

d’indice n, afin de pouvoir modéliser la réponse en fréquence. On obtient alors :

2(n) (1.45)

Ny—1 , , f No—1 ,
E= P (ne"(n.—=) =
n; » (Me™( YERP AL

La fonction erreur étant obtenue a partir de la formule d’interpolation (1.44), I’erreur quadratique
E est fonction de I’ensemble des Hyavec 0 < k < N -1 et est exprimée par : E(H). Si on donne a
ces échantillons de la réponse en fréquence des accroissements AHg, on obtient une nouvelle
valeur de I’erreur quadratique qui s’exprime par I’égalité :

= 9%E

oE

E(H+AH)= E(H)+Z H, .AH, (1.46)

AHk+1
24z

k

Compte tenu de la relation de définition de E et de la relation d’interpolation, il vient :

oE i ae(n)

o, _2; P*(n)e (n) o (1.47)
O°E = oe(n) d¢(n)
H.oH Z(; RI(M)—"— FrTy (1.48)

Ces equation s’écrivent sous une forme matricielle, soit A la matrice & N lignes et No colonnes

telle que :
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Qo0 Qo -+ n,-1)0

Ao |B0 B B e aijzﬁs(j)

| Bonv-n A Ay |
Soit Py la matrice diagonale d’ordre Ny dont les éléments sont les coefficients de pondération
Po(n), il vient :

OE

= 2AP?[¢(n)] (1.49)

k

2

L’ensemble des termes constitue une matrice carrée d’ordre N telle que :

k HI
2
_OE 2APA' (1.50)
oH,coH,
La condition pour que E(H+4H) soit le minimum de la fonction est que toutes ses dérivées par

rapport aux Hy(0 < k <N - 1) s’annulent en ce point. Or:

N-1
0 E(H+AH)= °E +>. B cE AH, (1.51)
oH, OoH, 1= oH, oH,
La condition des moindres carrés s’écrit alors :
APOZ[g(n)]+ APOZA‘[AH]: 0 (1.52)

Dans ces conditions, les accroissements AH, (0 <k <N -1) qui permettent de passer des valeurs
initiales des échantillons de la réponse en fréquence, aux valeurs optimales forment un vecteur
colonne qui s’écrit :

AH =—[AP’A'T.AP/[£(n)] (1.53)
Finalement le calcul des coefficients du filtre par la méthode des moindres carrés demande les
opérations suivantes :
1. Echantillonner la fonction a approcher en N point pour obtenir N nombres Hy (0 < k <N -1).
2. Dans la bande de fréquences ou I’erreur doit étre minimisée, interpoler la réponse entre les Hy
pour obtenir Ng nombres ¢(n) (0 < n <Ng-1) qui représentent I’écart entre la réponse du filtre et
la fonction a approcher.
3. En fonction des contraintes de I’approximation, déterminer Ny coefficients de pondération
Po(n)
4. Calculer a I’aide de I’équation d’interpolation les éléments de la matrice A.
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5. Résoudre I’équation matricielle qui donne les AHy.

6. Opérer sur I’ensemble des nombres (Hx + AHy) avec 0 < n < N -1 une transformation de
Fourier inverse pour obtenir les coefficients du filtre.

Les coefficient de pondération Po(n) permettent d’introduire des contraintes particulieres, par
exemple d’obtenir des ondulations en bandes passantes et affaiblies qui soient dans un rapport
donné ou encore d’imposer a la réponse en fréquence de passer par un point particulier.

La mise en ceuvre de la procédure de calcul ne présente pas de difficultés particulieres, elle
permet de calculer un filtre d’une maniére directe. Cependant le filtre obtenu a des ondulations
qui n’ont pas une amplitude constante, or c’est I’objectif qui se rencontre le plus fréqguemment.

Pour I’atteindre il faut faire appel a une technique itérative.

1.3.6.2. Exemple de synthése

1.3.6.2.1 Synthése d’un filtre passe-bande par la méthode de moindre carrée pour N = 24,
64,128-taps

Les spécifications du filtre sont: f; = 1000 Hz, f,=1200 Hz, f;=2000Hz, f,=2200 Hz.

fe =10000Hz : Fréquence d’échantillonnage.
La figure .1.20 représente la réponse fréquentielle du filtre RIF passe bande synthétisé par la
méthode des moindres carrées pour N = 24, 64, 128-taps, et la réponse impulsionnelle donnée sur

le tableau.l.7.

méthode de moindre carrée

ho =h 23= 0.0078, hl =h 0= -0.0092, h2 =h 21:'0.0356,
N = 24 h3 =h 20— '00330, h4: h 19— 00193, h5: h 18— 00798,
he =h 17= 00729, h7 =h 16— -00204, hg =h 15 = -01186,
hgz h14:-0.1126, h]_o: h13: 00088, h11: h12201318

ho =h 63— 0.0037, hl = hez =0.0046 , h2 = h61 =-0.0009,

h3 = h60:-0.0088, h4: h59:'0.0094 , h5: h53: 0.00005,
he = h57 =0.0099, h7 = h56: 0.0094 , hgz h55 =0.0010,
hg = h54=-0.0028, th =h 53— 0.0011, h 1n-= h 52— 0.0013,
_ h 12= h 51 =-0.0101, h 13— h 50— -0.0199, h 4= h49: -0.0085,
N'=64 | hi=h;=00194, his=hs;=00333, hy=he=0.0146,
h 18— h 45 :-0.0155, h 9= h 44:-0.0225, h 20— h 3= -00063,
h 21— h 0= -00014, h »n= h 41 :-0.0213, h n= h 20= -00273,
h24: h3g: 0.0198, h25: h33200865 , h26: h37: 0.0827,
h27: h36 :-0.0247, h 28 = h35:-0.1434, h29: h 3= -01378,
h30:h3320.0111, h31:h3220.1635,

Tableau.l.7. Réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bande RIF par la méthode
des moindres carrées pour N = 24, 64-taps.
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Fig.1.20. Synthése par la méthode de moindre carrée.

1.3.6.2.2. Exemple d’un filtre passe-bas par la méthode des moindres carrées pour
N = 64,128-taps

Les spécifications du filtre sont :

f; = 1000 Hz : Fréquence de coupure.

f, = 1200 Hz : Limite de la bande atténué.

fe = 10000Hz : Fréquence d’échantillonnage.

La figure.l.21 représente la réponse fréquentielle du filtre RIF passe-bas synthétisé par la
méthode des moindres carrées pour N = 64, 128, et la réponse impulsionnelle donnée sur le
tableau.l.8.
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méthode de moindre carrée

ho=h¢g =0.0008, h; = heg; = 0.0004, h, = hg; =-0.0010,

h3= heo =-0.0033, h4= h59= '00056, h5= h58 ='0.0069,
h5= h57 ='0.0061, h7= h56 ='0.0028, h8= h55 =00022,

h9= h54= 0.0073 , h10= h53= 0.0103 , h 11— hsz =00093,
N =64 h12= h 51=0.0040, h 13= h 50='0.0039, h 14=h 49 =-0.0117,

h 15— h 48 =-0.0156, h 16— h 47=-0.0131,h 17=h 46— '00040,
h 18— h 45 = 00087, h 1g=h 44=00202 ,h 20=h 3= 00245,

h 21— h42= 00182, h22= h41= 00015,h 23— h4o= '00204,
h 24 = h 39 =-0.0389, h 25 = h 38— -00441,h 26— h 37 =-0.0285,
h 27— h36 =0.0096 , h28= h35= 00650,h 29— h34= 01261,
h 30— h33 =01784, h31= h P= 0.2085.

ho="h15;=-0.0000 , h; = h156=-0.0000 , h, = h;=0.0000 ,
h3= h124= 0.0003 , h4= h 123 = 0.0006 , h5= h122 = 0.0007 ,
h5= h121= 0.0006 , h7= h120=0.0002 , h8= h119= -0.0003 ,
hg= h 118 = -0.0009 , h10= h 117 =0.0012 , h11= h 116 — -0.0010 ,
h12= h 115 — -0.0003 , h13= h 114='0.0003, h14= h 113 = 0.0015 ,
h15= h112= 0.0018 , h16= h 111=0.0013 , h17= h 110 — 0.0001 ,
h18= h109 =-0.0013 , h19= h 108 =-0.0024, h20= h107 =-0.0026 ,
h21= h106 =-0.0026 , h22= h105 =0.0004 , h23= h104= 0.0025 ,
h24= h103 =0.0036 , h25= h102= 0.0036 , h26= h101= 0.0012 ,
h27= thO =-0.0016 , h28= hgg= -0.0041 , h29= hgg =-0.0051 ,
hap=hg7=-0.0051 , h3; = hgg=-0.0004, hs=hgs=0.0035,
h33= hg4 =0.0064 , h34= h93= 0.0066 , h35= hgz =0.00369 ,
h36= h91='0.0013 , h37= hgo= -0.0064 , h38= h89='0.0091 ,
h3g= h88='0-0079 , h4o= h87= '00026, h41= h85=00045 ,
h42= h85= 0.0106 , h43= h84 =0.0125 , h44= h83=00125 ,
h45= h82= 0.0125 , h46= h81='0.0098 , h47= h80='0.0166 ,
h48= h79=-0.0164 , h4g= h78='0.0083 , h50= h77 =0.0052 ,
h51= h75= 0.0189 y h52= h75 =0.0260 y h53= h74 =0.0217 y
h54= h73= 0.0056 y h55= h72 =-0.0174 y h55= h 71='0.0382 y
hs7=h70=-0.0460 , hsg=hge=-0.0321, hsg=hgg=0.0056,
h50= h67= 0.0623 , h61= h66= 0.0623 , h62= h65 =0.1806 ,
h53= h64= 0.2123 y

N =128

Tableau.l.8. Réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bas RIF par la méthode
des moindres carrées pour N =64, 128-taps.
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Fig.1.21. Synthése par la méthode des moindres carrées.

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons décrit les différentes méthodes de synthese des filtres numériques
RIF, la méthode des fenétres, la méthode d échantillonnage en fréquence, la méthode de Parks-
McClellan, et la technique des moindres carrées.

Dans le chapitre suivant, nous allons appliquer la technique de la convolution rapide de Parhi
pour développer des algorithmes de filtrage RIF rapides a partir des coefficients de la réponse
impulsionnelle du filtre RIF synthétisé par les différentes techniques de synthése des filtres RIF

considérées dans cette étude.
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Chapitre 11

La Courte Convolution Itérative (ISC) :

Application a la représentation d’un filtre RIF
Introduction

Le traitement numérique des signaux suppose la réalisation de certaines opérations telle que : la
convolution, la corrélation, la transformée de Fourier, le filtrage, la décimation et I’interpolation
des séquences etc. La convolution numérique s’avére un outil trés pratique pour le calcul de la
réponse d’un systéme numérique linéaire et invariant, défini par sa réponse impulsionnelle & une
sequence quelconque appliquée a son entrée.

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la technique de la courte convolution itérative (iterate short

convolution) de Parhi pour développer des algorithmes de filtrage RIF rapides.

11.1. Définition de la convolution linéaire [25, 29,42]
Soient deux séquences finies, x et h, représentées par :

x={x(n),n=0,...,N-1} (1.2)
h={h(n),n=0,..., L-1} (1.2)

avec x : la séquence d’entrées.
h : la séquence de réponse impulsionnelle d’un systeme linéaire invariant. La

convolution linéaire est définie par les relations suivantes :
N-1 L-1
y(n) = (x*h)(n) = (h*x)(n) = D_ x(m).n(n—m) = > h(m).x(n —m) (11.3)
m=0 m=0

avec n=0,..., N + L-2.

Si les séquences x(n) et h(n) sont représentées par les polynémes :

X(z) = %xi Z' avec degré {X(z)} = N-1 (11.4)
H(z)= f h.z' avec degré {H(z)} = L-1 (1.5)

avec Z : I’opérateur de transformation en Z.
Alors, la séquence de la convolution y = x * h est représentée par le polyndme :

Y(z)= Ni_z y,.Z2' = X (2).H(z) (1.6)

avec degré {Y(z)} = N +L-2
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La définition de la convolution linéaire sous forme matricielle est définie comme :
Yon1= C (n).x (n) (1.7)
Ou C (n) la matrice de convolution définie par [41,43] :

C(n)=|h,_, h_, ..h,

La factorisation de la matrice C(n) en plusieurs matrices permet de simplifier I’implémentation
de la convolution par des algorithmes rapides.

On peut calculer la convolution linéaire par plusieurs algorithmes comme : I’algorithme de Cook-
Toom, I’algorithme de Winograd [1,25], ainsi que la méthode de calcul par transformée de

Fourier.
11.2. Description de la technique de la courte convolution itérative [1,2,4,9]

Toute convolution M x M, soit M = mxn peut étre décomposée en une convolution (m x
m) et une convolution (n x n). Les algorithmes de calcul peuvent étre construits avec des
algorithmes rapides de la convolution comme I'algorithme de Cook-Toom ou I'algorithme de
Winograd, qui sont respectivement décrits par : Som-1=QmHmPmXn et Son-

1=QnHnPnX, respectivement.
Qm et Q, sont les matrices de post-addition.
P et P, les matrices de pré-addition.

Hum et H, les matrices diagonales, définies par : Hn= diag[Pm . [ho,h1,...,hm-1]"] et

Hn= diag[Pn . [ho, h1,...,hn1]"] respectivement. Ils Déterminent le nombre de multiplications
utilisées dans l'algorithme de la courte convolution itérative.

Xm €t [ho, hy,..., hma]" sont deux vecteurs colonnes contenant les deux séquences d'entrée pour la
convolutionm x m .

Xn et [ho, ha,..., hn1]" sont deux vecteurs colonnes contenant les deux séquences d'entrée pour la
convolution n x n. Ces deux convolutions Syn.1 et San.1 Sont de longueurs respectives  2m-1 et
2n-1[1].

L'utilisation de I'algorithme mélange de base [3,41,42,43,44] permet d’aboutir a l'algorithme de

la courte convolution itérative, qui est représenté par I’équation tensorielle suivante :
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Som-1= Av_mn(Qm ® Qn ).Hu_mn(Pm ® Pn). Xy (11.8)
Les matrices Hwm_mn €t Av_mn SONt respectivement définies en (11.9) et (11.10),
Hw_mn = diag[Pm®Pn . [ho,hy,....hm1] "] (11.9)

Awm_mn est de dimension de 2M-1 par (2m-1)( 2n-1) [1 ,42]

10 0 ©
) O ) T )
00 - b 1o o 0[]
0 0 0 31| |81 o C1) .
— s’ (131} .0
dpzn—1yxram-11 o0 0 1
\—.,—J
Aptmm = dEn—1ymzn-1) 10 0 0
01 0 0
o oo 0 [10 0 0
L0 0o 0 1 lg1 0 0
"_— .
oo .
Ji2e—)iapam—1y
R 30 b 1
—‘,_J_
Jran—11seiam=1) (| | 10)

® Représente le produit tensoriel.

La convolution N x N (N = Mk = mnk) peut étre encore décomposée en trois convolutions de

dimensions respectives m x m,n x netk x k.

Un des algorithmes de la convolution itérative résultants peut étre représenté par [1] :
Son-t = A N mk(A Mmn @ lakyxaeen )(Qm ® (QN @ Q). Hy mk (Pm ® (PN ®Py )Xy (11.11)
ol Hy_mok = diag [(Pm ® (PN ®Py)).[ho, hy, ..., hya]” (1.12)

Nous pouvons décomposer une longue convolution en n'importe quelle combinaison de deux ou

trois convolutions courtes par I’utilisation de la convolution itérative (11.11).

Soit une convolution linéaire L x L (L=L;L,...L,), elle peut étre décomposée en (r) courtes

convolutions [1,2,4].
Un des algorithmes de la convolution itérative résultants est représenté par :
Son-1=AL(Qu ® (.- (Qur-1 ® Qu)))-HL (Pu1 ® (... (Pur-1 ®PLy))).Xn (1.13)
A est calculé en utilisant le procédé suivant:
A=A (Ly, Ly).

A=A (Lila, L3). (A1 ®1 a1y x @Lo-)
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Ar-l =A ( L1L2... I—r-l, Lr)(Al ® I(ZLr-l)x(ZLr-l)) (”14)
A|_ =A r-1-

L'équation (11.13) est l'algorithme de la courte convolution itérative proposé par Parhi [1,2,4].
L'algorithme mélangé de base [41,42] combine deux convolutions courtes pour obtenir une plus
longue convolution, tandis que I’algorithme de la courte convolution itérative de Parhi peut

combiner tous les nombres de convolutions courtes et il est ainsi plus efficace.

11.3. Algorithme paralléle rapide du filtre RIF basé sur la courte convolution itérative
[1,2,4]

La structure de la convolution itérative (11.13) peut étre transposée pour obtenir une architecture
paralléle rapide du filtre RIF.

Soit un filtre RIF L-Parallele (avec L = L;L,...L,) & N-taps baseé sur la convolution itérative L; %
Li.

Soui-1=QuHuPuiXu avec (i=12,...,r), I'algorithme peut étre exprimé sous la forme :

Y.=P HIQTA" X, (11.15)

Avec
Yo=[Yi1 Yeo2..Yo]' (11.16)
Xe=[ Xt-1... X1 Xo z-LxL_l...z-szz-Lx1]T (11.17)

Xi(i=0,1,...,L-1) laséquence d’entrées qui contient les échantillons Xk +i, (k =0,1,2...)
HL=diag[P><[Ho, Hl,...HL_l]T} (11.18)
P=(Pmxmn® (Pm2xn2® (...(Pmr -1xnr -1® Pmr xnr)))) (11.19)
Hi, (i=0,1,...,L-1) le sous filtre qui contient les coefficients h,, ., k=(0,1,2...)

PT = (PTmlx n1®(PTm2xn2®(...(PTmr—lx nr—l@ PTmrxnr)))) (”.20)
Q' =(Q mxm®(Q m2xn2® (-.(Q"mr - 1xnr -1®Q 1 x1r)))) (11.21)

AT définie par I'équation (11.14).
Le calcul de Qm Qn, Pm et P, se fait par un algorithme de la convolution rapide comme
I’algorithme de Cook- Toom ou I’algorithme de Winograd, ou d'une autre facon qui mene a la

factorisation de la matrice de convolution H en plusieurs sous matrices.
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Exemplel :

Soit le produit de deux nombres complexes (a + jb).(c + dj) = e+jf, on peut I’exprimer sous

forme d’un produit matriciel qui exige 4 multiplications et 2 additions :

e

Le nombre de multiplications peut étre réduit a 3 au dépend de 3 additions supplémentaires en

ac—bd =a(c—d)+d(a-b)

utilisant les relations : {ad +be =b(c+d)+d(a-b) (11.23)

Afin de I’exprimer sous forme matricielle, sa matrice coefficient peut étre décomposée en un
produit de trois matrices : C (2 x 3),H (3 x 3)etD (3 x 2):

c-d 0 O0f/l1 o0
e 101 a
S= = 0 c¢c+d O0}/0 1] =C.H.D.x
f 011 b
0 0 d |[|1 -1

Ou  Cestune matrice de post-addition (exigeant 2 additions).

(11.24)

D est une matrice pre-addition (exigeant 1 addition).
H est une matrice diagonale (exigeant 2 additions pour obtenir ses éléments diagonaux)

— Ainsi, la complexité arithmétique est reduite a 3 multiplications et 3 additions (sans inclure les
additions dans la matrice H).

On distingue deux approches bien connues pour le développement des algorithmes rapides de la

convolution de longueur courte :

a) I’algorithme de Cook -Toom (basé sur l'interpolation de Lagrange).
b) et I’algorithme de Winograd (basé sur le théoréme du reste chinois).
11.4. Algorithme de Cook-Toom [25,44,45,46]

11.4.1. Définition

C’est un algorithme de la convolution linéaire pour la multiplication polynémiale basée sur le
théoréme d'interpolation de Lagrange.
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11.4.2. Théoreme de I'interpolation de Lagrange

Soit ,Bo

polyndéme f (p) de degré inférieur ou égal a n et qui a la valeur f (i) lorsqu’on I’évalue en p;

Bn un ensemble de n+1 points distincts, et f (6 ) donné pouri =0, 1, ..., n. Il existe un

pouri=0,1, ...,n. Ce polynbme f(p) est donné par :

i [Ttr-5)

f(p)=Zf(ﬂi)m (11.25)

j#i

11.4.3. L'application du théoreme de l'interpolation de Lagrange dans la convolution
linéaire [25,46]

Considérons une séquence h = {hy, hy,..., hy1} de N points, et une séquence x= {Xo, X1,...,XL-1}
de L points, la convolution de h et x est exprimé en termes de multiplication des polynémes
comme : s(p)= h(p) x(p).
Ou  h(p) = hn.ap™+...+hip+ho.

X(p) = XL1p .. XX .

s(p) = SLanz pEVE+.L +s1p+so
Le polyndme de sortie s(p) est de degré L+N-2, eta L +N - 1 points différents.

s (p) peut étre déterminé d’une maniere unique a partir de ses valeurs en L+N -1 points distincts.

Soit {po, f1..... Pren-2} les L+N-1 nombres réels différents, Si s(f;) pour i={0,1,..., L+N-2} sont
connus, alors s (P) peut étre calculé en utilisant le théoreme d'interpolation de Lagrange:

LiN-2 H(p_ﬂi)
s(p) = Z s(B, m (11.26)

j#i

On peut montrer que cette équation est la solution unique pour calculer la convolution linéaire
pour s(p) étant donné les valeurs de s(5i), pour i = {0,1,..., L+N-2}.
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11.4.4. Description de I'algorithme Cook-Toom
1. Choisir L+N-1 nombres réels différents fo S1.... BLn-2
2. Calculer h(g;) et x (8i), pour i = {0,1,...,L+N-2}
3. Calculer s(5) = h (8). x (8;), pour i = {0,1,...,L+N-2}

4. Calcul de s(p) en utilisant :

N (G
s(p) = Z s(B, m (11.27)

ji
11.4.5. Complexité de I’Algorithme Cook-Toom

- Le but de I'algorithme de convolution rapide est de réduire la complexité de multiplication.
Ainsi, si les i (i=0,1,..., L+N-2) sont choisis correctement, le calcul a la seconde étape implique

quelques additions et multiplications par des petites constantes.

- Les multiplications sont utilisées a la troisiéme étape seulement pour calculer s(5;), le nombre

de multiplications nécessaires est donc L+N-1.

- Par I’algorithme de Cook —Toom, le nombre de multiplications est réduit de LN a L+N-1 aux

dépend d’une augmentation du nombre d’additions.

- Un additionneur a une surface d’intégration et un temps de calcul inférieurs a un
multiplicateur. Ainsi, l'algorithme de Cook —Toom peut mener a un gain considérable dans la
complexité matérielle (VLSI) et génere une implémentation efficace en termes de temps de

calcul.
Exemple 2 :

Construction d’un algorithme de la convolution 2 x 2 en utilisant lI'algorithme de Cook -Toom

avec = {0, 1,-1}. Ecrire la convolution 2 x 2 sous la forme d’une multiplication polyndmiale :
s(P) =h(p)x(p),  ou  h(p)=ho+hip et X(p) = Xo + X1p
S(p) = S0+ S1p + Sp

Le calcul direct exige 4 multiplications et 1 addition selon I’expression :
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So ho O
si|=|h ho .{X‘)} (11.28)
S2 0 h: X

Nous employons l'algorithme Cook-Toom pour obtenir un calcul efficace de la convolution avec

une réduction du nombre de multiplications.

ﬁo =0, h(ﬁo) = h0’ X(ﬁo) = Xo-
ﬁlzli h(ﬁ1)=h0+h1' X(ﬁo)=X0+X1-
ﬁl:_li h(ﬁz)zho_hl’ X(ﬁz)zxo_xl

S (o), S (B1), ets (B2) sont calculés, en utilisant 3 multiplications:

$(Bo) = h(Bo) x(Bo), s(B1) = h(B1) x(B1), $(B2) = h(B2) x(B2)-

D'apres le théoreme d'interpolation de Lagrange, nous obtenons :

) P=PIP=P2) 5y (P=PIP=P) gy (P=F)(P=P)

R T NGNS 17 X7 R 7Ry T A

S( p) = S(ﬂ0)+ p(w)+ pZ(_S(ﬂO) + S(ﬁl);S(ﬁZ))

Ce qui conduit a la forme matricielle suivante :

Sy 1.0 0||s(By) 1 0 0/ h(5) 0 0 x(Bo)
s, |=| 0 1-1]]s(B)/2]|=| 0 1 -1|[0  nh(B)/2 O | x(B)
s,| |-1 1 1|[sB)/2] |-1 1 1]l0 0 h(B,)/2|| x(B,)

(100 Xo
= 01-1 0 (h +h1)/2 0 X,
-1 11 0 (hy—h)/2] X,

10 0fh 0 0 X,
= 01-1}0 (h,+h)/2 O X, +X | (deux additions)
-1 1 1}/0 0 (hy=h)/2| % —x

|
o
~ P o

10 01 hyx
= 01 -1|[(hy+h)/2].(x,+X%) | (troix multiplications)
__1 1 1_ [(ho_hl)/z]-(xo_)ﬁ)
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h,-X,
= | [(hy + )/ 21.(%, + %) —[(h, =) 7 2].(%, — X,) (troix additions)
_hO'X0+ [(ho + h1)/ 2]-(Xo + X1) +[(ho - hl) / 2]-(Xo - Xl)

Le calcul est effectué comme suit (5 additions, 3 multiplications)

1. Ho = ho, Hi= (ho + h1)/2, H2 = (ho - h1)/2, (pré-calculeé).
2. Xo = Xo, X1 =Xo + X1, X2 = Xo — X1, (2 additions).
3. So = HoXo, S1= HiXq, Sz = HaXo, (3 multiplications).
4. 59 =S, S1=S1-9y, Sp=-Sp+ S1 + Sy, (3 additions).

Par conséquent, cet algorithme a besoin de 3 multiplications et 5 additions (en ignorant les
additions dans le pré calcul), c-a-d, le nombre de multiplications est réduit de 1 aux dépens de 4

additions supplémentaires.

- Quelques additions dans les matrices pré-addition ou post-addition peuvent é&tre partagées.
Ainsi, quand nous comptons le nombre d'additions, nous comptons seulement une au lieu de

deux ou trois.

- Si nous prenons ho, hy en tant que coefficients du filtre RIF et Xo, X1 comme la séquence du
signal d'entrée, alors les termes Ho, H; n’ont pas besoin d'étre recalculées chaque fois que le filtre
est utilisé, lls peuvent étre pré-calculé une seule fois en différé et stocké, donc, nous ignorons ces

calculs en comptant le nombre d'opérations.

D' aprés I’exemple 2, nous pouvons comprendre l'algorithme de Cook-Toom comme une

décomposition matricielle.
Remarque:

Une convolution 2 x 2 est exprimée sous forme du produit d’une matrice par un vecteur :

So ho O
X

st |=lht ho { Oi| ou s=T.x (11.29)
X

S2 0 h '

Généralement, I'équation peut étre exprimée comme: S=T.x=C.H.D.x
Ou  Cest la matrice de post-addition.

D est la matrice de pré-addition.
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H est une matrice diagonale avec H;, i =0, 1, ..., L+N-2 sur la diagonale principale.

D’aprés T = C.H.D, il implique que I'algorithme Cook-Toom fournit une maniere de factoriser la
matrice T de convolution en une multiplication de trois matrices, une matrice C de post-
addition, une matrice diagonale H et une matrice D de pré-addition, tels que tout le nombre de
multiplications est déterminé seulement par les éléments différents de zéro sur la diagonale
principale de la matrice diagonale H.

Bien que le nombre de multiplications soit réduit, le nombre d'additions a augmenté.

L’algorithme Cook-Toom peut étre modifié afin de réduire d’avantage le nombre d'additions.
11.4.6. Algorithme Cook-Toom modifié [25,46]

11.4.6.1. Description De I'algorithme Cook-Toom modifié

L+N -2

On définit s’ (p) = s(p) - SL+n-2 P . Noter que le degré de s(p) est L + N -2 et S 4y -2 €St son

coefficient d'ordre le plus éleve, Par conséquent le degré de s’(p) est L+ N -3.

Considérons maintenant I'algorithme Cook-Toom modifié :
1. Choisir L+N-2 nombres réels différents So, f1..... BLn-3-
2. Calculer h (8y) etx (6o), pour i=0,1, ..., L+N-3.

3. Calculer s(8i) =h (Bi).x (Bi), pouri=0,1, ..., L+N-3.

4. Calculer s’(8) =s(B) —sL+n2fi “ "2 pouri=0,1, ..., L+N-3.

LiN_2 H(p_ﬁi)
5. Calcul de s’(p) en utilisant : s'(p)= >, s‘(ﬁi)m (11.30)
i= i~ Mj

j#i
6. Calculers (8;) = s"(Bi) + SLan2 i - 2

Exemple 3 : Déduire un algorithme de la convolution 2 x 2 en utilisant l'algorithme Cook-Toom
modifié avec g = {0,-1}.

Considérons I'interpolation de Lagrange pour s '(p) = s(p) — h1.x1.p? avec { fo = 0, f1 = -1}.
Premiérement, on trouve s '(p) = h(8) x(8;) - h1 x1 Bi°.

Bo=0, h(o) = ho, X(B0)= Xo.

pr1=-1, h(f1) = ho— hy, X(f1) = Xo — X1.

et s'(Bo) = h(Bo) x(Bo) - h1 X1. Bo*= ho Xo,
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s '(B1) = h(B1) X(B1) — h1 X1 B1°= (ho -h1) (Xo - X1)-h1 X4,

Ce qui demande 2 multiplications (sans compter les multiplications h;.x;). En appliquant

I'algorithme d'interpolation de Lagrange, nous obtenons :

1 =5s'(Bo (p_ﬁl) (81 (p_ﬁo)
s(p) =5 () 2B o) (=00

s'(p) =s'(Bo)+ p(s'(Bo) —s'(B1)).

. o 2 _ 2
Par conséquent s(p)=s'(p)+hxp~=s,+S,p+S,p".
Enfin, nous avons l'expression matricielle :

[so 1 0 0[]|s'(Bo)
Noterque |s:|=|1 -1 0 |.[s'(By)
| S2 0 0 1|]|huxt

s'(Bo) 1 0 0][s(Bo)
Donc s'(By) |=|10 1 -11.|s(B)

| hixa 0 0 1||hxa
So 1 0 01 0 0][s(Bo) 1 0 Offho 0 0|1 0 "
st|={1-1 0[./0 1-1|.|s(By)|=1-11],0 ho—h10.1—1.{x1}
S2 0 0 1/({0 0 1||hixt 0 0 1/|0 0 hf|0 1

Ce qui donne : Sz = P2.H2.Q2.Xz.

- Le calcul est effectué comme suit:

1. Ho = ho, Hi= (ho - hy), H=hy (pré calculée).

2. Xo = Xo, X1 = Xo - X1, Xo = Xq, (1 addition).

3. So = HoXo, S1=H1Xy, S;=HyX, (3 multiplications).
4.0 =Sy, S1 =Sp—S1 +Sy, $5=S, ( 2 additions).

Le nombre total d'opérations est 3 multiplications et 3 additions.

Par comparaison a l'algorithme de la convolution de I’exemple 2, le nombre d'additions a été

réduit a 2 tandis que le nombre de multiplications reste le méme.
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Remarque :

L’algorithme Cook-Toom est efficace en termes du nombre de multiplications, toutefois lorsque
la taille du probléme augmente, il n'est pas efficace parce que le nombre d'additions augmente
considérablement si 8 prend les valeurs différentes de {0, £1, +2, +4}. Ce qui peut résulter en une

complication des matrices de pré-addition et post-addition.

Pour des problémes de grande taille, I'algorithme de Winograd est plus efficace.

11.5. Algorithme de Winograd [25,45,46]
11.5.1. Définition

L'algorithme de Winograd est basé sur le Théoréme des restes Chinois (CRT). Il est possible de
déterminer uniqguement un nombre entier non négatif étant donné seulement son reste par rapport
aux modules donnés, a condition que les modules soient relativement premiers et le nombre

entier est supposé étre plus petit que le produit des modules.
-Théoreme des restes Chinois pour des nombres entiers

Soit Cj= Rni[C]( représente le reste de C lorsqu’il est divisé par m; ), pour i =0,1,... k.
K

C =[ZciNiMiJm0d M,ouM =IT* m, M, =M/m.
i=0

et N; est la solution de NijM;+ nim=GCD(M;,m;)=1, a condition que 0 <C< M.

11.5.2. Théoreme des restes Chinois (CRT) pour des polynémes
Soit C?(p) =Ra”(p)[C(p)] pouri=0,1,..k oum®(p)

Sont relativement premier, alors

k

C(p)= [ZC“)(D)-N“)(D)-M (”(p)Jmod M (p) (1.31)

i=0
M (p) =Hikzom“)(p), M@ (p)=M(p)/m?(p)et N (p) est lasolution de I’équation :

a condition que le degré de N@(p)M @ (p)+n® (p)m®@(p)=GCD(M D (p),m(p)) =1.
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C(p)soit inférieur au degré de M(p).
Exemple 4 :

En utilisant le théoreme CRT pour les entiers, on choisit les modules :

me=3, m=4, my=25, M =mp.mi.m; =60 et M; = M/m;.
Alors mo =3, Mo = 20, (-1)20+ (3)7 =1.

my = 4, M; = 15, (-1)15 + (4) 4 = 1.

m, = 5, M, = 12, (-2)12 + (5) 5 = 1.

Ou N; et njsont obtenus en utilisant I'algorithme Euclidien GCD.
Le nombre entier C doit satisfaire les conditions: 0<C <M, et C;=Rpy[C].

Le nombre entier C peut étre calculé comme suit :

k
C= [ZciNiMij.mod M = (—20*Co—15*C1—24*C2) mod 60.
i=0

PourC=17, Co=R3(17)=2, Cy;=R4(17)=1, C;=R5(17)=2.
C = (-20*2 - 15*1 — 24*2).mod60 = (- 103).mod60 = 17.

- CRT pour des polyndmes: Le reste d'un polyndme par rapport au module p' + f(p), ou

deg(f(p)) <i- 1, peut étre évalué par la substitution de p'par - f(p) dans le polynéme.
Exemple 5 :

R x+2 [6X% + 3x + 5] = 5(-2)* + 3(-2) + 5 =19.

R,2 45 [6x* + 3x + 5] = 5(-2) + 3x + 5 = 3x - 5.

R,2 i xs2[6X*+3x+5]=5(-x-2) +3x +5=-2x—5.

11.5.3. Description de I'Algorithme

1. Choisir un polyndme m (p) de degré plus élevé que le degré de h(p).x(p), et le factoriser en (k

+1) polynémes relativement premiers de coefficients réels, c'est-a-dire :
m(p) =m®m®..m®(p).

2. Soit M@ (p)=m‘® /m®(p) Utiliser I’algorithme Euclidien GCD pour résoudre I’équation :
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NP (p)M @ (p)+n®(p)m®(p) =1 pour N (p).
3. Calculer h® (p) = h(p)modm®(p), x®(p)=x(p)modm®(p) pouri=0,1, ..,k

4. Calculers®(p) =h® (p).x®(p).modm®, pour i=0,1,... k.
5. Calculer s(p)en utilisants(p) =Y s”(p)N®(p)M® modm® (p).
i=0

Exemple 6:

Considérons la convolution linéaire 2 x 3, Construire une réalisation efficace en utilisant

I'algorithme de Winograd.

Avec m(p) = p(p-1)(p° +1).

m?(p)=p, m?(p)=p-1 m?(p)=p*+1.

On construit le tableau suivant en utilisant les relations

MO (p)=m(p)/m®(p) et NP(P)M(p)+n®(p)m?(p)=1 pour i=0,1,2.

i [ mY%p) | MYp) n"(p) N"(p)
0 p p>-p*+p-1 p*-p+1 -1

1 | pl p+p | -(%) p+p+2) | 12

2 | p*+1 p*p -(2) (0-2) | (%) (p-1)

On Calcule les résidus a partir de :

h(p) =ho+ hy1p, X(p) = Xo+ X1 p + X2 p°.
h(p) = ho, x(p) = xo.

h®(p) = ho + hy, xD(p) = Xo + X1 + Xe.
h@ = hy + hyp, X? = (Xo- X2)+ X1p.

s(p) =hoxo =5, s (p) = (ho+ ha)(Xo+ X1+ x2) = s{".
s@(p)=(ho+hip)((Xxo—x2)+ x2p)mod(p? +1).
= hy (Xo— X2) — hixa+ (hoxz+ hi(Xo— x2)) p.

=s{P +sPp.
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Alors

S(p)= s (PN (pM (p) mod m® (p).

Par =0

s(p){ ) (p)(p®— p?+ p-1) + (p)(p+p)+ (p)(p 2p2+p)}mod(p“—p3+p2—p)-

substitution de s©(p), s(p), s®)(p) dans s(p) ,on obtient le tableau suivant :

0

T

Z

3

p p p p
5o 5@ 5o 5@
0 (1/2)30(1) 0 (1/2)30(1)
0 (1/2)30(2) -So(z) (1/2)80(2)
0 (2)s 1(Z) 0 (-¥2)s l(Z)
Par conséquent, on a :
[so 100 0] s
st [-1 1 1 1{|@2sy
s2| | 1 0-20 /2)s?
53 -1 1 1-1 (l/ 2)552)
- [ & 0 0 0 0o 17T
5o 1 0 0 0 o %o
1 0 5 0 0 0 Xpt x;+ x4
Lst b 1 0 © .
2 0(2) = 0 0 2 0 0 X,+x, —x
L5, 60 1 0 -1 by
23 0 0 0 7 0 Xg — Xg
Ls, 00O 1 1 0 .
- (0 0 o0 o0 e 2
Finalement, on obtient :
Lo o0 0 4 (R, 0 0 0 p 1|1 O 0
. 11 2 1 1 0 h;h 0 0 0 : ! !
HE _I ) ‘2 . _2 00 2 0 1 1 -1
s -
. 0 0 0 Mt o9 1 0 -1
s |- 0 0 -1 - N
0 0 i ] . 0 1 0

- Dans cet exemple, l'algorithme de convolution de Winograd exige 5 multiplications et 11

additions comparées a 6 multiplications et 2 additions pour I'implémentation directe.
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Remarque:

— Le nombre de multiplications impliquées dans l'algorithme de Winograd dépend fortement du
degré de chaque m®(p). Par conséquent, le degré de m(p) devrait étre aussi petit que possible.

— Une forme plus efficace (ou une forme modifiée) de I'algorithme de Winograd peut étre obtenu

en posant deg[m(p)] = deg[s(p) ] et en appliquant le Théoréme des restes Chinois (CRT) a :
s'(p) = s(p) — h N1 Xi-a m(p).

11.5.4. Algorithme modifié de Winograd [25,46]
11.5.4. 1. Description:

1. Choisir un polynbme m(p) de degré égal au degré de s(p) et le factoriser en (k +1)

polyndmes, relativement premiers de coefficients réels.

cad, m(p)=m?Em®p)...mYp).

2. Soit MO(p) = m(p)/m®(p) , utiliser I'algorithme Euclidien GCD pour résoudre I’équation
N (p)M O (p)+n®(p)m®(p) =1 pour N(p).

3. Calculer h® (p)=h(p)modm®(p), x®(p)=x(p)modm®(p) pour i=0,1,..,k

4. Calculers'@(p) =h®(p)x®(p)modm®(p) pour i=0,1,..k

k
5. Calculer s’(p) en utilisant la relation :s'(p) =>_s"®(p)N® (p)M @ (p)mod m® (p).

i=0
6. Calculer s(p)=s'(p)+hy_x_m(p).

Exemple 7:

Construire un algorithme de la convolution 2 x 3 en utilisant l'algorithme modifié de Winograd

avec m(p) = p(p-1)(p+1).
Soit m®(p)=p, mY(p)=p-1, m?(p)=p-1.
Construire le tableau suivant en utilisant les relations :

M®(p)=m(p)/m®(p) et N®(p)M®(p)+n®(p)m®(p)=1.
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L | mY(p) M (p) a9 (p) N9(p)
0 P p?-1 p -1

1 p—1 P +p - (p+2) 3

2| p+Hl pi-p -1(p-2) T

Calculer les résidus a partir de :

h(p)=h,+hp, X(P) =X +XP+Xp°.

h®(p) =, x?(p) =%
h®(p)=hy+h, xP(p)=x+% +X,.
h®(p)=h,—h, X?(p)=%—x+x,.
s @(p)=hyx,, s (p) = (hy +h)(X +x +X,).
s"2(p) = (h —h) (% =% +X,).

Puisque le degré de m®”(p) est égal a 1, s'”(p) est un polyndme de degré 0 (une constante).

Par conséquent, nous avons .

s(p) =s'(p) +hx,m(p).
s(p) = [ SOEP +1+ 22 (74 p)+ 22 (p 2—p>+h1x2(p3—p)}.
S(p) =500+ P2 -2 )+ p (-5 0+ S0 S8y 4 ),

L'algorithme peut étre exprimé sous forme matricielle :

5 1 0 0 0][s®

s| [0 1 -1 1] |2

| -1 1 0|22

5] L0 0 0 1] |ax,
’soloooh{,oool”“xo
s| [0 1 -1 -1]|o 20 o |1 1 1p4
5| -1 1 1 o]0 o A o |1 -1 1 x‘

oy L) Loo o 1fJfo o o a0 0 1]

— Conclusion : Cet algorithme exige 4 multiplications et 7 additions.
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11.6. La courte convolution itérative [1,4,46]

Les algorithmes efficaces de la convolution de longueur courte sont utilisés itérativement pour
construire les longues convolutions. Cet algorithme n’atteint pas la complexité de multiplication

minimale, mais assure un bon équilibre entre les complexités de multiplications et d’additions.

11.6.1. Description de I’algorithme de la convolution itérative [1,4,46]

1- Décomposer la longue convolution en plusieurs niveaux de courtes convolutions.
2- Construire les algorithmes de calcul rapide de la convolution pour des courtes convolutions.
3- Utiliser les algorithmes de courtes convolutions pour implémenter itérativement la longue

convolution.

Remarque :
L’ordre des courtes convolutions dans la décomposition affecte la complexité de la longue

convolution résultante.

Exemple 8 :
Construire un algorithme linéaire de la convolution 4x4 en utilisant la courte convolution 2 x 2.
Soit h(p) =hy +hp+h,p* +hp’, X(p) =X +Xp+X,p,+%p* et  s(p)=h(p)x(p).
D'abord, nous devons décomposer la convolution 4 x 4 en une convolution 2 x 2.
kru (P) = hg +k|ps JFJI|I| {P) = ‘ﬁz + hgp
Xo(P)=Xy+xp, X(P)=X,+Xp
Nous avons alors:
Hp)=Ho(p)+H\ (p)p', L h(p)=hp,q)=H,(p)+ A (p)g
x(p)=xy (P)+x,(p)P°, x(P)=x(p.q)=x's (P)+ X' (p)g
s(p) =h(p)x(p)=h(p,q)x(p,q)
=y (p)+ 1, () [ () + % (p)q]

= o (D)X's (0)+ B (D)X, (D) + 1 ()X () g+ A, (o)X, (p)g?
=50 (P)+3) (P)g+s5(P)g = s(p,q)
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Par conséquent, la convolution 4x4 est décomposée en deux niveaux de convolution 2x2.

Commengons a partir de la premiere convolutions',(p) =h',(p).x',(p) , nous avons :

#y(p)-x', (p) =k X' =R+ Iy p)-(x, +x,p)
=hx,+hx,p’ + pl(h, + h) -(.‘Enxxt ) !hn:rn!fr,x,]

Nous avons I’expression suivante pour la troisiéme convolution

ss2(p)y=hR(p)-X(p)shi X =(h+hp)-(x+x,p)
2 ¥ v
= h.Z'TE +f?3x3p +p[{h2 +1”13}'{.‘t‘2 +'t.3_ hg.rg —h_;,.t‘_t]

Pour la seconde convolution, on obtient I’expression suivante :

S'UPy=Hy(p)- X\ (p)+ A (p)-X'o(p)=h'ox\+H X,
=[(r' k) - (2 ) =R i ]
= multiplication ¥: addition
Si nous réécrivons les trois convolutions comme expressions suivantes, alors nous pouvons

obtenir le tableau suivant :

p" | p' p’ p’ pt p’ | p°
a, a, a, b, b, b,
Cy Cq 03
- b, - b, — b,
—-a, —da, — a,
+ + 4 Au total 8 additions a ce niveau.

Ceci exige 9 multiplications et 11 additions.

M, x's=a, + pa, +p2a3
' x'\=b+ pb, +pzb3
(h1o+h'1 ) (x'0+x11 ) =cC +pc, + pzcg

Par conséquent, le nombre total d'opérations utilisées dans cet algorithme de la convolution

itérative 4 x 4 est de 9 multiplications et 19 additions.
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11.7. Conception d'algorithmes rapides de la convolution par inspection [46]

Lorsque les algorithmes de Cook-Toom ou Winograd ne peuvent pas générer un algorithme

efficace, parfois une factorisation intelligente par inspection peut produire le meilleur algorithme.
Exemple 9 :

Construire un algorithme rapide de la convolution 3x3 par inspection. La convolution linéaire
3x3 peut étre écrite comme suit (elle exige 9 multiplications et 4additions) :

So hyx,

5 Iy x, + I,

s, | =] yx, +hAx, + hyx,
53 hx, +hx,
1S4 ] L h,x, i

Utiliser les identités suivantes:

s =hxy+hy - x :(ho"'hiJ‘(xo +xl)_hoxo —hx
8y = hyxy +hx, +hgxy =By + 1 Xxo +%,) — ko + B, —hyx,
sy =hyx, +h, =( + 1 )x +x,)—hx —hyx,

La convolution linéaire 3 x 3 peut étre écrite comme suit :

_Soq 10 0 00 0] | O O 0 0 0 1 0 0
Al i o100 |0 0 0 0 0 0 1 0|
1 0 0 h 0 0 0 0 0 1 0
N hy + By 0 o |11 1 o™
S0 -1 -1 001 g o o 0 m+h 0 1 o 1|
) 00 1 000 [0 0o 0o o 0 m+h |0 1 1]

Cet algorithme, qui ne peut pas étre obtenu en faisant appel aux algorithmes Cook-Toom ou

Winograd, exige 6 multiplications et 10 additions.

Pour I’algorithme de la courte convolution itérative on définit l'opérateur produit tensoriel et sa
propriété.

11.8. Le produit tenseur (produit de Kronecker) [1,2,4,29,41,42 44]
11.8.1. Définition

Le produit tensoriel est un opérateur binaire entre deux matrices qui fournit un mécanisme pour

combiner deux formes de matrices a une plus grande matrice.
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L'opération matricielle est le coeur de la plupart des algorithmes de traitement numérique du
signal (DSP), et le produit tensoriel est un outil extrémement puissant pour modéliser et
implémenter des algorithmes efficaces.

Une définition mathématique précise du produit tensoriel est établie comme:

Le produit tensoriel ou produit de Kronecker de la matrice A = [ajj]mixn: €t la matrice B

= [Dijlmexno est la matrice C = [Cijlimime x ninyy de forme :

a0,0B ...a0,nB
C=A®B=]...

am,oB ... am nB (”32)

Nous énumérons certaines des propriétés les plus importantes du produit tensoriel [19]
1. A®li=1,®A=A avec Iy, La matrice identité.

2. A® (B®C)=(A®B) ®C A\
3.(A+B) ®C=(A®C) B®C)

4. A® B+C)=(A®B) (A®C)

5. (A®B)(C®D) = AC®BD

6. ln®ln = lnn > (11.33)
7.(A®B) =A"®B'
8.A"®B'=(A®B)™

9. Amlxnl ® Bmzxnz = (A ® Imz)(lnl ® B) = (Iml ®A)(B ® Inz)

10. A® B#B ®A (Ce produit n'est pas généralement commutatif). /

Les algorithmes de calcul rapide de la transformée de Fourier Discrete (TFD) son basés sur une
factorisation de la matrice de cette transformée. Il est nécessaire de faire appel a un outil
mathématique bien adapté, le produit de Kronecker des matrices.

En combinant ce produit avec le produit au sens habituel, il est possible de décomposer

simplement toute matrice de TFD [4].
11.8.2. Implémentation de la matrice tenseur [1,4, 41, 42]

D'apreés l'expression (11.32), on a:
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A nixn2 © la matrice d'identité de l'ordre s
mixmz - la matrice carrée de dimension r.

La matrice résultante C, = (A ® B) est diagonale de dimension n = rs, sa structure est donnée par:

BB 0 0 0 0
0 B 0 0 0 (11.34)
Ch=(s®B)=/0 0 B, 0 0
0 0 0 .. 0
0 0 0 0 B

Supposons que C, fait partie d’un certain algorithme de traitement du signal et qu'il est
nécessaire de calculer le produit Y, = (C,).X,, avec X, le vecteur d’entrée.

Le produit tenseur est utilisé fréqguemment pour déduire des algorithmes rapides pour le
traitement numérique du signal. Il vaudrait mieux exploiter les symétries de (Is®B;) en
partageant le vecteur X, en s sous vecteur x; de longueur r et en effectuant le produit B, ( x; ) de

la matrice B, sur chacun de ces derniers.
Exemple 10 :

Soit I3 la matrice identité d'ordre 3 et B une matrice de dimension 2 x 2, c.a.d
100

Is=/0 10 ,Bz:[bo'o bo'lJ soit I’algorithme: Y =(Cs)Xs=(1:® B2) X5
bio b1
001
7y07 (boo bos 77X07
. A bro bis X
qu donne: Y, boo bo1 X, (“35)
Y3 - bio bis X5
Ys boo bou || X,
LYs | L b1o b1.1__X5_

Ce produit de matrices peut étre réalisé en partageant le vecteur d'entrée Xs en 3 sous vecteurs de

longueur 2 et en effectuant le produit B,X; de la matrice B, sur chacune de ces vecteurs:

Yo| (Doo boi)( X, Yo (boo bos)(X, ot Ya) (boo bo1)(X,
A - bio D11 X, , Y3 - bro D11 X3 Ys - bro D11 X5 .
La structure de (Is®B;) donne I'idée de faire une boucle sur une routine de calcul du produit de

la matrice By, avec chacun des vecteurs 2[41].

for (i=0to s-1)

Br(x+ ir);
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La deuxieme forme: C, = (A ®1s), est donne par

a().OIs aO.lls aO.r—lls
C — a().OIs aO.lls aO.r—lls (”36)
a().OIs aO.lls aO.r—lls

Le calcul de Y, = (A ®15)X, se fait en partageant le vecteur X, par r sous vecteurs de longueur s.

Exemple 11 :

OnaYes=(Cs)Xe=(A2® I3)X s donne:

Yo Q0 81 |[ %o
Y1 Qo Qo1 || X
Y, Qo o1 || X2
Ys Qo Ay || X
Y4 Qo 5 || X
Ys o &1 )\ X

Le produit représenté avec 2 sous vecteurs comme:

yO XO X3 y3 XO X3
yl = (ao.o) X1 +(ao.1) X4 Et y4 = (alo) Xl +(a1.1) X4
yZ XZ X5 y5 X2 X5

Pour comprendre les relations entre les vecteurs et les étages paralléles, il nécessaires de faire

appel a la notion de pas de permutation.

11.9. Pas de permutation [29,41,44,47]

11.9.1. Définition

A et B, sont deux matrices carrées de dimension s et r, respectivement, etn =r.s ou

(As ®By) = Prs (Br ® Ag)Pnyr.

On peut prendre quelques exemples de pas de permutation et leur effet sur les données d'entrée:
X, 1000 \( X,
X, 0010 || X,

=(Ps2)x= = .
y=(Pex=t 171 o100 || ,

Xq 0001 )\ x,
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Xo | (100000 )( X, | 110000000 *°
X, | | 001000 || % i“ 00001000 il
_ (Pa | X |_| 000010 f x, . | |01000000 | °
y=(Pez)= X | | 010000 || x, |'y=(Ps.s)=| *°|=| 00000100 || °
X, | |000100 || x, .| | 00000010 || ¢
6 5
x; ) 000001 ){ x, y | | 00010000
3| (00000001 )| "*
X7 X7
(Is ® A;) peut étre exprimé comme: (Is ® A;) = Pns (Ar ® )P
L'introduction du pas de permutation donne:
Yn = (Cn) Xn = [Pnls (Ir ®As) Pn.r] (IS ® Br) Xn (“37)
As Br
As B,
[P (I, ®A)P, ] < | (Pns) (Pnr) | (1,®B,) < B,

As

On peut le programmer comme suit:
for (1I=0to0s-1)

Br (input, output, i);
for (i=0to r-1)

As (input, output, i, r, S)

La performance de l'algorithme est spécifiée par le nombre d'opérations. Le calcul direct de C,
exige n? multiplications et n(n-1) additions avec le nombre total d'opérations 2n-n. L'utilisation
d’un algorithme qui exige sr’+rs* multiplications et sr(r-1) + rs(s-1) additions avec un nombre
total d'opérations s(2r’ r) +r (2s>s), améliore la performance.

Pour r =s =10, l'implémentation directe exige 19990 opérations, tandis que l'algorithme (11.37)
exigerait 3800 opérations.

Le produit tensoriel est un outil puissant pour la modélisation et I'implémentation des algorithmes
rapides pour le traitement numérique du signal.
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11.10. Implémentation de convolutions 4 x 4 selon I’approche de Parhi [1,4]

D’apres la technique de Parhi on peut implémenter la courte convolution itérative 4 x 4 par les
étapes suivantes :

Nous considérons I’architecture d’un filtre RIF 4-paralleles a 4-taps.

La convolution 4 x 4 peuvent étre décomposée en deux courtes convolutions 2 x 2 selon

I’équation :

Yi=(P, ® P/ )H«Q; ®Q,)A; ,, X4 (Exige 22 additions, 9 multiplications).
Ha=diag ([Ho,Ho—HyHy,Ho—Hz,Ho—Hi—H2+Hs Hi—-Hs Hz,Hoa—H_, H_ ).
Xa=[Xs Xz X3 Xo Z*Xs Z*Xz Z*X3] .

Avec Hi={hus}, L=4,i=012,...L-1, k=0,12,....

1
|

1000000
0100000
0010000
- 0010000
A ,,=|0001000],
0000100
0000100
0000010
0000001
1 101 1 00 0O
0-1 00-1 00 00O
0110110 0O 1 1 0110000
0 00-1-1 00 0O T T 0-110-121000
T T
QI ®Qi=[0 000 100 00,B®H=10% 0110110/
0001106110 0 000 1-10-11
0 00 0-100-10
0 00011 0 11

L’ implémentation directe du produit tensoriel pour Y, - Q; ®Q; ).X,exige 12 additions.

Yy _110110000_)(O
Y2 0—100—10000)()(1
Yal 1o 1120110 00]|%
Y, 0 00-1-1 00 0 0/]|Xs
Y: |=|0 000 100 00X,
Ve 0 000-1-10 0 0|y
0 00 110 1 10|y
Y21 1o 00 0-100-10]|%
Ys 0 000 11 0 11]||X
| Yo | Xs |
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y1= Xo+ X1+ (X3+ X4) 3 additions.
Yo=- X1t X4 1 addition.

Y3= X1+ Xo+ (Xg+ xs) 3 additions.

V4= -(X3 + Xg) calculée une seule fois.
Y5= Xa.
Y6= ~(Xa+ Xs) calculée une seule fois.

Y7= X3+ Xg+ Xg+ X7 2 additions.
Y8= -X4- X7 1 addition.
Yo= (X4+ Xs5) + X7+ Xg 2 additions.

Nombre total d’additions : 12 additions (implémentation directe du produit tensoriel).

S, Y1
S, Y,
S3 Y3
Sy . Ya
Ss :dlag(Ho’HO_HllevHo_szHo_Hl_H2+H31H1_H31H21H2_H31H3]- Ys |-
Se Yo
S Y7
Sg Ye

L So | | Yo |

S1=Ho V1.

s2= (Ho-Hy) y2.

S3=Hiys.

Sa= (Ho-H2) ya.

Ss= (Ho -H1-Ho+H3) ys. Neuf opération de filtrage.

Se= (H1- H3) Y.

S7= H2y7.
sg=Hpg Vs.
So=Hpg Yo.

Neuf multiplications sont nécessaires pour I’implémentation directe du produit tensoriel.

L’implémentation directe du produit tensoriel pour Z - (P} ® P} ).S, exige 10 additions.
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7 St
z, S,
z, S;

7 11011000 0]/sg,
Alolo-110-1100 0f|g
5 0 0 0-1-101 1 0l
Zg 0 000 1-10-111/]|Ss
Z; S,
28 38
Z9 39
Z1=S1 + Sp+ (S4+ Ss), 3 additions.
Zo= -S o+ S3— S5+ Sg, 3 additions.

Z3= - (S4+ S5) + S7+ Sg, 2 additions.

Z4= - (-Ss+ Sg) - Sg+ Sg, 2 additions.

Nombre total d’additions = 10 additions pour I’'implémentation directe du produit tensoriel.

Nombre total d’additions et multiplications : 22 additions et 9 multiplications (qui est égal au

nombre de sous filtres) pour I’implémentation direct du produit tensoriel.

La figure.ll.6 représente I’architecture d’un filtre RIF 4-parallele a 4-taps congu selon la
technique de Parhi [1,4].

X L H - v=Hx

x{dk+3) D ey T A LY ¥ight3)
i gy M 10 S | btk o
B L} -0 _1—»» ho
x (lct2)
-,{:') w[ T
A R }—»  hghy
x4l ___E[‘ - T r"\_ Ty Ek+2)
- p—e] H | - l
; b »[H 1= hy
D = o
Fy Fy :> =p| HOHZ | > hO_hZ
x{dlk -
1 »[OHITZHE - - B }-+ ho-hi-hy+h,
o 4
D g N LRI S ' >
3
DEl T ‘L : Al -»] [ |
[ ~D->D o} -;(“) P - > h,
0l P4 o
B o . > hyhg
v \ ¥ -¥ yidk)
_ - I e T R I -
- DB D gy S L

Fig.11.6. Implémentation du filtre RIF 4- Paralléles a 4-taps selon la structure de Parhi.

67

This PDF was created using Adolix PDF Converter PRO. Register to remove this watermark!



L’ implémentation de sous filtres pour 16-taps est représenté sur la figure.l1.7 [1,34].

HO = [ho h4 hg hlz].
Hl = [hl h5 hg h13].

Hi-H1

HO-H1= [ho-hl h4-h5 hg-hg hlz-hlg].

Fig.11.7. Implémentation de sous filtre HO et HO-H1 (L =4, N = 16)

11.11. Mise en application de I’algorithme de la courte convolution itérative “’Technique de
Parhi’’ [1,4]

On prend comme exemple L = 4.

La convolution 4 x 4 peut étre décomposée en deux courtes convolutions 2 x 2 comme suit:

S7=A422 (Q2®Q2).Hs_22. (P2®P2).Xs

(11.38)

Cet algorithme peut étre transposé pour obtenir une structure rapide d’un filtre RIF 4-Paralléle

a 4-tape. On peut représenter I’algorithme de filtrage par I’expression suivante:

Avec

T _
M-22 —

1000000
0100000
0010000
0010000
0001000
0000100
0000100
0000010
0000001

Y4=(|32T @PZT)H4(QZT ®Q;)AI_22X4

Q; ®Q; =

[eNeoNoNoNoNoNaoNel o

[cNoNeNoNo Nl SNyl

[elolololoNaol el

coroo ook
|
| |
p—\;_\b—\,l_\b—\b—"—"—"—‘
|
Po9roor oo

ocORmOo0oO09o0o

PrRPRPRPOODOQOoOOo

POOoooQoo

(11.39)

Ha=diag ([Ho,Ho—Hy,Hi,Ho—Hz Ho—Hi—Hz+Hs Hi—Hs, Hz, Ha— H,, H, ).

Xa=[Xs Xz Xi Xo Z*Xs Z*X: z“‘xlT.

Z : I’opérateur de la transformation en Z.

H; : représentent les sous filtres (contenant les coefficients h k + ).
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On peut représenter I’algorithme dans le domaine discret par la forme matricielle suivante :

_XLk+3
Yik+3 A2
XLk+1
i = (Py ®P) (P, ® PN, My i sl 1Q) ©Q) )AL o [ %,
yLk XLk—l
XLk—Z
_XLk—3_

PourL=4,k=0,1,2,... (k=0,..., N-1, N : représente le nombre de taps).

Pour k =0, 12
Y2
Y1

Yo

= (P} ®Py (P, ®P,).I0, b h, 1,1 1(Q) ®Q))A; 5 | X

. Y3 hy b h, h, 000

N X

Qui donne : v, | lohhhhool™
= X

Y, 00hyh h,h 0|

Yo| [000h hhh |

Avec : X1, X2, X3 Séquence d’entrée avec retard.

(11.40)

(11.41)

Dans I’exemple précédent, on voie que I’algorithme donne une fonction de filtrage qui représente

la fonction de transfert (dans le cas de N = 4-taps).

11.12. Simulation de la structure de Parhi issue de la (ISC) pour différentes méthodes de

synthése des RIF

La simulation se fait selon les étapes suivantes:

1) Entrée des spécifications du filtre a synthétiser.

2) Synthese par différentes méthodes (fenétre, Remez, moindre carré...)
3) Extraction des coefficients du filtre RIF.

4) Test de I’algorithme de filtrage (1SC) avec les coefficients obtenus (fonction de filtrage).
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5) Implémentation de I’algorithme de filtrage sur la structure VLSI selon la technique de Parhi
(exemple L = 4).

6) Filtrage d’une sinusoide pour différentes fréquences d’entrée.

7) Détermination de la réponse fréquentielle du filtre simule.

x (4kct3) g P — ¥ 4k3)

X dhetZ)

x (it} — ¥ (4k+2)

=] HOIEZ g \
P xcaicd oo — : q /\/ ; \
] \

- Fldlet1)

Sinusoide pour i 3 ] Sinusoide filtré
différente fréquence e 1w
d’entrée — La réponse fréquentielle

Structure de Parhi pour L = 4.

Fig.11.8. Simulation de la structure de Parhi issue de la (ISC)

a) Cas d’un filtre passe-bas

Considérons un filtre RIF passe bas de fréquences caractéristiques :
f; = 1000Hz : fréquence de coupure.

f, = 1300Hz : limite de la bande atténué.

fo = 4000Hz : fréquence d’échantillonnage.

En utilisant les coefficients de la réponse impulsionnelle du filtre RIF passe-bas obtenues par la
méthode de Remez (tableau.ll.1), nous avons implémenté sur Matlab 7.1 (SIMULINK) la
structure de Parhi pourL=4etN =24,

La figure 11.10 illustre les résultats de simulation en représentant la réponse du filtre a la
sinusoide d’entrée pour les fréquences : f = 100, 600, 900, 990, 1000, 1060, 1100, 1200, 1250,
1300, 1400, 1800 Hz.
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Les coefficient h;

Méthode de i

synthese R A
I N WA S R S T T T N

ho=-0.0130, h; =-0.03278, h,=-0.0173, @ A N

h;=0.0241, h,=0.0113, hs=-0.0382, 3 N
Remez he=-0.0026, h; = 0.0627, hg=-0.0207, o) O Y O

hy=-0.1132, h;o= 0.1101, hy; = 0.4828, g | o A

h12:0.4828, h13: OllOl, h14 :-0.1131, E 3 E E E E E E

h15:-0.0207, h]_e: 006278, h17:'0.0026, m i i i i i i i | i

h15=-0.0382, h15=0.0113, hzx = 0.0241, 000

hpy =-0.0173, h, =-0.0327, h, =-0.0130, L

Fréquence nomalisé (i radisample)

Tableau I1.1. Réponse impulsionnelle d’un filtre Fig.11.9. Reponse fréquentielle du filtre
passe-bas RIF par la méthode de Remez pour RIF synthétisé par la méthode de Remez
N = 24-taps.

Amplitude
Amplitude

sl

0 10 20 30 40 51 8 70 81 90 100 0 1 =2 31 40 s 6 70 8] 90100
Freguence dentrée (f= 100 Hz) (N échantillons) Frequence d'entrée (f = 500 Hz) (n échantillons)

(@) (b)

Amplitude
Amplitude

A

1 q i i i i I i i i
B0, @0 100 0 W 2 3 40 50 B0 70 B0 S0 100

10 20 30 40 a0 B0 70 3 ) ] i
Frequence d'ertree (f = 000 Hz) (N échantillons) Fréquence d'entrée (f = 930 Hz) (N échantillons)

©) (d)
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Amplitude

Amplitude

Amplitude
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0

-08
0 10 20 30 40 50 B0 70 SU/ a0 i 100
Fréguence d'entrée ( f = 1000 Hz)(n échantillons)
(e)
0.8 T T
oY S

10 20 30 40 a0 B0 70 g0 a0 100
Signal filtrer pour £ = 1100 Hz (N échantillons)

)

05

0.2
]

10 20 30 40 50 B0 70 a0 90 100
Signal fiitrer pour £ = 1250 Hz (n échantillons)

(i)

Amplitude

-0.8
0 10 20 30 40 50 B0 70 a0 90 100
Fréquence dentrée (f = 1060 Hz) (N €chantillons)
0s
0.4
03 i
0.2 :
@ H
z :
2 :
£ 01y AR IR I T J
E ; i
E i
0 i
IR [ S—
02 p---
03 I I I I 1 1 1 I I
0 10 20 30 40 a0 B0 70 g0 50 100
Signal filrer pour = 1200 Hz (N échantillons)
03
0.25
02
015
i}
E 0.1
g
= 0.05
0
-0.05
-0.1
015 i i i i i i i i i
0 10 20 30 40 a0 B0 7l
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1] a0 = 100
Signal filrer pour £ = 1300 Hz (N échantillons)

()



0T T T T T

Amplitaude

(=]

Amplitude

=]
o
m

&

Y R N

10 20 30 40 50 B0 70 80, &0 100 i I
Signal fitrer pour £ = 14001z~ (N échantillons) Signal filtrer pour £ = 1800 Hz (N échantillons)

(k)

1
o 1o 20 30 40 a0 60 70 a0 90 100

V)

Fig.11.10. Filtrage du signal sinusoidal pour un filtre RIF passe-bas implémenté sur la

structure de Parhiissue de la ISC avec L =4 et N = 24-taps.

Nous remarquons que I’algorithme de la courte convolution simule bien la fonction de filtrage

passe-bas et que la fréquence de coupure est de 1060 Hz conformément aux spécifications du

filtre synthétisé.

La synthese du filtre RIF par la méthode de Remez donne la réponse fréquentielle en amplitude

représentée sur la figure.ll.11et la réponse impulsionnelle donnée sur le tableau 11.2.

Méthode de
synthese

Les coefficient h;

Remez

ho=-0.0130, h;=-0.0327, h,=-0.0173,
h;=0.0241, h,=0.0113, hs=-0.0382,
he=-0.0026, h;=0.0627, hs=-0.0207,
hg=-0.1131, h4y=0.1101, hy; = 0.4828,
hlz :04828, h13: 01101, h14: -01131,
h15:-0.0207, h]_e: 00627, h17: '00026,
h18:'0.0382, h]_g = 00113, hzo = 00241,
h21:-0.0173,h22: -00327, h23 =-0.0130.

Tableau I1.2. Réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bas RIF par la méthode de Remez

pour N = 24-taps.

A partir de I’'amplitude du signale filtré, en représente la réponse fréquentielle de filtre RIF  4-

paralléle a 24-taps (figure.l1.11)
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Amplitude (dhb)

i : i
10° 10
Fréequence (Hz)

Fig.11.11. Réponse fréquentielle du filtre RIF implémenté sur la structure
de Parhi pour L = 4, N = 24-taps (Méthode de Remez, feoupure = 1050 Hz).

La synthése du filtre RIF par la méthode des moindres carrées donne la réponse impulsionnelle

sur le tableau.ll.3. et la réponse fréquentielle implémenté sur donnée de la figure.11.12 et

Méthode de synthese Les coefficient h;

ho=0.0012, h;=-0.0078, h,=-0.0087,
h,= 0.0154, h,=0.0117, hs=-0.0314,
he=-0.0079, h;=0.05918, hg=-0.0129,
Moindres carrées hg=-0.1139, hy;o= 0.1024, h;;=0.4879,
h1,=0.48793, hj3= 0.10242, hy4=-0.1139,
h15:-0.0129, h16=0.0591, h17:'0.0079,
h18=-0.0314, h]_g: 00117, h20: 00154,
h21:'0.0087, h22:'0.0078, h23: 0.0012.

Tableau I1.3. Réponse impulsionnelle d’un filtre passe bas RIF par la méthode des
moindres carrées pour N = 24-taps.

Arnplitude (db)

a0 H H HE L
10 10’ 10t
Freguence (Hz)

Fig.11.12. Réponse fréquentielle du filtre RIF 4-parallele & 24-taps implémenteé sur la
structure de Parhi (moindre carrées, feoupure = 1062 Hz)
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la technique de la courte convolution itérative et son
application pour le développement d’algorithmes rapides réalisant la fonction filtrage RIF. Nous
avons également simuler ces algorithmes de filtrage rapide pour examiner les performances de la
technique ISC. Dans le chapitre suivant, nous allons utiliser les structures systoliques pour
I’implémentation VVLSI des algorithmes rapides de filtrage RIF obtenus par la méthode ISC.
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Chapitre 111

Implémentation des filtres RIF sur les réseaux systoliques

Introduction
Dans ce chapitre, nous allons appliquer les réseaux systoliques pour développer des architectures

rapides dédiées a I’implémentation des filtres RIF représentés par la courte convolution itérative.

I11.1. Les réseaux systoliques

Un réseau systolique est un systeme composé d’un ensemble de cellules processeurs
interconnectées, chacune étant capable d’effectuer une certaine opération élémentaire. Ces
processeurs €lémentaires calculent et font transmettre d’une maniére rythmique les données
numériques a travers tout le réseau. Les structures systoliques présentent une simplicité et une
régularité de contr6le et de communication par rapport a d’autres structures complexes en termes
de conception et d’implémentation. Dans un systeme systolique, I’information s’écoule d’une
maniere pipeline entre les différentes cellules du réseau et la communication avec le monde
extérieur s’établit simplement au niveau des cellules situées a la frontiére du réseau systolique.
Seules ces derniéres cellules peuvent étre donc utilisées pour les entrées/sorties du systeme a
réaliser. Kung [51,52] a démontré que des cellules (PE) effectuant I’opération de base du produit
scalaire de deux vecteurs (y «——— Yy + A x B) peuvent étre localement connectées d’une fagon
linéaire afin de réaliser I’opération de filtrage RIF. De plus, il est établi que des réseaux
systoliques bidimensionnels, formés de la méme catégorie de cellules PE, peuvent étre construits
afin d’exécuter, avec une grande efficacité, toute I’arithmétique des matrices.

Le principe de base d’une architecture systolique est illustré sur la figure .I111.1 en remplagant un
simple processeur élémentaire (PE) par un réseau de PEs, ou cellules selon la terminologie
couramment utilisée, ainsi un débit en données plus élevées peut étre obtenu sans augmentation
de la capacité mémoire. Le role de la mémoire dans ce diagramme est similaire a celui du cceur
humain, elle pompe les données (au lieu du sang) a travers tout le réseau de cellules. Selon cette
approche, chaque ensemble de données qui sort de la mémoire sera efficacement utilisé par
chaque cellule rencontrée lors de son passage a la suite de son pompage d’une cellule a une autre
le long du réseau. Ce principe de fonctionnement est valable pour une large classe d’algorithmes
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présentant un nombre multiple d’opération a effectuer sur une séquence de données d’une
maniére répétitive [51,52,53,54].

Bien que la transmission de données soit synchrone au niveau algorithmique [51], une machine
implémentant un algorithme systolique peut fonctionner soit d’une maniére synchrone soit d’une
maniére asynchrone. La conception synchrone est souvent préférée pour des raisons de
simplicité. Le fait d’étre capable d’utiliser chaque ensemble de données d’entrée un certain
nombre de fois est justement un des avantages multiples de I’approche systolique. Les réseaux
systoliques sont devenus tres célébre pour leurs propriétés distingués d’interconnexion locale, et
de multitraitement hautement pipeline et synchrone. D’autres avantages, comme I|’extension
modulaire, les flots de données et de contr6le simples et réguliers, I’utilisation de cellules simples
et uniformes, I’élimination d’émission globale, et le temps de réponse rapide, sont aussi les

caractéristiques d’un systéme systolique.

Mémoire

5 millions d’opérations
par seconde au plus.

100 ns

U/

PE

(@) Processeur séquentiel

Meémoire

30 millions
d’opérations
possible

100 n

PE| PE| PE| PE| PE| PE

(b) Réseau systolique
Fig.111.1. Principe de base d'un systéeme systolique.
Toutefois, il subsiste encore un certain nombre de problémes sans solution liés a I’'usage des
réseaux systoliques. En premier lieu, les systémes systoliques demandent une synchronisation
globale du réseau (c'est-a-dire une distribution globale du signal horloge). Ce qui peut donner
naissance a des décalages d’horloge indésirables dans les implémentations de systemes VLSI
d’ordre élevé. En plus, les réseaux systoliques (parfaits) tendent a allouer les mémes unités de
temps a toutes les opérations de traitement. A titre d’exemple, dans les réseaux systoliques dédiés
a la convolution, un transfert de données local s’effectue pendant la méme période de temps

qu’une opération de multiplication/accumulation (c'est-a-dire une unité de temps compléte). Ce
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qui résulte certainement en une perte de temps inutile. L autre probléme est surtout lié a la
description d’un langage paralléle et la programmation des flots de données complexes.

Une liste de certains problémes pouvant étre résolus par I’approche systolique est donnée comme
suit [19,51, 55,56]:

1) Traitement du signal et de I’image.

- Le filtrage RIF et RII et la convolution unidimensionnelle.

- La convolution et la corrélation bidimensionnelle.

- La transformée de fourrier discréte.

- L’interpolation.

- Le filtrage médiane unidimensionnel.

2) Arithmétique des matrices.

- Multiplication d’une matrice par un vecteur.

- Produit de deux matrices.

- Triangularisation d’une matrice (solution de systemes linéaires, inversion matricielle).

- Solution de systémes lineaires triangulaires.

- Solution de systémes Toeplitz linéaires.

- Calculs des moindres carrées.

- Décomposition sur les valeurs singuliéres (méthode SVD).

- Problemes des valeurs propres.

I11.2. Principe des structures systoliques
Notre objectif consiste a obtenir des architectures systoliques simples et rapides dédiées aux
filtres RIF en adoptant la représentation matricielle, il est donc indispensable d’étudier d’abord

I’implémentation du produit de deux matrices sur un réseau systolique [19,20,53,57,58].

Plusieurs algorithmes réalisant une telle implémentation ont été proposés par Kung [34]. Nous

utiliserons dans ce travail I’algorithme proposé par Kung qui exige moins de temps de calcul.

Pour illustrer le principe de cet algorithme, nous considérons I’exemple du produit de deux

matrices carrées (2 x 2). Soit A x B = C la matrice produit.

A:|:a11 a12:|’ B:|:bll b12:|’ C:|:Cll C12:|.
aZl a22 bZl bZZ C21 C22
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La figure.lll.2.a décrit une version systolique de I’algorithme et le flot de données dans cette
structure. Le calcul des éléments de la matrice C est décomposé en taches élémentaires effectuées
par des cellules de base dont le principe de fonctionnement est donnée a la figure.lll.2.b Chaque
cellule possede trois registres : deux destinés a stocker les entrées aj; et b et le troisieme est
destiné a stocker le résultat cjj. Le contenu initial des registres est zéro. A chaque étape de calcul

les cellules du réseau sont activées simultanément.

A la premiére étape de fonctionnement du réseau, seules les données présentes aux entrées de la
cellule cq; sont différentes de zéro (as; et byg) (figure.l11.2.b). Ainsi, uniquement le produit calculé
par cette cellule (a;1b1;), différent de zéro, est mémorisé au niveau local. Ensuite, la donnée aj;
présente a I’entrée horizontale est transmise a la cellule horizontale immédiatement voisine, et la

donnée by, présente a I’entrée verticale est transmise a la cellule verticale immédiatement voisine.

Pendant la seconde étape, les données présentes aux entrées du réseau sont : aip, azi, by et by
(figure.lll.2.c). Le produit formé par la cellule ¢1; (ai2 b21) est accumulé au produit précédent. Le
premier élément cy; de la matrice produit C, alors obtenu, est mémorisé dans la cellule ci;.
Au niveau de la cellule ciz, le produit calculé aiibi, est mémorisé. A la cellule ¢z, le premier
terme formé axbi; est mémorisé. Les données présentes aux entrées des cellules sont ensuite

transmises aux cellules voisines selon le principe décrit.

A la troisieme étape, les données présentes aux entrées du réseau sont : ay; et by,. Les éléments
C12 et Cy sont obtenus selon la méme procédure et ces données sont transmises a la derniére

cellule.
Enfin durant la derniére étape, on obtient I’élément c22 de la méme maniere.

Si chaque étapes de calcul ou unité de temps comporte une multiplication et une addition, elle
prend donc (m + I) cycles d’horloge pour s’exécuter (m et | étant le nombre de cycles d’horloge

pour exécuter une multiplication et une addition respectivement)

Le nombre d’étapes de calcul nécessaire pour effectuer le produit de deux matrices carrées A et
B de dimensions (N x N), sur un réseau systolique de dimension (N x N), estde (2N-1) + (N-1) =

3N-2 étapes.
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Le terme 2N-1 de I’équation est le nombre d’étapes nécessaire pour alimenter le réseau avec les
éléments des deux matrices et le terme N-1 est le nombre d’étapes supplémentaire pour la
propagation des données a travers toutes les cellules du réseau (voir tableau.lll.1).

Le nombre total d’étapes de calcul nécessaire pour effectuer la multiplication d’une matrice
carrée A (N x N) par une matrice colonne X (N x 1), sur un réseau systolique (N x N), est de 2N-1
étapes. La version systolique de cet algorithme est représentée sur la figure.lll.3. Ce réseau ne
fonctionne pas selon le méme principe que celui de la figure.lll.2. Dans ce cas, les éléments de la
matrice A sont enregistrés dans les cellules du réseau et les éléments du vecteur X sont introduit a
I’entrée du réseau.

Cette derniere structure réalisant le produit d’une matrice carrée par un vecteur sera adoptée pour

la réalisation des filtres RIF.

a2l b1 1+a22021'
() Troisieme etape du
calcul matriciel

a2l hi2?
(b) Cellule de base pour le calcul du
produit de deux éléments

Fig.ini.c. ouucwi e systolique du produit de 2 matrices carreées.

(a) Flot de données

(c) Seconde étape du calcul matriciel

Etape Entrées Sorties
1 an b11
2 ar a1 | br b21 Cu
3 ax b22 C12 Cz
4 C

Temps d’exécution = 4 unités de temps (étapes de calcul)

Tableau.ll1.1. Activité des entrées/sorties du réseau systolique de la figure.l11.2.

m v = alj.x s ¥ = staij.x

I=X

Z=x
(a) Réseau systolique (b) Cellule de base i une entrée (c) Cellule de hase a2 entrées

Fig.111.3. Structure systolique du produit d’une matrice carrée par un vecteur Y = AX.
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Tableau.ll1.2. Activité des entrées/sorties du réseau systolique de la figure.l11.3.

111.3. L’architecture systolique du type cylindrique [20,53,58,59,60]

Une architecture cylindrique est formée par un réseau de processeurs ou cellules élémentaires
placés sur la surface d’un cylindre d’une maniére réguliére. Ces cellules élémentaires jouent le
méme rble que celle utilisées dans les réseaux systoliques conventionnels de la section

précédente. Nous allons utiliser cette architecture cylindrique pour réaliser les filtres RIF.

Etape Entrées Sorties
1 x1
2 X2 yl
3 y2

Temps d’exécution = 3 unités de temps (étapes de calcul)

111.3.1. Principe des structures cylindriques [12,20]

L’exemple du produit de deux matrices de la section I11.2 est repris pour illustrer le principe du
calcul matriciel a I’aide d’un réseau cylindrique associé au produit de deux matrice (2 x 2) et son

flot de données(figure.lll.4). Les activités du réseau cylindrique sont résumées dans le

tableau.l11.3.
h21 al2 322 w22
hil all 312 a2l
J b2i a2l
el 22
& c22=c22+b12.012
a2,
A B12
Fig.l11.4. Structure cylindrique du produit de deux matrices (2x2).
Etape Entrées sorties
1 an an b11 b1o
2 di dz2 D22 D22 Cu1 C22
3 Ca C12

Tableau.ll1.3. Activité des entrées/sorties du réseau cylindrique de la figure.ll1.4.
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Le nombre total d’étapes nécessaire pour déterminer tous les éléments du produit matriciel
C = A x B, (A et B sont des matrices (N x N)), dans un réseau cylindrique de dimension (N x N)
est de N + (N - 1) = 2N - 1 étapes. Le produit d’une matrice carrée (N x N) par une matrice
colonne (N x 1) nécessite N étapes pour calculer tous les éléments sur un réseau cylindrique (N x
N).

On remarque donc que les réseaux cylindriques sont plus rapides que les réseaux systoliques de

Kung pour le méme nombre de cellules.

111.3. 2. Principe des structures toriques [12,58]

Le nombre total d’étapes de calcul nécessaire pour effectuer la multiplication d’une matrice
carrée A (N x N) par une matrice colonne X (N x 1), sur un réseau systolique du type torique (N x
N), est de N étapes de calcul. La version torique de cet algorithme est représentée sur la
figure.ll1.5. Ce réseau ne fonctionne pas selon le méme principe que celui de la figure.lll.4. Dans
ce cas, les éléments de la matrice A sont enregistrés dans les cellule du réseau et les éléments du
vecteur X sont introduit & I’entrée du réseau. Les éléments du vecteur Y = A x X sont obtenus en

méme temps sur les sorties transversals des cellules de sortie & la derniere étape.

x2 0 xe ¥e

?
ys=yet a.xe

y ¥,
‘a{ xs=xe
. y2 vl
Figure.l11.5. Structure torique au proauit ae aeux matrices (2 x 2).

Etape Entrées Sorties
1 X1 X2
2 Y2 Y1

Temps d'exécution = 2 unités de temps

Tableau.ll1.4. Activité des entrées/sorties du réseau torique de la figure 3.5.

111.4. Application des architectures systoliques pour la réalisation des filtres numériques
RIF
Les réseaux de processeurs paralleles ont recu une grande attention dans le domaine du traitement

numérique du signal ces dernieres années [8,9,10,11,12,17,21,22,23]. Leurs caractéristiques de

82

This PDF was created using Adolix PDF Converter PRO. Register to remove this watermark!



grande vitesse, de régularité et de modularité les rendent tres adaptées pour la plupart des
algorithmes de traitement numérique du signal. En particulier, les réseaux de processeurs pouvant
exploiter réellement les possibilités de la technologie VLSI constituent une solution aux
exigences de traitement numérique en temps réel.

L'objectif de cette section consiste a adapter des architectures systoliques a I’implémentation des
filtres numériques RIF représentés par une convolution rapide qui nécessite des calculs
matriciels. Les architectures systoliques ont été particulierement appliquées aux filtres non
récursifs RIF [10,22,51,52,63,64,67].

I111.4.1. Principes des structures systoliques dédiées au produit matrice/vecteur [60,61,62]
Nous avons vu, qu'une architecture systolique est définie comme un réseau de cellules
(processeur) élémentaires interconnectées entre elles. Une cellule élémentaire peut réaliser des
simples opérations telles que la multiplication, I'addition et la mémorisation.

Plusieurs algorithmes réalisant I'implémentation du produit de deux matrices ont été proposeés par
Kung [51,63,68]. Nous utiliserons dans ce travail I'architecture systolique de Kung qui exige
moins de temps de calcul.

Il 'y a beaucoup dalgorithmes séquentiels pour calculer un produit de matrice, comme
I'algorithme standard de multiplication, I'algorithme de Winograd, et les algorithmes de Strassen
[59].

Le calcul direct du produit de deux matrices par la multiplication standard se fait selon la

formule:
n
C, =C; +Zaikbkj Pouri >1,j <n (n.1)
=1

Nous considérons I’exemple, utile & la réalisation des filtres numérique RIF sous forme de

produit matricielle, du produit d’une matrice A carrée (2 x 2) par un vecteur X. soit Y = A.X le

A:{au 2y, } X:{Xl] Y:{yl}_
Ay Ay X, Y,

Les filtres non récursifs, étant caractérisés par une matrice carrée formée des coefficients fixes

vecteur produit, avec :

qui doivent étre enregistrés dans les mémoires des cellules du réseau systolique.
La figure.ll1.6 décrit une version systolique de I’algorithme de calcul du produit d’une matrice A

carrée (2 x 2) par un vecteur X et le flot de données correspondant. Les éléments a;; de la matrice
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A sont chargés dans les cellules du réseau. Le calcul des éléments du vecteur Y est décomposé en
taches élémentaires effectuées par des cellules dont le principe de fonctionnement est donné a la
figure.ll1.6.b.

Chaque cellule multiplie la donnée présente a I’entrée verticale par le scalaire stocké dans son
registre interne. Ce produit est accumulé a la donnée présente a I’entrée horizontale puis le
résultat est transmis horizontalement a la cellule suivante. La donnée présente a I’entrée verticale
est transmise verticalement sans modification a la cellule voisine.

La figure.ll1.6.c illustre le fonctionnement du réseau a la fin de la premiére étape de calcul.

La figure.ll1.6.d illustre le fonctionnement du réseau a la fin de la seconde étape de calcul,
I’élément y; est déterminé. A la derniere étape I’élément y, est obtenu. Le tableau.lll.5. résume
les activités des entrées/sorties du réseau systolique et le nombre d’étapes nécessaire pour obtenir
tous les éléments du vecteur produit Y.

En général, le nombre total d’étapes de calcul nécessaire pour effectuer la multiplication d’une
matrice carrée A (N x N) par une matrice colonne X (N x N), sur un réseau systolique (N x N), est
de 2N-1 étapes.

Cette derniére structure réalisant le produit d’une matrice carrée par un vecteur sera adoptée pour

I’implémentation des filtres numérique RIF.

lo lXZ

(e) Derniére étape de calcul

! oo

0 X2
; _>
O_> 1“ af " yo—> i [—>Y = Yot X
00— an > Ao —> yZ l
' ' o
(@) Réseau systolique (b) Cellule de base
0 Xy | 0 0 | 0 0
| |
| | b | ! !
l ayXe l | aXitapXy|
0—> ay > a;, —»0 :O_’ an > ap, — V1 :O_’ ay M a, —> Y1
X1 0 : 0 X X : a21X1+azXz
21X1
0—> an > ax _’O:O_’ an > ax »0 :O_’ an > ax > Y2
|
|
|
|
|

(c) Premiére étape de calcul (d) Seconde étape de calcul

Fig.111.6. Structure systolique du produit d’une matrice carrée par un vecteur Y=AX.
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Etape Entrées Sortie
1 X1
2 X2 Y1
3 Y2

Tableau.ll1.5. Activité des entrées/sorties du réseau systolique de la figure.l11.6.

111.4.2. Structure systolique directe des filtres numériques RIF représentés par une
convolution ordinaire

Dans cette section, nous allons présenter la structure systolique pour la mise en ceuvre des filtres
RIF avec les améliorations en terme d’implémentation et la simplicité durant I’utilisation de
I’architecture par rapport a I’architecture VLSI de Parhi.

Un filtre RIF peut étre décrit par la forme matricielle Y,n.1= C, X, avec C,, de dimension (2n-
1 x n), apreés transformation par les algorithmes de Cook-Toom ou Winograd on obtient la forme
suivante: Y .= C. X, avec C_ de dimension (L x L) [1, 4, 45,46].

Y, =C X, (1n.2)
Yn % 8y &3 Ay || X,
You |_| 82 82 83 8y || Xyg (n1.3)

Yoo Ay Qg Qg3 Ay || X,
Yns Ay 8y Qu3 Gy || X3

Ainsi, I’opération de filtrage réalisée par un filtre RIF est équivalente au produit d’une matrice
carrée (L x L) par un vecteur colonne (L x 1). L’utilisation du réseau systolique de la figure.ll1.6
calculant le produit d’une matrice par un vecteur permet la mise en ceuvre directe du filtre non

récursif. Les cellules élémentaires doivent étre chargées initialement par la séquence suivante :

8y 8 &3 Ay
a21 aZZ a23 a24

aSl a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

Pour que le réseau systolique fonctionne selon I’algorithme de filtrage RIF. Des cellules a;; sont
chargées par les €léments de la matrice C.. Dans ce type de structures, les entrées du réseau sont
utilisées pour charger le signal d’entrée du filtre pour produire le signal de sortie du réseau. La
figure.l11.7 décrit le principe de fonctionnement de la cellule de base et son implémentation
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VLSI. La cellule calcule le produit du coefficient stocké dans sa mémoire avec son entrée
verticale et I’accumule a son entrée horizontale.

Le nombre d’étapes de calcul nécessaires pour obtenir un échantillon y(n) a la sortie d’un filtre
RIF (4 x 4) sur un réseau systolique de dimension (L x L) est de 2L-1 a I’initialisation du réseau
(Calcul du premier échantillon de sortie) et de L étapes pour le reste du fonctionnement du réseau
(Calcul des échantillons suivants).

111.4.3. Construction de la cellule élémentaire du réseau systolique

Chaque cellule du réseau systolique est construite a partir d’un multiplieur/additionneur, un
registre a décalage, et un flip-flop du type D. le multiplieur/additionneur assure le calcul, Ys =
Ye + aij Xe, le registre a décalage permet la mémorisation du coefficient aj;, alors que le flip-flop D
permet la transmission de I’entrée verticale de la cellule vers sa sortie verticale avec un retard

d’une unité de temps xs= Xe(figure.111.7).

Xe

A 4
Multiplieur/Additionneur > Ys
T yS: Yet Qijj Xe
Xs = X¢(retard d’une
Registre & Décalage unite de temps)
Pour le Coefficient aj;

y

Ye

Flip-
Flop D

v

Xs

(@) Construction de la cellule du réseau systolique.

Fig .111.7. Construction et fonctionnement des cellules du réseau systolique.
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La figure.Il1.8 représente le réseau systolique d’un filtre RIF a 4-taps a partir de la convolution

ordinaire et le fonctionnement de cellule.

X X3
2 1
~ 0 8 !
Xo 0 0 0 E
0—> ay P A P A P ay > Y3 E Xe
v v v v E l Ys = Ye + @jjXe
00— a1 » doo > ax P Ay —» Y2 ! Vel a
* * * * E ! ¥s Xs = Xe (Retard d’une
0— ay > ag > ag > > Y1 l nité de temps)
¥ * ¥ ¥ | Xs
00— aa1 P s > as3 > ay — Yo ,
(@) (b)

Fig.111.8. (@) Réseau systolique d’un filtre RIF 4-paralléle type Kung a partir de la
convolution ordinaire, (b) Fonctionnement de la cellule élémentaire.

La figure.l11.9 illustre le prirgcipe de fonctionnement du réseau systolique de la figure.111.8.

0 : .
0 Xl

SRS S S
G B R B
S B B, B, S

0 0 (a) Etapel x.
0 ang a1 ay ¥ a. [—» 0
a1 Xotae X1
X1
oL} 0

(b) Etape2
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0
X3

i a1 XotapXy
+ag3X2
0 an aiz as [P aw 0
X
aXgtagXy 2
— o[ o 0
X1
a31X0
0 as1 a2 az3 —> azq O
Xo
y
o[ a ] o

(c) Etape3

0 0 0

l a1 XgtagaXy
+313X2+314X3
0 an a2 ay [—»

a1Xota2X1 X,

S B B o N U

A41Xo
OH@—. o [ e > 0

(d) Etape 4
a1XgtaznXy
+azsXotanXs
{j—»i E@—»EZa v
331X0+332X1
S, S W o v I
a1 XgtayXy ,Xz
o—ut— [ f—[i]o
(e) Etape 5
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0 an a2 a3 aig y3
v
) o I Iy W
az1XgtazXy
+ag3XptasXs
O az1 az2 g [——» aza y]_
AnXotagXy x,

v tassXo
o—af—— e )0

(F) Etape 6

0

oLl e v
—o e ——
g1 XotagoX1

A 4 +ay3XotaysXs
0o o —— ] o ——[ > y0

(g) Etape 7

Fig.111.9. Principe de fonctionnement du réseau systolique de type Kung.

I11.5. Estimation du temps d’exécution des calculs sur réseau systolique directe de type
Kung (pour un filtre a 4-taps)

Si chaque étapes de calcul ou unité de temps comporte une multiplication et une addition, elle
prend donc (m + I) cycles d’horloge pour s’exécuter (m et | étant le nombre de cycles d’horloge

pour exécuter une multiplication et une addition respectivement).

- Pour la figure.111.8. le temps d’exécution est : ta.taps-direct = 7(M + 1)

- Pour le cas de N-taps le temps d’exécution est : tn-taps = (2N-1)(m + 1)
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PROGRAM
MEMORY

M

Fig.111.10. Estimation du temps d’exécution des calculs sur réseau systolique type Kung

111.6. Implémentation directe du filtre RIF sur un réseau type cylindrique a partir de la

convolution ordinaire Xit X1o Xo Xg
X7 Xg X5 X4
X3 X2 X1 Xo

e b N PN N

| Hu | ‘ Haz | ‘ Hzz ‘ Hay J

| Hxn | Hzz | ‘ Hiz ‘ ‘ Hay
|
I~—i ~—7—
Hy I ‘ Hza | ‘ Hzz ‘ ‘ His l
by ¥1 ¥a

Fig. 111.11. Implémentation d’un filtre RIF 4-parallele sur un réseau systolique de type

cylindrique.
Xe Xe
ye ¢ ye ¢
Hj; Hjj
l Vs Ys
Xs
Ys=VYe + Hij-xe {y's: Ye + Hij-xe

Xs = Xe( retard d’une unité)

Fig. 111.12. Fonctionnement des cellules du réseau systolique de la figure.l11.22.
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La figure.l11.13. illustre le principe de fonctionnement du réseau systolique de type cylindrique.

X11 X10 Xg Xg
X7 Xs X5 X4
N N N N
H H H
1 |p Ha, \Hfi B | 24 .
x5 X \ x; x5
Hy | H;, Hy H,
V _‘3
Y v ‘P \‘ Y
Hy Hy, H; Hy,
v N\
IL v A A
Hy H;, Hy H,
0 0 U \0
(a) étape 1
X15 X14 X13 X12
X11 X10 X9 Xs
'~ | N
Hy; Hyper Hy, g Hy |y Hy | ae
......... e B e SRS e e
Hm +I£:§‘3 le +Hypxy H43 +Hi§°1 HM I;LJHS;‘: x0
A 4 k2 \A R | a xni
Hay Hy, Hj; Hy,
B W
‘L v A 4
Hy H;, Hy H,
0. 0 0. 0
(a) étape 2
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X23 X22 Xo1 X20

X19 X18 X17 X16
X5 X14 X13 X12
'~ L ~_| |
Hl 1 Hypxyy H32 Hypoyy H33 H,yz, H24 Hat
*n X3 Ny x,
Hypxq H, H,x,
H, et 5454
H2 1 +Hyxq H 12 +Il'1f:;n H43 ‘*‘IJ'L 3); H3 4 +Hyp,
Yy i J \ X5 e x4P
— . — —Hgﬁ J U — m PPN f paeio0n SaaET6E R
5! +Hgx H +H, a i H, i
31 U 17 13 H, 44 +Hm
+ Hypxy 2 + Hyr, +Hlf;2 +Hyn,
*s IL *2 ¥y “u oy
Hy Hy, Hy H,
0 0 0 0
(c) étape 3
X23 X22 Xo1 Xo0
X19 X18 X7 X16
1] \ 0 v l 0 l
Hy Hoed Hy | v | Hag Hexo| Haa Haa
ﬁ X1L: \ X3 X5
oy Hiaxas 210 HiXo
| Hzl +Hx7 H] 2 +H;§x5 H-‘-B +HH:><5 H3 4 +H34§4
Xy g TS % ow XP
H Hasxe +Hso H ety H Fhaxs
g1 |rwe | Hp | 1hae 13| shme w | e
i \_ + HuaXo
<3 . 5 ¥
Hy H;, Hy Hy,
Heoxe o X 2
+H43§1 +'|-—h|34§0 +:21X3 +:M:i\
1, 1 + HoXe haX1
he Yo S Vi + s Vs il

(d) étape 4

Fig.111.13. Principe de fonctionnement du réseau systolique de type cylindrique.
Le temps d’exécution pour un réseau systolique de type cylindrique est (figure.ll1.11):
tey =4 (m+1) (111.15)

- a I’initialisation du réseau le temps de calcul est : tcyi=4 (m + 1)
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- Pour L = N.taps le temps d’exécution est : tcyi= L(m + 1)
- Pour le fonctionnement permanent une seule étape de calcul : tcyi= (m + 1)
Le temps d’exécution sur réseau systolique type Kung et cylindrique a partir d’une convolution

ordinaire est donné sur le tableau.lll.6 :

L N-taps type Kung (tkung) type Cylindrique (tcy)
4 4 7(m+1) 4(m+1)
6 6 11(m+1) 6(m+1)
8 8 15(m +1) 8(m+1)
12 12 23(m + 1) 12(m+1)
16 16 31(m+1) 16(m+1)
18 18 35(m+1) 18(m +1)
24 24 47(m + 1) 24(m + 1)
36 36 71(m+1) 36(m+1)
48 48 95(m +1) 48(m +1)
54 54 107(m +1) 54(m + 1)
72 72 143(m + 1) 72(m+1)

Tableau.ll1.6. Le temps d’exécution pour différents types des réseaux systoliques (cas de L
= N) pour I'implémentation direct d’un filtre RIF L-parallele & N-taps a partir d’une
convolution ordinaire.

I11.7. Implémentation du filtre RIF représenté par la courte convolution itérative sur
I’architecture systolique type Kung
Nous considérons l'architecture d’un filtre RIF 4-paralléle a 4-taps, Les convolutions 4 x4 (L =
4) peuvent étre décomposées en deux courtes convolutions 2 x 2 selon I’équation:

Y= (PT20PT).Hy 22. (Q®QT5). ATy 22X, (111.4)
La matrice AT4_22 est utilisée pour arranger les entrées.
La matrice Ha 2 définit les sous filtres (qui contient les coefficients du filtre).
PT,, Q",: sont les matrice de pré addition et post addition, respectivement.
Y4, X4: soOnt deux séquence de sortie et d’entrée, respectivement.

1 10 110

P = Q=lo-10
folo-11) e |
011
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ére

17" étape:

X4:[X3 X2 X X9 X3z

A4_22.X4:[x3 X, X X X ZU%X 2% Z7X, z*‘xJT,qui donne 9 éléments partages en

sous vecteur: X; =[x X, x|, X,=[% % z“‘xSJT, X,=[2"% 7% 77|

-4

- —4}T
27 X1z )

Calcul du produit AT4_22.X4 pour arranger les entrées.

Ay 0=

1000000 |

On pose D = Z*(Z : Opérateur de transformée en Z, D : élément de retard)

éme ¢

2" étape:

Nous pouvons écrire l'algorithme (111.4) comme suivant :
[ysyal" = PT2.H'1.QT2. (X3 + Xz) - PT2.H'2.Q"2. X
[y1 Yo" = PT2.H2.Q"5. Xz + PToH'3.Q . (X1 + X))

Avec X3=[x3 X2 X1]T,

Xo=[x1 %o z%a]",

Xi=[2%: 7%

0100000
0010000
0010000
0001000 |.
0000100
0000100
0000010
0000001

71"

H, 0 O H,-H, 0 0 H, 0 0
H),=| 0 H,-H, 0 | ,H,=| 0H,-H,-H,+H, 0 |et H,=| 0 H,-H, 0
0 0 H, 0 0 H,-H, 0 0 H,
L’algorithme final représentant le filtre RIF:
JH, 0 071 107 x+x H,-H, © 01 10
( Y 110 0 3TN 110 0 2 X
“lo-11 0H,-H, 0 [|[1-10||x,+x%, |- 0-11 0 H,—H,-H,+H; 0 [|1-10|| x,
v2 Lo 0 H [0 11]]x 4z, 0 0 H,-H, |0 11|z
[H,-H, 0 071 10 H, 0 071 107 z%%+x
v, 1 10] ° 7 . 110) ° Lo
“lo-11 0 H—-H,—-H,+H; 0 ||1-10]| X, + 0-11 0H,-H; 0 |[1-10]| 27X, +X,
N L0 0 H,—H,; J[0 11]z*x3 0 0 Hy|[0 11 z%x +27,

3°™ étape:
L’évaluation de Y, exige le calcul de :
1) PTo.H'1.Q 5. (Xa+ Xo).

2) PT5.H'%.Q5. Xo.

3) PTz.H'g.QTz. (Xl + Xz).

Implémentation de l'algorithme Y, par I'architecture systolique.

3
(111.5)
(111.6)

(11.7)

(111.8)

L’implémentation directe de I’algorithme de filtrage des I’équations (111.7) et (111.8) par un réseau

systolique de type Kung est donnée par la figure.l11.14.
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+ © o
X
x
N
o

X1 +X3 0 0 0 0 0
4 A4 v 4 v Vv
o1 1 o¥ H 1Mo
v v A4 v v v
05 0 |1 [X 0¥ HoHi P11
v v v v v v
oxo {1 {1 o Popfs
0 Dxs
Xo 0
y

0
0
Xy 0 0 0 0 0 1 — Y2
v Yy v v \ A Y
0> 1 1 {0 HeH, 1 PO 1 > Vs
v v v v v L2
ol o {1 Bl o ~H>H0-H2-H1-H3.H>1 N
v v v v v v
0 0 1 1 H Hi-Hj ‘|+0 > 1
0 0 DX]_'(')'DXg |
x1+%)x3 XO+£DX2 0 0 0 0
A\ 4 \ A
0-»-1—»1—»0-H> H, 1 ™0 A4
12 v ¥ v {2 L > yl
0> 0 |1 [0 P HoH P11 g
v v v v ¥ 1L —> )0
om0 |11 o o Pl %
I

Fig. 111.14. Implémentation d’un filtre RIF 4-parallele sur un réseau systolique de type

Kung a partir de la courte convolution itérative.

X Xe Xe ¢Xe
¢ ¢ Y N
Ye—p a; > Ys Ye—pl H; | Vs Yep! 0 | V¥s e—Pp g
Ys= Ye + @jjXe Ys= Xe + Hij.Ye X s = Xe ( retard d’une unité) Xs= Xe + @jj.Ye
Xs = Xe( retard d’une unitg) Vs = Ye( retard d’une unité)
Ye Xe
» v
X, Y
Ys= Xe + @jj.Ye X s = Xe ( retard d’une unité)

Fig. 111.15. Fonctionnement des cellules du réseau systolique de la figure.ll1.14.
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Le principe de fonctionnement de I’architecture systolique de la figure.lll.14 est donnée sur a
figure.ll1.16.

Pour simplifier le principe de fonctionnement de I’architecture systolique de type Kung, on
pose Xo=X1, X1=Xg, Xo0=D X3z, Xzg=X1+Xz, Xa=Xg+ Xo, Xg=X1+ D X3, Xg=X1+ D X3,
X7=Xo+ D Xy, Xg =D X1 + DXx3

et hl = Ho-Hz, h2 = Ho- Hl- H2+ H3, h3 = Hl- H3, h4 = Ho, h5 = Ho- Hl, hé = Hl, h7 = Hz,
h8 = Hz-Hg, h9 = H3.0

0 0 X,
0 Xy 0

vy V¥
0—P|l|—>|l|—->|0
Xo

0 0
v
h1
vy Y v 3 Yy v Xy
h2 -
0
v
h3

vy
{1 o ]
7 ¥
{1 |

<o

3

oL b oo o

0 (a) etape 1 o 0
0 0 ' 0 0 X5
XstX4'y

¥ *E v Y v Y Y
KR N EC S R BTN e Y e
I o Y ¥y 4 vy ¥

|_,|1|__>-1 io->|0|—>|-1|——>|0|——>| hg |—>|1|—->'?
v

R T R
0 . 0 0 L
3 *x6+x7)$ 3 Y 3 I L,o
0->| 1 1 0 h7 |—>-| 1 |->| 0 |§ 5 0
Yo YN ¥y 3 y v Y
0->-| 0 |—>| 1 I——>| 0 MJ—» 10 1 —> o
X 0 E v
A v ) A Y A ! . 0
0—>|0|—>|1H1|——>| h9 I—->|0|—>|1|: 1 >
(b) étape 2
96

This PDF was created using Adolix PDF Converter PRO. Register to remove this watermark!



Pov bead v 84 4 Gwead g
o»[i oo o o3 fs o Jofa b oo e o3 Jof 0]
Xy | I A T RV S !
Dol Pl bl el b B L
y vxl y v \ 4 v: 4 wXA v v \ 4 v
oo 3L oL o o[l Pl o w o[

(c) étape 3

0 0 X 0 0 0
¥ h1(Xe+X1)¥ ¥ h4(Xa+X4)§

EETEE |—+Io|0+| oK H S M1|—+|E|
] N RNy e e
I__,|

0 ) 1

¥ h7(Xe+X7)¥

v
0->|Y|—>|1HiH o 1

0

\4
N

1

Xg v
P s e )
y 3 Y \ 4 E Y

(o L0 e o] Snnd

(d) étape 4
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0 o A 0
I Vs § v

N H{HIEIEMEH{HW
P ] oo Jofa oo

0 1 -
0 0

oy vy Lo
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0] étape 9

Fig. 111.16. Principe de fonctionnement de I’architecture systolique de type Kung a partir de
la courte convolution itérative

Le temps d’exécution de la figure.ll1.14 est 9 étapes de calcul (unité de temps).
Une unité de temps = (I + m), | et m étant le nombre de cycles d’horloge pour exécuter une

multiplication et une addition respectivement.

Le temps d’exécution pour un réseau systolique de type Kung (cas de L = N) pour

I’implémentation d’un filtre RIF a partir d’une ISC est donné sur le tableau.ll1.7.
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L Ntaps Type Kung (tkung)
4 4 9(m +1)
6 6 10(m +1)
8 8 11(m+1)
12 12 13(m+1)
16 16 15(m +1)
18 18 16(m +1)
24 24 19(m + 1)
36 36 25(m + 1)
48 48 31(m+1)
54 54 34(m+1)
72 72 43(m+1)

Tableau.ll1.7. Le temps d’exécution pour un réseau systolique de type Kung (cas de L = N)
pour I'implémentation d’un filtre RIF a partir d’une ISC

111.8. Implémentation du filtre RIF 4-taps et 4-parallele représenter par I1SC sur réseau
systolique de type cylindrique

Xt XotDxy DXutDXe
D Dx7+DxXs

X4t+Xg Xs+DX7
0 Xot Dxz o X1+DxX3 DxatD x;

1 1 1
|
v v
-1 1
Y
Y3 Y1
Fig. 111.17. Implémentation d’un filtre RIF 4-parallele sur un réseau systolique de type
cylindrique.
X Xe
e Xe Xe
Ye ¢ Ye Ye \ Ye
y
x} s v Ys % Ys
Ys= Ye + @ijj.Xe Y= Xe + ho.Ye {yS: Ye + aijjXe Xs = Xe( retard d’une unité)
Xs = Xe( retard d’une unitg) { Ys = Ve( retard d’une unité)

Fig. 111.18. Fonctionnement des cellules du réseau systolique de type cylindrique.
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Le Principe de fonctionnement de réseau systolique de type cylindrique a partir de la courte

convolution itérative et donné par la Figure.l11.19.

X4+Dx7

0 X5+X7

(b) étape 2
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(b) étape 3

(c) étape 4
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(f) étape 6
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(g) étape 7
Fig. 111.19. Principe de fonctionnement de réseau systolique de type cylindrique a partir de
la courte convolution itérative.

- Le temps d’éxecution (type cylindrique) Pour 4-Ntaps :
ter =7 (M+1)
- A I’initialisation du réseau le temps de calcul : tey; = 7(m + 1)
Pour L = N-taps : taapscy = 7(M + 1)

- Pour fonctionnement permanent une seul étape de calcul: tey = (m + 1)

Le temps d’exécution pour un réseau de type cylindrique est donnée sur le tableau. 111.9.

L e type cylindrique (t_)
4 4 7(m+1)
6 6 7T(m+1)
8 8 7T(m+1)
12 12 7(m+1)
16 16 7(m+1)
18 18 7(m+1)
24 24 7(m+1)
36 36 7(m+1)
48 48 7(m+1)
54 54 7(m+1)
72 72 7(m+1)

Tableau.l11.8. Le temps d’exécution pour un réseau systolique de type cylindrique  (cas
de L =N) pour I’'implémentation d’un filtre RIF a partir d’une ISC.
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111.9. Simulation les réseaux systolique issue de la (ISC)

»| Réseau systolique de type Kung

—>

"\

Sinusoide pour

A\ 4

"\

différente fréquence
d’entrée

A\ 4

Réseau systolique de type cylindrique >

Sinusoide filtré

La réponse
fréquentielle

Fig.111.20. Implémentation de I’algorithme de filtrage (ISC)
pour différents types d’architecture systolique.

a) Cas d’un filtre passe-bas pour L =4, N = 24-taps

Considérons I'implémentation d’un filtre passe-bas ayant les caractéristiques suivantes :

f; = 1000Hz : fréquence de coupure.

f, = 1500Hz : limite de la bande atténuée.

fe = 5000Hz : fréquence d’échantillonnage.

Les ceefficients du filtre sont calculés par Matlab pour différentes méthodes de synthése (méthode

de remez, fenétrage, moindres carrées).

La liste des ceefficients des filtres passe-bas synthétisées est donnée sur le tableau. 111.9.

Méthode de synthese

Méthode de Remez

Méthodes des

Moindres carrées

Les coefficients pour N =4

ho= h3=0.2461,
(Fig.111.16) hi= h,=0.5435,
Hicien CN= ho= h,;=0.0084, ho=h,= -0.0479,
Les coefficients pou 8 h,= hs= 0.0609, h.=h=-0.0281,
. hs= h,=05133, h,=hs=0.1716,
(Fig.111.17) hy=hs=-0.1504, iy

hy=h,=0.4094. Fig.I111.17.)

Les coefficients pour N =24
(Fig.111.18)

h0=h23=0.0028, h2=h21=0.0168,

h4=h19=-0.0248, h6=h17=0.0420,

h15=h8=-0.0729,h13=h10=0.1662,

h12=h11= 0.4273,h9=h14=-0.0622,

h7=h16=0.0196,h5=h18=-0.0039,
h3=h20=-0.0021, h22=h1=0.0125,

Tableau.l11.9. Réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bas pour N = 4, 8,24-taps synthétisé

par la méthode de Remez et moindres carrées.
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La figure.l11.21 illustre les résultats de simulation en représentant la réponse du filtre a la
sinusoide d’entrées pour les fréquences : f = 100, 500, 990, 1000, 1100, 1200, 1300, 1400, 1500,

1600 Hz.
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Fig. 111.21. Filtrage d’une sinusoide par I’architecture systolique
d’un filtre passe-bas RIF 4-parallél a 24-taps.

Le filtrage d’une sinusoide par les architectures systoliques d’un filtre RIF 4-parallele a

24-

taps est illustré par les différentes valeurs de I’amplitude du signal de sortie représentées sur le
tableau.l11.10.

f(Hz) | 400 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700 1900 2000
A(f) 1.0087 | 0.9924 | 1.0217 | 0.9303 | 0.8056 | 0.6182 | 0.4925 | 0.3600 | 0.2632 | 0.2052 | 0.1684 | 0.1144 | 0.0921
Ags(f) | 0075 | -0.06 0.18 -0.62 -1.87 -4.17 -6.15 -8.87 -1159 | -13.75 | -1547 | -17.12 | -20.71

Tableau.l11.10. Amplitude du signal filtré par I’architecture systolique d’un filtre RIF 4-
paralléle pour N = 24-taps.

La réponse fréquentielle de I’architecture systolique d’un filtre passe-bas RIF 4-parallele a 24-

taps et donnée par la figures .111.22 (feoupure = 1148Hz), et pour N = 64-taps (figure.111.23) (feoupure

= 1053Hz), pour différents valeur de N en utilisant les méthodes de synthese (Remez et moindres

carrées).

Amplitude (db)

Fréqueng]e (Hz)

Fig.111.22. Réponse fréquentielle d’un filtre
passe-bas RIF 4-parallél a 24-taps (méthode
de Remez).

Amplitude (db)

EEN
2 3

10
Fréquence (Hz)

Fig.111.23. Réponse fréquentielle d’un
filtre passe-bas RIF 4-parallel a 64-taps
f;=1000Hz, f,=1200Hz, f.=5000Hz
éméthode de Remez)).
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Amplitude (db)
Amplitude (db)

Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)

Fig.111.25. Réponse fréquentielle d’un
filtre passe-bas RIF 4-parallel a 64-taps
(méthode des moindres carrées).

Fig.111.24. Réponse fréquentielle d’un
filtre passe-bas RIF 4-parallél a 8-taps
(méthode des moindres carrées).

b) Cas d’un filtre passe-haut

Considérons maintenant I’implémentation systolique d’un filtre passe-haut ayant les
caractéristiques :

f; =1000Hz : fréquence de coupure.

f, = 1500Hz : limite de la bande atténuée.

fo = 5000Hz : fréquence d’échantillonnage , N =24-taps (Figure.ll1.33).

La liste des ceefficients de filtre passe-haut synthétisé est donnée sur le tableau. 111.11.

Méthode de synthése Méthode de Remez

Les coefficients pour
N=4 (Fig.l11.33)

h=0.002365450051559,
h; = 0.012533256616747 ,
h,=0.00242292714277,
he= - 0.010373191550343,
hg=0.035454961230119,

hyo=— 0.124989868987548,
hi, =-0.469378882750645,

h14=0.102061400679954,

hie=— 0.054523435346591 ,

h15=0.031443097744307,
h»=0.023647030401219,

hy,=-0.001080828889070,

h,;=-0.001080828889070
hs=—0.023647030401219
hs=0.031443097744307
h,=-0.054523435346591
hg=0.102061400679954
h1;=0.469378882750645
hi3=-0.124989868987548
hy5=0.035454961230119
hy7=— 0.010373191550343
h19=0.002422927142773
hy=-0.012533256616747
h,3=0.002365450051559

Tableau.ll1.11. Réponse impulsionnelle d’un filtre RIF passe-haut pour N = 24-taps
synthétisé par la méthode de Remez.
La figure.ll1.26 représente la réponse fréquentielle du filtre passe-haut RIF 4-paralléle a 24-taps

a partir de la simulation sur I’architecture systolique.
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Fig.111.26. Réponse fréquentielle d’un filtre passe-haut RIF 4-parallél a 24-taps
implémenté sur réseau systolique (méthode de Remez).

c¢) Cas d’un filtre passe-bande

Le filtre passe bande a implémenter est défini par :

f;= 700 Hz: limite de la bande atténuée.

f, = 760 Hz : 1 fréquence de coupure.

f; = 1200 Hz : 2°™ fréquence de coupure.

f4= 1260 Hz : limite de la bande atténuée.

fe = 3500 Hz: fréquence d’échantillonnage.

La figure.lll.27 représente la réponse fréquentielle du filtre passe-bande RIF a 144-taps

implémenté sur réseau systolique par la méthode de Remez.

Amplitude(db)

=% N SRS SN N S o
10°

Fréquence (Hz)

Fig.111.27. Réponse fréquentielle d’un filtre passe bande RIF 4-parallél & 144-taps
implémenté sur réseau systolique(méthode de Remez).
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d) Cas d’un filtre passe-bas pour L

=6 a 24-taps

Considérons I'implémentation d’un filtre passe-bas ayant les caractéristiques suivantes :

f; = 1000Hz : fréquence de coupure.
f, = 1500Hz : limite de la bande atténu

ée.

fo = 4000Hz : fréquence d’échantillonnage.

Les ceefficients du filtre sont calculés par Matlab par différentes méthodes de synthese (méthode

de Remez, moindres carrées) (tableau.

11.12).

Méthode de synthése

Méthode de Remez

Méthodes des Moindres carrées

Les coefficients pour
N = 6 (Fig.111.36)

h0= h5=‘01498,
h,=h,=0.0617,
hz = h3=05134,

Les coefficients pour
N =12 (Fig.111.37)

h0= h11:0.0306,
h]_: h10:0.0802,
h,=hy=0.0063,
h3= h8= -01160,
hs=h;=0.0843,
hs=hg=0.4993,

Les coefficients pour
N = 24(Fig.11.38)

h0= h23=0.0025,
h22: h]_: 0.0004
h2= h21=-0.0112,
h3= h20= -00022,
h4= h19=0.0187,
h5= h]_g =-0.0125
h]_7= h6='0-02901
h]_ez h7:00460,
h8: h15:0.0199,
h]_4= hg=-01174
h]_0= h]_3 =00676,
h]_]_= h]_2= 05109,

hg = hzg = 00019,
h]_ = hzz :00026,
hz = hz]_ = '00064,
hzg = h3 =-0.0026
h]_g = h4 = 00173,
h]_g = h5 =-0.0079, (F|g|“39)
h]_7 = he =-0.0297,
h]_e :h7:0.0415,
hg = h]_5 = 00248,
h]_4 =hg=‘0.1160,
h]_g = h13 =00612,
h]_]_ = h12=0.5146,

Tableau.l11.12. Réponse impulsionnelle d’un filtre passe bas pour N = 6, 12, 24-taps par
Remez et moindres carrées.

Le filtrage d’un sinusoide sur I’architecture systolique du filtre passe-bas RIF 6-parallel a  24-

taps est représenté sur la figure.l11.28 pour différentes fréquences d’entrée f = 100, 500, 990,

1000, 1100, 1200, 1300, 1400, 1500, 1600 Hz.
fe = 3000Hz : fréquence d’échantillonnage.
= = T
& <L } T
Yoo = 3]01 éacnha;nti”gnns 0 60 90 100 LU n Aéﬂchgﬂntilﬁlﬂongﬂ
(a) f = 100 Hz 111 (b) f = 500 Hz
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Fig. 111.28. Filtrage d’une sinusoide sur I’architecture systolique du filtre passe-bas

d’un RIF 6-parallele a 24-taps.

112

This PDF was created using Adolix PDF Converter PRO. Register to remove this watermark!



Le filtrage d’une sinusoidale sur I’architecture systolique d’un filtre RIF 6-paralléle a 6,
12,24-taps est représenté par les différentes valeurs de I’amplitude du signal de sortie est reporté

sur le tableau.ll1.13.

f(Hz) | 400 800 900 1000 1100 | 1200 1300 1400 | 1500 | 1600 | 1700 | 1900 2000

Ags(f) | 0416 | 0.330 | 0.008 | -3.565 | -3.424 | 5.350 | -7.310 | -10.16 | -14.18 | -14.95 | -16.52 | -24.04 | -148.6

(@)

f(Hz) | 400 800 900 1000 | 1100 | 1200 | 1300 | 1400 | 1500 | 1600 | 1700 | 1900 | 2000

Age(f) | -0.540 | 0.880 | 04265 | -3.152 | -4.347 | 6.549 | -9.505 | -14.78 | -15.88 | -18.49 | -21.40 | -31.20 | -165.2

f(Hz) | 400 800 900 1000 | 1100 | 1200 | 1300 | 1400 | 1500 | 1600 | 1700 | 1900 | 2000

Age(f) | 0178 | -0.338 | 0069 | -3.111 | -2.031 | -4.935 | -8.427 | -12.93 | -15.50 | -18.10 | -21.02 | -31.00 | -165.7

(©)

Tableau .111.13. Amplitude du Signal filtre par I’architecture systolique
d’un filtre passe-bas RIF 6-paralléle (a) 6-taps (b) 12-taps (c) 24-taps

La réponse fréquentielle de I’architecture systolique du filtre passe-bas RIF 6-paralléle est donnée
par les figures.I11.29 a 111.33 pour différents taps en utilisant les méthodes de synthése ( Remez et

moindres carrées).

3 3
H 2
< g
Frequence (H2) Fréquence (Hz)
Fig.111.29. Réponse fréquentielle d’un filtre Fig.111.30. Réponse fréquentielle
RIF 6-paralléle a 6-taps implémenté sur réseau d’un filtre passe- bas RIF 6-paralléle
systolique (méthode de Remez). a 12-taps (méthode de Remez).
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Fig.111.31. Réponse fréquentielle d’un filtre Fig.111.32. Réponse fréquentielle d’un filtre
RIF 6-parallél a 24-taps (méthode de Remez).  RIF 6-parallél a 24-taps (moindre carrées).
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z

10
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Fig.111.33. Réponse fréquentielle d’un filtre passe-bas RIF 6-parallel a 72-taps
implémenté sur réseau systolique (méthode de moindre carrées)

e) Cas d’un Filtre passe-haut

Le filtre passe-haut RIF a représenter par une courte convolution est défini par :

f; = 1000Hz : fréquence de coupure, f, = 1500Hz : limite de la bande atténuée,

fo = 5000Hz : fréquence d’échantillonnage , N =24-taps.

La réponse fréquentielle de I’architecture systolique du filtre RIF pass-haut est illustrée sur la
figure.l11.34.
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f) Cas d’un filtre passe-bande

Le filtre passe bande a concevoir est défini par :

fi =700 Hz, f,=760Hz, f3=1200Hz, f,=1260Hz, f.=3500Hz, Niaps=72-taps.
La figure.l11.35 représente la réponse fréquentielle de I’architecture systolique du filtre RIF
passe-bande.

Amplitude(db)

Fréquence (Hz)

Fig.111.35. Réponse fréquentielle d’un filtre passe-bande RIF 6-parallel & 24-taps
(méthode de Remez).

g) Cas d’un filtre Multi-bande

Le filtre Multi-bande a concevoir est défini par :

fi =200 Hz, f, =250 Hz, f; =400 Hz, f,= 450 Hz, fs=600 Hz, fs=850 Hz, f;=900 Hz, fs
=1000 Hz, fe=3500 Hz , Ngps= 72-taps .

(feoupurer = 232Hz,  feoupure2 = 416Hz, feoupures = 635Hz, feoupurea = 870H2).

La figure.l11.36 illustre la réponse fréquentielle du filtre RIF multi-bande sur I’architecture
systolique.
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Fig.111.36. Réponse fréquentielle d’un filtre multi-bande RIF 6-parallél a 72-taps
implémenté sur I’architecture systolique (méthode de moindre carrée).

111.10. Résultats et Commentaire

Les résultats de simulation du filtre RIF implémenté sur un réseau systolique montre que le
gabarit du filtre réalisé est en conformité avec celui du filtre désiré pour les méthodes de synthése
utilisées Remez et les moindres carrées. Lorsque le nombre de taps de la courte convolution du
filtre RIF augmente, le nombre d’éléments processeurs augmente résultant en une architecture

plus complexe.

a) Dans le cas de I'implémentation directe de la convolution ordinaire sur réseau systolique
Pour L = N, lorsque L prend des valeurs importantes, le temps de calcul sur un réseau cylindrique
est presque la moitié du temps de calcul sur un réseau systolique de type Kung pour la méme
complexité matérielle (tableaux.I11.9).

b) Dans le cas de I'implémentation de la courte convolution itérative sur réseau systolique :
Pour L = N, lorsque L augmente, le temps de calcul sur un réseau cylindrique garde la méme

valeur 7(m + 1) alors qu’il augmente sur réseau de type Kung pour la méme complexité matérielle
(tableaux.111.8)

116

This PDF was created using Adolix PDF Converter PRO. Register to remove this watermark!



Une étude comparative entre la technique de Parhi (implémentation par technologie VLSI), et

résumée sur le tableau.lll.14

Temps de calcul
Conv . Siructu.re . M A D
d’implé mentation Phase transitoire  phase. permanent
ton 42(mtl | (m+)
5YS 2x2, 2x2 | 355 355 33
4X4 23% 15% -18% | t, 44(m+)
PAR 292, 2x2 | 288 302 283 tous 367+42m
te 0emy | e+t
5Y8 3y, 2x2 | 492 497 450
6x6 -370% -21% 29% |t 3a(m+D
PAR 292, 3x3 | 360 06 350 toan 241437m
to 240+ | )
S5YS 2¢2,2x2,2x2 | 575 575 513
8x8 330 13% 2% |t 28(m+)
PAR a4, 2x2 | 432 509 a5 toum 181+ ddm
ton 18ent) | (nd)
S5YS 3x3,2x2,2x2 | 822 822 702
12x12 5204 16% 39% | 24(m+)
PAR 4x4,3x3 | 340 706 506 toa 120+ 37m
t 15ntd | ()
5YS B 2xd2nd, | oy ogg 210 “
16x16 e 710 7% A% | 23(m+
PAR ay4, 4xd | 576 526 501 b OI+din
teg 1d(rth ‘ ()
S5YS 3x3,3x3,2x2 | 1206 1206 572
18x18 -101%% 2006 T9% |t 23(m+
PAR 3x3,3x3,2x2 | 600 1007 542 toan 8I+48m

Tableau .111.14. Nombre de multiplication (M), additions (A), éléments de retard (D).
Temps d’exécution (tkung, tcyl, tear) d’un Filtre RIF L- paralléles a 144-Taps.

(SYS: réseau systolique d’un filtre RIF issu de la courte convolution itérative)

(PAR: structure de Parhi d’un filtre RIF issu de la ISC).

Dans le cas d’une implémentation de la courte convolution itérative sur un réseau systolique et
pour un nombre de taps fixe de 144, le temps de calcul sur un réseau cylindrique diminue avec
I’augmentation de L (nombre d’entrée paralléles).

Malgré que la structure de Parhi demande moins d’éléments de calcul (additionneurs,
multiplieurs, retard) que le réseau systolique, elle reste plus complexe a réaliser en technologie

VLSI que les réseaux systolique qui respectent le principe de la localité et la régularité.
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CONCLUSION GENERALE

L’objectif de ce travail était I’étude de la technique d’implémentation des algorithmes de
filtrage RIF sur les architectures systoliques et la comparaison de ses performances par

rapport a la technique d’implémentation VVLSI de Parhi.

Nous avons d’abord utiliser la technique de la courte convolution pour développer des
algorithmes de filtrage RIF rapides a partir de la réponse impulsionnelle du filtre obtenue
par une des méthodes de synthese : méthode des fenétre, méthode d’échantillonnage en

fréquence, méthode de Remez ou méthode des moindres carrées.

Nous avons également utiliser Matlab pour implémenter les algorithmes de filtrage RIF a
base de la courte convolution sur les structures VLSI paralleles de Parhi. Nous avons
simulé et testé le fonctionnement de ces structures a I’aide d’un signal sinusoidal de
fréquence variable. Les résultats de simulation ont montré la bonne concordance avec les
spécifications du filtre désiré.

Nous avons procedé aux tests des circuits VLSI de Parhi en faisant appel aux différentes
méthodes de synthése du filtre numérique RIF pour extraire les coefficients du filtre RIF
(filtre passe-bas, filtre passe-haut, filtre passe-bande). Ces tests ont révélé la complexité
des structures VVLSI de Parhi durant la phase d’implémentation. En effet, I’architecture de
Parhi devient complexe lorsque la longueur du filtre augmente (nombre de taps) en
exigeant un grand nombre de sous filtres. Ainsi, nous avons pensé a exploiter
I’architecture systolique pour améliorer la complexité des structures de filtrage RIF.

La phase d’implémentation a été donc modifié en appliquant les réseaux systoliques qui
sont connus pour leur simplicité et regularité de contrdle et de communication par rapport
a d’autres structures.

Deux approches d’implémentation sont proposées:

Une approche basée sur I'implémentation directe de la convolution ordinaire sur les

réseaux systoliques de Kung ou cylindrique.
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Et une approche basée sur I’implémentation de la courte convolution itérative sur les

réseaux de Kung et cylindrique.

Pour le cas de la courte convolution itérative (L, N) nous avons proposé une architecture
paralléle composée d’un certain nombre de réseaux systolique connectés en paralléle, qui
calculent simultanément la sortie du filtre RIF désiré.

La structure systolique développée est simple, réguliére et vérifie le principe de localité
qui la rend plus préte a une implantation VLSI. Le filtre RIF est représenté par un
algorithme rapide issu de la technique de la courte convolution.

a) Dans le cas de I'implémentation directe de la convolution ordinaire sur réseau
systolique :

Pour L = N, lorsque L prend des valeurs importantes, le temps de calcul sur un réseau
cylindrique est presque la moitié du temps de calcul sur un réseau systolique de type
Kung pour la méme complexité matérielle(tableaux.111.9).

b) Dans le cas de I'implémentation de la courte convolution itérative sur réseau systolique
pour L = N, lorsque L augmente, le temps de calcul sur un réseau cylindrique garde la
méme valeur 7(m + 1) alors qu’il augmente sur réseau de type Kung pour la méme
complexité matérielle.

c) Dans le cas d’une implémentation de la courte convolution itérative sur un réseau
systolique et pour un nombre de taps fixe de 144, le temps de calcul sur un réseau
cylindrigue diminue avec I’augmentation de L (nombre d’entrée paralleles).

Malgré que la structure de Parhi demande moins d’éléments de calcul(additionneurs,
multiplieurs, retard) que le réseau systolique, elle reste plus complexe a réaliser en
technologie VLSI que les réseaux systolique qui respectent le principe de la localité et la
régularité.

Les tests de simulation de I’architecture systolique associée a différentes méthodes de
synthése du filtre numérique RIF démontrent ses bonnes performances en terme de

complexité de I’'implémentation. Nous pouvons également conclure que I’architecture
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systolique associée a I’algorithme de filtrage RIF constitue une bonne solution pour
réaliser le filtrage numérique en temps réel a moindre co(t.

En perspectives, nous espérons étendre la technique de filtrage par [I’architecture
systolique pour implémenter les filtres numériques RIF 2-D pour le traitement des images

numeériques.
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Abstract

This master thesis presents an investigation on the representation of the FIR filter using the
iterated short convolution. It consists also to implement parallel algorithms of FIR digital filters,
on systolic architectures and investigate their performances relativity to Parhi VLSI architecture.
The tests reveal the performance limitations of Parhi architecture during the implementation
phase. We have then proposed the implementation of FIR filters on systolic architectures in order
to improve their hardware complexity and time execution. The procedure of implementation is
based on an iterative filtering algorithm which is based on multiplication of matrices.

The tests of systolic architecture show its good performances in term of time execution an
hardware complexity.

Key words: Implementation, filter (FIR), systolic architecture, time execution, technology VLSI.
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