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Introduction générale

Tous les systemes physiques sont virtuellement non linéaires et variables dans le temps. Les
exemples de non-linéarités auxquels nous sommes souvent confrontés vont de la non-linéarité
simple, telle que la saturation, les limiteurs de taux, et le jeu, au comportement intrinsequement
non linéaire des systéemes physiques tels que les robots manipulateurs. Néanmoins, il est souvent
possible de décrire le fonctionnement du systeme physique par un systéeme linéaire, dans les
circonstances ou le fonctionnement réel du systeme physique ne s'‘écarte pas trop de la condition
nominale de fonctionnement (ou d'équilibre). Pour cette raison, l'analyse et la synthése des
systemes linéaires ont occupé une place importante dans la théorie des systemes. Par conséquent,
de nombreuses techniques d'analyse et de synthése (calculables par ordinateur) ont été développées.

Le commande et la simulation des robots manipulateurs est un domaine mature mais fructueux
pour la recherche, le développement et la fabrication. Les robots industriels sont essentiellement
des dispositifs de positionnement et de manipulation. Par conséquent, un robot utile est celui qui
est capable de contréler son mouvement et les forces interactives et les couples entre le robot et
son environnement. Cette thése s'intéresse a l'aspect commande des robots manipulateurs.
Commander nécessite généeralement la disponibilité d'un modele mathématique et d'une sorte
d'intelligence pour agir sur le modele. Le modele mathématique d'un robot est obtenu a partir des
lois physiques fondamentales régissant son mouvement dont plusieurs niveaux de modélisation
géométrique, cinématique et dynamique sont nécessaires en fonction des objectifs, des contraintes
de la tache et de la performance souhaitée. D'un autre coté, l'intelligence requiert des capacités
sensorielles et des moyens pour agir et réagir aux variables détectees. Ces actions et les réactions
du robot sont le résultat de la conception du correcteur.

Une solution prometteuse est la théorie de la commande avancée connue sous le nom de
commande linaire a parametres variants (LPV) [1-14]. Cette théorie a été largement acceptée par
les systemes et les théoriciens du contrdle comme un point de départ fondamental pour traiter
I'analyse et le contréle des systemes dynamiques. Chaque fois que des systémes de commande sont

concernés, la stabilité est I'une des propriétés les plus importantes qu'un systeme de commande doit
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posséder. Assurer la stabilité asymptotique du systeme en boucle fermée est un moyen efficace
d'évaluer que le processus contrdlé se comporte de la maniere souhaitée, par exemple, converge
vers un point d'équilibre souhaité. Les systemes LPV sont des systemes variants dans le temps dont
les composants variants dans le temps sont constitués de paramétres mesurables. Au fil des ans, de
nombreux développements ont été réalisés dans le domaine de la théorie de la commande LPV. Au
début, la commande LPV consistait principalement en des approches heuristiques qui ont été
reportées de la commande classique a gain scheduling, et en tant que tels, ces correcteurs ne
fournissaient aucune stabilité, robustesse ou performance garanties. Les auteurs comme [10] ont
fourni des conditions d'analyse pour ces approches heuristiques qui peuvent produire une stabilité
garantie avec des parametres lentement variable. Heureusement, des méthodes plus avancees
basées sur l'optimisation convexe des inégalités matricielles linéaires (LMI) ont été développées)
[1-14]. Bien qu'il y ait eu des recherches considérables sur la conception des correcteurs via la
théorie de la commande LPV, il y a encore place a d’autres améliorations. Toutes les méthodes

LPV mentionnées spécifient la performance du systéme LPV en tant que performance H,, ou H,.

Obijectifs de la these

Dans ce travail de thése, I'objectif principal est d’enrichir le domaine robotique avec une vue
plus ou moins compléte et relativement détaillée sur 1’ensemble des méthodes LPV pour
I’asservissement des robots manipulateurs rigides. L’ intérét de la représentation d’état sous forme
LPV du systeme est la synthése de lois de commande robuste en stabilité et en performance. Outre
la stabilisation, des spécifications de performance, telles que I'optimalité sous contraintes LMI et
la robustesse de la boucle fermée, seront également abordées. Un autre point prioritaire a soulever
de la commande robuste sera la stabilisation du robot manipulateur pour suivre une trajectoire de
référence avec prise en compte de perturbations. Ces points nous semblent en effet intéressant vu
I’application de la commande LPV sur un probléme que nous avons souhaité le plus réaliste

possible.

Structure de la thése

Cette thése dont les principales contributions seront présentées en quatre chapitres. Chacun
servira ensuite comme un résultat de base au chapitre suivant.

Le chapitre | présente des généralités sur les différentes classifications de parametres et types
de représentation pour un systtme LPV d’un systéme dynamique ainsi que les méthodes de

synthese de correcteurs LPV proposés dans la littérature scientifique.
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L’analyse et le contrdle des systemes LPV sont consacrés au chapitre 11. Différents apergu sur
la stabilité et les performances quadratiques sont présentées. Pour la synthese quadratique, le retour
d’état statique et le retour de sortie dynamique sont discutés. Nous exposerons des résultats basés
sur la modélisation LPV a savoir les modéeles polytopiques et LFT autours desquels s’articulent les
différentes méthodes d’analyse.

Chapitre Il repose sur I’ensemble des contributions présentées dans les deux chapitre | et 1.
Concernant la modelisation LPV ainsi que la synthese de correcteurs LPV basée sur un modéle
LPV détaillé au premier chapitre, la commande robuste des systemes LPV garantit la performance
H,, est en particulier proposée et portée a la formulation convexe.

Chapitre IV expose une application de poursuite de trajectoire du soleil par un héliostat
considérée comme un robot manipulateur & deux degrés de liberté (RR) de dimension réelle.
L’héliostat est un processus lent dont les variations paramétriques sont moins sensibles mais
néanmoins elles sont présentes compte tenu des évolutions de la vitesse. En plus de poursuite, il
s’agira encore ici de résoudre le probléme de rejection de perturbation en évolution non stationnaire

causeé par les charges du vent.
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Chapitre | Introduction a la modélisation et a la commande des systemes LPV

Chapitre I: Introduction a la modelisation et a la commande des

systemes LPV

I.1. Introduction
I.1.1 Définitions préliminaires
1.1.1.1. Systemes linéaires a temps invariant (LTI)

Un systéme LTI est un systéme multivariable d’ordre n états x, avec m entrées u et p sorties
y, sa dynamique peut étre décrite par un systéme d’équations différentielles linéaires a coefficients
constants car ces dynamiques restent inchangées dans le domaine temporel. Le systeme LTI s’écrit
de plusieurs fagons comme représentation d’état (1. 1) et fonction de transfert (1. 2):

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (1.1)
x(0) = xq

ou les matrices A, B, C et D appartiennent respectivement aux espaces R™*", R™*™, RP*" et RP*™,
T(s)=C(sI—A)™'B+D (1.2)

ou s est la variable de Laplace.

1.1.1.2. Systémes lineaires a temps variant (LTV)

Les systemes LTV sont aussi linéaires. Contrairement aux systemes LTI, les coefficients des
équations différentielles qui décrivent la dynamique du systeme LTV dépendent du temps. Le
systéme LTV peut étre écrit sous forme d’équation d’état (I.3), mais la notion de fonction de
transfert n’existe pas.

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

y(@) = C(©Ox() + D(O)u(t) (1.3)
x(0) = x,

1.1.1.3. Systemes linéaires a parametres variants (LPV)
La différence entre les systemes LPV et les systemes LTV est au niveau des parametres
exogenes qui engendrent les matrices A, B, C et D dont ils ne dépendent pas explicitement par

rapport au temps.



Chapitre | Introduction a la modélisation et a la commande des systemes LPV

La représentation d’état (I.4) de ce type de systéme existe, la fonction de transfert n’a plus de
sens du fait que les matrices sont en fonction du vecteur de parameétres p(t). Néanmoins, si on fige
ces parameétres variables, le systeme s’interpréte comme un systeme LTI et on peut parler tout de

suite de fonction de transfert.

1) = A(p(©)x(t) + B(p(©))u(t)
y(®) = C(p(®)x(®) + D(p(®) Ju(t) (1.4)
vt = 0,p(t) = [p1(t) p2(t) . pr ()" EP € R

oU P un domaine de I’espace R".

La dépendance paramétrique entre les trois systemes est illustrée par le schéma suivant :
LPV
P =Py p=pl(t)

LTI LTV

Fig.1.1. Diagramme de liaisons des différents systémes

On voit clairement qu'un systeme LTV est un cas particulier d'un systeme LPV lorsque le
vecteur de parameétres variants dans le temps est égal au temps. D'un point de vue pratique, les
systéemes LPV ont au moins deux interprétations intéressantes:
e ils peuvent étre considérés comme des systemes linéaires invariants dans le temps (LTI)
soumis a une incertitude paramétrique variable dans le temps p(t),

e ils peuvent étre des modéles de systemes linéaires variants dans le temps ou des modeéles
résultant de la linéarisation de systemes non linéaires le long des trajectoires du parametre
p.

Il est important de noter que parfois la totalité du vecteur de paramétres ou certaines de ses
entrées sont choisis pour étre certains des signaux du systéme, telles que certaines variables d'état
étant aussi des quantités variantes dans le temps. Avec cette approche, nous pouvons décrire un

systéme vraiment non linéaire comme un systéme LPV, et cela peut avoir des avantages.

Capturer la dynamique non linéaire du systéme physique s’avére difficile [15] méme si la

forme non fiable des systemes LPV soit similaire a celle d’un systéme LTI. En 1993, Shamma
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[16] & présenter une autre alternative qui consiste a représenter le systeme non linéaire sous la
forme d’un modele q-LPV qui peut dépendre d’un état, de I’entrée ou de toute autre variable de

décision p(t) du systéeme d’équation d’état (I.5) sous la forme:

() = A(p(6))x(®) + B(p())u(t)
y(®) = C(p())x(@®) + D(p(1) Ju(t) (1.5)
p(t) = h(x(®))

Réellement, ce type de systéme couvre la plus grande plage de systémes physiques puisqu’il

ouvre la possibilité de mettre ses non-linearités dans un vecteur de paramétres variables.

Le concept des systemes linéaires a parametres variables (LPV) concerne les systemes
dynamiques linéaires dont les représentations dans l'espace d'état dépendent des parametres
exogenes non stationnaires. Depuis son introduction par Shamma et Athans en 1988 pour modéliser
les systémes, le paradigme LPV est devenu un formalisme standard en systemes et commandes,
avec de nombreux articles consacrés a lI'analyse, a la synthese des correcteurs et a I'identification
des modéles LPV.

Le paradigme LPV a été introduit dans la thése de Shamma [17] pour I'analyse et la commande
des systemes. Bref, gain scheduling est une approche de commande qui construit un correcteur non
linéaire pour un systéme non linéaire par commutation ou interpolation de 1’ensemble des
correcteurs linéaires synthétises en temps réel en fonction des mesures en ligne disponibles. Voir
[17-23] pour le début travaux analytiques sur le gain scheduling et [24,25] sur les articles
d'expertise.

L'architecture induite par le gain scheduling suggeére le concept LPV comme un terrain
d'entente entre les dynamiques linéaires et non linéaires. La relation est comme suit. Une analyse
de gain scheduling produit une collection indexée de systemes linéaires. De méme, un modele LPV
consiste en une collection indexée de systémes linéaires, dans lesquels le parameétre d'indexation
est exogeéne, c'est-a-dire indépendant de 1’état. En gain scheduling, ce paramétre est en réalité en
fonction de I'état, et donc endogene.

Le concept LPV résout cette dépendance non lineaire, résultant en une dynamique linéaire,
mais non stationnaire. Ce chapitre passe en revue les concepts de base et présente une sélection

représentative d'approches de modélisation et de commande pour les systemes LPV.
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La commande de systémes LPV est un probléme difficile car I’espace des parameétres engendre
un probléme de dimension infinie si I’on veut vérifier la stabilité d’un systéme pour toutes les
valeurs des parameétres variables. Récemment, des travaux ont considéré diverses approches
permettant de réduire le probléme a une dimension finie, comme 1’approche polytopique ou
I’approche LFT.

Dans le contexte LPV, le probléme H,, pour un systéme LTI est considéré comme le probléme
L, d’un systtme LPV menant a une commande LPV assurant au systéme en boucle fermée une

propriété de L,.

I.2. Classification des parametres

Le comportement des parameétres influe fortement sur le comportement des systemes LPV. En
effet, le systeme global est défini sur un continuum de systémes linéaires induit par un continuum
de parametres. Si les parameétres prennent des valeurs discrétes (I'ensemble des valeurs est fini) ou
sont constants par morceaux, le systéme aurait un comportement spécifique et, en général, une
dénomination spécifique est donnée pour ces types particuliers de systémes sur ces trajectoires
particuliéres des paramétres. Cela motive les besoins de classer les paramétres afin de différencier
chaque comportement et donc, tout systeme qui pourrait se résulter. Deux points de vue appropriés
peuvent étre adoptés: soit du point de vue mathématique, centré sur l'analyse des propriétés
mathématiques des parameétres, telles que la continuité et la dérivabilité; ou du point de vue
physique, en se concentrant sur la signification physique des paramétres telles que la mesurabilité
et la calculabilité. Une telle classification vise & discuter sur la validité et la signification de la
modélisation LPV afin d'appliquer des stratégies de commande. Il est important de noter que si la
premiére classification est importante pour des considérations théoriques sur le choix des résultats
de stabilité, la seconde est cruciale pour une application rigoureuse de commande LPV sur les

systemes physiques.

En général, les parametres peuvent étre classés en trois types, en fonction de leur signification

et de leur origine.
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Les parametres peuvent étre définis en tant que fonctions d'états, et de tels cas apparaissent

lorsque les systéemes LPV sont utilisés pour approximer les parametres non linéaires; par exemple
x(t) = —x(@)3 +u(®)

peut étre approximer par le systeme LPV
x(t) = —p(t)x(t) + u(t)

ol p(t) = x(t)2.
Le systéme LPV approximé est un systeme g-LPV; voir [22,23,26-32] pour certaines applications
de systemes g-LPV.

La principale difficulté de g-LPV vient du fait que théoriquement, les états sont illimités, alors
que par définition, les parametres sont aussi illimités. Si, par hasard, les fonctions représentant les
états aux valeurs des parameétres sont bornées pour toutes les valeurs d'état, le probleme ne se
produirait pas (mais cette hypothése est trop forte pour étre intéressante). Au contraire, si les
fonctions sont non bornées, une condition supplémentaire doit étre ajoutée afin de satisfaire la
propriété de limitation des valeurs des parameétres. Heureusement, en pratique, les états sont
généralement limités et ce probléme ne se pose que dans des considérations théoriques.

Il convient de noter qu'en général, plusieurs systemes LPV correspondent a un systeme non
linéaire et que trouver le meilleur modéle LPV reste un probléeme ouvert difficile [29,33,34]. En
effet, dans le dernier exemple, p(t) = x(t)? aurait été choisi. Mais le dernier exemple est simple
car l'origine (c'est-a-dire x = 0) est un point attractif asymptotiquement stable globalement et par
conséquent toute paramétrisation donnerait un systtme LPV asymptotiquement stable.
Contrairement a I'équation de Van-der-Pol (avec champ de vecteurs inverses) considéré dans [33]:

x1(t) = —x,(¢t)

1% (0) =% (8) — a(l — 2, (D)2 (1)
avec a > 0. Il est bien connu que ce systeme a un cycle limite instable: chaque trajectoire
commencant a I'intérieur du cycle limite converge vers 0 tandis que chaque trajectoire commencant
a l'extérieur diverge. Dans [33], il est montré qu'une bonne approximation LPV, donnant I'exacte

la région de stabilité (c'est-a-dire l'intérieur du cycle limite) est difficile a obtenir.
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Les parametres peuvent étre utilisés pour représenter des parties a temps variant impliquées
dans I'expression du systeme (en supposant que les termes a temps variant sont bornés), en vue de
simplifier I'analyse de stabilité et / ou de les utiliser dans des lois de commande avancées. Par
exemple, le systeme LTV:

x(t) = a(t) + bsin(t) x(t), a(t) borné dans le temps
Peut-étre représenter par

x(t) = p1(t) + bp, ()x(0)

ou p;(t) = a(t) et p,(t) = sin(t). Le terme parametres internes signifie que les informations
utilisées pour calculer les valeurs des paramétres font partie du modele dynamique du systeme et
du temps écoulé. Ceci est a mettre en contraste avec la derniére classe de parameétres exposés dans

la section suivante

Les parametres externes ne sont impliqués que dans les problémes de conception de commande
et d'observation. De tels parametres virtuels peuvent étre ajoutés dans la conception (par exemple
dans les fonctions de pondération de fréquence en commande / observation #,,) afin de modifier
le comportement du systéme en boucle fermée en temps réel.

Ces signaux externes peuvent provenir d'un systeme de surveillance et peuvent étre utilisés
pour représenter les états d'urgence, les modes de fonctionnement [35] ou toute autre chose, en vue
de modifier le comportement du systéme, comme la bande passante du systeéme, gains...

Considérons le systéeme LTI/SISO suivant:
x(t) = x(t) + u(t)

Il est proposé pour déterminer une loi de commande telle que le systéme en boucle fermee ait une

largeur de bande variable et contr6lée. La loi de commande suivante est donc suggeérée:

u(®) = —(1 4 p®)x () + p(O)r(®), p(t) > 0

ou r est la référence a suivre. L'interconnection donne;:

x(t) = —pO(x(®) — (), p(t) > 0
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A partir de cette derniére expression, le paramétre exogéne p(t) controle la bande passante du
systeme en boucle fermée et tente de maintenir I'erreur de poursuite a 0. Dans ce scénario, un
systeme de surveillance incluant des heuristiques serait capable de gérer la valeur du paramétre aux

données de haut niveau.

D' autre part, les mathématiques visent a éclaircir le comportement des paramétres en
considérant les propriétés mathématiques des trajectoires. Par conséquent, ces propriétés seront
prises en compte dans des analyses de stabilité afin de fournir des résultats moins conservateurs

gu'en ignorant ces caracteristigques.

La premiére idée est d'isoler les parametres en fonction du type de valeurs qu'ils prennent (ou
plus précisément du type de I'ensemble image d’une fonction). En effet, les parameétres doivent étre

considérés comme des fonctions du temps t € R,.:

p:Ry - p(Ry)

ou p(R,) est I'ensemble image de R, par la fonction vectorielle p(.). Rappelons que I'ensemble
image des paramétres est toujours borné, alors on peut facilement imaginer que I'ensemble image

est continu ou discret, par exemple
p:t — sin(t)

Pour t € T dans [—1,1] en continuité tant que

p:t = [sin(0)],

ou [. ], est I'arrondi a I'opérateur entier le plus proche, pour T dans {—1, 0, 1}.

La principale différence entre ces ensembles image est que, tandis que le premier contient un
nombre infini de valeurs, le second n'en contient que trois. Les ensembles image a valeur discrete
sont plus simples a prendre en compte, car il suffit de vérifier la stabilité sur un nombre fini de
points seulement. Les systemes pour lesquels les paramétres prennent des valeurs discrétes sont
appelés systémes commutés (cas déterministe) ou systémes avec parameétres de saut (cas
stochastique) [28,36-46]. Il est clair, a partir de la définition des ensembles image discrétes, que les

trajectoires des paramétres sont discontinues (plus précisément, elles sont constantes par
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morceaux) tandis que pour les paramétres avec des ensembles image continues, la continuité des
trajectoires peut se produire. Cela nous améne a l'idée de considérer la continuité comme un

deuxieme critere de classification des parametres.

Les valeurs des paramétres avec un ensemble image continu peuvent évoluer dans I'ensemble

image de deux manieres différentes: soit d’une fagon continue ou discontinue.
Définition 1.2.1: Soit une fonction continue f, définie sur R, telle que
fR,->U
satisfait I’implication bien connue suivante:
Ve>0,an > 0,|t —to] <n = |f(t) — f(ty)| < & Vt, € Ry

Il convient de noter qu'il existe une grande différence entre les systémes commutés (systemes a
parameétres évalués en discrets) et les systemes a paramétres discontinus évalués en continu.

Considérons par exemple le paramétre général de trajectoire discontinue suivant
p(t) = TG pi(H(t — t) — H(t — tiy1))

oup,Elp ,pTlcRO=t<t; <<t <--<t;y et H(.) est la fonction Heaviside définie

par

0 six<O0
1 sinon

H(x) = {
En effet, en raison du nombre infini de valeurs pour p;, les systemes impliquant une telle trajectoire
de parameétres ne peuvent pas étre réduits a un nombre fini de systemes. Par conséquent, de tels
systemes sont plus complexes que les systemes commutés; ces systémes sont appelés systemes
LPV avec un paramétre arbitrairement rapide. L'avantage des parametres continus est leur
dérivabilité possible et sera le dernier critére pour classer les paramétres d'un point de vue

mathématique.

Le critere final est la dérivee du premier ordre des paramétres. En considérant les bornes sur

les dérivées des parametres, il est alors possible de caractériser la nature des parametres a temps
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variable en termes de vitesse de variation. Il est important de noter que la vitesse de variation a un

effet trés néfaste sur la stabilité des systemes LPV.

Définition 1.2.2: Soit une fonction continue et dérivable f, définie sur R, telle que
fR,->U

satisfait la relation bien connue suivante:

I, ; : fto+at)—fto) _ 4
Af": Ve € Ry, Atj{l(gg‘o+}—t_t0 = f'(to)

Notez que dans la définition classique de la dérivée, la limite de chaque cété de O doit coincider. I
est clair que les fonctions discontinues ne satisfont pas une telle condition et ont donc une dérivée
non bornée a la discontinuité (avec un Iéger abus de langage). Par conséquent, aucune limite globale
ne peut étre définie pour les parametres discontinus. De plus, a partir de la propriété de dérivée ci-

dessus, le paramétre p(t) défini par
p:t = |sin(t)]|,t =0

n'admet pas de dérivée aux points t; = km, k € N {0}. En effet, la valeur dérivée prend
respectivement les valeurs -1 et 1 en calculant la limite gauche et droite: donc aucune fonction f’
n'existe. Ceci est une conséquence du fait que la fonction de valeur absolue n'est pas dérivable en
0. La non-existence de la fonction f' est apparemment ennuyante puisque la propriété de dérivée
globale est perdue en raison de la présence d'un nombre infini dénombrable de points isolés.
Heureusement, étant donné que les bornes sur les paramétres dérivés ne sont nécessaires, il est

possible de montrer que cette particularité importune n'introduit aucune difficulté supplémentaire.

Afin d’avoir un modeéle g-LPV a partir d’un modéle non linéaire, il est nécessaire de trouver
un arrangement qui convient sur un regroupent des non-linéarités dans le vecteur des parametres
variables. Pratiquement, des considérations doivent étre prises en compte sur le choix des
parameétres variables car la suggestion de plusieurs regroupements peuvent avoir lieu pour ne pas
compliquer la tache de syntheése d’un correcteur LPV:

e respecter la nature du systeme,

e de ne pas introduire des pdles ou des zéros instables dans le systéme.
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L’idée derriére ces recommandations révéle qu’un mauvais choix sur les parametres variables
pouvait affecter la nature du systéme qui introduirait du conservatisme dans la synthese et qui rend
la solution délicate, par contre, un autre choix pourrait confier une solution unique.

Naturellement, les paramétres influent sur la dynamique d’un systéme. Pour comprendre cette
influence, prenons I’exemple d’un modéle non linéaire d’un avion de chasse récrit sous forme d’un
modele LPV. Les parameétres variables du modéle LPV peuvent étre classes en trois groupes
principaux:

e Parametres virtuellement constants: par exemple la masse et le centre de gravité varient
trés lentement et ils peuvent étre considérés comme virtuellement constants lorsqu'on les
compare avec la dynamique du systéme.

e Parametres lentement variables: la vitesse et l'altitude varient plus rapidement que la
masse et le centre de gravité. Des bornes supérieures et inférieures sur ces paramétres ainsi
que sur leurs vitesses de variation peuvent étre déterminées.

e Parametres variant arbitrairement vite: ce sont des parametres rapidement variables
comme par exemple I'angle d'attaque. Ces paramétres varient au moins aussi vite que la
dynamique du systéeme et il est généralement difficile de déterminer des bornes sur leurs

vitesses de variation.

1.3. Modélisation des systemes LPV

Le but de cette section est de fournir différents formulations utilisées pour représenter les
systemes LPV avec leurs outils respectifs pour I'analyse de stabilité. Les méthodes de synthése de
correcteurs LPV utilisées pour la commande des systémes physiques reposent sur I’existence d’un
modele LPV. Les modéles LPV ont une plus grande liberté de paramétrisation que les modeles
LTI. Celaestdd ala présence d'une dépendance fonctionnelle et souvent dynamique des parameétres

du modéle.

Le systeme physique qui est en général non lin€aire n’est pas utilisable tel qu’il est dans 1’état.
Cependant, la synthése d’une commande LPV nécessite un modele LPV du systéme non linéaire
sous I’hypothése que les paramétres soient mesurables ou estimables pour

o reformuler des non-linéarités comme parametres variants;

e ladiscrimination des systemes LPV suivant la nature de leur dépendance paramétrique.
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Il est possible d'isoler trois types principaux de systemes LPV parmi la grande variété de ces
systemes en fonction de la dépendance aux parametres. Dans ce qui suit, nous utiliserons la

notation p au lieu de p(t) pour éclaircir la notation.

Les systemes affine et multi-affine sont les systemes LPV les plus simples que I'on puisse
rencontrer. En raison de la dépendance affine en les parameétres, la formulation affine de la

représentation d’état (I.4) est donnée par:
r
A(p) B(P)] [Ao Bo] Z [Ai Bi]
= + : 1.6
6y vl =la o 2P e b -0

La stabilité de tels systémes peut étre déterminée avec un faible degré de conservatisme (dans

certains cas, il n'y a pas de conservatisme).

Les systemes polynomiaux sont la généralisation immédiate des systemes affines a une

dépendance polynomiale. La formulation polynomiale de la représentation d’état (I.4) est donnéee

ci-dessous:
A(p) B(P)] [Ao Bo] r -[Ai B;
= + ), pC 1.7
ey ool =le nol+Emelc b 0.7
1 2 r
ol o; = [0}, 0?,.., o] et p% =p]ip)t ..p;t. De tels systémes sont légérement plus

compliqués a analyser, mais récemment, plusieurs approches ont apporté des solutions

intéressantes a lI'analyse de stabilité et a la synthese de commande pour ce type de systémes.

La derniére a étre présentée est la classe des systéemes rationnels:

x(t) = A(p)x(t) + B(p)u(t)

y(®) = C(p)x(t) + D(p)u(t) (1.8)

ou A(p), B(p),C(p) et D(p) sont des matrices avec des coefficients prenant la forme de fonctions
rationnelles. De tels systemes ont lI'avantage de pouvoir modéliser le plus grand ensemble de

systémes et les systemes multi-affines / polynomiaux sont des cas particuliers de ce type.
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Seules trois technigues globales sont couramment utilisées en ce moment pour faire face aux
systemes LPV méme si un systéeme LPV peut étre classé dans plusieurs familles en fonction de la
facon dont les parameétres agissent sur le systeme. Différentes représentations de systemes LPV et
de systemes g-LPV existent: la représentation polytopique, la représentation dépendant de

parametres et la représentation LFT.

Les systemes polytopiques sont vraiment répandus dans I'analyse robuste et la commande
robuste. lls ont été étudiés dans de nombreux articles, par exemple voir [47-52].
Considerons le systeme LPV définie ci-dessus par 1’équation (I.4). Son modéle polytopique

variant dans le temps est un systeme régi par la formulation suivante:

N=2"
_[A(p) B(p)] _
avec
S; = [2‘; ﬁ; (1.10)

Le terme polytopique vient du fait que le vecteur de coordonnées barycentriques a évolue sur

I'unité simplexe qui est un polytope (voir I’annexe I) défini par:

N
Q= {Co(ai):Zai =1, q; ZO}EP (1.11)

=1

Ce modele polytopique non conservatif existe avec la détermination de 1’ensemble des matrices S;

constituant les sommets du polytope défini par:

N N
CO{Sl,SZ, "-:SN} = {Z aiSi, ai(t) > O,Z a; = 1} (I 12)
i i=1

i=1
Pour un modeéle polytopique conservatif il existe une combinaison barycentrique telle que:

N

N
Co{S,S,,...,Sy} {Z a;S;, a;(t) = O,Z a; = 1} (1.13)
i=1

=1
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Du fait que la convexité de la combinaison barycentrique ne peut étre garantie de fagcon générale,
la définition d’une enveloppe convexe comme 1’enveloppe paramétrique est une solution possible

pour avoir le meilleur modele polytopique le moins conservatif.

Selon le paradigme LPV, les systémes dépendants de parametres sont des systemes linéaires,
dont les descriptions d'espaces d'états sont des fonctions connues de paramétres variables dans le
temps. Alors que la variation de temps de chacun des parametres n'est pas connue a lI'avance, il est
supposeé étre mesurable en temps réel. Cette formulation est la plus directe, le systeme est considéré
dans sa forme originale. L'analyse de stabilité ou la synthése de commande sont réalisées
directement avec des outils spécifiques. Cette formulation est mieux adaptée aux systémes
dépendants des parameétres polynomiaux mais peut étre utilisée avec n'importe quel type de
systemes LPV (I.4):

r
A(p) B(p)] [Ao Bo] Z .[Al- B;
= +) poi 1.14
ey vol=la o, 2" o, (19
1 2 e
avec o; = [0}, 02,.., ol letp%i = pip;* ...p;¢ . Il est évident que le cas multi-affine est un cas

particulier de cette représentation plus genérale. De plus, méme si la définition est donnée pour les
systemes avec dépendance polynomiale uniquement sur les parametres, elle s'applique également
aux systemes avec dépendance rationnelle aux parametres. Cependant, une représentation plus

appropriée pour les systéemes est donnée dans la section suivante.

La derniére représentation pour les systemes LPV est appelée, avec un léger abus de langage,
les systemes LFT. En effet, le terme LFT signifie transformation fractionnaire linéaire et est la
transformation utilisée pour convertir un systeme LPV / incertain en une forme linéaire
fractionnaire (LFR). L'intérét de cette formulation pour les systemes LPV a été souligné dans [9]
et cette approche a donnée lieu a de nombreux articles, citons par exemple [2,11,53]. Une telle
formulation permet d'intégrer une grande variéte de systemes dans une seule classe, englobant de
maniere unifiée les deux systemes avec une dépendance polynomiale et rationnelle sur les

parametres.
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L'idée clé de cette représentation est de diviser le systéme en deux parties: la partie variable
et la partie constante en vue de les analyser séparément. Il est a noter que l'idée de séparer le
systéme en deux parties indépendantes connectées n'est pas nouvelle. Cela nous rameéne aux années
50 quand les non-linéarités sur les actionneurs étaient traitées et conduire aux systéemes de Lu're
[54]. Dans l'analyse de stabilité robuste, une telle transformation est largement utilisée comme
indiqué dans [55-58].

La représentation LFT est plus générale et s’adresse a des systemes LPV (1. 4) de la forme

q
A(p) B(P)] _ z [Ai Bi]
oy bl 2,2@c; plre? (1.15)
ou ¢(pq,...,pr) est une fonction dépendant des parameétres variables p liés par des relations
polynomiales ou rationnelles et qui sont réécrits en une interconnection de deux systemes comme

représenté sur la Fig.1.2, le systeme inférieur S(s) est un systeme LTI tandis que la partie de

parametres variables est située dans le systeme supérieur 8(p).

F Y

6(p)

w(t) z(t)

i

S(s)

ult) —» L (t)

Fig.1.2. Représentation LFT

Et S(s) la représentation d’état augmenté du systéme LTI s’écrivant:

x(t) = Ax(t) + Byw(t) + Byu(t)
S(s):3z(t) = C;x(t) + Dyyw(t) + Dy u(t) (I.16)
y(t) = Cox(t) + Dyyw(t) + Dyyu(t)
ou
x(t) € R"™ est le vecteur d’état.
w(t) € R™ est le vecteur des actions externes (bruits de mesure, consigne, perturbations...).
u(t) € R™2 est le vecteur d’entrée de commande.
z(t) € RP1 est le vecteur des sorties a controler (erreurs de suivi de consigne, commandes. ..).

y(t) € RPz est le vecteur de sorties mesurées.
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A(p) € R™ ™ est la matrice d’évolution (ou de dynamique) ou la matrice d’état.

B;(p) € R™™1, B,(p) € R™™2 sont les matrices de commande (ou d’entrée).

Ci(p) € RP*™ (C,(p) € RP2*™ sont les matrices d’observation (ou de sortie).

D;,(p) € RP*™1, D, (p) € RP1*™2, D, (p) € RP2X™1 D, (p) € RP2*™2z sont les matrices de
transmission directe.

Par rebouclage du systéeme S(s) avec la matrice 8(p) en écrivant que

w(t) = 0(p)z(t) (1.17)

le systeme résultant est un systeme LPV de la forme

x(t) = A(p)x(®) + B(p)u(®)

¥(8) = C(p)x(t) + D(pyu(t) (I-18)
avec

|(A (p) = A+ B16(p)(I — D116(p)) C1

{ B(p) =B, + 319(10)(1 - D119(,0)) D12 (1.19)

C(P) =C; + 0219(,0)(1 - D119(P)) C1
kD(P) = Dy + D219(P)(1 - D119(P)) D12

et a condition que si la matrice I — D,,6(p) soit non singuliére.
Une propriété importante des systemes LFT est que leur interconnection (par exemple, somme,

concaténation) et aussi l'inversion, si elle existe, aboutit toujours a une autre LFT.

I.4. Commande des systéemes LPV
Pour conclure sur ce chapitre introductif sur les systemes LPV, nous présentons brievement
dans cette section les différentes syntheses de correcteur qui peuvent étre considérées dans le
contexte des systemes LPV. Le probleme de commande LPV est cependant trés important a couvrir
car des approches tres spécifiques et importantes méritent d'étre présentées. Dans la suite de cette
section, le systeme LPV (I.4) est remplacé par sa représentation d’état augmenté G (p) défini par:
x(t) = A(p)x (@) + B1(p)w(t) + B2(p)u(t)

G(p): 4z(t) = C1(p)x(t) + D11 (P)w(t) + D12 (p)u(t) (1.20)
y(t) = C2(p)x(t) + Dy (p)w(t) + Dpp(p)u(t)

La commande LPV nécessite un modele LPV du systeme non linéaire pour
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e lasynthese de lois de commande avec garantie en stabilité et en performance sur I’ensemble
de I’espace de travail;

e genéralisation de certains outils classiques utilisés pour les systemes LTI.

reboucler avec un correcteur LPV (voir Fig.l.3).

p(t)

wit) — L z(2)

¥

u(t) / y(t)
A
4

Fig.1.3. Commande LPV en boucle fermée

1.4.2. Synthése de correcteur par retour d’état statique

L’extension aux systémes LPV des correcteurs par retour d'état ont été proposés par Wu [59].
Peu aprés ce type de correcteur fait 1’objet de plusieurs travaux [30,60,61]. Le principe de la
synthése d’un correcteur par retour d’état consiste a effectuer une contre-réaction sur le vecteur
d’état du systeme a tout instant, le vecteur de commande est calculé a partir de la valeur du vecteur
d’état retourné par les capteurs, et du vecteur d’état désiré, ou consigne.

La loi de commande s’écrit alors :
u(t) = Kx(t) (1.21)

L’implantation de cette commande par retour d’état nécessite la mesure de tous les états du
systéme, ce qui est une hypothése assez forte.
ou K € R™2*™ est une matrice appelée gain du retour d’état. C’est une commande en boucle fermée
car elle dépend des signaux internes du systeme méme si elle ne prend pas en compte directement
la sortie du systéeme y(t).
Le systéme augmenté en boucle fermée Gy s’écrit donc:

x(t) = (A—Byk)x(t) + Byw(t)

Ggr: 3 z(t) = (C,—Dyk)x(t) + Dyyw(t) (1.22)
y(t) = (C;—Dyk)x(t) + Dyyw(t)
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1.4.3. Synthese de correcteur par retour de sortie statique

La forte constatation de non disponibilité compléte des états du systéme est 1’une des causes
d’envisager le retour de sortie. La synthése de correcteurs utilisant la sortie est réalisée dans [62-
68]. L’existence d’une loi de commande par retour de sortie statique est généralement d’ordre

plein:
u(t) = Ky(t) (1.23)

Comme dans le cas du retour d’état statique, le retour de sortie statique est aussi une commande en
boucle fermée, mais cette fois ci la contre-réaction se fait par le vecteur de sorties mesurées.
Le systéme augmenté en boucle fermée Gy s’écrit donc:

x(t) = Ax(t) + Byw(t)

Gpp: {z(t) = Cx(t) + Dyyw(t) (1.24)
y(6) = Cox(8) + Dayw(t)

avec

A=A+ B,K(I — D,,K)™'C,

§1 = By + BoK(I — D2,K) ™' Dy

61 = C1 + D1,K(I = Do, K) 7' C,

511 = D1 + D12K(I — D2K) ™' Dy

éz = (I — D K)7'C;,

521 = (I = D32K)™'Dyy

Cette représentation n’existe que si la matrice I — D,, K n’est pas singuliére.

Dans le cas ou le systéme augmenté est strictement propre, c¢’est-a-dire D,, = 0, les matrices du

systéeme (I.24) deviennent:

A=A+ B,KC,, B, = B, + B,KD,,,
Cv‘1 = (C; + D1,KCy, 511 = D13 + D13KD,4,
Cv‘z = (y, 521 = Dy,

1.4.4. Synthese de correcteur par retour de sortie dynamique
Un type tres important de correcteurs est celui des correcteurs par retour de sortie dynamique.
Ce type de correcteurs a éte utilisé, par exemple, dans [68,69]. Grace a sa structure, cette loi de

commande permet d’améliorer les performances en introduisant des spécifications relatives a la
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dynamique souhaitée en boucle fermée [70]. Cette approche consiste a utiliser un correcteur ayant

sa propre dynamique:

X (t) = Agxi (t) + Biy(t)
K(s :{ 1.25
O Tu® = e ® + Dy ® (1.25)
ou x; € R™ est I'état du correcteur de dimension n,, de fonction de transfert associée:
K(S) = Ck(SI—Ak)_lBk +Dk (126)

Lorsque la dimension du correcteur est la méme que celle du systéme, on dit que le correcteur est
de plein ordre, sinon de commande réduite ou fixe. Un des problémes de retour de sortie dynamique
est de minimiser n, et de le rendre le plus petit possible par rapport a n. Pour n, = 0, le probleme

de retour de sortie dynamique est exactement le probleme de retour de sortie statique.

Les traitements théoriques de gain scheduling sur les systemes de commande non linéaires
étaient treés rares [25]. Immédiatement souligné, les méthodes a gain scheduling heuristiques ont
fait ’objet d’une alternative rigoureuse constitutif des méthodes LPV [9,11,71,72]. Les premiéres
idées de gain scheduling imposées pour les systemes LPV ont été proposées par Shamma dans sa
theése [17] et d’autres articles [10,22,23]. La méthode de synthese a gain scheduling est une méthode
empirique, la principale difficulté était I'absence de théorie générale pour I'analyse de la stabilité
des systémes LPV et la conception de lois de commande LPV & gain scheduling. Avant, le
correcteur a gain scheduling est construit a partir d'une famille de correcteurs linéaires locaux
concus en utilisant des méthodes linéaires invariantes dans le temps, alors le correcteur LPV est le
résultat d’un ensemble de correcteurs locaux du systétme LPV séquencé par les parameétres

variables.

Comme la commande des systemes LPV a 1'aide de retour d'état a gain statique, le retour d’état
a gain scheduling a connu lui aussi une évolution sans précedente ces derniéres années [73-78]. Il
est possible que le gain soit dépendant des parameétres variables du systemes LPV dont la loi de

commande la plus simple qui peut étre congue est retour d’état a gain scheduling:

u(t) = K(p)x(t) (1.27)
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Ceci est une extension immédiate du retour d'état LTI au retour d’état LPV: la matrice du gain du
correcteur est maintenant en fonction des parameétres variables. Ce correcteur est le plus facile a

concevoir mais il nécessite la connaissance du vecteur d'état du systeme pour étre implémenter.

1.4.5.2. Synthése de correcteur LPV par retour de sortie a gain scheduling

Ce type de correcteur LPV a gain scheduling a répondu pour I'un des premicres application
sur les systemes LPV [79] suivi de plusieurs autres applications ces derniers temps [80-83]. Une
loi de commande apparemment simple et a gain scheduling dépendant elle aussi des paramétres
variables du systeme LPV est la loi de commande par retour de sortie & gain scheduling qui prend

la forme suivante:

u(t) = K(p)y(t) (1.28)

Cette classe de correcteurs est trés facile a mettre en ceuvre car l'entrée de commande est
directement calculée a partir de la sortie mesurée. La principale difficulté réside toutefois dans la

difficulté d'obtenir des conditions faciles pour concevoir de telles lois de commande.

1.4.5.3. Synthese de correcteur LPV par retour de sortie dynamique a gain scheduling

L’acquisition d’une grande importance par ce type de correcteur a conduit d’envisager
I’introduction de 1’aspect gain scheduling bien évidemment dans le cadre d’améliorer les
performances dynamiques et de garantir la stabilité du systeme commandé [84-86]. De la Fig.1.4,
le correcteur est une structure a un seul bloc dont le but est uniquement le calcul d'une entrée de

commande appropriée u(t) a partir de la sortie mesurée y(t).

(% (®) = Ak (P)xi (8) + B (p)y(2)
KO:{ite) ~ crommec 4 Dua(d (129
w(t) —» . — x(t)
r(6) —&—* k() e CHR “ > ¥(t)
_ : ,

Fig.1.4. Le schéma bloc du retour de sortie dynamique

Cette classe de correcteurs a été étudiée, par exemple, dans [2,9,53,87]. De maniere intéressante,
lorsque I'ordre du correcteur est égal a I'ordre du processus, c'est-a-dire n = ny, le probléeme de

conception s'avére admettre des solutions convexes dans plusieurs configurations. Lorsque le
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correcteur est de commande réduite, c'est-a-dire n;, < n, le probléme est connu pour étre difficile
en raison de la présence d'une contrainte de rang (non convexe) dans les conditions de stabilisation;

voir par exemple [63].

1.4.6. Approches de synthése de correcteur LPV

La synthése d’une loi de commande nécessite d’une part un modéle mathématique du systéme
a commander et d’autre part, une approche efficace et adaptée au modele car toute la démarche
repose sur un modeéle suffisamment fidele. Parmi ces modeles, on peut distinguer deux approches

différentes: I’approche polytopique et I’approche LFT.

1.4.6.1. Synthése de correcteur LPV par approche polytopique

Soit le systéme LPV définit par 1’équation (I.20) sous une formulation compact:

A(p)  Bi(p) Balp)
G(p) =| Ci(p) D11(p) Di(p) |, p€EP (1.30)
C2(p) Dy1(p) Dyy(p)

La représentation d'état augmentée G (p) peut étre convertie en un systeme polytopique S(p)
en utilisant I’ensemble des sommets {S;} construit par I’image du polytope formé par les
parameétres variables donné par la Fig.1.5. Tout systeme a l'intérieur du polytope est représenté par
une combinaison convexe des sommets ponderés par le vecteur de coordonnées barycentriques «;.
Les coordonnées barycentriques sont utilisées pour spécifier la localisation d'un point comme
centre de masse, ou barycentre, des masses placées aux sommets d'un simplexe. Warren [88]
fournit une formule pour calculer les coordonnées barycentriques de tout polytope convexe. Parmi

les travaux exploitant cette approche [3,89].

Fig.1.5. Systeme polytopique

Admet une représentation polytopique sous forme d’état:
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N
S(p) =) @S, peP (1.31)
i=1
avec
A; By By
Si=|Cu Dini Dy (1.32)
Cyi Da1i Doy

ou A;, Byj,..., sont les sommets images par S(.) des sommets de P.
P est un polytope de N sommets. On peut écrire P = Co{P;, P, ..., Py}, Or pEP & p =
LiaPy ;20,3 a =1,

Le choix d’un correcteur a une structure analogue a celle du systéme s’avere profitable Fig.1.6.

w(®) —— o

u(t) y(t)

Fig.1.6. Correcteur polytopique

La construction du correcteur clairement requise s’obtient par la combinaison barycentrique des

correcteurs calculés pour chaque sommet:

N

K(p)=2aiKi,p€1P (1.33)

i=1
ou K; est le gain de correcteur qui correspond au sommet S;.
Le gain du correcteur (I.33) est exprimé en fonction du vecteur de parametres variables p. Pour
cela, les coordonneées barycentriques du vecteur p sont déterminées a chaque instant par resolution

en ligne le systéeme:
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iz S (1.34)
\ =

L'idée de conception de correcteur sous forme de LFT pour les systéemes LPV est limitée par
la restriction d'utiliser uniquement des expressions rationnelles et d'appliquer uniquement des
opérations mathématiques rationnelles. Dans ce cas, toute manipulation d’une forme LFT, donne
a nouveau une expression qui peut étre représentée sous une forme LFT. De nombreux résultats
ont été développés au cours des 15 derniéres années pour résoudre le probléme de commande des
systémes LPV par I’approche LFT [90]. L'approximation du syst¢éme non linéaire basé sur la
structure LFT est également trouvée dans [2,9,91].

Reprenons comme équations de départ (1.20). Lorsque les différentes matrices de cette
représentation d'état dépendent du vecteur de parametres p de maniére rationnelle, ce systeme peut
étre présenté comme sur la Fig.1.7, ot un systeme LTI décrit par la matrice M(s) est bouclé par une

matrice 6(p) dépendant de parametres:

6(p) = diag ( prly, o prqu) (1.35)

ou r; > 1 chaque fois que le parametre p; est répété [92]. L'ensemble des opérateurs de structure
(1.35) est désigné par

0(p) = {diag (pllrl, o prly,), pi € R} (1.36)

Notez que O est traditionnellement dénommeée la structure d'incertitude.

A

0
5

(o) D]

wg (t) zg(t)

x(t) %(t)

P
P

ﬂf(s]

wit) — 5 z(t)

u(t) — - v(t)

Fig.1.7. Systéme LFT
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Par interprétation, z,(t) et w,(t) sont des entrées/sorties du bloc-diagonal 6(p) dont les paramétres
variables sont rassemblés. Pour souligner le fait qu'il existe une LFT par rapporta 6(p), les matrices
d'espace d'état peuvent étre réarrangées dans la LFT supérieure suivant la figure ci-dessus:

x(t) = Ax(t) + Bigwg(t) + Byw(t) + Bou(t)

zg(t) = C19x(t) + D11gWe(t) + D129w(t) + Dizeu(t)

z(t) = C1x(t) + Dy19we(t) + Dyyw(t) + Dypu(t)
k)’(t) = (x(t) + D319wg(t) + Dayw(t) + Dpyu(t)

we(t) = 0(p)ze(t)

La matrice variant dans le temps 8(p) peut étre réabsorbée dans les matrices d'espace d'état de sorte

M(s): (1.37)

que ces matrices soient données par le systeme LPV G(p). Ce systéme peut étre représenté sous

forme:
x(t) x(t)
z(t) =Tu(M,9(p)) w(t) (1.38)
y(t) u(t)

ou

G(p): = F,(M,6(p))

D119 D129 D130
D219 Dll D12
D319 D21 D22

Cio
= [C1 ] 0(p)(I - AH(P))_l[Bw By Bp]+ (1.39)

&

Comme dans le cas de I’approche polytopique, la forme du correcteur recherché est identique que
celle du systeme LFT rebouclé avec le méme bloc 6(p). Notez que bien que dans la plupart des cas
nous utilisions le méme bloc pour interconnecter le systéme et le correcteur, en général on peut
utiliser des blocs avec une structure différente. Par souci de simplicité dans les formules, nous

utilisons des blocs identiques. Ce fait est reflété dans la Fig.1.8.
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Blp) 0] |«
x|, k| [x@
we (¢) E : '] 25(®)
wit) ) M(s) L z()
u(t) v(t)
K(s)
Zy, (£) Wy, (t)
»  d(p)

Fig.1.8. Structure du systeme et de correcteur LFT
La relation de retour entre u(t) et y(t) est
u(t) = Fi(K,6(p))y(t)
Par conséquence, le correcteur sous forme d’état est donné par:

_{u(t) = Ky11y(t) + Kyax,Wk, (8)
2k, () = Ka1k,Y(6) + Koo, Wi,y (8)

dont la structure d'interconnection LFT inférieure est la suivante:

(1.40)

(1.41)

-1
K:= :FI(K,Q(P)) = K12k,0(p) (1 - K22K99(P)) Ky1k, + K11 (1.42)

La structure LFT peut étre transformée en une structure modifiée dans laquelle tous les composants

dépendants des paramétres sont rassemblés en un seul bloc, voir Fig.1.9.

Wi (0] Zrs ()
[S{p) 0 ] *
. 0o a( “
wg(t) ~) zg(t) [e{'p) 0 }
o el
wit) —i M(s) —z() =
> * F {ﬁ(g)JK[s))
u(t) (@
K(s) :
Wi, (£) 2, (8)

Fig.1.9. Correcteur LFT modifié
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La boucle fermée de la perturbation w(t) a la sortie contrdlée z(t) est donné par

Tow (M, K,0(0)) = Fy (Fu(M,6(0)), F1(K, 0(0)) ) (1.43)

Ensuite, le systéme augmenté modifié est formalisé de la fagon suivante:

[k, (D] WKg(t)]

zq(t) w(t)
z(t) | = IW| w(t) | (1.44)
y(t) [ u(t) |
lzx,(©] g,
avec
0 0 I,
M = [0 M 0] (1.45)
I, 0 0

Ici, M(s) est formalisé en utilisant 1’équation (I.37). Ainsi, on obtient:

T, (M,K,0(p)) = F, (Tl (1,K), [9%” ) B(OP)D (1.46)

Le probleme LPV d'origine peut étre considéré comme un probléme de performance robuste plus

classique face au bloc répété diag(6(p), 6(p)).

1.5. Conclusion

Commencant par une définition précise des différentes classes de parametres que certaines ont
de bonnes propriétés qui peuvent étre exploitées pour fournir des outils de stabilité et de syntheése
plus précis, ce chapitre a présenté une vue d’ensemble des systémes. Parmi eux, les systemes LPV,
de leurs origines aux diverses approches pour I’analyse et la synthése: les systémes LPV
polytopique, LPV polynomiaux et LFT. D’un autre c6té, il est trés excitant de voir 1’adoption
généralisée du paradigme LPV en cétoyant les différentes syntheses de correcteurs LPV a savoir
le retour d’état statique, le retour de sortie statique ou dynamique de méme forme que le modéele

du systeme.
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Chapitre 11 Analyse et synthése des systemes LPV

Chapitre I1: Analyse et synthese des systemes LPV

I1.1. Introduction

La terminologie «linéaire a parameétre variable» a été introduite dans [17] pour distinguer les
systemes LPV des deux systemes LTI et LTV. La distinction des systemes LTI est claire dans la
mesure ou les systemes LPV sont non stationnaires. La distinction des systémes LTV est moins
apparente, car pour toute trajectoire du vecteur paramétres p, la dynamique de (I.4) constitue un
systeme linéaire variant dans le temps. Au contraire, les systemes LPV se distinguent des systémes
LTV du point de vue de lI'analyse et de la synthese. L'analyse et la synthese des systéemes LPV est
principalement basée sur des approches d'analyse de stabilité, de performance et le contréle, car un
systeme LPV n'est rien d'autre qu'un systeme incertain avec des parameétres variables dans le temps.
Dans ce contexte, au cours des vingt-cing derniéres années, les problémes de stabilité et de
conception d'une commande pour un systeme LPV donné qui maintient la stabilité en boucle
fermée et garantissent en méme temps des exigences de performance données en présence de
paramétres variables dans le temps largement étudié sont résolus informatiquement avec élégance
grace au développement théorique des outils d’analyse et de synthése de certaines classes de
systémes projetés aux systemes LPV.

Le but du chapitre est de présenter ces outils, mais dabord, quelques définitions préliminaires
sur la stabilité des systemes dynamiques sont nécessaires. Le reste de ce chapitre on présente divers
résultats sur l'analyse pour les systemes LPV avec ses différentes représentations exposées au
chapitre I. Le chapitre débuté par quelques définitions générales de la stabilité soutenue par la
théorie de Lyapunov et la stabilit¢ quadratique suivi en complément par I’aspect de robustesse et
la performance robuste des systemes LPV en exposant des théoremes importants. Enfin, la derniére
partie du chapitre est consacrée a la stabilisation quadratique des systéemes LPV par retour d’état

statique et retour de sortie dynamique.

11.2. Définitions préliminaires sur la stabilité
La stabilité est une propriété de base des systemes dynamique. Avant de fournir des résultats
clés sur la stabilité des systemes LPV, il semble nécessaire de fournir plusieurs définitions

génerales sur la stabilité des systemes dynamiques [55,93-99]. Comme indiqué dans la section,
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nous essayons d’apporter une énonciation simple sur la stabilit¢ de Lyapunov et la stabilité entrée-

sortie qui ont été largement utilisées dans la commande [100,101].

La méthode de Lyapunov pour vérifier la stabilité asymptotique est la technique applicable
aux systemes dynamiques. Nous présentons ici un ensemble de définitions sur la stabilité
(asymptotique, exponentielle, etc...) d'un systéme non linéaire variant dans le temps. L'
"uniformité" est nécessaire pour caractériser les systemes variants dans le temps dont le
comportement a une certaine uniformité pour différentes valeurs du temps initial t, (référer aux
[100,101] pour plus de détails).

Nous définissons un systeme non linéaire variant dans le temps:

x(t) = f(x, ), x(ty) = xq (I1.1)

Par hypothése, les conditions garantissant 1’existence et 1’unicité de solutions de la fonction
f:R™ x R, — R"™ supposée localement Lipschitzienne dés lors que la dérivée partielle de f par

rapport a x est continue et continue par morceaux par rapport a t.

Définition 11.2.1.1 (Condition de Lipschitz)
La fonction f est localement Lipschitzienne par rapport a x si, VK < D, 3L > 0/V(x,y) € K?,
vVt € [to,t,] tel que

If (e, t) = f(, Ol < Lllx =yl (11.2)

Définition 11.2.1.2 (Point d’équilibre)

Le systeme (II.1) posséde le point d’équilibre x, s’il vérifie
f(xe,t) =0, Vt >t (11.3)

Définition 11.2.1.3 (Stabilité simple)
Le point d'équilibre x, est simplement stable si, Ve > 0, Vt, = 0, 35(¢, t,), tel que

|x(tg) — xell <8 = [x(t) —x |l <€Vt>t, (I1.4)

Définition 11.2.1.4 (Stabilité uniforme)

Le point d'équilibre x, est uniformément stable si, Ve > 0, §(e) > 0 tel que

lx(ty) — x| <6 = ||x(t) — x| < e,VE=ty, =0 (11.5)
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Définition 11.2.1.5 (Stabilité asymptotique)

Le point d'équilibre x, est asymptotiquement stable si, Vt, = 0, 3¢ > 0 tel que

ll(t0) = xell < ¢ = lim [lx(®)ll - x, (11.6)

Définition 11.2.1.6 (Stabilité asymptotique uniforme)
Le point d'équilibre x, est uniformément asymptotiquement stable si:
o lastabilité uniforme est vérifiée,
e lastabilité asymptotique est Vérifiée.
On dit que la stabilité asymptotique uniforme est globale si les conditions de stabilité asymptotique

uniforme sont vérifiées avec ¢ = +oo.

Définition 11.2.1.7 (Stabilité exponentielle)
Le point d'équilibre x, est exponentiellement stable si, Vt, > 0, il existe deux réels positives « et

A tel que pour x(t,) suffisamment petit,
lx(t) — x|l < allx(ty) — x,|le 1) vt > ¢, (I1.7)

Définition 11.2.1.8 (Stabilité exponentielle uniforme)

e |a stabilité asymptotique uniforme est vérifiee,

e |a stabilité exponentielle est veérifiée.
On dit que la stabilité exponentielle uniforme est globale si les conditions de stabilité exponentielle
uniforme sont vérifiées pour toute condition initiale x(t,).
Notez que la stabilité exponentielle implique une stabilité asymptotique uniforme mais que
I'inverse n'est pas nécessairement vrai.
On assume que le systeme (I1.1) a au moins une solution x(.) sur R,. On le suppose également

que l'origine x, = 0 est un point d'équilibre pour ce systéme, c’est-a-dire,
£(0,) =0, VteR, (I1.8)

cette derniére notion est fondamentale dans la théorie de Lyapunov.
Notez que si I'équilibre n'est pas a I'origine, nous pouvons toujours redéfinir les coordonnées sur

R™ de telle maniere que I'équilibre devient la nouvelle origine [100].
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La second méthode de Lyapunov appelée aussi méthode directe [102] généralise la
constatation que le comportement stable ou instable d’un systéme est relié a la caractéristique et a

I’évolution de sa fonction d’énergie généralement de forme
V(x) = xTPx (11.9)
ol x € R™™ ’état du systéme et P € R™ ™ une matrice symétrique définie positive.

Avantages:
e Etude de la stabilité par examen de I’énergie totale du systéme,
e Systeme linéaires et non linéaires,

e Ne nécessite pas la solution de I’équation d’état, ni la connaissance des pdles du systéme.

Candidat de Lyapunov
I1'y a deux propriétés essentielles que la fonction d’énergie possede, a savoir la propriété d’étre
maximum ou minimum au point d’équilibre qui a tendance a étre stable pour le minimum de la

fonction d’énergie. C’est ce type de particularité que présente le candidat de Lyapunov.

Définition 11.2.2.1 V(x): R™ — R est définie positive telle que
° V(x) =0 x=0
e V(x)>0 Vx+#0

Définition 11.2.2.2 V (x) définie positive est continue, est un candidat de Lyapunov.

Fonction de Lyapunov

Lors de I’évolution d’un systéme stable, la fonction d’énergie a tendance a diminuer ou d’étre
conservée. C’est la deuxieme particularité de la fonction d’énergie avec 1’exigence en plus que la
dérivée du candidat de Lyapunov V (x) soit négative ou nulle.
La dérivée s’écrit

av ox

. av
Vix) = ot Toxor

La dérivée fait intervenir la dynamique du systeme mais aussi la dynamique de la fonction de
Lyapunov.

Définition 11.2.2.3 Une fonction de Lyapunov est un candidat de Lyapunov, & savoir une fonction

continue V(x) telle que
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e V(x)=0 x=0
e V(x)>0 Vx+#0
e V(x)=0 x=

e V(x)<0 Vx=#

Théoréme 11.2.2.1
e Si une fonction de Lyapunov existe pour un systeme donné alors ce systéme est stable.
e SiV(x)>0Vx#0etV(x)<0Vx # 0, alors I’origine est stable au sens de Lyapunov.
e SiV(x) < 0Vx # 0 alors I’origine est uniformément stable.

e SiV(x) < 0Vx # 0 alors ’origine est uniformément asymptotiquement stable.

Intuitivement, la stabilité égale équilibre. C’est une qualité de ce qui est stable, de ce qui tend
a conserver sa position d'équilibre. Cette définition de la stabilité est insuffisante pour les systemes
dynamiques en général, autrement dit, un systéme est stable si ses sorties d’énergie finie sont
produites a partir de ses entrées d’énergie finie. Ce type de stabilité s’appuie sur le comportement

du systeme dont la représentation classique suivante:

Entrees Sorties

Modéle

¥

Fig. 11.1 Modeéle entrée/sortie

Théoriquement, la notion de stabilité entrée-sortie est apparue il y a une trentaine d’années
[103-105] y compris une référence riche dans le domaine [106] sans oublier la définition
synthétique exposee dans [94]. Nous énoncons brievement les définitions de base de la stabilité
entrée-sortie.

Considérons le systeme non linéaire suivant:
x(@) = fx (@), u®), t)
y(@) = gx(@),u(t), t) vt >t (11.10)
x(to) = xo

ou f et g reposent sur les mémes hypothéses que celles du paragraphe 11.2.1 pour assurer

I’existence et [’unicité des solutions.
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Encore, on supposera en I’absence de sollicitations extérieures u = 0 dans les conditions initiales
xo = 0 les sorties du systeme y(t) sont nulles, c’est-a-dire que
vVt > t,, f(0,0,t) =0et g(0,0,t) = 0.

on notera que H: L7, — Lé)e un opérateur associé au systeme (11.10), tel que
y = H(x) (11.11)

ou Lzt et Lé’ sont des espaces fonctionnels dont les signaux u(t) et y(t) appartiennent
respectivement.
Pour donner une définition précise sur la stabilité entrée-sortie au sens des espaces L, il faut faire

appel a I’opérateur de troncature noté simplement (. )7 (voir I’annexe II).

Définition 11.2.3.1 (£, — stable) Le systéme (I1.10) est £, — stable si:

vu e L7, H(u) € L]

Ay, B)/Yu € L™ VT > 0, ||(H(u))r||q <vllurlly + B (11.12)

B un terme résiduel par hypothése en I’absence de conditions initiales sur f et g qui devient nul.

On s’intéresse a la plus petite valeur de y que nous appellerons le gain £, de I’opérateur H.

Définition 11.2.3.2 (£, — gain) Si H est L, — stable avec gain fini, alors le £, — gain de H est

défini comme

y = inf{y:36 = 0} (11.13)

telle que I’équation (I1.12) soit vérifiée.

11.3. Notions de stabilité pour systeme LTI et LPV

Il est commode, pour le lecteur, d'introduire plusieurs notions de stabilité des systemes LPV.
Puisque les systéemes LPV sont définis sur un continuum de systemes, la stabilité peut prendre
plusieurs formes a la différence des systemes LTI. Cette section est consacrée a montrer la
complexité de I'analyse de stabilité des systemes LPV et introduit des notions de stabilité pour ce
type de systemes. Contrairement aux systemes LTI, différents types de stabilité peuvent étre définis
pour les systemes LPV. Les plus communs sont appelés stabilité quadratique, stabilité de Lyapunov
et stabilité robuste. Mais, avant de les définir, il semble nécessaire d'adapter les définitions de

stabilité de la section 11.2.1. Notez, cependant, que puisque les systemes LPV sont des systémes
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linéaires, alors toutes les propriétés de stabilité sont globales. Le terme global est donc
implicitement compris dans les définitions ci-dessous.

Considerons maintenant des systemes linéaires avec des parametres variables dans le temps.
De tels systemes peuvent étre représentés de maniére suivante:

{J'C(t) = A(p)X(t),

t=>t 11.14
x(ty) = xg 0 ( )

ou x(t) € R™ est le vecteur d’état et p € P < R” est le vecteur des paramétres variables dans le
temps a r dimension.

Définition 11.3.1 (Stabilité simple) Le systeme (II.14) est simplement stable si, Ve > 0, Vt, >
0,Vp € P, 35(e, ty) tel que

lx(t)ll < & = llx(t p)ll <€Vt =t (11.15)

Définition 11.3.2 (Stabilité uniforme) Le systéme (I1.14) est uniformément stable si, Ve > 0,
Vp € P,36(e) > 0 tel que

lx()Il <8 = llx(t, Pl <eVt=>t, =0 (11.16)

Définition 11.3.3 (Stabilité asymptotique) Le systeme (I1.14) est asymptotiquement stable si,
Vt, = 0,Vp € P,3c > 0 tel que

lx(t)ll < c = Jim lx(t, Il = 0 (1.17)

Définition 11.3.4 (Stabilité exponentielle) Le systeme (I1.14) est exponentiellement stable si,

Vt, = 0, Vp € P, il existe deux réels positives a et A tel que pour x(t,) suffisamment petit,

llx(t, )1l < allx(ty)lle 2700, vt > ¢, (11.18)

Une conséquence du résultat de la complexité est que I'on doit se contenter de méthodes non
définitives ou d'algorithmes inefficaces pour évaluer la stabilité. La condition suffisante suivante
est connue sous le nom de stabilité quadratique [107]. Par definition, la stabilité quadratique est la
stabilité au sens de Lyapunov avec une fonction d’énergie quadratique de la forme (I1.9) ou la

matrice de Lyapunov P est constante et unique.
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Chaque fois que les systemes LTI sont considéerés, les choses deviennent beaucoup plus
agréables puisque les conditions de Lyapunov nécessaires pour la stabilité peuvent étre facilement
énoncees, comme le montre le résultat suivant.

Considerons le systeme LTI suivant:

{x@)::Ax&{ >t (11.19)

x(to) = xo

Théoréme 11.3.1.1 Le point d’équilibre x, = 0 du (I1.19) est quadratiquement stable si et
seulement si, pour toute matrice Q = QT > 0, il existe une matrice P = PT > 0 vérifiant I’équation

de Lyapunov
ATP+PA+Q=0 (11.20)

On remarque que pour les systemes LTI, la stabilité asymptotique est équivalente a la stabilité

quadratique.

Exemple 11.3.1.1

Considérons la matrice suivante:
-3 1
A_[O —J
Si possible de calculer P par I’équation (I1.20) avec

Q=ﬁ?i

comme le systéme de matrice d’état A est stable (1, = —3,1, = —1) et que Q est défini positive
(a des valeurs propres positives), il existe une matrice P symétrique définie positive pour satisfaire
I'tquation (I1.19). Cherchant P de la forme

P. P
P=[ 11 12]
Py1 P

en utilisant le fait que P;, = P,4, il faut résoudre un ensemble d'équations linéaires pour obtenir

la solution pour P

P=[i 3
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Contrairement au cas du systéeme LTI, lorsque la stabilité est garantie par certaines propriétés
d'affectation des poles de la matrice d’état A, dans le cas du systeme LPV, le probleme de la stabilité

est plus important.

Définition 11.3.1.2 [108-110] Le systéeme (II.14) est quadratiquement stable dans P si et

seulement s'il existe une matrice définie positive P € R™ ™ telle que pour tout p € P
A(P)P+PA(p) <0 (11.21)

Théoréme 11.3.1.2 Supposons que le systeme (I1.14) est quadratiquement stable. Alors pour tout
p() € PC(R,,P) le systéeme LPV

{x © =A(p®OM® 5 (11.22)
x(to) = xo

est exponentiellement stable.

Exemple 11.3.1.2

Considérons le systéme LPV suivant:

1 p
Le polynome caractéristique du systéme de matrice d’état A est donné par
det(sI —A(p)) =s?+2s+1

montre qu'il est asymptotiquement stable pour tout p. Nous montrerons maintenant que ce systeme
n'est pas quadratiquement stable. Pour ce faire, supposons que le systeme est quadratiquement

stable. Ensuite, il doit exister une matrice

P P
P = [ 11 12]
P12 P22
telle que (I1.21) soit satisfaite.
8P 4P
[ 2P11_% Pi1p — 2Py, — pzz]
Mq(p) = AP + P A(p) = | <0

[P11P—2P12— 2P12p — 6Py, J
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vérifiée pour toutp = [—1,—1/2] U [1/2, 1]. Par conséquent, pour tout p, € [1/2, 1], nous avons
a la fois M, (—po) < 0 et Mq (py) < 0, et donc M, (—py) + M, (po) < 0. Le calcul de cette

somme donne explicitement

My (=po) + Mq (o) = [A(=po) + AQOI"P + PLAG=po) + ACo0)] = | Syt 502

qui ne peut pas étre définie négative en raison du terme positif 4P;,. Par conséquent, le systeme

n'est pas quadratiqguement stable.

Cette section est consacrée a l'analyse de stabilité des systémes LPV polytopiques dont la
stabilité quadratique est discutée. Dans ce qui suit, le systtme LPV polytopique suivant est

considéré

{x(t) =Alx(@®) (11.23)

x(to) = xg
ol x € R™ est I’état du systéme, A(a) = YV, a;A;, a € P
Une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité quadratique des systemes LPV

polytopiques est donnée ci-dessous:

Théoréme 11.3.1.3 Le systeme (I1.23) est quadratiquement stable dans le sens de définition

11.3.1.2 si seulement s’il existe une matrice P = PT > 0 telle que
ATP+PA; <0,i =1,...,N (11.24)

Preuve: utilisant la fonction de Lyapunov de la définition 11.3.1.2, nous obtenons la condition de

stabilité
N
a;[ATP+PA]<0 (11.25)
i=1

l

Contrairement aux systemes LTI, en général, la stabilité des systemes ne peut pas étre déduite en
examinant les solutions explicites car elles sont, la plupart du temps, difficiles, voir impossibles a

calculer. Dans le cas des systemes LPV, les solutions sont méme infiniment nombreuses, c'est-a-
dire une solution par trajectoire de parametre. De plus, le spectre de la matrice A(p(t)) seul ne

peut généralement pas étre utilisé pour conclure sur la stabilité puisque les variations de temps
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doivent étre prises en compte. La théorie de Lyapunov nous permet de surmonter cette difficulté
en caractérisant implicitement la stabilité a partir de l'expression du systéme dynamique, c'est-a-
dire la matrice A(p(t)), a travers l'utilisation d'une fonction de Lyapunov. Nous résumons donc ici
les notions de stabilité et de méthode de Lyapunov ainsi que la Vérification de la stabilité des

systemes LPV.

Dans cette section nous considérons le comportement qualitatif des solutions du systéeme

d'équations différentielles linéaires invariant dans le temps (I1.19).

Théoréme 11.3.2.1 La matrice d’état A du systeme LTI (/1.19) est une matrice de stabilité, c'est-
a-dire Re{4;(A)} < 0 si et seulement si pour toute matrice symétrique définie positive Q il existe

une matrice symétrique définie positive P tel que,
ATP+PA=—-Q (11.26)

Notez que Q peut étre semi-définie positive si le systeme est observable.
ATP + P A est négatif si et seulement si Q est positif. Pour les systémes observables, nous
pouvons choisir Q = CTC.

Inversement en montrant que si A est une matrice de stabilite alors
pP= f eATtQeAtdt (11.27)
0

oU Q est la matrice symétrique définie positive donnée, satisfera ATP + P A = —Q

Le théoreme de Lyapunov et la fonction de Lyapunov, dont I'existence est la condition du
théoréme, jouent un réle central dans I'analyse de la stabilité asymptotique des systémes non
linéaires. C'est le plus répandu et presque la seule technique généralement applicable pour ce cas.
Par conséquence, la projection du théoreme sur les systemes LPV est une méthode fondamentale
pour I’analyse de stabilité [48,111].

Les modeéles de systéme LPV ont été introduits dans la section 1.1.1.3 du premier chapitre en
tant gqu'extensions modérées des systemes LTI avec des paramétres variables. La version tronquée

d'une équation d'état LPV utilisée pour l'analyse de stabilité asymptotique est donnée par I’équation
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(11.14) ou la matrice d'état A(p) est en fonction d'un vecteur de parametres réel (éventuellement
variable dans le temps) p = [py, ..., p,-] d'un domaine délimité p € P c R".

Si nous considérons les systemes LPV comme étant des systemes linéaires, nous pouvons nous
attendre a ce qu'ils soient quadratiquement stabilisables avec une fonction de Lyapunov

quadratique appropriée (I1.9).

11.4. Stabilité robuste des systemes LPV

Pour palier certaines des déficiences des fonctions de Lyapunov indépendantes des paramétres,
une idée naturelle est de rendre la fonction de Lyapunov dépendant de parametres. Une alternative
intéressante est 1’utilisation de ce type de fonction impliquant une dépendance explicite a la fois
sur le temps et sur les parameétres. Vraisemblablement, les bornes de variations sur la vitesse des
parametres sont introduites dans ces fonctions [112-114]. Dans la littérature de 1’utilisation récente
de ces fonctions, les premiéres propositions sont abordées dans [8,113]. Plusieurs d’autres
contributions qu’on peut citer par exemple [115,116].

La fonction dépendant des parametres recherchée dans cette approche est quadratique par

rapport a ’état x:
V(x,p) =xTP(p)x (11.28)

Théoréeme 11.3.2.2 Le systeme (II.14) est quadratiquement stable s’il existe une matrice

symétrique définie positive P(p) pour tout p € P telle que

dP(p)
dp

A(P)"P(p) + P(p) Alp) + p <0 (11.29)

Cela nous amene au concept de stabilité robuste. Contrairement a la stabilité quadratique, cette
notion de stabilité fait la distinction entre les parametres dérivables constants et variables dans le
temps. Dans le cas de paramétres variants dans le temps, une stabilité robuste tient en effet compte
des informations sur le taux de variation des parametres. D'apres les définitions ci-dessus, il est
clair que la stabilité quadratique implique une stabilité robuste puisque la stabilité quadratique est
un cas particulier de stabilité robuste ou P(p) = P. La réciproque ne tient pas en général car il est

facile de construire des systemes qui sont robustes, mais non quadratiqguement stables.
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Le théoréme 11.3.2.2 peut s’étendre pour le cas d’un systéme polytopique (I/1.14) ou A(p) est
donné par (I.9) avec a; Vvérifiant (1. 11). La fonction de Lyapunov dépendant de paramétres P(p)
se réécrit sous forme

N

P(p) = Z a;P, (11.30)

i=1
ou P; est la matrice symétrique définie positive du sommet d’indice i.

Sa dérivée temporelle est donnée par

N
a;pP;, Z a; =0 (11.31)

i=1

N

P(p) =
i=1

Proposition 11.4.1.1 Le systeme (II1.14) est robustement stable sous les écritures (I1.30) et

(11.31) si la condition suivante est vérifiée

N N

N N N
2 Ala; 2 a;P; + ) a;P; 2 a;A; + Z @;P; <0 (I1.32)
i=1 i=1 i=1

La stabilité des systemes LFT reste un sujet de recherche actif. En effet, ces systemes LFT
fournissent une maniére unifiée de modéliser les systemes LPV avec tout type de dépendance aux
parameétres: affine, polynomial et rationnel. En réécrivant les systemes LPV sous la forme LFT, le
systeme initial est divisé en deux sous-systémes interconnectés: un systeme constant et un autre
variable dans le temps.

Considérons dans cette section les systemes LPV sous forme LFT donné par
(a’c(t) = Ax(t) + Byw(t) + B,u(t)
{ z(t) = C1x(t) + Dyyw(t) + Dypu(t)

y(t) = Cx(t) + Dyyw(t) + Dypu(t)
W () = A(p)z(t)

La structure de la matrice de parametres A(p) dépend des méthodes d'analyse de stabilité.

(11.33)

Parmi ces méthodes, la passivité et le théoreme du petit gain. 1l est important de noter que ces outils
ont été initialement développés pour I'analyse robuste de la stabilité des systémes linéaires, En

raison de la forme LFT, ces outils s'appliquent naturellement au systéme LPV.
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La passivité est un résultat trés fort pour les systtmes LPV. Il ne peut étre utilisé qu'avec le
positif A(p) et le systeme LTI doit satisfaire une inégalité trés contraignante. Soit F(s) =
C,(sl — A)™'B, + D,, la fonction de transfert de w a z correspondant au systéme (I1.33) et
supposons que A(p) soit diagonale avec des composantes non négatives bornées (voir Fig.1l1.2).

Nous avons la définition suivante [55,98,117].
Définition 11.4.2.1 F(s) est passive (strictement passive) si seulement si
F(w)+ F(jw)*=0(>0),Yw €R (11.34)

Cela signifie que, dans le cas de SISO, le tracé de Nyquist de F(jw) doit se situer dans le demi-
plan complexe droit (ce qui est tres contraignant pour un systéme d'ordre supérieur a 1). Nous avons

besoin du résultat suivant.

Proposition 11.4.2.1 Si un systeme strictement passif est interconnecté avec un systéeme passif, le
systeme resultant est passif.
Tout systéme passif est asymptotiquement stable, la stabilité de I'interconnexion est montrée. Donc
le Systéme (11.33) est asymptotiquement stable si A(p) est passive et F(s) strictement passif.
A(p) est passive car elle est diagonale et a des éléments non négatifs et F(s) est strictement passif
si l'inégalité stricte (I1.34) est vérifiée.

Cependant, si la fonction de transfert est plus complexe (systemes MIMO), une analyse
analytique est beaucoup plus difficile. Heureusement, un théoreme a été fourni [104], permettant
de tester facilement les systemes MIMO.

Théoréme 11.4.2.1 Un systéeme (4, B,, C,, D,,) est strictement passif si seulement s’il existe une
matrice P = PT > 0 telle que

ATP+PA  PB,-CT

<0 (11.35)
BJP—C, —(Dy;+D3,)

est faisable.
L’origine de (I1.35) est détaillé dans I’annexe I1.

Le fait que tres peu de systémes soient (strictement) passifs implique que I'analyse de stabilité
des systemes LPV sous forme LFT soit trés restrictive et n'est pas considérée dans la littérature.

Cependant, la passivité est intéressante dans de nombreux problemes applicatifs, par exemple
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téléopération [118-120], le contrble des systemes Hamiltoniens a ports [121] et ainsi de suite
[98,122].

Le théoreme des petits gains est une amélioration de I'analyse de stabilité basée sur la passivité
des interconnexions car il prend en compte les variations d'énergie entre les entrées et les sorties
des systemes dynamiques impliqués dans l'interconnexion. Une analyse énergétique simple des
signaux de boucle suggere que la stabilité asymptotique de l'interconnexion est équivalente a la
finitude de I'énergie des signaux de boucle impliqués dans l'interconnexion. Le probléme reste donc
de déterminer si I'énergie de ces signaux est finie ou non. Permettant d’analyser la robustesse des
systemes linéaires, la stabilité robuste d’un systéeme LPV est garantie par le théoréme du petit gain
qui a donné une condition suffisante [56].

Théoréme 11.4.2.2 Le systeme (/1. 33) est asymptotiquement stable si

1A()Fwli,,

(11.36)
Iwllc,

ou d’aprés la figure Fig.I1.2, A(p) est une matrice dépendant des parametres tels que
AT(p)A(p) < I et F est l'opérateur LTI de transfert de w a z du systéme (1. 33).

ou L, est un signal d'énergie bornée (voir I'annexe 111).

Alp)

&

Y

F(s)

Fig.11.2 Schéma d’interconnection

11.5. Performance robuste des systémes LPV

L'objectif le plus important du systtme commandé stable au départ est d'atteindre certaines
performances. On peut citer par exemple la performance d'un systeme de suivi pourrait étre
mesurée par la taille du signal d'erreur de suivi, des performances liées au rejet de perturbations, a

des critéres énergétiques, a des exigences temporelles en terme de temps de réponse ou de temps
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de montée... La mesure de performance dans le cadre des systémes LTI se fait par la borne sur la
norme #, ou H,, d’une fonction de transfert ou a la localisation de ses péles.
Contrairement aux systemes LTI, on peut pas parler de fonction de transfert ni de norme H,,

H o ou encore de pbles pour les systemes LPV. Pour se faire, cela nécessite certaines extensions.

Définition 11.5.1.1 L’extension de la norme H, est définie comme étant la plus grande énergie
atteignable par la réponse impulsionnelle du systeme LPV lorsque p € P décrit I’ensemble des
trajectoires.

Y3, = Sup f y(@®)T y(t)dt (11.37)
p(OEP Jo

Si on consideére le systeme (1.4) strictement propre (D(p) = 0,Vp € P) a m entrées:

{J'C(t) = A(p)x(t) + B(p)u(t)
y() = C(p)x(®)

avec B(p) = [b1(p), ..., by (p)]
on aura m sous-systemes auxquels on associe pour chacun une entrée non nulle produisant le méme
effet impulsionnel sur la sortie:

x; () = A(p)x;(©) + b; (p)u(t)

yi(t) = C(p)x;(t)
x;(0) = b;(po)

dont au cas des systémes LPV I’extension de la norme H, est donnée par la relation suivante:

= sup Z f YO yi(©)dt (11.38)

p(EP &=

Dans le cas des systemes LPV, on parle plus precisement de la norme L£,-induite. En effet, la
norme induite £,-induite est I'extension de la norme H,, au cas des systemes LPV mesurant
I’amplification maximale de 1'énergie du signal d'entrée sur toutes les trajectoires paramétriques

admissibles.

Définition 11.5.2.1 La norme £,-induite d’un systéme (I.4) est bornée par y pour toute trajectoire

pEPsI
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T T

Yu € L, VT > O,f y@®T y(t)dt < yzf u(®)Tu()dt (11.39)
0 0

Par conséquence, cette définition coincide avec celle de la norme #,, classique pour les systemes
LTI. Autrement dit, pour cette norme il n’existe pas d’interprétation dans le domaine fréquentiel
compte tenu que I’on ne peut pas définir la notion de pdles pour les systemes LPV. La plus petite
valeur de y telle que la relation (I1.39) soit vérifiée:

Jy y@®OT y(®)dt

= su = 11.40
Viteo uELZ,pg‘)E?fO u(®T u(t)dt ( )

11.5.3. Notion de poéles

Quand on parle de systemes LPV, la notion de pbles ne trouve plus sa place pour la raison
qu’il n’existe pas de fonction de transfert dont la notion repose. Cependant, si pour toute valeur
figée du vecteur de paramétres on pourra connaitre la localisation de ces pdles et d’exploiter les

outils d’analyse de performance robuste.

11.5.4 Performance quadratique

Dans la section 11.3.1.2 on a parlé sur la stabilité quadratique des systemes LPV (I.4). Cette
approche assimilée a une stabilité robuste a des paramétres variant moins vite dans le temps a fait
I’objet de nombreuses publications [123,124]. Néanmoins, reposons nous sur la proposition
d’arranger 1’association entre la stabilité quadratique et les différentes performances citées ci-

dessus avec les théoremes suivants.

11.5.4.1. Performance quadratique # ', [90]

Théoréme 11.5.4.1 Le systeme (1.4) propre (D(p) = 0,Vp € P) pour un réel positif y et la
contrainte de performance:

YV, <V
est quadratiquement stable sur P s’il existe une matrice P = PT > 0 telle que

([A(P)"P+PA(p) C(p)"
L e <o
X  B(p)TP Vp EP (11.41)
[PB(p) p ] >0
tr(X) <y
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ou la matrice X (p) dépendant des parameétres p est supposée constante et y correspond maintenant

a une borne supérieure de la performance quadratique 7¢,.

11.5.4.2. Performance quadratique H , [125]

Théoréme 11.5.4.2 Le systeme (1.4) propre (D(p) = 0,Vp € P) pour un réel positif y et la

contrainte de performance:
Vi, <V
est quadratiquement stable sur 2P s’il existe une matrice P = PT > 0 telle que

A(p)"'P+PA(p) PB(p) C(p)"
B(p)™P -yl D()'|<0,vpeP (11.42)
C(p) D(p) -yl

11.5.4.3. Performance par localisation des poles [126]

Théoréme 11.5.4.3: Pour toutes valeurs figées des parametres du systeme (1. 4) dont les pbles des
systemes LTI associés restent dans le disque de centre ¢ et de rayon r est quadratiquement stable
sur P s’il existe une matrice P = PT > 0 telle que

rP P(A(p) —cI)

[(A(p)T —cDP —P <0,Vpe?P (11.43)

11.5.4.4. Performance quadratique des systemes LPV polytopiques
Considérons le systeme (I.4) décrit par (1.9) — (1.10) — (I.11).

Théoréme 11.5.4.4.1 (Performance quadratique #,)

Le systéeme (I.4) satisfait aux conditions du théoréeme de performance quadratique 7, si seulement

Si:
([A{P +PA; Cf
<0
C; —1
[ X Bl.TP] S0 ,3P,X>0,vi=1,..,N (11.44)
l PB; P
tr(X) <y

Théoréme 11.5.4.4.2 (Performance quadratique # )
Le systeme (I.4) satisfait aux conditions du théoréeme de performance quadratique H,, Si

seulement si:
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ATp+pPA; PB; (T
BI'pP —yl DI'|<0,3P>0,Vvi=1,..,N (I11.45)
Ci Dy -yl
Théoréme 11.5.4.4.3 (Performance par localisation des p6les)
Le systeme (I.4) satisfait aux conditions du théoréme de performance quadratique par localisation
des pbles dans un disque si seulement si:

—rP P(A; —cl)

A —enp  —rp <O (11.46)

Dans le cadre du modele polytopique et dans chacun des théoremes apparaissent un nombre fini

d’inégalités linéaires par rapport a P et éventuellement X.

Considérons le systeme (I.4) décrit par (I.16) — (1.17).

Théoréme 11.5.4.5.1 (Performance quadratique #5) [90]
Le systeme (I.4) tel que D;, = 0 et D,, = 0 vérifie les conditions de performance quadratique

H, s’il existe deux matrices P = PT > 0etL > 0:

([ATP+PA PB, cI cI ]
' -L DI, DI
| <0
Cl Dll —L_l O (11.47)
|l C, Dyq 0 —IJ

ktr(BzTPBZ) <y

Théoreme 11.5.4.5.2 (Performance quadratique ) [90]
Le systeme (I.4) vérifie les conditions de performance quadratique H,, s’il existe deux matrices
P=PT >0etL > 0:

[ATP+PA PB, PB, CI CJ |

| BTP ~L 0 DI, D21|

| BIP 0 —yI Dpf, DL|<O (I11.48)
Cy Dy Dy —p7t 0
C, Dy1 Doy o —viI

Théoreme 11.5.4.5.3 (Performance quadratique par localisation des p6les) [90]
Le systeme (I.4) vérifie les conditions de performance quadratique par localisation des pdles dans

un disque ouvert de centre ¢ si seulement s’il existe deux matrices P = PT > 0 et L > 0:
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(A—cD™P(A—cl) (A—cD™PB, (T
BIP(A - cI) —L DL | <0 (11.49)
Cl Dzz _L_1
Comme pour le cas du modele polytopique, 1’application des théorémes ci-dessus sur le plan
numérique pour le modele LFT s’agit en effet de résoudre une seule inégalité par rapport aux

variables P et L.

11.6. Synthese de correcteur LPV par approche quadratique

Dans cette section, nous considérons un systeme LPV sous la forme.
x(t) = A(p)x(t) + B(p)u(t)
y(©) = C(p)x(t) (11.50)
Vt>0,p=[ppy..pr]T EP CR"

oux(t) € R™, u(t) € R™ety(t) € RP, p est le vecteur des paramétres variables dans le temps a

r dimension dans I’hyper-cube P définit par

Pi=|pu | % | p2 By % x| B, ] (11.51)

et A(.), B(.) et CA(.) sont des matrices de dimensions appropriées. Notons que, sans perte de
généralité, on suppose que le systéme est strictement propre (D(p) = 0,Vp € P); effectivement
les techniques que nous présenterons plus tard peuvent étre facilement modifiées (cela revient a un
changement de variable dans les matrices du correcteur) afin de reproduire le cas ou il existe une
matrice de transition non nulle.

Notez que les systémes sous la forme (I1.50), soumis & des parametres variant dans le temps,
sont également connus dans la littérature de commande des systemes LPV [2,10,127-129].
L'objectif de cette section est de discuter de la stabilisation du systeme (I1.50) sous diverses

hypotheéses sur le comportement temporel des paramétres.

I1.6.1. Stabilisation quadratique par retour d’état statique
Dans cette section, nous supposons que tout I'état du systeme (11.50) est disponible pour le
retour, c'est-a-dire
x(t) = A(p)x(t) + B(p)u(t)

y(t) = x(¢t) (11.52)
Vt=>0,p=[ppz...pr ]t EPCR"
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La définition suivante introduit le concept de stabilisation quadratique par retour d'état.

Définition 11.6.1.1 Le systéeme (I1.52) est dit stabilisable quadratiquement via la commande par
retour d’état statique si et seulement s'il existe une matrice K € R™*™ telle que le systeme en boucle

fermée, obtenu a partir de (11.52) etu = Kx,

x(t) = (A(p) + B(p)K)x(t) (11.53)

est quadratiquement stable.
D'apres la définition 11.3.1.2, il s'ensuit que le systéme (I1.52) est quadratiquement stable via
une commande linéaire si et seulement s'il existe une matrice symétrique définie positive P et une

matrice K telle que

(A(p) + B(p)K)P + P(A(p) + B(p)K)T < 0,VpE P (11.54)
comme indiqué dans [124,130],

V =KP (I1.55)
nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 11.6.1.1 Le systeme (I1.52) est quadratiqguement stable via une commande linéaire si

et seulement s'il existe une matrice symétrique définie positive P et une matrice V telle que
A(p)P + PA(p)T + B(p)V +VTB(p)T <0 (I11.56)

Dans ce cas, un correcteur de retour d'état linéaire qui stabilise le systtme de maniére quadratique
(I1.52) est donné par u = Kx avec K = VP~ L

Afin de transformer l'inégalité (I1.56) en un nombre fini des LMI, supposons ce qui suit.

Dans cette section, nous considérons le cas général dans lequel I'état n'est pas complétement
disponible pour le retour. La définition suivante généralise la définition 11.6.1.1 au cas de retour de
sortie dynamique.

Afin d'obtenir des résultats opérationnels, la commande est autorisée a dépendre des
parametres; cela implique que le vecteur de parametres p(.), bien qu'incertain a priori, doit étre
mesurable en ligne. Pour la méme raison, les correcteurs d'ordre supérieur ou égal a l'ordre du
systeme sont pris en compte. Par souci de simplicité et sans perte de généralité, nous nous

concentrons sur des correcteurs du méme ordre que le systeme.
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Définition 11.6.2.1 Le systeme (I1.50) est stabilisable quadratiqguement via la commande par
retour de sortie dynamique si et seulement s'il existe un correcteur dynamique de la forme (I.29)
ou x,(t) € R™, et Ax(.), Bi(.), Cr(.), D, (.) sont des matrices telles que le systeme en boucle
fermée obtenu par la connexion du systeme (I1.50) avec le correcteur (I.29) est quadratiquement

stable.
Pour prouver le résultat principal de cette section, considérons le lemme suivant dont la

démonstration est détaillée dans 1’annexe I1.

Lemme 11.6.2.1 [128] Etant donné les matrices symétriques S € R™" et P € R™ ", les relations
suivantes sont équivalentes.
e |l existe des matrices symétriques T € R™", Z € R™" et des matrices non singuliéres M €

R™™ N € R™ " telles que

p = [I;T 1‘7/,1]>0,P-1=[A?T Z] (11.57)
. [’; §]>o (I1.58)

Nous avons maintenant que le systéeme (/1. 50) est quadratiquement stable via une commande
linéaire par retour de sortie dynamique dépendant de parameétre si et seulement s'il existe un

correcteur sous la forme (I.29) et une matrice positive P € R2™*2" telle que

Agr(p)TP + PAgr(p) < 0,Yp € P (11.59)
ou
_ [ACp) + B(p)Dr(p)C(p) B(p)Ci(p)
0r0) = [ o) 4:0) (11607

En utilisant le lemme 11.6.2.1 nous obtenons

A1(p)  Apx(p)

A12(p)" Az(p) <OvpEP {r.61)

avec

A11(p) = A(p)P + PA(p)" + B(p)Ci(p) + Cr(p)"B(p)”
A1(p) = A(p) + A (p)" + B(p)Dy(p)C(p)
Az (p) = SA(p) + A(P)"S + B, (p)C(p) + C(p) By (p)"

ou
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Ax(p) = MAL(P)ET + SB(p)Cr(p)ET + MBy (p)C(p)P

+5(4(p) + B(p)Di (p)C(p))P (I1.62a)
B(p) = MB,(p)" + SB(p)Di(p) (I1.62b)
Ci(p) = Ce(P)ET + Dy (p)C(p)P (I1.62¢)

De la discussion ci-dessus et du lemme 11.6.2.1 il s'ensuit que la stabilité quadratique du
systeme (I1.50) est équivalente a l'existence de matrices définies positives S et P et de matrices
Ar(p), Br(p), Ci(p) et D (p) telles que (I1.61) et (I1.62) soient Vérifiées.

Etant donné Q, S, A, (p), B, (p), C,(p) et D, (p) satisfaisant (I1.58) et (II.61), par inversion
de (I1.62a) — (11.62c) nous pouvons récupérer les matrices du correcteur. En effet, soit M et E

des matrices non singuliéres satisfaisant MET = I — SP; nous avons

A(p) = M~ (A (p) — SB(p)Ci(p)ET — MBy(p)C(p)P

—S(A(p) + B(p)D(p)C(p))P) E™T (11.63a)
Bi(p) = M~ (Bi(p) — SB(p)Dic(p)) (11.63b)
Ck(p) = (Ck(p) = Di(P)C(PIP)ET (11.63c)

Notez que (I1.63b) et (I11.63c) doivent étre résolus avant (I1. 63a).
Il est facile de reconnaitre que, en ce qui concerne la condition abstraite de la stabilité
quadratique, on peut se débarrasser de (I1.58); cependant la satisfaction de cette derniere est

nécessaire pour reconstruire le correcteur.

11.7. Conclusion

Sur la base des notions de stabilité et des outils d'analyse développés pour les systemes LTI,
les concepts de base pour analyser la stabilité des systémes LPV sont décrits dans ce chapitre. Outre
les techniques basees sur des modeles linéarisés et adaptées a I'étude de la stabilité a proximité d'un
point d’équilibre, la méthode de Lyapunov en tant qu'outil principal danalyse de la stabilité est
présentée ici. Aussi nous retiendrons sur ’ensemble des résultats précédemment obtenus, la
stabilisation quadratique, la passivité et le théoreme du petit gain sont décrits.

Des techniques d'analyse de robustesse en stabilité et en performance pour chaque type de
systemes LPV sont présentées. Il est montré que les LMI jouent un rdle crucial dans I'analyse des
systemes LPV. En effet, ils offrent un moyen efficace et simple de gérer la stabilité et les
performances des systémes LPV ainsi que des systemes LTI. Cependant, en raison du type de
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systeme LPV, les LMI varient également en fonction des parametres et sont donc plus difficiles a
veérifier. 1l a été montré que dans le cadre polytopique cet ensemble infini de LMI peut étre
caractérise de maniére équivalente par un ensemble fini en considérant les LMI aux sommets du
polytope seulement. C'est une propriété puissante qui rend I'approche polytopique largement

utilisée dans la littérature. En revanche par rapport aux systémes LFT, il s’agit de résoudre une
seule LMI.
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Chapitre 111: Commande robuste des systemes LPV

I11.1. Introduction

La synthése de commande LPV est une approche de conception de correcteur basée sur LPV
ou LPV/LFT qui fournit des correcteurs dépendants des paramétres avec a priori des propriétés de
stabilité et de performance garanties. Les informations en temps réel disponibles sur la variation
des parameétres sont utilisées dans la méthode de synthese de la commande. Ainsi, contrairement
aux methodes classiques de gain scheduling, la nature variable dans le temps de la dynamique LPV
correspondante est incorporée dans la structure de la commande LPV. L'un des principaux
avantages de la synthése de commande LPV est qu'il existe une base théorique solide garantissant
a priori la stabilité et la performance pour tous les parametres variables dans le temps avec un taux
de variation correspondants. De plus, le correcteur correspondant est global par rapport a
I’ensemble des paramétres, tant disqu’aux approches de gain scheduling, le correcteur est
synthétisé directement, plutét que sa construction a partir d'une famille de correcteurs linéaires
locaux. Alors que la synthése de la commande LPV se concentre sur un modele linéaire plutot que
sur un modele non linéaire du systeme, mais le correcteur résultant est non linéaire.

Dans ce chapitre, nous présentons une autre classe de correcteurs 7, et #,, non linéaires avec
ou sans dépendance paramétrique de la fonction de Lyapunov y compris la synthese par placement
de pbles. Les conceptions que nous considérons ici sont basées sur des approches de retour d'état
et de sortie. On s'arrangeant avec des systéemes linéaires a paramétres variables (LPV) et leurs
modeles (Polytopique et LFT), aprés un bref apergu sur la présentation de 1’approche de Riccati, la
procédure de commande est synthétisée en termes d'inégalités matricielles linéaires (LMI)
développés en commande robuste pour les systémes lin€aires (LTI), nous essayons d’exposer les
définitions et théorémes les plus utilisés dans la littérature de la commande robuste en particulier

la commande H:

Objectifs:
e Suivre les variations de la consigne;
e Rejeter les perturbations;

e Garantir des marges de robustesse (robustesse en stabilité et en performances).
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Meéthodes:
e Synthése a partir d’un modé¢le nominal du systéme sur base de critéres de stabilité et de
performances;
e Prise en compte dans la synthése des critéres explicites de robustesse vis-a-vis des

incertitudes et/ou parametres variants dans le temps.

L'objectif le plus important d'un systeme de commande en plus de fournir la stabilité interne
est d'atteindre certaines spécifications de performance. Une facon de décrire les spécifications de
performance d'un systeme de commande est la taille de certains signaux utiles. Par exemple, la
performance d'un systéme de poursuite pourrait étre mesurée par la taille du signal d'erreur de
poursuite. Commencons par définir la taille de ces signaux, c'est-a-dire les normes H, et H,
puisque la synthése de commande LPV les utilise comme mesure de performance (voir 1’annexe
[11). En tant gu'inconveénient, la synthese de commande est beaucoup plus impliquée, et en général,

un conservatisme doit étre introduit pour arriver a un probléme faisable et convexe.

Les problémes de conception de contre réaction peuvent étre interprétés comme des problémes
d'optimisation H, et H,. Il est donc tres utile d'avoir une formulation de probleme standard dans
laquelle un probléme particulier peut étre manipulé. Une telle formulation générale est fournie par

la configuration générale présentée a la Fig.111.1 ou G est le systeme et K est le correcteur.

. J

Fig.111.1. Configuration générale de la commande

L'objectif de la commande est de minimiser une certaine norme de la fonction de transfert de
w a z, par exemple, la norme H,,. Le probléme de conception de la commande est alors de trouver
un correcteur K qui est basé sur les informations de y et qui génere un signal de commande u qui

contrarie l'influence de w sur z, minimisant ainsi la norme de la boucle fermée de w a z.
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Le point le plus important de cette section est d'apprécier que presque n'importe quel probléeme
de commande linéaire peut étre formulé en utilisant la configuration de la Fig.I111.1 (pour systeme
LTI) ou de la Fig.1.3 (pour systeme LPV).

bl=coll=lae axoll -y

u=K(s)y (111.2)

avec une réalisation de I'espace-état du systeme augmenté G donnée par

A(s)  Bi(s)  By(s)
G(s) =|Ci(s) Dy1(s) Diz(s) (111.3)

Co(s) Dy1(s) Dyy(s)
Les signaux sont: u les variables de commande, y les variables mesurées, w les signaux exogenes
tels que les perturbations, les consignes et les signaux dits d'erreur qui doivent étre minimisés dans

un certain sens pour atteindre les objectifs de commande. La fonction de transfert en boucle fermée

de w a z est donnée par la transformation fractionnaire linéaire

z=F/(G,K)w (111.4)
ou

Fi1(G,K) = G11+G1,K(I — Go,K) 16y, (111.5)

Les commandes #, et H,, impliquent la minimisation des normes 7, et H,, de F;(G, K)
respectivement. Quelques remarques sur les algorithmes utilisés pour résoudre de tels problémes,
les algorithmes les plus généraux, largement disponibles et largement utilisés pour les problemes
de synthése H, et H,, sont basés sur les solutions d'espace d’état [131,132]. Il convient de
mentionner a nouveau que les similitudes entre la théorie #, et la théorie H,, sont les plus
évidentes dans les algorithmes susmentionnés. Par exemple, 7, et H,, nécessitent les solutions de
deux équations de Riccati, elles donnent toutes deux des correcteurs de dimension d'état égale a
celle du systeme augmenté G.

Les hypothéses suivantes sont généralement appliquées dans les problemes ., et H.:

i) (4, B,, C,) est stabilisable et détectable.

i) rang(Dy;) = my etrang(D,;) = p..

A—jwl B
iii) rang( wa sz])=n+m2,Va)EIR.
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. A—jwl B
iv) rang( Ciw Dzll])=n+p2,Vw€]R§.

V) D11 =0et Dzz = 0.

L'hypothése i) est nécessaire pour l'existence de correcteurs de stabilisation K, et I'nypothese ii) est
suffisante pour s'assurer que les correcteurs sont propres et donc réalisables. Les hypothéses iii) et
iv) garantissent que le correcteur optimal n'essaie pas d'annuler les pbles ou les zéros sur l'axe
imaginaire, ce qui aboutirait a une instabilité de la boucle fermée. L'hypothése v) est
conventionnelle dans la commande #,. D;; = 0 rend G,, strictement propre. Rappelons que H,
est I'ensemble des fonctions de transfert stables strictement propres. D,, = 0 mette G,, strictement
propre et simplifie les formules dans les algorithmes H,. En H,, ni D;; = 0, ni D,, = 0 sont
requis mais simplifient considérablement les formules de I'algorithme. S’ils ne sont pas nuls, un
probléme H,, équivalent peut étre construit dans lequel ils sont; voir [133,134]. Pour la simplicité,

il est également parfois supposé que D, , et D,; sont donnés par
. 0
vi) D, = [1] etDy,; =[0 II.

Ceci peut étre réalisé, sans perte de généralité, par scaling de u et v et une transformation unitaire
de w et z; voir par exemple [135]. En outre, pour simplifier I'exposition, les hypothéses

supplémentaires suivantes sont parfois applicables:

vii) DI,C; = 0et BTDL, = 0.
viii) (4, B, C,) est stabilisable et détectable.

Notez que si Vii) est validée, alors iii) et iv) peuvent étre remplacés par viii).

Bien que les hypothéses ci-dessus puissent paraitre décourageantes, les problémes de
commande les plus raisonnablement posés les rencontreront. Par conséquent, si le logiciel (par
exemple u-tools ou Robust Control toolbox de MATLAB) se plaint, alors cela signifie
probablement que votre probléme de synthése n'est pas bien formulé et vous devriez y réfléchir a
nouveau.

Enfin, il faut dire que les algorithmes #,, en général, trouvent un correcteur sous-optimale.
C'est-a-dire que pour y spécifiee une commande de stabilisation est trouvée pour lequel
||F;(G,K)|l < y. Si un correcteur optimal est requis, l'algorithme peut étre utilisé de maniére
itérative, réduire jusqu'a ce que le minimum soit atteint dans une tolérance donnée. En général,

trouver une commande H, optimale est compliqué numériquement et théoriquement. Ceci
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s’oppose significativement avec la théorie H,, dans laquelle le correcteur est unique et peut étre
trouveé a partir de la solution de deux équations de Riccati.

Considérons le systeme (I11.3). Deux mesures de performance populaires en théorie de
commande optimale sont les normes H, et H,, définies dans le domaine fréquentiel (voir section
A.lll.1.2).

[132]

Lemme 111.1.2.1 Supposons H appartient au domaine de Riccati et X = Ric (H), alors
a) X est symétrique ;
b) X satisfait I’équation algébrique de Riccati ATX + XA + XRX — Q = 0;
C) A+ RX eststable.

Lemme 111.1.2.2 Supposons que H a la forme

A BBT]

H= [—CTC —AT

(I111.6)

avec (4, B) stabilisable et (C, A) détectable (désigner le sous-espace inobservable par X). Alors H
appartient au domaine de Riccati, X = Ric (H) = 0, et Ker(X) c X.

Probleme 111.1.2.1 Le probleme de la commande 7, est de trouver un correcteur K admissible

qui minimise || T, ||,. Par le lemme 111.1.2.2, les matrices Hamiltoniennes (voir I’annexe V).

BZBZT] AT —clc,
» J2

A
o = [ — 1.7
> le,cf —4AT -B,BT -4 .7y

appartiennent au domaine de Riccati et de plus, X, = Ric (H,) etY, := Ric(J,) sont semi-définies
positives. Définir F, := — B,X,, L, = —Y,C, et
AFZ =A+ Bze, Cle = C1 + D12F2
AL2 = A + L2C2, B]-LZ = Bl + L2D21
AZ = A+ BZFZ + chz

Ap, 1 A, B
Gs==[ ? ] Gs==[L 1Lz
C( ) ClFZ 0 f( ) Ji 0
Théoréeme 111.1.2.1 L’unique correcteur optimal est
4, -L
Kope(s) = [ Fj 02] (111.8)
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De plus, min|| Ty I3 = GeBy 13 + |FoGell, = 11G Lo 113 + [|C. Gl

[132]

Probleme 111.1.2.2 Le probléme considéré est de trouver un correcteur sous-optimal K admissible
qui minimise || T, |l < y. Clairement, y doit étre supérieur a #£,, optimale.
La solution ,, implique deux nouvelles matrices Hamiltoniennes

Y_ZB1B1 Bsz

H. = [ AT )’_ZC1TC1 - CZTCZ]
N E —A

I11.9
—B,BT —A (1119

1.

Théoréme 111.1.2.2 1l existe un correcteur admissible tel que ||T,,lle < ¥ si seulement si les
conditions suivantes sont satisfaites.

i) H, appartient au domaine de Riccati et X, := Ric (H,) = 0.

i) Jo appartient au domaine de Riccati et Y, := Ric (J) = 0.

iii) le rayon spectral p(XoYe) < y2.

De plus, lorsque ces conditions sont vérifiées, un tel correcteur est

A —ZyLe
Ksubopt(s) = [F ] (111.10)
ou
A=A+ y BB Xoo + B2F + Zos Lo,
Fp = —BlXe, Lo = =Yoo O, Z0p := (I — ¥ 2V Xoo) L.

Probleme #,, optimale: Minimiser |[T,,, || sur I’ensemble des correcteurs K admissibles qui

garantissent la stabilité interne du systéme G.

A la fin des années 80, un certain nombre darticles [136-138] ont souligné plusieurs liens entre
la stabilité quadratique et la commande #,,. En fait, les résultats contenus dans ces articles sont
basés sur les travaux de la stabilité absolue et la theorie de la passivité d0 a Popov [139-144]. Le
point commun est que pour un systeme variable dans le temps, la norme induite par le gain £, est

égale a la norme H,, de la matrice de fonction de transfert correspondante.
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I11.2. La commande H ,, des systemes LPV

Au cours des dernieres décennies, la théorie de commande robuste H,, pour les systémes
physiques s’accroit considérablement et s'est répandue dans plusieurs domaines. Les communautés
industrielles et académiques ont été intéressées par l'utilisation de I'analyse et des outils de synthése
fournis par cette théorie de commande. En effet, la conception par la synthése #,, est exprimée
comme un probléeme d'optimisation mathématique et présente l'avantage d'étre applicable aux
problémes impliguant des systémes multivariables.

Dans ce qui suit, des résultats de retour d'état et de retour de sortie dynamique seront fournis,
a la fois dans la commande robuste avec ou sans dérivés des parameétres. Afin de concevoir des
correcteurs judicieux, les conditions de stabilité considérées caractériseront également le gain £,
du transfert de w a z. En utilisant un tel résultat, les correcteurs peuvent étre déterminés de telle

sorte qu'un certain gain £, est assuré pour le systéme en boucle fermée.

Ce probléme cotoie deux résolutions possibles. La premiére solution déja en parler qui est
basée sur la résolution d’un ensemble d’équations de Riccati et la deuxiéme basée sur la résolution
d’un probléme d’optimisation convexe sous contraintes d’inégalités matricielles linéaires (LMIs)
qu’on va développer dans les sections qui suivent.

1. Etant donnéy > 0, existe-il une loi de commande K telle que
e |e systeme bouclé G * K soit asymptotiquement stable (tous les pdles du systeme en boucle
fermée sont a partie réelle strictement négative);
o ITwlle = 1F(G K)o <y.
2. Si oui, construire une loi de commande K assurant pour le systeme en boucle fermeée les deux

propriétés précédentes.

Le probléme H,, avec I’approche de Réccati nécessite la vérification des hypothéses citées ci-
dessus pour 1’existence d’un correcteur. Pour faire 1’économie de ces hypothéses, une autre
approche de solution au probléme est envisagée nécessitant que la premiere hypothese, de telle
solution est fondée sur I’utilisation du Lemme Réel Borné [145]. La vérification de cette hypothése
pour toute la trajectoire des parameétres variables dans le temps n’est pas toujours facile, néanmoins,

afin d’aboutir a satisfaire 1’hypothése pour des systemes LPV ou ses matrices sont affines par
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rapport au parameétre variant p il existe des outils d’analyse basés sur une approche géométrique
[146]. Une telle approche est basée sur la résolution d’un ensemble de LMIs. Il est important de
souligner une différence intéressante entre cette solution et la solution présentée dans la section
I11.1.2, basées sur des équations algébriques de Riccati dans lesquelles le gain du correcteur est
indépendant des variations des parameétres du systeme. Dans les solutions fournies dans cette
section, nous résolvons un probléme d'optimisation convexe a travers un ensemble de LMIs et nous
obtenons un gain de correcteur variable dans le temps. L'avantage de cette approche est que nous

pouvons incorporer les dérivés des parameétres dans la synthése du correcteur.

Consideérons le systeme décrit par la Fig.1.3 ou G est le systtme LPV augmenté d’équation
(1.20) et K le correcteur LPV. Considérons la premiére stabilisation robuste par retour d'état avec

contrainte de performance H,.

Comme indiqué dans la section 11.6.1, la stabilité quadratique et la stabilisation traitent le cas

de parametres lentement variables. c'est-a-dire p € P.

Définition 111.2.3.1 Etant donné y > 0, le systéme (I.20) est robustement stable avec une
performance quadratique H,, bornée par y minimisant ||T,, || Via la commande par retour d’état
si et seulement s'il existe une matrice K € R™ ™ telle que le systeme en boucle fermée obtenu a
partir de (1.20) et u = Kx posséde une performance quadratique #,, bornée par y.

De (I1.42) on sait que le systétme (I.20) est robustement stable avec une performance
quadratique #,, bornée par y minimisant ||T,,, ||, Via la commande par retour d’état s'il existe une
matrice K € R™ ™ et une matrice symétrique définie positive P telle que pour tout p € R

(A(p) + B, (p)K)"P + P (A(p) + B(p)K) PBi(p) (Ci(p) + D12(p)K)"
B,(p)"P -yl D1 (p)" <0 (I.11)

C1(p) + D1,(p)K D11(p) —vI
En utilisant le raisonnement habituelle, nous pouvons énoncer le résultat suivant.
Théoréeme 111.2.3.1 Le systeme (I.20) est robustement stable avec une performance quadratique

H,, bornée par y minimisant ||T,,, || Via la commande par retour d’état si et seulement s'il existe

une matrice symétrique définie positive P et une matrice V telle que
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A(P)P + PA(p)" + By(p)V + V'By(p)"  Bi(p) PCi(p) +V'D15(p)"
B, (p)T —yI D1 (p)” <0 (111.12)
C1(p)P + D1,(p)V Dy1(p) —vI
Dans ce cas, un correcteur par retour d'état qui stabilise le systeme (I1.20) avec une limite de

performance quadratique H,, par y minimisant ||T,,, || est donné par (1.21) avec K = VP~

Dans cette section sur les systemes LPV polytopiques (I.32), nous allons considérer une
version polytopique du retour d'état de forme (1.27). Commencons par le cas de la stabilisation

robuste avec omission du taux de variation borné des parametres.

Définition 111.2.3.2 Le systeme (1.20) bouclé avec la commande (I.27) est robustement stable
avec une performance quadratique 7, bornée par y minimisant [|T,, |, Via la commande par
retour d’état si et seulement s'il existe une matrice K € R™*" telle que le systeme bouclé possede
une performance quadratique #,, bornée par y.

De (I1.45) on sait que le systétme (I.20) est robustement stable avec une performance
quadratique #,, bornée par y minimisant ||T,,, || Via la commande par retour d’état s'il existe un
ensemble de matrices K; € R™*™,i = 1,..., N et une matrice symétrique définie positive P telle
que pour tout p € R

(A; + BpiK)"P + P (A; + By K;)  PBy;  (Cyi + DigiK)"
B;P —yI DI; <0 (111.13)
C1i + D12iK; Dyy; —vI
Théoréme 111.2.3.2 Le systeme (I.20) est robustement stable avec une performance quadratique
H,, bornée par y minimisant ||T,,, || Via la commande par retour d’état si et seulement s'il existe
une matrice symétrique définie positive P et des matrices V; € R™",i = 1, ..., N telle que
AP+ PAT + B,;V; + VIBY, By, PCJ;+V{DJ,;
B;;" —yI DI, <0 (111.14)
C1iP + D13V Dy -yl
Dans ce cas, un correcteur par retour d'état qui stabilise le systeme (I.20) avec une limite de
performance quadratique H,, par y minimisant ||T,,, || est donné par (I.33)

avec K; = V;P~1 ol les K; sont les gains a déterminer.
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Remarque 111.2.3.1 1l est important de souligner que B, ou D,, dépendaient de p, nous aurions
obtenu des termes quadratiques en p dans la condition LMI (I11.14). Ces termes sont plus difficiles
a gerer car la convexité est généralement perdue. Plusieurs méthodes peuvent étre utilisées pour

traiter un tel cas; voir par exemple [47,114,147,148].

Notez que, difféeremment de la commande H, par retour d’état vue en section 111.2.3.1, le gain

du correcteur K est autorisé a dépendre des parametres. Ce type de résultats concerne le cas des

trajectoires des paramétres dans un ensemble P tel que
P={pePlpl<v} (I11.15)

ou p est le vecteur des taux de variation des parametres variables dans le temps a r dimension.
Cette condition (I11.15) implique que le vecteur p appartient & I’ensemble P définie comme

suit
P = [—vy, 1] X [-Vy, V5] X oo X [—Vy, V] (111.16)

Définition 111.2.3.3 Le systeme (I.20) est robustement stable via des fonctions de Lyapunov
dépendantes des paramétres dans P x P avec une performance quadratique H,, bornée par y
minimisant ||T,,, || . Via la commande par retour d’état si et seulement s'il existe une matrice K telle
que le systeme (I.20) bouclé avec la commande (I.27) est robustement stable via les fonctions de
Lyapunov dépendantes des paramétres dans P x P.

De (I1.29) et (11.42), il s'ensuit que la stabilité robuste via les fonctions de Lyapunov
dépendantes des parametres dans le cas de retour d'état est équivalente a I'existence d'une matrice

K € R™*™ et d'une matrice symétrique définie positive P telle que pour tout p € P

<
|[(A(p) + B, (0)K(p)) P(p) + P (p)(4(p) + B2(0)K(p)) — Z vj g;[_)) P(0)B1(p) (Ci(p) + D1z(p)K (p))T]|
| =1 J |
I B, (p)"P(p) —yI D11 (p)" I
| C1(p) + D1 (K (p) D11 (p) —yI |
<0 (111.17)

Nous pouvons facilement énoncer le théoréme suivant.

Théoréeme 111.2.3.3 Le systeme (I.20) est robustement stable via des fonctions de Lyapunov

dépendantes des paramétres dans P x P avec une performance quadratique H,, bornée par y
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minimisant ||T,,, |l Vvia la commande par retour d'état si et seulement s'il existe une matrice

symétrique définie positive dérivable P et une matrice V telle que

9P
|[A(p)P(p) +P(P)A(P)" + B2(p)V + VT B,y (p)" — z v % Bi(p) P(p)Ci(p) + VTDlz(p)T]|
I j=1 J I
l B (P)T =yl D11(P)T |
|- C1(p)P(p) + D12 (p)V Dy1(p) -yl J
<0 (111.18)

pour tout (p,p) EP X P
Dans ce cas, un correcteur par retour d'état qui stabilise robustement le systeme (I.20) via des
fonctions de Lyapunov dépendantes des parametres avec une performance quadratique H,, bornée

par y minimisant ||T,,, || est donné par (I.27) avec K(p) = VP(p)~*.

De méme pour cette section sur les systemes LPV polytopiques (1. 32), nous allons considérer
encore ici une la méme version polytopique du retour d'état de forme (I.27). Cette fois ci la

stabilisation robuste avec taux de variation borné des parameétres.

Définition 111.2.3.4 Le systeme (I.20) est robustement stable via des fonctions de Lyapunov
dépendantes des paramétres dans P x P avec une performance quadratique H,, bornée par y
minimisant ||T,,, || via la commande par retour d’état si et seulement s'il existe une matrice K telle
que le systeme (I.20) bouclé avec la commande (I.27) est robustement stable via les fonctions de
Lyapunov dépendantes des paramétres dans P x P.

De (I1.29) — (11.31) et (I1.45), il s'ensuit que la stabilité robuste via les fonctions de
Lyapunov dépendantes des parametres dans le cas de retour d'état est équivalente a I'existence d'un
ensemble de matrices K; € R™ ", i = 1, ..., N et d'une matrice symétrique définie positive P telle

que pour tout p € P

T
aP(p)
[(Ai + ByiK)"P(p) + P (p)(A; + ByiK;) — z s P(p)By; (Cy;+ DlziKi)T]
I j=1 J I
| B{;P(p) -yl Dfy; |
l Cyi + D13iK; D14 -yl J
<0 (111.19)

Nous pouvons facilement énoncer le théoréme suivant.
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Théoréme 111.2.3.4 Le systeme (I.20) est robustement stable via des fonctions de Lyapunov
dépendantes des paramétres dans P x P avec une performance quadratique H,, bornée par y
minimisant ||T,,, |l Vvia la commande par retour d'état si et seulement s'il existe une matrice

symétrique définie positive dérivable P et des matricesV; € R™",i =1, ..., N telle que

T
aP(p)
[AiP(p) +P(p)A;" + B,V +VTBy," — Z Vi o B, PCli+ VTDlTZL-]
| j=1 J |
| BY; ~y1 ply |
I CyiP + DagiV D —yl ]
<0 (111.20)

pour tout (p,p) €EP x P

Dans ce cas, un correcteur par retour d'état qui stabilise robustement le systéme (I.20) via des
fonctions de Lyapunov dépendantes des parametres avec une performance quadratique H,, bornée
par y minimisant ||T,,, |l est donné par (I.33) avec K; = V;P~! ou les K; sont les gains a

déterminer.

Considérons maintenant le méme systeme décrit par la Fig.l.3 ou G est le systeme LPV
augmenté strictement propre d’équation (I.20) (c'est-a-dire D,,(p) = 0) et K le correcteur LPV.
Considérons la deuxieme stabilisation robuste par retour de sortie dynamique avec contrainte de

performance H..

Ensuite, nous procédons a un retour de sortie dynamique. Considérons le systeme (1.20)
strictement propre.

Définition 111.2.4.1 Le systeme (I.20) est robustement stable avec une performance quadratique
H,, bornée par y minimisant ||T,,, || via la commande par retour de sortie dynamique dépendant
de parametres si et seulement s'il existe un correcteur dynamique K (p) de forme (1.29) tel que le
systeme en boucle fermée obtenu par la connexion du systeme (1.20) avec le correcteur (I.29)
possede une performance quadratique #,, bornée par y. Le systéme en boucle fermée commandé
est alors donné par:
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avec

ol xg = [xT xf]7.

Commande robuste des systemes LPV

Pl =[e2 bl

A (o) = [A(p) + B, (p) Dy (p)C2(p)  B2(p)Ci(p)
P Bic(0)C;(p) Ac(p)
B (p) = [31(/)) + B3 (p) Dy (p) D31 (p)
P By (p) D31 (p)
Ce1(p) = [C1(p) + D12(p)Di(p)C2(p)  D12(p)Ci(p)]
D¢1(p) = D11(p) + D12(p) Dy (p) D21 (p)

(111.21)

(111.22)

Avec (I11.19), la LMI (I11.42) n’est pas affine par rapport aux matrices inconnues du correcteur

dynamique (I.29); la résolution de cette LMI par des technique d’optimisation n’est pas posssible.

Pour cela, Scherer a proposé un changement de variable linéarisant pour se ramener a un ensemble

de LMIs [149]. Le théoreme suivant énonce le fruit de la proposition de scherer.

Théoréme 111.2.4.1 Le systeme (I.20) est robustement stable avec une performance quadratique

H,, bornée par y minimisant ||T,,, || Via la commande par retour de sortie dynamique dépendant

de paramétres si et seulement s'il existe des matrices symétriques définies positives X(p), Y(p) et

des matrices A(p), B(p), C(p) et D(p) telles que

ou

_M11(P) M21(P)T M31(P)T M41(P)T1
M21(P) Mzz(P) M32(P)T M42(P)T
M31(P) M32(P) M33(P) M43(P)T
-M41(P) M42(P) M3 (P) M44(P)

X(p) I
L I,  Y(p)

<0

>0

My1(p) = A(P)X(p) + X(pP)A(P)™ + B,(p)C(p) + C(p)"B,(p)"
M1 (p) = A(p) + A(p)" + C,(p)"D(p)B,(p)"

My;(p) = A(P)TY (p) + Y (p)A(p) + B(p)C2(p) + C,(p)"B(p)”
M31(p) = B1(p)" + D21 (p)"D(p)"B,(p)"

M3,(p) = B1(p)"Y (p) + D21 (p)"

M33(p) = VI,

M4 (p) = C,(p)X(p) + D1,(p)C(p)

M4, (p) = C1(p) + D1,(p)D(p)C,(p)

My3(p) = D11(p) + D1,(p)D(p)Dy1 (p)

Myu(p) = v,

(111.23)

(111.24)

(111.25)
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Une fois les matrices 4, B, €, D, X et Y obtenues, la construction du correcteur nécessite de trouver
les matrice M et N. Dans ce cas, un correcteur par retour de sortie dynamique qui stabilise
robustement le systeme (1.20) avec une performance quadratique H,, bornée par y minimisant

| T |l €St donné par (1.29) avec

Di(p) = D(p)
Ce(0) = (C(0) = D)2 (X (P) ) M(p) T
Bi(p) = N(p)™ (B(r)~Y (B2 (2)Di (1)) 111.26)

A () = N(p)"(A(p) - Y(0)A(p)X (p)—Y (p)B;(0) Dy (0) C2 (0) X (p)
—N(p)Bi () C2 ()X () =Y () B2 (p) Ci ()M (p) )M (p) ™"
ol M(p) et N(p) sont des matrices non singulieres telles que M (p)N(p)T = I, — X(p)Y(p) (qui

peut étre résolu par une décomposition en valeurs singuliéres).

Pour le systeme LPV (I.20) sous forme polytopique (I.32), nous allons considérer une
version polytopique du retour de sortie dynamique de forme (1.29). Commencons par le cas de la
stabilisation robuste avec omission du taux de variation borné des parameétres.

Comme dans [3,66], s'il existe des matrices 4, B, C et D et des matrices symétriques définies
positives X et Y satisfaisant la LMI suivante

Mi1(p)  Miz(p)

M ()" My ()] < (I11.27)

ou

Mi1(p) = A(P)X + XA(p)™ + B,(p)C(p) + C(p)"B,(p)"
Mi,(p) = A(p) + A(p)" + C,(p)"D(p)B,(p)"
My, (p) = A(p)TY + YA(p) + B(p)C,(p) + C,(p)"B(p)T

alors le correcteur polytopique qui stabilise le systeme (1.20) est calculé en synthétisant un
correcteur a chague sommet du systéeme polytopique. Cela signifie qu'un ensemble de correcteurs

est donné par

N
Ax By N
K)=\s p.|= E K, E Ca=1,0,20 (111.28)
k k =1

i=1

avec
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Agi Bki]

.= 111.29
"o LCki Dy ( )

ou

Ikai =D,

Cri = (C; — Dy, CoX)MT

By = N™*(B;—YBy;Dy,)
lA,a- = N"Y(A4; - YA;X—YBy;Dy,C2;X — NByCp; X—YBy,CeMT )M T

(111.30)

ol M, N sont définis telles que MNT = I, — XY qui peut étre résolu par une décomposition en

valeurs singuliéres.

Définition 111.2.4.2 Le systeme (I.20) est robustement stable avec une performance quadratique
H, bornée par y minimisant ||T,,, |l Vvia la commande par retour de sortie dynamique si et
seulement s'il existe un correcteur dynamique de forme (1. 29) tel que le systeme en boucle fermée
obtenu par la connexion du systeme (1.20) avec le correcteur (1.29) posséde une performance
quadratique H,, bornée par y. Le systeme en boucle fermée commandé pour chaque sommet est
alors donné par:

el =[G pe|fie] i=1.m (111.31)

avec

A - [Ai + By Dy C; BZiCki]
ctt By Coi Ay,
B, = [Bu‘ +BBZIL')DkiD21i]
ki“21i
Ceii = [C1i + D12iDkiCoi D21 Ciil
D¢y = D11i + D12iDyiD31;

(111.32)

Le systéme global est calculé a partir de la combinaison barycentrique (I.31). Maintenant que le

systeme LPV a une formulation polytopique, nous énongons le théoréme suivant.

Théoréme 111.2.4.2 Le systeme (I.20) est robustement stable avec une performance quadratique
H, bornée par y minimisant ||T,,, |l Vvia la commande par retour de sortie dynamique si et
seulement s'il existe des matrices symétriques définies positives X, Y et des ensembles de matrices

A; B; CietD;,i=1,..,N telles que
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T T T
Mi; My Mzyw My |

<0 (111.33)

IR >0 (I11.34)
ou

Myy; = AiX + XAT + By, C; + CTB;
~ ~ T ~
My = A +4; + CzTiDiBgi
Myy; = ATY + YA; + BiCy; + C5;BT
~T
Msy; = Bf; + D3,;D; B
Msy; = Bi;Y + D3y B] (I11.35)
M3z = =y,
Myq1; = CiX + Dy2iC
Myz; = Cy; + D12:D; Gy,
My3z; = D11; + D12DiD5y;
Mysi = —vlp,
Dans ce cas, un correcteur par retour de sortie dynamique qui stabilise le systéme (1.20) avec une
limite de performance quadratique H,, par y minimisant ||T,,, || est donné par (II1.28) ou les K;
sont les gains a déterminer.

Seule la stabilisation robuste par retour de sortie dynamique sera traitée dans cette section. La
justification de nous limitant a ce cas est pour la simplicité de I'exposition en introduisant un outil
simple derriére la conception de la commande LPV sous forme de LFT (voir Fig.l.8). Pour le
systeme LPV (1.20) sous forme LFT (1.37), nous allons considérer un retour de sortie dynamique

de forme (1.29). Commencons par le cas de la stabilisation robuste avec omission du taux de

variation borné des parametres.
Définition 111.2.4.3 Le systeme (I.20) est robustement stable avec une performance quadratique
H,, bornée par y minimisant ||7,,,(M,K,6(p))||_, Vp € P via la commande par retour de sortie

dynamique dépendant de paramétres si et seulement s'il existe un correcteur dynamique K(p) de
forme (1. 29) tel que le systeme en boucle fermée obtenu par la connexion du systeme (I.20) avec

le correcteur (1.29) possede une performance quadratique #,, bornée par y. Le systéeme en boucle
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fermée commandé est alors donné par (/11.31). Comme déja signaler au chapitre I, la réalisation

du correcteur K est identique a celle du systéme LFT donné par

Ax  Bri  Bia
K:= Ckl Dk11 Dk12 (11136)
CkZ Dk21 Dk22
Pour la simplicité de notation, les raccourcis suivants sont utilisés dans la suite
A 0 10 By, B 10 B, 0
AO_[O ol’ BO_[O o ol B_[I 0 0]’
0 O 0 0 0 0 0 I
Co=[c1e 0], Di;1=10 Dy Dizef, D12=|0 Dz 0],
c, 0 0 Dyp Dy 0 Dy O (111.37)
0 I 0 0 0
C=|C, 0|, Dy1=|0 D39 Dy
0 O I 0 0

Plus loin, nous noterons la représentation d'état de M(s) sous la forme (1.37). Nous définissons
un ensemble de matrices de scaling calculées sur la structure de la matrice 6(p). De plus, selon
[2,90], étant donné une structure d'incertitude Lg indiquant un bloc diagonal d’incertitude variable
dans le temps ©, I'ensemble des matrices de scaling définies positives associées a la structure © est

définie comme
Lo ={L>0:L0=06Lv0 €0} C R™" (111.38)

avec

i
N

r; (111.39)

i=1
Etant donné L, I'ensemble des matrices de scaling commutant avec la structure répétée

0®0 est facilement déduite comme

L, L
Logo = { L% Lj > 0:Ly,L; € O et L,0 = 0L, V0 € @} c R™7 (111.40)

De la théorie du petit gain, une condition suffisante pour une performance robuste face a

I'incertitude ©®©, ou de maniére équivalente pour I'existence de correcteur est la suivante.
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Théoréme 111.2.4.3
Considérons une structure d'incertitude © et I'ensemble des matrices de scaling associé a Legge

définies en (I11.40). S'il existe une matrice de scaling L € Lggg et un correcteur LTI K (I.40)

telles que le systéme nominal en boucle fermée F,(M, K ) soit stable de maniére interne et satisfait
Yo dlmeo

Fi(M,K <

”[0 R ® i, =7

alors F;(K, A) est un correcteur LPV sous-optimal.

(111.41)

La faisabilité du probléme présenté est énoncée par le théoréme suivant [2].

Théoreme 111.2.4.4
Le systéme (I.20) est robustement stable avec une performance quadratique #,, bornée par y

minimisant ||T,,,(M,K,6(p))|| ., Vp € P via la commande par retour de sortie dynamique si et
seulement s'il existe des matrices symétriques définies positives R € R™™, S € R™*", L € R™"

etJ] € R™" telles que

'RAT + AR RC], RCT By B;
C19R —v/3 0 D119 D129
Ng C1R 0 —vi Dy19 D11 [Nr <O
Bl Dl Djig —yL; O
BT DL, pl, o0 =yl
ATS +SA  SBy, sB, ¢, I
, B,S —YLs 0 Diip Dji (111.42)
Ns | BTs 0 —yl DL, DI, [Ns<O0
Cio D119 Dizg —yJj; O
L G D319 D1, 0 -yl |
R I
>
I S]_O
Ly I
>0
I Js

ol Np et Ng forment une base de noyaux de (BI,DL, DI,,DL) et (C, D319 Dy1, D)

respectivement.

Sur la base des matrices R, S, L5 et /5, un correcteur répondant au probleme peut étre construit

selon [2]. Comme mentionné au chapitre I, le correcteur LPV est donné sous la forme LFT (1.41).

De maniére équivalente, ses équations d’état données par (1.29) ou
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Ar(p) = Ag + B Y, Ciz

By (p) = Bk + Bi2Y, Dyzs
Cr(p) = Ci1 + Dy12Y,C
Dy (p) = Dy11 + Dy12Y,Dizs

Y, = 0(p)(I - Dkzzg(P))_l

(I111.43)

Compte tenu de la mesure p du vecteur de paramétres, la matrice Y, est facilement calculée et

I'entrée de commande u est obtenue par intégration en temps réel de (I.29).

Résolution des conditions caractéristigues des LMIs du théoréme 111.2.4.4 pour une

performance quadratique y fournit un quadruple de matrices symétriques (R,S,Ls,/3). Un

algorithme implique la résolution d'un LMI supplémentaire et met en paralléle I'algorithme décrit

dans [150] pour la commande #,. Notez que I'ensemble des LMIs (I11.42) paramétrise toutes les

solutions K probléme #,, énoncé dans le théoreme 111.2.4.3 [150].

Proposition 111.2.4.4 Etant donné toute la solution (R,S,Ls,J3) du systtme LMI (111.42), la

reconstruction du correcteur K se fait en deux étapes:

1°" étape: a partir de R, S dériver la matrice de lemme réelle bornée X > 0

1) calculer par l'intermédiaire des valeurs singuliéres deux matrices M, N telles que

MNT =1, — RS.

2) calculer X comme unique solution du systéme linéaire [150]
I R1_ 1S 1
X[o MT] B [NT o]
2°me étape: calculer pour K LMI

w4 [)é (1)] PTKQ + QTKTP [)é (1’] <0

ou
AEX+XA0 XB, COT
Y= BI'x —yL DI,
Co D11 vd
P = (BT; OI D{Z)J Q = (C; D21) O)
avec
_[L O _ -1
L= [o 1]' J=L

(111.44)

(I111.45)

(111.46)

(111.47)

(111.48)
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ou
Ly L [
L= , =L1= ] 111.49
ol i (I11.49)
et
LY, =1—1LsJs (111.50)

Maintenant nous considérons la stabilité robuste via le retour de sortie dynamique avec

présence en taux de variation borné des parametres.

Définition 111.2.4.4 Le systeme (I.20) est robustement stable via des fonctions de Lyapunov
dépendantes des paramétres dans P x P avec une performance quadratique H,, bornée par y
minimisant ||T,,, || via la commande par retour de sortie dynamique si et seulement s'il existe une
matrice K telle que le systéme (I.20) bouclé avec la commande (I.29) est robustement stable via
les fonctions de Lyapunov dépendantes des paramétres dans P x P.Considérons le méme systéme

en boucle fermée commandé (I11.21).

Théoréme 111.2.4.4 Le systeme (I.20) est robustement stable via des fonctions de Lyapunov
dépendantes des paramétres dans P x P avec une performance quadratique #., bornée par y
minimisant ||T,,, ||, Via la commande par retour de sortie dynamique dépendant de paramétres si
et seulement s'il existe des matrices symétriques définies positives X (), Y (p) et des matrices A(p),
B(p), C(p) et D(p) solutions des LMIs (I11.23) et (I11.24) telles que

X (p)

M;1(p) = A(P)X(p) + X(P)A(P)" + p 0 + B,(p)C(p) + C(p)"B,(p)T

ay - -
M,,(p) = A()"Y (p) + Y(p)A(p) + p % + B(p)C2(p) + C(p)"B(p)"

(111.51)

or que le reste des composantes de la LMI (I11.23) sont les mémes que (I11.25).

Dans ce cas, un correcteur par retour de sortie dynamique qui stabilise robustement le systeme
(1.20) via des fonctions de Lyapunov dépendantes des parametres avec une performance
quadratique H,, bornée par y minimisant ||T,,, || est donné par (I.29) avec ses matrices calculées
par (I11.26) ou M(p), Q(p) sont définis telles que M(p)Q(p)" =1, — X(p)Y(p) qui peut étre

résolu par une décomposition en valeurs singuliéres.
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En effet, puisque la synthese de la commande est réalisée grace a l'optimisation des LMIs,
I'utilisation de l'approche polytopique est tres attrayante d'un point de vue informatique. De méme
pour le systeme LPV (I.20) sous forme polytopique (I.32), nous allons considérer comme méme

la version polytopique du retour de sortie dynamique de forme (1. 29).

Définition 111.2.4.5 Le systeme (I.20) est robustement stable avec une performance quadratique
H,, bornée par y minimisant ||T,,, || Via la commande par retour de sortie si et seulement s'il
existe un correcteur dynamique de forme (1. 29) tel que le systeme en boucle fermée obtenu par la
connexion du systeme (I.20) avec le correcteur (1.29) posséde une performance quadratique H,
bornée par y. Le systeme en boucle fermée commandé pour chaque sommet est alors donné par
(111.31).

Théoréme 111.2.4.5 Le systeme (I.20) est robustement stable avec une performance quadratique
H, bornée par y minimisant ||T,,, |l Vvia la commande par retour de sortie dynamique si et
seulement s'il existe des matrices symétriques définies positives X, Y et des ensembles de matrices

A; B;, C;etD;,i = 1,...,N solutions des LMIs (I11.33) et (I11.34) telles que

ox o
My, = AX + XAT + p% + By C, + CTBT,
(111.52)

y .
My, = ATY + YA; + p% + B;Cy; + CLB;

or que le reste des composantes de la LMI (I11.33) sont les mémes que (I11.35).
Dans ce cas, un correcteur par retour de sortie dynamique qui stabilise le systéme (1.20) avec une
limite de performance quadratique H,, par y minimisant ||T,,, || est donné par (I11.28) ou les K;

sont les gains a déterminer.

111.3. Synthése par placement de poles

Par définition, les poles d’un systéme LTI G (s) coincide avec les valeurs propres de sa matrice
d’état A. En outre, des performances caractéristiques influencées directement par la localisation de
ces poles dans le plan complexe comme:

e lastabilité du systeme en boucle fermée

e son comportement transitoire [151]

o temps de réponse t,
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o amortissement &

Lieu des pdles retenu est généralement un secteur de la forme suivante:

Im

i

.--'"l"'_
k!
i
i
i
I
i
i
I

T. Re
@l |0

I

b

g
|
|

.

“-u-_q__‘__‘_:

—
i
I

Fig.I11.2. Lieu des p6les de la boucle fermée S(B, 7, )

Comme nous I’avons mentionné plus haute, la position du pole complexe z de la boucle fermée
dans le secteur S (B, 7, ) Vvérifie simultanément trois contraintes spécifiant le temps de réponse et
I’amortissement déterminées en fonction de S, 7, ¢ et de la nature du péle (premier ou second

ordre):

o Re(z) < A=ty < trmax
o |zl <=1t > tin

e [Im(2)| <tang|Re(z)| = ¢ < &min

En pratique, les contraintes sur la position des p6les de la boucle fermée dans des régions

convexes les plus couramment utilisées sont:

o Eloignement des pdles de ’axe imaginaire: Appartenance au demi-plan éloigné avec S
de I’axe imaginaire traduisant le fait que toutes les valeurs propres sont a partie réelle
strictement inférieure a - 8. Cela revient a trouver une matrice X = X7 > 0 telle que

ATX + XA+ 2BX <0 (111.53)

e Amortissement minimum des pdles: Appartenance a un cone de demi-angle ¢ traduisant
le fait que toutes les valeurs appartiennent au cercle de centre O (I’origine du plan
complexe) et de rayon #~. Cela revient a trouver une matrice X = X7 > 0 telle que

[—4~X—1 A

<0 111.54
- (11.54)
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e Restriction des hautes fréquences: Appartenance a un disque de centre AT et de rayon
traduisant le fait que toutes les valeurs appartiennent au céne de demi-angle ¢. Cela revient
a trouver une matrice X = X7 > 0 telle que

[sin @ (ATX + XA) cos 8 (ATX — XA)

<0 I11.55
cos @ (XA—ATX) sin 8 (ATX + XA) ( )

Toutes ces contraintes ont la permission de garantir la stabilité et les performances en régime
transitoire de la boucle fermée. Pendant ce temps, le principe de la méthode par placement de pbles
peut s’étendre au cas des systémes LPV pour la synthese robuste de correcteurs LPV dans une
région convexe définie par I’intersection des domaines convexes de ces trois LMIs (/11.53) —
(111.55). De ce fait, la caractérisation obtenue de la localisation des péles dans un secteur

S(B,r, @) convexe compte les trois inégalités rassemblées dans le théoreme suivant [152]:

Théoréeme 111.2.4.6 Les poles du systéeme (I.20) sont contenus dans le secteur S(B, 7, @) si et
seulement s’il existe une matrice symétrique définie positive X telle que
A(p)X + XA(p)T + 28X <0
—rX A(p)X <0
AT —rX ,Vp EP (111.56)

Usin @ (A(p)X + XA(p)™) cos @ (A(p)X — XA(p)")

cos @ (XA(p)" — A()X) sin ¢ (A()X +xA(p)")] <°

La convexité du secteur S(B, 7, @) est conservée avec la résolution du probléme d’optimisation

illustré par le théoreme 111.2.4.6.

111.4 Conclusion

La majeure partie de ce chapitre a traité du probleme de commande robuste via a la fois le
retour d'état et le retour de sortie dynamique par optimisation des LMI pour les systemes LPV en
utilisant les résultats d’analyse du chapitre Il. Pour les parameétres variables dans le temps et leurs
vitesses d’évolution, la stabilisation robuste plus le probléme de performance robuste ont été
considérés. Conditions nécessaires et suffisantes de stabilisation avec une performance quadratique
H, et I’introduction d’une nouvelle caractérisation LMI du concept de localisation des p6les en
démontrant son utilité pour la synthése H,.

En ce qui concerne les solutions offertes, un ensemble de méthodes de synthése pour les
systéemes LPV sont exposées en ouvrant le choix sur le type de commande (retour d'état ou retour

de sortie dynamique) et celui du systeme (Polytopique ou LFT) en choisissant le correcteur sous
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une forme similaire a celle du systeme. Dans ce contexte de la commande H,, le systeme LPV
polytopique a fait I’objet d’un exploit considérable par le retour d’état et le retour de sortie
dynamique également, tant disque le systeme LPV sous forme LFT, seul le retour de sortie
dynamique est utilisé.

Finalement, les fonctions de Lyapunov dépendantes de parameétres dont nous nous somme
intéressé car pour les variations plus ou moins rapide des parametres variables, il est trés important
de prendre en compte explicitement les taux de variation de ces paramétres lorsqu’ils sont

disponibles. Dans ce cas, seul le systeme LPV polytopique est considéré.
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Chapitre IV Commande d’un héliostat

Chapitre IV: Commande d’un héliostat

IV.1. Introduction

Le monde connait une importante croissance dans le domaine des énergies renouvelables
comme la technologie des concentrations solaires. Cependant, la production d'électricité a partir du
rayonnement solaire est un processus direct, alors I'énergie solaire étant peu dense de sorte qu'une
technologie est nécessaire pour la concentrer afin d’obtenir des températures exploitables pour la
production d'électricité. Parmi ces technologies les centrales a tour qui sont constituées de
nombreux miroirs concentrant les rayons solaires vers un absorbeur situé au sommet d'une tour.
Les miroirs uniformément répartis sont appelés héliostats. Chaque héliostat est orientable par un
systeme de poursuite solaire qui suit le soleil individuellement et réfléchit ses rayons incidents
précisément en direction de I’absorbeur. L'avantage de celle-Ci par rapport aux capteurs cylindro-
paraboliques est que les pertes a I'ambiance sont inférieures car la surface exposée est limitée [153].

La robotique avec son champ d’utilisation dans I’industrie révele une idée cachée de considérer
le systeme de poursuite solaire a deux axes comme un robot manipulateur a 2ddl ot la modélisation
et la commande des robots sont bien avancées dans le domaine automatique aussi bien qu’en
informatique industriel [154].

La conception des robots manipulateurs en général, a l'aide des outils de logiciel est devenue
plus nécessaire, puisqu'il est possible de simuler des conditions de fonctionnement critiques. Les
études sur la théorie de commande des systemes mécaniques périodiques ont été le sujet de la
recherche intensive pendant les deux derniéres décennies. Cependant, le suivi avec une commande
robuste au-dessus du domaine entier de la dynamique non linéaire de ces systéemes est une matiere
provocante de la recherche.

Ce chapitre a pour but I’exploitation des commandes proposé€es dans cette thése sur une
commande d’un héliostat. Dans cette application, on présente une structure mécanique d’un
héliostat élaborer par SolidWorks dont la conception et la commande nécessitent alors le calcul de
certains modeles mathématiques, tels que les modéles qui expriment la position des miroirs en
fonction des variables articulaires des axes de I’héliostat [155]. Bien avant jusqu’aujourd’hui, la
commande de I’héliostat s’effectue en boucle ouverte, sans aucune Vérification que le rayonnement

arrive réellement a la cible désirée. Les erreurs dues & la commande en boucle ouverte sont souvent



Chapitre IV Commande d’un héliostat

considérables et peuvent s’accumuler pendant le fonctionnement. Une réduction significative de
I’erreur de poursuite en fermant la boucle de commande est présentée, il s’agit bien évidemment
des méthodes de synthése modernes décrites dans le chapitre 111 fournissant une solution adéquate
qui repose sur la synthése #,, et placement de pbles garantissant en méme temps la poursuite et le
rejet de perturbations.

Un probléme fondamental dans la commande des robots est de faire en sorte que le
manipulateur suive une trajectoire désirée préalablement planifiée. Avant que le robot ne puisse
effectuer un travail utile, nous devons le positionner au bon endroit et au bon moment. Dans ce
chapitre, nous discutons aussi de la commande par couple calculé, qui fournit une famille de

systemes de commande faciles a comprendre qui fonctionne souvent bien dans la pratique [156].

IVV.2. Héliostat-Tour en terrain accidenté

Nous présentons dans la Fig.IV.1 une mini centrale a tour installée dans un terrain accidenté.
Chaque héliostat est caractérisé par des paramétres qui sont la hauteur, la position par rapport a la
tour.

Z (Zenith)
=1

-
=7 Xz Yo Zia)

V (Sud)

(i1 Yinn, 0)
X (Est)

Fig.IV.1. Champ d’héliostat dans le terrain accidenté

Indépendamment de leurs hauteurs par rapport a la tour, les deux héliostats sont chargés de

refléter le rayon solaire vers 1’absorbeur au sommet de la tour.
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IV.3. Modeéle de référence
IV.3.1. Position du soleil

Position du soleil est définie par les coordonnées horizontales angle azimut a et élévation h
exprimé par les relations suivantes (voir Fig.1V.2) [157]:

cos § sinw
sing = ———— (v.1)
cosh
sinh = sin @ sin § + cos ¢ cos § cos w (1v.2)

ou & est la déclinaison du soleil, w est I’angle horaire solaire et ¢ est latitude du lieu.

Course apparente du soleil

est ouest

point local -7
/ Plan horizontal du liey

y
nord

Fig.1V.2. Coordonnées solaires selon le repére horizontal

La Fig.IV.3 suivante montre les courbes de ces coordonnées horizontales azimut a et

I’élévation h du soleil.

Azimut (rad)
Elévation (rad)

051

6 8 10 12 14 16 18 B 8 10 12

14 16 18
Temps (heure)

Temps (heure)

Fig.IV.3. Azimut et I’élévation du soleil (a, h)
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1VV.3.2. Relations Héliostat-Tour

Présente I’ensemble Héliostat-Tour dans un systéme de coordonnées cartésiennes associé a la
tour. La position de I’héliostat par rapport a la tour est définie par celle du bati (Xy, Yy, Zy), et les
coordonnées de la cible sur la tour sont donnée par (0, 0, Hy) [158-160].

S

Y (Nord)
/Yy
V2 H

Fig.1V.4. Coordonnées cartésiennes Héliostat-Tour et le réflechissement du rayon solaire par

I’héliostat vers la cible fixe
Les coordonnés du centre de I’héliostat M sont définies par les expressions suivantes :

Xy = Xy + Xy sinqy cos q,

oYy = =Yy + Xy cos q, cos q, (Iv.3)
OZM = ZH +T1 +XM Sinqz

Plusieurs relations géométriques utiles peuvent étre obtenues de la Fig.IV.4. Ces relations sont

importantes dans la détermination de I’azimut ¢ et I’élévation A du rayon réfléchi R par ’héliostat:

%X,y = —Dsin¢
%%y = —Dcos¢

(IV.4)
OZM = ZH + HM
Hr—-°Z
A=tan™?! (%) (1v.5)

avec

D =./0X% + 0y2 (IV.6)
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En substituant les relations (1V.3), (IV.4) et (IV.5) on obtient les équations de ¢ et A suivantes:

0
Xum

=t ]
¢ an <0YM>

Hy —9Zy
A=tan™t | ————
-t (52)

v.7)

1VV.3.3. Orientation de la normale

La normale de I’héliostat est définie par les angles de rotation azimut A et élévation H

suivants:
. _,(sinacosh+ cos/lsingb)
A = sin ( 2cosdcosH (1v.8)
sinh 4+ sin A
H = sin~?! <—> (1V.9)
2cosd
avec
1
9= Ecos_l(sin hsinA + cos h cos A (sina sin ¢ + cos a cos d))) (1v.10)

Ce sont les angles que doit suivre 1’héliostat pour s’orienter vers des positions désirées.

IV.4. Description mécanique et géométrique de I’héliostat
La structure de I’héliostat est une chaine ouverte simple a deux articulations de type rotoide

avec sa représentation géométrique [155].

Elevation

«qy» (\

Azimut
>

Fig.1V.5. Robot manipulateur a 2ddl
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Le systéme est composé de deux corps C; et C, et de deux articulations J; et J, (voir Fig.IV.5
adroite). Le corps C, désigne la base du robot. Le corps C, est celui qui porte le support des miroirs
de I’héliostat. L’articulation j connecte le corps C; au corps C;_;. Les paramétres de Denavit-

Hartenberg obtenus aprés avoir associé un repere fixe pour chaque corps sont classés dans le

tableau | suivant:

Articulationj | 6; | d; | a; | g
0—1 ¢ | 0| 0 | n
1 -2 q, | 0 |[m/2] 0O

Tableau.lV.1. Les paramétres géométriques de 1’héliostat

L’orientation et la position de la normale d’origine M sont définies a partir de la matrice de passage

calculée par rapport a la base du robot:

COS g, —sing; —cosq;sing, X cosq; cosq,
op _|singicosq; cosqy  —singysing; Xy sing, cosq, (IV.11)
M sin g 0 —C0sqy 1+ Xysing,
0 0 0 1

L'orientation de la normale de I’héliostat par rapport a la base de 1’héliostat est donnée par les

vecteurs colonnes Ry et Py suivant:

Ry = [cos(gq) cos(qz) sin(qy) cos(q,) sin(g,)]” (Iv.12)

Py = [Xy cos(qy) cos(qz) Xy sin(qy) cos(qz) 11 + Xy sin(gp)]" (1V.13)

Le modele dynamique est la relation entre les couples appliqués des actionneurs et les
positions, vitesses et accélérations articulaires. L’équation du modéle dynamique est de la forme:
t=D(q)d+C(q,4)q+G(q) (1V.14)
ou q, q, 4 sont les vecteurs de position, vitesse et d’accélération articulaire. T est le vecteur des
couples des actionneurs. D(q) est la matrice d’inertic symétrique définie positive, C(g, q) est la
matrice représentant les forces de Coriolis et des forces centrifuges, G(q) est le vecteur des forces
de gravité.

Le modele dynamique calculé par le formalisme de Lagrange est:
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[Tl] — [Izzl + Ixx2 sin2 (QZ) + Iyyz COSZ(QZ) 0 ] [Ch] +
T2 0 IZZZ 51.2

[ [(Ixxz - Iyyz) Sin(zqz)]éIZ

° q1]+[ 0 ] (IV.15)
~[(Lxz = Lyy2) sin(2g2)]gy 0[Ld2] ™ Im2gxc, cos(q2) '

ou g, et g, des angle azimut et élévation de 1’héliostat en radian.

Masse de C, m, 1129.07475 kg
Moment d’inertie de C; I,,; | 1.7191 kg.m?
Moment d’inertie de C, I, | 2343.5593 kg.m?
Moment d’inertie de C, I,,, | 1600.3720 kg.m?

Moment d’inertie de C, I,,, | 777.7458 kg.m?
Centre de masse de C, Cy;» 0.20275 m

Tableau.lV.2. Les paramétres physiques de 1’héliostat

IV.4.2. Représentation quasi-LPV polytopique

Un modele linéaire a parametres variables (quasi-LPV) peut maintenant étre obtenu comme
suit. Les paramétres non constants qui entrent dans les équations d'état sont les vitesses de lI'angle
d'azimut g, et d’élévation ¢,. Ces angles sont les taux de variation des états dans le modele
dynamique. En respectant le vecteur d’état x et I’entrée de commande u, le modéle (IV.15) peut
s’écrire [161]:

=1 4 [+]p-0 V.16
[ii DM (g)C(q,9ql " D7) (v.16)
Le modeéle (IV.16) étant non linéaire et peut se présenter en équation d’état sous forme d’état :

x(t) = A(p)x(t) + Bu(t) (1v.17)
avec

0 I 0 —
4=lo -1, Q)]’B - [D‘l(q)]’x =laqlfu=r (1v.18)

ol —=D~1(q)C(q, ) € R?*? et D-1(q) € R?*2.

D’aprés 1’équation(1V. 18),
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0 0 1 0 0 0
oo o 1], o o
A=10 o 4 ofB=|s. o (IV.19)
0 0 A4.3 0 0 B42
ou
((Ixxz - Iyyz) Sin(ZQZ)) .
Azz = — d qz
. (a2 = L) sin2a2))
3= (2l,,) n (V. 20)
1
B3, = E
B 1
2 Izzz
avec
d = Ly, c05(qz)* + Lz sin(qz)* + I (1v.21)

Y a que les composantes A5 et A,5 de la matrice d’état A qui dépendaient des parametres variables

choisies p; = ¢, et p, = q,. Alors on obtient le systeme quasi-LPV suivant:

q1 0 0 1 0711491 0 0

2| 10 0 0 1|4z 0 0|

éh - 0 O §3P2 0 Q1 + 331 0 [Tz] (IV.ZZ)

G2 0 0 Aizpr 01192 0 By

ou

s ((Ixxz - Iyyz) Sin(zqz))

33 = = d ( )
V.23

s ((Ixxz - Iyyz) Sin(ZQZ))

3 (ZIZZZ)

En revanche, le modele polytopique du systéme quasi-LPV (IV.22) nécessite le calcul de ses

sommets 4;,i = 1, ...,4 qui représentaient la matrice A donnes par
A = aflAl + azAZ + (Z3A3 + a4_A4_ (IV 24’)

dont les sommets sont
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Al = AO + &Ai?) + &A§3

Ay = Ay + p1Als + p2A3s

(IV.25)

Az = Ao + p14iz + p2A33
Ay = Ay + p1Als + p2A33

qui correspondent aux différentes combinaisons extrémales des parameétres variables reposant sur

la transformation de coordonnées suivante:

e T E ) (1= p1) @z = p2)
(Pr=p1) (P2~ p2) (71~ p1) (P2~ p2)
(1Iv.26)
. _(ﬁ—pl)(pz—@) . (o1 = p1) (P2 = p2)
3= — ’ 4 _ _
(71— p1) (P2~ p2) (71~ p1) (P2 = p2)
ou
0 0 1 0
Ay = 8 8 8 é , p1 = [—10,10] et p, = [—10,10] en (rad/s).
0 0 0 O

La representation d'état polytopique
I’ensemble convexe:
A;

Gy
G

Ci(p) Dy1(p) Di(p)| = Co

A(p) Bi(p) Ba(p) {
C2(p) Dz1(p) Dyy(p)

(4; B; C; D) est maintenant supposée évoluer dans

B, B,
Dy Di,|,vpePi=1, ...,4} (1v.27)
D21 D22

IVV.5. Description et analyse du probleme

Cependant, le systéme de poursuite solaire a deux axes de I’héliostat est un processus lent car

le fonctionnement de celui-ci dure plusieurs heures dans la journée selon la saison, mais tout de

méme cache un inconvénient majeur qu’était possible que 1’ensemble structure mécanique et la

commande s’étalent le vent durant tout ce temps qu’on qualifie pour une perturbation au niveau de

la commande, car I’héliostat est simulé pour différentes hauteurs. Il est a noter qu’en plus

I’orientation des rayons solaires vers 1’absorbeur avec la poursuite du soleil par 1’héliostat, ce

dernier doit résister au vent peu importe ses angles d’attaque. Fig.I\VV.6 montre 1’évolution du vent

et le couple produit en fonction de la hauteur de I’héliostat.
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Fig.l1V.6. Caracteristiques de la vitesse et le couple du vent

En vertu du domaine de variation parametrique le systeme en boucle ouverte demeure instable
sans amortissement dans toute la trajectoire des parametres variants. En effet, I’ instabilité n’est pas
flagrante et il n’y a pas de forte disparité entre les quatre sommets du polytope. Pour une idée plus
précise, on associe aux différents couples (g4, g, ) représentatifs du domaine de fonctionnement

les pOles représentés dans la Fig.1V.7 suivante:

0.8
06}
0.4}

02F

Imaginary Axis

02k

04l
08}

Real Axis 1071

Fig.1V.7. Répartition des pdles

Eventuellement, la position des pdles nous informe sur la limite de stabilité du systéme qui
d’ailleurs la recherche d’un correcteur robuste n’est pas difficile a de telles variations des

parametres variants.

IV.6. Mise en forme du probléme de synthése
Dans cette section, nous présentons la commande par retour d’état et retour de sortie dynamique
avec synthese #,, et placement de pbles basées sur 1’optimisation convexe par LMI. De plus, pour

tenir compte des exigences de robustesse, nous utilisons I’approche polytopique.
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Dans les deux commandes, ces contraintes peuvent également étre considérées de fagon
intéressante si le modele d'actionneur est omis dans le modéle de conception. Dans un tel cas, le
correcteur n'utilisera que les sorties du systéme et sera donc plus facilement mis en ceuvre. La
premiére contrainte est utilisée pour spécifier l'atténuation des performances et des perturbations,
la seconde est tres utile pour contraindre les péles en boucle fermée afin de s'assurer que par

exemple, aucune interaction n'apparaitra avec une dynamique non modélisée a haute fréquence.

Au fil des ans, il a été proposé de nombreuses sortes de systémes de commande de robot. En
I'occurrence, la plupart d'entre eux peuvent étre considérés comme des cas particuliers de la classe
des commandes par couple calculé. Le couple calculé, en méme temps, est une application spéciale
de la linéarisation par rétroaction des systémes non lin€aires, qui a gagné une popularité¢ dans la
théorie des systémes modernes [162,163].

En fait, nous explorons cette classe de commandes de robots qui comprend un large éventail
de conceptions. Vu les conceptions modernes, la commande par couple calculé fournisse un cadre
permettant de combiner la commande des articulations du robot et la commande robuste. Nous

proposons la commande en couple pour la poursuite solaire de 1’héliostat est définie par:

T=D(q)4q +C(q,9)q + G(q) (1V.28)

ou G, est I’accélération désirée permettant d’imposer a I’héliostat de suivre la trajectoire désirée
selon la vitesse souhaitée.

On considére la nouvelle loi de commande suivante :
u=_{dgy (1v.29)
alors 1’équation (IV.14) se réécrit comme suit :

T=D(qQu+C(q,9)q + G(q) (IV.30)

Nous considérons le probléme posé précédemment dans I’introduction. Pour cela, la solution
au probléme est I’application du théoréme I11.2.3.2 et le théoreme 111.2.4.6. La technique de

synthése est basée sur la proposition suivante:

Proposition 1V.6.2.1 Le probléme pour le systéme polytopique (IV.27) est résolu pour un scalaire

¥ > 0 donné, s’il existe les matrices P = PT > 0 € R*** et V; € R?*4,i = 1, ...,4 et vérifiant
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[A;P + PAT + B,V,+ VBl B, Pcl'+VID],
BT -yl I <0
I C1P + DyV; Dy4 -yl
_AiP + PAT + B,V; + VB + 2P <0 av.3n
—7rP AP + B,V
[PAT + VT BT —7P
[sin @ (A;P + PAT + B,V; + VTBY) cos ¢ (4;P + B,V; — PAT —VTBY) 0

[cos @ (PAT + VIBI — A;,P — B,V;) sing (4;P + PAT + B,V; + V'BI)

Ensuite, chaque systéme LTI en boucle fermée a l'intérieur du polytope G(s) = C(sI — A)™'B +

D avec K = VP~ présente les propriétés suivantes:

o Gl <¥
o spec(A) c S(B,r, )

IV.6.3. Commande par retour de sortie dynamique
Les résultats de retour d'état de la section 1V.6.2 sont maintenant généralisés au cas de retour
de sortie dynamique. Pour le traitement du méme probléme précédemment défini par la commande,

la solution est portée par le théoréme 111.2.4.2 et le théoreme 111.2.4.6 sous forme d’une proposition
suivante:

Proposition 1V.6.3.1 Le probléme pour le systéme polytopique (IV.27) est résolu pour un scalaire
y > 0 donné, s’il existe les matrices X = X7 >0 € R4 Y = YT > 0 € R4, 4; € R¥4,B; €
R4, C; € R?** et D; € R¥*4, i =1, ...,4 et vérifiant

I[Mni M7, M5 M,
|M21i Mz;i Msti MZzi <0
[Msy; May Mz My |
My Mazi Myz My |

[X I,
L, Y
AX +XAT +B,C; + CTBY + 22X <0

ATY + YA; + B;C, + CIBT + 2pY < 0
1 —-rX AX + B,C; (Iv.32)

T ~T RT <0
| XAT + CT B} —rX
[ —ry YA; + B;C,

T TRT <0
_Ai Y + C2 Bi _’VVY
[sin @ (A;X + XAT + B,C; + CTBY) cos¢g (AX + B,C; — XAT — CT'BY)
[cos o (XAT + CTBY — A;X — B,C;) sing (A X + XAT + B,C; + CTBY)
[sing (ATY + YA; + B,C, + C]BT) cosq (YA; + BiC, — ATY — C]BT) 0
[cos @ (ATY + CTBY — YA, — B,C,) sing (ATY + YA, + B;C, + CTBT)

>0

<0
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My, = A X + XAT + B,,C; + CTBI

~ ~ T ~
My = A + Ay + C5;D;By;
My, = ATY + YA; + B;Cy; + CLB!

~T

M3y = Bfi + D2T1iDi B;i
iDi (111.33)
My = CiiX + Di13:C;
My, = C1i + D13:D;iCy;
My3; = D11y + D12iD;iD3y;
Myy; = —ylp,
Comme dans le cas du retour d’état, chaque systeme LTI en boucle fermée a I'intérieur du polytope
G(s) = C(sI — A)"'B + D avec K = [Ayx By;Cyr Dyl présente les mémes propriétés.

1VV.7. Simulation Héliostat-Tour

L’objective principal de cette simulation est de réfléchir le rayon incident § du soleil par
I’héliostat vers une cible fixe au sommet de la tour entre le lever et le coucher du soleil, et cela pour
différente position verticale Zy entre la base de la tour et le bati de I’héliostat. La simulation est
réalisée suivant le schéma développé avec MATLAB/SIMULINK présenté en Fig.1V.8, il constitue

les différents blocs de calcul: position du soleil, angle d’incidence, position du rayon réfléchi et

I’orientation de 1’héliostat.

. [fommande] - q.q
Correcteur f——plpar couple |—» Heliostat

- calculé

T

Fig.1V.8. Schéma de simulation Héliostat-Tour

A J

La simulation Heéliostat-Tour est faite pour 21 Juin 2016 qui est la plus longue journée de
I’année en utilisant ’ensemble des équations de (IV.3) au (IV.10). La localisation du lieu et les

paramétres de 1I’ensemble Héliostat-Tour sont rassemblé dans le tableau 1V.3 suivant:
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Localisation
Latitude 32.38°
Altitude 450 m

Parametres de I’héliostat

Hauteur par rapport a la base r; 1.897m
Coordonnées du centre Mde I’héliostat X, | (0.316, 0, 0)m
Coordonnées de I’héliostat (Xy, Yy, Zy) (0,50, Zy)m

Parametres de la tour

Hauteur de la tour 10m

Tableau.lV.3. Paramétres Héliostat-Tour

Les matrices du systeme (I.20) sont données par (IV.19) et celles suivantes :

Blz

(=N el N ]
o RO O
oo O

1 0 1
0 1 0
0 0 0
0 0 0

1 0
Dyy = [0 1]’ Dy = 03, D31 = D33 = O(4x2).

IV.7.1. Résultats de simulation
En section 1V.4.2 a été souligné dans la modélisation que le vecteur des parametres variables dans
le temps se compose des vitesses angulaires des articulations de I’héliostat. La Fig.IV.9 montre leurs

évolutions temporelles.

1 T T 2

o
=]

o
=

Paramétre variant (rad/s)
o o
i =

Paramétre variant (rad/s)

=

[=1
]

0.5
G 8 10 12 14 16 18 G 8 10 12 14 16 18

Temps (heure) Temps (heure)

Fig.1V.9. Evolution des paramétres variants

IV.7.1.1. Par retour d’état

Les différents gains K; sont obtenus avec y = 1,3893:
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—588,19 0 —82,28 0
K1=K2=K3=K4=[ O

—285,54 0 -—39,94

On observe d’apreés la Fig.IV.10 que la dynamique du systeme en boucle fermée est bien

imposée par la commande de retour d’état et que les poles sont a l’intérieur du secteur

(0.5,100,7/4).

1

08t

06k

04F

02r

O H

024

Imaginary Axis

04t

D6F

HD8F

-1 L L L 1 L 1 1 A

45 40 35 30 25 -20 15 10 -5 0
Real Axis

Fig.1V.10. Placement de pdles par retour d’état
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Fig.1V.11. Orientation de 1’héliostat (A, H)
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Fig.1V.12. Erreur de poursuite de I’héliostat
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Fig.1V.15. Couples (14, T5)

Pour I’évaluation de la robustesse de la commande, une charge du vent considérée comme
perturbation sous forme d’une séquence d’impulsions de 50000 N.m est ajoutée a I’entrée de

commande du systéme pour illustrer le témoignage d’un comportement robuste du correcteur par

retour d’état.
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Fig.1V.19. Couples (t4, T,) avec perturbation
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Les différents gains K; sont obtenus avec y = 1,2554:

Ajr

Bya

Ck1 = Cp = Cy3 =

Dyy = Dyy = Dy3 = Dy =

[—97,0311
0

127,0427
0

[—96,8973
0
126,8220
0

[—96,8996
0
126,8095
0

[—96,9037
0
126,8333
0

[—7,3414
0
27,4638
0

[—7,3301
0
27,4217
0

—7,3303
0
27,4223

L0
'—7,3304
0
27,4228

0

0 —7,5038 0
—97,0407 0 —7,5034
0 —47,2487 0
127,0879 0 —47,2489|
0 —7,4903 0 T
—96,8914 0 —7,4887
0 —47,2253 0
126,7912 0 —47,2347 |
0 —7,4904 0 T
—96,8935 0 —7,4897
0 —47,2306 0
126,8007 0 —47,2303]
0 —7,4910 0 T
—96,8985 0 —7,4907
0 —47,2260 0
126,8046 0 —47,2307]

0 —0,1278
—7,3418 0 —0,1278
0 2,0396
27,4656 0 2,0394 |
0 —0,1274
—7,3301 0 —0,1274
0 2,0354
27,4218 0 2,0356 |
0 —0,1274
—7,3300 0 —0,1274
0 2,0356
27,4215 0 2,0355 |
0 —0,1274
—7,3301 0 —0,1274
0 2,0355
27,4219 0 2,0355 |
c _[—3,0878 0 -1,3971 0
k& — 0 —-1,4991 0 —-0,6783
[0,2397 0 0,0159 0]
0 0,4991 0 -0,6783

Commande d’un héliostat
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Pour le méme secteur (0.5,100,7/4) que la commande de retour d’état, on observe aussi

d’apres la

Fig.IV.20 que la dynamique du systéme en boucle fermée est bien imposée par la

commande de retour de sortie dynamique et que les poles sont a I’intérieur du secteur.
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Fig.1V.20. Placement de p0les par retour de sortie dynamique
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Fig.1V.22. Erreur de poursuite de 1’héliostat
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Fig.1V.25. Couples (14, T5)

La aussi la charge du vent considérée comme perturbation est une séquence d’impulsions mais
deux fois plus grande que la précédente et elle I’est de 100000 N.m ajoutée a 1’entrée de
commande du systéme pour illustrer le témoignage d’un comportement robuste du correcteur par

retour de sortie dynamique.
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L’objectif de la commande est de permettre a 1’héliostat de suivre la trajectoire imposée avec
rejet de perturbations. Les gains sont ajustés de maniere que la commande converge. Pour cette
raison, deux types de commande le retour d’état et le retour de sortie dynamique sont appliquées a
I’héliostat afin de contrbler ses axes et de satisfaire I'exigence exacte de la trajectoire suivie.

Fig.11 et Fig.21 montrent le suivi de la position désirée de la normale N de I’héliostat dans le

but de réfléchir le rayon incident S vers la cible fixée au sommet de la tour avec différente position
verticale Z de 1’héliostat par rapport a la tour. Deux cas sont observés durant la simulation de
I’héliostat sur le terrain d’expérience:

v 1%casZy =0

v 2°Mcas Z, = 20m
dont nous remarquons que les courbes sont différentes. La position de I’héliostat (Xy, Yy, Zy) par

rapport a la tour et la hauteur de celui-ci Hy sont des parameétres clés pour le calcul de I’azimut ¢

et de 1’élévation A du rayon réfléchi R.

La Fig.13 et Fig.23 présentent la variation de ces deux angles (¢, 1) qui sont tres faibles,
preuve que la position du rayon réfléchi est peu variante dire constante, la aussi dans les deux cas
les courbes sont différentes. Enfin, c’est vrai que la hauteur de 1’héliostat qui dépend de sa structure
mécanique influence la réponse du systeme de poursuite sans affecter sa stabilité par la commande
proposée. En plus, aprés quelques tests de perturbation des entrées de commande de 1’héliostat,
celui-1a suit comme méme sa consigne avec moins de 5% d’erreur statique (voir Fig.IV.12 et
Fig.1V.22), cela prouve que la commande est certainement robuste (voir Fig.1V.16, Fig.IV.17,
Fig.IV.26 et Fig.IV.27).

La comparaison équitable entre deux méthodes de commande parait difficile puisqu’elles sont
de nature assez différente. La commande par retour d’état nécessite la connaissance de 1’état du
systéme or que la commande par retour de sortie dynamique contient elle-méme un systeme linéaire
multivariable dont les entrées sont les sorties du systeme, ce qui implique plus de degrés de liberté
par rapport au retour d’état.

Les commentaires de comparaisons donnés ci-aprés sont basés sur les résultats montrés dans
les Fig.IV.12, Fig.IV.14, Fig.IV.15, Fig.IV.22, Fig.lV.24 et Fig.IV.25. Les deux commandes

réalisent le suivi de trajectoire avec une bonne précision statique (voir Fig.1V.12 et Fig.1V.22), les
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commande délivrées par les correcteurs sont plus lisse sauf qu’on observe un comportement
oscillatoire dans certains moments avec le correcteur par retour d’état (voir Fig.1V.14 et Fig.1V.24).

Si on compare les deux commandes, de meilleurs résultats ont été obtenus avec la commande
par retour de sortie dynamique sauf qu’elle demande des couples plus au moins importants au
démarrage (voir Fig.IV.15 et Fig.1V.25).

IVV.8. Conclusion

Ce travail présente une structure mécanique d'un réel héliostat réalisé par le logiciel
SolidWorks avec représentation géomeétrique et modele dynamique calculé par le formalisme de
Lagrange. Afin d'élargir le champ d’application de I'héliostat, il est simulé avec deux différentes
hauteurs par rapport a la tour.

La poursuite en réfléchissant le rayon du soleil vers la cible fixée située au sommet de la tour
pour différentes hauteurs de I'héliostat avec rejet de perturbations est l'objectif de notre
contribution. En effet, la robustesse des commandes par retour d'état et retour de sortie dynamique
avec synthese H,, et placement de pbles basées sur les contraintes LMI répondent avec succes a
cet objectif davoir en termes d’erreurs de poursuite sur les angles dazimut et d'élévation de
I'néliostat des résultats efficaces et cela, pour différentes hauteurs de 1’héliostat. Cependant, la
commande par retour d’état s’avere robuste face a la perturbation de la commande délivrée par le
correcteur, mais vu les résultats de comparaisons montrent que la commande par retour de sortie
dynamique est plus robuste.

Cette étude vise a étre une introduction a l'intégration de la robotique dans les énergies
renouvelables et a I'installation de centrales électriques a tour non seulement sur le sol plat mais
aussi sur le sol déformé et compris le concept LPV avec I’exploit des outils de la commande

robuste.
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Conclusion generale

Le domaine de I'analyse et de la commande des systemes LPV a recu beaucoup d‘attention
récemment en raison de son réle dans le développement d'une technique systématique le gain
scheduling. L’approche quadratique et le cadre de systeme polytopique ou LFT sont associés a la
technique d'analyse et de synthese des systémes LPV. Ces systemes peuvent directement traiter les
parameétres variants dans le temps et donner un correcteur de type LPV, et sont les préférés pour la
commande LPV. Cependant, le cadre actuel des systemes polytopiques ou LFT comporte deux
progres potentiels:

e Sélectionner le vecteur de paramétres variants afin de réduire le conservatisme (voir
I’annexe) de I'approche du systéme représentatif;

e Résoudre exactement les problémes d'optimisation convexe impliquant un nombre infini
de LMI.

Dans cette these, qui est le résultat d’un travail de recherche poussé d’un axe récent, on est
intéressé a la commande de systemes dynamiques comme celui du robot manipulateur par
I’approche LPV en tentant d’apporter une solution a deux types de problémes liés a la synthése
d’un correcteur stabilisant avec des paramétres variants supposés mesurables: le suivi de trajectoire
de référence et le rejet de perturbations. Cette approche qui est celle du LPV a été proposée comme
une extension de 1’approche H,, dans le contexte des systemes linéaires a paramétres variants dans
le temps, voir des systémes non linéaires. En effet, I’approche LPV constitue une alternative
rigoureuse aux approches heuristiques a gain-scheduling, il a été montré qu’elle propose un cadre
théorique attractif et bien posé. Le but ultime de notre recherche est de formuler les résultats
d'analyse et de synthése par les LMIs (Inégalités matricielles linéaires). LMI est un type particulier
de probleme convexe qui peut étre résolu efficacement par des algorithmes tels que LMI Control
Toolbox de MATLAB.

Initialement, apres avoir exposé la représentation d’état des différents types de systéme
brievement passée en revue dans le chapitre I, nous avons défini les classes des parametres qui

peuvent engendrés les systemes variants et systemes LPV. Deuxiemement, trois formulations de
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systemes LPV sont présentées: les systéemes LPV polytopiques, les systemes LPV polynomiaux et
les systemes LFT. Alors que le premier est particulierement adapté aux systemes avec une
dépendance affine sur les parametres, il conduit généralement a une représentation conservatrice
des systémes a dépendance non affine. Des exemples sont donnés pour montrer l'intérét d’une telle
représentation. D'un autre coté, les systemes polynomiaux sont mieux adaptés a une représentation
plus générale excluant la dépendance rationnelle. Enfin, les systémes LFT dont on n’a pas fait
I’objet d’une illustration applicatif sont la représentation la plus puissante puisqu'ils permettent de
considérer n'importe quel type de dépendance aux parametres, y compris les relations rationnelles.
Par ailleurs, basé sur les résultats d'analyse, les deux modéles (polytopique ou LFT) peuvent étre
exploités pour la syntheése de correcteurs LPV via a la fois le retour d’état et le retour de sortie
dynamique selon la représentation LPV du systeme dynamique.

Le contenu de ce mémoire de these exposé rappelle quelques antécédents et outils théoriques,
nous avons vu que le critére de Lyapunov dans le cas des systemes LTI s'étend méme aux systéemes
LPV. En effet, I’analyse de la stabilité quadratique des systéemes LPV polytopiques via la fonction
de Lyapunov dépendante des parameétres est une stabilité robuste. L'analyse de stabilité des
systemes LPV sous forme LFT est définie. Deux approches passivité et petit gain sont présentées
et les différents résultats sont liés les uns aux autres. Suite a la stabilité quadratique, les
performances quadratiques H,, H,, et notion de pbles sont aussi présentées sous LMI pour le
systeme LPV polytopique ou LFT. Enfin, dans le contexte de 1’approche quadratique, nous n’avons
pas omis de citer dans le cadre de la synthése sur les correcteurs retour d’état et retour de sortie
dynamique qui garantissent la stabilisation quadratique aux systéemes LPV.

Cependant, la commande robuste avec synthése H, ou H, Via le retour de sortie est
équivalente a la solvabilité d'une paire des équations de Riccati, de telles conditions peuvent étre
tournées sous certaines hypothéses sur les matrices du systeme LPV, il s’agit de la synthése H,
dont la résolution optée est sous forme de contraintes LMI. En effet, une partie importante du travail
de recherche réalisé, la formulation générale du probléeme de commande robuste, le choix nous a
orienté au probléme de commande H,, pour les systémes LPV qu’il soit polytopique ou LFT, qui
ont limité les taux de variation des paramétres et la mesure du paramétre et de sa dérivée. Compte
tenu de cette derniére option, la synthése des correcteurs retour d’état et retour de sortie dynamique
est remise en cause bien évidemment en tenant compte ou pas du taux de variation borné des

parameétres.
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Deux lois de commande LPV sont proposées pour réaliser un suivi de trajectoire dans I’espace

articulaire:

e Commande par retour d’état avec synthése H,, et placement de poles

e Commande par retour de sortie dynamique avec synthése H,, et placement de poles
Ces commandes proposées ont été appliquées intensivement au systéeme de poursuite a deux axes
nommeé héliostat et considéré comme un robot manipulateur. La modélisation LPV ainsi que la
synthése de correcteurs LPV ont été présentées. Un modele dynamique de I’héliostat et sa
représentation polytopique ont été développé y compris que la comparaison des correcteurs a été
abordée.

Finalement, nous nous sommes contentés de ne présenter que les résultats théoriques
agrémentées par quelques résultats applicatifs. Nous donnons les conclusions suivantes: La théorie
de la commande LPV exposée dans cette thése est la généralisation des problémes standard 7, et
Ho, et telle quelle élargisse I'applicabilité et l'utilité de la méthodologie de commande moderne.
IIs constituent une nouvelle approche pour gain scheduling et fournirent une procédure bien fondée

pour la conception de planification de gain.

Perspectives
Les principales perspectives envisagées sont comme suit:

e Les commandes proposées utilisées pour la poursuite de consigne d’un systéme mécanique
immobile peuvent étre exploitées pour un systeme mobile.

e Le modele dynamique calculé est dépourvu d’autres modeles comme les actionneurs et
capteurs, la prise en compte de ces modeles conduit a I’amélioration des performances de
poursuite de consigne.

e Auniveau de I’application et pour un systeme multi-agent, la combinaison de la commande
LPV avec d’autres méthodes telles que les commandes congues pour 1’évitement d’obstacle
peut étre envisagée pour résoudre le probléme de I’ombre causés par les héliostats les uns

des autres.
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Annexe |: Rappels de topologie

A.l.1. Simplexe: Un simplexe dans R™ est I’enveloppe convexe d’un nombre fini de points de
R™.

A.1.2. Polyedre: Un polyedre dans R™ est un ensemble de la forme
P := {x € R"*|Ax < b}

ouA € R™ ™ et b € R™ sont fixés.
Soit P == {x € R™|Ax < b} un polyedre de R™. Pourj € {1, ... ... ,m}, notons A/ la j*™ ligne de A
(considérée comme un élément de R™) et b/ la j*™ composante de b. on peut dés lors décrire de

maniere équivalente
P = {x € (AL, x) < b, ViEe(D,..... ,m}}

Autrement dit, un sous-ensemble de R™ est un polyédre si et seulement si c’est une intersection

finie de semi-espace fermes de R™. En particulier, tout polyédre dans R™ est un convexe ferme.

A.1.3. Polytope: Soit un polyedre P, il s’agit d’un polytope si et seulement si il vérifie les trois
propriétés suivantes :

- P est convexe,

- P est compact,

-P+0

Un polytope dans R™ est I’enveloppe convexe d’un nombre fini de points de R™.

A.l.4. Ensemble convexe: Dans un espace vectoriel euclidien "™, un sous-ensemble C est
convexe si, chaque fois que 1’on relie deux points appartenant a cet ensemble par un segment de

droite A, ce segment reste a I’intérieur de I’ensemble C. Un ensemble C est dit convexe si

Vx,ye(CIre[01l]=>Ax+ (1 -y eC.
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Ensemble convexe Ensemble non convexe
Dans la suite, par abus de langage et lorsque cela n’amene aucune ambiguité, on parlera simplement
d’un convexe ou d’un convexe de R™ pour désigner un sous-ensemble convexe de R™. D’un point
de vue géométrique, un convexe est donc un ensemble qui, lorsqu’il contient deux points, contient

nécessairement le segment les reliant.

X = 2?:1 Ajx;

est une combinaison convexe des points x, ... ... ) X

Plus généralement, si S € R™ est un sous-ensemble quelconque, on dit que x € R™ est une
combinaison convexe de points de S s’il existe un nombre fini de points de S dont x soit une
combinaison convexe.

Dans le cas particulier de deux points x; et x,, toute combinaison convexe des x;, x, peut s’écrire

sous la forme
X = 7\x1 + (1 - )\)xz, /1 € [0,1]
Qui intervient dans la définition d’un ensemble convexe.
A.1.6. Enveloppe convexe: L’enveloppe convexe d’un sous-ensemble S de R™ est
I’intersection de tous les sous-ensembles convexes de R™ contenant S, L’enveloppe convexe de

S est par conséquent le plus petit sous-ensemble convexe de R™ qui contienne S, on le note
conv(S).

A.1.7. Combinaison positive: Soient x;, ... ... , X; un nombre fini de points de R™, et A4, ... ... , Ak
des réels positifs. On dit alors que
x =YK A

est une combinaison positive des points xg, ... ... ) X -
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Plus généralement, si S € R™ est un sous-ensemble quelconque, on dit que x € R™ est une
combinaison positive de points de S s’il existe un nombre fini de points de S dont x soit une

combinaison positive.

A.1.8. Ensemble compact: Dans un espace vectoriel euclidien, un ensemble E est compact si et
seulement s’il est séparable et vérifie la propriété de Borel-Lebesgue.

Un ensemble E est séparable si et seulement si pour x,y € E, on peut trouver deux voisinages de
xety(X,Y)telsque: X nY =@.

L’ensemble E Vérifie la propriété de Borel-Lebesgue si et seulement s’il existe un ensemble fini |
tel que (X;);e; D E ou X; sont des ouverts.

Le sous-ensemble de points O de I’espace euclidien R™ est ouvert lorsque tout point P de O est un
point intérieur.

Le point P est dit intérieur de S (avec S une partie de I’espace euclidien R™ ) s’il existe une boule
ouverte centrée en P qui est contenue dans S.

Dans un espace métrique (E,d) , x € E et p € R%, la boule ouverte B de centre x, et de rayon p

est définie par I’ensemble : B(x,, p) == {x € E/d(x,x,) < 0}.
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Annexe I1: Eléments d’algébre linéaire espace L,

A.l1.1. Valeurs propres: Soit A une matrice carrée réelle ou complexe. On appelle valeur propre
la grandeur A telle qu'il existe un vecteur propre x vérifiant Ax = Ax.

Le calcul des valeurs propres se fait par I’intermédiaire de la résolution de I’équation caractéristique

det(A— Al) = 0.

ALlL1.1. Propriété: Les valeurs propres des matrices réelles symétriques (AT = A) et complexes

hermitiennes (A" = (4*)T) sont toutes réelles.

A.11.2. Valeurs singuliéres:
AL11.2.1 definition: Les valeurs singulieres d'une matrice complexe M sont les racines carrées

des valeurs propres de MM ot M¥ est le hermitien (transposé conjugué) de M. On les note o;(M).

A.l11.2.1. Propriéte:
e Les valeurs singulieres sont des nombres réels positifs.
e Les valeurs singuliéres non nulles de M sont identiques a celles de M (invariance par

I'opération transpose/conjugué)

A.IL.3. Rang et noyau d’une matrice
Le rang d’une matrice M réelle noté rang (M) est son nombre maximal de lignes ou de colonnes
linéairement indépendantes.
e On dit que M est de plein rang en lignes si son hombre maximal de lignes linéairement
indépendantes est égal a sa dimension en lignes.
e Ondit que M est de plein rang en colonnes si son nombre maximal de lignes linéairement

indépendantes est égal a sa dimension en colonnes.

A.I1.4. Positivité d’une matrice:

A4 1 Definition: Une matrice A € R™ est dite positive et onnot A > 0 si la forme quadratique

xT Ax est positive pour tout vecteur x.
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Cette définition se transpose évidemment au cas négatif. On peut toujours écrire une forme
quadratique a partir d'une matrice symétrique. Ainsi, xTAx = % xT (AT + A)x. On ne contentera

donc de considérer le cas des matrices symétriques. Ces matrices ont la particularité d'avoir toutes

leurs valeurs propres reelles.

Une matrice A symétrique est positive si et seulement si toutes ses valeurs
propres sont positives et on note A > 0.
On définit aussi la positivité stricte et on dit qu'une matrice est définie positive si toutes ses valeurs
propres sont strictement positives. C'est équivalent a dire que la forme quadratique correspondante

xT Ax est strictement positive pour tout x non nul.

e Soit A un scalaire, A — Al > 0 si et seulement si les valeurs propres de A sont strictement
supérieures a A.
e P >0 —P < 0;on peut donc toujours se ramener a un probléme de positivité (ou de

négativité).

A.11.5. Espace £,

Les signaux avec des propriétés mathématiques similaires appartiennent a des espaces de signal
qui sont généralement eéquipés de normes de signal appropriees. Les espaces L, sont les espaces

de signaux généraux les plus fréquemment utilisés décrits ci-dessous.

Pour g = 1,2, ... I’'espace L,[0, o[ contient les fonctions f: Rg + R, qui sont des mesures de

Lebesgue (c'est-a-dire que leur intégrale genéralisée existe au sens de Lebesgue) et satisfait
[f@1dt < oo

La grandeur des fonctions dans un espace L, est mesurée en utilisant les normes.

Soit f € L,[0,00[ pour g = 1,2, .... Le ¢ — norme de f désignée par ||f||, est definie comme

Ifllq = (1 ©)19dt)



Annexe 11 Eléments d’algébre linéaire espace Ly

On sait que L, [0, oo[ sont des espaces linéaires normes complets (espaces de Banach) par rapport

aux g — normes.

Les espaces L, peuvent étre étendus de la maniere suivante:

Pour toute fonction f(.), on notera f;(.) sa troncature au-dela de I’instant T, ¢’est-a-dire:

{fT(t) =f) sig<ow
fre)=0  sig=oo

A.11.5.3. Définition:

L, . est une extension classique de £, a I’espace des fonctions f(.) telles que

VT >0, fr(.) € Ly(resp.LT)

A.11.5.4. Définition:

Ly (resp. Lg'e) est I’espace des fonctions f(.) telles que:

vie{1,2,..,n},fi() € Lq(resp.Lg,e)

A.11.5.1. Propriéeté

n n 1
L, LG, Lg e LG e sONt des espaces vectoriels.

A.11.6. Preuve du lemme 11.6.2.1:

De la relation (I1.60) nous avons

b llyr 2l ®
et aussi

MNT =1 —5Q (2)

SN+ MZ =0 3)

MTQ+TNT =0 (4)

De (2), (3) et (4) nous avons que
PHl = HZ (5)

avec

108



Annexe 11 Eléments d’algébre linéaire espace Ly

I = [;T (I)]’ I, = [(I) MST] (6)
Puisque N est non singuliére, I1; est non singuliere et

nfpm, =nin, =[¢ {]>o0 %)
Inversement supposer (I1.61) satisfaite. Alors I — SP est non singuliére et nous pouvons trouver
des matrices non singulieres M et E telles que (2) soit vérifiée. De plus définir

T =-MTQN~T (8)

Z=-M"1SN 9)

Notez que T et Z sont symétriques; en effet (pour T)

TT = —-N"TQM = -NTQU -SQNT=-N"T(U-SQ)QN T =T (10)
Définissons maintenant P et la matrice non singuliére I1; selon (I/1.60) et (6) respectivement.
Nous avons

I

nipm, =[¢

] >0 (11)

donc P > 0; enfin, il est simple de vérifier que P~ est égal au second de (I1.60).
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Annexe ll1: Normes

A.l11.1. Normes de signal et systéeme
A.l111.1.1. Normes de signal
En supposant que x(t) est une fonction dans I'espace complexe ou x(t) € C, alors le conjugué de

x(t) est noté x*(t). Les normes de signal sont définies comme suit:

Définition (normes L4, £, £,)

e lanorme-1 d’une fonction x(t) est donnée par

lx(®) Il = f, "l (t) | dt €]

e lanorme-2 (qui introduit la norme énergétique) est donnée par

@ 1l = I x @x) dt @
e lanorme-co est donnée par

lx(leo = sgplx(t)l (3)

() Il = ReS(Ig)ZOHX(S) | = Slal)pllX(iw) I (4)

A.111.1.2. Normes du systeme

Définition (Norme #£,) La norme H, d'un systeme LTI strictement propre définie par (I.1)
(chapitre 1) de I'entrée u(t) a la sortie y(t) est I'énergie (norme L,) de la réponse impulsionnelle

g(t) définie comme,

I6Gll, = 112 g9 dt

= \/if_:oTr[G*(jw)G(jw)] dw (5)
Y ($)lloo
u(s)EH, QP

La norme 7, est finie si seulement si G (s) est strictement propre.
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Définition (Norme #,,) La norme 7, d'un systeme LTI strictement propre définie par (I.1)
(chapitre 1) de I'entrée u(t) a la sortie y(t) est le gain énergie-énergie induit (norme £, a L,)

défini comme,

I1G(w) llw = supa (G(jw))

w€eER
_ 1Y(s) Il
" e, 106 Iz (6)
Iy lz

T u(teL, llull;

La norme H,, représente le gain maximal de la réponse en fréquence du systeme. Il est également
appelé le niveau datténuation le plus défavorable dans le sens ou il mesure I'amplification
maximale que le systeme peut délivrer sur I'ensemble de fréquence entier. Pour les systemes SISO
(ou MIMO), il représente la valeur maximale du pic sur la grandeur de Bode (respectivement la
valeur singuliere). La norme H,, ne peut étre obtenue qu'a partir de solutions numériques telles

que la résolution LMI.

A.l11.2. Notion de gain £,

D'un point de vue physique, la norme £, représente 1’énergie d’un signal. 2 — norme d’un signal

u(t) est

lu®lle, = (J; lu®)lI3de)?
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Annexe IV: Lemmes usuels

A.IV.1. Lemme de Kalman-Yakubovich-Popov
Lemme de Kalman-Yakubovich-Popov [58, 164, 165] indique I'équivalence entre un critére de

fréguence et une LMI.
Lemme: Etant donné A € R™™ B € RV™ M = MT € RWmx@+m) avec det(jwl — A) # 0
Vw € R et (4, B) stabilisable, les relations suivantes sont équivalentes.
. _ -1 * . _ -1
i [(]a)l IA) B] M [(]wl IA) B] <0 vVwER
i) il existe une matrice P = PT € R™ " telle que

T
ATP+PA PB] _

<0
BTP 0

M+

L’équivalence correspondante pour les inégalités strictement inférieures est vérifiée méme si (4, B)
n'est pas stabilisable.
Notez que P est nécessairement pas besoin d'étre définie positive. Cependant, si A est stable, c'est-

a-dire a toutes ses valeurs propres dans le demi-plan gauche ouvert, alors P > 0.

A.1V.2. Complément de Schur

L'équivalence entre l'inegalité de Riccati et LMI peut étre vue par le fait bien connu suivant:

Lemme: Supposons que R et S sont hermitiens, c'est-a-dire R = RT etS = ST. Alors les conditions

suivantes sont équivalentes:

R >0, S+G™R1G <0 (7)

et

S GT

[G _R] <0 (8)
Preuve: Post-multiplier (8) par la non singuliére [R‘IlG (I)] et pré-multiplier par sa transposition:

o “TIE Eillete A=F 5% Sl<o
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ce qui est équivalent a la condition (11).

A.1V.3. Lemme réel positive

Le lemme reéel positif est fortement lié a la passivité d'un systeme et a joué un réle crucial dans les
questions liées a la stabilité des systémes interconnectés et a la synthese des systémes passifs.
Soit le systéeme LTI suivant:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
x(to) = xo

Lemme: Le systeme LTI est passive (ou réel positive) si seulement s’il existe une matrice
P = PT > 0 telle que

T _ T
[AP+PA PB—-C <0

BTP—C —(D+DT)

Alors pour tout w € R avec det(jwl —A) # 0ona H(jw) + H(jjw)* = 0.

De plus, V(x) = xT Px définit une fonction stockage quadratique.
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Annexe V: Inegalités matricielles linéaires

A.V.1. Inégalités matricielles
A.V.1.1. Temps continu

Nous allons voir ici des systemes linéaires et stables soumis a des incertitudes non linéaires:

{J'C=Ax+Bw

z=Cx+ Dw ©)

ou w est I’entrée de perturbation et z est la sortie de performance.
L objective de cette section est de fournir des critéres pour assurer des limites supérieures de

la norme £L,-induitede w a z pour le systéme LTI, c'est-a-dire pour montrer que

izl < yllwll; (10)
En faisant une mise a I'échelle de w ou z, il n'y a aucune restriction a supposer que y = 1:

Izl < lwll; (11)

ou équivalent

zllz = llwll, = fZT(t) z(t) —w(Ow®)dt <0 (12)

Pour ce probleme, la fonction de colt suivante peut étre utilisée
gl,w) = IzII? = Iwll* = 2"z —w'w (13)
et une fonction de Lyapunov quadratique est choisie
V(x) = xTPx (14)

Pour assurer la stabilité interne, on suppose que la matrice de Lyapunov P est symétrique définie
positive (P > 0), c'est-a-dire V(x) > 0, Vx # 0. Si x(0) = 0, la norme L,-induite de w a z est

inférieure a 1 si le Hamiltonien pour (1) et (3) est négatif pour tout x:

H=V+g(x,w)
=x"Px + x"Px +zTz—wTw (15)
= xTP(Ax + Bw) + (Ax + Bw)"Px + (Cx + Dw)T(Cx + Dw) —wTw

Afin d'assurer que ||z||, < |lw]|, alors H < 0 doit étre satisfait pour tout x et w.
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A.V.1.2. Inégalité de Riccati
Une facon d'arriver a l'inégalité de Riccati est de compléter les carrés de (15). Remarquons d'abord

qu'en laissant x = 0, on peut déduire que DTD < I etdonc R =1 — D7D sont inversibles. Alors

H=xT(ATP +PA+ (BTP+DTC)RY(BTP + DTC)T + CTC)x
—(WwW—=RYBTP+DTC)x)TR"*(w — R™Y(BTP + DTC)x)
< xT(ATP + PA+ (BTP + DTC)R™Y(BTP + DTC)T + CTC)«x

L'égalité est obtenue pour
w=RIBTP+DTC)x (16)

ce qui peut étre interprété comme la pire perturbation.

A.V.1.3. Inégalités matricielles linéaires (LMIs)
Au lieu de remplir les cases, le Hamiltonien (15) peut étre réécrit en
_[¥1"[PA+ATP +CTC PB+CTC] x
= [w] [ BTP +DTC D™D —1 [w] <0 an
qui doit étre maintenu pour tout x et w non nul. Ceci implique que

PA+ ATP+CTC PB+C'C
T T T <0

B'P+D'C D'D —1
qui est une inégalité matricielle lineaire (LMI) par rapport a P, pour donné (4, B, C,D). Ceci
implique que I'ensemble de P satisfaisant LMI est convexe, ce qui simplifie considérablement la

recherche de P.

A.V.2. Inégalités matricielles équivalentes
Nous avons montré I'équivalence entre I'inégalité de Riccati et LMI correspondante. Ils ont des
vertus différentes, qui seront utilisées lorsque cela est pratique. L'un des objectifs du choix de LMI
est qu'il fournit souvent un outil simple pour montrer que I'ensemble des solutions est convexe.
En répétant le complément de Schur, nous arrivons aux conditions équivalentes suivantes:
I) {E’ED) <! T T m\T T -1 T T T ;
ATP + PA+ (BTP + DTC)T(I — DTD)"Y(BTP + DTC) + CTC

i) PA+ ATP+CTC PB+C'C

<0;
BTP + DTC D™D —1
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PA+AT™P PB CT
iii) BTpP -1 DT|<O.
C D -
Toutes sauf la premiere de ces inégalités sont linéaires par rapport a P si (4,B,C,D) sont
maintenues fixes. La derniere de ces inégalités (iii) est linéaire par rapport a (4, B, C, D) pour un P
donné, d'ou nous concluons que lI'ensemble des matrices de systéme satisfaisant I'inégalité de
Riccati ou de maniére equivalente la LMI est convexe. Le lemme réel borné indique une extension
de ces résultats.
Lemme réel borné [145, 166]

Les propriétés suivantes sont équivalentes.

) 1IGlle <y etAstable avec G(s) = D + C(sI — A)~'B;

ii) il existe une solution P > 0 a LMI

ATP+PA PB (T
BTP —yl DT|<0 (18)
C D -yl

Preuve: Nous avons déja montré que (ii) = (i). En utilisant le lemme de Kalman-Yakubovich-

Popov, le sens opposée est prouvée.

A.V.3. Matrice Hamiltonienne
En mathématiques, une matrice hamiltonienne (ou de Hamilton) A est une matrice réelle 2n x

2n satisfaisant la condition que le produit KA soit symétrique, K étant la matrice antisymétrique:
[0 I,
k=3, 3l (19)
et I,, étant la matrice identité n x n. En d'autres termes, A est hamiltonienne si et seulement si:

KA—ATKT = KA+ ATK =0 (20)

Dans l'espace vectoriel des matrices 2n x 2n, les matrices hamiltoniennes forment un sous-espace

vectoriel de dimension 2n? + n.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9matiques
https://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_antisym%C3%A9trique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_identit%C3%A9
https://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_vectoriel
https://fr.wikipedia.org/wiki/Sous-espace_vectoriel
https://fr.wikipedia.org/wiki/Sous-espace_vectoriel
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Résumé

La commande des robots manipulateurs reste un domaine de recherche d’actualité qui a
toujours attire l'attention des scientifiques et des ingénieurs pendant plusieurs décennies. De
nombreuses recherches menées tentent d'appliquer des techniques linéaires pour commander les
systémes non linéaires. Par ailleurs, 1’asservissement en position est I’'une des tiches majeures en
robotique de manipulation dans les espaces articulaire et opérationnel. En effet, au-dela méme de
certaines limites théoriques liees a la complexité de la commande robuste des systémes non
linéaires, une autre solution s’aveére nécessaire. Cette thése est précisément consacrée a cette
solution dont les recherches portent sur 1’analyse de stabilité et la synthése de correcteurs robustes
pour les systémes non linéaires sous forme de systémes linéaires a parameétres variants (LPV). Les
lois de commande LPV proposées s’aspirent des outils de la commande robuste et de I’optimisation
convexe sous forme de contraintes LMI. Méme si la stabilité étant acquise, tout simplement et
systématiquement ces commandes font appel aussi aux contraintes de performance et de
robustesse. Ainsi, que les propositions de commande sont ensuite validées sur héliostat et qu’il a
été observé durant les simulations numériques que la commande LPV manifeste une meilleure
robustesse face aux perturbations externes.
Mot-clés: Systemes LPV, commande LPV, synthése #,,, gain-scheduling, inégalités matricielles
linéaires (LMI), placement de péles, robot manipulateur.

Abstract

The control of robot manipulators is a challenging research area that has attracted a large
attention from scientists and engineers for several decades. Many researches concerns the attempts
to apply linear techniques to control nonlinear systems. In addition, position control is one of the
major tasks in robotic manipulation at the joint and end-effector levels. Indeed, even beyond certain
theoretical limits related to the intrinsic complexity of the robust control of nonlinear systems,
another solution is necessary. This thesis is particularly devoted to this solution, whose research
focuses on stability analysis and the synthesis of robust controllers for nonlinear systems in the
form of linear parameter varying systems (LPV). The proposed LPV control laws are aspired by
the implements of robust control and convex optimization in the form of LMI constraints. Even if
the stability is acquired, all simply and systematically these commands also use the performance
and robustness constraints. Thus, the control propositions are then validated on heliostat and it has
been observed during numerical simulations that the LPV command shows a better robustness
against external disturbances.
Keyword: LPV systems, LPV control, H,, synthesis, gain-scheduling, Linear Matrix Inequalities
(LMI1), pole placement, robot manipulator.
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